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PREFACE

These notes are the result of a course in Dynamical Systems given at Orsay
during the 1976-77 academic year. I had given a similar course at the Graduate Center
of the City University of New York the previous year and came to France equipped with
the class notes of two of my students there, Carol Hurwitz and Michael Maller. My goal
was to present Smale's Q) - stability theorem as completely and compactly as possible
and in such a way that the students would have easy access to the literature. I was not
confident that I coulddo all this in lectures, especially lectures in French, so I decided
to distribute lecture notes. I wrote these notes in English and Remi Langevin translated
them into French. His work involved much more than translation. He consistently
corrected for style, clarity and accuracy. Albert Fathi got involved in reading the
manuscript. His role quickly expanded to extensive rewriting and writing. Fathi
wrote 5.1 and 5.2 and rewrote Theorem 7.8 when I was in despair of ever getting it
right with all the details. He kept me honest at all points and played a large role in the
final form of the manuscript. He also did the main work in getting the manuscript ready
when I had left France and Langevin was unfortunately unavailable. I ran out of steam
by the time it came to chapter 10. M. Yoccoz wrote this chapter based on a preliminary

version of class notes by M.Lebasque.

Mrs B. Barbichon typed many versions of these notes with more forbearance
than can reasonably be expected of anyone. She was very helpful in many ways and I

am very grateful.

The notes are intended to be read in order except that Appendix 5.2 and
chapter 9 may be omitted. There are chapter commentaries at the end which should be

read together with or after each chapter.

I was "Professeur Associé" at Orsay while most of this work was done. The
National Science Foundation supported this work and the Research Foundation of the

City University of New York contributed to the preparation of the manuscript.

Queens College of
the City University of New York

February 14, 1978
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STABILITE GLOBALE DES SYSTEMES DYNAMIQUES

par M. SHUB

avec la collaboration de A. Fathi et R. Langevin

CHAPITRE 1 - GENERALITES

Soit M une variété différentiable compacte, et soit f: M =+ M un difféomor-
phisme de M. Notre but est d'étudier la structure des orbites de f. Rappelons que
1'orbite d'un point x de M est l'ensemble {f'(x) In€ Z}.

Un point fixe de f est un point x tel que f(x) = x ; un point périodique de f
est un point fixe pour un itéré de f : il existe un entier n strictement positif tel
que tn(x) =X.

Nous chercherons a décrire "1'histoire" des points de M, c'est-a-dire a
suivre ces points lorsque 1'on répete f un grand nombre de fois.

Commencons par étudier quelques notions de retour plus faibles que la périodi-
cité. Les notions qui vont suivre, comme celle de point fixe ou périodique, ont un
sens dans la catégorie plus générale des espaces topologiques et des applications

continues.

DEFINITION 1.0. Soit X un espace topologique et f : X = X une application

continue. Un point x de X est errant (wandering) s'il existe un voisinage U de x

tel que tk(U) N U soit vide pour tout entier positif k. Le point x est non-errant
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si tel n'est pas le cas, c'est-a-dire si, pour tout voisinage U de x, il existe un
entier positif k tel que fk(U) N U # @. Notons (f) 1'ensemble des points non-errants ;

lorsqu'aucune confusion n'est a craindre, nous noterons cet ensemble Q.

PROPOSITION 1.1. Q est fermé et f(Q) est contenu dans Q. De plus, si f est

un homéomorphisme, f() = et un point est non-errant pour f si et seulement s'il

est non-errant pour 1,

Démonstration : Par définition, les points errants de f forment un ouvert ; Q est
donc fermé.

Si x appartient a Q etsi U est un voisinage de f(x), f_1(U) est un voisinage
de x. Il existe donc k tel que : fk(f_1 ) N f_1(U) # @ ; l'image par f de cette
intersection est contenue dans fk(U) N U, qui ne peut alors &tre vide.

Si f est homéomorphisme et si x est un point de §(f), pour tout voisinage U
de x, il existe un entier positif k tel que fk(U) N U #£@. L'image par f_k de cette
derniére intersection est U N f_k(U) et ne peut donc &tre vide, ce qui implique que x
appartient a Q(f_1).

Enfin, si f est un homéomorphisme, on a :

Q= t("Q) cHQ)c @, etdonc £Q)=Q. O

Un point périodique est non-errant. Notons Per(f), ou Per si aucune confusion
n'est possible, 1'ensemble des points périodiques de f. Puisque i est fermé, nous
savons que 1'adhérence de 1'ensemble des points périodiques est contenu dans 1'ensem-

ble des points non-errants : Per(f) c Q(f).

DEFINITION 1.2. Soit f: X =+ X une application continue et soit x € X. L'ensemble

w-limite de x, w f(x), est défini par :
ny
wx) = {y € X | 3n;» e [f (x) *y}
Si f est un homéomorphisme, on définit de méme 1'ensemble o~limite de x : ozf(x) par :

n,
af(x)={y€X l3n1-»—oo It Yx) = y}.
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Posons : L (f)= U wyix) ; L= U af(x) et L(=L () UL (f).
* x€X T - x€X * -

PROPOSITION 1.3. L(f) < Qff) .

Démonstration : Soit y un point de u.‘f(x) et U un voisinage de y. Il existe alors
n n

des entiers n, > n, > 0 tels que £ 1(x) et £ 2(x) appartiennent a U. Alors

n.-n

1 2(U) N U n'est pas vide et donc y appartient a Q. Le méme raisonnement

s'applique aux ensembles a-limites et a f—1 .

f
0

PROPOSITION 1.4. Si X est séquentiellement compact et si U est un voisinage de

Q(f), quel que soit x appartenant a X, il existeuun N > 0 tel que, quel que soit

n>N, fi(x) appartienne a U.
Démonstration : Sinon il existerait des points w-limites de x non contenus dans U. O

DEFINITION 1.5. Soit X un espace muni de la métrique d. Soit f : X 4+ X et «

un réel positif. Une suite X = {xi ;p<i<q;-*<p<q-2<®} estune a-pseudo-

orbite pour f si d(f(xi)’xiﬂ) < o pour p <i <q-1. Une a-pseudo-orbite est

a-pseudo-périodique s'il existe 0<n=<q-p-2 tel que X; =X . pour tout X; appar-

tenant a x tel que X; appartienne a x. Nous dirons qu'un point x de X est

+n

a-pseudo-périodique s'il est le premier terme d'une a-pseudo-orbite a-pseudo-
périodique et finie : Xx.
Les a-pseudo-orbites sont les suites de points que 1'on pourrait prendre

pour des orbites si le repérage des points se faisait avec une marge d'erreur o .

DEFINITION 1.6. Soit X un espace muni de la métrique d et soit £ : X # X. Un

point x de X est dit périodique par chaine s'il est a-pseudo-périodique pour tout
o> 0. Onnote R(f) (de: chain recurrent en anglais), ou simplement R s'iln'y a

pas d'ambiguité possible, 1'ensemble des points périodiques par chaine.

EXERCICE : R(f) est fermé.
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PROPOSITION 1.7. Soit X un espace métrique et f : X =+ X une application continue.

Alors Q(f) est contenu dans R(f).

Démonstration : Soit x un point de Q et a un réel positif fixé. Montrons que x

est a-pseudo-périodique. Choisissons & < a/2 tel que :
a
dlx,y) < & = d(tx),t() <35 .

Soit U un voisinage de x contenu dans la boule de rayon & de centre x. Il existe
un entier n positif tel que £™(U) N U # @. Soit y un pointde U tel que t"(y)
appartienne a U. Si n=1, {x,x} estune a-pseudo-orbite a-pseudo-périodique.
Si n>1, {x,f(y),... ,fn_1(y) ,X} est une a-pseudo-orbite a-pseudo-périodique. [
En résumé, nous avons :
Per(f) ¢ L(f) ¢ Qf) < R(f) .

On peut choisir f de sorte que chacune de ces inclusions soit stricte.

Exemples :
1) La fléche indique la direction x,f(x).
Un point en gras est un point fixe.
Ici Per(f) = L(f) = Q(f) = les deux points en gras,
R(f) est le cercle entier.
2)

Une rotation d'angle irrationnel.

Per(f) = @ ; L(f) = Q(f) = R(f) = le cercle entier.

Exercice : Trouver des exemples ou les autres inclusions strictes sont réalisées.

On peut se demander si ces inclusions sont des égalités pour une fonction f
ordinaire, ou pour "la plupart" des fonctions. Une maniére de rendre ces questions

précises est de mettre une topologie sur 1'ensemble des difféomorphismes ; on peut

alors parler d'ensemble résiduel et de propriété générique.



GENERALITES

Si X est un espace métrique compact, on peut mettre deux métriques sur

Homeo (X), 1'ensemble des homéomorphismes de X dans X.

sup d(f(x),e(x))
x€X

d (t,e)
d_(f,8) = sup [d(E(x),e(x)), d(t™'(x),e7" () J.
x€X
Ces deux métriques engendrent la méme topologie. On le voit en remarquant que toutes
les applications considérées sont uniformément continues. La métrique dC est com-
pléte sur Homeo(X).

Si M est une variété différentiable compacte de classe CF, 1< r<e, on
niunit 1' espace des difféomorphismes c’ de M d'une topologie en définissant les
suites convergentes : une suite fn converge quand fn et toutes les dérivées de fn
jusqu'a l'ordre r convergent uniformément. Cette définition s'étend pour r=0 en
posant Diff°(M) = Homeo(M).

La fagon la plus naturelle de rendre cette définition précise serait d'utiliser
le fibré des r-jets, mais il est peut-&tre plus simple de définir une base de voisinages
du difféomorphisme f a l'aide de cartes. Choisissons un recouvrement fini de M
par des cartes. Tout point x de M est contenu dans une boule de rayon r, contenue
dans une carte. Les boules B(x,rx/ 2) recouvrent M. On peut extraire de ce recou-
vrement un sous-recouvrement fini B(x1 )Ty /2),... ,B(xn,rx /2). Soit 6 =inf r'x_/z.
Nous pouvons maintenant &tre siirs que, si deux fonctions f et g vérifient d(f,g) 1< 5,
pour tout point x de M, il existe une carte contenant les deux points f(x) et g(x).

M. Nous pouvons maintenant calculer la distance cl de £ et g dans une carte : en
calculant le maximum de la différence entre les dérivées correspondantes de f et g

dans une méme carte.

TR

f
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Rappelons que, dans un espace métrique complet, une intersection dénombrable

d'ouverts denses est dense (propriété de Baire). On appelle résiduel ou générique

un ensemble qui contient une intersection dénombrable d'ouverts denses ; une pro-

priété vérifiée par tous les éléments d'un ensemble résiduel est dite générique.
Voici quelques problémes ouverts de premiére importance :

- Est-ce que Per(f) = Q(f) génériquement dans Diff'(M) ?

- Est-ce que Q(f) = R(f) génériquement dans Diff" (M) ?

Une réponse dans cette voie est le théoréme de Pugh (difficile) :

THEOREME (Pugh). Per(f) = Q(f) génériquement dans Diff '(M).
On sait aussi que pour les homéomorphismes d'une variété différentielle compacte
Q(f) = Per(f) = R(f) génériquement. Par contre, la théorie des perturbations est plus
difficile dans le cas Cr, car il faut contrdler toutes les dérivées jusqu'a l'ordre r.
Jusqu'a présent, nous avons supposé que M est une variété différentiable
compacte. Par homéomorphisme, resp difféomorphisme de M, nous entendions une
application surjective admettant une application inverse, continue resp différentiable.
Cette hypothese de surjectivité n'est pas vraiment nécessaire. Toutes les définitions
que nous avons données ont un sens méme si £ n'est pas surjective. Il suffit simple-
ment de ne pas écrire t-1(x) si x n'appartient pas a l'image de f. Par exemple,

N £"(M) est un fermé invariant contenu dans M et
n>0

Per(f) L (f) © Qf) < R() © N (M)
n=>0

L_(f) est toujours 1'ensemble des points limite d'une suite £ ™(x) (tous les termes

de la suite doivent &tre définis) ; L_(fjc N £(M) .
n=0

A partir de maintenant, par souci de simplicité, nous supposerons que M est

compacte, connexe et sans bord.
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11 est parfois utile de permettre a M d'avoir un bord. Par exemple, on peut
avoir envie de considérer une région bornée de 1'espace euclidien de bord lisse. Dans
le cas o M a un bord, il faut supposer que f est un plongement de M dans son inté-
rieur. Le lecteur qui n'est pas familier avec les variétés différentielles peut toujours
se restreindre a ce cas ; cependant nous ne vérifierons pas la version a bord des

théoremes démontrés pour des variétés sans bord.

EXERCICE : Montrer que, si x appartienta @ etsi U est un voisinage de x, il

n.
existe une suite d'entiers n, tendant vers 1'infini tels que 1'intersection f 1 unu

soit non vide.
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Soit f un homéomorphisme de M. Une filtration M adaptée a £ est une suite
@ = Mo cM 1 c...C Mk =M, oules Mi sont des sous-variétés C de M, compactes,
a bord, telles que :

a) dim M, = dim M

b) f(Mi) c intM, .

La suite §=M - Mk cM- Mk-1 c...c M- Mo = M est une filtration adaptée
1

a f_1, notée m~ .

Etant donnde une filtration m adaptée a f, 1'ensemble Kt m)y= N ' M _-M_ )
a nEZ a o=l

est le plus grand sous-ensemble de Ma - Ma-1 invariant par f, il est compact.

k
Définissons : Kt m)= U fo (n). Si I est une filtration adaptée a £, posons :
a=1

Qa=ﬂ.ﬁ(Ma-M 1) ; R_.=RNM_-M_ )

o- o o a-1

Qa et Ra sont contenus dans fo(m). Donc toute filtration M adaptée a f vérifie :
f ¢ Lo

R(f) € K'(n) et par conséquent L(f) c Kf(m). Nous écrirons K(h) et K a(rn) quand

aucune confusion sur f ne sera a craindre.

Nous allons chercher a déterminer quels ensembles invariants fermés sont de la

forme K(n) pour une filtration m adaptée a f.

DEFINITION 2.1. Si B est une partie de M, on pose :

wS(B) = fye M1 di'y), f'(B)+ 0 quand n= +}
U n n
W'(B) = {ye M4 d(f (y),f (B)» 0 quand n =+ -}
Soit £ un homéomorphisme de M, soit A = /\1 U...U As une réunion dis-

jointe de fermés invariants pour f telle que L(f) soit contenu dans A.
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LEMME 2.2. La variété M est la réunion disjointe des ensembles WS(Ai) . Elle est

aussi la réunion disjointe des ensembles WU(Ai) .

Démonstration : On peut choisir des voisinages ouverts Ui des fermés invariants A i

tels que t(Ui) N Uj =@ pour i#j. Si x estunpointde M, pour n assez grand,

#'(x) appartient & la réunion U U;, puisquela suite f'(x) ne peut avoir de
i=1,...,8
point limite dans le complémentaire de U Ui’ ni donc avoir une infinité de points
i=1,...,s

contenus dans cet ensemble, qui est compact. Et comme f(Ui) N Uj =@ pour i#j,
a partir d'un certain rang tous les points de la suite fn (x) sont contenus dans 1'un
des Ui' Donc, comme les Ui peuvent &tre choisis arbitrairement proches des Ai’
il existe un indice i tel que x appartienne a Ws(/\i) . Le mé&me raisonnement s'appli-
que aux ensembles WU. [}

Si A=A 1 U...UA s vérifie les mémes propriétés que plus haut, nous définis-
sons un préordre > par : h > I\J- si (WU(I\i) - Ai) N (WS(AJ.) - Aj) # @. Nous dirons

que le préordre > admet un r-cycle s'il existe une suite : /\i > eee P /\i = I\i .
1 r+1 1
Si le préordre > n'a pas de cycles, on peut le compléter en un ordre total compatible

avec lui et noté >. L'une des trois propriétés suivantes est alors vérifiée :

/\i</\j T Ai>/\j

La premiere inégalité implique qu'il n'existe pas de suite Dy > eee > I\J.. Si le
préordre n'admet pas de cycle, il est possible de réindexer les A de sorte que
1'ordre des indices coincide avec 1'ordre total >. Nous appelerons un tel ordre :

ordre de filtration.

THEOREME 2.3. Soit f un homéomorphisme de M. Soit A = /\1 U...U As une
réunion disjointe d'ensembles invariants pour f et fermés tels que L(f) € A. Une
condition nécessaire et suffisante pour que les Ai soient de la forme Ki(rn) y

i=1,...,s pour une filtration m adaptée a f est que les /\i ne contienne pas de

cycle et que 1'ordre des indices soit un ordre de filtration.
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Démonstration : Nous allons d'abord montrer que ces conditions sont nécessaires.
$i M est une filtration adaptée a f, comme t(Mi) est contenu dans 1'intérieur de Mi’

WU(Ki(m )) est contenu dans Mi et WS(Ki(m )) est contenu dans M - Mi— Ceci montre

1°

qu'il ne peut exister de suite Kj(m) S, - Ki(m) si i est plus grand que j. Rappe-
lons que, par définition, K.(m)= N (M, =M. ,). On adonc
i i i=1
1S4
WK, (m) N WS(K,(m) = K,(n) et donc K,(m) K,m). O

Nous allons démontrer que ces conditions sont suffisantes a 1'aide d'une suite

de lemmes.

LEMME 1. wU(Ai)ﬂwU(AJ.) 0 = WU(Ai)ﬁI\J. £ 0.

Démonstration : WU(Ai) est invariant par f, WU(/\i) est donc aussi invariant par f

et de plus fermé. Si y est un point de WU(/\j) N WU(Ai), tout point limite de la

suite {fn(y)} est contenu dans WU(Ai), mais les points limites de la suite

n<0

£ (y)} n<(o appartiennent a A;i ; donc WU(Ai) N A i n'est pas vide. O

LEMME2. (i3 3 W) N A A9 = W) NWS)-n)#8 .

Démonstration : Soit U, un voisinage compact de A, tel que f(Uk) NuU p= @ pour k #B.

k

Posons L:i = f_1(Uj) - int Uj' Comme WU(/\i) N Aj n'est pas vide, il existe une suite

de points x = de WU( Ai) convergeant vers un point de A i On peut choisir les points
x  dans 1'intérieur de Uj' Comme d(f_k(xn), Ai) tend vers O quand k tend vers
1'infini, que i est différent de j, que f(Ui) N Uj =@ et donc A0 Uj =@, il existe
un plus petit entier positif kn tel que f-kn(xn) n'appartienne pas a int Uj’ donc

appartienne a Lj puisque f(f-k“(xn)) appartient a int Uj' Soit x un point limite de

la suite f—k“(xn) .Le point x appartient a WU(/\i) puisque chaque f_kn(xn) appartient a
WU(/\i). Comme les X, tendent vers un pointde 1'ensemble invariant AJ’ la suite kn tend
vers 1'infini avec n. Donc tB(x) appartient a U;i quel que soit P positif, car s'il

existait [ tel que fB(x) appartienne a M - UJ., il existerait un point X, et un entier

10
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k plus grand que £ tels que fll'(xn) appartienne 3 M - Uj’ ce qui contredirait le

choix des k. Le point x appartient bien a WU(/\i) N (WS(Aj) - Aj)' O

LEMME3. (i#j ; wU(AimAJ.;éﬂ): i>j .

Démonstration : Le lemme 2 implique qu'il existe un point x appartenant a 1'inter-

- q

section WU(/\.) N WS( )= A). Mais M estlaréunion U WY(h,). 1l existe donc
k=1

un entier f telque x € W (I\l’, ), 13 vérifiant Af, > 1, Par le lemme 1, 1'inter-

section W (/\ ) NA 2 n'est pas v1de En répétant ce raisonnement, nous obtenons

une suite ... > AB > cee > AB > AL j? telle que W (/\ ) N /\ﬁ ne soit pas vide.
Tant que A ) est différent de Ai’ continuons le processus. Comme il n'existe qu'un

nombre fini de AE et qu'il n'existe pas de cycle, il existe r tel que AE = /\i . O

LEMME 4. WY (A) c UW (A ), ce qui implique que U W (/\) est fermé.
i i<i J

Démonstration : Soit x un point de WU(/\ i). 11 appartient & 1'un des WU(/\J.) par

le lemme 2.1 ; les lemmes 1 et 3 impliquent alors que i est supérieur ou égal a j. O

LEMME 5. U W (/\ ) est un voisinage ouvert de UW (/\ )
i<i =i

Démonstration : En considérant f-I, échangeons WS et WU, puis appliquons le

lemme 4. O

LEMME 6. Soit X un espace métrique compact et f: X 2+ X un homéomorphisme

X »+ Imf. Soit P un ensemble invariant compact de la forme P = g £(Q), ot Q
est un voisinage compact de P (P < int(Q) ). Supposons que f sorilt_guverte au voisi-
nage de P ; il existe alors un voisinage compact V de P, contenu dans Q et tel
que f(V) c int(V).

Démonstration. Posons Ar =QN...N Q. soit U= f-l(Q) NQ; ona

PcintUc Q. Par compacité de X -int U, pour r assez grand, Ar est contenu

1



CHAPITRE I1

dans int U . Donc f(Ar) cf(U)c Q, d'ou t(Ar) c A, . Lasuite £ (Ar) étant
décroissante (r fixé), comme P = ﬂntn (Ar) , il existe un entier n tel que
& (Ar) C int Ar . Sin=1, Ar c::rvient ; supposons donc n= 2 . Choisissons un
ensemble w tel que Ar soit contenu dans 1'intérieur de « et que fn(w) soit conte-
nu dans 1'intérieur de AP . Posons E = fn-1(w) U A, . Alors f(E) est contenu dans
E et £ _1(E) est contenu dans 1'intérieur de E, carona :

fn_1(Ar) c int (" Yw)) c int E

1" w) © 73 (w)) © £ %(int A)cintA cintE .

Cet ensemble E est le voisinage qui permettra d'achever la récurrence. O

Démonstration du théoréme :

Nous voulons construire la suite de variétés emboitées @ = M0 c M1 c ...C Mk =M.
Remarquons d'abord que si K est un compact contenu dans la réunion

P s n P U n
U W2(A, ), onallinclusion N f£(K)c U W (A, ). En effet, soit x€ N fK,
. 1. . 1.

j=1 J n>0 J=1 J n=0

on a alors, pour tout entier n positif, £ (x) € K ; donc 1'ensemble limite L_(x) est
contenu dans K. On a alors : il existe un entier k tel que L_(x) c /\k et donc x
appartient a WU(/\,,) . Mais L_(x) est non vide et contenu dans 1'intersection

P
A 0 (U WS(Ai ) ; donc il existe un indice ij tel que A} =4, .
J=1 J J

Construisons d'abord M., puis continuons la construction par étapes jusqu'a

1 b
M comme suit :
1) L'ensemble WS(/\ 1) est un voisinage de A . Soit Q un voisinage compact

de A, tel que A1CQC WS(A1). Onaalors : N t‘n(Q)=A1; il existe donc un

1 n=0

voisinage compact V, de A, vérifiant V1 cQ, f(v 1) c int(V1) . On peut construire
une variété a bord M1 telle que V1 soit contenu dans l'intérieur de M1 . On peut
pour cela choisir une fonction lisse positive g telle que V1 ={x €M lgx) =0},

puis prendre M, = g-1[-00,€ ] pour € assez petit. On a alors f(M1) c int(M1).

1

12
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2) Nous savons que WU(A 2) U WU(A 1) est contenu dans WS(/\ 2) U WS(/\ 1) .
Soit maintenant QZ un voisinage compact de WU( A 1) @] WU( A 2) contenu dans

WS(I\ )U WS(/\ ). Onaalors NfY(Q.) = WU(/\ ) U WU(/\ ). Il existe donc un
1 2 >0 2 2 1

voisinage V. de WU(/\ 2) UWU(A1) tel que f.(V2) c int(Vz) et

2

N (v, = wlin QU wY(n D

)
n=>0 2

Construisons ensuite M2 contenant V2 U M1 de facon analogue, et ainsi de

suite jusqu'a obtenir une filtration de M.

3) Nous affirmons que : N tn(M M. ) = A, .

nez 3 a1 i
Eneffet : N f(M)= U WU(/\.). Mais M, ., contient U WU(/\.) et donc :
- . i Jj=1 L i
n=0 i<j 1<)
n U
f (M, -M, c W ).
N fow v ) e Wi

n=0

D'autre part, la suite §=(M - MS) c(M - Ms—1) c...c (M- Mo) =M est une

filtration adaptée a £ , donc :

n -n s
no =¥y = nQO‘ (M- M;_g) - (M- M) W=ln )

wU(/\.)an(A.) = A, etdonc : N f'M.-M. ) =4, . O
J J J n€EZ J .]'1 J

Les filtrations ont de fortes propriétés de stabilité.

PROPOSITION 2.4. Soit I une filtration adaptée a f et soit U un voisinage de

Kf(rn). 1l existe alors un voisinage C° de f : ¥ c Homeo(M) tel que I soit une
filtration adaptée a tout g appartenant a VU et que Kg(rn) soit contenu dans U. En

fait, si 1'on pose Ua =M - Ma—1) N U, le voisinage VU peut &tre choisi de sorte que

o

g .
Ka (m) soit contenu dans U o

Démonstration : Puisque f(M a) est contenu dans 1'intérieur de M, la méme propriété
est vraie pour toute application g Co-proche de f. Si Ua est un voisinage de

N .
fo(m), il existe alors un entier N tel que N f'(M_ -int Ma-1) c Ua' Mais si g

-N o
N .
est assez proche de f, 1'inclusion N gl(Ma - int Ma—1) c Ua est aussi vraie. O
-N

13



CHAPITRE 3 - SUITES DE FILTRATIONS

DEFINITION 3.0. Soit M : §=M_ c c.SM=Meth :p=N c...cNy=M

deux filtrations de M. On dira que nh raffine m si, quel que soit i, i=0,...,8-1,

il existe j, 0< j< k-1 tel que: (Ni+1 - Ni) c (Mj+1 - Mj)'

Si m et h sont des filtrations adaptées au méme homéomorphisme f de M
et si nh raffine m, il est clair que Kf(h) est contenu dans Kf(m). C'est pourquoi,
s'il n'est pas toujours possible de trouver une filtration pour un ensemble invariant
fermé donné, on peut parfois, dans ce cas, trouver une suite de filtrations '{mi} telle

que les ensembles Kf(m i) convergent vers A .

DEFINITIONS 3.1. I 1 rnz, ... est une suite de filtrations, si mi raffine mi_1

quel que soit i. Posons K {mi} =N K(mi). Si A estun fermé invariant pour f et si

M est une filtration adaptée a £ tellle que K(Mm) =7, nous dirons que M est une
filtration pour A. Si {mi}iEN est une suite de filtrations telle que K{n\i} =A, on
dira que {mi} est une suite de filtrations pour A. Une filtration pour §: est appelée
filtration fine, une suite de filtrations pour § est appelée une fine suite de filtrations.
Nous allons démontrer qu'il existe toujours une suite de filtrations pour R.

Donnons d'abord quelques propriétés techniques supplémentaires des filtrations.

Le résultat technique suivant améliore le théoreme 2.3.

PROPOSITION 3.2. Supposons que A = /\1 U...U /\k soit une réunion disjointe de

fermés invariants pour f qui contienne L(f) et supposons de plus que les /\i ne
contiennent pas de cycles. Soit nh une filtration adaptée a f telle que , pour tout i,
il existe a tel que /\i soit contenu dans fo(n) . Il existe alors une filtration pour

A qui raffine h.

14



SUITES DE FILTRATIONS

Démonstration : Comme dans la démonstration du théoréme 2.3, si Ai est contenu dans

Na - Noz on peut construire Mi contenant Na et contenu dans Na‘ On peut alors

-1’ -1
insérer les Na dans la suite des Mi' La filtration ainsi construite raffine certaine-

ment h . O

Soit A un fermé invariant pour f (f € Homeo(M) ). Soient W_,.. -,W,  des ouverts

1
k
deux a deux disjoints recouvrant A : A c U Wi‘ Soit B(Wi) = U f‘"(wi) et

i=1 n20
FW,)= U fn(Wi), le "passé" et "1'avenir" de LA (backwards et forwards en anglais).
Y20
Soit Ki =N fn(Wi), 1' ensemble invariant pour f maximal contenu dans Wi.
ne4

Le préordre > est défini par :

soit i#j et F(W)NBW)#0

W, > W si { J
soit i=j et B(Wi) - wi) N (F(Wi) - wi) £0

L'ensemble des W, contient un r-cycle s'il existe une suite W, > oW, =W, .
1 r+1 1

Si les Wi ne contiennent pas de cycles, nous dirons que 1'ordre des indices est un
ordre de filtration si, quand j est plus grand que i, il n'existe pas de suite

W > W

PROPOSITION 3.3. Soit A un fermé invariant pour un homéomorphisme f de M.

Supposons de plus que A contienne L(f). Soit W1 y+++yW un recouvrement de A

k
par des ouverts disjoints ne contenant pas de cycles. Les ensembles Ki définis plus
haut sont alors des fermés disjoints invariants pour f et ne contiennent pas de cycles.

De plus, L(f) est contenu dans la réunion K des Ki'

Démonstration : Montrons d'abord que les Ki sont fermés. Soit x un point de

k
1'adhérence de Ki‘ Comme w(x)c L(flc pAc U Wi, il existe un entier N tel que,
i=1
k

pour tout n supérieur ou égal a N, fn(x) appartienne a U Wi. Comme les Wi ne
i=1

contiennent pas de cycles, il existe j et N' tels que, pour tout n supérieur ou égal

a N', f(x) appartienne a Wj’ On doit alors avoir j=i. En effet Wj et donc f'n(wj)
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CHAPITRE II1

sont des ouverts ; f-n(WJ.) qui contient un point de 'K_l contiendrait aussi un point de Ki .
On démontre de méme que t‘n(x) appartient a Wi quand n est assez grand.

Comme enfin il n'existe pas de 1-cycle, quand x appartient a Ki’ fn(x) appartient

a Wi quel que soit n. Le méme raisonnement montre aussi que L(f) est contenu dans

K. En effet, soit x un point de M, 1'ensemble w(x) est contenu dans A, donc

tn (x) appartient a 1'un des W, disons Wi quand n est assez grand, ce qui implique

que les itérés des points w-limites de fn(x) sont astreints a rester dans Wi. O

THEOREME 3.4. Soit f un homéomorphisme de M. Il existe une suite de filtrations

pour R(f).

Démonstration : Soit ¢ un réel positif. Soit a < ¢/2 tel que d(x,y) < a implique
d(f(x), #(y)) < €/2. Recouvrons § par les boules ouvertes centrées sur £, B(x,0/2).
Soit B = B(xi,a/z) , i=1,...,k, un sous-recouvrement fini extrait.

i

Définissons un préordre sur les Bx. par Bx'z Bx. s'il existe un entier n positif ou
nul, tel que l'intersection fn(Bx') N Bx. solit non vide. Nous dirons que deux boules
Bx. et Bx. sont équivalentes si eiles ap}gartiennent a un mé&me cycle pour le préordre
qué nous vgnons de définir. Regroupons les boules Bx. équivalentes en des ouverts
U1 yeoe ,Uq (chacun des Ui est la réunion des boules dl' une classe d'équivalence).

Soit V; = F(Ui) N B(Ui) . Les V; forment un recouvrement de €. par des ouverts
disjoints et ne contiennent pas de cycle.

Remarquons que deux points d'un méme Ui appartiennent toujours a une méme
¢ -pseudo-orbite. En effet, si x appartient a Bx. et y a Bx.’ on peut supposer que,
pour un entier n, l'intersection ! Bx. N Bx. n':est pas vide %car‘ en mettant bout a
bout deux e-pseudo-orbites, on obtient 1encor'eél une ¢ -pseudo-orbite). Distinguons
deux cas :

1) n> 0. Choisissons z appartenant a B, tel que '(z) appartient a B,

- 1 i
Par choix de «, la suite x,£(z),...,f" 1(z),y est une e¢-pseudo-orbite.

16
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2)n=0. Comme X; appartient a Q, il existe un entier n > 2 tel que fn(Bx )

i
recoupe B (voir exercice du chapitre 1). Soit z un point de B, tel que £(z)
i i
appartienne aussi a Bx . La suite x,f(z), .. A 1(z),y est alors une ¢-pseudo-orbite.
i
On en conclut aisément que tout point de Vi est e¢-pseudo-périodique.

Définissons comme plus haut des ensembles Ki par Ki = N tn(Vi). Les
ncEZ q

points de Ki sont tous e-pseudo périodiques. Il existe une filtration pour K = U Ki’
i=1

ce qui implique que R(f) est contenu dans K. Quitte & rétrécir un peu les Vi’ on

peut supposer que, la réunion U Vi restant un voisinage de §, leurs adhérences
i
sont disjointes. Soit maintenant une suite décroissante ¢ n de nombres positifs qui

tendent vers 0 quand n tend vers l'infini, les ensembles V?, K?, K" sont cons-

truits comme nous venons de le dire en posant ¢ = ¢ n Choisissons la suite €n de

sorte que (U V?H) soit contenu dans |J Vri] le voisinage de £ construit a 1'étape
i 1 i
1

précédente. Tout fermé K;‘H est contenu dans un fermé Krj car tout V;H' est

contenu dans un V;.] (sinon il existerait un cycle de ¢ n +1-boules non contenu dans 1'un

des V? et donc un cycle dans 1'ensemble des V?) .

La proposition 3.2. permet maintenant de raffiner la filtration pour K" déja

1

construite en une filtration pour K™™', Les K" sont formés de points en-pseudo-

périodiques et contiennent chacun R(f); onadonc: N K"=R(f). O
n=0

Soit une filtration M = M2 oM 1 ) Mo = @ adaptée & un homéomorphisme f. On

construit facilement une fonction continue non-négative ¢ telle que :

¢ =1 sur K o =0 sur K

2 1

o(f(x)) < o(x) pour x £K .
Pour cela, définissons ¢ sur U f“(a M,) par :
1
ne
In| -(i+1)
o(x) = 1/2-signe(n) =T 2 si x€ M1).
i=1
Le théoreme de Tietze permet ensuite de prolonger ¢ en une fonction continue positive

sur M, telle que, pour x € int(fn_1(M1) - fn(M1)), on ait :

17
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1/2 1/4

M) f2(6M1)
(M, 1

Soit maintenant une filtration M qui comprend plus de deux termes, trois par
exemple : M=},/[3:>M2:>M1 DMO=¢. Alors, M=M3:>M23 MO:Q) et

M= M3 D M1 =} Mo = @ sont aussi des filtrations et nous pouvons appliquer a chacune
le résultat précédent. En ajoutant les deux fonctions obtenues, on construit une fonc-

tion ¢ qui vaut 2 sur K2, TsurK,, OsurK et qui vérifie ¢ f(x) < ¢(x) quand

1 ’
X n'appartient pas a K. Par le méme procédé, on peut construire une fonction étagée
suivant une filtration finie. En prenant une nouvelle fois une moyenne idoine, on peut
construire une fonction continue décroissante sur les orbites de f hors de K {mi}
quand {mi}i EN est une suite de filtration adaptée a f.

En fait, on pourrait dans ce qui précéde trouver des fonctions ¢ lisses, mais
nous ne le démontrerons pas.

De la construction que nous venons de terminer, nous pouvons cependant

déduire la proposition :

3

PROPOSITION 3.5. Soit M une filtration adaptée a f, resp {mi} une suite de

filtrations adaptée a f. Il existe alors une fonction continue ¢ : M -+ IR décroissante
sur les orbites de f non contenues dans K(n), resp K {mi}
x £ K(m), resp K {Tni} =5 ¢ f(x) < ¢(x). En particulier, il existe une telle fonction ¢

décroissante sur les orbites de f non contenues dans R(f).
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PROPOSITION 3.6. Soit f un homéomorphisme de M. On a alors :

R(flR(f)) = R(f)

Cette proposition n'est pas aussi ridicule qu'elle parait. La restriction
flR( ) envoie R(f) dans R(f), mais il n'est pas évident que toutes les pseudo-orbites
qui partent des points de R(f) soient contenues dans R(f).

Remarquons aussi que 1'on peut avoir £ (f | Q(f)) différent de Q(f).

;o Q) = il ge) =

Démontrons la proposition. L'existence d'une suite de filtrations, ou celle de la

fonction ¢ montrent que pour o assez petit, les orbites a-pseudo-périodiques
commengant en un point de R sont astreintes a rester prés de R. Pour trouver une
e-pseudo-orbite e-pseudo-périodique contenue dans R, on peut commencer par cher-
cher une a-pseudo-orbite a-pseudo-périodique pour un « beaucoup plus petit que ¢,
o assez petit pour que cette a-pseudo-orbite reste dans un petit (e/2) voisinage de

R, puis pousser cette derniere dans R. Nous laissons les détails au lecteur. O

PROPOSITION 3.7. Si U est un voisinage de R(f), il existe un voisinage V de f

dans Homeo(M) tel que R(g) soit contenu dans U quel que soit g appartenanta V.

Démonstration : Soit {mi} une suite de filtrations pour R(f). Pour j assez grand,

K(mj) est contenu dans U et nous pouvons construire V a l'aide de la proposition 2.4,
a

PROPOSITION 3.8. Un homéomorphisme f de M admet une fine suite de filtrations

si et seulement si Q(f) = R(f).
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Démonstration : Si Q(f) = R(f), il existe une suite de filtrations pour §(f). S'il
existe une suite de filtrations {mi} pour Q(f), ona: R(f) c K{mi} = Q(f), mais

Q(f) est toujours contenu dans R(f). m}

DEFINITION 3.9. On dira qu'un homéomorphisme f de M n'a pas de CO-Q-explosion

si, étant donné un voisinage U de Q(f), il existe un voisinage V de t dans Homeo(M)

tel que, pour tout g appartenant 3 V, §(g) soit contenu dans U.

PROPOSITION 3.10. Si f admet une filtration fine ou une fine suite de filtrations,

f n'a pas de CO-Q-explosion.

Démonstration : Il suffit de relire la proposition 2.4 ou les propositions 3.7 et 3.8. 0O

La réciproque est vraie et donc aussi le théoréme :

THEOREME 3.11. Soit f un homéomorphisme de M ; les propositions suivantes

sont alors équivalentes :

1) f admet une fine suite de filtrations.

2) f n'apasde C°-Q-explosion.

3) f) = R(f).

11 nous suffit de démontrer que 2) implique 3). Nous donnons la démonstration
pour une variété M de dimension supérieure ou égale a 2. Elle repose sur le résultat

de topologie différentielle suivant :

PROPOSITION 3.12. Soit e un réel positif et M une variété lisse de dimension

supérieure ou égale a 2. Soit (xi, yi) des couples de points de M vérifiant :
d(xi,yi) < ¢. Supposons aussi que les x; soient deux a deux distincts, de méme que
les Yi 11 existe alors un difféomorphisme lisse de M, g, tel que g(xi) =y; et

qui soit CC-distant de 1'identité de moins de 7.
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Démonstration du théoréme quand la dimension de M est supérieure ou égale a 2.

Si Q(f) est différent de R(f), il existe un voisinage U de &(f) qui ne contient
pas R(f) et donc un point x appartenant & R(f), mais non au voisinage U. Soit ¢
un réel positif. Le point x est ¢/7-pseudo-périodique. Il existe donc une suite

x={x= X X =x} de longueur k, telle que d(f(xi),xi+1) <e¢/7. On

12X Xy
peut supposer de plus que les points xi sont deux a deux distincts, et donc aussi leurs
images par le difféomorphisme f.

Soit g un homéomorphisme tel que g(f(xi)) =X, 0<i< k-1 ; ettel que
do(g,idM) < ¢. Lepoint x est maintenant un point périodique de (gof) et
do(g of,f) < ¢. Donc x appartient & Q(gof), et comme le choix de ¢ était arbi-

traire, a Q(f). O

Le théoreme est vrai aussi pour les homéomorphismes du cercle (la seule
variété compacte sans bord de dimension 1) et se démontre directement dans ce cas.
On peut démontrer que 1'ensemble des homéomorphismes sans Co-ﬂ-explosion

est résiduel dans Homeo(M), ce qui démontre que, génériquement, §(f) = R(f).

Le cas des champs de vecteurs est semblable et 1'énoncé des propriétés est
plus simple. Enong¢ons rapidement quelques unes de ces propriétés. Sans redéfinir
Q, énongons les définitions et théorémes correspondants :

DEFINITION 3.13. Si X est un champ de vecteurs sur M et A € M un ensemble

invariant pour le flot @ t induit par X, la fonction différentiable L. : M+ R est une
fonction de Lyapounov pour (X,A), si A est 1'ensemble des points critiques de L
et si la dérivée X(L) de L suivant X est négative sur M- .

Soient § et T deux réels positifs. On dira que le point m de M est
(8, T)-récurrent, ou que le point m appartient & R 5,7’ s'il existe des points yJ.

et des réels s;i vérifiant *
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5;>T ; d(xj,yj)<6; X =m; xj+1=<1>sj(yj) Py =m .

Définissons 1'ensemble des points X-récurrents par chaine :

R, = N R
6,T

Les fonctions de Lyapounov pour R

X 6,T

X correspondent aux fines suites de

filtrations pour R(f).

THEOREME 3.14. Si X est un champ de vecteurs c® tel que 1'équation différentielle

correspondante ait toujours une solution unique, il existe une fonction de Lyapounov

(-]
C  pour (X, RX) .

Etant donné une variété N et une application ¢ : N =+ %P(M), on peut espérer
trouver une application a: N =+ Cc®(M), telle que,pour chaque point n de N, a(n)
soit une fonction de Lyapounov pour (¢(n), R(p (n)) et que, au moins localement, la
fonction a soit continue ou lisse.

Personne n'a encore tenté d'étudier une théorie générale des bifurcations ou
des catastrophes restreinte aux applications o« qui sont de Lyapounov pour 1'ensemble

des points récurrents par chaine d'un champ de vecteurs.

EXERCICE.

Soit £ un homéomorphisme de la variété compacte M, et A = /\1 U...U Ak
une réunion disjointe d'ensembles fermés /\i invariants par f. Le théoreme 2.3 nous
donne une condition nécessaire et suffisante pour que les /\i soient de la forme fo(m)
pour une filtration adéquate M adaptée & f. Cette condition est que A contienne L(f)
et qu'il n'y ait pas de cycles entre les /\i . Parfois A ne contient qu'une des deux

parties L+(f) ou L_(f) de L(f). On veut généraliser 2.3 a ce cas; bien siir, on ne
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peut pas espérer trouver une filatration M telle que Kf(m) =), car l'ensemble Kt(m)
contient L(f) tout entier.

Nous allons examiner le cas ou L_(f) c A ; lecas L.+(f) c )\ s'obtient en
remplagant f par i1

Remarquons que la démonstration du lemme 2.1 montre tout de suite que M est
la réunion disjointe des WU( /\i) . Par contre, puisque nous n'avons pas supposé
L +(t) c A, nous ne pouvons pas dire que M est la réunion des WS( Ai) .
Définissons un préordre >~1 par : Ai >-1 A:i si i est différent de j et

o) N W) £ .

Remarquer, par le lemme 1 utilisé dans la démonstration de 2.3, que l'on a :

W) nwla) £ 8 s W) na £6 .

Nous supposerons que le préordre )—1 n'a pas de cycle. Nous pouvons alors
1'étendre en un ordre total sur les /\i ; quitte a permuter les indices des Ai’ nous
pouvons supposer que cet ordre total est le méme que celui donné par les indices. Dans

ce cas aussi, nous dirons que 1'ordre des indices est un ordre de filtration.

1) Montrer que U WU(/\.) est fermé .
j<i J
2) Soit F un fermé qui n'intersecte pas U Ak’ démontrer que :
n U k=i+1
NE(F)c UW(A) .
n=0 j=i

3) Montrer qu'il existe un voisinage fermé Q de U WU(A.) tel que :

j<i
N Q) = U wY)
n20 j<i J
4) Démontrer le théoréme : Théoréme 2.3 bis. Soit A = /\1 U...U A, une réunion

disjointe d'ensembles fermés invariants pour 1'homéomorphisme f. Supposons que
L_(f) < A. Les deux conditions suivantes sont équivalentes :

i) 1l existe une filtration m : @ = Mo c...cC Mk =M, adaptée a f, telle que
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CHAPITRE 111

N fn(Mi)= U wY(1) pourtout i=1,...,k .
n=0 =i J

ii) Les /\i ne contiennent pas de cycle pour le préordre >1 défini plus

haut, et 1'ordre des indices des /\i est un ordre de filtration.
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CHAPITRE 4 - ENSEMBLES HYPERBOLIQUES

DEFINITION 4.1. Soit A un ensemble invariant pour un difféomorphisme de classe
c' delavariété M. On dira que A est un ensemble hyperbolique pour f s'il existe
une décomposition en somme directe de la restriction TM I A a A du fibré tangent

a M dont chaque facteur soit stable par Tf :

S U

S
= @

U

. THES) c ES ; THEY) c E

et telle qu'il existe deux constantes ¢ et A, ¢>0, 0< X < 1, pour que l'on ait :

T < A" n=0

|Te™ <cA™ n

I\
o

'Eull

Remarque : Cette condition ne dépend pas du choix de la métrique de M, car si

Il Il1 et || ||2 sont deux normes sur TM,, il existe des constantes strictement

positives 4 et cé telles que :

1 1
cplllly < Il = eyl -
Si M est compacte, une inégalité analogue reste vraie sur TM :
el lly < iy = eyl lly 5 >0, ;>0 ;
la notion d'hyperbolicité est donc indépendante du choix de la métrique de M, car
ITWIl, = ex"ivl, veES, n=o0

donc, ona : c1||Tfn(v)ll2 < czc)\nllvllz, vE ES, n>0

c
et donc : IITfn(v)ll2 < C—z- cAnHv“z, v E ES, n>0
1

soit finalement : " n

I < (2 g
[ES 2 <
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CHAPITRE 1V

PROPOSITION 4.2. Supposons que A € M soit un ensemble invariant hyperbolique

pour un difféomorphisme de classe c’ de M : f. Il existe alors une métrique c®
sur M et une constante ¢, 0< o < 1 vérifiant :

< 0.

-1
Tt gl <o e UTg

|E

Démonstration : Soit v+ |v|, v € TM, une métrique quelconque sur M. Nous
venons de voir qu'il existe des constantes ¢ et A, 0<c, O0< X <1, telles que :

IT £ <o ¥ ;X
|E |E

Choisissons n assez grand pour que (c)\n) soit plus petit que 1, et définissons une

Kk
s\ U|<c)\,k20.

nouvelle métrique sur ES par :
n-1 .
2 2
WI© = z [te? WI®, veE
j=0

S

On construit de maniére analogue une métrique sur EIU en remplacant Tf par
Tt_1 . Sur TM' It prenons la métrique somme orthogonale. Etendons-la en une
métrique sur TM. Ce n'est pas nécessairement une métrique C°°, car la fonction
Il I? : TM+ R n'est pas nécessairement C°; puisque les sous-fibrés E° et EY
ne sont en général que des sous-fibrés continus. Toutefois || || est une norme sur
|2

chaque fibre de TM et la fonction || || : TM » R est continue.

Pour tout v appartenant a ES, ona :

1 . -1 . .
Il = T i) ? = 5 it 2 - 5 mw)?
30 0 =1

-1 .
= nE ITi.‘]VI2 + |Ttn(v)|2 - 1Vl2
§=0

Mais , comme len (v)| est inférieur ou égal & cA™|v|, ona :
2
ITEI% < Wi - 1912 (- e .

On peut supposer que c est supérieur ou égal a 1 (il ne reste autrement rien a

prouver). On a alors :
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ENSEMBLES HYPERBOLIQUES

n-1 _
VI = £ ITEM 1% < v]?+ A2 |v)2+ ...+ A2 )2
=0
et donc :
2
W2 = alvi® sort LS < 2,
cn

On en déduit les inégalités :

2
it W12 = o2 - B (- @m?
cn

et donc :
n, 2
I @2 < (1= 1505 y2
c“n
2.2n
Donc, en posant o = 1--1-2(:—)‘ , ona :
c“n
ITs S“ <@g, ou0O<o<1.
E

La méme démonstration s'applique a Tf—1 | U 11 suffit pour conclure d'appro-
E
cher la métrique que nous venons de construire par une métrique Cc” sur TM. En

effet, si deux métriques définies sur TM ou TM 1A sont suffisament proches, les

normes de Tf o et vl

U seront proches. 0
|E |E

EXEMPLE 4.3. Point fixe hyperbolique. Supposons que A soit réduit a un point :

A = {p} ; nous aurons f(p) =p et Tpf sera un isomorphisme linéaire de TpM sur
lui-méme. Il existera dans ce cas une décomposition hyperbolique de TpM si et

seulement si les valeurs propres de Tpf sont de module différent de 1.

Démonstration : Exercice : Poser E™ = espace propre généralisé associé aux
valeurs propres de module plus petit que 1, E~ espace propre généralisé associé

aux valeurs propres de module plus grand que 1. O

Quand la dimension de M est 2, on retrouve les trois figures familiéres :
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CHAPITRE 1V

Source : Toutes les valeurs propres sont de module
plus grand que 1 ;

EY-RrR® ; E°-q{0}

Puits : Le module de toutes les valeurs propres
est plus petit que 1 ;

E°S-r? ; EY- {0}
Selle : Une valeur propre de module supérieur a 1 // \K
et une de module inférieur a 1.

E° —l'axedes y ; E° = l'axe des x. «\ /

Remarquons que toutes les orbites non contenues
dans ES sont asymptotiques a EU.

Dans ce dernier cas, les orbites sont effectivement "hyperboliques" .

EXEMPLE 4.4. Orbite périodique hyperbolique. Supposons que A soit une orbite

périodique ; A = (p1,...,pk) ; f(pi)=pi+1 (mod k). On a alors :
=(T_M e T M).
(p U...UT, )

TMI
1 k

A

Une décomposition hyperbolique de TMl A est une décomposition invariante par

Tf de chacun des espaces tangents a M aux points de 1'orbite A

T M= E> ®EY
P, P P
THES) = E> . THEY) = EY
Py Pi+1modk Pj Pj+1modk

Remarques : 1) Tt'k est un automorphisme de chacun des espaces Tp M.
i
2) 11 existe une décomposition hyperbolique de TM IA si et seulement si chacun des p;

est un point fixe hyperbolique de fk .
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ENSEMBLES HYPERBOLIQUES

DEFINITION 4.5. Soit f un difféomorphisme de classe c” de M. On dira que f

est un difféomorphisme d'Anosov si M est un ensemble hyperbolique pour f.

EXEMPLE 4.6. Soit A la matrice A coefficients entiers (2 1). Le déterminant
2

de A est1, cequiimplique que A est un automorphisme du réseau Z“ < R“. La
matrice A opeére donc sur le quotient T2 = RZ/Z2 ; le diagramme suivant est
commutatif :
A
IR ]R
. 3+v5 2 .
Enfin, comme les valeurs propres de A sont == T® est hyperbolique pour f.

Plus généralement, une matrice A appartenant 3 SL(n,Z) détermine un auto-
morphisme A du tore ™= ]Rn/ Z". Letore T" estun ensemble invariant hyperbo-
lique pour A si et seulement si A n'a pas de valeur propre de module 1. Dans ce

cas, on dira que A est un difféomorphisme d'Anosov de ™,

4.7. Le fer a cheval de Smale.

Pour construire un difféomorphisme de la sphere S2 (ou de n'importe quelle
variété de dimension 2) ayant un ensemble non trivial de points non-errants, cons-
truisons d'abord une application du carré I xI dans le plan dont nous déterminerons
1'ensemble des points non errants.

Commengons par étirer verticalement le carré R pour le transformer en une
allumette, en utilisant une application linéaire, puis courbons cette allumette, heureu-

sement souple, en fer a cheval, pour la poser, toujours a cheval, sur 1'emplacement de R.
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CHAPITRE IV

E

D /C\
E

C
C B D
B B

A E
A

On peut supposer de plus que les restrictionsde f a B e D sont des

applications linéaires contractant les horizontales et étirant les verticales.

Etendons ensuite cette application en une application du disque D2 dans lui-

méme en ajoutant deux demi-lunes au haut et au bas de R :

)

L'image par f de la demi-lune du bas est contenue dans celle-ci et la restric-
tionde f a A peut &tre choisie contractante. La restriction de f a A aura donc
un point fixe unique P, qui est le seul point non-errant de la demi-lune du bas et est
un puits. En ajoutant une source au point antipode de 52 : Py nous pouvons étendre

f en un difféomorphisme de s? que nous continuerons a appeler f. Nous négligerons

le fait stupide que A soit une variété a coins. Nous avons une filtration I adaptée a
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ENSEMBLES HYPERBOLIQUES

2

f, 9= M0 c A= M1 c D2 = M2 c S% = M3. Comme la restrictionde f a A est une
contraction, ona : K1(m) =P De méme, comme la restriction de f a s? . p?

est une dilatation, on a : K. (m) =p,. Par définition, K (m)= N fY(R). Posons
3 2 2 n€Z
A= Kz(m), nous avons :
Q) = p1Up2U(n(t)ﬂR) et QUHNR c 4.
Nous allons montrer 1'égalité : A = (G(f) " R), qui implique que M est une

filtration fine adaptée a f et analyser A.

L'ensemble R N f(R) a deux composantes connexes que nous appelerons

"ot et "M, //\\

S —

Puisque f est lindaire sur B et D, y contracte les horizontales et y étire les
verticales. L'ensemble A\ est hyperbolique pour f. Les verticales seront
donc les fibres de EU, tandis que les horizontales seront les fibres de Es.

A chaque point x de A, faisons correspondre la suite infinie de "0" et de
L LU {an} définie par :

a(x) =0, si (x) € "o"

1, si fX)€™", neZ .

a,(x)

400
Ceci définit une application ® : A— II {0,1}

-0

X {an(x) }nEZ

(o)
Notons Z(2) 1'espace topologique I1 {0,1} muni de la topologie produit. L'ensemble

-00
Z(2) est compact, parfait et totalement discontinu, c'est-a-dire est un ensemble de
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CHAPITRE IV

Cantor. Une base d'ouverts pour la topologie de Z(2) est formée par les ensembles

{(e:1 1eeer € s i1 yeee ,ik) i € {0,1}} constituds par les suites {an} telles que

a =€ ... =g Le shift (décalage en bon francais), o : Z(2) + Z(2), défini
k

est 1'automorphisme naturel de Z(2).

1
par (o{al)y =3,

L'application & définie plus haut fait commuter le diagramme :

z2) % 3202

THEOREME 4.8. L'application e topologiquement conjuguée au shift o;

plus précisément ¢ est un homéomorphisme et A = Q (f) N R.

Démonstration : Nous savons déja que (f) N R est contenu dans A . L'inclusion
inverse, exprimant que tous les points de A sont non-errants, sera une conséquence
du reste de la proposition puisque tous les points de I(2) sont non-errants pour le

décalage o (cf. exercice 4.2).

1) L'application ® est continue. Soit x unpointde A et Uc Z(2) un

voisinage de &(x). Choisissons un ouvert cylindrique : Cyl(®(x),N) = {{yn} ‘yi =

= (<I>(x))i pour i < N}, contenu dans U. Pour tout i de module inférieur ou égal

a N, choisissons une boule de rayon 6i positif : B 6.(fi (x)), centrée en £ (x)

qui ne coupe pas la composante de f(R) N R qui ne contient pas £ (x). Pour tout i
compris entre =N et N, (A N t-i(B 6-(fi (x)))) est un voisinage du point x de A. Il
en est de méme d'une intersection finie de tels voisinages, donc de :

By = N Nneie, ()
li]<N i

Par construction, <I>(BN(x)) est contenu dans le cylindre Cyl(®(x),N), ce qui

implique que & est continue.
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ENSEMBLES HYPERBOLIQUES

2) 1'application @ est injective.

Rappelons la construction de f :

E
C

D /\
E

C
(o B D
B

B
A A E

A

L'ensemble f—1(R) N R est la réunion de deux bandes horizontales B et D.
Soient x et y deux pointsde A =( N fkR), tels que ®(x) = ®(y). Montrons d'abord
que si les parties positives des suitel;E g)ihcident : ('~I>(x))i = (@(y))i, Viz 0,
les ordonnées de x et y sont égales. En effet fl (x) et f1 (y) devront appartenir a
la m&me composante (bande verticale) de f(R) "R, "0" ou "1", et aussi & la méme
composante horizontale de t-1(R) N R, puisque £ H(x) ot +1(y) appartiendront a
la méme composante verticale. Mais tant que fl (x) et £ (y) appartiendront & la méme
composante horizontale de f-l(R) N R, nous aurons :

|ordonnée (fi'”(y)) - ordonnée (f i+1(x)) | = Xlord (ti(x)) - ord (fi(y)) |
ou )\ est strictement plus grand que 1. Nous avons donc, pour tout n :
lord (£(x)) - ord (£(y)) | =" |ord(x) - ord (y) |
ce qui, puisque f(x) et £ (y) restent dans le carré R, n'est possible que si x et
y ont méme ordonnde.
En analysant le passé des points x et y, on démontre de méme que si les

parties négatives des suites (<I>(x))i et (<I>(y))i coincident, les deux points ont m&me
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abscisse.

3) L'application & est surjective. Nous noterons I0 et I, les composantes

1

A

de f(R)YNR : "O" et "1",

TETTCCYT

TITTTTTTTCLTCTNS

TN

ANARARRNRNNRN
ANAMNRARRNNRNY

! _3;

£2(R) N R
L'image de chaque composante de f(R) N R est un fer a cheval plus fin qui traverse

f(R)N R

les deux composantes de f(R) N R.
On obtient ainsi quatre bandes verticales :

(o,o)=100t(10) ; (0,1)=Ioﬂf(11) ; (1,0)=I1ﬁt(10) ; (1,1)=I1ﬂt(11).
Soit a:(ao,a1,...,aN) une suite finie de 0 et de 1, et supposons que

a a
(¢} 1

contenue soit dans Io’ soit dans I1 . L'image f(Ia) est alors un fer a cheval tres

étroit qui rencontre a la fois Io et I

I =1 N IE(Ia yN...N & (Ia ) soit une bande verticale non vide nécessairement
N

1 Nous venons de démontrer que :

I,NHI) =1, 0e1, )N ...t )

[¢) N
+1
11 n f(Io) NNy (IaN)

et Ln £(Ia)
sont deux bandes verticales non vides, qui traversent R.
Par récurrence, a toute suite finie ao, cees@ correspond une telle bande

verticale non vide :

A8

a n

I, NtI, )N .oN
[¢] 1
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Soit maintenant a = { a }1 €Z" Nous voulons montrer que 1'intersection

400 :

1,= n t'l(Ia ) n'est pas vide. En effet, si x appartient a I, f'(x) appartient
j=~c0 i

al quel que soit i et ®(x) = {ai }iEZ' 11 suffit pour cela de montrer que toute

a.’
1
intersection correspondant a une suite finie est non vide. En effet, si tous les

ensembles Ia = N f_l(Ia ) sont non vides, ils forment une suite décroissante de
N =N i
fermés non vides du compact A, ce qui implique que 1'intersection Ia =N Ia est
N °N

aussi non vide.

Nous venons de voir qu'a toute suite finie bo’ ..oyby, de "O" et "1V,

N

I N f(Ib )yNn...N fN(Ib ) est une bande verticale non vide. Donc, étant donnde
o 1 N

une suite finie (a_N, PR IR ,aN), 1'intersection N f.(Ia yn...Nni_. N
N N-1 o

N...N fZN(Ia ) est non vide.
-N
L'image inverse f_N de ce dernier ensemble :

-N ~N+1 N
f (IaN)ﬁf (1a )m...ﬂla ﬂ...nt(la )

N-1 o -N

est donc aussi non vide, ce qui termine la démonstration du théoreme. g

4.9. Le solénoide. Commengons avec un tore plein P contenu dans IR3 1'espace

euclidien de dimension 3.

e,€Q N (plan &me du tore)

e, pointe vers 1'extérieur

Si T est le vecteur tangent
a 1'é&me du tore et orienté dans
le sens du parcours (T,e1 ,ez)
est direct.

Figure 4.9.1.
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Repérons un point de P & 1'aide des coordonnées (6,r,s) ; 6 estun angle,
6 € S1, r et s sont des réels compris entre -1 et +1, tels que Fz + s2 < 1. Le
point x de coordonnées 6, r, s appartient au plan orthogonal a 1'éame du tore P
(qui est un cercle de centre 0, de rayon 2 que nous identifions a S1 ) au point 8
et a pour coordonnées dans le repére (6, e 1 e2) de ce plan (cf. figure) les
nombres r et s. Remarquons que les points (6, T, 0) sont les points d'un anneau
de largeur 2 du plan qui contient 1'ame du tore P.

Définissons une application f : P+ P par :

f(6,r,s) = (26, ¢ sinf + e, s)

1 2 1 2
sont deux constantes positives petites.

cos8 + e, T, €

ou € et €
L'image f(P) est contenue dans P. Le disque perpendiculaire a 1'4me de P

au point 6 est envoyé par f dans le disque perpendiculaire a 1'ame du tore au

point 26.

Figure 4.9.2.

11 est facile de voir que les conditions ;2 + s2 <1, < LA < 1/2 impliquent

€2
que 1'application f: P -+ P est un plongement.

En effet, appelons DG la section de P par le plan perpendiculaire en 6 a
1'4me du tore P. Les images t(D(g)) et f(D(g + m)) sont toutes deux contenues
dans D(6), et se déduisent du disque D(6) par une homothétie de rapport €, Les

centres de ces disques ont pour coordonnées dans le plan de D(8)
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2] . 0
(e1 cos 3, e, sin 5)

[¢] . /6 6 .6
et (e1 cos (§+1r), e, sin (-2-+ m) = - (1-':1 cosz, e, sin 5) .
(e coss € sing)
@ 1772751772
ou(g, €
6/2

(e1cos(g+1r), €1Sin(-29-+17))

%]
ou ( §+1T,€1) @

Figure 4.9.3.

Ces deux centres sont a la distance 2@:1 1'un de 1'autre et les disques images par f
de D(8) ont pour rayon €y L'application f est donc bien un plongement.

Voici 1'allure de 1'intersection de tz(P) et de D(6) :

Figure
4.9.5.

Par chaque point de fz(P) N D(6), de coordonnée Fo’ S,» Passe une courbe
f(Fé, sc'), 6 variable) qui est un revétement d'ordre 2 de 1'afhe du tore P.
Ces courbes sont transverses a tous les disques D(6).

La figure 4.9.5 représente 1'image par f2 de P.

2

Revenons aux disques D(8) = {6,1,s lf'z +s“< 1}. Nous pouvons, dans ces

disques, choisir des coordonnées polaires (¢, ¢). L'intersection f(P) N\ D(6) est
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la réunion des deux disques de centre (¢ = g, e1), (o = g +m, 31).
Déterminons fz(P) N D(8). Commencons par déterminer 1'intersection
f(P) N D(-g) [resp £(P) N D(g +m)]. Dans chacun de ces deux disques, la trace de
f(P) est la réunion de deux disques centrés respectivement aux points :
(e =4§, e, (o =4§+n, e,), [resp (o =4§+-g-, e), (o =;?-+35—”, CHRP
Par f, ces quatre disques s'envoient sur quatre disques de D(6) de rayon (62)2

centrés en :

] 8 . _8 _8
((p=-2-,€1)+€2(<0=4y€1) ’ (‘P —2’€1)+€2(¢“4+”’€1)

_8 _6,1 . _6 _8, 3
l=5+m,e)+elo=3+75,¢) ; (P=5+m,e)+efo=7+F¢)
(Le signe + désigne la somme vectorielle dans le disque DO) .

En ne retenant que les angles, nous pouvons repérer un disque de f(P) N D6
1

)= 91 . Nous pouvons de méme repérer
1

le centre d'un disque de fz(P) N Dg par trois angles (6 63) es'xs'xs .
1

par deux angles (91,62) e slxs! tels que 26

1’ 92,

tels que 293 = 62 et 292 = 61 . C'est-é—edire que, s(ia nous fixons 61,

dans D(61) deux disques de centre (61 , 71) et (61 , -?1+ m) et de rayon e, et

. e1 61 6 61 61 91 m

quatre disques de centre (91, 5 T)’ 6, =,=—+m), (e1 v AT, 5),
6 6

1 1 4 .
(91 y Tt 3?) et de rayon (e2)2. Chagque disque de f(P) N D(6) contient donc

nous avons

deux disques de fn+1(P) N P de rayon e, fois plus petits.

2
Continuons le processus. Nous obtenons une suite infinie :

(6,,6,,...,6 ,8 ) € s'xs'x...xs'xs'x...
1772 k’ "k+1

vérifiant, pour tout entier strictement supérieur a 1 : 26k+1 = Ok. Cette suite corres-

pond a une suite infinie de disques fermés emboités dont le rayon tend vers 0 ; elle

détermine donc un point de 1'intersection N fn(P) .
n€EN
Nous pouvons maintenant identifier les points de 1'intersection M f(P) aux
n€N
suites infinies définies plus haut. Ces deux ensembles sont appelés solénoides. Chaque

disque D(8) coupe le solénoide en un ensemble de Cantor et donc le solénoide est
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localement le produit d'un ensemble de Cantor et d'un intervalle (cf. figure 4.9.5).

L'ensemble des suites infinies (91 ,92, vee ,Gk, ekH yee.) € s'xs'x...xs'xs'x...
telles que Gk = 26k+1 , est aussi la limite projective de la suite S1 ,Qiz_ S1 x2

20 1 6
La restriction de f au solénoide, qui est stable par f, s'écrit alors a 1'aide
de cette identification :

£ (6 6,6 A (291,91,92,.. 6 ,6 <)

1’62""’ k’ "k+1’ UK k417

f est donc un homéomorphisme du solénoide qui est compact pour la topologie limite
projective.

Le solénoide est un ensemble invariant hyperbolique. En effet, le fibré tangent

S U

TP estscindéen TP=E~ & F~ ou ES est tangent aux disques méridiens et FU

1 2).

est tangent aux paralleles (S1 x {x} €S xD L'image par £ d'un disque méridien

est un disque méridien, le sous-fibré ES est invariant pour Tf, etona :

< 32
D'autre part, 1'image par f d'une parallele coupe les disques transverses

. . T
faisant un angle o voisin de 3

Soit p la projection TP sur F‘U. On vérifie que, pour tout vecteur v de

U
F~, ona :
Ipo TEMW)I| = 2]v]|

U . . . R X
Comme F = est presque invariant, on verra dans les exercices qui suivent le chapitre 7

qu'il existe un scindage hyperbolique de la restriction de TP au solénoide.

EXERCICE 4.1. Dans la définition 4.1, on a supposé implicitement que ES et EU

sont des sous-fibrés (localement triviaux) de TM e Montrer que si 1'on suppose

U

seulement qu'il existe en chaque point x de A\ une décomposition T xM = Ei & Ex

U

vérifiant les propriétés de la définition 4.1, la collection des sous-espaces Ei resp Ex

forme un sous-fibré de TM| IE
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Indication : Montrer que Ei dépend continument du point x.

EXERCICE 4.2. 0 est le shift rencontré plus haut : Z(2) =+ =(2).
Montrer que :
1) Per(o) = Z(2)
2) Qo) =Z(2)
3) Soit Nn(o) le nombre de points périodiques de période n de ¢ ; montrer

que Nn(o) =2,
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CHAPITRE 5 - VARIETES STABLES

Nous avons commencé par étudier les ensembles hyperboliques invariants.

S'il y a un point fixe, il est plus commode de travailler dans un espace de Banach.

DEFINITION 5.1. Soit T : E-= E un endomorphisme (application linéaire continue)
de 1l'espace de Banach E. L'endomorphisme T est hyperbolique s'il existe une
décomposition en somme directe de E, E = E1 ® E2 invariante par T, et des cons-
tantes ¢ et A\, ¢>0, X <1 vérifiant :
1) la restriction T1 de T a E1 est une expansion :
vn<o, [T <cx™
2) La restriction T2 de T a EZ est une contraction :
vnzo, [Ty <ca”

La proposition 4.2 permet de remplacer la norme donnée sur E par une nouvelle,

adaptée, c'est-a-dire telle que 1'on puisse prendre c = 1.

Rappelons qu'une application g entre deux espaces métriques est dite
Lipschitzienne s'il existe une constante k telle que :
VX, Vy, dgx),ely) < kdx,y)
La constante k minimale vérifiant 1'inégalité ci-dessus est appelée constante de
Lipschitz associde &2 g ; on lanote Lip(g). Nous noterons EI(P)’ resp Ez(r‘), la

boule fermée de rayon r centrée en l'origine de E 1> Tesp de E2.

THEOREME 5.2. : Théoréme de la variété (in)stable locale pour un point.

Soit T : E -+ E un automorphisme hyperbolique de 1'espace de Banach E,
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CHAPITRE V

espace qui est scindé en E1 ® E2 = E1 X E2 ; E1 =E7, E | = ES. Supposons que
lanorme || || soit une norme adaptée et donc que 1'on ait :

3x; 0<x<t; T ll<x; IT7h g <
2

IE,
Il existe un réel ¢ > 0 qui ne dépend que de A et pour tout rayon r positif, il existe
une constante positive 6 qui permet d'associer a toute application lipschitzienne ,

f: E1(r) x Ez(r‘) -+ E vérifiant ||f(0)|| < 6 et Lip(f~-T) < e , une application

g: E1(r) - Ez(r) qui vérifie les six conditions suivantes :

1) L'application g est lipschitzienne et sa constante de Lipschitz vérifie :
Lip(g) < 1. De plus, la restriction de 1 au graphe de g est contractante et donc
admet un point fixe p sur le graphe de g.

2) Graphe(g) = 2 fn(E1(r) X Ez(r)) (on appelera dans la suite cette intersection :
variété instable locale l;1710point p et on la notera Wi'(l)c(p) ).

3) L'application g a le méme ordre de différentiabilité que f.

4) Si f est de classe cl etsi f(0) = 0 et Df(0) = T, le graphe de g est
tangent a E1 en O.

5) Si £(0) =0, lepoint x appartient au graphe de g si et seulement s'il
existe une suite de points x = tendant vers 1'origine, appartenant a E 1(r*) X Ez(r) et
tels que tn(xn =X.

6) Si f(0) =0 etsi f estinversible, le graphe de g est 1'ensemble des points
de E1(r') X Ez(r) dont les images inverses tendent vers 0 : graphe(g) = W[I{(O) .

1

La variété stable s'obtient en changeant T en T .

La démonstration de ce théoreme est longue. Elle occupe le reste du chapitre.

Donnons quelques notations :

T =T ; T =T
1 |E,1 2 IE2

R est la projection de E sur Ei’ i=1,2
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fi = piof ; 1i=1,2

On utilisera sur E = E, ® E,, la norme || “E =sup (]| “E1’ Il HEZ), i.e.
).

Ixll = sup (o, (), flp 0]

I. Cas lipschitzien.

Transformation de graphe.

DEFINITION 5.3. Supposons maintenant que f1 o (id,0) soit injective et que 1'image

f, o (id,c)(E1(r')) contienne E1(r). Définissons la fonction I‘f(o) : E1(r‘) -+ E1(r') par :

I,(0) = f,0(id,0) o [£, o (id,0)]""

|E,(r)
E2

L} '

i |

,:,‘ (x,0(x)) ‘_‘_‘i graphe o

| f(graphe o)

\I

]

! E
-r X r 1

p,(f(x,0x))

Notons que le graphe de I‘t(c) est 1'intersection de 1'image f(graphe(o)) avec
E1(r) p EZ' C'est pour cela que nous appelons 1"f transformation de graphe.

Remarque : La variété instable associée @ T est E. qui est le seul graphe continu

1
laissé invariant par I‘T. Cela nous encourage a chercher la variété instable comme

point fixe de I‘f.

Soit Lip1 (E1(r) , Ez(r)) 1'ensemble des fonctions lipschitziennes de constante
de Lipschitz de module inférieur ou égal a 1. Nous allons montrer que 1‘f est défini
sur Lip 1(El 1(r‘) , Ez(r)) . Nous montrerons ensuite que rf est une contraction de
Lip1(E 1(r‘),Ez(r)) pour la topologie c®. Nous trouverons alors g en appliquant le

théoréme du point fixe.
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CHAPITRE V

LEMME 5.4. Si o appartient a Lip1[E1(r‘),l’:‘,2 {r)], on ala majoration :

Lip [151 o (id, o) -T1] < Lip(f-T)

Démonstration : On a : £ o (id,9 - T1 =po (f - T) o (id,0)

on a donc :
Lip(f1 o (id,o) - T1) < Lip Py - Lip(f - T) . Lip(id,o)

soit
Lip(f1 o (id, o) - T1) < Lip(f-T) O

LEMME 5.5. Si e > 0 est plus petit que % et si Lip(f - T) est majoré par ¢,

alors pour tout ¢ appartenant a Lip1(E1(r),E2(r)), 1'application £, o (id,o) est

inversible. De plus la constante de Lipschitz de cette inverse vérifie

Lip[f1o(id,a)]'1 < 11
3-E€

Démonstration : Ona : Lip (f1 o (id,0) - T1) < Lip(f - T) < e¢. Par conséquent,
si ¢ estinférieur a % (qui est plus petit que IIT;1 “_1), on peut appliquer le théo-
réme d'inversion des fonctions lipschitziennes (voir 1'appendice 5.1 de ce chapitre).

L'application f1 o (id,0) est inversible et la. constante de Lipschitz de 1'inverse

vérifie : Lip[t1 o(id,cr)]_1 < — L = 3 ] O
||T1 =" - Lip(f1 o (id,o) - T1) T €

LEMME 5.6. Soit ¢ < % - 1. Supposons que 1'on ait: Lip(f-T) < e et

||£(0)]] < r(% - 1-2¢). Alors, pour tout ¢ appartenant a Lip1(E1(r~),E2(r)), 1'image
£ 0 (id, o )( E1(r')) contient E1(r‘).

Démonstration : L'image £, o (id,o)(E1(r)) contient la boule de centre t1(0,o(0)) et

de rayon r'(-;: - ¢), car, comme Lip[f1 o (icl,o):]"1 est inférieur a 1—1- , on peut
T-¢
A

appliquer le complément de 1'appendice 5.1. Par conséquent, £, 0 (id,o)(EI(r‘)) contient

la boule de centre O et de rayon p = r‘(% -¢€)- Hf1(0,0(0))|| .
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Orona :
l£,0,0(0D1 = i£,(0,0)] +i£,(0,5(0)) - £,(0,0))
< [I#0,0)|| + |I(f - T)(0,0(0)) - (t - T)(0,0)| = |it(O)|| +er .
On en conclut que :

p = r(-;: - 2¢) - ||#(0)|| qui est supérieur & r. ]

LEMME 5.7. Soit e <3 -1 et §< r‘(% -1-2¢). Si f véritie Lip(f-T) < e
et ||f(0)]| < &, pour tout o appartenant a Lip1(E1(r),E2(r)), 1'application I‘t(o) est
définie sur E1(1‘).

Sionadeplus : e <1=-2)\, l“f(o) appartient a Lip1(El(r'),E2(r‘)).

Démonstration : La premiére partie de ce lemme résulte du lemme précédent. La défi-
nition de I'f(o) permet d'écrire les majorations :

Lipl"f(o) < Lip(tzo(id,o)) Lip[f1o(id,o)]'1

< Lip(f2 o (id,0))

A
A

Lipf, L1pT2+L1p[pzo(f—T)]
=S XA+e =1

Il reste & montrer que l‘t(o)(E1(r)) est contenu dans Ez(r) .
L'inclusion :
[t 0 (id,0)]7" (B,(x)) € E,(0)
implique 1'inclusion :

I‘f(o)(E1(r‘)) c tzo(id,o)(E1(I‘)).

Or, si x appartient a E1(r‘), on peut écrire les majorations :

0,0 G = [I£5(x,0(x)) - p, T(x,0(x))[| + lIp, T(x,0 ()|
< er+|T,l llo®
< er+ir < r(A+¢) < pr . m|
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Dans la suite nous supposerons, pour pouvoir appliquer les lemmes précédents,
que les inégalités suivantes sont satisfaites :

Lipf-T)<e<1-x ; |HO) <8 <r(%-1—2e).

Nous allons démontrer que T; est une contraction de 1'espace Lip 1(E 1(r‘) , EZ(I‘))
dans lui-méme. Rappelons que Lip1(E1(r), Ez(r‘)) est un sous-espace fermé de
CO(E_](I‘) ,EZ(I‘)) muni de la norme sup.

Montrons d'abord que f diminue la distance verticale entre un point et le graphe

d'une fonction o de Lip1(E1(r),E2(r)).

LEMME 5.8. Soit (x,y) un point de E1(r*) X Ez(r), tel que fl(x,y) appartienne a
E 1(r) . Soit o une fonction appartenant & Lip 1(E1(r‘), E2(r)) . La majoration suivante

sera alors vraie : llfz(x,y) - I‘fo(f1(x,y))ll <= M +2e)|ly-oI.

\\ .

Démonstration :
lI£,(,y) = To (g, (oI = [1E,(x,5) = £, 0 )| + [I£,(x,0(x) - Tyof, (x,y)l

D'ou, par définition de I"f :
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“fz(x9Y) - rt0f1(x,Y)|| = th(xry) - fZ(X,O(X))“ +|l1"t0f1(x,o(x)) - 1"f0f1(x,)’)“

A

Lipf,[l(x,y) - (x,0e(x))ll + LipTyo [If,(x,0(x) - £,(x, )

Or : Lipf2=Lip(f2-p2T+p2T) S e+
mais, nous avons supposé que LipT, 0 est inférieure ou égale a 1.
On a donc :
lI£,06,5) = Tof oyl = (0 + e lly = o + Igy(x,0(x) - £, 0,9l
<

O +e)lly - oI + It - p,Dx,0(x)) - (£, - p, ), )l
+ lp,T(x,0(x)) - p, TG, Y| -

Comme Lip (f1 - p1T) est inférieure ou égalea ¢, ona :

l£,(,y) - ot Il = A +e)lly -0 +elly -0l +0 . =

LEMME 5.9. Si X + 2¢ est strictement inférieur a 1, 1‘f est une contraction de
Lip1(E1(r‘) , Ez(r‘)) munie de la norme sup ; la constante de contraction de T est infé-

rieure ou égale a X + 2¢.

Démonstration : Soient o, et 0, deux applications appartenant a Lip1(E1(r),E2(r‘))

et x un point de E1(r). On a la majoration :

ITgo ) = T ,0ll < (\+2¢) llo [t 0 (id,0 ) T () = o[£, o (id,0) T '] -

On a donc :
sup  [IT0,(x) - Liop(x)[l < (A +2¢) sup lo,(x) - o,(x) o
x€ E1(r) x€E (1)

1

Regroupons les conditions des lemmes précédents.

PROPOSITION 5.10. Siona :

Lip(t-T) < ¢ < 132

ot €Ol = & < r‘(%—1-2€)

la transformation de graphe rf a un unique point fixe g appartenant a Lip1(E 1(r), Ez(r‘)) .
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CHAPITRE V

L'application g vérifie donc :
(E,(r) x E,(r)) N f(graphe(g)) = graphe(g) .

Démonstration : La transformation de graphe Pt est une contraction de

Lip1(E1(r) ,Ez(r‘)) qui est complet pour la norme de la convergence uniforme. O

Fin de la démonstration du théoréme 5.2 dans le cas lipschitzien.

Montrons que 1'application g vérifie les conditions 1), 2), 5) et 6) du
théoreme 5.2.

Vérification de la condition 1) : Par construction de g, ona: Lipg <1. Montrons

que f~ est une contraction. Ecrivons :

1 |graphe(g)
(x,g(x) = £(y,ey)
ona : X = f1(y,g(y)) = £ 0 (id,g)(y).
Donc, la restriction de f au graphe de g est inversible etona :
pyof (x,g() = [f;00id,8)] 7).
La projection P, |graphe(g) est une isométrie. (Rappelons que la norme sur
E= E1 ® E2 est le sup d'une norme sur E)1
Soient x et x' deux points de E1(r), ona :
157766, 800) - £ x" g = llpy o £ (x,800) = py ot x" gkl =
= it 0 (14,00 T') - [, 0 (id,0) T (x|

et d'une norme sur E2) .

< Lip[f, o (id,@) 17" x - x'| = Lip[t; o (id, )17 l(x,80) - (x',ex")]| -

Or, Lip[f1 o (id,g) ]-1 est strictement inférieur a 1. Donc la restriction de

f.-1 au graphe de g est contractante et a un point fixe.

Vérification de la condition 2) : Soit (x',y') un point de E1(r~) X Ez(r) tel que

f(x',y') appartienne a E1(r) X E2(r). Le lemme 5.8 permet d'écrire la majoration :

£, y") - e, &y DI = O +2¢) [y - eIl
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Par récurrence, on déduit que, si (x',y') est un point vérifiant :

(x',y") € Ey(r) x Ex(r) ; f(x',y") € E,(r) x E,(); ... (x",y") € E(r)xE,(r),

(ce que 1'on écrit : (x,y) = f(x',y') € fn[E1(r‘) X Ez(r)])

ona :

b, t'(x",y") - gp  £x' 3yl = ( +26)" fly' - gkl < (n +2¢)"2r

Si le point (x,y) appartient a 1'intersection ; ! [El(r) X Ez(r‘) ], ona,
pour tout n : [y - gx)|| = O +2¢)"2r, c'est-%r:(?ir'e : y=g(x). Ce qui montre
1'inclusion : : f"[E1(r) % Ez(r)] c grapheg

n=0
(o)
L'inclusion réciproque : graphe(g) c N £ [E1(r‘) x Ez(r)] se déduit trivia-
n=0

lement de 1'égalité : graphe(g) = f (graphe(g)) N E1(r) X Ez(r) .

Vérification des conditions 5) et 6) : Si £(0) = 0, O est le seul point fixe de f contenu

dans le graphe de g. L'application f|graphe(g) est inversible et son inverse est

)™ (z) converge

contractante. Donc, si z appartient 3 graphe{g), la suite (f|gpaphe

vers 0. Les propriétés 5) et 6) en résultent aisément.

II. Cas différentiable.

Courage pour la seconde partie de la démonstration !

Commengons 1'étude de la différentiabilité de la variété instable en montrant
qu'elle est C1 si f est c! . L'idée de la démonstration est la suivante : s'il existe
une fonction g C1 dont le graphe est invariant par f, ona :

Df T raphe =T raphe
(x,g00) Tix, glx)) (EraPhe &) = Ty o(y) (eraphe (g))
ol T(x a(%)) (graphe(g)) € TE = E x E est 1'ensemble des points (x,g(x),y) ou y
b

appartient au graphe de Dgx ; 1'égalité précédente peut donc s'interpréter comme :

Df, )

x,g(x))

x,(x)) (graphe Dgx) = gr*aphe(Dgf1 (

Cette derniére expression est a nouveau une transformation de graphe. Le théoréme du

point fixe nous permettra de trouver une fonction o : E1(r) - LI(E1 ’EZ)’ ou L1(E‘.1 R E2)
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est 1'espace des applications linéaires continues de E.1 dans E2 de norme inférieure

ou égale a 1 qui vérifient :

T o(x) = ot (x,gx) .
Di(x,g(x) !

Nous vérifierons enfin que o est la dérivée de g.

Afmog )+ (x,8(x) i
X / Df[ gr?phe Df ] +

graphe (g) + [fi(x,g(X)) £5(x,8(x)) ]

1

£,(x,80)

—

graphe (g)

Commengons par démontrer quelques propriétés que vérifie la transformation de

graphe associée a une application linéaire proche de 1'application hyperbolique T.

LEMME 5.11. Il existeunréel ¢ >0 telquesiona : ||S-T|| < e, latransforma-
tion de graphe FS est définie sur LI(E 1 Ez) et 1'envoie dans lui-méme.

De plus, ona, si K et L sont deux éléments de L1(E1,E2), la majoration :

ITg®) - Tl = (& +2e) [IK - L
Démonstration : Reprenons le ¢ dulemme 5.7 qui est indépendant de r. En effet,
puisque S(0) = 0, la deuxiéme condition du lemme 5.7 est vérifide et Ty est défini
sur Lip1[E1(r),E2(r)] pour tout r, donc a fortiori sur L1(E1 ,E2) (Rappelons que
la constante de Lipschitz d'une application lindaire sur toute boule est égale a sa norme).
(E

La transformation du graphe rs envoie L E2) dans lui-méme, car si le

L ¢

50



VARIETES STABLES

graphe d'une application est un sous-espace vectoriel, cette application est linéaire.

La majoration annoncée résulte du lemme 5.9. O

Dans la suite, e sera toujours choisi assez petit pour pouvoir appliquer le

lemme 5.11.

' icati .
LEMME 5.12. L'application T : Ue xL1(E1,E2)-" L1(E1,E2)

(s, K) — FS(K) est continue.

Démonstration : Posons Si =pj o S. Ona : FS(K) : 52 o (id,K) o [S1 o (id,K) ]-1 .
Or la composition et 1'inversion sont continues sur 1'espace des applications linéaires. O
Supposons que f soit une application C1-proche de T :
dC1 (£,T) < ¢ sur E1(r) X Ez(r) .
(On aura alors Lip(f - T) < ¢ et, pour tout point z de E1(r) x Ez(r),
IDf(z) - T|| < e).
Soit g 1'application de E1(r) dans Ez(r‘) dont le graphe est la variété instable
associdée a f. Exhibons ce qui sera le graphe de la dérivée de g.
Posons h=f, o (id,g) : E1(r‘) » E,.
Le lemme 5.11 permet de définir 1'application :
F : E1(r‘) X L1(E1,E2) - E

1 XL(Ep,Ep

X,glX

Le lemme 5.12 montre que F est continue.

L'application F fait commuter le diagramme suivant :

F
E,(r) xL,(E,E)) —— S E xL(E,E)

o |

h
Ef — - E,

ou les fleches verticales désignent la projection du produit sur le premier de ses
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facteurs ; toutes les applications du diagramme sont continues.

LEMME 5.13. On a la majoration : |F(x,L) - F(x,K)|| < (x +2¢)||L - K|| pour tout x

appartenant a E1(r) et, deplus, ona: h[E1(r)] o E:1(r‘) et Liph"1 <1.

Démonstration : La majoration résulte du lemme 5.12 et le reste de la définition de h. O

Soit 1"°(E1(r),E2(r) X L1(E 1 E2)) 1'espace des sections continues du fibré
trivial E1(r) x L 1(E 1 E2) -+ E1(r'), muni de la topologie de la convergence uniforme ;

soient 01, 02 deux telles sections :

d(e,,0,) = sup |m,0.(x)-m, o ()
1792 X€E, (r) 271 272

ou , est la projection du produit E 1(r') x L 1(E 1 E2) sur le second facteur. La

projection , permet d'identifier les sections continues du fibré trivial

E1(r) X Ll(E1,E2) -+ E_ et les fonctions continues de E1(r) dans L1(E1,E2) ; les

1
normes aussi se correspondent et donc 1'espace ID(E1(r),E1(r) x L 1(E1 , Ez)) est aussi
complet. (Remarquons encore que par cette identification 1'image d'une section corres-
pond a un graphe.)

Détinissons 1' automorphisme FF de IO(E,'(I‘),E.](I‘) X L1(E,1 ,Ez)) par

1

I‘F(‘r) =Frth '. L'automorphisme FF('r) est la section dont 1'image est 1'intersection

F(r) N E1(r~) X L1(E1,E2).

LEMME 5.14. La transformation PF a un point fixe unique ; donc cette section vérifie

la propriété :

T (m,0(x)] = a,0h(x) = m of (x,g(x))
Df 2 - 2 2° 1
(x,g(x))
Démonstration : Soient 'r1 et T2 deux sections continues. Le lemme 5. 13 fournit

la majoration :
d(rF(r1),rF(rz)) = ( +2e)d('r1,1'2) .

Ce qui prouve que FF est une contraction. O
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L'application 7,0 est maintenant un bon candidat au réle de Dg. Nous savons

2

déja que m,0 est une fonction continue. Il ne nous reste plus qu'a démontrer 1'égalité
m,0 (x) = Df(x), c'est-a-dire a démontrer que les deux fonctions y + g(x+y) et

y — g(x) + uzo(x)(y) sont tangentes en 0.

DEFINITION 5.15. Soient Y et Z deux espaces métriques. Soient V un voisinage

du point x de Y et h,, h, deux fonctions de V dans Z. Supposons que h, et h

1’ 72 1 2
aient méme valeur au point x. Posons :
yox
On dira que h, et h, sont tangentes en x si Lipx(h1 ,hz) =0.
Exemples :
1) Si E 1 et E22 sont des espaces vectoriels normés et si L 1 et L2 sont
deux applications linéaires continues de E.1 dans EZ’ ona :
Lip,(Ly,Ly) = Ly - Lyl -

2) Si U est un ouvert d'un espace de Banach E_, et si f est une application

1

continue de U dans un espace de Banach E2 et L. une application linéaire continue

de E)1 dans Ez, L est ladérivéede f en x si et seulement si les deux applications

fix +y) et (f(x) + L(y)) sont tangentes en 0, ce qui s'écrit :

lim JEx) - fx +y) LI _
y=0 lyll

PROPOSITION 5.16. Le point fixe g de 1“f est de classe C1. Sa dérivée est 7

20

ou o est le point fixe de I‘F.

Démonstration : Supposons établie la majoration suivante (les fonctions dépendent de

la variable y) :
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(% Lip [(T;e)(h(x) +), gn(x) +er( ( ))[wzo(X)](y)] =
x,g(x

< (x+2¢) Lip (glx +y), g(x) + my,0(x)(y))

Cette majoration montre que par 1“F le graphe de g et le candidat a étre la
tangente & ce graphe deviennent de plus en plus tangents. (Rappelons que nous avons
posé h = f1 o (id,g) .)

Réécrivons (%) sous la forme :

(%9 Lip [g(h(x) +y), gh(x) + m,0(h())(y)] = (r+2e) Lip [glx+y),8(%) + mo (x)(y) ]
quand h(x) appartient a E1(r‘) .
Donc, quand X appartient a E1(r‘), ona :
Lip [g(h™(0+4y), (™" (x) + m,0 (™" (x))(y)] < (fl—%)nLipo[g<x+y),g<x> +m0(x)() ]
Si la distance lipschitzienne suivante était non nulle
Lip_[g(x+y),g(x) + m,0(x)(y)] =6 >0 ,
il existerait une suite de points X de E1(r) vérifiant :
Lip le(x +y), gx ) + m0(x )(y)] =+ = .
Mais les constantes de Lipschitz de g et ﬂzo(xn) sont inférieures ou égales a 1,

donc :
Lip le(x +y), glx ) + mo(x )(y)] = 2

On doit donc avoir 1'égalité :
Lip_[e(x+y), g(x) + m0(x)(y)] =0

pour tous les points x de E1(r~) ; nzc(x) est donc la dérivée de g en Xx.

11 ne reste plus qu'a établir la majoration (¥). Calculons :

(T; @) (h(x)+y) - gh(x) - T, [mo(x)] () = (e)h(x)+y) - gh(x)
(x,g(x))

-T d)- I d)- - (
Df(x’g(x))[g(xﬂ )-g(x) Wy) + Df(x,g(x))[g(XH )-g(x)Xy) DI o(x (7,0001(y)
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Donc, nous avons la majoration :

Lip [(r;e)(n(x)+y), gh(x) + er(x 20) [m,0 ()Y T =

’

< 1 p (1’ g h(x +y) - gh(x . | fg(x+d _g(x (y +
+ Lip I"D 1T20 x) Xy ,FE lg x+'d)-g(x)),(y ] .
' [ f(x ’ g(x)) [ )]( ) f(x ’ g(x)) ( ' )

Posons k = p, Df (id, g(x+id)-g(x)). Comme Df est prochede T, k est
177(x, g(x)
surjective. Choisissons un point w' tel que k(w') =y. Comme k—1 est une contrac-
tion, ona : ||w'| < |lyll - Appliquons le lemme 5.8 en remplacant f par Df(x g(x)’
’

on a la majoration :

(T (my0 (x))(y)- Ty (e(x+id) - g =

Dix, g(x)) (x,g(x

< (w2 [|[my00)](w') - glerw)+g()ll = (+2¢) llg(x+w ') - g(x) - [myolx))(w") |

ce qui implique la majoration :

||1“Df(x’g(x»[1r20(x)](y) - I'Df(x’ggx»[g(xﬁd)—g(x)](Y)|| e teze lgerw)-glx)-m,ofx)(w) |
lyll llw'
et
Lipy{1, ()} 4 g(x+id)) - g(x)]} =
lpo{ Dt x,g(x )[”20 < Dt(x,g(x))[g x+id)) -}

= (\+2¢) Lip _[7,0(x), g(x+id) - g(x) ]

11 reste a montrer 1'égalite :

Lip  [(F;e)(h(x)+y) - ghlx), I‘Df(x g(x))[g(xﬂd) -g)y] = o .

Choisissons un point w tel que : h(x+w) = h(x)+y ; on aura alors :
(T @) (h(x)+y) = f(x+w ,g(x+w)) ; ghlx) = £,(x,e(x)) ;
et, par le choix de w' :

PDf(x’g(x))[g(xﬂd) -8 Xy) = PyDIy )W selew!) - g(x)]
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Donc :
(|(T)(h(x)+y) - gh(x) - T, le(x+id) - g(x)](y) |
(x,g(x)

 lIpytleiw, glxtw) - p)flx, g(x)) - p,DE, o

[yl
IPDE(y o(x)) (Wr80+w)-g(x) + R (w,g(x+w)-g(x)) - p,Df
Iyl

(R pour reste de la formule de Taylor)

(x))(W' ,elx+w') - g(x))|l

x, ()W "> 80w !)-g()) |

IP,DE(y o)) (W' s 8(x+w)-glx+w!) + R(w, glx+w)-gx)) |
(vl

_ IpgPtiy o) I Iw-w I + lIR(w, glx+w) - g(x))ll
- [yl

Comme Lip(h-1) est inférieur a 1, le module de w est inférieur ou égal a

celui de y: donc [R(w, g(x+w) - g(x))]|

Iyl

car Lip(g) < 1

tend vers O quand le module de y tend

vers O.
- w!
11 nous reste pour finir a montrer que Mﬁv_u tend vers O avec le module
y
de y.
Rappelons les définitions de w et w!'
1 ) o —
Py Dity o(x)) W' 8x+w!) - g(x)) =y

et p, firw ,glx+w)) = h(x)+y = p,fx,e(x)) +y

ou encore P, f(x+w, g(x+w)) - P, f(x,g(x)) =y

La formule de Taylor donne :

pyflxw!,glctw!)) - p,fx,g(x)) = p{Dfy oy

Ce qui donne, par définition de w'
p,toctw!  gx+w')) - pf(x,e(x)) = y + R(w',glx+w') - g(x)) .
Comme h~ 1 est lipschitzienne de constante de Lipschitz inférieure a 1, nous

- 1
avons “W -w! “ S“R(W' ,g(x+w') - g(x))“ <o (“W' ”) et donc “'lllrln w“y"l” =0
yi[»0
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Ceci termine la démonstration de la proposition 5.16. O

Vérifions la condition 4). La section invariante ¢ , qui donne la dérivée de g,

vérifie :

Dy, g 2 TR

En particulier, pour x =0, ona :

T, [1120(0) 1= 1r20(0)

Or, nous avons remarqué que E_ est le graphe invariant par T.

1

Ceci exécute la démonstration du théoréme 5.2 (et le lecteur) dans le cas C1 .

Pour montrer que g est de classe CP quand f 1'est, revenons au diagramme (I)
de notre démonstration. Il nous faut simplement montrer que la section invariante o

1

est de classe C'™'. Cette situation sera un cas particulier du théoréme de la section

invariante que nous allons démontrer.

DEFINITION 5.17. Soit p: E -+ X un fibré vectoriel de base un espace métrique X.

Une métrique d sur E est admissible si :

1) Elle induit une norme sur chaque fibre ;

2) Il existe un fibré E' sur X, complémentaire de E et un isomorphisme de
fibré entre E ® E' et un fibré produit X x A, ou A est un espace de Banach et ou d
est induite par la métrique produit de X x A ;

3) La projection (X x A) » E est de norme 1.

___ _sEeE _P SxxaA

id l d L

i

Ré— m

THEOREME 5.18. Soit m : E - X un fibré vectoriel de base 1'espace X, le fibré E

est muni d'une métrique admissible. Soit X0 une partie de X et soit D le fibré en
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disque unitaire contenu dans E. Soit D0 la restriction de D a X0 : D,=D N 11_1(Xo) .

Soit h un homéomorphisme de X0 dans X dont 1'image h(XO) contient Xo’
Soit F: Do -+ D une application qui reléve 1'homéomorphisme h : X0 + X. Supposons
qu'il existe une constante k, 0 <k <1, telle que, pour tout point x appartenant a Xo ,
la restriction de F a la fibre au-dessus de x : F‘x : Dx -+ Dh(x) soit lipschitzienne
de constante de Lipschitz inférieure ou égale a k. Alors :

a) Il existe une unique section ¢ : Xo -+ D0 telle que F(o) N Do =0.

b) Si F est continue, ¢ est continue.

c) Si, de plus, h' est lipschitzienne de constante de Lipschitz Lip(h~ ]) =y,
si F est Holdérienne d'exposant a, 0 < o= 1 etsi (ku oz) est strictement inférieure
a 1, o satisfait une condition de Holder d'exposant «. En particulier, si a =1,

o est lipschitzienne.

d) Si X, X0 et E sont des variétés de classe CP, si les fonctions h et F

sont de classe CP, si h et F sont lipschitziennes et si la constante de Lipschitz

u= Lip(h_1) vérifie 1'inégalite kur < 1, la section invariante ¢ est de classe ch.

Rappel : Condition de HOlder d'ordre « : Soient Y 1 et Y2 deux espaces métriques ;

soit ¢ une application de Y1 dans Y2. On dira que ¢ vérifie une condition de
Holder d'ordre «, 0<as<1, si, 3k 0, Vx,y€ Y, dek),el) = K(d(x,»)%.

o est appelé exposant de Holder et k constante de Holder.

Montrons que le théoréme 5. 18 permet de terminer la démonstration du théoreme
de la variété instable.

Démontrons par récurrence que g est de classe c” si tel est le cas pour f.
Nous avons déja démontré ce résultat quand r = 1. Supposons que nous sachions que g
est de classe Cr‘-1 si tel est le cas pour f. Revenons au diagramme (I). Nous avions :
Lip(h-1) <1 Lip(Fx) < (A+2e) < 1. Supposons maintenant que f soit de classe c

1

notre hypothése de récurrence dit que g et F sont de classe c™'. En appliquant
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PR : . : r-1 :
le théoreme 5.18, nous trouvons une section invariante ¢ de classe C , Cce qui

implique que g est de classe Cr, puisque o estla dérivée de g. O

En fait, ce raisonnement servira a démontrer la partie d) du théoréme 5.18.

Démonstration du théoréme 5.18. On peut supposer que E est un fibré trivial. En

effet, la définition d'une métrique admissible sur E contient 1'existence d'un fibré E!
sur X tel que la somme deWhitney E @ E' soit triviale. Soit p la projection de la
somme E & E' sur le facteur E et soit i l'inclusion : E+ E® E'. Posons
F'=zioFop.

EeE_RE F, el EeE .
L'application F' reléve F et vérifie : Lip(F)'() = Lip(F‘x) . De plus, on voit que toute
section laissée invariante par I‘F, a son image contenue dans E, car c'est le cas de
1'image de F'. En supposant que E soit trivial, E =X X A, on peut écrire les
coordonnées de 1'image d'un point de x par la section ¢ : o(x) = (x,oz(x)) .

a) L'espace des sections du fibré E : I‘(XO,DO) est complet pour la topologie
uniforme. L'application FF définie par l'F(o) =Fo0o h_1 est une contraction et
admet donc un point fixe unique.

b) Si F est continue, T

F
° (Xo’Do) dans lui-méme, ce qui implique que la section invariante ¢ est continue.

envoie 1'espace des sections continues de Do :

c) Soit H(F) la constante de Holder de F (définie par 1'inégalité :

d(F(e,),Fley) = H()[dle;,e))]%, Ve e, €E).

Soit o: o(x) = (x,oz(x)) la section invariante dont 1'existence est garantie

par b). Sa coordonnée verticale o, vérifie ('rr2 est la projection de X x A sur

2

A F2=ﬂ20F) :

dlo,(9,0,(] = dlF,(h7'), 0, 1), Fy(h7'(y), 0, 17 (y)]

IA

a[F, 07, 0, 17'(X) , Fy(h™'(9, 0, b))

+ dF70), 0, 07 , Fh'(y), 0, 07 (3))
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< kdlo, h™') , 0, 17 (5)] + HE) [0 (), 07 ()]
< kdlo, h'(x) , 0, b7 ()] + HOP) (u dlx,y)
et donc :
(1) afo,(x), 0,1)) = kd[oyh™(9) , 0, 17 (1)] + HF) p%alx, y)®
Notre hypothése de récurrence sera 1'indgalité :

() o, 0, = Kalo, 70, 0, 1)+ HE) T (w0 dlx,)® .
J=1

Nous savons que cette inégalité est vraie quand n = 1. Supposons que 1'inéga-

lité (ii) soit vraie pour n et démontrons-la pour n + 1.

K" alo, 170, 0, 1) = K kdlo, b7 1), 0,07 (y) J+ HE)L Al 00, 1 7y) )

< kn+1

dlo, ™) 40, B 9)] + BEDK" W (W dlx, 1)

kn+1 -n-

A

dfo, b0 0, hT ) + HEK )™M a0y

En remplacant k"d[ ozh_n(x),ozh-n(y) par ces deux derniers termes, nous
démontrons 1'inégalité (ii) au cran n + 1.
On déduit de (ii) 1'inégalité :

d(oz(x),crz(y)) < limsup { knd[ozh-n(x),azh_n(y)] +H(F) { oEo(/.z a)j K1 d(x,y)* 1}
n-oo j=1

Comme k" tend vers 0 et d[o2 h—n(x),a2 h™y) ]< 2, ona :

dlo,(x),0,(y)] = H(F)(ﬁﬁa_) alx,y)®

ce qui signifie que o, est holdérienne d'exposant de Holder «.

d) Procédons comme nous 1'avons fait pour démontrer le théoréme de la variété
instable. Nous savons que notre section invariante est lipschitzienne. Regardons le
fibré tangent a son graphe comme section invariante pour une application auxiliaire.
Par récurrence, nous allons démontrer que ce fibré tangent est de classe Cr_1 .

Soit E1 + X le fibré vectoriel dont la fibre au-dessus du point x est L(TXX,A)
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espace vectoriel des applications lindaires continues de 1'espace tangent en x a X

dans A. C'est la que la dérivée de 0, devra se trouver. Soit maintenant D1 le

fibré en disque unité associé a E1 dont la fibre au-dessus du point x sera :

1

Dx=

L 1(TXX,A), espace des applications linéaires continues de TxX dans A de

norme inférieure ou égale a 1. Montrons d'abord que ce fibré admet un complémentaire

1

E:'1, i.e. E' @ E'l esttrivial. Le fibré TX admet un fibré complémentaire V,

i.e. TX® V esttrivial. Munissons TX & V d'une métrique produit. Soit E'! le

1

fibré dont la fibre au-dessus du point x est LX(V,A) . Lefibré E & E'! est alors

un fibré trivial donc E1 est admissible.

Définissons maintenant une application rDF : D:) d D1 qui releve 1'homéomor-

phisme h: XO -+ X,
Soit L une application linéaire de TxX dans A. T DF(L) sera 1'application

linéaire de Th(x)x dans A définie par :

-1
1-DF‘(L) = ("2 DZFx,o(x)) Lth(x)

ou D2F(x,y) désigne la dérivée par rapport a la variable y, et ou LO% XXA-A

est la projection du produit X X A sur son second facteur.
Le diagramme suivant commute :

Ibr

bD____— D
L,
|
X > X
Comme dans le théoreme de la variété instable, si o est différentiable, la
dérivée de 02 fournit un point fixe de rDF" Calculons la constante de contraction de
I DF Sur chaque fibre. Nous avons déja les majorations :
-1
<
ImD,F eyl = ket DA < u

La norme de L est inférieure ou égale a 1, ce qui implique la majoration :

{[m,D,F

-1
2PoF (x,0(x)) © Lo Dh = pk<i
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La transformation 1"F est donc définie, linéaire sur les fibres et le rapport de

contraction vérifie :

(FDF) X

Nous pouvons presque appliquer 1'hypothése de récurrence. Supposons que

= pk<1

nous sachions que la section laissée invariante par la transformation rDF soit la
dérivée de 0,- Alors le fait que o soit de classe C1 impliquerait que rDF‘ serait
aussi de classe C1 . Mais dans notre cas, u(pk) est strictement inférieur a 1, donc

en appliquant le théoreme dans le cas C1 , nous en déduisons que la section laissée
invariante par IDF est de classe C1 et donc que o est de classe C2. Construisons
comme suit la récurrence. Supposons que nous ayons démontré le théoreéme quand F

et h sont de classe CP—1 et quand les constantes k et p vérifient kur—1 < 1. Par

‘ Lo . r-1
récurrence, F admet une section invariante ¢ de classe C .

Mais le rapport de
contraction de IDF est maintenant (uk) ; comme ur-l (uk) est strictement inférieur
a 1 et comme rDF est de classe Cr‘-1 , la transformation rDF admet une section
invariante de classe CI~! ; ceci implique que la dérivée de o0, est de classe cr-!
et donc que o, est de classe CF.

11 ne reste plus qu'a montrer que la section 7 laissée fixe par rDF" que nous
savons &tre continue, est la dérivée de 0y- En travaillant dans des cartes d'origine
respectivement x et h(x), en recopiant presque le calcul fait pour démontrer le cas

du théoreme de la variété instable, on arrive a 1'inégalité :

C
Lip [0, (h(x)+y),0,h(x) + 7(h(x))(y) ] = wkLip_ [0,(x+y),0,(x) + T(x)(y)]
(les fonctions dépendent de la variable y).

De nouveau, puisque o et T(x) sont lipschitziennes de constante de Lipschitz
bornée, la distance de Lipschitz Lipo(oz(x+y),02(x)(y)) est bornée ; on a donc :
Lipo(oz(x+y),02(x) +7(x)(y)) = 0, ce qui signifie que 7(x) est la dérivée de ¢ au
point x.

Ceci termine la démonstration du théoréme 5.18 . (]
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La démonstration du théoréme de la variété instable est donc achevée. O

COROLLAIRE 5.19. Supposons que f soit un difféomorphisme de classe C2 d'une

variété M de classe C2 et que A soit un fermé hyperbolique invariant.

Soit TM|, = ES @ EU un scindage (splitting) hyperbolique pour Tf. Les fibrés

|
ES et E  sont alors holdériens. (Un fibré est dit holdérien, si les applications de

transition peuvent &tre astreintes a vérifier une condition de Holder.)

Démonstration : Choisissons sur M une métrique C  adaptée. On aura :

IITfIESH <x <

vl <x <1
|

I
gV

La restriction de f-1 a A est lipschitzienne, soit u sa constante de Lipschitz.

Soient FS et FU des approximations C1 de ES et EU choisies pour que 1'appli-
. . =S U S U N . A ‘ ‘
cation Df:X : Fx @ F‘x i Ff(x) 2 Ff(x) , tangentea f en x, puisse étre représentée

par une matr‘ice(A B) dont les coefficients vérifient les inégalités :

C D
lal <x<1 5 D M<x<1 ;5 IBl<e 5 lcll<e.
Soit E le fibré dont la fibre au-dessus du point x est L(Fli, Fi) . Ce fibré
est C1 . Si e est assez petit, on peut définir une transformation de graphe sur le

fibré unitaire en disques D < E

F(x,o0) = (f(x), l‘ch) ou ero(x) = [Bx + Axo(x)] ° [CX + on(x):]_1
X

Les considérations précédentes donnent un sens a cette construction. L'appli-

A B AO)
C D 0D °

unréel 0< a <1 tel que (A +2€)ya soit strictement inférieur a 1. Nous savons

cation de matrice ( ) est proche de 1'application hyperbolique ( Il existe
alors que F est une contraction sur les fibres du fibré en disque D de rapport de

contraction (A+2¢) < 1 (voir lemme 5.13). D'autre part, F est lipschitzienne, en fait

C1, puisque f est de classe C2. Comme 1'inégalité (X +2e)ua <1 est
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vérifiée, la section invariante est holdérienne d'exposant «. Cette section invariante

est le fibré instable EU. Le méme raisonnement s'applique a ES et f—1 . ]

Terminons ce chapitre en énongant un cas particulier du théoreme 5.2.

THEOREME 5.20. Si f estun difféomorphisme de classe cl et p un point fixe

hyperbolique de f, il existe une variété stable locale Wic(p) et une variété instable
locale W}éc(p) . Ces variétés sont tangentes a ES, resp EU, en p et sont de classe cr

si tel est le cas pour f.

Les variétés WU(p) = Uit (W}J (p))
n=0 o¢

s S
w=(p) = ngof"(wloc(p))

r

sont, dans ce cas, de classe C et sont appelées variété globale instable, resp stable

au point p. Elles sont 1'image d'un disque par une immersion injective.

Si p est un point périodique de période n, on définit de facon analogue :

U U
wilp) = Win (p) etc...
EXERCICE 5.1. Les conditions globales de 5. 18 peuvent &tre remplacées par des

conditions ponctuelles. Posons kx = Lip(Fx) . Le lecteur pourra essayer de déterminer

si 5.18 d. reste vrai quand on a 1'inégalité : Liph(x) (h_l)r Sk =c'< 1.
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Théoreéme d'inversion locale pour les applications lipschitziennes

Commengons par un lemme :
LEMME. Soit F un espace de Banach, X un espace métrique et f, g deux applica-
tions continues de X dans F. Supposons que f soit injective et f-1 lipschitzienne.
Si g vérifie Lip(f - g) < [Lip(fq)]_1 , g est aussi injective. On a de plus :
L Lip(i™")
1 - Lip(g-0) Lip(t™")

-1 -
Lipe™) = {[Lipt"")] - Lip(t - g)}

Démonstration : Il suffit de calculer :

llg(x) - gl lE(x) - )l - ll(e-D)(x) - (e-HW)l

v

{[Lip(t™") ]_1 - Lip(f-g)yd(x,y) . 0

v

Théoreme d'inversion locale. Soient E et F deux espaces de Banach,soient U un

ouvert de E et V unouvert de F et soit f un homéomorphisme de U sur V

dont 1'inverse est lipschitzien. Soit encore h une application continue lipschitzienne
de U dans F vérifiant Lip(h) Lip(f_1) < 1. Posons g=f+h. L'application g est
alors un homéomorphisme de U sur un ouvert de F ; de plus, son inverse g-1 est

lipschitzienne.

Démonstration : Pour compléter le résultat du lemme, il suffit de montrer que g est

ouverte, ou encore, puisque f_1 est un homéomorphisme de V dans U, que 1'appli-

1

cation gf"1 = (f+h)f_1 =Id + hf ' est ouverte.

Posons v =hi !,

On a les majorations :
A = Lipv < Liph Lipf~! < 1

Soit x un point de V, montrons que , si la boule Er(x) est contenue dans V,
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on a l'inclusion :
(Id + v) Er(x) > B(1-)\)r‘ [(d +v)(x)],
ce qui montrera que Id + v est ouverte.
Quitte & composer par des translations, on peut supposer x =0 et v(x) = 0.
Posons s = (1-X)r. Cherchons une inverse locale & Id + v, ou ce qui revient au
méme, une application w : 55(0) + F vérifiant les deux conditions :

(Id + w) [1§S(0)] c 1§F(0) et (Id+v)(Id+w)=1Id .

Cette derniére équation s'écrit aussi w = -v(Id + w), forme qui nous conduit a
chercher w comme point fixe. Soit Z = {w € CO(ES(O),F‘) |w(0) =0 et Lipw< '1>:_)\ }.
L'espace Z, muni de la métrique uniforme, est complet.

De plus, un calcul simple montre que, si w appartienta z, 1'image
(1d + w)(-ﬁs(o)) est contenue dans la boule §P(0) et 1'application -v(Id + w) appartient
az.

Définissons la transformation & : Z » z par &(w) = -v(Id + w). Montrons que
& est une contraction. On a:

|l-v(Id+w) + vId+w")|| = X |[Td+w-(Id+w')|| = X |lw - w']| .

Le point fixe de @ est 1l'application w que 1'on cherche. O

COMPLEMENT. Soit U un ouvert d'un espace de Banach E et g un homéomorphisme
de U sur un ouvert de 1'espace de Banach F. Supposons que 1'homéomorphisme

g—1 soit lipschitzien. Si A est supérieur a Lip(g—1), on a l'inclusion :

e[B (x)]> ﬁz (gx) .

>

Démonstration : On peut supposer avoir x = g(x) = 0. Soit v £ 0 un point de la boule
B, (0). Posons: t_ = sup{t=0]|[0,t]vc g[l_B'P(O) 1}. Comme 1'image g[ﬁr(o)]
contient un voisinage de 0, le nombre t_ est strictement positif. De plus, par

définitionde t_, ona :
(0,t,[veglB(0)].
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D'autre part, on a la majoration :

g tv) - e = Alt-tr] vl

Ceci implique que la limite lim g-1(t V) existe et appartient a la boule fermée
t-t
[ee]

§r(0) ; lepoint t_v appartient donc a g('ETP(O)) . Pour montrer qu'il en va de méme
du point v, il suffit de voir que t_ est supérieur ou égal al. Sit  était stricte-
ment inférieur a 1, on aurait :

le™ ' 0l = g e v - O = at_lvll < afvll < ¢ .

Le point t_ v appartiendrait a l'image g(ép(o)). Comme g est ouverte, on pourrait
alors trouver un réel ¢ > 0 tel que le segment [too, tc0 + € ]v soit contenu dans

1'ouvert g(ér(o)), ce qui contredit la définition de t_. O

. r P . . .
Remarque : La version C (r=1) du théoréme d'inversion locale est bien connue.

Nous 1'utiliserons occasionnellement dans la suite.
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APPENDICE 5.2.

Théoréme de la variété (in)stable. Démonstration d'Irwin.

Soient E = E1 @ E_, un espace de Banach et T un automorphisme de

2

E=E 1 @ E2 préservant cette décomposition. On suppose que T est hyperbolique

avec E:1 comme espace contractant et E2

réel A, 0<x <1, tel que ||T1H <\ et ]]T;‘n <\, ou Ti:TIEi.

comme espace dilatant. Donc, il existe un

1 le sous-espace dilatant et E2 le sous-

espace contractant. Comme nous voulons ici démontrer 1'existence de la variété stable,

Remarque : Au chapitre 5, nous notions E

nous échangeons les deux sous-espaces et nous notons E_ le sous-espace contractant

1
et E2 le sous-espace dilatant.
Dans la suite, nous munissons E de la norme |||/ = max (]| || £’ il E ). Nous
1 2
notons P la projection de E sur E‘i . Si f est une application a valeurs dans E,
nous posons fi = pif, i=1,2. Nous désignons par Ei(r*), i=1,2, laboule fermée

dans E, decentre O etderayon r, c'est-a-dire Ei(r‘) = (x € E Lixll = r}.

LEMME 5.2.1. Soit f: E1(r) X Ez(r‘) -+ E une perturbation lipschitzienne de T,
telle que Lip(f-T) < e <1nf(x'1—1, 1-X). Soient x=(x1,x2) et y:(y1,y2) deux
points dans E 1(r') X Ez(r) qui vérifient :

Iy =yl < lixy =y, -
On a alors :

I - 5,01 = 6= e)ly-y,l > G+ edlhy-y,ll = lI6-£@) -

Démonstration : Nous pouvons écrire la suite d'inégalités :
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It -1, = lIp,(E-D) = p (E=-TIWI + T x, =T y,ll
= el -yl +xlix, -yl
= ()\ + e)“xz = y2” .

De méme, nous avons :

I, -0l = 1T =Tyl = lip,(E=T)) - p,E- )]

v

-1
AN,y )l - elix-yl

Il

A

Ceci termine la démonstration puisque :

)\_1-@>1>)\+e O

Remarque stupide: Ona 1-Xx =inf(1-x ,A_1- 1), car les deux indgalités 1 < %

et 0< (1-)) impliquent (1-X) <)1\(1->\) - ;-\ -1.

DEFINITION 5.2.2. Soit f: E1(r) X Ez(r*) + E, et soit r' un nombre positif

inférieur ou égal a r. Nous définissons 1'ensemble WE’, (f) par :

W) = (xe B,(0) x E,(r") |V n >0, £'(x) est défini et | (x)|| = r')

COROLILAIRE 5.2.3. Soit f: E1(r') X Ez(r‘) + E, r<+eo, telque Lip(f-T)<e<1=-X.

L'ensemble Wi(t) est le graphe d'une fonction g: A - E2(r‘), o A est la projection
de W?(t) dans E:](r'). De plus, g est lipschitzienne avec Lipg=< 1, et leS(f)
r

est une contraction.

Démonstration : Soient x = (x1 ,x2) et y= (y1 ,y2) € Wi(f) . Nous allons montrer que
_ . _ _ _ | . .
l|x2 y2|| < llx] y1|| . Supposons que sz y2|| > le1 y1|| , par application du

lemme 5.2.1, nous obtenons : Hf2(x) - fz(y)ll 2 ()\_1- €)”X2-y2|| > Hf1(x) - f1(Y)|| .
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Par induction, il en résulte que pour tout n =1

1500 - W > I = O et 560 - 5O > 0= e)x, -yl -

Comme “fg(x) - frz‘(y)H <2r et lim O -¢)" = 400 (car A7 - > 1), nous obtenons
n-+o

o

||x2 - y2|| =0, ce qui est absurde puisque nous avons supposé sz—yZH > Hx1 -y, =
Nous avons donc montré que, si X = (x1,x2) et y= (y1,y2) € Wi(f), on a
“X2 - YZ“ = “x1 - y-l“ M
I1 en résulte aisément que Wi(f) est le graphe d'une fonction g: A -+ Ez(r),
oi A=p 1(Wi(f)) et que g est lipschitzienne avec Lip g =< 1.

11 reste a vérifier que f\Wi(f) est une contraction.

Par ce qui préceéde, si x = (x1 ,x2) et y= (y1 ,y2) sont deux points de Wi(f),
nous avons ||x - y|| = “x1 - y1|| . Bien sfir, puisque f(Wi(f)) c Wi(f), nous avons aussi :
lix) = £ = lig, (0 = £, W -

Ceci nous donne :

£Gx) = I = liE, 0 = £, = (€, =T )0 = (£, =T )W + [T x, = Tyy, |
= elx-yll +xllx =yl = +e)lix-yll.
Comme X + € < 1, larestrictionde f a Wi(t) est une contraction. G

COROLLAIRE 5.2.4. Avec les mémes hypothéses que plus haut, 1'application f a, au

plus, un point fixe et, de plus, si x € W?‘(f), la suite fn(x) converge vers le point

fixe. En particulier, si f(0) =0 et x € W?(f), ona lim f(x) = 0.

n-oo

Démonstration : C'est une conséquence triviale de 5.2.3. O

THEOREME 5.2.5. (Théoréme de la variété stable).

Soit T: E -+ E 1'opérateur hyperbolique introduit plus haut. Il existe un

nombre ¢ > 0 (qui ne dépend que de \) et pour tout r > 0, il existe un nombre & > 0,
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tels que : si f: E1(r‘) x Ez(r‘) -+ E vérifie Lip(f-T) < ¢ et [[f(0)]| < &, alors wi(t)
est le graphe d'une fonction g : E1(r) - Ez(r‘) ; cette fonction est lipschitzienne de
constante de Lipschitz inférieure ou égale a 1.

De plus, si f est de classe Ck, la fonction g est aussi de classe Ck.

Motivation de la démonstration.

Supposons que X = (x1 ,x2) € W?‘(f) . Définissons une suite (y(n)) par

nz1’
y(n) = £%(x). Cette suite vérifie : |ly(n)||<r, f(y(n) -y(+1)=0, Yn=1 et
f(x) - v(1) = 0.

Réciproquement, si x et (y (n))n>1 vérifient |ly(n)|| =r, f(x) -y(1) =0

et f(y(n)) - y(n+1) =0, lepoint x appartient a W? (f) et y(n) =f(x).

Démonstration du théoreme 5.2.5.

Posons ® = &(N",E) = {y|y =)z ¥ EE & S;u]) Iy ()]| < +}.
n=

L'espace ® est muni de la norme | || définie par ||yl = sup ||y(n)| ;
n=1
c'est un espace de Banach.

Posons ®&(r) = {y € &|||y] = r}.

Munissons E x ® (resp E, x ®) de la norme ||| = max(]| || B I &)
(resp ||l = max (|| | E, g
Définissons F: E1(r') X Ez(r‘) x ®(r) — E1 x &
(x1’x2y7) L (X-lygx (7)) ’ n= 2

1

ol 3-X1 : EZ(I‘) x ®(r) — ® est défini par : 3x1('y)(1) = f(x1,x2) -v(1)

3x1(‘y)(n) =fly(n-1)] - y(n)

Remarquons que si nous montrons que & est inversible et que son image

3_1|E1(P)x0, ou m, estla

contient E 1(r') x 0, nous pourrons définir g par g =1 S

2

projection E] X E2 xX® - E2.
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Nous allons montrer ce qui précede en appliquant le théoréme d'inversion
donné dans le premier appendice de ce chapitre.
Définissons J de la méme maniére que ¥, avec T alaplace de f. Il est

clair que 3 est un opérateur lindaire continu (||3|| < 1+ || T||) et que
1

Lip(F - 3) < Lip(f - T). Par conséquent, si 3 est inversible et si Lip(f-T) < =
5=

alors & est aussi inversible.

Calcul de l'inverse de J.

L'opérateur 3J : E:1 ><E2><(B — E1 x ®

(X1,X2,7) —_— (X,I,V)
est défini par :

v(1)

Il
1

" 3x1(y)(1) T(x1,x2) -y(1)

v(n)

Il

3, (r)n) = Tly(-1)1-y(n) nx 2
1

Essayons d'exprimer X, et y en fonctionde x, et v.

2 1
Pour cela, posons vy (n) = ('y1(n),y2(n)) € E1 ><E2 & v(n) = (v1(n),v2(n))€ E1 X EZ'
Les équations (%) deviennent :

v, (1) = T (x) -, (1)

v)(1) = T,(x) - v,(1)

T1[y1(n—1)3 =7, n=2

v, (n)

vyn) = Tyly,n-1)]1-y,n) n=2
Les 1ére et 3e équations se réecrivent :

7 () = = v (1) + T, (x)

7,n) = T [y,(n-1)]-v,(n)

Ce qui donne :

71(n)

15

Il
1

"0+ T )

(S
Il
-
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La quatrieme équation donne :

yyn=1) = T [, + 7,0 1

D'ou par récurrence et passage a la limite :

© .
_ = 7l 3
7,(n) = 3:1 T, [vz(nﬂ), .

Finalement la 2e équation donne :

o .
x, = S T ()]
i=1
Remarquons que ces sommes infinies ont un sens, car on a :

IS < 1 et sup Iy @) < 4o
n=1

Une vérification facile montre alors que 3 est inversible et que son inverse est :
-1 .
J .E1><(B-—-v E1><E2><(B
(xpov) = (xax5,7)

o0 .
. _ -« =) g
avec : X, = = T2 [VZ(J)]
J=1
n n-j n
vy =-5 THI v ()T + T(x.)
1 . 1 1 171
J=1
(o]

v = 3 T ) ]

On vérifie facilement que : ||3™] < ﬁ .

Si Lip(f-T) < e < 1-x, l'application & est inversible.

Ceci résulte du théoréme d'inversion de 1'appendice 1 puisque I est

inversible et que :

Lip( -3) < Lip(i-T)<e<1-x = 570

L'image de & contient E1(r) x 0, si e estassez petit et si £(0) est petit.

Remarquons que 1'image de & contient (x1 ,0) si et seulement si 1'image de

Jx : E2(r) X ® (r) » ®(r) contient 0.
1
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Remarquons aussi que Ex est une perturbation lipschitzienne de
1
3 : E x®-®, etquel'ona Lip(¥, -3 )< Lip(f-T). Comme J_ ne differe
X, 2 X, X 1 X
de J_: I:‘,2 x ® + ® que par une constante additive, on a, en fait : Lip(3x -3’0) < Lip(f-T).
1

Par définition 30 =3 |0x E2 x ®, et, par conséquent, est donné par :

30()(2,)/)(1) = T(01x2) = 7(1)

3,(x37)n) = Tly(n-1)] -y) n=z2

L'opérateur linéaire !Io est inversible et a pour inverse :
-1

3 : @ — E_XxX@®
o 2
v (x,,7)
- -
N — <« - .
ol : X, = j:1 T, [VZ(J)]

n .
7,@) = z T v, ()]

oo

7,0) = =z T3 (v, n+)] -

-1 1
Remarquons que IIJO I = T -

Si Lip(f-T) < e (<1-1), ona: Lip(3_'3 -1Id) < =2
o x1 1=

On en déduit, en utilisant 1'appendice 1, 1'inégalité :

. -1 -1 1
Lip [(3’0 3x1) ] < —
1=

Ce qui, d'apres le complément de 1'appendice 1, nous donne :

-1 -1 \ _ __¢€
i 3x1[E2(r‘)><<B(r)] > 3 3x1(0)+E2(s)><<B(s), o s=r(1-7=3)
Calculons maintenant ”Ef(_)1 3 (0)|l . D'abord 3 (0)=v € ®, avec:

1 1
1

v(1) = f(x1,0) et v(n) = £(0,0), n= 2. Par conséquent 30- 3, (0) = (xz,'y) avec
1

[~ o]
1 -j ,
xy = T, [fz(x1,0)] +j§2 T, [fZ(O,O)]
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n .
y.) = -1t (x,0] -= T (0,0)]
1 1t o1

- o=l
j§1 T, [tz(o,o)].

I

7,(n)

Remarquons alors que :

lie,x, Ol

IA

lIp(E-)e,, 0l + IT Il = JlE=T)x,, Ol +Alx

It

llE, (1,01 = llpy (- T)(x,, 00l = [I(£-T)(x, 0l .

Par ailleurs :

le-T)x,, 0l

IA

E- )OI + li(£- T)(x,,0) - (£-T)(O)l

A

IO+ <lix, I -

Ceci nous donne :

A
byl = exlixll + 25 5o

n .
Iy @l = 3%l + ™ g+ x4 £ 3o
J=
< Iyl +€) + 755 K]
byl = 25 )]

Ceci implique la majoration :

5513, @1 = s e+ 715 IO

Comme 1'image de 8’;1 3, contient la boule de centre 3;1 3, (0) et de rayon

1
s=r(1- T%) , elle contiendra O dés que : (A +¢)r + ﬁ £l < r(1 - 1%) .
Cette inégalité se réécrit :

)l < (1-x)r(1-x-¢-75)

= r[(1-2)% - e(2-2)]

2
Supposons alors ¢ < (;—:;—L

6 < r[(1-x)2- e(2-1)]. Par ce qui précéde, si Lip(f-T) < e etsi [f0)]| < &,

(<1-21), on peut trouver § > 0 tel que
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1'image de 3;13x contient 0. Comme :J’O est linéaire, 1'image de ZFX contient
1 1
aussi 0, ce qui implique que 1'image de ¥ contient (x1,0), ceci pour tout X,

dans E 1(1‘) .

2
Sil'ona Lip(f-T) < e < (;—:ﬁ\)- et |E(0)]| < 6 < r[(1-x)% - e(2-2)1,

S . .
alors Wr(f) est le graphe d'une application g : E1(1‘) - Ez(r). De plus, g est

lipschitzienne et Lipg= 1.

En effet, avec ces hypothéses, F est inversible et son image contient

E1(r) x 0. On sait que g est définie par 31 ]E1(r) x 0, ol m, estlaprojection

2 2

E,xXE,x®+ E,. Comme on 1'a vu plus haut (5.2.3), g est obligatoirement lipschit-

zienne et Lipg= 1.

Si f est Ck, la fonction g est de classe ck.

On suppose bien sfir que Lip(f-T) < e et ||f(0)]] < 6, ou e et & sont

-1 .

23 IE1(P) x 0 ; par
. -1, -1

l'est. Commeona Lip(3-3)< |[g”"| , si

donnés par ce qui précede. La fonction g est donnée par g =

conséquent, elle est X aes que & -1

F est C! on obtient, en tout point (x,y) € E(r) x ®(r), 1'indgalité :

s, v -ol < 377" .

(x,7)

Par conséquent, 1'application linéaire D& est un isomorphisme en tout point

(x,7)
(x,y) € E(r) x®(r). La version X qu théoréme d'inversion montre alors que &

1
est Ck dés que & l'est.

Nous sommes ramends a montrer que ¥ est CP, si 1'application f est ct.
Ceci n'est pas nécessairement vrai, mais on va voir que 1'on peut contourner aisément
cette difficulté.

Remarquons que la dérivée probable de ¥ au point (x,y) = (x1 ,xz,y)
€ E1(r) X E2(r) x ®(r) est donnée par 1'application lindaire :

£ E1><E2><(B — E1><(B

(yy¥50) &= (y;,8)
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ou £(1) =D (y) -v(1) avec y=(y;,y,)
£(n) = ny(n_1)[v(n-1)] -v(n) pour nz2
Ona :
3(X+y, Y +V) = 3()(,‘}’) = -‘:(y,V) = (0,<p) € E1 X @,

1
o (1) = flx+y) - £y) - DEy) = SO(Dfx+ty-Dfx)(y)dt

o) = £ [y(-1)+vm-10]-1l@®-1))-Dt 5 @h=-1)

1

= So (DL, (1-1)+ tw(net) =~ Dby (aeg) PO=at, 0= 2

Ceci nous fournit 1'inégalité :

I3 x+y, y+v) - Fx,y) - £y, vl ~
ly,vl -

1
- Dtxll dt, sup IIny () +tv(n) ~ ny (n)ll dt)

1
< max( S Dt
0 X+ty =120

Le second membre de cette inégalité ne tend pas obligatoirement vers zéro
avec |ly,v|l. Il tend vers zéro avec |ly,v|| quand Df est uniformément continue,
mais aussi quand 1'ensemble {y (n) ln=1} est contenu dans un compact de E(r), donc
en particulier si la suite (y (n))nZ1 est convergente. Ceci nous améne a introduire le
sous-espace C de ® formé des suites convergentes :

C = {y € ® |lim y(n) existe}.

n-oo
L'espace E étant complet, il est facile de voir en utilisant la condition de Cauchy que
¢ est fermé dans ® ; c'est donc un espace de Banach.
Remarquons 1'inclusion 3(E1(r) X Ez(r) x a(r)) c E1(P) x ¢. Désignons alors
par ¥ la restriction: 3 |E1(P)XE2(F)XG(P) : E1(r) X Ez(r) xc(r) — E1(r) XC.
Nous définissons & comme & en remplagant & par 3.
Nous avons essentiellement montré plus haut que F est C1, des que f est

C1 . Plus généralement, nous laissons au lecteur le soin de démontrer que ¥ est Ck

des que f est ck.
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On refait alors le méme raisonnement avec 3 , z“r', C alaplacede ¥, J, ®.
la seule chose que 1'on doit vérifier pour pouvoir 1'appliquer, c'est que ¥ est inver-
sible, ou encore que 3-1(E:1 X Q) c E, x E2 X C. Nous vérifions cela maintenant.

Soit x, € E, et v € C; rappelons que 8_1(x1,v) = (x1,x2,y) est donné par :

= OEOT‘j G
2= BT (v, ()]
n .
7@ =-Z T v ()] + T,

J=1

Vi) = £ TS [v,(n+3))

J
Vérifions que y appartient a ¢ en montrant que 7 et Yy sont des suites
de Cauchy. Commengons par Y4 ; nous avons :
0 n-j m m-j n m
ly, -y, Il < |2 T3 @I- 2170w G + IT56x,) - TV )
1 1 =1 1 =1 1 1 1 11
Puisque HT1H <X <1, leterme “Tr1](x1) - 'I"1n(x1)|| tend vers zéro quand m et n
tendent vers 1'infini.

Majorons 1'autre terme :

n n—i m i n-1 . oom=1
I 2 1" v,@1- 27w G = || 2 Ty (-k)]- £ Ti(v, (m-k)]|
=1 j=1 k=0 k=0
< (ZA) s lv,m-vi(e)l +2( = A vyl
k=0  h=n-N k=N+1

£2m-N

Soit alors ¢ > 0,; on peut trouver N_ assez grand pour que sup ||v (h)-v_(2)|| < 1A,
(¢} =N 1 1 2

o

A< —€
k=Ng+1  4llvqll

t1 8

et que 1'on ait . Ceci nous donne, pour n et m= 2N0 :

= v.(j < =z € + =€ .
1Y o' )2 A

n .
Iz 7w, @1~
=1 J

Nous avons donc montré que 7 est une suite de Cauchy.
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Passons au cas de Yy qui est plus facile :

lly (o) =7 (m)l| = ( _2:19) sup (04 - v, (mes)
J= =

Comme v, est une suite de Cauchy, le terme ;1[1) ||v2(n+j) —Vz(m+j)|| tend vers zéro
quand m et n tendent vers l'infini. Il en résulte que 12 est aussi une suite de
Cauchy.
Donc g peut &tre aussi définie par g = "1?23’_1 |E1(r) x 0, ou ?fz est la projec-
tion E:1 XE,xC — E2. Comme F est Ck dés que f est Ck, tel est aussi le cas de g.

2

Ceci achéve la démonstration du théoréme de la variété stable. ]

COMPLEMENTS 5.2.6.

i) Si, deplus, f est C' ef vérifie #(0)=0 & Df_=T, alors g(0)=0 et

Dgo = 0. Par conséquent, E1 est 1'espace tangent a Wi(f) en O.

i) Soit n'; s = {£: E (1) X E)(r) » E|Lip(t-T) < ¢, [£0)| < 6, £ est C*

et Dkt est uniformément continue et bornée} . Cet ensemble est muni de la topologie Ck.
De méme, Ck(E1(r‘) , Ez(r')) est muni de la topologie ck,
L'application ht ’ P Ck(EI(r),EZ(I‘)) est continue .
f — g
Démonstration : i) Bien sfir g(0) =0, car 0¢€ Wi(f). De plus Dg = %2(D§)-;IE1XO ;
1_ 3—1

or (D??);1 = D”Flr; , par conséquent, si v,€ E;, ona :

o0 .
Dg (v,) = ﬁzs"l(vvo) =z 15 0)=0
J=1

ii) C'est une conséquence immédiate des deux faits suivants, que le

lecteur démontrera :

1° Si fe€ n:a,.alors Dkﬁ est uniformément continue et bornée, et 1'applica-
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tion f ++ % est continue pour la topologie Ck.
2° L.'application F - 5_1 est continue pour la topologie Ck sur 1'ensemble

N
des & dont la k-iéme dérivée Dkg est uniformément continue et bornée. m]

Nous esquissons maintenant une autre variante de la démonstration d'Irwin.

Enongons et démontrons d'abord 2 lemmes.

LEMME 5.2.7. Soit € : X x Y= Y une application continue. Supposons que Y soit
un espace métrique complet et que 6 soit une contraction uniforme de facteur k, i.e.
Ik<1|VxeX, Vy,y' €Y, d(6(x,y), 8(x,y')) < kd(y,y') .

Désignons par ex 1'application Y= Y
x = 6(x,y)

Notons ¢ 1'application de X dans Y qui, ax € X, fait correspondre le point fixe
de Ox. Cette application ¢ est continue. De plus, si X est métrique et 6 lipschit-
zienne, 1'application ¢ est lipschitzienne.

Démonstration : Soient x et x' deux points de X ; nous avons :

dle(x),p(x')] = d[6(x,0(x)), 8(x',e(x"))]

I

A

d[6(x,0(x)),8(x",0(x))] + d[6(x',p(x),0(x",0(x"))]

A

afe(x,p(x),6(x",0(x))] +kd[e(x),p(x")].
Par conséquent, nous obtenons 1'inégalité :

ale(),px] = 755 d[6(x,0(x),6(",0(x)] -

Le lemme en résulte. (]

LLEMME 5.2.8. Si, deplus, X et Y sont des boules dans des espaces de Banach

et si 6 est de classe Ck, alors ¢ est de classe Ck etl'ona :

Doy = [IC"Dze(x,qo(x))]—1 P1%c00) -
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Démonstration : Remarquons d'abord que 1'on a ||D29 (x y)” < k< 1, puisque
’

ll6(x,y) - 6(x,y")Il =< klly-y"

| . Par conséquent, Id -Dze(x,y) est inversible et son

inverse est donné par :
o

-1 2 i
[1-Dy8 1 = Z P2 (x,)]

Pour montrer que ¢ est C1 et a pour dérivée en x

-1
[1d - D29(X,¢(x»] D1e(x,‘p(x))’ nous devons montrer que

llo(x+v) = o(x) - [Id-DZG(x,(p(x))]-1D19(x’¢)(x))(v)” est of||v]l)

.-1 <
D18k, o)W =

lotx+v) - olx) - [1d-Dy8, ,y)1" D,

IA

A

-1
“ [Id = D29(x ,0(x) ] I “ o(x+v) - p(x) - DZQX,(p(x))[‘p(x-'_V) -o(®] - D1 e(x,(o(x))(v) I

010D, 80, gyl BOcv, @) = Blplx) = DB, o B plxv) =, ) 111 -

Cette derniére expression est o(||(x+v,o(x+v)) - (x,¢(x))|| et est, par conséquent,

o(||v]l) puisque ¢ est lipschitzienne.

Nous avons donc montré que ¢ est C' si 6 est C1. Remarquons que D¢

est le composé
(id,p) 1(E,F) x L(F,F) ™8 L(E,F)

x 14:9) y vy (016,D20) (g gy, y id:P)

ou E (resp F) est 1'espace de Banach qui contient X (resp Y), et

U = {P€ L(F,F) ||P]| <1}

u—Ls L(F,F)
P (ld-P]"

L(E,F) x L(F,F) —s L(E,F)

Q , P —>PoQ
Une récurrence immédiate montre alors que,¢ est Ck des que 6 1'est ]
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Variante de la démonstration de 5.2.5.

Nous introduisons 1'application G : E1(r) X B(r) —, ®

X7 —> Glxyy) =y €

v (1) = £,0x,7,(1)]

v,n) = £,[y,(0-1),7,m0)], n=z2

v, (1) = T3 [ T,0,(1) +7,(2) = £, 7,(1))]

v, () = T3 [T, (0) +7,(n+1) = L6y, (0= 1),7,(0) ] .

Supposons que Lip(f-T) < e¢,; un calcul facile montre que
LipG < max[X +e,Xx(e+1)] =X +e. Donc, si € < 1-X, l'application G est une
contraction uniforme sur le second facteur. Supposons que ||f(0)|| < 6, un autre
calcul montre que [|G(0)|| < max(6,\6) = 6. Par conséquent Q(E1(r)><03(p)) c ®&(r)
désque 6 +(A +e)r<r, c'est-a-diredésque 6 < r(1-x-¢).

Donc, siona Lip(f-T)<e < 1-Xx, et |[f(0)|| < 6 <r(1-Xx -€¢), nous pouvons
appliquer le lemme 5.2.7. a G. Il existe une application @ : E:1(r) -+ ®(r) continue
(et mé&me lipschitzienne), telle que ¢I’(x1) soit 1'unique point fixe de (,‘,x1 .

Remarquons alors que, si ¥ est un point fixe de (;X1 et si nous posons

X, = 'y2(1), on a f1(xl,x2) = 71(1), et aussi
- 71 -
' —\ - i = =
c'est-a-dire 72(2) f2(x1 ,72(1)) Ifz(x1 ,xz) .
. . . _ n

Par induction, nous obtenons : tn(x1 ,xz) = (f';'(xvxz), f.2(x1,x2)) € E1(r) X Ez(r) ,

n
74 = £0c,,x,) et v,(n+1) = LHx,,x,) .
Par conséquent, si nous définissons 1'application g : E1(r) - Ez(r) par g=1% ,
onm:B — E2 , la variété stable W?‘(f) est exactement le graphe de g.

y (1)

Ceci démontre le théoreéme de la variété stable dans le cas lipschitzien.
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11 reste a montrer que g est Ck, si £ 1'est.

Si G est Ck, le lemme 5.2.8 montre alors que g est Ck. Comme dans la
premiére démonstration ¢ n'est pas obligatoirement Ck, si £ 1'est. Nous évitons ce
piege stupide en remplacant 1'espace ® des suites bornées par 1'espace C des suites
convergentes comme dans la premiére démonstration. Nous laissons les détails au

lecteur. (m]
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CHAPITRE 6 - VARIETES STABLES ASSOCIEES A DES

ENSEMBLES HYPERBOLIQUES

Nous allons généraliser aux ensembles hyperboliques plus complexes, le fer a
cheval ou le solénoide par exemple, la théorie que nous avons faite pour un point

périodique.

DEFINITION 6.1. Soit f un difféomorphisme de M et x un point de M. Posons :

Wse(x,t) - €M Ildf"x), fy)) » 0 quand n -+ +
et d(f'(x), f(y)) < ¢ Vn= 0}

wix,5) = U t'“ws€ (%))
n=0

Wli (x,f) = {ye M |df"(x), fn(y)) +0 quand n = -
et df'x), f'(y)) = ¢ V¥ n= 0}
w0 = U t"w‘-e’(f_'“(x))
n=0

La définition de Ws(x,f) (resp. WU(x,f)) que nous donnons ici est équivalente

a celle que nous avons donnée dans le chapitre 2.

THEOREME 6.2. Soit A un sous-ensemble fermé hyperbolique invariant pour f.

Munissons A d'une métrique adaptée. Il existe alors un réel positif e tel que
W“::(x,f) soit un disque plongé de dimension égale a celle de 1'espace de Ei, quel que
soit le point x de A ; on a, de plus, waﬁ(x) = Ei ; le lecteur écrira 1'énoncé

instable correspondant.

Les disques stables et instables vérifient de plus les propriétés :
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2) d"®), ') =A"dkx,y) VyewSx) vnzo0

A, ) =A"dlx,y) Vye Wl Vvn20

ol A <1 véritie |Df |l <A et ||(D15l U T <a.
E
U

3) Le plongement de W f(x,f) varie continiiment avec le point x.

|Esl

4) WS(,0 = i 1), o) =e Vnzo0)

Wot0 = v 1), o) <e vnso}
Y
5) La variété W (_:S(x,t) est aussi lisse que f.

Explicitons 3) : Si f est de classe c’ etsil'on pose n =dim ES, il existe
alors un voisinage U(x) du point x et une application continue 6 :
8 : U(x) » Plon"(D",M)

tel que : 8(x)(0) =x et 8(y)(D") = Wsé(y,f), Vy€ Uix).

Nous allons ramener la démonstration de ce théoréme a 1'application du théoreme
de la variété stable dans un espace de Banach convenablement choisi. Commengons par
quelques préliminaires concernant les espaces de dimension infinie dont nous nous
servirons.

Soit A unferméde M et E un fibré vectoriel sur A. Notons I°(1,E) 1'espa-
ce des sections continues de E et l'b(/\ ,E) 1'espace des sections bornées de E. Ces
deux espaces ont une structure naturelle d'espace vectoriel, L'espace I'°(A,E)
est contenu dans I‘b(/\ ,E) puisque M est compacte donc aussi le fermé )N ¢ M. La
norme sup de I‘b(/\ ,E) est définie par : |h|| = sup ||h(x)||. Cette norme munit P
d'une structure d'espace de Banach. L'ensemb)icea I\l"0 est un fermé de I‘b, puisqu'une
limite uniforme de fonctions continues est continue.

Soit f un homéomorphisme de M et A un fermé invariant pour f. Définissons

1'automorphisme f, de I‘b(/\,T

" M) par :

A
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f l“b(A;TAM) — I‘b(/\,TAM)
1

#
h +———Dfohof

c'est-a-dire : (t#(h))(x) = Df _, (h(f-1(x)) .
f'(x)

£ (N X))

Si f est de classe C1, 1'automorphisme Df de TM est de classe c® H

f#(l‘o( A,T AM) est donc contenu dans T'°(A, T /\M) .

Remarquons que f est une application linéaire continue de 1'espace de Banach
I‘b(/\ 'T/\ M) dans lui-m&me, de norme Ilt#ll = ||Df|| .
LEMME 6.3. Soit A un fermé invariant associé a un difféomorphisme f de classe C1
de M. L'ensemble invariant ) est hyperbolique si et seulement si 1'automorphisme t#

de I’b( A,T AM) est une application linéaire hyperbolique.

Démonstration : Si A est un ensemble hyperbolique invariant, 1'espace vectoriel

I‘b(/\ ,T A M) admet un scindage hyperbolique pour f
b
(

g
I‘b(/\,TAM) =T A,Es)erb(A,EU) .

S (] eU est un scindage hyperbolique invariant pour

D'autre part, si I‘b(l\ 'TAM) =e
f#, il permet de retrouver le scindage hyperbolique de TAM’ car :

Ei - e5kx) = e lge 5y
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U U U
E, = ¢°(x) = {glx)gee™}
Nous laissons les détails au lecteur. o

Soit B(A,M) 1'espace des fonctions bornées, non nécessairement continues,
de AN dans M. L'espace B(A,M) est une variété banachique de modele 1'espace des
champs de vecteur bornés (section du fibré tangent) I‘b(/\ ,TM). Rappelons la définition
de 1'application exp, et celle d'une carte exponentielle de B(A,M).

L'application exp, est 1'application de TxM dans M qui :

1) est tangente a 1'identité en 1'origine de T M,

2) envoie les droites de TxM passant par 1'origine sur les géodésiques de M
passant par x ,

3) envoie les boules de centre 1'origine sur les boules de centre x ,

4) d(expxg ,X) = ||¢]l pour & € T M de module assez petit.

On sait que lorsque & est assez petit exp, : B(0,6) » B(x,6) est un difféo-
morphisme surjectif. Si M est compacte, le choix de 6 peut ne plus dépendre du point.
Dans ce cas, 1'exponentielle est un difféomorphisme du &-voisinage de la section
nulle du fibré tangent sur un voisinage de la diagonale de Mx M :

u+— (m,expm(u)) ou ué€ Tm(M)

TM— M xM

Cartes de B(A,M). Soit inc(p) 1'inclusion de N dans M. Soit U6 le voisinage de

inc(p) € B(A,M), ensemble des applications g vérifiant pour tous les points de A :
d(g(x),x) < 6. Lacarte ® sera définie par :

Uy (inc(n) —25T%(n, ™™ < 1%, ™)

[5) -
h 5 exp !(graphe(h))

&(h) est donc la section définie par &(h)(x) = exp;1(h(x)), soit encore

®(h)(x) = exp” '(x,h(x)).
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Remarquons que &(inc(p)) est la section nulle de TM que nous noterons 0.

Les applications F et F. Associons a f 1'automorphisme F de B(A,M) défini par

1. Liinclusion inc(p) est alors un point fixe de F. Montrons que inc(p)

F(h) = thi”
est un point fixe hyperbolique de 1’;‘ En utilisant la carte exponentielle, il suffit
d'étudier 1'application B qui est définie au voisinage de la section nulle par

F-oro™!

~

r‘tr”(/\ ,T™) _";U(inc(/\)) _F _B(r,W @_} 1"':’(/\ , TM)
L'image de la section ¢ de 1",[,; (A,TM), pour n < & assez petit, sera la section :

Flo)) = exp,(Hexp _; (o(£' )
f '(x)

L'application F est différentiable (Cr si tel est le cas pour f) et admet pour dérivée
en 0 1'automorphisme t, = Dﬁfé de TP(A,TM) défini par :

t,(0) = Dioo of!

Le lemme 6.3 nous permet d'affirmer que 1'application £ + est linéaire
hyperbolique, donc que la section nulle O est un point fixe hyperbolique de f-“/, ce qui
revient & dire que inc(A) est un point fixe hyperbolique de IA:‘ Le fibré I‘b(/\ , TM)
admet, pour t# = Dﬁﬁ, le scindage hyperbolique suivant :

°(,™) = r°(1,E) @ °(1,EY)

ou TM‘ A= ES ® EU est le scindage hyperbolique pour f de TM.

Variété stable de 0. Appliquons au point hyperbolique le théoréme de la variété

[V
stable : il existe une variété laissée stable par Fo: W?’(ﬁ,ﬁ) qui est le graphe d'une
fonction de classe cr
v: 2,ES) » °(n,EY) .
n n
La variété stable Wse que nous trouvons utilise la norme || ||' sur

I‘b(/\ ,E) = I‘b(/\ ,ES) ® I‘b(l\ ,EU) définie par : ||(xs,xU)||' = max (Hxsll ,||xU||).
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La variété stable 'W'f’ (0,F) vérifie :
WSO,F - weTh(,™IE ) € T (1, ™M  Vn 20}
ou encore, si T € 1“2 (A ,Es), yv(r) € I";(A ,EU) est la seule section du fibré
instable qui vérifie :

vnzo, (F)%r,p(r)e B,',<6> ou BB = to € (1, ™™ [loll' < m} .

Revenons a la norme || || sur Pb(A ,TM) donnée par la métrique riemanienne
de M. Posons :
S ¢~ b ~n
We(O,F) = {c€e (A, ™) I[F (o)l = ¢}.
Puisque les normes || || et || ||' sont équivalentes, on a, si ¢ est assez petit :

w3 @5 < %S @, .
€ U]

LEMME 6.4.
WE0,D) = texp () |n € W3(G,B)}= (nix) 1n € WS (inc(n), )
S

[Wi(f)’,if‘) c Fb(/\ ,TM) ; W A inc(A),F) © {fonctions bornées A + M} ].

Démonstration : Soit h un élément de la variété stable Wf(inc(/\),F) ; la suite
(F)™(h) tend vers inc(p) et donc :

sup d[(F)"(n)(z), (F)™inc(A))(z)] » 0 quand n = +o .
VA

~

On a donc, puisque inc(p) est un point fixe de F :

sup d[(l;)"(h)(z),z] +0 quand n - +

z€ \
) -n
soit : sup d[fTht™(z),2z] » 0 quand n = 4o
A\
n
Donc : sup d[f (h(z)), fnz] +0 quand n = +o
Z€ \
. S
Soit encore : h(z) € We (z,f) .

Réciproquement, supposons que y soit un point de Wf(x,f), on aura :

d(f(x), tn(y)) +0 quand n -+ ,
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Définissons la fonction bornée Gi € B(pr,M) par :
6§(x)=y ; 6{(2):2, Vz#x .
On a alors :
F(6%)(2) = o 8¥ 0 £ 1(2)
= z si z £ f(x)

= f(y) si z = f(x)

soit %‘(6)3:) = éigg et donc : (F) (éy) = 6;(:)

Montrons que, si y appartient a Wf(x,f), 1'application 6)3: appartient a

Wf(inC(A),F). En effet :

a[(F)(6%),inc(r)] = s A[F(6Y)(2), inc(1)(2) ]
A\

= sup d[éfn(y)(Z), z)
Z€ A (x)

= d[f'y), £'0) ] .

or d[f'(y), f.n(x)] tend vers O quand n tend vers l'infini. Donc, si y
appartient a Wf(x,f), 1' application 63{’ appartient a Wsé(inc(/\), F) et y= Gi(x).
On a donc :
S S/. 2
W e(x,f) = {(h(x)|h € W€(1nc(/\),F)}
ou aussi, en utilisant la carte exp :

W00 = fepy®ly ewSOE,H) . D

LEMME 6.5. Il existe un morphisme de fibré p continu, de classe c’ sur chaque

fibre et tel que 1'image d'une section o € rbn(/\ ;ES) par l'application § qui définit

Wi ©,%) s'écrive : (0): HoO .
_k E

(Le diagramme l l commute)
S5 A
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De plus, la restriction de p a la fibre au-dessus du point x, ainsi que ses

dérivées jusqu'a l'ordre r, varient continument avec le point x.

Démonstration : La condition §(0) = g o 0 implique en particulier que la valeur

¥(0)(x) ne doit dépendre que du point o(x) et non des valeurs de ¢ ailleurs qu'au

point x.
Soit donc x un point de A, 01 et 02 deux sections appartenant a I‘g(/\ ,ES)

ayant mé&me valeur au point X : 01(x) = 02(x) ; montrons 1' égalité : ¢(01Xx) = cp(oz)(x) .

Supposons que cette égalité ne soit pas vérifie : ap(o1)(x) # zp(oz)(x) . Mais

on sait que : (ﬁ‘)n(cr1 ,¢(o1)) +0

PN
(F) (02,¢(°2)) =+ 0
puisque [01,zp(c1)] et [oz,zp(oz)] appartiennent a ﬁli(f’),f?).

quand n = +

Définissons maintenant la fonction bornée : 7 € 1':;(/\ , EU) :

T(y) = (o )ly) v &

T(x) = plo)x) .

Nous affirmons que (ﬁ‘)n(o1 ,7) » 0 quand n -+ +, ce qui serait absurde si on avait
w(o1)(x) # zp(oz)(x) car cela contredirait le fait que ¢ soit bien définie par :

¢(01) est la seule section de E‘; telle que (ﬁ()n(o1,w(c1)) + 0

On a, en effet :

a[(®e,7),0] = sup d[(F)(o,,7)(@),0,]
FAR)

-1 -
= ;zr}\ ll exp [fn(expt_n(z) (o, ) (2)]

-1 -
= ;tenr; {lexp, (e (expt_n(z)(01,tb(01))f 211,

z#"(x) 1 ¢
» llexp (x)l'. exp, (0,,¥(0,)(x))]|I}

"
= max @[(B)" (0,,4(0)),81, dl(F)0,,4(c,)), 81} .

Cette derniére expression tend vers 0, quand n tend vers +, ce qui montre-

rait que remplacer lb(01)(x) par zp(cz)(x) n'empéche pas (ﬁ)n(ovr) de converger
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uniformément vers la section nulle.

On a donc : ap(o1)(x) = ap(cz)(x), ce qui démontre que P(o)(x) ne dépend que de

la valeur o(x).

Nous pouvons donc définir une application

po: E’?? -*El; par p(v) = w(GX)(X)
Rappelons que GX est la section définie par : GX(x) =V, 6:2(2) =0, Vz#x.

Résumons la construction de u par le diagramme :

ev
Ei —»Iz(A,ES) _er(A,EU) _x Eli
Vi b (6] 5 ¥(8)(0) = p(v)

La définition de p implique que pu préserve les fibres de E?’ . On note
(Ei) la fibre de Ef‘; au-dessus du point x.
X

La composition par p induit 1'application ¥ : I‘E}(A ,ES) -+ I‘:;(/\ ,EU) qui est
de classe C". On voit facilement que la restriction By de p a chaque fibre (E?’ )X
est de classe CT.

1l reste a montrer que By dépend continument de x pour la topologie Cr, ce
qui n'est pas évident puisque considérer les sections bornées ne fait pas intervenir la
topologie de A.

Pour le voir, il suffit de constater que p induit une application cl de 1'espace
des sections continues 1":;(/\ . ES) dans 1'espace des sections continues I‘;(/\ X EU) .

Rappelons que le diagramme suivant commute :

~

M M
inclusion l inclusion
F
B(r,M) 5 B(A,M)

On pourrait écrire dans des cartes le diagramme commutatif correspondant.
~

L'inclusion inc(A) est un point fixe hyperbolique de 1'application F :

cO(a,M) -+ c®(an,M). On peut, en prenant des cartes, voir la variété stable de inc(p)
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comme le graphe d'une application

IR () JE) - (1 ,EY) .
Cette application ' est de classe C” et doit &tre la restriction de P a rg(/\ ,ES)
puisque la variété stable de 0 dans 1"2(/\ ,TM) est un graphe. Donc: ¥'(¢) =poo.

Les applications p et leurs dérivées jusqu'a l'ordre r dépendent continument du

point x. O

Fin de la démonstration du théoreme 6.2.

W2 (x,0) = fexp (y(xDly € W3(,5)} c Wx,p
] X [ 4 n
ol Ws(x f) = {exp_[v,u(v)]lv e ES } ou encore Ws(x f) = {exp_(graphe p_<c T_M)}
n’ x-’ X,n n’ X ”’X X .

Comme la restriction de u a chaque fibre est de classe c” et comme exp, est un

difféomorphisme local, wg(x,t) est un disque plongé passant par x dont la dimension

est celle de Ei .

EU
X
ES
/ )
\ ' < v
/ / gf‘?/eﬁx' (En)x‘ Ex
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Comme $(0) =8, ona: po0=y(0) =0, donc: p(0 g =0 -
Ey X
) b S N} S . n~
Comme le graphe de ¢: {(0,¥(c) |0 € l'e(/\ ,E”)} esttangenta I"'(Ar,E~) au point O,
le graphe de la restriction de p 2 la fibre au-dessus du point x : {(v,u(v)) Iv€ (Ei )x}

est tangent a Ei’ en 1l'origine de 1'espace tangenta M en x: OT M On a donc :

S

Tx(ﬁv':(x,f)) - E]

dim E

S
Considérons 1'application (graphe ) : A — Plong (D X

M)
X — expx[graphe px] .

Elle est localement définie a 1'aide d'une carte du fibré ES et continue.

S

- (ES) une carte trivialisante
n n'x

Décomposons cette application. Soit Cx : D

du fibré au voisinage du point x, Di est le disque de rayon n et de dimension dim ES.

Soit p, : D?} -+ M définie par px(y) = expx[Cx(y), Ko Cx(y)]. Les puristes
n'oublieront pas le changement d'échelle : sc: DS1 -+ D?} . L'application (graphe u)
est définie localement par : (graphe u)(x) = px o sc, et est clairement continue.

Par conséquent, Awli(x,f) est un disque cr qui, pour la topologie CP, dépend
continument de x.

Montrons maintenant que Wse (x,f) est un disque de méme dimension que '\Wl?)(x,t)
et dépend continument de x pour la topologie cr.

Remarquons d'abord que la norme ”Txf oS || est strictement inférieure a
(x,1)

A puisque 1'espace tangent a Wi(x,f) est Ei’ On a donc, si ¢ est assez petit,
1'implication :
[y € W5 06, et dlx,y) < o] = (0, 1(y)) <A dlx,)
(On peut choisir e indépendamment de x puisque A est compact et puisque
Wi(x,t) varie continument avec Xx).
Ceci implique alors 1'égalité :

WS;(x,f) = {ye€ \'R’/&;’I(x,f)ld(y,x)s e} = Wi(x,t)ﬂBe(x) .
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Or, si ¢ est assez petit, VV?} (x,f) N Be(x) est un disque. Le théoréme
d'isotopie de Thom montre que ce disque dépend continument de x pour la

topologie cr. O

COROLLAIRE & DEFINITION 6.6. Sous les hypothéses de 6.2, si x € A, 1l'ensem-

ble Ws(x,f) = U f_n[WS€ (x,f)] est une sous-variété (immergée) de M. On appelle
n20

cette sous-variété, la variété stable globale de f au point x. Par opposition, WSe (x,£)

est appelé variété stable locale au point x.

On a des définitions analogues pour les variétés instables globales WU(x,f) et
locales Wlé(x,f) .
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CHAPITRE 7 - ENCORE DES CONSEQUENCES DE L'HYPERBOLICITE !

Rappelons la définition et quelques propriétés de la transversalité.

DEFINITION 7.1. Soient V et W deux sous-variétés de M et p un point de leur

intersection. Nous dirons que V et W sont transverses en p (ou que p est un
point d'intersection transverse de V et W), si :
TV+TW=TM
p p p
Nous écrirons alors : VW
Plus généralement, si f est une application différentiable d'une variété V
dans M, etsi W estune sous-variété de M, on dira que f est transversea W
au point p de V, et on notera f(hp W, si:
Soit f w soit f(p) € W et DE(T V)+T, \W=T_ M.
(P) ¢ ’ (P) p( P ) f(p) f(p)
On diraque V et W sont transverses (V (N W), si tout point d'intersection
de V et W est un point d'intersection transverse ; que f: V =+ M est transverse

a W sur Kc W, si f esttransverse a W en tout point de K.

Si f est une application d'une variété V de dimension j dans une variété M
de dimension m, transverse au point p a la sous-variété W de dimension k et que
de plus le point f(p) appartient & W, il existe une carte (U,®) de M au voisinage
du point f(p) telle que :

1) oW) = R0} cR™ ;

2) Si w est la projection sur 1'autre facteur R™K (m envoie UNW sur 0),
la composée T o ® of est définie sur un voisinage du point p de V et a une dérivée
surjective au point p.

Le théoreme des fonctions implicites permet d'affirmer que, dans un voisinage

de p, [mo®o t]'1(0) =f_1(w) est une sous-variété de dimension dimV + dimW - dimM
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de V, en d'autres termes codvt-I(W) = codM(W).

Si, de plus, V est compacte et W une sous-variété fermée de M, 1'image
inverse f_1(W) est une sous-variété de V quand f est transverse a W.

Si, de plus, V et W sont deux variétés sans bord, une application g suffi-
samment proche de f dans la topologie C1 est transverse a W et la variété g-1(W)
est difféomorphe a la variété t-1(W) .

Si lesbords 3V et dW ne sont pas vides, ce qui précéde reste vrai a condition
qu'il existe un voisinage de f(3V) U 3W qui ne contienne pas de point d'intersection de
f(V) et W. Deux disques de dimension complémentaire se coupant transversalement en
un seul point contenu dans leur intérieur respectif sont dans ce cas. Le lecteur véri-

fiera que ce cas est celui du théoreme d'inversion locale.

PROPOSITION 7.2. Soit A un fermé invariant et hyperbolique pour un difféomor-

phisme f de classe CP, r=1 de M. Alors, pour tout ¢ > 0 assez petit, il existe
6 > 0 tel que:
S U
Vx,yE l\|d(x:)’)<5, WG(x)nwe(y) =P

ou p est un point d'intersection transverse des deux variétés WSe (x) et Wle)(y).
Démonstration : Le nombre € est le e¢ de la démonstration du théoreme de la variété
(in)stable appliqué a A . L'intersection Wf(x) N W€U(x) est réduite a un point et
1 1
WS (x) et WU (x) sont transverses en x car T WU (x) = ES
€ CH X"eq X

proposition résulte alors de la continuité, pour la topologie C1 , de Wg (x) et
1

U U
et TXW€1(x) = Ex' La

W'z’ (x) dans un voisinage de x et de la compacité de A . O
1

DEFINITION 7.3. Soit X un espace métrique et f un homéomorphisme de X dans

lui-méme. Nous dirons que f est expansif (expansive en anglais) en le sous-ensemble

Y de X, s'il existe un réel e positif tel que, pour tout couple de points distincts,
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X appartenanta X, y a Y :

sup d['(x), f(y)] > e .
nE4

Si Y =X, nous dirons que f est expansif.

PROPOSITION 7.4. Soit A un fermé invariant et hyperbolique pour un difféomor-

phisme f de classe cl de M, r=1, le difféomorphisme f est alors expansif en A.

Démonstration : Utilisons le nombre e > 0 fourni par la démonstration du théoréme
de la variété (in)stable pour A. Supposons que 1'on ait :

Xx€M, yen, supdf(x), yls<e.
n

Le point x appartiendrait alors aux deux variétés Ws::(y) et Wl:(y). Comme 1'inter-

section de ces variétés est réduite au point y, on doit donc avoir x =y. ]

Les ensembles hyperboliques invariants ont de tres fortes propriétés de stabilité.
Enongons-en d'abord quelques unes dans le cas linéaire. Nous répeterons un raisonne-
ment que nous avons déja souvent fait de facon chaque fois un peu plus sophistiquée.

Démontrons d'abord que les automorphismes linéaires hyperboliques d'un

espace de Banach forment un ouvert.

PROPOSITION 7.5. Donnons-nous troisréels 7, ¢ et k; 0<1<1, ¢ >0,

k > 0. Il existe un réel positif 6 tel que, si E est un espace de Banach, T un

automorphisme hyperbolique de E, ou E = E1 x E, est le scindage de E adaptéa T,

2
si L est un automorphisme linéaire continu et si 1'on a :

I <k 5 It gl = T It g =7 iT-Li<e,

L est aussi un automorphisme hyperbolique de E pour un scindage E = F‘1 X F2 et

l'ona :

||L'1|F1||<'r+e ;I <T+e.

)
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Remarque. Les estimations faites pour démontrer cette proposition utiliseront la norme

I “E de E définie par || ||E=max[|| ”E1’ I “EIZJ'

Démonstration : Soit L 1(E‘,1 , E2) 1'espace des applications linéaires continues de E:1

dans E2 de norme inférieure ou égale a 1. La transformation de graphe :

I : L,(E|,E) » L,(E,E))
associée & L est définie sur cet espace dés que ||T - L| < % - 1, et aun point fixe o

quand ||T-L| < 15——1-

qui est un sous-espace linéaire de F

T

L'application ¢ définit alors une variété instable graphe(c)

de E. On a, par le lemme 5.5,
—_1

1

I jr-vi

1

I <
I

et donc, si < T + ¢, lapremiere condition est remplie.

1_s
-

1l faut, pour trouver F,, inverser T et L. On peut le faire si IT-L| < '11?

1

En effet; si L=T-(T-L), ona T L=Id-T_1(T-L) et comme

IT" T -0l sk|T-L|l <1

(o) N
1'inverse de (T-1L) existe et est la somme de la série = [T_1(T -L)M.

1. - j=0
Comparons (T 1L,) 1 al'identité, ona :
oo
-1 =1 - i_klT-1] ké

Id- (T 'L = I [k]T-L|| = <

ha-a”'n = 3 -y - MRS < Fke
On a donc : 2
-1 -1 1\ =17m K

It - LN = e - T s

Pour pouvoir appliquer a L™! 1'argument précédent, il faut avoir :

_l.szi < u et 1 < T+
T-kb 2 T_ k28 €
T 1-koé
ce qui est possible si 1'on choisit 6 assez petit. O

PROPOSITION 7.6. Soit A un ensemble hyperbolique invariant pour un difféomor-

phisme de classe CP, r2 1, delavariété M. Il existe un voisinage U de A dans M

et un voisinage \ de f pour la topologie C1, tels que, si g appartienta U\ etsi K
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est un ensemble invariant pour g, c'est un ensemble hyperbolique pour g.

N

Démonstration : Considérons le scindage hyperbolique de la restrictionde TM a A :

™, = E°eE”; |Ipf; Sl <x<1; D! [l <a<i
In | .S u
E |E
Commengons par étendre les fibrés ES et EU sur un voisinage U1 de AN endes
~S

fibrés E~ et E . (Il existe toujours un voisinage de ) tel que ceci soit possible.)

Comme les isomorphismes de fibrés forment un ouvert, il existera un voisinage U2 de

A, contenu dans U1 tel que :

My, = tSe gV
2
Si x est un point de 1'intersection U, N t_1(U2), on peut associer a 1'appli-
1 1
cation linéaire Dfx = ES & E -+ ﬁs ® ﬁ une matrice de blocs :(Ax Bx)

Cc' D!
X X

Si x appartient a un voisinage U3 de A suffisamment petit, on aura :

- 6. B <& ic <$; o' 8
Il <x+2 5 Bl <2 5 dickl <25 M=+
Soit U, un voisinage compact de A tel que U—4 U t(U_4) soit contenu dans Us.
Si g est assez proche de f dans la topologie C1, le voisinage U2 contiendra g(U 4)
s c C g ~S S U
1 .
et, pour tout x appartenant a U 47 1'application linéaire Dgx. EXGBE -+ ﬁg(x) g(x)
. A, B N
aura pour matmce( X x) ou
C, D
-1
Al <x+6<1; [BI<8; lich<s ; DM <x+6.

Enfin, il est clair que les matrice (Ax Bx> et (Ax O) sont &-proches.
C., D 0

Si K est un fermé invariant pour g contenu dans U,, la variété instable est

4’
le point fixe d'une transformation de graphe. Soit E » K le fibré dont la fibre au-dessus
S

)

du point x de K est L(Eg, ﬁx , et D= K le fibré en disque unité associé dont la

L (85, &Y

fibre au-dessus du point x sera donc DX =L (E} R

Définissons 1'application F: D + D (qui envoie fibres sur fibres) par :
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~U
VxE€Kk, F|Dx=Fx=ng : L1(E’x

~S ~U S
. B o Ly (E Eg(x)) .

U g(x)’

F est continue et, pour tout point x de K, Fx est une contraction. La transformation

PF a, dans ce cas, un point fixe unique, comme c'était le cas pour la transformation de
graphe utilisée pour démontrer le théoréme de la section invariante. Le lecteur véri-

fiera que le point fixe de I‘F donne le fibré instable EU -+ K. Le fibré stable ES + K

se détermine en considérant g_1 . ]

Remarque. On aurait pu démontrer différemment 1'existence d'un point fixe unique de

I‘F Définissons 1'application G: D=+ D par :
. ~U ~8§ ~U ~
G, = {Ax o« ¢ L1(EX,EX) + L1(Eg(x),Eg(x)).
0O D
X
rG est alors un opérateur linéaire contractant ; rF est obtenu a partir de FG par
une petite perturbation et possede donc une variété instable qui est le point fixe cherché.

A

L'application linéaire de matrice ( X 0) n'est pas la dérivée d'une application,
0 D

mais permet de maniere artificielle de démontrer que I‘F admet un point fixe unique.
Nous utiliserons cette derniére idée pour démontrer un théoréme assez puissant : le

théoréme 7.8.

La proposition suivante est une conséquence du théoréme de la variété (in)stable,
mais nous allons en donner une démonstration directe qui permet d'obtenir des estima-

tions précises dont nous nous servirons dans la démonstration du prochain théoréme.

PROPOSITION 7.7. Soit E un espace de Banach. Supposons que E soit scindé en

deux sous-espaces fermés : E = E1 & E2 et que la norme sur E soit le max d'une

norme sur E‘.1 et d'une norme sur E2. Soit p;: E - E‘.i la projection de E sur le
facteur Ei'
Soit T un automorphisme linéaire hyperbolique admettant la décomposition

hyperbolique E = E,® E,. Onadonc T(Ei ) = E,. Posons T, =T |g, - Il existe
i
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une constante A < 1 telle que ||T1—1|| <X et ||T2|| <.

Soit f: E(r) » E une application proche de T vérifiant Lip(f - T) < ¢ et
o)l = ¢&.

Si les indgalités A + e <1 et 6 <r(1-X -¢) sont vérifiées, f a un point

fixe unique Pg contenu dans E(r). De plus, la norme de ce point fixe est majorée :
ol < ——— li£(0)ll
f 1-X-¢

et ce point fixe Pg dépend continument de f.

Démonstration : Définissons une application f : E(r) » E par :
- -1
f(x) = T1 [x1 + T1x1 - £1(x1,x2)] + t2(x1,x2)
ou X; = pi(x) et fi =p; o f. L'application f a les mémes points fixes que f. On va
montrer que f est une contraction et vérifie f[E(r)]< E(r). Le théoréme du point fixe
appliqué a une application contractante permettra alors de conclure.
Soient x = (x1 ,xz) et y= (y1,y2)
- - _ -1 _ _ _ _
EG) - EWIE = max {{IT7 [0¢; =y ) + (T, - £)(x,,x) = (T, - £)(y,y,) 2,
lle,x 0x5) = 50y ,y )0}
< max A(1+e)lx-yll, A+ e)llx-yll} = (x +¢)llx -yl
c'est-a-dire :
lEG) =TI = O+ e)llx -yl

ce qui, puisque 1'on a supposé que (A + e) est strictement inférieur a 1, montre que

f est une contraction.

Montrons maintenant que T[E(r)] est contenu dans E(r). Ce qui précéde

implique 1'inégalité :

IEGI = (0 + e)lixll + [IE©)]

.

Or : - -1
IE©@l = max[T7"e, )1, )11 = [t -

On a donc, quand x appartient a E(r) :
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EGI = O +e)llxll +[80)] = (A +e)r+8
ce qui est inférieur & r puisque, par hypothése, ona: 6§ <r(1-x - ¢). Comme
le point fixe P; est la limite de la suite fn(O), on vérifie facilement la majoration :

ol = L@ < 1 o).

11 reste a montrer que Ps dépend continument de f. On a, en définissant g
comme f .
[fx) - gx)II = [lf(x) - gx)ll < d(t,g)

d'ou
log - pgl = IE@) - &)l = ey - &opll + &y - oI

< d(f,g) + (1 +e)||pf-Dg|| .

On a donc :
_d(f,e) 0

pr-ng s o

Nous allons maintenant démontrer le théoréme qui nous permettra ensuite de
déduire sans trop d'effort une bonne partie des théorémes de stabilité énoncés dans

Ce cours.

THEOREME 7.8. Soit A un ensemble hyperbolique invariant pour un difféomorphisme
f de classe Ck de M. Il existe des nombres a >0, K> 0, r> 0, un voisinage
UA de A (0 c U/\ c M) et un voisinage v de f (f€ v c Dith(M) ) pour la topologie
C1 vérifiant la propriété suivante :

Quel que soit 1'espace topologique X, 1'homéomorphisme h: X - X, 1'appli-

cation continue i: X » U si g est un difféomorphisme appartenant a v et si l'on

/\ b
a d(ih,gi) < a, il existe une unique application continue j: X -+ M vérifiant
jh=gj et d(i,j)<r (j est une pseudo-conjugaison).

On a méme un résultat plus fort : d(i,j) =Kd(ih,gi). De plus, si i et h sont

fixés, j dépend continument (pour la topologie Co) de g.
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Ce théoreme peut se résumer a 1'aide de deux diagrammes :

x 1 su A x_Jd oM
commute a opres 3!
h l lg et g assez = et h l g commute .
proche de f d@i,j)=<r
X——i—ﬁ M X *ﬁM

Stratégie de la démonstration :

On veut montrer que 1'application G: C°(X,M) — C°(X,M) admet,
kK +—— gkh™!

au voisinage de i, un unique point fixe. Pour cela, nous allons montrer que G est
une perturbation lipschitzienne d'un opérateur hyperbolique construit a partir de f,
puis appliquer la proposition 7.7.
Mise en route : "Linéarisation" de C°(X,M).

Supposons que 1'on se soit donné une métrique riemannienne sur M.

Il existe un nombre e' > 0 tel que 1'exponentielle exp, : Tx(M) + M restreinte
a la boule de rayon e¢' soit un difféomorphisme. Choisissons un réel e tel que
0< e < ¢'. Laboule Ee(i) ={k:X + Ml|di,k) <e} c C°%X,M) s'identifie au voisi-
nage de la zéro-section du fibré i*T™ I‘;(x ,i*TM) par 1'homéomorphisme &

B, () _% r‘;(x,i*TM)
K — > oK) obl @k(x) = exp;(:() [k(x)].

Remarquons que 1'image par & de i est la zéro section du fibré de base X : i*T™ .

Nous supposerons que la métrique riemannienne choisie sur M est adaptée a
(n,f) de facon uniforme sur A :

-1
3x<1, Vxen, [Df, gl <x et [IDf, Sl <x.
|E |E
Etendons le scindage ES (] EU = TM| sur un voisinage compact de W de

A TM|W=’1'«:'SeT~:'U.

Si z et x sont deux points de M qui vérifient d(f(x),z) < ¢, définissons

A

. . -1 . .
1 . -
1'application F‘z x° TxM - TzM par Fz,x = D(expz )f(x) Dfx. Si les deux points

1)
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z et x appartiennent a W, le scindage de 1'espace tangent permet d'écrire 1'appli-
cation
F :gseaﬁu *ES®§U
Z,X X X z z

sous la forme d'une matrice par blocs (Az,x Bz,x>
C

Z,X Dz,x
S ~S U «~S S ~U alU U
ou A, € L(E B B, € L(E E), C, € L(EX,EZ) et D, € L(Eg,E)).

Soit F 1'application linéaire de matrice diagonale par blocs

~, A 0

F =[""z,x &S| ~S 'v »U,  ~U

Z,X <0 ’ ) (on a Fz,x(Ex)—Ez et FZ’X(EX)—EZ)

Z,X

Apres cette mise en train, démontrons encore deux lemmes avant d'entamer la

démonstration du théoréme 7.8.

LEMME 1. A tout nombre n > 0, on peut associer un voisinage U(n) de A etun
nombre &(n) > 0 vérifiant :

Vx€ Un), Vzldikx),z) < én)
<x et F77 l<a.

z,xl'éU
X

IF

~
By l<n, IF

Z’XIES
X

Démonstration : Si x appartient & ) et si les points z et f(x) coihcident, on a

F f:" = Dtx . 11 suffit pour conclure de remarquer que sz et ﬁz X dépendent
’

Z,X Z,X

continument des points z et x. O

LEMME 2. Quels que soient les nombres n' >0 et 6§, 0< 6 < ¢, il existe un
nombre r=r(6,n') > 0 et un voisinage U = U(6,n') de f pour la topologie ct
tels que, si la distance d(z,f(y)) est inférieure ou égaled 6 et si g appartient a
v\, on ait :

1) eBy) < exp,(B_(0)

. -1
2) Llp[(Fz,y TeXp,-e. expy) |Br(0)] <n'
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Démonstration : Choisissons d'abord ry=r 1(6) de sorte que, si la distance
d(z,f(y)) est inférieur & 6, on ait 1'inclusion : expz(ée(o)) = t(l§r1(y)), ce qui est
possible puisque & estinférieur 3 e¢ et f (uniformément) continue. La condition 1)
sera alors vérifiée si g est assez proche de f pour la topologie cC.

L'application exp;1 fexpy est définie sur la boule Br (0) ; si 1'application

1
expz1 gexpy est aussi définie au voisinage d'un point v de cette boule, on a :

-1 -1 ~
D[(D exp, )i(y) DIy - exp, € eXpy]v =

-1 -1
= D(exp, )i(y) DIy - Dlexp, )g(expy(v)) Dgexpy(V)

D(expy)V
Cette derniére expression est définie et nulle si g=f et v=0. Comme la dérivée
écrite plus haut est une fonction continue de v et de g (qui appartient a Diff1(M)

muni de la topologie C1) , on trouve en appliquant le théoréme de la moyenne, le

voisinage ¢ de f et nombre r > 0 cherchés. 0O

Démonstration du théoréme 7.8.

Premiére étape : Nous construisons un opérateur linéaire hyperbolique 3 sur
I‘(X,i*TM) , qui ne dépend que de f, i et h. L'opérateur ¥ sera défini si i(X) est
contenu dans un voisinage assez petit de ) et si la distance d(f ,fih-1) est assez
petite.

Nous voulons définir & par la formule :

3(0)0) = F(y -1 ') ol o € T(X,i*Tm).
Comme Alézyx n'est défini que si x et z appartiennent a un voisinage assez petit de
A et sila distance d(f(x),z) est assez petite, 1'opérateur § est défini si i(X) est
contenu dans un voisinage assez petit de A et si la distance d(i,tih_1) est assez
petite. Remarquons que, par construction, 1'opérateur & préserve le scindage
r(X,i*T™) = T(x,i*EY) @ 1(x,i*ES).

Le lemme 1 implique en particulier que, quitte a supposer le voisinage de A et

la distance d(i,fi h'1) encore plus petits, ¥ est hyperbolique, plus précisément,
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ona :
Halr(X,l*ES)“ <x <1

Ea <x <1.

Ir(x i*EY)
Le lemme 1 permet aussi d'associer a tout réel 7 > 0 un voisinage U(n) de
A et un nombre &(n) tels que les deux conditions :
di,tih™) < 8(n) et i(X) € Un)
impliquent la majoration :

~N

sup ||F Il <=n.

-F
x€X  i(x),ih” 'x)  i(x),ih”'(x)
~
Deuxieme étape : Définitionde G et G .
Considérons 1'application G: C°(X,M) — cx,Mm)
K —gkh' .
Ecrivons 1'inégalité triangulaire :
dlgkh™ i) = d(gkh™',gih™") + d(gin™1,i)
11 existe donc des nombres o, >0, r > 0 et un voisinage l;1 de f dans la topologie
c® (indépendants de X, i et h), tels que, si g appartient a 1:1 etsil'ona:
d(gi,ih) < o, 1'image G(Br‘ (i)) de la boule Br (i) par G est contenue dans la

1 1
boule Be(i).
Donc, si ces deux conditions sont vérifiées, 1'application E;
e L T, (X,i*T™M) + T(X,i*T™)
est bien définie. Rappelons que @ é1tait la carte au voisinage de i de C°(X,M)

suivante : »
9 Be(i) —_ re(x,i TM)

kK +—— (k) ol @(k)(x):expi-(:()k(x) .
Explicitons E :
G0 = [exp™! Jelexp _. o).
i(h” (x))

i(x) i(h

Troisieme étape : ¢ est lipschitz-proche de J.
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Nous utilisons maintenant la norme sur I‘(X,i*TM) obtenue a partir de la
métrique riemannienne de M. Calculons la distance lipschitzienne de ¢ et & sur
la boule B(r'). Ona :

Lipt(&—&)'B(r')-l < sup | .1 °F o,
- x€X ix,ih 'x  i(x),ih” '(x)

+ sup Lip[(F -1, - exp-1g exp _, ]
X€X ix,ih” (x) ix ih” '(x) \B © )
r' ik (x)
Soit m un nombre positif. Il existe un nombre 6(n) > 0 et un voisinage U(n)
tels que, si i(X) est contenu dans U(n) et si la distance d(i,tih-1) est inférieure a
6, l'inégalité suivante est vraie :

sup || < 7 . (voir fin de 1'étape 1)

p I -y -F g
x€X i(x),ih” "(x) i(x),ih” '(x)

On peut alors trouver un nombre 042(17) et un voisinage 1:2(17) de f dans la
topologie C° tels que, si la distance d(gi,ih) est inférieure ocz(n) et si g appar-
tient au voisinage Uz(n), on ait 1'inégalité :

di,fin” ") < &(n)

Soit maintenant un nombre 7' > 0. Le lemme 2 permet de trouver un nombre
r(n',6(n)) et un voisinage 113(7)' ,6(n)) de f tels que, si g appartient a 1:3(17' ,8(n))
et sil'on a d(i,fih_1) < 6(n) (ce qui est le cas si g appartient de plus au voisinage
l:z(n) de f et sion ales inégalités d(gi,ih) < az(n) et r' <r(n',6(n))), onait
1'inégalité :

sup Lip [ (F

1, exp._1 g exp
xX€X i(x),ih "(x) i(x)

)
ih_1(x) ‘B '(0 _
r i

<.
1 x))
En intersectant toutes les conditions que nous avons imposées, si o, U et
U A vérifient
- a<inf(ey,an))
- r'=r(n',8(n)
- Ve y NKm) Ny, em)
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= UACU(n) ’

alors, dés que d(gi,ih) est inférieure & «, que g appartient 3 U et que i(X) est

contenu dans U/\’ ona :

- LiP[(G«-g)IB(P.)] = n+n
- 18O = deih™) < o
-l

| <x <1 et |37 <A < 1.

3 I
IT(x, i *ES) Ir(x,i*E5)

Quatrieme étape : Le point fixe de G.

Nous voulons pouvoir appliquer la proposition 7.7. Pour cela, il faut utiliser

la norme max sur I (X,i*TM) = I"(X,i*ﬁs) & I‘(X,i*ﬁu). Il existe une constante ¢
S U S U

qui ne dépend que de 1'extension de E™ et E~ en deux fibrés E~ et E~ définis

sur le voisinage W de A, qui permet de comparer les deux normes compact

Il et || |l sur EV @ ES :

max riem
= | |

nl=

[ riem = € ok

Les deux normes associées sur I(‘X,i*TM) = F(X,i*ﬁu) ® I‘(X,i*ﬁs) vérifient la méme
relation.

Réécrivons en utilisant la norme || || les majorations obtenues a 1'étape 3.

max
. ,. 2 ' A
Llpmax[(q - 3)18(1'") ] < c“p+n') et IIQ(O)llmax< coa.
1
Si r" est inférieur a rc_ , laboule carrée E1(r‘") X Ez(r'") est contenue dans

la boule riemannienne B(r'). On a donc :

. ~ . ~ 2
HPiax [(Q B 3)|E1(1"")><152(r")] = Lippay [(Q - 3)|B(p)] = c“(n +7')

Pour appliquer la proposition 7.7, il faut avoir les inégalités :

(%) by +c2(n +7') < 1

2
(

et () coa<r"[1-x-c“(n+9")].

11 suffit maintenant de commencer par choisir 1 et n' vérifiant (%).
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CHAPITRE VII

On détermine ensuite les voisinages U, de A et v de f, les nombres r',

A
1
puis " < P—C- ; enfin, on choisit a < inf(a1 ,o%(n)) assez petit pour satisfaire la
condition (%%).
Le théoréme 7.7 implique alors 1'existence d'une unique application j pseudo

conjuguant g et h (gj = jh) et vérifiant ||<I>(j)||max.<_r". On a alors, par 7.7, une

majoration plus précise :
1

4(0)
T x Porem) GO

186 =

"
Prenons r inférieur a % . L'inégalité d(i,k) < r implique 1'inégalité
n
||® (k)umax <r . Donc, si j estune solution vérifiant d(i,j) <r, elle est la seule
vérifiant cette condition.

D'autre part, comme on a :
2
C

————— d(gi,ih) ,
1=Xx =c“(nm')

d(i,j) =

si a est assez petit, la solution j vérifie la condition d(i,j) < r.
De plus, si i et h sont fixés, j dépend continument de G, mais ¢ dépend
continument de g puisque :

16, = G llpax = €167 = Goll jom = €d(G,G)) < cdlg,,e) O

Remords final : Essayons de donner une démonstration heuristiquement plus
compréhensible.
P O(y % Oy ¥
Reprenons 1'application ¢ : I‘P(X,l ™) — I (X,i" T™)

o +— a(o)

- -1 -1
ol (‘a(o)(X)=(exr>i(x))gexpih_1 x)oh (x).

Elle a pour dérivée en O :
¢ : IoX,i*T™) — r°%X,i*T™)

g 2}'(0)
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o G'(0)(x) = Dlexpy})) 0 P oh '(x) .

Si g est assez proche de f, on voit que '(:;' est proche de & (c'est le calcul
fait dans la partie 2 du lemme 2), a' est donc hyperbolique. Au voisinage de O, :;
est une perturbation lipschitzienne de sa dérivée en 0, si E(O) est proche de O.

Dans ce cas, G a un point fixe au voisinage de 0. Or lanorme |G(0)|| vaut :

IIE(O)H = d(g(0),i) = d(gih™',i) = d(gi,ih)

Pour conclure ce chapitre, démontrons le théoreéme de "linéarisation" de
Grobman et Hartman qui compare au voisinage d'un point fixe hyperbolique un difféo-
morphisme et sa dérivée en ce point.

Soit E un espace de Banach, CS(E) est 1'espace des fonctions continues

bornées :
CS(E,E) = {plo : E -+ E continue bornée} .

Cg muni de la norme sup : |l¢|| = sup |l¢(x)|| estun espace de Banach.

X€E
THéOREME 7.9. Soit L : E = E un opérateur hyperbolique ; une petite perturbation
lipschitzienne de L sera topologiquement conjuguée a L. Plus précisément, il existe
un nombre ¢ > 0 tel que, quelle que soit 1'application ¢ € CS(E,E) de norme de
Lipschitz inférieure ou égale a ¢, il existe un homéomorphisme H conjuguant L + &
et L: L+é=HLH .

Démonstration : Supposons que 1'espace E soit scindé en E = EU @ ES. EU et Es

ont pour norme || “U et || “S Lanorme || | de E est

lhll = max Clip GOll, llp ()1 3

ou P, et Py sont les projections de E sur chacun de ses facteurs. Puisque L est
hyperbolique, on a:

L™ LUl <x <1 et LS| <A <1

|E |E
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CHAPITRE VII

L'homéomorphisme H, s'il existe, vérifie (L + &)H = HL.
Nous allons démontrer un résultat apparemment plus fort : il existe un nombre ¢ > 0,
tel que, si deux applications ¢, é' € Cg(E,E) sont lipschitziennes et ¢- petites
pour la distance de Lipschitz (Lip® < ¢ & Lip®"' < ¢), il existe une unique application
g€ Cto)(E,E) qui vérifie :

(%) L+®d(0d+g) = (d+g) (L +@")
1

| _1" s L+@® et
||IL

Le théoréme des fonctions implicites implique que, siona ¢ <

L + @' sont des homéomorphismes.
L'égalité (%) est alors équivalente a la suivante :
(L+®)(0d+g) (L+<I>')_1 =Id+g

ou bien encore a :
LgL+®) ' +ogL+0) 1+ (L+e)L+9)"-1d = g

Définissons 1'application L;, par : Cg(E,E) —_— Cg(E,E)
g€ — Lg(L +@')”"

et 1'application ®* par : Cg(E,E) _ Cg(E,E)

g — dgL+a)

En posant k = (L + @)(L + ¢ )_1 - Id le probléme se rameéne a la recherche du point
fixe de 1'application g, L;, g+ <b*g +k.
Avant d'appliquer la proposition 7.7, nous allons en vérifier les hypothéses :
- k appartient a Cg(E,E). Posons en effet (L + <I>')_1 -7 w, ona:
(L™ +w)(L +@') =1d etdonc w=-L"'®'(L+&)”", w appartient donc & Cg(E,E) ;

or,ona : -1 -1 o
k = (L+®) (L7 +w)-Id = Lw+®(L™ " +w) € Cb(E,E).
L'application g..;L;, g+<l>*g+k envoie Cg(E,E) dans lui-méme.

U
(E,E")

- L'application L;, est hyperbolique. La restriction de L¥ ac® est

P! b
une dilatation et sa restriction a Cg(E, ES) une contraction. Le lecteur vérifiera

les inégalités :
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L <x<1 et < x< 1

B w
lcg(E,EU) @ | Cg(E,ES)

- L'application % est lipschitzienne et vérifie Lip % < Lip ®. On a, en effet,
la majoration :

™ () - @)l

sup [l8g(L + ) 'x - ®h(L + &) x| <
X€EE

A

Lip & sup |[lg(L + ) % - hw + @) x|
X€EE

Lip® |g-h

La proposition 7.7 montre qu'il existe un nombre ¢ > 0 (qui ne dépend que
de \), tel que, siona Lip ® < ¢, 1'application Lg, +@* +k aun point fixe
unique. (La condition de la proposition 7.7 portant sur 1'image de 1'origine ne joue
pas ici, car r = +.)
On a donc démontré que, si les normes de Lipschitz Lip & et Lip ' sont
inférieures a ¢, il existe une application g appartenant a Cg(E,E) unique telle que :
(L+®)(Id+g) = (Id+g) (L +@")

En échangeant les rdles de & et &' et en se souvenant que 1'application g

est unique, on montre facilement que (Id + g) est un homéomorphisme de E sur

lui-méme. O

Remarquons que, si 1'application @ : E(r) + E est lipschitzienne, on peut
prolonger ¢ en une application lipschitzienne §:E- E de norme de Lipschitz

Lip@<2Lip®. Lavoici : &(x) = &x) si x|

(e st Il

1A

r

&;(x)

v
!

]

Nous en déduisons le corollaire.

COROLLAIRE 7.10. Soit L un isomorphisme hyperbolique de E. Il existe un réel

e >0, tel que, sil'application f: E(r) » E vérifie Lip(f-L) < ¢ et £(0) =0,

il existe un homéomorphisme local h défini au voisinage de 1'origine vérifiant h(0) = 0
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CHAPITRE VII

et conjuguant f et L (vérifiant hf = Lh sur un voisinage de 0).

Comme une application différentiable est une petite perturbation lipschitzienne

de sa dérivée en un point fixe, on obtient le

THEOREME 7.11 (Grobman-Hartman). Si p est un point fixe hyperbolique d'un

difféomorphisme f de classe C1 de M, f est topologiquement conjugué a sa dérivée,

au voisinage du point p.

EXERCICE 7.1. Soit A un fermé hyperbolique invariant pour f € Diffk M), k=1.
Montrer directement a partir du théoreme 7.8 que f est expansif en A. Plus préci-
sément, montrer que la constante r donnée par ce théoreme est une constante d'expan-

sivité pour A .

EXERCICE 7.2. Si p est un point périodique hyperbolique de f € Dift1(M), montrer
que, si g€ Diff1(M) est suffisamment proche de f (dans la topologie C1), g aun
point périodique proche de p . (Indication : appliquer la proposition 7.7). En dé-

duire une démonstration rapide de 7.8 dans le casou A est fini.

EXERCICE 7.3. Démontrer en détail que, pour € et €, assez petits, le solénoide

est un fermé invariant hyperbolique (cf. fin du chapitre 4).
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DEFINITION 8.1. Soient X et Y deux espaces topologiques et soient f : X =+ X

et g : Y Y deux applications continues. Une application h : X #» Y continue
surjective sera appelée semi-conjugaison si hf = gh, c'est-a-dire si le diagramme

suivant commute : £

L'application h est appelée conjugaison topologique si h est de plus un homéomorphisme

de X sur Y. Ondira, dans ce cas, que f et g sont topologiquement conjuguées.

Remarquons que 1'égalité hf = gh implique 1'égalité e = gnh. En effet,
ht® = (hf)f = g(ht) = ggh) = g°h, etc...
L'image d'une orbite de f par une semi-conjugaison est donc une orbite de g, tandis
qu'une conjugaison topologique échange les orbites de f et g en conservant leurs
propriétés topologiques.

L'application h peut étre interprétée comme un changement continu de variables
qui "identifie" f et g. On voit aisément que la conjugaison topologique est une relation

d'équivalence.

DEFINITION 8.2. Soit E une relation d'équivalence sur Diff"(M). Une application

g de Diffr(M) sera E-stable, si la classe d'équivalence de g contient g dans son
intérieur. Dans ce cas, il existera un voisinage Ug de g dans Ditfr(M) tel que
toutes les applications h de Ug seront E-équivalentes a g.

La notion de stabilité associée a la conjugaison topologique s'appelle stabilité

structurelle.
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CHAPITRE VIII

Nous allons définir quatre notions de stabilité qui correspondent aux quatre
ensembles invariants que nous avons définis au chapitre 1
Per(d c L) c Q(f) ¢ R®)
On dira que f et g sont Per-équivalentes si la restriction de f a Per(h)
est topologiquement conjuguée a la restriction de g a Per(g). On définira de méme
les applications L-, §i-, R-équivalentes.
Une application stable pour la ﬁéf*—équivalence (resp C,Q,R) est dite Per-stable
(resp L -stable...). Nous avons, correspondant aux inclusions, les implications :
R-stabilité
Stabilité structurelle —3 Q-stabilité —> Per-stabilité

N C-stabilité e

Remarque : On sait que la R-stabilité n'implique pas en général la stabilité structurelle.

Soit f un difféomorphisme de classe c’ delavariété M. Soit Nn(f) le cardinal
de 1'ensembles des points fixes de f' : N, = {x € M| f'(x) =x} . Les homéomorphismes
f et g seront {-équivalents si, pour tout entier n strictement positif, on a :
Nn(f) = Nn(g) . La Per-stabilité implique clairement la {-stabilité ; on ne sait pas si
la réciproque est vraie, ni a fortiori si la {-stabilité implique la L -stabilité , 1'Q-
stabilité ou la R-stabilité.

Nous allons étudier le cas ou 1'un des ensembles M, R(f), Q(f), L{f) ou
Per(f) est un ensemble hyperbolique invariant pour f.

Commengons par démontrer un théoreéme plus général :

THEOREME 8.3. Soit A un ensemble hyperbolique invariant pour un difféomorphisme
f delavariété M de classe C¥, k= 1. Il existe un voisinage U de f dans Diff‘(M)
et une fonction continue & : U, - c®(n,M) telle que

1) &(f) = inc A (inclusion de A dans M) ;

2) ®(g) (A) est un ensemble hyperbolique invariant pour g, quelle que soit
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1'application g appartenant au voisinage uf ;

3) &(g) est un homéomorphisme de A sur &€(g)(n) et conjugue topologiquement

N

la restriction de f & A avec la restrictionde g a ®(g)(A) :

Le diagramme suivant commute :

RGN Y0 1)

f l l g
¢(g)

A 5 3(e)(n)

4) Il existe une constante positive K telle que : d o[@(g),inc(/\)] <Kd 0(g‘,f) .
C C

Démonstration : Reprenons les voisinages et nombres U, , \, a, r et K que nous

A
donne le théoréme 7.8. Si g vérifie d(f,g) < a, le diagramme suivant commute a
a pres : incA
A LU A
‘| l
inc
) A M

|

Donc les deux conditions g € v, d(f,g) < « assurent 1'existence d'une appli-
cation ®(g) : A + M unique vérifiant dfinc A,(I>(g)]s r et gd(g) = d(g)f.
On sait que, de plus, ®(g) dépend continument de g et vérifie :
d[inc A,@(g)] < Kd(t,g) .

Comme &(f) et inc, font commuter le diagramme

nc
A U
inc l
ey

- M

A

S AN

LT

L]
_—&— =

ona : &(f) = incA .
Le théoreme 7.6 implique que, lorsque g est assez proche de f, 1'ensemble
®(g)(n) est hyperbolique.

11 nous reste a montrer que ®(g) est injectif. On peut, pour cela, utiliser

17



CHAPITRE VIII

1'expansivité de f, mais nous allons employer une autre méthode qui fait appel au
théoréeme 7.8.
Supposons que g soit suffisamment proche de f pour que 1'ensemble

A =®(g)(A) soit contenu dans U, . Comme le diagramme

g AT
A

id
g - Uy
T

/\g__.__> M

commute a d(f,g) prés, il existe une application j telle que jg =1fj et
d(id n ,j) =Kd(f,g). On vérifie alors que :
g

d['ch ,j®(g)] = 2K d(f,g)

(ie(e) 1t = £[j2(e)].
Si g est assez proche de f, plus précisément si 2K d(f,g) <r, on aura

inc A= j®(g), ce qui implique que ®(g) est injective. O

COROLLAIRE 8.4. Les difféomorphismes d'Anosov (de classe Ck, k=1) sont

structurellement stables et forment un ouvert de Diffk(M) .

Démonstration : Les hypothéses du théoreme précédent sont vérifiées avec A = M.
Il reste & montrer que ®(g) est surjectif. Il existe une démonstration utilisant
1'homologie singuliére (voir exercices). Donnons-en une autre.

Gardons les notations de la démonstration du théoréme précédent. Commengons

par remarquer que, si g est C1 proche de f et si le diagramme suivant commute

a r pres K

la propriété d'unicité du théoreme 7.8 implique que k = idy,.
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Comme le diagramme id

commute a d(f,g) prés, il existe une application j : M+ M vérifiant :
jg = fj et d(id,j) < Kdlt,e) .
On vérifie aisément que d(id,®(g)j < 2K d(f,g) et que g[®(g)j] = [®(g)jle, ce qui,
si 2K d(f,g) < r, implique que &(g)j = idy, et donc que &(g) est surjective.
Enfin, le théoréme 7.6 implique que les difféomorphismes d'Anosov forment

un ouvert. O

PROPOSITION 8.5. Soit A un ensemble fermé invariant et hyperbolique pour une

application f, f € Diffk(M), k 2 1. On peut choisir un voisinage U A de A etdes

nombres o >0, K> 0, telsquesi {x= xo,x1 ey X = x} est une a1—pseudo

i=0,...,n-1] avec «

orbite de f, [d(f(xi)’xiﬂ) < a < a, contenue dans UA ,

1’ 1

il existe une vraie orbite de période n contenue dans M qui est Koz1-pr‘oche de la

pseudo-orbite donnée :

3 x' 'x") =x' et d(fl(x'),xi)g Key, 1=0,...,n-1.

Démonstration : Reprenons le voisinage U A et les nombres K, a que nous fournit

le théoreme 7.8. Posons X = {xo,x1 yee+9X_ .}. Soit h labijection X =+ X

n-1

définie par : h(xi) =X 1 i=0,...,n-2

h(x 1) = X

n- (o]

Si i estl'inclusion de X dans U I le diagramme suivant commute a a1-pr'és :

i

hl ,
X ' oM

11 existe donc une application j : X + M telle que fj=jh et que d(j,i) < Koz1 .
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On a donc, pour tout entier, k positif : tk j= jhk. Nous en déduisons que :
. 2 K .
& J(Xo)=Jh (xo) = jx,  pour k=n-1
n, . n .
Filkx) = dhix) = ilx).
L'orbite cherchée est celle du point x' = j(xo) . O

PROPOSITION 8.6. Si R(f) est un ensemble hyperbolique pour f, on a : R(f) = Per(f).

Démonstration : Reprenons les nombres positifs o et K donnés en 8.5. Nous avons
démontré (3.6) 1'égalité R(th(t)) = R(f). Tout point x de R(f) est donc a1-pseudo

périodique pour tout o, 0< o, < a, lapseudo-orbite étant contenue dans R(f).

1
La proposition 8.5 permet d'affirmer qu'il existe un point périodique x', tel

que d(x',x) =< Kaz1 , le point x appartient donc & Per (f). On adonc R(f) = Per(f). O

PROPOSITION 8.7. Si L(f) (resp L (f), I (f) est un ensemble hyperbolique pour f,
+ -

ona : Pert=L{l) (resp Per(f) = L_(f) ou Per(f) = L_(f).

Démonstration : Démontrons la proposition pour L_in ; les autres cas se démontrent
de fagon analogue.
Remarquons d'abord que si U est un voisinage ouvert de L_Jti et y un point

de M, ona : _
in >0 |V n 2n_, fn(y) € U (cf. démonstration de la prop. 1.4)

La proposition 8.5 nous donne alors un voisinage U-L—(B et deux réels positifs
a et K. Soit x un point de L+(f), il existe un point y dz M tel que x appartienne
a w(y). Soit maintenant 0 < @ <a; ce qui précéde montre qu'il existe des entiers
n et k positifs tels que :

T P A L S

n+j .
f Yy)eu pour 0<j=<k
LJ f)

- {fn(y) ,fn+1(y) oo ,fn+k-1(y),fn(y)} est une oz1—pseudo orbite

contenue dans Ui:(f) .
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La proposition 8.5 implique donc qu'il existe un point x' périodique vérifiant
d(x! ,fn ) = Koz1 . On aura alors d(x',x) < (K + %)oz1 . Comme a, est arbitraire,
X appartient & Per(f), ce qui démontre le résultat cherché :

L+(f) c Per(t) . o

Il semble que le résultat analogue concernant §(f) soit faux (cf. commentaires).

La proposition suivante se démontre comme la proposition 8.6.
PROPOSITION 8.8. Si Q(f) est un ensemble hyperbolique pour f, ona :
Per(f) = R(flﬂ(f))'

Rappelons qu'on n'a pas en général : Q(fln(f)) = Q(f) ou R(flﬂ(f)) = Q(f).

Nous évitons ce piege a 1'aide de la définition suivante :
DEFINITION 8.9. Une application f de Diff'(M), r =1, satisfait 1'axiome A, si
a) &Q(f) est hyperbolique pour f ;

b) Q(f) = Per(p).

Soit toujours A un ensemble hyperbolique pour f ; on sait que pour ¢ assez

petit :
386§>01x,y€ A, dlx,y)< 6 =>WS€(x) N Wg(y) = {un point} .

Cette intersection est de plus transverse. On note ce point [x,y] €. 5 ; dans la
suite, quand il n'y a pas d'ambiguité [x,y]. L'application [ ]: UG(AA) + M est
continue ; ou U 6(A /\) est le voisinage de la diagonale A x A, défini par

UG(A/\) = {(x,y) Ix,y € p, dx,y) <& }.

DEFINITION 8.10. Un fermé invariant hyperbolique A est muni d'une structure

de produit local si, pour ¢ et & assez petits, le point [x,y] appartienta A

quand d(x,y) est inférieur a §.
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PROPOSITION 8.11. Si Per(f) est un ensemble hyperbolique pour f, Per(f)a une

structure de produit local.

Démonstration : Reprenons le voisinage U = Um et les nombres a>0 et K>0
dohnés par la proposition 8.5. Choisissons e > 0 assez petit pour que, pour tout x
appartenant & Per(f), on ait :
wox) U wx) c U.
€ €
Comme plus haut, nous associons a e un nombre & positif. Nous voulons montrer

1'implication :
dix,y) <& ; x€ A, ye€AN = [x,yl €1 .

Comme 1'application (x,y) = [x,y] est continue, on peut se contenter d'étudier le
cas ol x et y sont périodiques.

Posons w = [x,y] et z=[y,x]. On va montrer que, pour tout @ >0, w est
a1 -pseudo-périodique et que la pseudo-orbite de w est contenue dans U. La proposi-~

tion 8.5 impliquera alors que w appartient 3 Per(f).

Supposons que x soit de période n et que y soit de période m. On aura :

vjzo, Hw)e wf(rj(x)) c U ; lim f%w) = x
K= 40

vj=o, fj(z)E Wf(fj(y)) c U ; lim fkm(z) =y
K=+

]

vji<o, fj(w) € Wl:(fj(y)) c U ; lim tkm(w) y

k- =0

vij<o0, tz) € Wl:(fj(x)) c U ; Lim #%) = x

K~ =0
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Choisissons des entiers positifs k1 , kz, k3, k 4 tels que 1'on ait :
-k

k1n o o o k3m o
df " (w),x) <= ; dEf “(2),x)<—; df” (2,y) <5 ;

-k m [
at  w),y) <.

On vérifiera facilement que la suite :
nk

-1 -nk k
o)yt et 22, @), 2, 82

-1 -mk
Tt A, W), wh

est une a,-pseudo orbite contenue dans U =U ]

1 Per f°

DEFINITION 8.12. Soit X un espace compact métrique. Un homéomorphisme

f : X #+ X sera dit topologiquement transitif si, pour tout couple U,V d'ouverts non
vides, il existe un entier n appartenant a Z tel que fn(U) NV soit non vide. On
dira que f est topologiquement mélangeant (en anglais : mixing) si, pour tout couple
U,V d'ouverts non vides, il existe un entier N tel que :

vn>N, f(UNVEE.
Exercice : Démontrer que f: X » X est topologiquement transitif si et seulement si

il existe un point z de X d'orbite dense.

THEOREME 8.13 (Décomposition spectrale). Soit f appartenant 3 Diff (M), r1.

Supposons que Per(f) soit un ensemble hyperbolique pour f. Il existe une décomposi-
tion de Per(f) en fermés disjoints : Per(f) = P,U... UPy telle que :

a) Les Pi sont stables pour f et la restriction de f a chacun des Pi est
topologiquement transitive.

b) Il existe une décomposition de chacun des Pi en fermés disjoints :

= | = i - _
Pi—x1,i U "'ani,i telle que f(Xj,i)_XjH,i pour 1<is=n-1, (X . ) =X

n.
et telle que 1'application f L, XJ. i XJ i soit topologiquement mélangeante quel que
’ ’

soit j, 1_<_jsni.
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Démonstration : Soit & > 0 petit. Soit p un point de Per(f).
Posons : Xp = WU(p) N Per(f) et Bb(xp) = {y € Per(i) \d(y,Xp) < &}

Si 6 est assez petit (ce choix est indépendant de p) et si y appartient a
BG(Xp) N Per(f), nous affirmons que y appartient a Xp. Supposons que y soit de
période k > 0. Soit x un point de WU(p) N Per(f) tel que d(x,y) < &. On voit faci~
lement que les variétés instables WU(p) et WU(x) coihcident. Posons z = [y,x] ;
le point z appartient & Per(f) (proposition 8.11) ; par définition, le point z appar-
tient a WS(y) et donc tnk(z) tend vers y quand n tend vers l'infini. Comme, d'autre
part, z appartient a WU(x) =WU(p), 18 (2) appartient a WU(p) N Per(f) si p est
de période ¢, donc y appartient a WU(p) N Per(d).

Comme B 5(Xp) est ouvert dans m on voit qu'un point z ne peut appartenir
aB 6(Xp) que s'il appartient a Xp.

Chaque Xp est a la fois ouvert et fermé dans m Montrons que si p et q
sont deux points de Per(f), Xp et Xq sont, soit identiques, soit disjoints. Supposons

d'abord que q appartienne a Xp. Posons :

YU U P
W (q) = W (q) N Per(f) .
Y Y
Comme Xp est ouvert dans Per(f), lorsque le nombre y > 0 est choisi assez petit,

v
Xp contient W;J(q) , on a donc

I'II

X = f “‘(v’v‘;(q» c X

U
q =0 p
ou ! estlapériode de p et m lapériode de q.

Comme Xq est un voisinage ouvert de q dans Per(f), il contient un point y de

U . -
W (p) N Per(f); on aalors p = lim fnt(y) € Xq = Xq. De maniere analogue, Xp est
n-» -0

contenu dans X etdonc X =X .
q P q

Soient maintenant p et q des points arbitraires de Per(f). Si l'ensemble
Xp N Xq n'est pas vide, il est ouvert et contient un point périodique q'. On a donc :

X =X ,=X_.
P "qa' “q
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La compacité de Per(f) implique que les Xp distincts sont en nombre fini ;
enfin, comme f(Xp) = Xf(p), 1'application f permute ces ensembles.
Soit P1 oo ,Ps les réunions de chacune des orbites par f de ces ensembles.

P =X L‘...UXn

1 1,1 1

17

s s 7"t n_,s
1, s’

11 ne reste plus qu'a montrer que, si fN(Xp) = Xp, 1'application fN est
n,
mélangeante. (Si les applications f L, Xj i - Xj i sont mélangeantes, la restriction

’ ’
de f a P, est transitive.)

Si U et V sont des ouverts non vides de Xp, on veut montrer qu'il existe
un entier positif T tel que, pour tout entier t supérieur a T, 1'intersection
ttN(V) M U soit non vide. Soit p 1 un point périodique contenu dans V. On a
Xp1 = Xp ; on peut donc trouver un point z appartenant WU(p1) N Per(f) tel que
z soit contenu dans U. Si P, est de période K pour tN, on a fKN(p1) =Py
Pour chaque i, i=0,...,K-1, on peut de méme trouver un point zi appartenant

a U eta WU(le(p1)). La suite f—NKt(zi) tend vers le(pl), quand t tend vers

1'infini. Il existe alors des nombres Ti’ i=0,...,K-1, tels que :
vez T, N(z)e (V)
ou encore, tels que :

f-NKt—iN (

vVt T, z)€EV
1 1

Posons T = max(Ti) ; si t estplus grand que KT, posons t=Ks+1i

f-tN(Z ) = f-NKs-iN(Z )

avec 0=< i< K. L'entier s sera supérieur a Ti et donc : i i

appartiendra a V ; on aura donc :
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Vt>KT, f_tN(U) NV £ 6
ou encore
Vt>KT, UNfNWV) £ 9 . o
Remarque : Les ensembles Pi et Xi j du théoreme de décomposition spectrale sont
’
uniques a indexation prés. Puisque chaque P, a une orbite dense, il ne peut étre une

réunion disjointe d'un nombre fini d'ensembles fermés invariants non triviaux. Les

ensembles Pi sont donc uniques a indexation pres, car si Q1 yooe ’Qr était une autre
décomposition de Per(f) en ensembles fermés invariants disjoints, Q1 N Pi’ een ’Qr N Pi

serait une décomposition de Pi en fermés invariants disjoints. L'ensemble Pi est

donc contenu dans 1'un des ensembles Q1 yeees Q2 Qj . Mais, par hypothese, f|

T Q

14
est topologiquement transitif pour tout £ et donc Qj est contenu dans Pi ; ona

bien Qj = Pi' L'unicité a indexation pres de la décomposition Xi 3 se démontre de
’

la méme fagon.

Le théoréme 8.13 ameéne naturellement la

DEFINITION 8.14. Soit X un espace métrique compact (séparable), f une application

continue de X dans lui-méme et Y € X un ensemble fermé invariant pour f. La
décomposition Y =P 1 U...U PS est une décomposition spectrale de Y, si :
a) Les Pi sont des fermés invariants pour f, deux a deux disjoints, et la

restriction de f a Pi (i=1,...,s) estun homéomorphisme topologiquement transitif ;

b) Chaque ensemble Pi se décompose en une réunion disjointe de fermés

Pi =X1,i U... ani,i telle que :

- Onait: #(X. .)=X et f(X_ .)=X

< 1 4
j,i J+1,i n,,i pour 1= J<n

1,i’
n

-1 X;i i -+ Xj i soit topologiquement mélangeant pour tout j.
’ ’

Le théoréme suivant est maintenant évident :

THEOREME 8.15. Soit f un difféomorphisme de classe CP, r2 1, delavariété M.
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a) Si Per(f) estun ensemble hyperbolique, Per(f) admet une décomposition
spectrale ;

b) si L{f) (resp E:(B,f:(f)) est hyperbolique, L(f) (resp f:(f),i?(f))
admet une décomposition spectrale ;

c) Si f satisfait & 1'axiome A, &(f) admet une décomposition spectrale ;

d) Si R(f) est hyperbolique, R(f) admet une décomposition spectrale.

En fait, dans chacun des cas b), c¢) et d), la décomposition spectrale est

celle de Per(f).

Démonstration : Dans chacun des cas a), b), ¢) et d), 1'ensemble hyperbolique en

question est égal a Per(f). O

Soit P1 U...U P la décomposition spectrale de L(f) = Per(f). On dira

qu'il n'y a pas de cycle si les Pi ne contiennent pas de cycle (cf. chapitre 2).

DEFINITION 8.16. Soit f une application de X dans lui-méme continue et soit

Y o L(f) un fermé invariant qui admet une décomposition spectrale Y = P1 U... U Ps'

On dit qu'il n'y a pas de cycle si les Pi ne contiennent pas de cycle.

Remarque : Si R(f) admet une décomposition spectrale Y = P1 U... U Ps’ iln'y
a pas de cycle car R(f) admet une fine suite de filtrations qui est ici, en fait, une
filtration (cf. exercice 8.6).

Dans 1'une des hypotheéses du théoréme 8.14, s'il n'y a pas de cycles, il existe
une filtration M telle que : K(m) = Per(f). Nous allons démontrer que, dans ce cas,
t est L, @ et R-stable.

Comme nous savons que 1'ensemble Per(), quand il est hyperbolique, admet
une structure de produit local, nous allons commencer par énoncer des généralités
concernant les ensembles fermés hyperboliques qui admettent une structure de produit

local.
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Nous gagnons a priori un peu en généralités puisqu'il n'est pas évident que les
points périodiques soient denses dans un ensemble invariant hyperbolique qui admet
une structure de produit local. On sait que, si f est un difféomorphisme d'Anosov
de la variété M, celle-ci admet une structure de produit local, mais on ne sait pas si

les points périodiques sont denses dans M.

Probléme. Soit f un difféomorphisme d'Anosov de la variété M, a-t-on Per(f) =M ?

Le meilleur résultat que nos techniques permette d'obtenir est :
PROPOSITION 8.17. Si f: M=+ M est un difféomorphisme d'Anosov, on a :

Per(f) = R(f)

Le probleme précédent peut donc s'énoncer : Si f: M+ M est un difféomor-
phisme d'Anosov, a-t-on R(f) =M ?

Supposons que ) soit un fermé hyperbolique invariant pour f. Une a,-pseudo

1
orbite x = {xn, - < n< +0o} peut étre considérée comme une fonction i de Z dans

M (i(n) = xn) . Nous savons que lorsque U, est un voisinage assez petit de A, si

A

tous les points de la suite Xy appartiennent a U A et si o < a est assez petit, il

existe un nombre K > 0, indépendant de la suite x, tel que 1'on puisse trouver une

application j: Z - M vérifiant d(i,j) < Ka, et j(n + 1) = £(j(n)). Posons Y = j(n) ;
n . s

onay =f (yo) ; {yn} est donc une orbite de f et vérifie d(yn,xn) < Koz1 .

DEFINITION 8.18. Soit X un espace métrique et f une application de X dans lui-

méme. Soit x = {xi la<i<b} une a-pseudoorbite. Unpoint x' de X B-piste

(en anglais : B -shadows) la pseudo orbite x si Vi, a<i<b, d(fl(x'),x.l) <B.

Nous avons donc, avant de donner cette définition, démontré la :

PROPOSITION 8.19. Si A est un ensemble fermé hyperbolique, il existe un voisinage

U A de N etdesréels >0 et K> 0, tels que toute oe1-pseudo orbite
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X = {xi |- < i< +x} contenue dans UA soit, si o est inférieur a o , Koc1-
pistée par un point x' de M.

On voudrait, quand la pseudo-orbite x est contenue dans A, trouver un
point x' appartenant aussi a A qui piste Xx. Pour le trouver nous devrons supposer
que A admet une structure de produit local.

Notre démonstration part du théoreme de la variété stable démontré pour les

ensembles hyperboliques.

PROPOSITION 8.20. Soit A un ensemble fermé invariant hyperbolique pour un

difféomorphisme f de classe c’ dela variété M. Supposons que A admette une
structure de produit local. Alors, pour tout 8> 0, il existeun a > 0 tel que

toute a-pseudo-orbite x contenue dans A soit B-pistée par un point y de A.

Démonstration : Supposons que M soit munie d'une métrique adaptée a f. On trouve
un nombre e en appliquant & A le théoréme de la variété instable. Soit X € ]0,1[

une constante d'hyperbolicité pour A. Choisissons un nombre e 1 > 0 vérifiant :

Soit 6 > 0 un nombre permettant de définir sur A une structure de produit
localtelque: [,]1=1[,] : Ug(Aa,)» A soit défini. Rappelons que U,(A )
€1 6 67 A 6T A
est le voisinage de la diagonale A x A défini par :

Uga)) = {(,y) € nxn ldix,y)<6}.
©1

1-x
Comme 1'opération [,] est continue et comme la variété stable dépend

Supposons enfin que § vérifie : + &6 < B.
continument du point ol on la définit, il existe un nombre o > 0 assez petit pour que,
quels que soient les points z et w de A vérifiant d(z,w) < «, on ait 1'inclusion :
S S
[z,WAG(w)ﬂ/\] c WG(Z) .

Commengons par supposer que notre o~pseudo orbite soit de la forme
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x={x,... ,xn} . Posons Yo =X, et définissons de proche en proche les points Yi

o
par y, = [xk,f(yk_1)] pour 1<k=n- 1. Il faut démontrer que les points Yy

appartiennent a 1'ensemble st (xk) M A . Supposons par récurrence que Yian

. N S . . s S
appartienne & W 6(xk_ 1) N A, le point f(yk_1) appartient & W 6(f(xk_ 1)) Na, et

comme on a d(xk,f(xk_1)) < @, lepoint y,  appartient a 1'ensemble Wsﬁ(xk) N A,
ce qui permet de continuer la récurrence. Comme sur UG(A/\) ona: [,]=1, ]e 5
" ’
les points Vi appartiennent chacun a la plaque instable WL; (f(yk_1)) . On démontre
1

donc par récurrence que les points f_J(yk) appartiennent chacun a la plaque instable
U ) €
f:-J(yk) appartiennent chacun a la plaque instable W 21

(=)
t_(n_J)(yn) = t)(y) appartient donc  la plague instable W 21

(=)

les points

J .
) ou ej = Zx'e,. Comme GJ. est inférieur ou égal a Y _1 3

i=1 !
-n
(yk-j)' Posons y = f (yn) .

(yJ.) quel que soit
0<j=n.

On a donc :
‘1

A, x; = aPly),y) +dbx) s 775 £ 8 < 8-

Si la a-pseudo-orbite x est de la forme Xx = (xi la<i<b}, ol a et b sont

1 N 1 .
"’xb-a-2} Ol Xy =X; o1 Si

y' B-piste x', il est clair que le point y = f_a_1( ') B-piste x.
X y P X

. . s T 1
des entiers finis, définissons x' par x' = {x_,.
’ o

Enfin, si x = {xi |-o < i< +w)} estinfinie, il existe un point Ym de A qui
P -piste chaque pseudo-orbite Xn = {xi |[-m<i<m} etcomme A est compact,
il existe un point y, adhérent a la suite (y_)

m'meN’
B-pister une pseudo-orbite infinie d'un seul c6té. O

qui B-piste x. On peut de méme

Précisons un peu ce dernier résultat.

PROPOSITION 8.21. Soit A ©€ M un fermé invariant hyperbolique pour le difféomor-

phisme f de classe c’ dela variété M. Supposons que A admette une structure

de produit local. Soit e une constante d'expansivité pour la restrictionde f a A
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et soit 0 <y <§. Alors :
a) Si une pseudo-orbite x = {xi |]=0 < i< 4w} est y-pistée par deux points
\p et A de A, Ona: Y=Y,

b) Il existe un réel a> 0 et un voisinage U, de ) tels que toute a-pseudo-

A
orbite x = {xi J]a<i<b} contenue dans U A soit y-pistée par un point x de A.
Si, de plus, la pseudo-orbite x est infinie des deux cOtés : x = {xi |- < i< 40},

le point est unique.

Démonstration :
a) Si yq et y, y-pistent x, ona :
d[fn(Y.l),fn(yz)j < 2y < ¢, Vn€EZ
Les deux points Y4 et Yy coinhcident donc.

b) Soit «, le nombre obtenu dans la proposition 8.20 quand on prend 8 = % .

1

Choisissons alors un voisinage U, de A etunnombre «o > 0, tels que toute o~

A

pseudo-orbite x contenue dans U puisse étre % approchée par une a,-pseudo-

A’ 1
orbite ﬁ contenue dans A (d(xi,x'i) < Z, a<i<b); onpeuttrouver un tel nombre
a car f estuniformément continue. La pseudo-orbite x' est %—pistée par un point

x de A, x y-piste donc la pseudo-orbite x. Quand la pseudo-orbite x est infinie

des deux cdtés, 1'unicité du point x est donnée par a). O

PROPOSITION 8.22. Soit A un fermé invariant hyperbolique pour f muni d'une

structure de produit local. A est alors uniformément localement maximal. Plus préci-

sément, il existe un voisinage U, ¢ M de N et un voisinage Ny c DiffP(M) de f

A
tels que :
N A~ = N fn(U ). Sideplus, U, et n,. sont suffisamment petits pour
neZ A A £
que 1'on puisse appliquer le théoréme 8.3, 1'ensemble &(g)p, conjugué de A, est
bien défini et

2) @)= N g'W,), Vgen,.
neZ
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Démonstration : Prenons U A assez petit pour qu'il soit contenu dans le voisinage de

A donné par la proposition 8.21. Choisissons un voisinage 7 £ de f contenu dans le
voisinage u £ du théoreme 8.3 et tel que toute application g appartenamt a 7 £

vérifie sup d(g(x),f(x)) < a, ol le nombre o est donné par la proposition 8.21.
XEM
Soit z un point de 1'intersection N g™U,).
n n€E4 A
z={g (z) |- <n< +wo} est a-pseudo-orbite de f contenue dans U/\ . L'orbite z

L'orbite du point z pour g :

est y -pistée par un unique point x de ). Mais alors, ona: ®(g)x = z. En effet,

si g £ est suffisamment petit, on a :

d(f"(x),e"¢(@)(x)]) = d("(x),2(e)f"(x)) = d(id,@(g) < 6
Par ailleurs, considérons le diagramme :
Z *.__>i A
h l lg ob i(n) =f(x) et h(n) =n+1.

z__ "
Si 6 est assez petit, le théoreme 7.8 implique qu'il existe un unique point y
vérifiant : d(fn (x),gn(y)) < &, pour tout n appartenant 3 Z. Comme les deux points

z et &(g)(x) vérifient cette condition, on a : z = ®(g)(x). Ceci démontre 1'inclusion

N g ) € ®(g)(n) ; 1'inclusion inverse est triviale si g est assez proche de f
A
ned

pour que ®(g)(n) soit contenu dans U ]

It

THEOREME 8.23. Supposons que A soit un fermé invariant hyperbolique pour f,

muni d'une structure de produit local et contienne L(f). Supposons qu'il existe une
décomposition A = A1 U...U Ak de A en une réunion disjointe de fermés invariants

telle que la famille (A

i) =ik ne contienne pas de cycle. Il existe alors une filtration

adaptée a A, un voisinage 7 § Diffp(M) de f et une fonction continue
@: oo c®(r,M), tels que :
1) M est une filtration adaptée pour toutes les applications g de n £

2) ®(f) = incA.
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3) @(@n = Km) ; &(e); = K§m).
4) &(g) : n - K%(m) est une conjugaison topologique.

5) Il existe une constante positive K telle que : d o [&(g),inc(r )= Kd o(g,f).
C C

Démonstration : L'existence de I est donnée par le théoreme 2.3, tandis que la
proposition 2.4 démontre le point 1). De la proposition 2.4, on déduit de plus que,

si g est assez proche de f, 1'ensemble Kg(m) est contenu dans le voisinage U A de
) donné par la proposition 8.20. Ceci montre que K&M) est contenu dans 3(g)n .

11 reste a démontrer 1'inclusion inverse. Supposons que M soit la filtration :

¢ = MO c M 1 c...cC Mk =M, chaque fermé invariant /\i est contenu dans la diffé-

rence M, - Mi- Si g est assez proche de f, 1'ensemble CD(g)(/\i) est aussi contenu

1
dans (Mi - Mi—1) et donc ¢(g)(Ai) est contenu dans K%(m). ]

Cette derniere proposition a, comme corollaires, trois résultats apparemment
distincts, mais en fait identiques.

COROLLAIRE 8.24 (Théoréme d'§-stabilité). Soit f un difféomorphisme de classe

c’ de la variété M.

a) Si L(f) est un ensemble hyperbolique pour f et s'il n'y a pas de cycles,
t est L-stable. L'ensemble des applications f de Dith(M), telles que E(-f) soit
hyperbolique et qu'il n'y ait pas de cycles, est un ouvert de Diff"(M).

b) Si f satisfait 1'axiome A et s'il n'y a pas de cycles, f est Q-stable.
L'ensemble des applications f de Diff (M), qui satisfont a 1'axiome A et telles qu'il
n'y ait pas de cycles, est un ouvert de DiffP(M) .

c) Si R(f) est hyperbolique pour f, f est R-stable. L'ensemble des appli-
cations f de Diff"(M), telles que R(f) soit hyperbolique, est un ouvert de Diff" (M).

Enfin, dans chacun des cas a), b) etc), ona :

Per(f) = L(H) = Q(f) = R(f) .
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Démonstration : Dans les cas a), b) et ¢), nous avons respectivement :
Per(f) = L{f) respSi(f) respR(f) (cf. 8.6 2 8.9). La décomposition spectrale n'a pas
de cycles (pour le cas de R(f), voir la remarque qui suit la définition 8.16), et m
admet une structure de produit local. Posons A =Fe_r7(f) et appliquons le théoréme
8.23. Lorsque g appartient au voisinage 7 £ et f, ona :

d(g)) = Kg(m), d'ou la suite d'inclusions :

Per(g) ¢ Llg) « §lg) © R(g < &(g)(n) .
L'homéomorphisme ®(g) est une conjugaison, donc &(g) (Per(f)) est contenu dans
Per(g) et donc ®(g)n est contenu dans Per(g), d'ou les égalités :

3(g)(n) = Per(g) = Llg) = Qg) = R .
Si ®(g) est suffisamment proche de 1'identité, &(g)(A) est un ensemble hyperbolique
pour g. La décomposition spectrale de la restriction g 1®()(1) est 1'image par &(g)
de la décomposition spectrale de f. Il n'y a pas de cycle puisque M est une filtration

adaptée a cette décomposition. i

Remarque : Nous avons montré les équivalences :

(f(f) est hyperbolique et) (t vérifie 1' axiome

A)(=_—_7 R(f) est hyperbolique

il n'existe pas de cycle et n'a pas de cycle

C'est-a-dire que, dans les seuls cas de L, © ou R-stabilité que nous connaissions,
ces trois concepts coinhcident.

- EXERCICES ET PROBLEMES -

Probléme central. La § (resp L ou R)-stabilité d'un difféomorphisme de classe c’

de la variété M implique-t-elle que 1'ensemble §u(f) (resp L(f) ou R(f)) soit
hyperbolique 7

On ne pose d'habitude cette question qu'au sujet de Q. La réponse n'est
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connue que pour le cercle.

Exercice 8.1. Enoncer et démontrer un thédoréme de -I:: ou L—_-stabilité en utilisant

les définitions d'un cycle et d'une filtration données dans les exercices du chapitre 3.

Exercice 8.2. Soit A un fermé invariant hyperbolique pour f € Diffp(M) , muni d'une
structure de produit local. Démontrer 1'égalité Perif)l /\) = R(fl /\) . Démontrer qu'un

difféomorphisme d'Anosov satisfait a 1'axiome A et n'a pas de cycle.

Exercice 8.3. Soit f un difféomorphisme d'Anosov de la variété M. Montrer qu'il

existe un voisinage VU, c Homeo(M) de f tel que, pour toute application g appartenant

f
a ce voisinage, il existe une semi-conjugaison entre g et f, c'est-a-dire une appli-

cation h continue et surjective de M sur M telle que hg = fh.

Indication pour la surjectivité de h: Si j est une application continue de M dans

M proche de 1'identité, elle est homotope a 1'identité. Donc, si m est la dimension
de M, 1'application j induit 1'identité sur Hm(M’ZZ) :

id = Hm(M,ZZ)—-' Hm(M,ZZ) ~Z

Iy 2
et donc ne peut se factoriser par M- p, ou p est un point de M, car Hm(M-p) =0.

Par conséquent, j est surjective.

Exercice 8.4. Si f est un difféomorphisme d'Anosov de la variété M, montrer
qu'il existe un voisinage u de l'identité de M dans CO(M,M) tel que la seule
application j appartenant a u vérifiant fj = jf soit 1'identité de M.

Exercice 8.5. Soit (P.)

le théoreme 8.13. Montrer que, non seulement 1'homéomorphisme fl p est topologi-
i

la décomposition spectrale de flP_er‘G) donnée par

i1 =i<s

quement transitif, mais aussi que, si U et V sont des ouverts non vides et n un
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entier positif, il existe un entier m > n tel que 1'intersection £7(U) NV soit non vide.

N.
Indication : Utiliser le fait que £ ! X soit topologiquement mélangeant .
i,j

Exercice 8.6. Démontrer que, si R(f) est hyperbolique, il n'y a pas de cycle.

Indication : Supposer que P TEED ’PE soit un cycle.

Soit xiG(WU(Pi)-Pi)ﬁMS(P )-P. ), 1<i<P1 et

i+1 i+1

xy€ (WU(PI) - Pf) N (WS(P1) —P1) . Montrer qu'il existe une filtration I,
m: Mo=¢c Mic ...cM =M telle que xiflK(m), i=1,...,0. Montrer ensuite
que, pour tout i =1,...,L, il existe o tel que Pi c Kcz (m). En déduire que les

i
Ka(m), i=1,...,1, forment un cycle, ce qui est absurde.
1

Autre démonstration : Supposer que P1 yees ’Pr soit un cycle. Chaque intersection

(WU(Pi) - Pi) N (WS(P1+1) -P; +1), i<r, contiendraun point x; et 1'intersection

(WU(PP) - Pr) N (WS(P1) - P1) contiendra un point X . Montrer que X, appartient
a R(f) en construisant une a-pseudo-orbite de la forme :
n L -m n
1 2 2 2
{x1,f.(x1),...,t (x1),zz,...,f (zz),f (x2), cees Xppana (xz),
-m m £ -m
3 3 T r
23,...,15 (23),f (x3),...,x3,...,t (x3),z4, ceer Zpyeens £ (zr),f (xr),
"r Y -
e, £ (xP),z1,...,f (z1),f (x1),...,x1} ol z € P,

Encore une autre démonstration : Comme R(f) admet une suite fine de filtrations,

utiliser la proposition 8.22 pour montrer qu'il existe une filtration m vérifiant
K(m) = R(f). On sait, en effet, qu'il existe une suite de filtrations telle que :
riw K(mi) =R(f). L'un des fermés K(m i) doit &tre contenu dans le voisinage U de

la proposition 8.22 ; mi est donc la filtration M cherchée.
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Exercice 8.7. (Théoréme de Birkhoff-Smale).
Supposons que p soit un point fixe hyperbolique d'un difféomorphisme f de
classe CF. S'il existe un point q d'intersection transverse de Ws(p) et WU(p)
différent de p, montrer que q appartient a m(f) et en conclure que f a une

infinité de points périodiques.

Indication : Utiliser la proposition 8.19 et les commentaires du chapitre 8.
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CHAPITRE 9 - POT-POURRI DE RESULTATS DE STABILITE

PROPOSITION 9.1. Soit A un fermé invariant pour f € Dift" (M) muni d'une struc-

ture de produit local. On a alors :

wS() = U w3 et W) = U wY)
XE N XE N

Démonstration : Comme dans la proposition 8.21, si 1'on se donne § assez petit, on

peut trouver un voisinage U de A etunréel o > 0, tels que toute a-pseudo-orbite

de f contenue dans U soit 6-pistée par un point de A. Soit y un point de WS(A),

il existe un entier N tel que :

Vn= N, fiy) e U

L'ensemble y = {yi 3y = fi+N(y) ; 1> 0} est une orbite contenue dans U. Elle est

donc 6-pistée par un point x appartenant a A . Par définition d'un §-pistage, on a :
vizo0, dfx),tNy) <6 .

Si 6 est assez petit, la variété stable locale WS6 (x) est définie, le point fN(y)

appartiendra a cette variété stable locale et donc y appartiendra a la variété stable

w3 Nw)) .

Le résultat concernant WU(/\) s'obtient de méme en considérant f!. O

Rappelons que, si le point y appartient a la variété stable Ws(x) , les
variétés stables Ws(y) et Ws(x) coincident. En effet, pour tout point z de M,
les deux conditions suivantes sont équivalentes :

1) lim d[fY2),f(y)] =0
n= 4

2) lim d[f'(z),f'x)]1 =0
n- 4o

puisque I'on a : lim d[f(y),f"x) ] = o.

n- 40

si L{f) est hyperbolique, L{f) admet une décomposition spectrale et une
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structure en produit local. Soit m = L1 U...U Lk cette décomposition spectrale.
Pour tout point x de M, il existera un indice i tel que x appartienne a WS(Li) et
un indice j tel que x appartienne a WU(Lj) . La proposition 9.1 implique 1'existence
5

d'un point A de Li et d'un point yj de Lj’ tels que x appartienne a W yi) et

a WU(yJ.). On aura donc : Ws(x) = Ws(yi) et WU(x) = WU(yj), oli, pour chaque point
S
x, W (x) et WU(x) sont des espaces euclidiens immergés injectivement dans M. Nous

avons démontré le :

COROLLAIRE 9.2. Si L{f) est hyperbolique pour f € “Diff"(M), pour tout x € M

les sous-ensembles ws(x) et WU(x) sont des espaces euclidiens immergés dans M
par une immersion injective de classe crt.
Bien siir, le méme résultat est vrai si f satisfait 1'axiome A ou si R(f) est un

ensemble hyperbolique pour f.

DéFINITION 9.3. Si, soit L(f) est hyperbolique, soit f satisfait 1'axiome A, soit
R(f) est hyperbolique, nous dirons que f satisfait la condition de transversalité
forte quand, pour tout point x de M, les variétés stables et instables Ws(x) et
WU(x) sont transverses au point x.

Pour des raisons historiques, nous choisissons d'énoncer le théoréme qui va

suivre pour une application f vérifiant 1'axiome A (condition sur §).

THEOREME 9.4. Si un difféomorphisme f de classe CF de la variété M vérifie
1'axiome A et satisfait la condition de transversalité forte, f est structurellement

stable.

Nous ne démontrerons pas ce théoreéme.

Un probléme essentiel : Si un difféomorphisme de classe c” delavariété M est

structurellement stable, f vérifie-t-il 1'axiome A et satisfait-il a la condition de

transversalité forte ?
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DEFINITION 9.5. On note ASP(M) 1'ensemble des difféomorphismes vérifiant

1'axiome A et la condition de transversalité forte. Si f appartient a ASP(M) et si,
de plus, §Q(f) est fini, on dit que f est un difféomorphisme de Morse-Smale. On note

MSr(M) 1' ensemble des difféomorphismes de Morse-Smale de M de classe CT.

Nous esquissons maintenant quelques propositions pour démontrer finalement

qu'un difféomorphisme vérifiant 1' axiome A n'a pas de 1-cycle.

PROPOSITION 9.6. Supposons que p soit un point périodique hyperbolique d'un

difféomorphisme f de classe cf de M.

Supposons que la variété W coupe transversalement en un point x contenu
dans son intérieur la variété stable WS(p), tandis que la variété V coupe transver-
salement, en un point y contenu dans son intérieur, la variété instable WU(p) .1
existe alors un entier positif n tel que les variétés tn(W) et V se coupent transver-

salement en un point z.

wY(p)

Esquisse de démonstration : En remplagant f par une de ses puissances, on peut

supposer que le point p est fixe. Comme la variété Ws(p) est invariante, on peut
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remplacer W par (W) et x par £(x) (n> 0). On peut supposer que x appar-
tient a un petit voisinage U de p. En remplagcant y par f-n(y) pour n > 0, on peut
aussi supposer que le point y appartient au voisinage U. En affinant les estimations
faites lorsque nous avons utilisé la transformation de graphe, on peut montrer que,
lorsque la dimension de W est égale a celle de la variété ng C(p) , laplaque

fn(W) N U tend, pour la topologie C1, vers la plaque W}éc(p) quand n tend vers
1'infini, donc pour n assez grand, fn(W) coupera transversalement V. Si la dimen-

sion de W est plus grande que celle de WlLéC(p), on peut choisir une sous-variété W'

U

o C(p) et transverse en x ala

de W contenant le point x, de méme dimension que W

variété WS(p) . 0

Remarques : 1) On peut appliquer la proposition 9.6 quand V et W sont des ouverts
(un ouvert coupe n'importe quelle sous-variété transversalement). On peut facilement
démontrer la proposition directement dans ce cas en utilisant nos techniques.

2) Si V, est un voisinage ouvert dans M du point x € WU(D) etsi W est
transverse a WS(p) , il existe un entier positif n tel que 1'intersection . w)nN vy

ne soit pas vide. On a donc l'inclusion :

wYp) ¢ U W)
n>0

PROPOSITION 9.7. Supposons que f vérifie 1'axiome A ou que L{f) soit un ensemble

hyperbolique invariant pour f. Soit P1 U...U PS = Per(f) la décomposition spec-
trale de Per(f). Soient U et V deux ouverts non vides contenus dans Pi' 11 existe

n
alors un point périodique p et des entiers n_ et n, tels que £ 1(p) appartienne a

n, !
U et f “(p) appartiennea V.

Démonstration : La restriction de f a Pi admet une orbite dense, donc :
n n
3x,n,,n, |t Tx) e U; t2x) €V .
Comme les points périodiques sont denses, un point périodique p assez proche de x

fait 1'affaire. O
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PROPOSITION 9.8. Un difféomorphisme f vérifiant 1'axiome A n'a pas de 1-cycle.

Démonstration : Soit = (21 U...U Os la décomposition spectrale de 2. Supposons
que le point x appartienne a 1'intersection Ws(ﬂi) N WU(Qi) . Soit U un voisinage
de x. Il existe un point périodique p et des entiers relatifs n, et n, tels que
1'on ait :
u, M s "2
Wt ‘P NU#P 5 WE“PINUES .

Cela implique qu'il existe un entier positif k tel que 1'intersection fk(U) N U ne soit

pas vide. Le point x appartient alors a Q et doit donc appartenir a Qi' ]

EXERCICE 9.1. Si L(f) est hyperbolique a-t-on L{f) = R(f) ? Si f vérifie 1'axiome

A, a-t-on Q(f) =R(f) ?

EXERCICE 9.2.

a) "Lemme du nuage". Supposons que p et q soient des points hyperboliques
du difféomorphisme f de classe c’ de M. Supposons que les variétés WU(p) et
Ws(q) se coupent transversalement au point x et que les variétés WU(q) et Ws(p)
se coupent au point y. Montrer que y appartient a §(f). (Faire la figure pour
comprendre le nom du lemme).

b) Raisonner de méme pour une suite de points hyperboliques de f. Plus
précisément, si p 700 Py sont des points hyperboliques de f et si les variétés
Ws(pl) et WU(pk) se coupent au point x ; si, de plus, WU(pi) a un point d'inter-

section transverse avec Ws(p. ) pour 1<i<k-1, montrer que le point x est

i+1

non-errant.
EXERCICE 9.3. Soit f un difféomorphisme de classe c’ dela variété M vérifiant

1'axiome A. On dit que f satisfait 1'axiome B si, de plus, chaque fois que 1'inter-

section [ Ws(ﬁi) - Qi] n [WU(OJ.) - QJ.] n'est pas vide, il existe des points périodiques
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p appartenant a Qi et q appartenant a Qj tels que les variétés Ws(p) et wY (@
aient un point d'intersection transverse.

Montrer 1'implication : Axiome B = pas de cycle.

Montrer que la transversalité forte implique 1'axiome B. (On en déduit que la

transversalité forte implique qu'il n'y a pas de cycle.)

EXERCICE 9.4. Si L{f) est hyperbolique, L{f) peut-il contenir un 1-cycle ?
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CHAPITRE 10 - PARTITIONS MARKOVIENNES *

I - DYNAMIQUE SYMBOLIQUE.

I.A. Sous-shift de type fini.

Soit ¢ un entier supérieur ou égal & 1. Onnote [¢] l'ensemble {1,2,...,8}
muni de la topologie discréte ; on note (&) le produit [E]Z, muni de la topologie
produit. Un élément de =(&) est donc une suite a= (ai)iEZ . La topologie de Z(2)

est métrisable ; une métrique associée est la suivante :
1
-« D) —
Va€ S(e), vbe Z(¢), dla,b) ‘nﬁm ,2InT+ 6anbn ’

ou 51j est ici le symbole de Kronecker.

Les lemmes suivants découlent de la définition de la distance d.

LEMME 10.1. Soient a, b deux éléments de Z(¢). Ona :
1 - 1
d(g,9)53(=)ao—bo & d(a,b)z 5 & a #b

. n
LEMME 10.2. Une suite (a) .p

si, pour tout i € Z, la suite (aril)nEJN est constante a partir d'un certain rang.

d'éléments de Z(¢) est convergente si et seulement

DEFINITION 10.3. Le shift ¢ est 1'homéomorphisme de L(¢) défini par :

Va€ Z(e), Vi€ Z, [o(g)]i=ai+1

On notera M ex E({O’ 1}) 1'ensemble des matrices carrées d'ordre £, dont

les coefficients ne prennent que les valeurs 0 ou 1.

* Rédaction de Yoccoz.
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DEFINITION 10.4. Soit A = (Aij) € MBX 8({0’1})° On définit alors :

Zy = {fa€ Ne) |lVie Z, A, a =1} .
i7i+1

Le sous-ensemble EA est un sous-espace de Z(¢) invariant par ¢ et fermé d'aprés

le Lemme 10.2. Muni de 1'homéomorphisme o A= OIE , qu'on notera encore parfois
A

o s'il n'y a pas de confusion possible, EA est appelé sous-shift de type fini.

Exemple : Soit une partition (Mi) d'un ensemble E ; soit f une application :

1€i<?¢
E + E. Définissons A:(Aij)e MeXE({O,1}) par :
vigjelel, Ay =1 tM)NMAS.

A tout élément x de E, on peut associer a= T(x) dans Z}A défini par :

Viez, fl(x)EMa
i

Par la définition de T, le diagramme suivant est commutatif :

T
——9
T

 ——

—n
m<— m

>l‘1 >M
Q

L'application 7T estun "codage" de f .

DEFINITION 10.5. Soit A € Mexe({o’ 1}). Une suite (ao, ... ,ak) d'éléments de
[e] estdite admissible (pour A) si :

vie [kl, A =1
7 a. a.
i-171

Soient p, q dans [¢] ; on note Nk(p,q,A) le nombre de suites (ao, - ,ak)

admissibles pour A, qui commencent par p et finissent par q: a,=p, a =q.

) PR
LEMME 10.6. Ona: N, (p,q,A) = (A )p,q.

Démonstration : Ce résultat, qui, pour k = 1, résulte de la définition des suites
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admissibles, se démontre par récurrence sur k. Supposons le vrai pour k- 1. Le
terme d'indice k - 1 d'une suite admissible dont le terme d'indice k est q ne peut

8tre un élément donné r de [¢] quesi Arq = 1. Par conséquent, ona :

14
Nk(pyq’A) = I Nk_1(p’r7A) * AI‘

r=1 9

14

-z Y A - (af ) 0
o p,r “rq P,q

DEFINITION 10.7. Si f est une application continue d'un espace topologique dans

lui-méme, on note Nn(f) le nombre de points fixes isolés de fn .
Une conséquence du Lemme 10.6 est alors la :

PROPOSITION 10.8. Ona : Vn€ IN, Nn(OA) = TrA" .

On peut, sur (EA,O A) définir des analogues des variétés stables et instables
(locales) pour un difféomorphisme.

Posons :

WS 50 = ez, 1vnzo, "W, "W s 3

Wllj/B(g) - {z€ 3, 1Vn=0, de"w, o"(2) = %}

PROPOSITION 10.9. Pour tout x € EA’ ona :

]
w1/3(§) = {y €I, |l¥vnzo, xn=yn}

nzyn} )

U = <
w1/3(y = {y €%, lvn=0, x
Si x, x' € T, sont de distance inférieure ou égale a 1 alors WS x)N WU (x")
== A 3’ 1/3'= 1/3
est non vide et réduit a un point z qui vérifie :

n= 0 = X
A y z, n

= !
Vvn= 0, z = x'p
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L' homéomorphisme OA est expansif, avec % comme constante d'expansivité. De

plus, on a :

Vxe W1S/3(Z(.)’ d(O(X), O'(X)) = % ’1)

U -1
Vyew, 00, de7), 07'y) - k)
Démonstration : Les deux premiéres affirmations résultent du Lemme 10.1, et le

reste d'un calcul immédiat. [

Soit U1 /2 le voisinage ouvert de la diagonale dans EA X EA défini par :

U :{%ﬁeﬁxald@v<§.

1/2

On peut alors, par 10.9, définir une application continue, notée '"crochet"
I g

Yo ——— %

) — z =[xyl = W50 N W4

La continuité résulte de 10.2 et 10.9.

PROPOSITION 10.10. Soit x un point de EA. Le crochet est un homéomorphisme de

Wl{/B(_)g) x WS1/3(§) sur 1'ouvert U(x) = {yly_=x_}.

Démonstration : Il est clair, d'apres 10.9, que :

[W (x), wS ®1 < Ulx)

1/3 1/3
Remarquons que : y € U(x) = (x,y) € Uiz
On peut alors définir une application continue :

UG — W] 500 x WS 50

y — ([,le(]’[ﬁyx:])

Cette application, continue parce que le crochet 1'est, est 1'inverse du crochet. O
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I1.B. Fonction { d'une application.

DEFINITION 10.11. Soit a =(a )

n i .
Wn>q une suite de nombres complexes. On note Ca

la série formelle : o

i i
it).

™8

g, () = exp (
1

Il
ary

Si f est une application continue d'un espace topologique dans lui-méme, on

© N(f)
Cf(t) = exp ( p> -
i=1

pose : .
t!)

Propriétés : 1) Si °‘=("n)nz1’ avec A €C, ona :

1 U
loge—— = I =t
1-2at iz 1
Par conséquent : 1
S = Tt
2) Cpup® = G020
1
C_a(t) = W

PROPOSITION 10.12. Soient A et B deux matrices carrées. Posons

n n
o =TrA" - TrB", pourtout n=1, et a =(qn)n21' Ona :
dét.!I - tB)
ca(t) T dét(I - tA
Démonstration : La propriété 2) ci-dessus permet de supposer B = 0. Soient

A ,A, les valeurs propres, comptées avec leur ordre de multiplicité, de la

ERRRL Y
matrice A.

Par la propriété 1) ci-dessus, nous avons :

+00 i,
TrA
LM = ep (T = t)
i=1
+00 13 it
=exp(E(EXk)T)
i=1 k=1
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A -1
= 1 = (dét(I - tA)) . O

En particulier, résultant de 10.8, on a :

COROLLAIRE 10.13. Soit A € Mexe({o,ﬂ). Ona :

1
(cA(t) = I&(-tA)

COROLLAIRE 10.14. 1) Si A est une matrice complexe et X .. ,}\e sont ses

1"

valeurs propres comptées avec ordre de multiplicité, on a :

Lim sup %log ITPAkl = max log |Ai| .
K400 i€ [e]

2) Si, de plus, A est a coefficients entiers, et 1'expression

ci-dessus est nulle, les )\i sont nuls ou racines de 1'unité.

. . . _ _ k _ 1
Démonstration : 1) Posons « = (azk)k21 =(TrA )k21' On a Ca(t) = &) ¢ ot

par conséquent le rayon de convergence p({ ) de { estégala (max |, l)_1 )
[ o 1<i<g 1
L'exponentielle étant une fonction entiere, le rayon de convergence de la série

?TPAk tk
“k

est inférieur ou égal a p({ a)' On en déduit :
k=1

k -1
( lim sup k\/ _T_rl‘(_A_) < ( max |>\i|)_1
K= +e0 1<i<¢

( max log IAiI) < lim sup 1 log ITrAkl .

1=ise Kk 400 k
Comme d'autre part :

VkEN, |TpAk| < ¢ ( max IAil)k,
iefe]

on en déduit le premier énoncé du corollaire.

2) Les nombres complexes )\1 ,++.3A, sontdans le disque unité et

4
racines d'un polynome unitaire de degré ¢ a coefficients entiers. Pour tout k € IN,

il en est de méme pour Al;, eee ,)\lz . Un polyndme unitaire a coefficients entiers de
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degré ¢ de racines dans le disque unité, a ses coefficients bornés ; il n'existe donc
qu'un nombre fini de tels polyndémes, dont les racines forment un ensemble fini, qui
doit contenir les puissances successives des >‘k‘ Ceux-ci sont donc racines de

1'unité ou zéro.O

II - PARTITIONS MARKOVIENNES.

II.A. Préliminaires et définition.

Dans la suite, A est un fermé hyperbolique invariant pour un Cr-difféomor‘phis-
me f (r2 1) d'une variété M. On suppose que A a une structure de produit local :
Je,$>0, Vx,y€ A, dix,y) <6 =[x,y]= WSS(X)ﬁWg(y) €A .

On supposera que § < % et que e est une constante d'expansivité pour f.

[
Si A est sous-ensemble : de A, on notera A l'intérieur de A en tant que
sous-espace de )\ ; OA sera alors la frontiere de A.

Si x€ A, onpose : S S
W=2(x,A) = We(x)ﬁA .

Si n est un nombre inférieur ou égal a ¢, on pose :
S S oS
Wn(x) = {yeW () ldx,y)=n} & W n(x) ={ye€ WSE(X) ld(x,y) <n} .
Si B est un sous-ensemble de WS€ (x) N A, onnotera IntB 1'intérieur de B
dans Wse’ (x) N A, et Fr(B) sa frontiere dans Wi(x) NA.
Les définitions et notations pour les variétés instables sont analogues.

En rapport avec 10.10, on a la proposition suivante :

PROPOSITION 10.15. Il existe une constante strictement positive p, inférieure a 6/2,

telle que, pour tout point x de A, le crochet soit un homéomorphisme du produit

(\7V g(x) N A) x (\le(x) N A) sur un voisinage ouvert de x dans A .

Démonstration : Soit V 6(x) = {y € Ald(x,y) < 6}. On définit sur V g deux applications
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continues :
S
I : V6(x) — We(x,l\)

y — [xy]

M, @ Vel — wY (x, 1)
€
y  — [y,x]
Le crochet est une application uniformément continue dans un voisinage compact de la
diagonale dans A x A . Par conséquent :

3p>0, p<3, Vxy,z€A

d(x,y)<p
} = d(x,[y,z])< 6
d(x,z) < p

Si maintenant (y,z) € (Vovl;(x)ﬁA)x(V?li(x)ﬁA), ona :

d(x,[y,z]) <&
HS([y’Z]) = [X,[y,Z]] =z

nU([yyZJ) = [[y,Z]yX] =Yy

-1,9 -1,0
Le crochet est donc un homéomorphisme sur 1'ouvert ﬂsl(wi(x)ﬂ AN DU1(WL:) x)Na). O

DEFINITION 10.16. Une partie R de A est un rectangle si elle est de diametre

moindre que &, et stable pour le crochet, i.e.
VX€E€R, Vy€R, [x,y]€R.

Un rectangle R est propre s'il est égal a 1'adhérence de son intérieur dans § ;

o

i.e. R=R.

L'homéomorphisme de 10.15 nous permet d'énoncer la proposition suivante :

PROPOSITION 10.17. Soit R un rectangle, de diamétre moindre que p, et x € R,

[
ona : R = [Int WU(x,R), Int ws(x,R)]

3R = [Frw(x,R),wS(x,R)] U [WYx,R),FrwS(x,R)] .
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COROLLAIRE 10.18. Soit R un rectangle de diametre moindre que p :

o
x € R « x € Int WY(x,R)) N Int (W(x,R))
[+
Deplus, si x€ R, ona :
S
(

o
Int W>(x,R) X,R)

il
=

o
nt W(x,R) = WY(x,R)

Si le rectangle R est fermé, on a la décomposition suivante :

3R = 2°RU YR

i

35R = xeR|x ¢ mtwY(x,R)} = {(x€R|W (x,R)NR = g}

bU

R = {(x€R|x¢ mtw (x,R)}= xeRIWx,R)NR =g}

Démonstration : La premiére équivalence se déduit de [x,x] =x etde 10.17.
Les égalités : Int Wo(x,R) = W>(x,R) & Int W(x,R) = WY(x,R) sont immédiates,
pour x € F% .
Soit z€E R. Ona : Vy¢€ WS(Z,R), (z,y] = ¥
vye wzR), [y,z] =y
On en déduit :
[{z} NIntWY(z,R),Int W (z,R) ] = Intw>(z,R)NR = WS(z,R)NR
[ntwY(z,R), {z} NIntw>(z,R) ] = IntwY(z,R)NR = wY(z,R)NR

Ces deux égalités impliquent le reste du corollaire. [w

o
LEMME 10.19. Soit x unpoint de A . L'application flwsﬁ(x): ﬁvsg(x) -+ Wse(t(x))
-1,0 -
(respectivement f 1IWLé(x): V?/lé(x) - Wli(f 1(x))) est ouverte.
Par conséquent, la restriction f: \oNsa(x) NA Wse(f(x)) N A

- o -
(respectivement f 1, Wlé x)Np Wl'ej(f 1(x)) N A) est ouverte.

Démonstration : Le nombre & a été choisi de telle maniére que, si d(x,y) < &, les
variétés WS€ (x) et W[i (y) se coupent en un (seul) point, qui se trouve dans 1'intérieur

[
de ces variétés. En particulier, 1'ensemble Wsé(x) est un ouvert de Wse (x) quine
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coupe pas le bord de cette variété. C'est donc une variété sans bord, envoyée par le
plongement C” t dans la variété de mdme dimension Wse(f(x)) . Il en résulte que

[¢]
fIWS"5 (x) est ouverte.

Le cas de la variété instable se traite de fagon similaire. O

Pour pouvoir appliquer 10.17, 10.18, 10.19, nous supposerons dorénavant

que les rectangles ont un diametre inférieur a po.

PROPOSITION 10.20. Soit R un rectangle fermé (diam R < p), et soit 0< §' < §.

Alors, 1'ensemble {x € A |W§, x)N 2SR = @} est un ouvert dense de A. De plus,
si W?, (x) N 2SR est vide, alors (\7\4?, (x) N A) - 3R est ouvert et dense dans

(]

W (0 N A

Des résultats analogues s'énoncent pour les variétés instables.

Démonstration : L'ensemble WS(x,R) dépend continument de x élément de R. Par
conséquent aSR = {x€R IWS(x,R)rH%: @} est fermé. Comme W?, (x) dépend aussi
continument de x dans A, l'ensemble {x€ p | W?, x)N aSR =@} estouvertdans A.
Montrons que cet ensemble est aussi dense dans A. Soit y dans aSR N WGS, (x). Par
10.18, le point y appartient a la frontieére de WU(y,R) dans Wlé (yyNA. Ona
[y,x) =x, d(x,y) < 6'. Le crochet étant continu, on peut trouver un point z dans
Wli(y) N (A - R) suffisamment proche de y pour que :
dix,z) <6 & d([z,x],y)<56 .
On a alors :
te€ Wés,([z,x]) NR = z=[[z,x),yl=[t,y]€R

Donc W?,([z,x]) N R estvide. Comme [z,x] est arbitrairement proche de x lorsque
z est arbitrairement proche de y, on a bien montré la densité de {x€ A | W?, (x)ﬁaSR =@}.

Démontrons la deuxiéme partie de la proposition.

Soit x € A, tel que W?,(x) N o5k = #. Si V?/?,(x) N dR est vide,
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\X/f, (x) N A - 3R est dense dans v°v§, (x) N A. Autrement, supposons que
y € \X/?, x)yNa N BR - aSR). Le corollaire 10.18 implique que y € Fr(Ws(y,R)).
Mais V?lf, (x) est ouvert dans Wse(x) . Il existe donc des points de z, arbitrairement
proches de y, tels que:

z€Wa, (0 NW) N o - wS(y,R)
De tels points n'appartiennent pas a R. Comme 3R est fermé, on a bien montré que

[+
W’g’, (x) N A - 3R est ouvert et dense dans \X/?, x)Na. O

DEF‘INITION 10.21. Partition markovienne.

Une partition markovienne de A pour £, est une collection finie R = (R1 y e ,Rn)
de rectangles propres vérifiant :

n
i) A= U Ry
i=1

vi,je (n], i4j, R NR, =

(ii) Vx€A,

x € l%i , f(x) € ﬁj = f(WS(x,Ri)) c Ws(f(x),Rj)

(iii) VXEAR,
o - o - -
x€R , f Tx) € Ry — 1(WU(x,Ri)) c wY 1(x),RJ.)
Remargques : 1) Les Ri sont implicitement supposés de diametre inférieur a p. Ce

sont des rectangles fermés, car ils sont propres.
2) Par 10.18 et 10.19, les conditions (ii) et (iii) impliquent :
(ii') VxE€n,
0 0 o [
XER, f)€R — EWS(x,R)) € Ws(f(x),RJ.)
(idi") Vx€np,

- - o _ o
x € n%i, () € ﬁj — f 1(WU(x,Ri)) c wY ‘(x),RJ.)
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La proposition suivante est conséquence immédiate de 10.9 et 10.10.

PROPOSITION 10.22. Soit A une matrice appartenant a Mexe({0,1}), et soit

(UA,OA) le sous-shift de type fini associé a A. Soit Ci. ={ac€ EA, a, = i}. La

partition ¢ = {C .,C e} est une partition markovienne de EA pour OA'

17

Les sous-shifts de type fini et les partitions markoviennes associées sont des

modeles "universels'" comme on va le voir plus loin.

Exemple. L'isomorphisme (linéaire) de 1R2, de matrice M = ( ‘? 1) induit sur

1
T2 = Rz/ ZZ un difféomorphisme d'Anosov (exemple 4.6). Les valeurs propres de M

sont :

-l -1
Ay = 3036-V5) A, = 308+V5)
Les variétés stables et instables correspondantes sont données par :

Y=Yy = - % (1+V3)(x - Xg) pour Ws(xo,yo)

y-Yg = _;.(‘/—5 - 1)(x - xO) pour WU(XO,YO)

Elles sont orthogonales pour la métrique de IRZ. Le tore T2 se décompose en deux parties

fermées d'intérieurs disjoints, R., R provenant de rectangles de ]R2 dont les

1’2
cdtés sont paralleles aux directions propres de M : cette décomposition est dessinde

ci-dessous.
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(T2,M) est muni d'une structure de produit local, et on obtient donc des constantes

e, 0 et ¢ assocides a cette structure.
On peut vérifier qu'on obtient une partition markovienne de (T2,M) en prenant,
+ .
pour rectangles de la partition, les intersections N fl(R e ) (c-:i € {1,2}), N étant
i=-N i

fixé et choisi assez grand pour que les intersections considérées soient de diametre

moindre que p .

II. B. Existence d'une partition markovienne.

Conservant les notations adoptées en II.A., nous allons montrer dans ce para-
graphe 1'existence d'une partition markovienne de A pour f .
Soit B telque 0<B < §< 4§<§ . Choisissons ensuite a vérifiant :
O<a <B
Toute o~pseudo-orbite dans A est B-pistée par une unique orbite dans A .
Un tel choix est possible par la proposition 8.21.
Puisque A est compact, on peut trouver y tel que :

o
O<vy <-2-

o
Vx,y €A, dxy) <y = dik),i(y) <5 .
On peut recouvrir A par un nombre fini de boules ouvertes de rayon y de
centres Piree- Py - Définissons alors une matrice A € Mexe({O, 1}) par :

o
vi,je [el, Ajj=1¢ f(p,) € Ba(pj)

Pour tout point a de Z., lasuite (p_) est une «-pseudo-orbite ; elle
i €4
est donc B -pistée par 1'orbite d'un unique point x = 6(a). On a ainsi défini une

application 6 : EA » A

PROPOSITION 10.23. L'application 8 est une semi-conjugaison entre N et f ;
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i.e. elle est continue, surjective et le diagramme suivant est commutatif :

Démonstration : 1) Si l'orbite de x B -piste (pa), 1'orbite de f(x) 3—piste(p(ca)) .
i =i

Le diagramme est donc commutatif.

2) Si 6 n'était pas continue, comme A est compact, il existerait
deux suites (§n) et (t_n) convergeant vers la méme limite en dont les images par 6
convergeraient vers des limites différentes s et t dans A. D'autre part,

Vi€Z, VnéEN, d(fi(9(§")),psn)<3
1

Par passage a la limite, on obtient, par 10.2 :

viez, d'(s)p,) <8
1

De méme : i
Vi€ Z, dE(t),p,) =B .
i
On en déduit :

vie Z, dtl(s),ti(t) < 28 <g <e

Mais e est une constante d'expansivité, donc s =1t, ce qui contredit 1'hypothese.

3) Soit x€ A, et a un élémentde I tel que :

i o
vieZ, t'(x) € B (p_)
Y
On a alors, par définition de 7y

altp, ), ) = dlE(p,),tE'00) + ™ x),p,

) < §+y < o.
i i+1 i i+1

On en déduit que a € EA ; comme 6(a) =x, l'application 6 est bien surjective. O
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PROPOSITION 10.24. L'application 6 est un morphisme de crochet. Plus préci-

sément, on a :

d(6 ;eb < 5
d(_é_l_,_t_))<%=>{ (6(a),6(p)) < o

Vaez, e(wf/B(_a)) cwS(e @

(W} /5(@) = W (6()

Démonstration : Si d(a,b) est inférieur a %, ay = bO. On en déduit :

a8(@),00) = d(6@),p, ) +dp, ,6M) = 28 < p
o o
Cela montre que [6(a),6(b)] est défini.
Soit a € EA, et ¢ un point de W1S/3(g). La proposition 10.9 implique :
Viz 0, ¢ = a
i i

Par conséquent, on a :

vVi=o, d(fi(B(g)),fi(e(g))s d(fi(e(g),pa)+d(pc ,ti(e(g)) = 28 < ¢,
i i

c'est-a-dire : B(c) € wi(e(g))
De la méme maniére, on démontre que

U U
6y 5@) = Wl(6@)

Réunissant ces deux propriétés et la définition du crochet, on obtient :

8([a,b]) = 8(WS)5(a) N W) 5(b)
c w3e@)Nw(em) = [6),60)] . .

Posons T, = G(Ci), pour i € (€] ,(cf. 10.22). L'application 6 étant

surjective, les (Ti) 1=<i< e forment un recouvrement de A .

LEMME 10.25. Soient i € [€], a un point de C,- Alors T, estun rectangle fermé

158



PARTITIONS MARKOVIENNES

de diametre moindre que p, etona :

w6 (a), T

8(W>(a,C,))

6w (a,Cc)) - W(6(),T))

Démonstration : Comme Ci est un rectangle de diamétre moindre que la propo-

1
5 ’
sition 10.24 implique que Ti est un rectangle de diametre inférieur a p ; le rectangle

Ti est fermé car 6 est continue et Ci est compact.

D'autre part, par définition de Ci et par le lemme 10.1, ona :
S WS
On en déduit, par 10.24 :
o(WS(@a,c,)) c W3(8@@)NT, = wS(e(a),T,)
=71 € i ?

On montre de méme :

6(W(a,c)) = W(0(),Ty) -

Réciproquement, si x € WS(G(Q),Ti), soit s un antécédent de x par 6
dans Ci' Ona :
6((a,s) = [6(a),0(8)] = [6(a),x]) =x

et (a,s] € Ws(g,Ci) .
Donc, on a montré que :
w3(8(a),T) < 6(WS(a,Cy)
De méme, on montre :

We@,T) = e a,c)) . =

PROPOSITION 10.26. Si s € C, et a(s) € Cj’ on a, en posant x = 6(s) :
S
(

w3, 1)) © w3k, T)

f"[wU(f(x),TJ.)] c wx,T) .
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Démonstration : On a :

twSx, T)

It

tw3(6(s), T,)

fG(WS(g,Ci)) , d'apres 10.25

60(W (g, C,)

n

(W0 (3),C))
= WS(G(O(Q),TJ) , d'aprés 10.25

=Wmmy

La démonstration pour la variété instable est similaire. m]

COROLLAIRE 10.27. Soit x unpointde T; (i€ [e]). Alors :

(i) 3je[e) tel que f(x) € TJ

twS(x,T) < ws(t(x),Tj)

f_1(WU(f(x),Tj)) < W, T)
(i) 3ke€e) telque £ '(x) € T,
1w, 1,) < Wik, T)
7wV, 1) < w0, Ty
Démonstration : Soit s € Ci’ tel que 6(s) =x. On définit j et k par o(s) € CJ

et 0_1(§) € Ck’ et on applique la proposition précédente. O

La partition markovienne recherchée s'obtient par subdivision des Ti'

DEFINITION 10.28. Si Ti et T;i se coupent, posons :

AL
ij

' ()
ij

Il

e T, [wix,T) N T 49, wY(x, 7)) N T, 49}

(x € Ti\WS(x,Ti) N1y 48, wY(x, ) N T, - 9)
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Ti'j(B) - xeT lWS(x,Ti) N, -4, WU(x,Ti) N Ty # 8}

Ti'j(4) - (xE€ Tilws(x,Ti)ﬂTj - WU(x,Ti)ﬁTJ.=¢} )

LEMME 10.29. Les Tilj(k) (k = 1,2,3,4) forment une partition de Ti‘ De plus,

T! () _ T.NT, ; lesensembles T, () T, () UT/ (2) T () UT, ) sont fermés
ij Tl ij o tij ij o ij ij :

Démonstration : La premiére assertion est triviale, de méme que Ti N Tj c Ti'j(” .

Réciproquement, si x € Ti'j(l)’ soient y € Ws(x,Ti) N Tj et z € WU(x,Ti) n Tj ;
alors x = [y,z], et par conséquent x € Tj'

(1)

Les rectangles Ti’ Tj sont fermés, donc Ti';i est fermé. D'autre part, on a:

Ti'j(') U Ti'j(?‘) - {xe Ti|WS(x,Ti) N 46}

Ti'j“) U Ti'j(B) - Ti|WU(x,Ti) NT #8) .

Les relations définissant ces ensembles s'écrivent aussi :

wi(x)m(TimTJ.) L9, Wlé(x)ﬂ(TiﬂTj) 40 .

Mais Wse(x) et Wl‘:(x) dépendent continument de x, et Ti N Tj est fermé. 11

s'ensuit que les ensembles T.'.(1) U T.'.(Z) et T.'.(1) U T.'.(B) sont fermés. a
1) 1] 1) 1]
Posons : T, ,(k) = ’T".'.(k)
1] 1)
, 4 W
LEMME 10.30. Le rectangle Ti se décompose en 1'union U Tij , avec les pro-
k=1

priétés suivantes :

I AU
ij i j

° (k) (e) _ ; _ -
2) Tij ﬂTiJ. =@ si k<€ ou k=3, £=2
(k)

En particulier, les Tij sont d'intérieurs disjoints.
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4) Les Tij(k) , ainsi que leurs intérieurs, sont des rectangles.

Démonstration : La premiére assertion résulte de 10.29. Pour la seconde, on envi-

sage successivement les cas :

k=1, 2O _ M)

ij ij ij
Donc : ° (1) 1(e) _
Tij N Tij = ¢ (e>1)

On en déduit : o (
1) (& _ 2 ()= () _
Ty 0Ty =Ty TNTy T =9
k=2, 1.@cp @cp @
S ij ij ij
Par conséquent, pour & > 2 :
o

2@ (O @) _g
ij ij ij ij

Le cas k =3 se traite de fagon similaire.
o o
Comme, pour ¢ #Kk, Tij(k) N Tij(e) est vide, ona :

. ) _ G o1.9 c .- ur.(® ¢ 'K
ij PR 17 g g ij

ce qui démontre la troisiéme assertion.
Par continuité du crochet, et par 10.17, 1'adhérence et 1'intérieur d'un
rectangle de diamétre moindre que p sont des rectangles de diamétre moindre que p.

(k)

11 nous suffit donc de démontrer que les Ti'j sont des rectangles.

Si x et y appartiennent a Ti’ alors :
S S
W ([X,YJ,TI) =W (X,Tl)

wilx,yl,1) = w,T)
(k)

Par conséquent, si x et y sont dans Ti';i , leur crochet [x,y] est aussi dans

o
Tilj(k) . Les Ti'j(k) sont donc des rectangles, et de méme les Tij(k) et les Tij(k) . a
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8 4
Posons Z=A- U U bT..(k).

i,j=1 k=1 1

Cet ensemble Z est un ouvert dense de A .

Le lemme précédent montre que :

. Kk o (k K
vi,je [e], vke [4], ZﬁTiJ.() = ZﬂTij() = ZﬂTi'j()

relation dont on se servira constamment implicitement dans la fin du raisonnement.
Si x estun point de Z, posons :

K(x) = {T, |x € Ti}
*
K™ (x) = {TJ. |3 T, € K(x), TiﬁTJ.;é;é} .
° (k) * (k)
R(x) = N {Tij |TiE K(x), Tje K (x), x € Tij }.

11 est clair que R(x) est un rectangle ouvert contenant x.

Les figures ci-dessous explicitent les constructions faites précédemment.

E . i
N @ 0
ij ! ij T.
[T T J
(2 () _ ) (2
1) 1] Ji N
E:S ____________
) v
it ' it
T1
T2
T3
+X
R(x)
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LEMME 10.31. Si x et y appartiennent a Z, les rectangles associés R(x) et R(y)

sont égaux ou disjoints.

Démonstration : Soit z € Z N R(x). Montrons que R(z) = R(x), et pour cela,
montrons d'abord K(z) = K(x).
Par définition de R(x), on a K(x) € K(z). Si réciproquement z € T, et x € Ti’
14 * L .02 (k) ° (1),
Tj est élément de K" (x) et x appartient a un certain Tij . Comme z € Tij 4
par 10.30., ona k=1 et, par conséquent x € Tj’ et donc T;i € K(x).
On a donc montré K(z) = K(x), ce qui implique K*(x) = K*(z) .
o
T. (k)
1)

Les indices i, j étant fixés, les rectangles sont disjoints. On a, par

conséquent :
R(z) = R(x)

Si maintenant x et y appartiennent a Z, avec R(x) N R(y) # @, cette intersection

ouverte contient un point z de Z. Le raisonnement ci-dessus permet de conclure :

R(x) = R(z) = R(y) . O

LEMME 10.32. Soient x,y € Z N f-1(Z), tels que R(x) =R(y) et y € Wi(x). On a

alors :

R(f(x)) = R(f(y))

Démonstration : On montre d'abord K(f(x) = K(f (y)).

Si f(x) € Ti’ il existe s dans C, tel que f(x) = 6(s). Soit j= S_q Comme

x:90_1(§), et G(WS(0_1(§),CJ)):WS(x,TJ.) d'aprés 10.25., 1'élément y aun

antécédent t par 6 dans Ws(o-1(§),Cj). Par conséquent :

t1:so=1

On en déduit :

I

fly) = 6o(y) € T,
Ceci montre que K(f(x)) € K(f(y)). Comme x et y jouent des rSles symétriques, cela
implique que K(f(x)) = K(f(y)), dont on déduit par définition :

K¥(E(x) = K*(E(y)
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Fixons maintenant i € K(f(x)) et j€ K*(f(x)). Comme Ws(f(x), Ti)= Ws(f(y),Ti),

ona :

S S
w (f(X),Ti)ﬂTJ A0 =W (f(y),Ti)ﬂTj 0.
Prouvons le méme résultat pour les variétés instables.

Par le corollaire 10.27, on peut trouver un rectangle T, de K(x), tel que:

k
) C'wYe0,T)] < Wi T)
Supposons 1'intersection WU(f(x) ’Ti) N Tj non vide, et soit z un point de cette
intersection. Le corollaire 10.27 implique alors qu'on peut trouver Tp € K(f_1(z))
vérifiant :
%) W@, T)] € Wiz, T)
Soit t=[z,f(y)]. Le point t appartient & T;, commez et f(y), eta
WLé (f(y)). Montrons qu'il appartient a Tj'

Du choix de z et de (%), nous tirons :

-1 U
£7'(2) € Tp nw (x,Tk)

On en déduit par 10.29., que x € Tl'(p“) U T;(p(B). Il en est donc de méme pour y,

ce qui implique :
U
Wy, T)NT, #6 .

Soit u un point de cette intersection. On a alors, vu le choix de u :
'@l = (T2, ] € WS(f—1(Z),Tp)
La relation (%*) implique alors :
t- (2] - 17 @,y) € Wi, T) e Ty
On a donc montré :

W), T) N T A8 — Wlely), T) N T E8

Comme x et y jouent des rdles symétriques, 1'implication réciproque est vraie.

On a donc les deux équivalences :
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WS, T) N T 49 = W), T) N'T, 49
W00, T) N T AP e W), T) N T A

Comme f(x) et f(y) appartiennent a Z, il en résulte :

RE(k)) = R(EQ) - O

o
La collection des R(x), pour x € Z, est finie car les T .(k) sont en nombre
fini. Soit :

R = {R1,...,Rs} = {R(x) |x€ z}.

PROPOSITION 10.33. La collection R est une partition markovienne de A pour f

Démonstration : Démontrons successivement les différentes propriétés des partitions
markoviennes.

1° Les Ri recouvrent A, car ils contiennent 1'ensemble dense Z. Ils sont

propres car toute partie A d'un espace topologique vérifie

Polol
]
ol

2° Soient deux rectangles disjoints R(x) et R(y). Ona
RX)NRE) =¥ = R NRY) =4
= R(x) N Ri(_) =@
— R®NRY) = ¢
— R®NRE) -

Les rectangles Ri sont d'intérieurs disjoints.

3° Introduisons 1'ensemble z¥ défini par :

) 4
* S S (k) _
Z" = {x€2 |w6/2(x)m(i,§)=1 kL=J1a TiJ. )=¢}.

La proposition 10.20 implique que Z* est un ouvert dense de A, et que,

. * 928 °S .
si x€2Z", Wa/2 (x) N Z est ouvert et dense dans W6/2 (x) V' A. Puisque f est un
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homéomorphisme de A, 1'ensemble z*n f_1(Z*) est ouvert et dense dans A .

Soit x € z¥ N f_1(Z*), 1'ensemble Z N \XI? /2 (f(x)) est ouvert et dense dans

6 /2 (#(x)) N A. Le lemme 10.19 implique que f~ (Z) nws 8/2 (x) est dense dans
6 /2 (x) N A. Par conséquent, Z N f_1(Z) N W6 /2 (x) est ouvert et dense dans
6/2 (x) M A.
. * -1,,% ° -1,°

Supposons maintenant que x € Z" Nf (Z7) N R Nt (Rj) . On a alors

R, = R(x) et R; = R(f(x)). Par la proposition 10.15 et le raisonnement ci-dessus,

on obtient :

Ws(x,Ri) - W3x,R(K) = Wox,RK)NZNt z)

Or, par le lemme 10.32, nous avons :
tWSx,Rx)NZ Nt 12)] c REX) c R,
Comme f est continue, on en déduit :
S
f(W (x,Ri)) c Rj
Soit, finalement :

f(WS(x,Ri)) c ijwse(f(x)) = Ws(t(x),RJ.)

[ - o - f
Si, maintenant, x est quelconque dans R; Nt 1(RJ.), comme Z*Nt 1(Z')(') est dense
o -1,0 . o . *. * -1, %
et R, Nt (RJ.) est ouvert non vide, il existe un point x° dans Z” Nf (Z7) N

o - [+
N R; N f 1(RJ.). Comme R; est un rectangle, on a :

ws(xle) = {[X,Z] IZE WS(X*rRl)} .

On en déduit :
tW (x,R) < {[f(x),1z)] |z € Wx™,R)}.

On peut appliquer a x*le début de la démonstration :
(WS, R)) & Wo(EGT),R)

Par conséquent, on obtient :
S S/ ¥
tWS0,Ry) © (£, w ] Tw € W), R)} = Wo(E), R
ou la derniere égalité vient du fait que R:i est un rectangle.

On a donc finalement montré :

vxe RN ETIRY. 1WO00RY) € we,Ry)
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Le résultat analogue pour les variétés instables se montre de fagon similaire. o
En conclusion de ce paragraphe, nous pouvons énoncer le théoréme d'exis—

tence d!'une partition markovienne.

THEOREME 10.34. Soit f un difféomorphisme C' (r= 1) d'une variété différen-

tiable M. Soit A un fermé de M invariant hyperbolique pour f, admettant une

structure de produit local. Il existe alors une partition markovienne de A pour f .

III - APPLICATIONS

III. - A. Codage associé a une partition markovienne.

Les notations sont les mémes qu'en II.

Soit R = (R1 y .. sR e) une partition markovienne de A pour f, telle que :
vie[e], diamR <p <§<e )

Définissons alors une matrice A dans M ex e({O, 1}) par :

[+ o
Ay=1 & f(Ri)ﬂRj A0 .

Le but de ce paragraphe est de définir une semi-conjugaison Il canonique de

(EA,O A) sur (A,f), et d'étudier ses propriétés.

DEFINITION 10.35. Soit R un rectangle de A . Une partie S de R est une

bande stable de R (resp. bande instable de R), si, pour tout point x de S :

Ws(x,R) c S (resp. WU(x,R) c S)

PROPOSITION 10.36. Soit S une bande stable d'un rectangle R. Alors S estun

rectangle. Si S est non vide, S coupe toute variété instable WU(x,R) (x € R).

Soient X€R et y€ S. Ona: S = (Wx,R NS, W(y,R)].
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Démonstration : Soient x € R et y € S. On a, par définition :
ly,x] € WS(y,R) cSs.
Donc S est un rectangle et coupe WU(x,R).
Soit maintenant z € S. On vérifie que :
z = [[z,x],[y,2]] .
Par conséquent, on a l'inclusion :
s ¢ Wx,RNs, wSy,R)].

L'inclusion réciproque résulte du fait que S est un rectangle. 0O

-1.0
i Nt 1(RJ.) est non vide, et si S est une bande stable

o
COROLLAIRE 10.37. Si R
o - - o
non vide de Rj (resp. de RJ.), alors f 1(S) N R, (resp. t 1(S) ﬂRi) est une bande

o
stable non vide de Ri(r‘esp . de Ri) .

o - [
Démonstration : Soit x un point de R, N f 1(RJ.). Ona :
W00, R)) = WU(x,R))
Mais, d'apres la proposition précédente, SN WU(f(x),RJ.) est non vide, donc
f-1(S) N R, est non vide.
Soit y € f—1(S)ﬁRi ; ona :
S S
W2(y,R) = {ly,z] [z € W7(x,R;)}
et par conséquent :

tWS(y,R)) = {[10),1(z) 112 € WO(x,R)} .

Mais comme les R, forment une partition markovienne, on a :

k
f(WS(x,Ri)) c Ws(f(x),Rj) )

On obtient donc :
S S S
W70y, R)) < {lty),w]lw € W2(Ex),R)} = W(E),R) = S
Il en résulte aisément que f-1(S) N R; est une bande stable de R;.
Rappelons la propriété donnée en remarque apres la définition des partitions

markoviennes :
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o _'] o S o S o
¥V xE€ Riﬁf (Rj)’ f(W (x,Ri)) c W (f(x),Rj)

17w, RY)) © WYk, R

[ o
Par conséquent, la démonstration du corollaire pour Ri et Rj se fait exactement de

la méme fagon que pour Ri et RJ . 0
On obtient un résultat analogue en remplagant f—1 par f et les bandes stables

par des bandes instables.

COROLLAIRE 10.38. Soit (ao, - ,ak) une suite admissible pour A. L'intersection

kK ko -
N f S(Ra ) (resp. Nt S(Ra ) ) est une bande stable non vide de R, (resp. R, ).
s=0 s s=0 s o o

k [
De méme, N t° (Ra ) (resp. N £° (Ra ) ) est une bande instable non vide de
s=0 s s=0 s

[
R resp. R
a (resp.R_)
o o
Démonstration : Les démonstrations se font par récurrence sur k en utilisant le
corollaire précédent et sont similaires. Démontrons par exemple la premiere assertion.

Pour k =0, le résultat est évident. Supposons le résultat vrai pour toute

suite admissible (bo, cen ’bk-l) ; Soit (ao, - ,ak) une suite admissible. Alors

(a1 e ,ak) est admissible, on peut lui appliquer 1'hypothése de récurrence :

k _
1'ensemble S = () f s+1 (Ra ) est une bande stable de Ra . En appliquant le
s=1 s

N

corollaire 10.37 a S, on obtient le résultat cherché. 0

Soit maintenant a € EA. La suite d'ensembles ( N £° (Ra )) ¢ est une
s=-k s k

suite décroissante (Fk)kelN de compacts non vides (par le corollaire précédent et

400
le fait que les R; sont compacts). Son intersection ( N Fk) est donc non vide. Si
k=1

elle contenait deux points distincts x et y, on aurait :

Vi€ Z, d(fi(x),fi(y)) < diam (Ra) <e.
i

Mais e est une constante d'expansivité. L'intersection est donc réduite a un seul
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point.

-«

On peut donc définir une application 7 de Z A dans A par la relation

k=40 _
@ =x= N tTER,)
K==00 k
k=+00 K 1
Soit H définipar : H = N §f (A- U bRS). Par le théoréme de Baire,

==00 s=1
H estun G‘5 dense dans A .
Les propriétés de m sont contenues dans les deux théorémes suivants.

THEOREME 10.39. L'application 7 de EA dans A, est continue, surjective,

injective sur 17_1(H). C'est un morphisme de crochet envoyant Ci dans Ri’ qui

fait commuter le diagramme :
(of

N> %
nl l "
A L
Démonstration : . @_est continue. Soient b un point de Z}A, U un voisinage de
x =w(b) dans A, (b" €N une suite de ZA convergeant vers b. On a alors :
1) 20 2
+90 s=+k -s
F = {x} , avec F, = N f (Ra)
k=1 s=-k s

Par conséquent, les Fk sont contenus dans U a partir d'un rang n,. Par le

lemme 10.2 :
i i < = —
3n1€]N, Vi, |1|_n, Vn—n1, b;l_bi.

Pour tout n= n,, ﬂ(bn) est donc dans F‘n , donc dans U. L'application m est
o
continue.

m__est surjective, injective sur n_1(H). Soit x un point de H.

Pour tout i, fl(x) appartient a un unique rectangle Rb et est a 1'intérieur de ce rec-
i
tangle. La suite (bi)'ez est donc élément de EA, seul antécédent de x par 7.
i
Comme 1'application # est continue, et Z}A est compacte, 1'image n(EA) est

compacte et contient H, donc est égale a A tout entier.
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La commutativité du diagramme est immédiate, ainsi que la

relation : n(Ci) < R;

m_est un morphisme de crochet. Soient a € Ci’ x=m(a) ;

=] .
1'image de la variété stable WS(Q,Ci) est contenue dans N f_J(Ra ). Soit y un point
J=0 J

de ce dernier ensemble. On a :

Vkz 0, d“w,t%y) = damR_ < e.

k

S

(

Donc, y€ W X’Ri)’ ce qui montre 1'inclusion :

1w @,c)) < Wi(n(a),R)

De méme :
U
Vb€ o (W (g,ci)) cw(n(g),Ri)

Cela implique immédiatement que 7 est un morphisme de crochet. O

THEOREME 10.40. Tout point de A a, au plus, 22 antécédents par T,

ou ¢ =card R.

La démonstration nécessite le lemme suivant :

LEMME 10.41. Soient bo, ...,b, et b('), . ,b' deux suites admissibles telles que

7N N

=b1'\]. Si Rb et Rb' se coupent pour tout i, les deux suites
i i

!
b0 = bo et bN

admissibles sont égales.

Démonstration : Par le corollaire 10.38, on peut trouver x, y dans A tels que:

i o 1 o
Vi, 0<is N, f()eR , £(y)e€R:
i i

Par hypothese, Rb et Rbt se coupent pour tout i ; donc :
i i

V 0<i=<N, i i

d(f(x),f (y)) < diam Ry +diamR 1 < 2p < & .

i i

Donc le crochet [fl(x),fl(y)] est défini pour tout 0< i < N

b

o
Ona : R, =Ry1, donc [x,y]€R .
(o) [¢] (o)
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Par la remarque qui suit la définition d'une partition markovienne et une récur-

rence immédiate, on a :

vo<is N, [£'00,£'0] = f'lxy]) € W), Ry)
1

On peut appliquer le méme raisonnement a tN([x,y]) = [t N(x),fN(y)] etd £ ;
on obtient :
t'(x,y) € we').R)
) i

o
Par conséquent, Rb N Rb' est non vide, ce qui implique bi = b'i . O
i i

Démonstration du théoréme 10.40. : Supposons qu'un point x de A ait 82+1 anté-

2
cédents distincts par 7 ; notons les 1(_1, I ,58 + .

On peut alors choisir un entier
i

i .
o ,xN) soient

N assez grand de facon a ce que les suites admissibles (x_l_N, S 4

toutes distinctes. Il existe donc deux indices i et j tels que :

SEENE L

Le lemme précédent apporte alors la contradiction désirée. a

Le théoreme implique immédiatement le corollaire suivant :

COROLLAIRE 10.42. #~ V(Perf|A) = Per N

COROLLAIRE 10.43. Soient s et t deux antécédents par # d'un point périodique

X. Si s; =t pour un i€Z, ona: s =t1t.

Démonstration : Soit N une période communea s et t . Soit i tel que s; = t-

Les deux suites admissibles (Si’ - ’Si+N) et (ti’ ees ’ti+N) vérifient les hypothéses
du lemme 10.41 : si = ti’ si AN ti+N et les rectangles RsJ. et Rtj se coupent
car ils contiennent tous deux x. Onadonc : s = 1. O
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III. B. Rationalité de la fonction ¢ .

DEFINITION 10.44. On dit que k-rectangles sont reliés si leur intersection est

non vide.

Soient ® = (R1 yenn ’RE) une partition markovienne, A € M, ({0,1}) la

2xe
matrice associée. Pour tout r € [¢], désignons par Ir 1'ensemble des parties K
de [¢] ayant r éléments, telles que les rectangles (Ri)'EK soient reliés. Les

i
éléments de Ir seront notés comme r-uplets ordonnés d'éléments de [ &)
(s1,...,sp) avec s, <s,<...<s..

DEFINITION 10.45. On note s’ le groupe des permutations de [r] .

(r-1)

Pour tout r € [ ], on définit une matrice carrée A a coefficients

indexés par les éléments de Ir' de la facon suivante :

Si s= (s1 s ’Sr) et t= (t1 s ’tr') sont deux éléments de I, le coefficient
A(I;tn estégala O ou 1; ilestégala 1 sietseulement siil existe un unique

élément u de s" tel que :

vi€e[r], A 1

% ()
DEFINITION 10.46. Pour tout r € [¢], on définit la matrice B(P_n, a coefficients
indexés par Ir’ de la facon suivante :
si AZD _o =D g
st st
o oa(r-1) (r-1) _
51Ast =1, Bst = sgn K

ou p désigne 1'unique permutation de la définition précédente.
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PROPOSITION 10.47. Définissons l'entier L par :

L = max {r€ [2], Ir7é¢} .
On a alors la relation :

L-1
vpeN*, N(/n) =& (<)F e8P |
P r=0

Démonstration : a) Notons Er 1'ensemble des suites indexées par Z d'éléments de Ir H

notons E(A(r-15 1'ensemble des suites a” = (a:r:) czZ de Er vérifiant la condition :
m

vmez, ATV _

(r-1) de la

Remarquons que I et E(A(P-n) sont définis par rapport a I et A
méme facon que T et I, sont définis par rapporta [2] et A.
A .
On définit sur I et E(A(F_n) un shift o par :
*, ¥ *
(o7(a )]m = %
Notons Per‘p (E(A(F_”)) 1'ensemble des points p-périodiques pour o*.

Donnons-nous une suite a" = (a*) de E(A(F_1)), et notons :
MmeZ
* 1 r
a = (am,...,am) € I

Appelons p  la permutation de 10.45, unique par définition, qui assure
m

A(r;])* = 1. Définissons la suite de permutations (v ) par :
Mnez
a_a
m m+1
v, = id. (élément neutre de 8")
l}m:H’m—Ioum—2°“"”“o sl m>0
IS I -1 .
Vin = Hn © m+1° 0 Hq si m<O0
On obtient alors r éléments o¢1,...,ap de Z}A, en posant :
. v_(i)
Vi€ [r], Vm€EZ, o =a™
m m
Pour tout m, les rectangles (R ) sont reliés. On en déduit :
afn 1<j<r
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Vmé€Z, Vik€ ] [r],

d(fm[w(ai)],fm[ﬂ(ak)J) < 2 max diam R;i < e .

Puisque ¢ est une constante d'expansivité, on obtient :
vi,k€ [r], w(d) = n(ak)
On peut donc définir une application 11:: par :

¥ E(A(F-U) —3A

r
n'r)f(a‘*) = w(ai), Vi€ [r)

b) Soit a* € Per | aT). Cela signifie que :

VmeZ, a =a
m m+p

Gardant les notations de a), ona :

i) - P00 TR )
i€lr] meZ o

=tP(n £ n_RrR,))
mE€E 4 iG[r‘] a:n

= n P n RrR,)
mEZ i€(r] a'

m

= n PN R, )

. i
m€Z i€(r] Ao

* ¥
7 (a

* (a¥)
Donc, on a l'inclusion :

n:f (Per =aE=My)) < Per  (1/1)

c) Soit x € Perp(f/A). Ses antécédents par 7 sont en nombre fini

par 10.40, et périodiques par 10.42. Notons les a1, . ,ak. Par le corollaire
10.43, les rectangles R 1’ R PEREE ,R K sont distincts et reliés pour tout m. Ils
o o o
m m m

définissent donc un élément an de I On peut associer a x une suite

K
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* *
a =(am)mEz de 3 .

LEMME 10.48. L'élément a* est dans (A1) .

Démonstration : Il suffit de montrer que, pour tout m donné, 1'identité est 1'unique
permutation g dans Sk qui vérifie :

vie k], A

o o)

m m+l
Raisonnons par'1'absurde et supposons 1'existence d'un entier relatif m et d'une

permutation non triviale p satisfaisant la relation ci-dessus. Soit 7 1l'ordre de L

dans §, , soit i un élément non fixé par p (u(i) #i) et soit q une période commune
aux aj . Considérons les deux suites admissibles :
. . . 2/. T=1;,
o oH) oH ) o450 - W,
m m+l """ Tm+q m+g+l 7 m+(r-1)q m+(T-1)q+1
ai ai i i al
m m+1 Y m+q m+q+1 -------------- m+(T_1)q+1

Elles vérifient les hypothéses du lemme 10.41, donc sont égales. Mais on a supposé

N R p() 4 i
(i) #i, et, d'aprés 10.43, o ;éam+1 . a

Suite de la démonstration de la proposition 10.47 :

Comme x est de période p pour f, lapuissance p-ieme oP du shift laisse
invariant 1'ensemble des antécédents de x par 7. La définition de a” montre alors
que a* appartient a Perp (z(A -1))).

d) Fixons toujours x € Per'p (£1A) . Nous voulons déterminer les
antécédents de x par les 17:, pour 1< r< ¢, qui appartiennent a Perp(E(A(r-1))).

Conservant les notations de c), on note u la permutation de Sk déterminée

par : @i ;
vie [k], R
p o

La permutation p n'est autre que la restriction de oP a1'ensemble des antécédents
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de x par 7 ; elle se décompose en cycles disjoints /.41 yeeey /.l.s agissant sur des
ensembles I.,...,I  formant une partition de (k].

Soit b* un antécédent de x par w?, avec 1< t< ¢. Lapartie a) montre
que b* fournit t antécédents de x par m. Donc,ona t< k. Deplus, a b* est
associée la partie J de [k] telle que les antécédents fournis par b* soient les
(Of,i)jed. Si nous exigeons de plus que b* soit tixe pour o*p, la définition de u
montre que J doit &tre globalement invariante par g , donc union de certains sous-
ensembles Im .

En résumé, a tout antécédent b* de x de période p pour o est associé
une partie K de [s], telle que, si nous posons J= U Im, les antécédents de x

% meK
par 7 fournis par b~ sont les (aj) -
J

Réciproguement, on peut associer a toute partie K de [s] la partie

J= U I, puisles antécédents de x par 7 (a) ; ceux-ci permettent, comme
meK ™ Vi€

i *
en c), de former un antécédent de x par 7

; dans Per'p (E(A(t-n)) avec :

t= 2 cardIm .
me€ K

e) Démontrons maintenant 1'égalité de la proposition. Pour cela,
considérons 1'expression :
L r-1 ~
Cp = I (=1 z sgn Y
r=1 a*e Per'p(E(A(r-n )
La permutation ﬁ est 1'élément de 8 défini de la facon suivante : oz1 yeos ,ap étant
associés a a , comme en a), on doit avoir :

)

i
o =
o p

Remarquons que la signature de % ne dépend pas de la numérotation des al, car la
signature -est invariante par conjugaison dans s”,

D'une facon absolument similaire a la proposition 10.8, on démontre que :
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L
c = 5 )7 rr@EEDY’
P r=1

D'autre part, en rassemblant b) et c), on obtient :

L
C =-2 c( (- 1" sgn )
P xEPer‘p(flA) r=1 ﬂr"f(a*)=x
a*e€ Perp(E(A(I" 1))

=- X d(x)
x€ Perp(fIA)

Les considérations faites en d) montrent, en adoptant les mémes notations

qu'en d), que :

V x € Per_(f,,)
pla cax‘dIm
®(x) = = (0 (-1) sgn @)
Kc[s] me€K
S car‘dIm
= IO (1+(=1) sgnpg )-1
m
m=1

Mais la signature d'un cycle de longueur h est (- 1)h+1 , donc :
Vx€ Perp(flA), &(x) = -1 .

En comparant les deux expressions pour Cp, on peut écrire :

L-1
N(f,)= Z
p A =0

nF )P . o

THEOREME 10.48. La fonction { associée a f' A est rationnelle sur Q .

Démonstration : Les propositions 10.47 et 10.12 impliquent en effet :
n dét (I - 8™ ))
) r impair
A o dét (1 - t8W) o
r pair

THEOREME 10.49. Si Perf est hyperbolique, la fonction tf est rationnelle sur Q.
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Démonstration : Par définition de la fonction £, ona :

Cp = ‘fl

Perf

Par la proposition 8.11, Per f a une structure de produit local. On peut

donc lui appliquer le théoréme précédent. [}

COROLLAIRE 10.50. Soit f un difféomorphisme de classe C* (r= 1) d'une variété

compacte M. Si f satisfait 1'axiome A (respectivement si R(f) est hyperbolique,

resp. si L{f) est hyperbolique), la fonction { associée a f est rationnelle sur Q.

Démonstration : Cela résulte de 8.6, 8.7, 8.9 et 10.49. 0

EXERCICE : Soit f un difféomorphisme vérifiant 1'axiome A. Montrer que & (f)

1

est fini si et seulement si lim sup n log Nn(f) =0.
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COMMENTAIRES

A chaque chapitre correspond un commentaire qui est suivi d'une bibliographie.
La référence (i,j) représente la j-&me référence de la bibliographie du chapitre i .

Certaines notions peuvent &tre introduites dans le commentaire du i-éme
chapitre et ne se trouver justifiées que lors des commentaires concernant un chapitre
ultérieur.

Ces commentaires sont subjectifs : ils refletent comment j'ai pris connaissance

du sujet et ne prétendent aucunement fournir un historique de son développement.

COMMENTAIRES DU CHAPITRE 1

Nous considérons un difféomorphisme f: M+ M comme un systeme dynamique :
nous le considérons comme une action différentiable de Z sur M. En général, si G

est un groupe de Lie, un systeme dynamique de classe csr

est un homomorphisme
de groupes @ : G~ Diftr(M) tel que 1'application naturelle G x M — M

(g,m) — @ (g)(m)
admette des dérivées partielles continues jusqu'a l'ordre s par rapport aux variables
qui décrivent G, jusqu'al'ordre r par rapport aux variables qui décrivent M ;
on suppose de plus que les dérivées croisées existent jusqu'a l'ordre min(r,s) et
sont continues sur G X M. Une telle application G XM =+ M est de classe min(r,s),
sa restriction G x {m} + M est de classe C° quel que soit le point m de M
et sa restriction {g} xM -+ M est de classe cr quel que soit 1'élément g de G.

Souvent r et s sont différents. On dira alors que 1'action est de classe c9 avec

q = min(r,s). Les exemples fondamentaux viennent de la théorie des équations
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différentielles ordinaires sur les variétés. Rappelons qu'une équation différentielle
ordinaire sur une variété fermée (compacte sans bord) est définie par un champ de
vecteurs V: M+ TM c'est-a-dire par une section du fibré tangent de M. Une
solution de 1'équation passant par le point X, de M est une fonction <I>(x0,t) € R,

définie lorsque la variable t décrit un voisinage ouvert de 1'origine de R, qui
d®(xg,t)
dt )u

de classe C' avec r> 0, il existe une unique fonction <I>(xo,t) définie quel que

vérifie <I>(xo,0) =X, et V(@(xo,u)) =( Si V est un champ de vecteurs
soit t appartenant a IR et qui vérifie quels que soient t et s:
<I>(<I>(xo,t),s) = <I>(xo,t+s). De plus, 1'application % . R - Dift'(M) définie par

$(t)(x) = &(t,x) est un systéme dynamique de classe cr T Clest-a-dire une action

r+1,r r+1,r

de classe C de IR, que l'on appelle encore flot de classe C ou C¥

(le r+1 est habituellement omis). Je cherche 2 faire une étude qualitative du compor-
tement asymptotique des orbites de 1'action et a relier ces comportements asymptotiques
et la stabilité. Deux livres excellents et élémentaires traitant des équations différen-
tielles ordinaires sont [1.1] et [1.7]. Le comportement asymptotique de 1'orbite
¢I>(xo,t) est son comportement lorsque t tend vers * « sile groupe G est R, ou,
lorsque n tend vers T~ , si G=Z. Si G estun groupe de Lie quelconque, nous
entendons par la 1'étude de la suite <I>(xo,gi) ou g; est une suite qui sort de tout
compact de G. Cette approche n'a de sens que si G n'est pas compact ; le cas ou

G est un groupe de Lie compact est 1'objet de la géométrie différentielle compacte ;

on connaft dans ce contexte un théoréme de stabilité fort [1.8] . Les méthodes
asymptotiques permettent essentiellement de comprendre les deux cas suivants : G = R
(temps continu) ou G = Z (temps discret). Ces deux cas présentent de nombreuses
similitudes. Je me limiterai au cas G = Z, c'est-a-dire a 1'étude de difféomorphismes

de M. Les actions des groupes autres que IR ou Z sont étudiées dans [1.3], [1.6],

[1.13] et [1.14]. Mon point de vue vient de [1.16].
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Les 4 premiers chapitres reprennent en fait [1.16], ouvrage qui m'a fait
découvrir le sujet.

Les notions induites dans ce premier chapitre viennent toutes de [1.16] a
1'exception de celles de a-pseudo-orbite que 1'on trouve dans [1.4] et [1.2] et
d'ensemble récurrent par chaine définie d'abord en [1.4] que 1'on retrouve dans
[1.57. Le point de vue générique est apparu dans les systémes dynamiques avec les
théorémes démontrés par Peixoto ( les flots structurellement stables d'une surface
forment un ouvert dense) et avec les théoreémes de Kupka et Smale de généricité de
ce que 1'on appelle maintenant les difféomorphismes de Kupka-Smale [1.8] et [1.17].
Dans le m&me esprit, on trouvera la démonstration du théoréme de Pugh dans [1. 12].

On peut relier d'une autre facons les flots et les difféomorphismes : par
suspension [1.16J.

Etant donné un difféomorphisme f: M + M, définissons 1'application
¢, MXR=MxR par ws(m,t) =(m,t+s) ; ¢ estunflot sur MxR. Le
quotient de M x IR par la relation (m,t) v (f(m),t+1) est compact. Cet espace
quotient M=Mx R/v  est un fibré sur S1 de fibre difféomorphe a M. Le flot e
se projette sur M en un flot d>s. Les dynamiques de CDS et de f sont étroitement
liées.

De bonnes références sur les systémes dynamiques sont [1.27, [1.9] et

[1.10]. J'ai fait de larges emprunts & ces ouvrages.
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COMMENTAIRES DU CHAPITRE 2

Smale [1.16] utilise des filtrations pour contrdler la croissance de 1'ensem-
ble non errant d'un difféomorphisme apreés perturbation. Les conditions d'ordre ont
été utilisées par Smale lorsqu'il démontre les inégalités de Morse que vérifient les
difféomorphismes que 1'on appelle maintenant difféomorphismes de Morse-Smale [2.7].
Rosenberg [2.4] a généralisé ces conditions pour définir la propriété : "Il n'existe
pas de cycle" et généraliser les inégalités de Morse. Palis [2.3] a défini des filtra-
tions qui permettent de démontrer que les difféomorphismes de Morse-Smale d'une variété
forment un ouvert, et je lui dois la suite de lemmes que j'ai utilisée (4 partir de 2.7). 1l
me les a communiqués quand nous travaillions sous la direction de Smale a Berkeley
entre 1964 et 1967.

Newhouse [2.1] a étudié des filtrations dans un contexte plus général que
Smale, en insistant sur 1'étude des ensembles-limite et sur celle des ordres de
filtration.

Ces idées ont été systématisées dans [2.51, [2.6] et [2.2].

Conley a considéré des suites de filtrations dans le cas topologique et eut
1'idée de les utiliser pour étudier 1'ensemble récurrent par chaine (cf. [1.4] et [1.5]).
Le théoréme 2.3 et la proposition 2.4 viennent pour 1'essentiel de [1.16] et ont été

repris dans les travaux plus récents.
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COMMENTAIRES DU CHAPITRE 3

On utilise les suites de filtrations dans [2.67, [2.2], pour le cas
topologique dans [1.4] et dans [1.5] ; le théoréme 3.4 et les propositions 3.5 et
3.6 sont énoncées dans [1.53, lethéoreme 3.11dans [2.6]. On trouvera la
démonstration de la proposition 3.12 dans [2.2] pour le cas de la dimension 2 et
dans [2.6] pour les dimensions plus grandes. On ne trouvera pas le théoréme 3. 14
énoncé ainsi dans la littérature. Toutefois le cas topologique est pratiquement traité
dans [1.4]. Ontrouveradans [2.6] les techniques nécessaires a la démonstration
de ce théoréme, mais non son énoncé. L'ingrédient essentiel est la technique de
lissage de [3.2]. Dans ce cadre, mon premier contact avec ces techniques fut [3.1].
Il existe une version du théoreme 3.11, énoncée en termes de flots, qui utilise le

théoréme 3.14 et les résultats de [2.2].

L'exercice vient de [2.1].
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COMMENTAIRES DU _CHAPITRE 4

Mes exemples et mes définitions viennent de [1.167 ; le lecteur trouvera
dans [1.16] les connaissances de base et les motivations qui 1'aideront a lire ce
chapitre. La proposition 4.2 se trouve dans [ 4.2 et avait été d'abord énoncée
dans [4.4].

11 me semble, qu'a un moment, beaucoup se demandaient s'il existait un
difféomorphisme stable ayant une infinité d'orbites périodiques. Levinson [4.3°
en donna un exemple. Smale [ 4 .61 construisit le fer a cheval en pensant a 1'exemple
de Levinson et le relia aux points homocliniques de Poincaré. Thom remarqua
1'exemple 4.6, que 1'on appelle souvent difféomorphisme de Thom. Anosov [4.1]
montra que les difféomorphismes que 1'on appelle maintenant difféomorphismes d'Anosov
sont structurellement stables, et formula la condition globale d'hyperbolicité . Smale
[1. 16] définit les ensembles hyperboliques, puis 1'Q-stabilité et généralisa le
théoréme d'Anosov au cas §-stable.

J'aime particulierement 1'exemple du solénoide. Smale 1'a trouvé apres
que j'eus étudié, dans ma thése [4.5], 1'application de s dans s': z'—»zz
dont j'avais démontré qu'elle était structurellement stable, comme le sont toutes les
dilatations.

Williams [4.7] a généralisé ces résultats aux attracteurs dilatants. Je

suis, dans ce chapitre, le point de vue de Williams.
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COMMENTAIRES DU CHAPITRE 5

Voir les variétés stables et instables et comprendre comment elles s'inter-

sectent, ceci non seulement en un point, mais en tout point d'un ensemble hyperbolique

(voir chapitre 6) et méme étendre ces variétés hors de 1'ensemble hyperbolique

(voir les commentaires portant sur le chapitre 7) est le coeur du sujet.

Dans [4.1], Anosov donne un petit apercu historique.

J'ai suivi de trés prés [4.2] en ajoutant aux démonstrations des idées

prises dans [5.1]. C'est, entre autres, pour faciliter au lecteur des chapitres 4 et

5 la lecture de [5.1].

La démonstration du théoréme de la variété (in)stable que 1'on trouve dans

1'appendice 2 vient de [5.2] et [5.3].

[5.11

[5.2]

[5.3]
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COMMENTAIRES DU CHAPITRE 6

Je garde la présentation de [4.2] . Moser [6.2] donne une nouvelle démons-
tration du théoréme d'Anosov. Dans 1'appendice de [1.16], Mather traduit la
technique du théoreme des fonctions implicites de Moser en termes de variétés
banachiques. L'idée était la suivante : Pour trouver une solution continue a

1'équation gh = hf, lorsque g est proche de f, considérons la transformation

1

Tg: c°(M,M) » C°(M,M) définie par Tg(h) =ghf '. Lorsque g=f, l'identité Id,

est une solution, c'est-a-dire un point fixe de Tf. L'identité IdM est un point fixe

transverse si et seulement si I - f# est inversible, car, dans une carte convenable,

f# est la dérivée de Tf au point IdM. Le théoreme des fonctions implicites implique

que la transformation T _ a un unique point fixe au voisinage de IdM lorsque g est

assez proche de f. Mather a démontré que 1'endomorphisme I - £, de I‘O(M,TM) est

#
inversible si et seulement si f est un difféomorphisme d'Anosov. Je le rappelle ici
car cela montre comment historiquement 1'attention s'est portée sur I - f " et met en
évidence les origines de la démonstration.

Remarquons que le point fixe de Tg est le point d'intersection (dans
CO(M,M)) de la variété stable locale et de la variété instable locale de Tg. Encore

une fois, si nous suivons la démonstration du théoréme de la variété stable et instable,

U

loc(Tg)] = exp (graphe(U, ))

est 1'image par 1'exponentielle du graphe d'une fonction Ux : ES e - Ef ¢’
’ ’

nous constatons que, si g est assez proche de f, exp[evx W
si f
et g sont de classe suffisante UX sera de classe Cr, etc... Pourun ¢ >0 assez
petit, exp(graphe(Ux)) sera une variété de classe C' et sera formée de points y

vérifiant d(gn(y),fn(x)) <e, Vn=<0.
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/\;/\._g-l_a’\/\

e 1 (x)

La méme analyse s'applique aux ensembles stables.

h(x)

X
Le point d'intersection de ces deux sous-variétés est unique : c'est h(x),
et les deux variétés sont transverses en ce point. Plus précisément, choisissons une

bofte S(x) autour de chaque point M. Soit maintenant une application g proche de f.

’_’ S(f(x))
w | . e

g(s(x))

¢ '[s(t(x) ]

Les ensembles :

N e sx)] = 51dE®.'x) < ¢, vnzo}

et

Do " [s@0)1 = yla"w),t%) < e, Vn=o}

sont des variétés qui coincident avec les variétés stables et instables pour f passant
par le point x quand g =1f ; l'application g contracte et dilate ces variétés locales
d'un facteur proche de la constante d'hyperbolicité de f, ce qui démontre que ce sont

des variétés stables et instables pour g, enfin elles sont transverses et donc

192



COMMENTAIRES

1'intersection N g-n[ S(fn(x))] est réduite a un point y qui est le seul point vérifiant
nceZd

pour tout n appartenant a Z : d(gn(y),tn(x)) < e¢. La conjugaison cherchée h est

donc : h(x) =y. C'est ainsi qu'Anosov construisit son application de conjugaison.

On peut trouver directement les variétés N g "[S(f7(x))] et N g"[s(t"(x))]
n=0 n=0

4 1'aide d'une transformation de graphe dans la réunion disjointe des boites S(x).

En général, on peut raisonner dans 1'espace fonctionnel ou directement dans
la variété M ; la seconde voie a 1'avantage d'une saveur plus géométrique, mais les
énoncés précis sont difficiles a établir. J'ai, en général, choisi 1'approche fonction-
nelle car elle semblait plus rapide.

Le lecteur pourra retrouver ces différents points de vue dans Anosov (4.1 ] ,
Palis et Smale [6.3], Melo [6.1], Robinson [6.5] ; chez Conley [1.5], il trouvera
le c6té géométrique et chez Moser [6.2] et Robbin [6.4] une approche plus
fonctionnelle.

Cette discussion se poursuivra a travers les chapitres qui vont suivre.
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COMMENTAIRES DU CHAPITRE 7

L'expansivité a joué un réle dans la démonstration que donne Smale du
théoreme d'{l-stabilité. Il m'a demandé si je pouvais la démontrer et j'ai fait le calcul
pour lui (voir [1.167]). La théorie de la variété stable n'était pas bien comprise a
1'époque. La démonstration que je donne est celle de Bowen ([1.2]).

La définition 7.3 vient de [4.2]. Le théoréme 7.8 vient d'Anosov. Ralph
Abraham a montré a Anosov la démonstration de Mather du théoréme de stabilité d'Anosov
pendant 1'été 1967 et Anosov a donné une nouvelle démonstration proche de celle de
Mather. Abraham en envoya une copie a Smale, qui me 1'a montrée. Nous en tirerons
les fruits dans les chapitres suivants. La proposition 7.7 est un cas particulier du
théoreme des fonctions implicites. La démonstration donnéde fournit les majorations que
requiert le théoreme 7.8.

La version que nous avons donnée du théoréme de Grobman et Hartman ([7.17) :
le théoreme 7.9 se trouve dans [7.3] et [7.4]). Jevais esquisser une démonstration
géométrique du théoréme de Grobman et Hartman en dimension finie inspirée par {2.37.
Nous étendrons les variétés stables et instables a un voisinage de 1'ensemble hyperbo-
lique (cf. commentaires du chapitre 5).

Supposons que 1'on se donne deux disques D, et D, de dimension k et deux

1 2

difféomorphismes f : D1 - int D1 et g: D2 = int D2 qui sont des contractions et ont

mémes orientations.
‘\3 N
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Les régions hachurées sont des anneaux, c'est-a-dire sont difféomorphes a

k-1

S x 1 (c'est un résultat standard de géométrie différentielle [7.2]).

Si nous voulons construire un homéomorphisme h: D 1 - D2 vérifiant hf = gh,

nous pouvons commencer comme suit : Supposons d'abord que la restriction de h:

oD 1 ? ) D2 soit un difféomorphisme qui préserve 1'orientation. La restriction de h

a f(aD1) est alors définie ; on doit avoir : h(y) = ghf_1(y), si 1'on veut que h
conjugue f et g.
Il n'y a pas d'obstruction maintenant a étendre h en un difféomorphisme qui

envoie la couronne A1 de bord aD1 U t(aD1) sur la couronne B2 de bord

9 D2 U g(aDz) . En effet, la seule obstruction pourrait venir des orientations des

restrictions de f et g a aD1 et aD2.

Posons fi‘1(A1) = A et gi_l(E}]) =B, .

Comme le difféomorphisme h: A 1 ” B1 a été défini sur la premiére couronne

A] , il 1'est aussi sur les couronnes suivantes par h(y) = gi hf_i(y) puisque h doit
conjuguer f et g. Enfin, si p est1l'unique point fixe de f et q 1'unique point fixe
de g, posons h(p) = q. Il n'est pas trés difficile maintenant de vérifier que h est
un homéomorphisme.

Supposons maintenant que 1'on se donne deux points fixes hyperboliques P,

pour f. et p, pour f, vérifiant dim WS(pl) =dim Ws(pz) et dimWU(pI) =dimWU(p2).

1

Supposons de plus que les orientations des restrictions de f 1 a Ws(p 1) et WU(p1),
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et de f, a WS(pZ) et WU(pZ) coincident. Il existe alors un homéomorphisme h défini

sur un voisinage de Py vérifiant hf1 = fzh. La dimension des variétés stables et
instables associées a f et 1'orientation des restrictions a chacune de ces variétés
forment donc un ensemble complet d'invariants attachés a un point fixe hyperbolique.

Voici 1'idée de la démonstration que 1'on trouvera dans [2.3]. Les figures

représentent le cas ou la variété M est de dimension 2. Nous allons essayer de

représenter f. au voisinage de p, comme un "produit" : f x f
1 1 11yS o) WY ©.)
loc'P1 loc'P1
et f2 au voisinage de p, par’ f 2| S o) X f2 \ ( )
loc Py loc P2

Le raisonnement que nous venons de faire montre que les restrictions

11 et £ 2| S sont conjuguées, de méme que les restrictions
loc(p ) loc(p 2)
f et f uisque c'est le cas de leurs inverses.
1Y (p1) 2|V p P
loc loc*™2

Le "produit" de ces conjugaisons sera la conjugaison cherchée entre f1 et f2.

loc(p1) et wloc(p ) se coupent transversalement en Py La figure

locale est :
loc(p ) .

Wloc(p 1)

La situation est la méme au voisinage de Py-

.. . S .
Choisissons un disque Dg, avec Py € Dgc wloc(p1) et un disque Dy, avec

U i . -1 .
P € DUCwloc(p1)’ tels que : t(DS) cintDy, f (DU) < intDy

196



COMMENTAIRES

Le long de aDS, érigeons une barriére (famille de disques verticaux paral-

leles a DU ). Prenons leurs images et retaillons-les a  la dimension de la premiere

barriere,

"verticales".

Prenons maintenant les images successives de ces verticales et retaillons-les.
.. . U . . p .
En ajoutant le disque D, lui aussi convenablement recoupé, nous avons achevé une

plantation bien calibrée sur le disque DS . Ceci définit la "coordonnée x".

-1

On définira la "coordonnée y" a 1'aide de f1 .
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Ce procédé est le contenu géométrique de nombreux arguments de linéarisation

et de stabilité.

La méthode qui permet de trouver le point fixe de la proposition 7.7 vient

de [4.2].
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COMMENTAIRES DU _ CHAPITRE 8

C'est le chapitre des moissons. Une fois encore, je tirede [1.16] la discus-
sion que je vais faire de la stabilité. Le théoreme 8.3 se retrouve presque exactement
dans [1.16] et est énoncé dans [4.2]. Un historique de cette question se trouve dans
les commentaires portant sur le chapitre 6. Le corollaire 8.4 est le théoreme d' Anosov
[5.1]. La proposition 8.6 est énoncée dans [8.2]. La proposition 8.7 est démontrée
dans [2.1].Allan Dankner annonce la construction d'un difféomorphisme hyperbolique
f pour lequel Per f# Q(f) [8.5] .

La proposition 8.8 est connue sous le nom de lemme de fermeture d'Anosov,
en particulier dans lecasoi A =M etou f est un difféomorphisme d'Anosov. La
définition 8.9 vient de [1.16]. Le crochet [ , ] est défini dans [1.16] ainsi que
la structure de produit local.

La notion de décomposition spectrale vient aussi de [1.16]. Le théoréme 8.13
y est énoncé pour § et des difféomorphismes vérifiant 1'axiome A ; [2.1] généralise
ce résultat & Per f si cet ensemble est hyperbolique, et donc & L(f) ; le cas de R(f)
est traité dans [8.1].

La partie qui concerne les applications topologiquement mélangeantes a été
traitée par Bowen. Les énoncés et les démonstrations se trouvent dans [1.2]. Le
B-pistage vient de [1.2], et de 13 vient aussi la proposition 8.17. La proposition 8.19
est énoncée dans [8.2], mais on en trouvera une démonstration trés améliorée dans
[1.2]. On trouve dans la proposition 8.20, 1'idée fondamentale de §-stabilité, qui
vient de [1.16]. La structure hyperbolique impliquera la stabilité locale tandis que la
filtration contrdlera le comportement global du difféomorphisme.

Le théoréme de stabilité vient de [1.16]. La généralisation & L(f) se trouve

dans [2.1], un énoncé utilisant R(f) se trouve aussi dans [8.1].
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Le probléme central est bien slir central. Dans le cas de §, c'est une
conjecture de Smale (voir [8.3]). Une référence sur ce qui est connu dans cette
voie est [8.4].

Si f est difféomorphisme de classe cr de M qui satisfait 1'axiome A et
n'a pas de cycle, lorsque g est assez proche de f, les restrictions fl Q) et
fl Qle) sont topologiquement conjuguées par &(g). Le théoréme 8.23 montre que
&(g) vérifie :

dCO (inc(Q(f), #(g) = K dCo (t,8) ,

ou K est une constante positive.

Réciproquement, si, pour tout g assez proche de f, il existe une conjugaison
&(g) qui vérifie cette condition, MaHé [8.4] a montré qu'alors f vérifie 1'axiome A.

Nous avons donc une excellente condition nécessaire et suffisante pour cette
sorte d'Q-stabilité. D'aucuns peuvent se contenter de ce résultat.

Une analyse plus détaillée des points homocliniques montre aussi que, quand
Perf est hyperbolique, cet ensemble a une structure de produit local.

Rappelons qu'un point x est homoclinique si c'est un point d'intersection
transverse des variétés stables et instables WU(p) associédes a un point hyperbolique
p #x. Lepoint x appartient alors & Perf [4.6]. Mais, comme X n'est pas pério-
dique, Per f doit &tre infini.

Ce résultat est connu sous le nom de théoréme de Birkhoff-Smale bien que
1'analyse de la démonstration de ce dernier théoreme montre qu'il s'agit d'un résultat
plus profond.

Supposons que p soit un point fixe. La situation peut se schématiser comme

suit
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p X WS(
i 1y

W= (p)

Choisissons un rectangle trés étroit "parallele" a WS(p) contenant x et p.
Quitte a remplacer f par une puissance ' assez grande, et si le rectangle est assez

étroit, 1'image du rectangle aura 1'allure suivante :

/\ Ws(p) m .

7L ll \lll

wY(p) W Y(o)

V

Nous retrouvons la figure du fer a cheval. L'ensemble {fn (x),ne Z}y Up
est hyperbolique pour f.

On peut voir que tout point homoclinique x appartient a Per f en prenant :

S S . U _ U
E, = TW () ; E = TWC/p)
S n S U
E = DET W2(pp) ; E _ U
(x) X (x) = Dfnwa (p)
en scindant TpM en TpM = Ei ® Eg , puis en évaluant les constantes d'hyperbolicité.

Un pistage permet maintenant de montrer directement que le point x appartient
a Per f.

En fait, il est toujours possible de montrer qu'une puissance assez grande de f
contient un 2-shift [4.6].

Supposons maintenant que p et q soient deux points périodiques et que les
variétés Ws(p) et WU(q) se coupent transversalement en un point x, tandis que

WU(p) et WS(q) se coupent transversalement en y.
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Restreignons f a WU(q).

Le point y est limite d'une suite Yy de points ou WU(q) coupe transver-

salement Ws(q) . Le théoréme de Birkhoff-Smale implique alors que les points Yn

appartiennent a Per f pour tout n, le point y appartient donc lui aussi a Per f. Ce

résultat implique que Per f a une structure de produit local s'il est hyperbolique ;

il est cependant plus fort car les points p et q ne sont plus supposés proches.

(8.1]
[8.2]
(8.3]

[8.4]

[8.5]
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COMMENTAIRES DU CHAPITRE 9

C'est le chapitre le plus faible du cours puisque le but que je m'étais fixé au
début a été quasiment atteint avec le chapitre 8.

Ce qui restait était cependant trop important pour é&tre relegué dans les
commentaires.

La proposition 9.1 a été démontrée pour la premiére fois dans [8.2] en
réponse a une question de Smale ; la démonstration que j'en donne vient de [1.2] et
est bien plus simple que la premiére. La condition de transversalité forte a été énoncée,
pour la premiére fois, dans [1.16] et, sous la forme que je donne, elle se trouve
dans [9.3].

Le théoreme 9.4 a été démontré par Peixoto dans le cas de S1 comme cas
particulier de son théoréme sur les champs de vecteurs sur les variétés de dimension
deux [1.10], par Anosov pour les difféomorphismes d'Anosov [4.1], par Palis
pour les difféomorphismes de Morse-Smale en dimension 2 et 3 [2.3], par Palis et
Smale pour les difféomorphismes de Morse-Smale en dimension quelconque [6.3], par
Robbin, qui utilise une approche fonctionnelle si f est de classe C2 [6.4] et par
Robinson, si f est de classe C1 . Depuis lors, de nombreuses autres versions de ce
théoreme, fonctionnelles ou géométriques, ont été données.

Le probléme essentiel de ce chapitre est la conjecture de Palis-Smale [6.3].

On sait qu'un difféomorphisme qui est structurellement stable et qui satisfait
1'axiome A, satisfait la condition de transversalité forte [9.2]. Le probléme essentiel
est de savoir si une application f structurellement stable vérifie 1'axiome A. Nous
avons déja rencontré un autre probléme -1'Q -stabilité implique-t-elle 1'axiome A ?-
dans le chapitre précédent. Je ne peux pas imaginer que la réponse aux deux questions

ne soit pas la méme.
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En ce qui concerne 1'Q-stabilité, on sait que 1'Q-stabilité et 1'axiome A
impliquent qu'il n'existe pas de cycle. C'est ce résultat qui a fait énoncer la propriété
"pas de cycle" dans le cadre de 1'Q-stabilité pour se substituer a 1'axiome B de Smale
[1.16] (voir exercice 9.3).

Abréviations : AS signifie : axiome A + Stabilité forte (strong stability),
dans la liste AS, KS, MS, mais ce peut &tre lu aussi comme 1'abréviation de Anosov-

Smale, ce qui me semble une bonne idée.

La convergence vers WU(p) a été démontrée dans [4.2]. Il faudrait rendre
plus précis notre discours. Le lemme A que 1'on trouve dans [2.3] rend cette
discussion rigoureuse.

La proposition 9.8 est 1la pour montrer que les définitions de Smale de
1'axiome A et de "pas de cycle" coinhcident avec les miennes. En effet, il suppose
seulement qu'il n'existe pas de m-cycle pour m 2 2.

Les exercices 2a et 2b viennentde [1.16].

Vérifier la transversalité en quelques points est parfois plus facile que de

démontrer qu'il n'existe pas de cycle.
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COMMENTAIRES DU CHAPITRE 10

La dynamique symbolique a une longue histoire, que nous n'essayerons pas
d'exposer ici. Les propositions 10.5, 10.6, 10.8, et 10.13 viennent de [10.5].
Artin et Mazur [10.2] ont défini la fonction € d'un difféomorphisme, et étudié
quelques unes de ses propriétés. Smale [1.16] a donné la premiére démonstration
de la rationalité de la fonction { pour les difféomorphismes vérifiant 1'axiome A et
n'ayant pas de cycle. Williams [10.15] et Guckenheimer [10.6] ont fini le travail.
Leur méthode était basée sur la formule de Lefschetz. Manning [10 .9] a démontré,
en utilisant les partitions markoviennes, la rationalité de la fonction { pour les difféo-
morphismes vérifiant 1'axiome A, mais ayant éventuellement des cycles.

Notre traitement des partitions markoviennes est une réécriture des sections
du livre de Bowen [1 .2] qui s'y rapportent. Nous avons ajouté quelques détails, et
nous avons énoncé les théoremes pour les ensembles hyperboliques ayant une structure
en produit local, plutt que pour les (seuls) ensembles basiques. Les démonstrations
sont les mémes et nous gagnons un peu en généralité, ce qui peut &tre utile. Par
exemple, si f: M= M est un difféomorphisme d'Anosov, il existe une partition mar-
kovienne de M bien que nous ne sachions pas que M = Pert. L'introduction systé-
matique des partitions markoviennes est due a Sinai’ [10.12, 10.13, 10. 14] pour les
difféomorphismes d'Anosov, et a été généralisée par Bowen pour le cas des difféomor-
phismes vérifiant 1'axiome A. Ces partitions markoviennes sont 1'instrument principal
pour 1'analyse du comportement qualitatif des systémes vérifiant 1'axiome A. Ily a
une collection remarquable de théoremes dus essentiellement a Sinai, Bowen et Ruelle.
Voir [1.2] pour une partie de ces résultats. Adler et Weiss [10.1] ont construit
les partitions markoviennes pour les automorphismes (linéaires) hyperboliques du tore

T2. Notre exemple sur T2 se trouve aussi dans Sinai’ [10.12].

205



STABILITE GLOBALE DES SYSTEMES DYNAMIQUES

Notre démonstration de 10.38 et 10.39 est faite pour &tre mise en parallele
avec 1'analyse du "fer & cheval" (chapitre 4). Cette analyse devrait servir de modele
pour ce chapitre. Le théoréme 10.40 a été démontré pour la premiére fois par
Bowen [10.3 ]. Le lemme 10.41 représente une grande amélioration dans la démons-
tration ; il a été communiqué a Bowen par Brian Markus. Nous 1'avons pris de Bowen
[10.4]. Ce dernier article est un excellent "survey".

L'idée de la démonstration de la rationalité de la fonction {, en utilisant les

(r-1)

matrices B m'a été communiquée en esquisse par Bowen en 1975 ; elle est tres
proche de la démonstration de Manning. Lebasque et Yoccoz 1'ont décortiquée et 1'ont
rendue cohérente dans la section III.B. Ils ont concocté la démonstration la plus claire
que je connaisse pour la rationalité des fonctions ¢ .

La rationalité de la fonction { a été utilisée par plusieurs auteurs pour obte-

nir des propriétés qualitatives et topologiques des systemes vérifiant 1'axiome A, voir

par exemple [10.7], [10.8], [10.10] et [10.11].
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ABSTRACT

We present, in these lectures, the basic theorems of the theory of global
stability of dynamical systems, among them Smale's - stability theorem, and the
rationality of the { function of an Axiom A diffeomorphism. The reader will find
here, among other things, the basic tools for the study of hyperbolic invariant sets
filtration theory, the stable manifold theorem, stability of hyperbolic sets, local

product structure and existence of Markov partitions.
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