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I N T R O D U C T I O N 

Le but de cet ouvrage est de présenter la théorie générale des 
sous-espaces spectraux d'une représentation continue U d'un groupe 
localement compact commutatif G (première partie), et de l'appliquer à 
l'étude des dérivations et des groupes d'automorphismes des C*-algèbres 
et des algèbres de von Neumann (deuxième partie). 

Soit G un groupe localement compact commutatif. Si on intègre 

la représentation de G dans L°°(G) obtenue par translations on obtient 
1 00 

l'action par convolution de L (G) dans L (G). Le spectre sp f de 
f6L°°(G) , considéré depuis longtemps en analyse harmonique (voir [35] 
par exemple), est le sous-ensemble de G annulateur de l'idéal fermé Kp 

i i t 

de L (G) , ensemble des geL (G) tels que g * f = o . Le sous-espace 
spectral associé à une partie fermée F de G est le sous-espace vectoriel 
fermé de L°°(G) formé des f tels que sp f c F . Ces définitions furent 
étendues par F. Forelli [20] au cas où G opère par homéomorphismes dans 
un espace localement compact X , c'est-à-dire par isomorphismesdans la 
C -algèbre commutative des fonctions continues nulles à l'infini sur X . 
Enfin W. Arveson [1] les a formulées plus généralement pour les représenta
tions continues de G par automorphismes d'une algèbre de von Neumann 
ou d'une C -algèbre, retrouvant ainsi des résultats classiques (par exemple 
que toute dérivation d'une algèbre de von Neumann est intérieure) et 
donnant de nouvelles applications qui montraient l'intérêt de ce nouvel outil. 
Ces concepts furent aussitôt utilisés par A. Connes [15], [16] pour introduire 
les invariants S et r et classifier les algèbres de von Neumann. Ces 
invariants apparaissent lorsqu'on applique les concepts précédents aux 
représentations de (R par les automorphismes modulaires de la théorie de 
Tomita. 

Le spectre d'un vecteur vis-à-vis d'une représentation U de £Rn 

et le support spectral de U étaient déjà considérés en mécanique et en 

physique théorique (voir par exemple [3], [4], [5], [6], [43], [44], [45]). 

Enfin, si H est un espace de Hilbert, rappelons qu'aux représenta

tions U de G sur H sont associées bijectivement les mesures de Stone 

E sur G . Pour toute partie fermée F de G , le sous- espace de H 

image de E(F) est alors le sous-espace spectral associé à F . On voit 
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donc que cette théorie des sous-espaces spectraux généralise celle des 
mesures de Stone sur G et en fournit un substitut. En particulier, elle 
fournit une théorie spectrale pour les opérateurs hermitiens sur un espace 
de Banach (voir [2]) ou pour les générateurs infinitésimaux des groupes à 
un paramètre dfisométries d!un espace de Banach. 

L1 application aux espaces assez divers que nous venons d1 évoquer 
conduit à affaiblir les hypothèses de continuité usuellement considérées. 
Rappelons qu'une représentation U de G sur un espace vectoriel topolo
gique X est dite équicontinue [10] si 

1) (Ug)ĝ G est une famille équicontinue sur X , 
2) g 1—* Ug x est continue de G dans X pour tout x-€X . 

Ce sont là les conditions de continuité les plus couramment 
utilisées dans 1'étude des représentations de G , mais cette théorie n'est 
pas toujours directement applicable aux situations considérées. Par exemple, 
si X est un espace de Banach, en transposant une telle représentation, la 
représentation : g i—• *TJg du groupe opposé G° sur le dual X' de X , 
n'est pas toujours équicontinue. En effet, en général (̂U ) est une 

& gg G 
famille équicontinue pour la topologie normique de X' , mais pour x'£X' 
l'application g»—•+ ̂ g*1 n'est pas normiquement continue. Par contre 
cette application est continue pour a(X',X) , mais (̂ J n'est pas 

g g€G 
équicontinue pour a(X',X). 

Ce genre de situation se rencontre notamment dans l'étude des 
automorphismes d'une algèbre de von Neumann M car M est le dual d'un 
espace de Banach M# (prédual de M). Un tel cas a conduit W. Arveson 
à prendre un point de vue où, en fin de compte, on travaillerait avec deux 
topologies à la fois, l'une par rapport à laquelle la condition 1 précédente 
est vérifiée, l'autre pour laquelle la condition 2 est valable. Notons que 
ce genre de structure vectorielle bitopologique existe en théorie de l'inté
gration, où elle fut introduite par L. Schwartz pour étudier les mesures et 
probabilités cylindriques [39] . 

En se plaçant dans ce cadre de structure vectorielle bitopologique 
(décrite brièvement au paragraphe 1), on peut définir les représentations 
continues d'un groupe localement compact G (paragraphe 2). Avec des 
hypothèses adéquates, une telle représentation se prolonge par intégration 
à 1'algèbre (G) des mesures bornées par G . Au paragraphe 3, on 
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définit les sous-espaces spectraux d'une telle représentation dans le cas 
où G est commutatif, en utilisant l'analyse de Fourier. Au paragraphe 4 
on montre que l'étude s'applique aux couples d'espaces de Banach en 
dualité métrique. Si (X,Y) est un tel couple, en équipant X de la 
topologie a(X,Y) et Y de la topologie a(Y,X) on obtient deux espaces 
vectoriels bitopologiques en dualité. Comme X et Y sont complets et 
tonnelés, l'étude générale des paragraphes 2 et 3 peut être précisée et 
poussée plus loin, ce qui est fait aux paragraphes 5 et 6. 

Ces paragraphes 1 à 6 peuvent être considérés comme une première 
partie, développant la théorie générale des représentations continues sur 
un espace vectoriel bitopologique. Elle est inspirée avant tout de l'article 
de W. Arveson [1] , et au paragraphe 6 de la thèse de A. Connes [15]. Les 
paragraphes 1,2,4 et 5 sont relativement formels et donnent le cadre général 
de cette étude. Le lecteur souhaitant prendre connaissance rapidement de 
cette théorie et de ses principaux résultats se reportera avant tout aux 
paragraphes 3 et 6. 

La deuxième partie est consacrée aux représentations continues 
par automorphismes sur une algèbre d'opérateurs. Le paragraphe 7 étudie les 
propriétés de ces représentations dans le cadre plus général des algèbres 
de Banach bitopologiques. Les paragraphes 8 et 9 donnent les applications 
aux algèbres de von Neumann et aux C*-algèbres qui illustraient l'article 
de W. Arveson déjà cité et qui furent développées et complétées par 
D. Olesen et G.K. Pedersen [28], [31], [32]. Le paragraphe 8 démontre 
essentiellement deux résultats : le théorème de Kadison-Sakai affirmant 
que toute dérivation D d'une algèbre de von Neumann M est intérieure 
(obtenu ici en étudiant le groupe à un paramètre t «—+ exp it D 
d'automorphismes de M) , et le théorème de Borchers énonçant que les 
représentations par automorphismes de [Rn sur M induites par certaines 
représentations unitaires de CRn sont intérieures (obtenu à l'aide d'un 
lemme d'Araki non publié). Ces résultats sont utilisés au paragraphe 9 
qui donne des analogues pour une C -algèbre. Les invariants S et r 
de A. Connes sont introduits aux paragraphes 7, 10 et 11, mais leur 
exploitation en vue de la classification des facteurs de von Neumann 
dépasse le cadre de cette étude (voir [15] , [16] ). 

Chaque paragraphe est suivi de notes indiquant la provenance de 
ses principaux résultats. Il s'agit de renseignements très succincts qui ne 
sauraient constituer une bibliographie exhaustive. 
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ÉTUDE GÉNÉRALE DES REPRÉSENTATIONS 

§1 LA CATÉGORIE DES ESPACES VECTORIELS BITOPOLOGIQUES 

1.1. VzjlviitioYi - Nous écrirons e.l.c.s. pour espace vectoriel topologique 
localement convexe séparé. 
Pour les besoins de l'intégration, nous aurons à considérer pour 
un e.l.c.s. X, la condition (K) suivante : 
(K) pour toute partie compacte K de X, l'enveloppe convexe fermée 
Co(K) de K est compacte. 

Rappelons que si X est quasi-complet, la condition (K) est 
vérifiée ( [8 ] y Chap. II, §4, prop. 3 et corollaire). 

1.2. V&^nltLon - Nous appellerons e.l.c.s. bitopologique un couple 
0t> X Q) où X et X. sont deux e.l.c.s. vérifiant les conditions suivantes. 

1) X et X Q ont le même espace vectoriel sous-jacent , 
2) la topologie de X est plus fine que la topologie de X Q , 
3) il existe dans X un système fondamental de voisinages de zéro 
qui sont convexes, équilibrés et fermés pour la topologie de X Q. Notons 

que de tels voisinages sont des tonneaux de X. 

1.3. R2№A.qy.<L6 - Soit (X, X Q) un e.l.c.s. bitopologique. 
a) Si un voisinage convexe V de zéro dans X est fermé pour la topolo

gie de X Q , sa jauge j v est semi-continue inférieurement sur X Q . 
Grâce au théorème de Hahn-Banach , ceci signifie que jy est enve
loppe supérieure sur X Q des éléments de qu'elle majore . 

Dans la définition 1-2 la condition 3) signifie donc qu'il existe 
un système filtrant croissant de semi-normes, définissant la topologie 
de X semi-continues inférieurement pour la topologie de X Q. 

b) La topologie de X étant plus fine que celle de X Q le dual X^ de 1Q 

s'identifie à un sous- «space vectoriel du dual X' de X . Comme 

X Q est séparé , on voit par bipolarité que X^ est partout dense 

dans X F pour a(XF ,X). 

c) Si A est une partie complète de X Q , c'est une partie complète de X . 
Il s'agit en fait, d'une propriété des structures uniformes ( [7] , 
eh II, §3, n°3, prop. 7). Il en résulte que si X Q est quasi-complet , 
alors X l'est aussi. En effet, si A est une partie bornée et fermée 
de x > e l ie est bornée dans X Q . Sa fermeture dans XQ est encore 
bornée , donc complète dans ̂  • Elle est alors complète dans X 
et contient la fermeture de A dans X . 
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ESPACES VECTORIELS BITOPOLOGIQUES 

d) Les parties bornées de X sont des parties bornées de XQ car la 
topologie de XQ est moins fine que celle de X . Si XQ est quasi-
complet , la réciproque est vraie. En effet, tout voisinage de 
zéro dans X qui est un tonneau de XQ absorbe toute partie convexe, 
équilibrée, complète et bornée de XQ ([8], Chap. Ill, §3, leume 1). 

e) Si B est une partie bornée de X , sa fermeture A dans XQ est encore 
une partie bomee (et fermée) de X . Pour le prouver , considérons un 
voisinage de zéro dans X qui soit un tonneau de XQ . Il existe 
X > o tel que B c XV . On a alors A a XV d'où l'assertion. 

f) Si XQ vérifie la condition (K) , alors X la vérifie également. 
En effet, si K est une partie compacte de X , elle est encore 
compacte dans XQ dont la topologie est séparée et moins fine que 
celle de X . Dans XQ , son enveloppe convexe fermée A est compacte 
grâce à la condition (K), et par suite complète. Mais alors , d'après 
c) , A est complète dans X et contient l'enveloppe convexe Co(K) de 
K , et on sait que Co(K) est précompacte dans X ( [g], ch II, §4, 
n° 2, prop. 3). 

1.4. La cjout2.Qonlo, doA e.l.c&. bltopologique 

a - Si (X,XQ) et (Y ,YQ) sont deux e»l.cs. bitopologiques, on appellera 
morphisme de (X>XQ) dans (YjŶ ) toute application linéaire continue 
de X dans Y qui soit aussi continue de XQ dans Y Q , c'est-à-dire 
tout élément de <&(X,Y)0 &(XQ,Y0). Il est facile de vérifier que 
l'on définit ainsi une catégorie. En associant à tout e.l.c.s. X 
le couple (X,X) on définit un foncteur de la catégorie des e.l.c.s. 
dans celle des e.l.c.s. bitopologique qui apparait donc comme plus 
générale. La notion d'isomorphisme se définit comme toujours à 
partir de celle de morphisme 

b - Soit (X,XQ) un e.l.c.s. bitopologique et soit Y un sous-espace de X. 
Notons YQ ce même sous-espace vectoriel, mais équipé de la topologie 
induite par celle de XQ. Alors (Y,YQ) est un e.l.c.s. bitopologique 
que nous appellerons sous-espace de (X,XQ). Notons que si XQ vérifie 
la condition (K) (resp. est quasi-complet) et si YQ est fermé dans 
XQ, alors YQ vérifie (K) (resp. est quasi-complet). 

c - Soient (X,XQ) et (Y,YQ) deux e.l.c.s. bitopologiques. Munisspns 

J,(X,Y) de la topologie de la convergence uniforme sur les parties 
bornées de X , définie par les semi-normes j A . : ui—> sup p-[u(x)l 

A > 1 x*A 1 

où A décrit un système fondamental de parties bornées de X et où 

(p-) est un système fondamental de semi-normes de Y. Munissons 
1 7i£I 
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ÉTUDE GÉNÉRALE DES REPRÉSENTATIONS 

^(XQ, YQ) de la topologie de la convergence simple sur XQ . Notons 

alors L (resp. LQ) l'espace vectoriel £(X,Y)H &(XQ> Y ) des morphis-
mes de (X,XQ) dans (Y,Y ) muni de la topologie induite par celle de 
%(X,Y) (resp. par celle de &(X ,Y )). 

Si les semi-normes p. où ici sont s. ci. sur Y 0n voit î o 
facilement que les semi-normes j^ ̂  de L sont s. ci. sur LQ . On 

obtient ainsi une structure d'e.l.c.s. bitopologique (L, LQ) canoni 
que sur l'espace vectoriel̂ ê(X,Y)Q(X̂ ,Y ). 

Notons que le dual de LQ est l'espace X®Y^ des formes linéaires 
m 

du type l co . où pour tout X-cX , tout yf-£Y' et tout u^L 
i=1 xi» y i 0 ° 0 

on pose u (u) = < u(x), y' > . 
A>7 

d - Soit (X,XQ) un e.l.c.s. bitopologique. Comme cas particulier de c), 

si ZQ désigne le dual de XQ muni de la topologie a(X̂ ,XQ) , et si Z 

désigne ce même dual de XQ muni de la topologie induite par la topo

logie forte 3(X*,X) du dual X' de X , alors (Z,Z ) est un e.l.c.s. 

bitopologique que nous appellerons dual de (X,XQ).et noterons (X,XQ)'. 

Si u est un morphisme entre e.l.c.s. bitopologiques, en transposant 
u , on obtient un morphisme entre objets duaux. 

Considérons maintenant le dual de (X,XQ) ' = (Z,ZQ). C'est le 

le couple $>^0) ^ 0 est XQ équipé de la topologie affaiblie a(XQ,X̂ ) 

et où X est X équipé de la topologie induite sur X par $(Z' ,Z). Cette 
topologie de X est plus fine que celle de X et moins fine que la topo
logie induite par e(X",X'). Si celle-ci est égale à la topologie de X , 
c'est-à-dire si X est infratonnelé, alors on aura X = X . Il en sera 
donc ainsi en particulier, si X est tonnelé ou bornologique, par 
exemple si X est un espace vectoriel norme. Dans ce cas le dual de 

(X,%0) sera (X,XQ)
f , autrement dit (X,Xo)"

! = (X,XQ)' et on aura 

(X,XQ)
M = (X,XQ) si et seulement si la topologie de XQest égale à 

a(X0,Xo'). 

4 



ESPACES VECTORIELS BITOPOLOGIQUES 

e) Produits 

Soit (X1 , X*) une famille d'e.l.c.s. bitopologiques. Alors 
i i i € l 

( n X , n X ) est un e.l.c.s. bitopologique que nous appellerons 
ici ici 0 

produit de la famille donnée. 

f) Espaces involutifs 

Soit (X>x

0) un e.l.c.s. bitopologique, sur le corps (D , et notons 

(Xe , x|p l'espace imaginaire conjugué obtenu en remplaçant la multi
plication par les scalaires (X,x) —> Xx par la loi (X,x) •—> Xx , 
où X désigne le nombre complexe conjugué de X . 

Nous appellerons involution sur (X,XQ) un élément J de 
^g(X,Xc)fl&(Xo,x£) tel que J2 = I et (X,XQ) muni de 1'involution J 
sera appelé un e.l.c.s. bitopologique involutif. 

Notons que si (Y,Y ) est un autre e.l.c.s. bitopologique invo
lutif d'involution Jf , alors l'application u —> J' u J est une involu

tion sur £(X,Y)fl&(Xo, Y ). L'e.l.c.s. bitopologique (L,LQ) canoni-
quement associé muni de cette involution devient un e.l.c.s. bito
pologique involutif. 

En particulier, si (Y>YQ) = (X,XQ) , et si J' = J , posons 
u* = J u J pour tout U€ L = *&(X)nifc(X0). Alors (L,LQ) devient un 
e.l.c.s. bitopologique et son involution est telle que (u v)* = v*u*~ 
pour tous u, V€L. 

1.5. Intégration donó IQJ> e..l.c.¿. bÁXopo¿og¿qu>&¿ 

Rappelons quelques résultats classiques d'intégration 
vectorielle. 

Soient X un e.l.c.s. , S un espace topologique localement 
compact , y une mesure de Radon bornée sur S et F une application 
de S dans X . 

Nous dirons que F possède scalairement une propriété si 
pour tout x'<£Xf, l'application s »—> < F (s) , x' > la possède. Si 
F est scalairement y-intégrable, alors < F(s) , x' > dy(s) existe 

S f 

pour tout x'-eX. L'application x' »—> < F (s) , x' > dy(s) 

•S 

est un élément du dual algébrique (X')* de X' noté F(s) dy(s). 

F̂ 

Si cet élément appartient à X lui-même, on dira que F est scalairement 

y-intégrable dans X . 
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ÉTUDE GÉNÉRALE DES REPRÉSENTATIONS 

iemme - Repnenon* le* donnée* X , S , y , F pneczdente* et *olt 

A V enveloppe, convexe equAJiibn.ee ^enmee de F (S) dan* (X')"*". 

U) SI F e*t *calalnement w-lntegnable , alon* F (s) dy(s) 

e*t un element de I y I A . 
[il] SI S e*t compact , *l F e*t continue , *l X ve^u^e £a 

condition (K) , a£o>tô F e*t *calalnement \i-lntegnable dan* X . 

(voir [9] , ch 6 , §1 , n°2 , prop 5 et corol.). 

1.6. Vnopo*ltion - Soient (ХД0) ил- espace vectonlel bitopologique , S un 
espace £оса£етеп£ compact, y шаг me*une de Radon bonnee *un S , F 
une application continue de S dan* XQ et bonnee en tant qu'application 
de S dan* X . On *uppo*e que X vénl^le la condition (K) et que 

X qua*l-complet. Mon* F 4calâinement v-lntegnable dan* XQ. 

Notons A l'enveloppe convexe équilibrée fermée de F(S) 

dans X Q . Par hypothèse F(S) est une partie bornée de X. D'après la 

remarque 1-3-e , A est encore une partie bornée de X . 

Soit (Cn) une suite croissante de parties compactes de 

S telle que |y| (Cn) —> || y II. On peut évidemment supposer que ||y||= 1. 
Puisque F est continue de S dans X , pour tout n l'intégrale 

y n = F(s) dy (s) existe et c'est un élément de A (lemme 1-5). 

4 

Vérifions que (y ) est de Cauchy dans X. Elle aura une limite dans A 

puisque X est supposé quasi-complet. 

Soient V un voisinage de zéro dans X qui soit un tonneau 

de X Q , puis Л > о tel que A сXV. Notons j la jauge de XV. Comme j 
est enveloppe supérieure d'éléments de X^ (rem. 1-3-a), on aura 
j(y n + k " Уп) < j [F(s)] dy(s) pour tous n,k 

k + v c n 
avec j[F(s)] s 1 pour tout s-e S , d'où finalement 
J ^ V k - V * и « W - m « У — > 0 

Ainsi (yn) est de Cauchy et admet une limite y-cA dans X. 
D'autre part, F(S) est bornée dans X donc dans XQ. Pour 

tout Ф^Х^ la fonction s i—> < F (s), ф > est continue et bornée sur S, 
et par suite y-intégrable. Ainsi F est scalairement y-intégrable 

et on a : r r [ < F (s) dy(s) , Ф > = < F (s), Ф > dy(s) = lim <F(s) ,4>dy (s) 
N —>°° 

js s n L 
Si = lim < У , Ф > = < У, Ф > 

n —>°° 

6 
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ESPACES VECTORIELS BITOPOLOGIQUES 

f 
Cela prouve que I F(s) dy (s) = y € A , donc que l'intégrale de F 

S 
est un élément de X . 

o 

NOTICE BIBLIOGRAPHIQUE . 

Les paragraphes 1 et 2 donnant les généralités sur les repré

sentations continues des groupes topologiques sur des e.l.c.s. sont 

dûs à F. Combes. Ils s'inspirent de l'article de W. Arveson [l] . 

En particulier, les propositions 1-6 et 2-5 sont de simples trans

criptions des propositions 1-2, 1-4 de [l]. 

La structure d'espace de Banach bitopologique considérée par 

W. Arveson semble avoir été introduite pour la première fois par 

L. Schwartz pour étudier les mesures et probabilités cylindriques 

[39] • 
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ÉTUDE GÉNÉRALE DES REPRÉSENTATIONS 

§2 REPRESENTATION CONTINUE D'UN GROUPE LOCALEMENT COMPACT SUR UN e.l.c.s. 

BITOPOLOGIQUE. 

2.1. Notations - Soit G un groupe localement compact. Notons C° (G) 

(resp. Ĉ (G)) l'espace de Banach des fonctions continues qui tendent 

vers zéro à l'infini sur G (resp. qui sont bornées sur G). Nous 

noterons M1(G) l'espace de Banach dual de C°(G) , c'est-à-dire 

l'espace des mesures de Radon bornées sur G. C'est une algèbre de 

Banach unifère quand on le munit du produit de convolution. 

Nous noterons M^(G) l'espace vectoriel topologique 
1 1 v> 

obtenue en munissant M (G) de la topologie faible a (M (G) , C (G) ) 

associée à la dualité naturelle suivante entre M1(G) et Ĉ (G) : 

(y , f ) > < y , f > = f(g) dy(g). 
JG 

Sur les mesures de probabilité sur G,cette topologie induit la 

topologie de la convergence étroite. 

La boule unité fermée de M1(G) est fermée pour cette 

topologie puisqu'elle est fermée pour a(M^(G), C°(G) ) qui est 

moins fine. Donc (M\G) , M^ (G) ) est un e.l.c.s. bitopologique 
1 b ^ 

(plus précisément M (G) et C (G) sont deux espaces de Banach en 

dualité métrique au sens du §4) . 

2.2 Définition - Nous appellerons représentation continue d'un groupe 

localement compact G sur un e.l.c.s. bitopologique (X,XQ) , un 

homomorphisme U du groupe G dans le groupe des éléments inversibles 

de J^(XQ) vérifiant les conditions suivantes 

1J La famille U(G) = { U g ; g^G } est équicontinue sur X . 

2) Pour tout x€.X , l'application g i—> Ugx est continue de G 

dans X Q . 

Si (X,XQ) est involutif, d'involution J , nous dirons que U est 

involutive si J U g J = Ug pour tout gcG . 

Nous appellerons représentation équicontinue de G sur 

un e.l.c.s. X , une représentation continue de G sur l'e.l.c.s. 

bitopologique (X,XQ) OÙ X Q = X . 

2.3. Remarques -

a) D'après la condition 1) , pour tout g eG , on a 

Ug e #(X) 0 et Plus précisément, Ug est un isomorphisme 

de l'e.l.c.s. bitopologique (X,XQ) sur lui-même. 
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b) Notons (L, L Q) la structure naturelle d
1 e.l.c.s. bitopologique 

introduite au paragraphe 1-3-c sur l'algèbre #(X) fl«#(XO). Alors la 

condition 2) ci-dessus signifie exactement que U : g i—> est continue 

de G dans L Q . 

c) De la condition 1) il résulte que l'image U(G) de U est une 

partie bornée de L. En effet, considérons un voisinage V de zéro dans 

X et une partie bornée A de X. Comme la famille U(G) est équicontinue 

sur X, il existe un voisinage W de zéro dans X tel que Ug(W) C V pour 

tout g£G. Soit X > o tel que XA C W. On a alors 

* [Uu g(A) ] =(jU g (XA)c|JUgW C V. 

Ainsi U(G) est bien une partie de <£(X) bornée pour la topologie de la 

convergence uniforme sur les parties bornées de X. 

2.4. Vë.jinition& - Soit U une représentation continue d'un groupe loca

lement compact G sur un e.l.c.s. bitopologique (X,X Q). Notons (L.LQ) la 

structure bitopologique naturelle sur X(X) f) #(X Q). 

On dira que U est ponctnoJULomant intzgtiabli si pour tout X Ê X Q 

et tout y£№j(G), l'application g i—> x est scalairement y-intégrable 
de G dans X . Cette application étant continue, elle est scalairement 

1 
y-mesurable. La condition signifie donc simplement que pour tout yéM (G), 

l'élément Ugx dy(g) du complété faible de X Q est un élément de X Q. 

•G 

Il est clair que x i—> U x dy(x) est alors une application linéaire 

•G 

de X Q dans lui-même. Nous la noterons U(y). 

On dira que U est inttgnxiblz si l'application U de G dans L Q 

est scalairement y-intégrable pour tout y € M1 (G). Comme U est continue 
de G dans L Q (rem. 2-3-b-) , ici aussi la condition signifie simplement 
que pour tout y£M1(G) , l'élément U dy(g) du complété faible de 

JG g 

L̂  est dans L . o o 

Donnons des conditions suffisantes pour que U soit intégrable 

ou ponctuellement intégrable. 

2.5. Proposition - CoriàeAvoyu l&> donniez eX notation* ptâczdmtte. 

U) St X Q v&niAie. ÙL condition (K) 2t *i X QAt qucu>i-complzt , aJLohA 

U zAt poncXjuLZltmojnt intlgnable,. 
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ili) SI LQ vfyil^le. la condition (K) et il L e¿t qua¿l-complzt , 
alo 16 U est integrable. 

(i) Pour tout x£X, l'application Fx : g i—> U g x est continue de G 
dans XQ et d'après 2-3-c- elle est bornée de G dans X. D'après la 
proposition 1-6 , pour tout y€M1(G) cette application est scalairement 
y-integrable de G dans XQ . 

(ii) De même U est continue de G dans LQ (voir 2-3-b) et bornée de 
G dans L (voir 2-3-c) , d'où la conclusion. 

2.6. Remangue. - Soit (X,XQ) un e.l.c.s. bitopologique. Si XQ est quasi-

complet, alors il vérifie la condition (K) ((8), ch. II, §4 , n° 2, 
prop. 3), et X est quasi-complet (rem. 1-3-c-). D'après la proposition 

2-6, toute représentation continue d'un groupe localement compact G 

sur (X,XQ) sera ponctuellement integrable. Cela s'applique notanment 

dans les deux cas particuliers suivants 

a - Si E est un e.l.c.s. tonnelé, si X̂  est le dual faible de E et 
' o 

X le dual fort de E. Les parties bornées de XQ sont équicontinues sur 
E et donc relativement compactes dans XQ qui est donc quasi-complet. 
b - Si X = XQ avec X quasi-complet. Toute représentation équicontinue 

de G sur un e.l.c.s. quasi-complet est donc ponctuellement integrable, 
et même integrable (voir rem. 2.9.b)). 

2.7. ?nopo¿l¿ljon - Solent G un groupe, localement compact , U une, ncpnt-
hzntation continue, de. G, ¿un un ei,c.¿. bitopologique (X,X0). Le¿ 
condition* ÁulvanteA ¿ont équivalentes. 

U) U eMt Intignxible. 
[Il] U e&t ponctuellement Intlgnable et U(y)£«#(X) ñ #(XQ) poun 

tout y*M4(G). 

SI ceA condition* *ont v&iiilíeA on a alosa Ug dy(g) =U(y). 
•G 

Soit (L,LQ) la stucture d'e.l.c.s. bitopologique 

naturelle sur # (X) (XQ). Pour tout x-éXQ et tout <j>eX¿ notons 

wx ^ la forme linéaire u i—> < u(x) , <t> > sur LQ . Le dual de LQ 

est alors l'espace des formes linéaires sommes d'un nombre fini de 

telles formes u> x . (voir 1-4-c-). On voit donc que l'élément x,<}> 
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U dy(g) du complété de LQ est caractérisé par la relation 
• G 

(1) < Ug dy(g) , ш х > ф > - < Ug x , ф > dp (g) , У*€Хо,\/ф€ X¿ . 
•G 'G 

Si (ii) est remplie , alors l'élément U(y) de LQ vérifie la 

relation (1) (par définition de U(y)x dans X ). On a donc 
ug d^(g) = U(y) € LQ pour tout y* M

1 (G) et U est intégrable. 

« G 

Réciproquement, supposons U intégrable. Pour tout 

ycM1 (G) , posons = Ug dy(g)-eL0 . Alors pour tout x -e XQ , la 
G Í relation (1 ) montre que 11 élément x de XQ est égal à Ugx dy (g). 

'G 

Cela prouve que U est ponctuellement intégrable et que U(y)x - T̂ x pour 

tout xcX . On a donc U(y) = T̂ -e <g(X) O . 

2.8. Propoòition - Soient G un длоире localement compact , U une nepKt-
Áentatian continue, et ponctueMement integrable de. G бил un ei.c.4. 
bitopologique. (X,XQ). 

U) Роил tout y-cM1(G) , Vapplication laìeaiKc U(y) e&t un 
élement de. 95>(X). 

[ii) y i—> U(y) e&t un komomorpkibme d'algèbreb de M1 (G) donò <g(X) 

qui prolonge U danò le -benb ¿uivant : U(6g) = U g роил tout g-c G. 
[LIO y i—> U(y) eòt contimi òi on munit M1 (G) de. la topologie, 

nomique et %QQ de. la topologie, de. la convergence unicorne, ьил le& 
partieò Ьолп&ел de. X . 

(iv) y i—> U(y) e&t continue bi on munit (G) de. la topologie. 
1 b 

a(M (G), С (G)) et %0Q de. la topologie, de. la co nv erg enee ¿imple &ил 
X роил la topologie, de X Q . En particulier, роил toute unite 
approcin.ee (fp danò L1 (G), et tout x-c X Q on a Uff^ x —> x danò X Q . 

M Si U e&t integrable, у •—> U(y) eòt un komomorpki&me d'z.l.c*. 
bJXopologiqueb de (M1 (G) , M1 (G)Q) donò (L,LQ) od (L,LQ) de&igne 
la &tructure d*e.l.t.s. bitopologique naturelle ьиг ^>(Х)П Cg(XQ). 

11 
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(i) Pour vérifier que U(y)€ &(X) on peut supposer* y H < 1. 
Soit V un voisinage de zéro de X qui soit convexe équilibré et 
fermé pour la topologie de XQ. Comme U(G) est équicontinue sur X, 
il existe un autre voisinage W de zéro dans X tel que Û (W) c V pour 
tout g -c G. Pour tout x-eW , l'application F : g i—> U x prend ses 
valeurs dans V. D'après 1-5-(i), l'élément U(y)x est dans l'enveloppe 
convexe équilibrée fermée de FX(G) dans XQ , et donc dans V. Cela 
montre que U(y) (V© cV, d'où la continuité de U(y)sur X. On a démon
tré plus que cela (voir la remarque 2-9) 

En vue de l'assertion (iii) , notons que si A est une 
partie bornée de X, il existe X > o tel que xAcW et alors on a 

(1) X U(y) (A) = U(y) (XA) c U(y) (W c V 

(ii) On voit facilement que y •—> U(y) est linéaire et que 
U(6 ) = U pour tout g^G. Vérifions que pour tout couple (y,v) d'élé-

ments de M1 (G) on a U( y * v) = U(y) U(v) . Soient x< X et <K X£ c X'. 
On a 

< U( y*v)x , <J> > = < Ugx d( y*v) (g) , <f> > 
•G 

< Ugx , t > d( y*v)(g) = < U s + tx, 4 > dy(s) dv(t). 
•G J •'GxG 

La fonction ft,s) i—> U ̂ , x est continue de GxG dans X̂  et on a v 9 J s+t o 

«Ê-eX̂  , donc (t,s) i—> < Us+^x , (J> > est continue. Cette dernière est 

bornée car (t,s) i—> u*s+t

x est bornée de GxG dans X (rem. 2-3-c-). On 
a donc une fonction integrable pour y * v et le théorème de Fubini nous 
donne (compte tenu du fait que Us-e %(XQ) pour tout s-CG) , 

< U(y*v)x , • > = dy(s) < U5Utx , ̂  > dy(t) 
•G J<3 

< U(v)x , 

• G 

*и Ф > du (s) = < ILU(v) , Ф > dp(s)=<U(y)U(v)x̂ > 
5 s 

d'où l'assertion (ii). 

(iii) Pour toute partie bornée A de X et tout voisinage de 
zéro de X convexe équilibré et fermé pour la topologie de XQ , on peut 
considérer l'ensemble W A y des u«ê (X) tels que , u(A) c V. On obtient 
ainsi un sytème fondamental de voisinages de zéro de la topologie consi
dérée ici sur £(X). La relation (1) ci-dessus , montre que pour tout 
voisinage W. v de ce type il existe X > o tel que la boule fermée centrée 

A,V 
en zéro dans M (G) de rayon X ait son image par U incluse dans v , 
d'où la continuité annoncée de l'application linéaire y »—> U(y). 
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(iv) Soit j une semi-norme définissant la topologie de XQ . 
Montrons que pour tout x€ X on a j [U(y)x ] —> o quand y —> o pour 

1 b 
la topologie a (M (G) , C (G)). Comme j est continue sur XQ on a 
j [U(u)x] - j [ f Ugx dy(g)J 4 f i [u x] d y ( g ) = < F , y > 

JG JG g 

où F désigne la fonction g i—> j [UgOO J sur G. Comme g »—> U g (x) 

est continue de G dans X̂  , et bornée de G dans X , lafonction F est 
b 

un élément de C (G) , dfoù la conclusion. 
Rappelons que si (f.) est une unité approchée de iJ (G), 

1 1 v» 
alors (f.) tend vers l'unité 6 de M (G) pour la topologie a(M (G), C (G)) 

([10] , Chap. 8, §2, corollaire 1),donc Uff^ x —> x dans XQ pour tout 
x €X 0. 

(v) résulte de (iii) et (iv)y compte tenu de la proposition 2-7. 

2.9. RQMXAJOUQJÍ -

a) Soit B la boule unité fermée centrée en zéro de M. (G). Soit 
V un voisinage de zéro dans X qui soit convexe, équilibré, fermé 
pour la topologie de X Q. Si W est un autre voisinage de zéro dans 
dans X tel que Ug(W) c V pour tout geG , nous avons vu en démontrant 
(i) que pour toute y-€B on avait U(y)(W)CV . Cela montre que la 
famille U(y), pour y-eB, est équicontinue sur X dans les mêmes 
conditions que la famille Ug pour g€G. En particulier, si X est un 
espace de Banach de boule unité fermée, fermée pour la topologie de X Q , 

et si on a ||Ug|| ̂  k pour tout g€G , alors on a |}U(y) || ̂  k pour 
toute y e B. 

b) Toute représentation équicontinue U ponctuellement intégrable 
de G sur un e.l.c.s. X est intégrable. En effet, il suffit d'appli
quer les propositions 2.7 et 2.8 (i) dans le cas particulier où X = X Q . 

Pour une représentation ponctuellement intégrable U de G sur 
un e.l.c.s. bitopologique (X,Xq) , nous allons voir qu'il suffit 
d'avoir X' = X^ , (autrement dit que la topologie de X soit com
patible avec la dualité de X avec X' ) pour que U soit équicon
tinue. Mieux, toute représentation ponctuellement intégrable "contient" 
une représentation équicontinue. 
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2.10. Proposition - Soient G un groupe localement compact , U une 
représentation continue et ponctuellement Intégrable de G бил 
un e.l.c.s. bitopologique (X,XQ). L'ensemble des x£X tels que 
g i—> UgX soit continue de G dans X est un sous-espace 
vectoriel ^erme de X , stable par U g pour tout g^G , partout 

dense dans X . 
о 
Il est clair que l'ensemble E considéré est un 

sous-espace vectoriel de X stable par Ug pour tout gcG. Soit x 

un élément de la fermeture E de E dans X. Soit V un voisinage de 

zéro dans X. La famille des U g où g€G étant équicontinue sur X, 

il existe un autre voisinage de zéro W dans X tel que Ug(X) с V 
pour tout g-eG. Soit y*E tel que x-y-eWj pour tout gcG on a 
Ug x - U g y-e Ug(W) с V . Cela prouve que l'application g i—> U g x 
est limite uniforme sur G des applications g i—> U g y lorsque 
y-e E tend vers x dans X. Elle est donc continue et on a É = E . 

Soit(f̂ ) une unité approchée de L̂  (G) et soit x-€X. 
D'après 2.8 (iv)/dans XQ , les éléments x̂  = U(f̂ )x convergent 

vers x. Pour tout i€ I, on a x^ E. En effet g+—> Ux. = U(ôg-* f^x 

se compose de g i—> 6̂ * f ̂ continue de G dans L̂  (G) (car la repré
sentation régulière gauche de G sur L̂ (G) est équicontinue) et de 
y i—> U(y)x qui est continue de (G> dans X (prop. 2-8-(iii)). 
Ainsi E est partout dense dans X . 

2.11. Corollaire - Reprenons les données précédentes. SI X et XQ ont 
le mòne dual , alors U est une représentation équicontinue de G 
sur X . 

En effet, la topologie de X étant compatible avec la dualité 

entre X et X' le sous-espace vectoriel E de X̂  fermé dans X est 
0 0 r o 

fermé pour a(XQ , X̂ ) et partout dense dans XQ pour cette topologie. 

Il est donc égal à XQ. 

2.12. Remarque - La démonstration de la proposition 2-10 montre que tout 

x€X tel qu'il existe f€L*(G) vérifiant U(f)x = x est dans le 

sous-espace E . 
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Si U [L (G) 1 contient l'unité I de <£(X), il existe 
f €L (G) tel que U(f) = I et alors g <—> U(6 *f) est continue 
de G dans <#(X) muni de la topologie de la convergence uniforme sous 

les parties bornées de X , comme composée de g i—> ôg*f de G 

dans L1(G) et de y »—> U(y) de M1 (G) dans #(X) (voir prop. 2-8. (iî ) 

Plus précisément on a la caractérisâtion suivante d'une telle 

continuité de U . 

i 

2.13. Pn.opo*ltlon - Soient G un Qh.ou.pe localement compact , U ix№ 
nepKé*entation continue et ponctuellement Integnable de G *UA 
un e.l.c.s. bitopologique (X, X ). Uoton* (L,LQ) la *t/iuctuh.e 
d'e.l.c.s. bitopologique naturelle *UA £(X) fl #(XQ). VOUA que U 
*olt continue de G dan* L , Il {aut et II *u^lt que Vunité 
I de XOQ *olt adhérente à u[ L1 (G)) pouA la topologie de la con
vergence unl^owe *wi le* paAtle* bornée* de X. 

Pour toute partie bornée A de X et tout voisinage 

V de zéro dans X notons y l'ensemble des u € X(X) tels que 
u(A) C V. C'est un système fondamental de voisinages de zéro 

pour la topologie de i6(X) envisagée. 

Montrons d'abord que la condition est suffisante. 

Soient A et V comme ci-dessus. La famille (Ug) où g€G étant 

équicontinue sur X ,il existe un voisinage de zéro V- dans X 
1 

tel que U g (V.,) C V pour tout g-eG. Soit f un élément de L (G) 

tel que I - U(f) €W^ y . Alors pour tout g-€G on a 
[ Ug - U g U(f) ] (A) = U g [ I - U(f) J (A) C Ug (Vj) C V . 

Autrement dit U g - Ug U(f) 6 W A y pour tout geG. Cela 

prouve que gi—> Ug est limite uniforme sur G d'application 

g i—> U (<5g* f) où f € L
1 (G). Elle est donc continue de G dans 

Réciproquement, supposons que U soit continue de G 

dans &(X) pour la topologie envisagée. Considérons un voisi

nage de zéro dans <&(X) du type WA y avec V convexe équilibré 

et fermé pour la topologie de XQ . Soit un voisinage de 

zéro dans G tel que I - U gCW A v pour tout gca et soit 

f une fonction continue positive sur G , à support compact 

inclus dans Q et telle que 
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£(g) dg = 1. Df après le lemme 1-5-(i) on aura 

G 

U(f) - I « [ £(g) (Ug - I) dg € W A ) V 

•G 
Ainsi I est bien adhérent à U[L1 (G)] dans Jg(X). 

2.14. RemaJiqueA -

a) Soient U et V des représentations continues d'un groupe locale
ment compact sur des e.l.c.s. bitopologiques (X,XQ) et (Y>YQ). 

Soit T -e Jé(XQ , YQ) qui entrelace U et V et soient y cM
1 (G) 

et xeX. Si g Ugx est scalairement y-intégrable dans XQ , 
alors g i—> V T = TU l'est aussi dans Y Q et 

g O 
V T dy(g) = T U x dy(g) .D'où les conséquences 
g g 

JG JG 

suivantes. 

Si T est surjective et si U est ponctuellement intégrable, 
alors V est ponctuellement intégrable. 

Si U et V sont ponctuellement integrables, alors TU (y) = 
V(y)T pour tout ycM1(G). En particulier, dans le cas où U = V , 
si T-e S)0CQ) commute avec U g pour tout g £ G , alors il commute 

avec U(y) pour tout y-GM^(G). 

b) Dans le cas où le corps de base est (D , si T au lieu d'être 
linéaire est antilinéaire et si U et V sont ponctuellement 
integrables, on aura T U(£) = V(f) T pour tout £-e L1 (G) (où 
£ désigne l'imaginaire conjuguée de £) . 

c) Soient (X,XQ) et (Y>Yo) deux e.l.c.s. bitopologiques et soit 
t un homomorphisme (resp. un antibomomorphisme) d'algebres de 
6̂(X)DS6(X0) dans &(Y)n$(Y0) qui soit un morphisme pour les 
structures d'e.l.c.s. bitopologiques canoniques , et qui applique 
toute partie équicontinue sur X sur une partie équicontinue sur Y. 
Si U est une représentation continue d'un groupe localement 
compact G sur (X,XQ) , alors V = t o U une représentation 
continue de G (resp. G° groupe opposé de G) sur (Y,Y ). Si 

U est intégrable , alors V l'est aussi et V(y) = x [U(y)] 
pour tout y€M^ (G). 
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2.1 S. Exemple* ou ccu> paAticuLieta de tieptié*entation¿ continue*. 

Soit U une représentation continue d'un groupe localement 
compact G sur un e.l.c.s. bitopologique (X,XQ). 

a) Sous -représentât ions . 

Soit (Y,YQ) un sous-espace de (X,XQ) stable par Ug pour tout 

g€G (autrement dit Ug(Y) = Y pour tout g-eG). Il est clair 
Y 

que U : g i > Ug|Y est une représentation continue de G 

sur (Y,YQ). On l'appellera la sous-représentât ion de U définie 

par (Y,Y0) 

Supposons que YQ soit fermé dans XQ et que U soit 

ponctuellement integrable. Alors d'après le lemme 1-5<i), U Y 

est ponctuellement integrable. Comme l'injection canonique T de 
Y 1 Y dans X entrelace U et U , pour tout y-eM (G) on a 

UY(y) = U(y)|Y (rem. 2-14-a). 
Y 

Si U est integrable alors U est integrable (d'après 

2-14-c où t sera l'application ui—> u|Y de restriction 

de &Q0n&Py dans &00nS0y>-

b) Représentation transposée de U . 
Notons (Y,Y_) l'e.l.c.s. bitopologique dual de (X,X). L'applica-

t 
tion t : u i—> u est un antihomomorphisme de £6(X)n£6(X0) 
dans ̂ B(Y)Ô B(Y0) continu pour les structures canoniques d'e.l.c.s. 
bitopologiques, et V : g»—> *U est une représentation continue 

du groupe opposé G° de G sur (Y,YQ). Si U est integrable, V 

est integrable et pour tout y€M^(G) on a V(y) = [̂Ufy)]. 

c) Composition avec un homomorphisme de groupes . 

Soient H un autre groupe localement compact et j un homomor
phisme continu de H dans G . Alors V = U o j est une repré
sentation continue de H sur (X,X ). Pour tout y€M^(H) , notons 

1 

j (y) la mesure image. C ' est un élément de M (G) et pour tout 
x-e XQ et tout y-£X¿ on a • • 

< Vhx , y > dy(h) =
 < U j ( h ) x , y > d y ( h ) 

= < Ugx , y > dj(y) (g) - < U (j(y)) x , y > 

G 
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Cela prouve que l'élément x dy (h) du complété faible 
'H 

de XQ est égal à U(j(y))x . Si U est ponctuellement 
intégrable (resp. intégrable) on voit donc que V l'est aussi 
et que V(y) = U[j (y)] pour tout y€M1(H). 

NOTICE BIBLIOGRAPHIQUE . 

Voir références données à la fin du paragraphe 1 . 
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SOUS-ESPACES SPECTRAUX 

§3 SOUS-ESPACES SPECTRAUX D'UNE REPRESENTATION D'UN GROUPE COMJTATIF 

Dans tout ce paragraphe, nous considérerons un groupe locale
ment compact abélien G et une représentation continue, ponctuellement 
intégrable U , de G sur un e.l.c.s. bitopologique (X, X Q). 

Nous noterons additivercent la loi de composition interne 

de G. En particulier, 0 désigne l'élément neutre du groupe. Nous noterons 

dg la mesure de Haar choisie sur G (normalisée si G est compact ou discret), 

G le groupe dual de G , 

< g, y > la valeur en un point g de C d'un élément y de G , y la cotransformée 

de Fourier y i—> < g, y > dy(g) d'un élément y de (G). 
•G 

Rappelons que y est une fonction continue et bornée sur G 
et que y »—> y est un homomorphisme continu injectif d'algebres de Banach 
involutives et unifères de (G) dans C*5 (G). 

La restriction à l'idéal L1(G) de (G) de cette application 
est la transformation de Gelfand de l'algèbre de Banach L̂ (G) dont le 
spectre s'identifie à G. 

Pour tout yeM1(G) on obtient une partie fermée de G en 

posant Z(y) = { y € G ; y (y) = o } . 
Pour toute partie A de (G) la partie Z(A) = Z(y) sera fermée dans G. 

Pour toute partie fermée de G, nous considérerons les ensem-
i 

bles : IQ(E) des f fcL (G) tels que f ait un support compact disjoint de E . 

I(E) des f €L1(G) telles que f(y) = o pour tout Y ^ E . 

3.1. Rappela - Pour ces résultats d'analyse harmonique voir par exemple 

[35] ou [11]. 
1) Pour toute partie fermée E de G, l'ensemble I(E) (resp. I(EJ) 

1 

est un idéal de L (G) (resp. un idéal fermé) et c'est le plus petit 
idéal I de L1(G) (resp. le plus grand idéal I de L1(G)) tel que 
Z(I) = E . 

1 

2) Pour tout Y € G , le seul idéal fermé de I de L (G) tel que 
Z(I) = (Y> est l'ensemble de fe L1(G) telles que f(y)= o. 

3) Pour qu'un idéal I de L̂ (G) soit partout dense dans L̂ (G) , il 

faut et il suffit que Z(I) = . 
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4) Soit I un idéal fermé de l\g) . Si f est nulle sur un voisinage 
de Z(I) (soit Z(I) C Z(f) ) , alors f est un élément de I. 

5) Soient K une partie compacte de G et un ouvert contenant K. 
Il existe f€L1(G) telle que f prenne la valeur 1 sur K et la 
valeur o sur le complémentaire de n. 

6) Soit J un idéal de i J (G) partout dense dans L 1(G). Alors il 
existe des unités approchées de L\G) formées d'éléments de J. 
(si (f-) est une unité approchée de L 1(G), pour tout i eI et 

1 i€I 
tout entier n > o on peut choisir ĥ  n e J telle que || ĥ  n|( < 1 et 

Il f4 - h. Il s . On vérifie facilement que (h- J) est encore une 1 i.,n" n i>n 
unité approchée de L (G) ). 

7) Il existe une unité approchée (f-) de iJ (G) telle que f. 
i^I 

soit pour tout i € I à support compact dans G. 
(d'après 5) l'idéal J des f €l}(G) tels que f ait un support compact 
vérifie Z(J) = $ ; d'après 3) J est partout dense dans ]} (G) et 
6) donne 7) ). 

3.2. Véilnitlons at notations . 

a) Pour tout élément x de X posons 

k" - { y€M1(G) ;U(y)x = o} et Ĵ J = k" f| L1 (G). 
X A A 

On obtient ainsi des idéaux de M1 (G) et Î (G) respectivement. Ces idéaux 
sont fermés d'après 2-8-(iii) 

Il est clair que l'on a Z(K̂ ) C Z(Ĵ ) . Réciproquement, 
soit YÊZ(J^) . Pour tout yCK^ et tout f€L1(G) on a f*y €J^ 

D'après 3-1-5-, on peut choisir f tel que f(y) f o . On a alors 

o = (f*y) (Y) - £(Y) P(Y) d'où y (Y) = o . 
Cela prouve que Z(Ĵ ) = Z(K̂ ) 

b) Nous noterons sp̂ x cette partie de G . 

c) Pour toute fonction <\> sur G ou sur G , nous noterons S(<f>) l'en
semble des points où <[> ne s'annule pas et supp. <J> le support S(<J>) de <J> . 
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3.3. Proposition - [propriétés de sp^ x) . Soit x un element de X 

U) Pour tout autre élément y de X on a spyCx+y) C spy xljsp^ y. 
[it] Pour tout scalaire non nul x on a spy(Xx) = sp^ x . 

[Ill) Pour que sp^ x = i ,11. faut et II su^lt que x soit nul. 

[lv) Soit M une autre représentation continue ponctuellement 

Intégrable de G sur un autre e.l.c.s. bitopologique (Y, YQ) et soit 

T € ̂ (X0,YQ) un opérateur qui entrelace U et V . Alors sp^ Tx C sp^ x . Si 

T est Injecti^on a spy Tx = sp^ x . Ve même, si T est semi-Linéaire continu 

de X Q dans Y Q et entrelace U et V on a sp^ Tx C - (spy x)^ et sp^ Tx = - (sp̂  x) 

si T est Injectl^. 

M Pour tout y e M1 (G) on a 

spy x 0 S (y) C sp^ U(y)x c spu x n supp. y 

[vl) Soient ŷ  et y2 deux éléments de (G) têts que ŷ  et y2 

cô ncxctent .OUA. un voisinage de sp^ x dans G . A£o>tò on a U(ŷ )x = U(y2)x . 

En particulier, si ŷ  vaa£ 1 sur un voisinage de sp^ x on a U(ŷ )x = x 

(i) résulte de la relation f)J^ C J^L, 

a y x+y 

(ii) est évident. C'est aussi un cas particulier de [lv) en considé

rant l'homothétie T associé à X . 
(iii) On a jJJ = L1(G) d'où sp o = jzJ d'après 3.1.5. Réciproque-

0 U 
ment soit x f o . D'après 2-8 [lv) , il existe f elJ(G) tel que U(£)x f o . 
On a donc 7* L1 (G) d'où sp^x.t j (d'après 3-1-3) 

(iv) D'après 2-14 pour tout feL1(G) on a V(f)Tx = T U(f)x (resp. 

V(f) Tx = T U(f)x ) si T est linéaire (resp. si T est antilinéaire), d'où 

l'on déduit C Jj x (resp. J^^Tb^^ ce qui entraine SPV T x C s p U x (resP* 

spy Tx C -(spy x) ). Si T est injectif on aura visiblement l'égalité, 

(v) Notons d'abord que 

2€jU(y)x ^ U ( g : ) U ( y ) x = ° ̂  g * y € J x ' 

Soit y un élément de sp^ x . Pour tout g£Ju(y)x yon a g*y€"J^ , d'où 

g (Y) Ì J ( Y ) = O . Si en outre YeS(y), cela implique g (Y) S O ce qui établit la 

première inclusion. 
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1 U X Comme U(y) commute avec U(f) pour tout f € L (G) on a J C Jn^ . d
!où 

^ X U (_y J X 
spy U(y)xCspu x . Pour obtenir la deuxième inclusion, il suffit de montrer 

que spjj U(y)x Csupp. y . Soit y un élément du complémentaire (supp. y) c 

de supp. y , et soit fi un ouvert contenant y et dont l'adhérence "fi soit 
c 1 compacte, incluse dans (supp. y) . D'après 3-1-5 , il existe f 6 L (G) tel 

que f(y) f o et supp. f C fi . Alors on a f y = ô soit f * y = o dans L (G) , 
tj c 

d'où U(f) U(y) = o et f€jy(y)x • Comme f(y) f o , on obtient Yé̂ Py U(y)x) 

donnant l'inclusion recherchée. 

(vi) Posant y = ŷ  - y2 , la fonction y est nulle au voisinage 

de spy x et on a sp̂  x C\ supp. y =• ̂  d'où spy U(y)x = ̂  d'après (v) et 

U(y)x = o d'après (iii) 

Prenant pour y9 la mesure de Dirac <5 à l'élément neutre de G, qui est telle a ^ 
6(y) = 1 pour tout yeG , on voit que si ŷ  vaut 1 au voisinage de spy x 

on a U(ypx = U(6)x = x . 

3.4. VejXnWion Soit P une partie de G . On notera XU(P) (ou même X(P) 

s'il n'y a pas d'ambiguïté sur la représentation U considérée) la ferme

ture dans X Q de l'ensemble des XÉX tels que spy x soit inclus dans P. On 

appellera XU(P) le sous-espace spectral de X associé à U et à la partie P de 
TJ 

G . Il est clair que X (P) est croissant avec la partie P de G . 

Si P est réduite à un point Y on notera simplement X^ ou X^ ce sous-
espace de X et on l'appellera le sous-espace propre de X associé à U et au  
caractère Y de_ G . 

3.5. Vroposltlon Soit P une partie de G . 

U) XU(P) est un sov^-espace vectonlel &елтг de XQ Invcuiiant pan. U . 
Ài) L'ensemble des xcX tetb qae sp,* x solt compact et IncXjas dans 
P est un sous-espace vectonlel de XU (P) partout dense dans XU (P) роил la 
topologie de X Q . On a donc 

x u ( P ) 4 U xV)]". 
*K compact J  

КСГР 
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[ILL) Soit E ivre. partie fermée de G et boit (V. ) une {amllle 
1 ici 

de. voisinages de. E telle, que Q V i = E . Alors on a 

(x€X ; spyXCEJ = XU(E) = [xéX ; U(f)x = o , Vf€I0(E)} = O x U(V i) , 

En particulier, ht ^Ei'iei est une familles de fermés de G, on a 

X U ( H Ei) = H ^CE.) , 

(iv) Si P est réduite a un point y de G on a 

= [xfeX ; Ugx = < g, y > x , Vg€G} . 

(v) Soit Q une partie ouverte de G . Alors X̂ (ft) est le bous-

ebpace vectoriel iermé de X Q engendré par les éléments U(f)x ou x décrit X et où 
c 1 ~ £ décrit Vensemble IQ(fi ) des f eL (G) telles que bupp £ boit compact Inclus 

dans Q . 

[vl] Soit twfc iamllle de parties ouvertes de G . On a 

x u[U« i ] = [l x u ( f t i ) ] - . 
i i 

(i) Résulte des assertions (l), lit), llii) et [lv) de la pro

position 3-3 

(ii) L'ensemble considéré est un sous-espace vectoriel de XU(P) 

d'après les assertions [l] et [IL] de la proposition 3.3. D'après 3.1.7 il 
1 

existe une unité approchée (f ̂) ̂  fe j de L (G) telle que supp f̂  soit compact pour 

tout i€l. D'après 2-8 (iv), tout xcXU(P) est limite pour la topologie de X Q 

de U(£̂ )x et d'après 3-3(v) on a sp u^f^xCspy x O supp f^CP O supp . 

(iii) Pour toute partie E de G , la définition des sous-espaces 

spectraux et les assertions (i) et (iii) de la proposition 3.3 donnent 

{ x€X ; spy xCE }CXU(E) C { x cX , U(£)x = o , ¥f £l°(E) } . 

En supposant E fermée, montrons les inclusions opposées. Soit xeX tel que 

U(£)x = o pour tout f€IQ(E). On a alors d'après 3-1-1, IQ(E) C d'où 

S P u x = Z(jJJ) C Z[IQ(E)]= E . 

Cela prouve que les trois ensembles ci-dessus sont égaux quand E est fermée. 

D'autre part on a XU(E) C fi XU(V.) C O XU(V.) car pour tout ici on a 
i i x i 
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R-C Vi C V±Jet donc XU(E) C X 0^) C X 0^) . Réciproquement si x£XU(vV) 
pour tout i e I, d'après ce qui précède appliqué à la partie fermée , 

on a spy x d pour tout ie I , d'où spy x C /J ̂  = E et x€XU(E). 

Finalement 

XU(E) = £ X^CV^ = O x V p . 

La deuxième assertion de (iii) s'en déduit immédiatemment. 
1 

(iv) Posons 1̂  = {f€L (G) , f(y) = o } . D'après (iii) ci-dessus 
et 3-1-2, pour x f o, on a 

xeX^spy x = {y}<̂ Z(j£) - {y} jJJ = Iy . 

Soit x€X tel que Û x = < g, y > x pour tout g€G . Pour tout f eL (G) on 
a alors 

U(f)x = f < g , y > f (g) x dg = f (y) x. 
Ĝ 

Si x f o , on a alors = 1̂  , soit x€X^ (et pour x = o , cette relation 
est évidente). 

Réciproquement, soit x€X^ non nul et montrons que Û x = < g , y > x 

pour tout g€G. D'après 2-8 (iv), il suffit de montrer que pour tout feL^(G) 
et tout g 6 G on a 

U(f) [Ugx - < g, y > x ] = o 

Si on pose h = f*ôg-<g,y>f cela signifie que U(h) x = o , soit donc 

h€JU =1 . Or la fonction h: y' \—> < g, y' > f(y') - < g, y > f(y') 
X Y 

s'annule en y et h est bien élément de 1̂  , d'où la réciproque. 
(v) D'après 3-3(v) pour tout x eX et tout f elo(ft

c) on a 
spy U(f)x C supp f C Q . Le sous-espace vectoriel Y de X engendré par 

c U les éléments U(f)x où x eX et f eIQ(ft ) est donc inclus dans X (a). 

Montrons que Y contient tout xeX tel que sp̂  x soit compact et inclus dans 
n . Alors d'après (i), Y sera bien partout dense dans XU(ft) . D'après 3-1-5, 
pour un tel élément x on peut choisir un voisinage compact V de sp̂  x , un 

1 
voisinage compact W de V tel que WCîî et f e L (G) telle que f soit 
identique à 1 sur V et nulle hors de W . D'après 3-3(vi) on a alors 
x = U(f)x d'où la conclusion. 
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(vi) Pour tout i el on a X 1 1^) C XU( U Oj) dfoù l'inclusion 

[ l X 1 1^) Y C X U(U fl^ • Pour obtenir l'inclusion opposée il suffit de 

montrer que tout x6X tel que spy x C U ̂  est adhérent à £ XU(î^} . 

Considérons un tel élément x et posons fiQ = (sp̂  x) c puis J = IQ (fi£) + 

I IQ №?) • Les éléments de cet idéal J de L1(G) sont de la forme 

n 
f = g + ï ĝ  avec g à support compact inclus dans fiQ et ĝ  € IQ(fi? ) tel 

k=1 ° l k 

que supp ĝ  soit compact inclus dans fii . D'après 3-3(v) on a spy U(g)x = , 
soit U(g)x = o, et spy U(gk)x C ̂  . On en déduit que 

U(f)x = J U(gk)x e I x
u(fii) 

k=1 i 
pour tout f eJ . 

Comme fiQ L/(U ̂ ) = G, en utilisant 3-1-5 on voit que Z(J) = ̂  et d'après 
1 i 

3-1-3, J est partout dense dans L (G). Soit (f ) une unité approchée 
a aeA 

de L1(G) formée d'éléments de J (voir 3-1-6). Alors x = lim U(£a)x est 

adhérent à £ XU(«i) . 
i 

3-6. VHinition - 1 1 résulte de 3-5 (vi) que la réunion de la famille des ou
verts fi de G tels que X̂ T(fi) = (O) est un plus grand élément de cette famille. 

Son complémentaire est appelé le support spectral de U et noté sp U . 

D'après 3-5(iii), pour tout ouvert fi de G on a 

XU(fic) = { xex ; U(f)x = o , Vf €lQ(fi
C) } . 

Utilisant 3-5 (v) on obtient 

XU(fi) = o«=*U(f)x = o , VxéX , Vf €lQ(fi
C) AfiC) = * . 

Dans ces conditions, sp U apparait aussi comme la plus petite partie 

fermée E de G telle que XU(E) = X . 
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3.7. Cas d'une représentation unitaire 

Proposition - Soit U une représentation unitaire fortement continue 
de G sur un espace kitbertlen H et soit Py la mesure de Stone associée 
à U . Alors 

[i) U est une représentation équicontinue Intégrable de G 
sur H ; 

N 

[ii] Pour toute partie borétienne B de G , on a H (B) = 
PU(B)H ; 

liil) sp U est égal au support de la mesure de Stone Py . 

(i) résulte de la remarque 2-6 b). 

(ii) Rappelons que pour tout geG, on a 

Ug = < g, Y > dPyM 

• G 
d'où pour tout y€M1(G) , 

U(y) - [ dy(g) f < g, Y > dPy(Y) 

G JG 

= ^ ÎÎ(Y) dPyW , 
•G 

d'où , si B est une partie borélienne de G , 

(1) U(y) P^B) = PyfB) U(y) = f y(Y) dPyfY) . 
JB 

Soit E une partie fermée de G . Pour tout fe IQ(E) , on déduit de 

(1) que U(f) Py(E) = o , et d'après la proposition 3-5 (iii) cela entraîne 

que PÎT(E)H est inclus dans 

1 

Soit fi un ouvert de G . D'après (1), pour tout f € L (G) telle 

que supp f soit compact contenu dans fi , on a U(f)H CPy(fi)H , et il 
résulte de 3-5 (v) que HU(fi) est inclus dans Py(fi)H . 
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Alors, si (V.) est une famille de voisinages ouverts dè E 
1 i €.1 

telle que Pi V\ = E , on a 

ff (E) = Л Н 0 ^ ) df après 3-5 (iii) 

C 9 ри^л. ) Н = V E ) H ' 
la dernière égalité provenant de la régularité de la mesure . 

Soit B une partie borélienne de G et notons X l'ensemble des 

parties compactes de G contenues dans B . On a 

A b ) - T u # ( ю Г 
LXeX J 

d'après 3-5 (ii) 

- f u v H " 

Ptj(B)H d'après la régularité de Рц . 

(iii) Pour toute partie ouverte fi de G , on a rF(fi) = 0 

si et seulement si P̂ (fi) = 0 d'après (ii) , d'où (iii) . 

3.8. Proposition - CaractéAisatlon de sp U . Soient 1^ une bcue de 

voisinages de zéro dans G et T un sous-ensemble de X total dans X . 

VOUA, un élément y de G , £eô conditions suivantes sont équivalentes. 

U) Y e sp U • 

(¿¿1 XU( y + V) ̂  {0} pouA ̂ out V é, V ; 

(¿¿¿1 Y € Z(Ker U) où U e4t considéré comme un moA.pka>me de 

L1 (G) dans H (XQ) ; 

Uv) Y € U m . X | . 
L xeT J / 

(i) = ^ (iv) Soit Y un élément du complémentaire de 

E = £ ̂  spy x J et soit fi un voisinage ouvert relativement 
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compact de y tel que fi C E . Alors pour tout £ é IQ(fi ) , la 

proposition 3-3 (V) donne U(£)x = 0 pour tout xe T , d'où par linéarité 

et continuité, U(£)x = 0 pour tout x 6 X . 

Cela montre que XU(fi) = {0} (prop. 3-5 (v)) et par suite que y e (sp U) c . 

(iv) (iii) Comme U(y) € J£(X) pour tout y*M1(G) , on a 

Ker U = П JU 

xeT x 
d'où [UsPu x J~ С Z(Ker U) . 

(iii) = ^ (ii) Soit y dans le complémentaire de la partie de G carac
térisée par la propriété (ii), c'est-à-dire tel qu'il existe Vc ТУ vérifiant 
XU ( y + V) = {0} . Soit W un voisinage compact de y inclus dans 

1 

y + V . D'après 3-1-5, il existe f e L (G) telle que f prenne la valeur 
un en y et la valeur zéro hors de ¥ . Pour tout x € X on a alors 
spy U(f)x С supp f C W d'où U(f)x e X U ( y + V) = {0} . 

Cela prouve que U(f)eKer U avec f(y) = 1 donc que ye[Z(Ker U)]C . 

(ii) = ^ (i) Si y £ Sp U , il existe un ouvert fi contenant y 

et tel que XU( fi) = {0} . Prenant VeWtel que y + V С fi on obtient 
XU( y + V) = {0} . 

3.9. Remangue. - Quand U est ponctuellement intégrable, on a 
U(y) € <S£(X) pour tout y e (G) . Aussi avons nous supposé T totale 

dans X pour prouver que (iv) =^ (iii). Evidemment, si U(y) e O 

£ (XQ) pour tout y e M
1 (G) (c'est-à-dire si U est intégrable), alors 

on peut supposer seulement que T est totale dans XQ et on aura encore 

sp U = f (J SR x ]" 
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3.10. Proposition - (Cas d'un groupe compact). Supposons G compact 

[l] Tout y-eG est un élément Idempotent de l) (G). Son Image 

U(Y) est un projecteur continu de X sur le sous-espace 

de X . Pour Y-| f y2 ^ projecteurs \J(y^) et U(Y 2) *ont 

orthogonaux. 

[Il) Pour tout partie P de G on a XU(P) =| \ X U 1 En 
LY€P

 Y J 

particulier £~ X U &6>t partout dense dans X Q . 
YeG y 

U 
llii) sp U Vensemble des y-eG tels que X^ ? {0} 

(i) On sait bien que Y est une fonction continue sur G , 

donc un élément de L\G) et que Y*Y = Y • On a donc 

U(Y) = U(Y*Y) = U(Y) U(Y) et U(y) est un projecteur de <%(X). 
Pour tout x-éX et tout g-eG on a 

U g U(Y)x = U (6g*Y)x = < g, -Y > U(Y)X. 

Si U(Y)x = x on a donc Ugx = < g, -y > x pour tout g^G , 

soit x^X U . 
-Y 

Réciproquement, si Ugx = < g , -Y > x pour tout g-éG ,on 

obtient 

U(Y)X = < g , Y > U x dg = x dg = X . 
JG g f G 

Donc X^ est bien l'image de U(Y) . 

Pour Y-J f y2 o n a Y-|*Y2

 = 0 = Ï2*"Y1 d' o u 

U(Y-,) U(Y 2) = 0 = U(Y2) UCV1 ) . 

(ii) Comme G est discret, ses points sont ouverts et 3.5 (vi) 

s'applique. 

(iii) Comme la partie {Y} est un système fondamental de voisinage 

de Y , l'assertion résulte de 3-8(ii). 

3.11. En prenant pour T l'injection canonique d'un sous-espace (Y, YQ) 

de (X, XQ) stable par U , la proposition suivante s'applique aux 

sous-représentâtions. 

Proposition - Soient (Y,Y ) un autre e.l.c.s. bitopologique, V 

une autre representation continue ponctuellement Intégrable de 
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G 4UA (Y,Y Q) et T «€o£(YQ, X ) qui entrelace V et U. 

il) Pour toute partie P de G on a T [Y V(P)]cX U(P) f] T(Y) . 

S>c P est fermée et si T est Injective on a l1égalité 
des sous-espaces précédents. 

[Il) SI T est Inj ectlve on a sp VCsp U. 

(i) D'après 3-3-(iv), pour tout x4Y on a sp^ TxCsp^ x. 
Si spy xCP on a donc Tx-€X^(P). Comme T est continue de 
Y Q dans X Q on en déduit que T[ Y

V(P)]CXU(P) . Si T est 

injective sp^ Tx = sp̂ x pour tout x^Y. Si P est fermée, 
la proposition 3-5-(iii) montre que 

T [YV(P)] = X U(P)OT(Y). 

(ii) résulte de la relation Ker UCKer V dans L1 (G) . 

3.12. Remarques -

a) Considérons le cas de la sous-représentation V de U 
associée à un sous-espace spectral Y = X^(P) de U où P 
désigne une partie fermée de G. Alors on aura sp VCP car 
YV(P) = XU(P)f) Y = Y . 

b) Dans la situation semblable à 3-11, où T est anti-liné
aire et injective, on aura T[YV(P)] = XU(-P)OT(Y) et 
sp VC- sp U. 

3-13. Proposition - (représentation transposée). Supposons U 
Intégrable et soit V la représentation continue de G sur 
l'e.l.c.s. bitopologique [Y, VQ) dual de (X, KQ) obtenue 
par transposition. 

[I) Pour toute partie fermée E de G on a 

YV(E) = X U(E C) J' et XU(E = YV(EC)J" 

[II) On a sp U = sp V. 

(i) D'après 2-15-b, V est intégrable et pour tout f-elJ(G) 
on a V(f) = tU(f) où U(f)-€ ¿6 (XQ) . En utilisant les 
assertions (iii) et (v) de la proposition 3-5, il vient 

7<eYV (E) V(f)y = 0 , Y f£I 0(E). 
< x , V(f)y > = 0 , ff-£lQ(E) , V"x^X 
< U(f)x, y > = 0 , ff ̂ Io(E) , fx^X 
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U c 
Comme U(f)x décrit une partie totale de X (E ), cela 

prouve que Y^(E) = X^CE0)"^ . On démontre de même l'autre 
assertion. 

(ii) résulte de l'égalité évidente Ker U = Ker V dans L1 (G) . 

3.14. Proposition - (Composition avec un homomorphisme de groupes) 
Soient H an autre groupe localement compact et j un homo
morphisme continu de H dans G . On pose V = Uoj et on note 
j Vhomomorphisme de G dans H transposé de j . 

(I) Pour tout x-eX on a = j" 1 [K̂ ] vt spy x = [ j (s^ x)] 

(¿¿1 Pour toute partie P de H on a XV(P)CXU(j"1 (P)) avec égalité 
si P est fermée. 

[ÀJuL] On a spV = [j(spU)]~ 
1 

Notons d'abord que pour tout y€.M (H), tout OL-BG on a 

(D [îiv)} (a) - y(1(a)) . En effet, 

0(j(a)) = < t, j(a)d|i(t) = < j(t), a > dy(t) 
H H 

< t, a > dj(y)(t) = [ j(y) ] (a) 
G 

(i) D'après 2-15-c si x est un élément de X et y un élément 
de M1 (H), on a 

y KV 4=7» V(y)x =0«^U(j(y))x =0<=> jfyKK0 . Cela prouve que 

Soit 3€G et posons a = j (3). D'après la relation (1) 
a «L S P v x<=->y(a) = 0 , f y«K̂  = j"1 (iÇ) . 

<^>[jOi)f (3) = 0 ,Vy ̂  

4̂ >v(3) = 0 , V-v€^Oj[M1(H)] . 

Si 3-€spy x = zfK̂ ) on aura donc a = j(3)-éspy x ce qui prouve 

que [jfspy x)]"C spy x . 
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Réciproquement, supposons que Y^fj(spyX)] . Soient et V2 

des voisinages disjoints de y et [j (sp̂  x)]~ respectivement et 

posons W = j~̂ (V2) ; c'est un voisinage de sp̂  x . D'après 3.1.5, 

il existe f-6lJ(H) telle que £ prenne la valeur 1 au point y et la 
valeur zéro hors de V.. donc sur V"2 . Soit y = j(f)-é.M̂ (G) la mesure 

image sur G de f€ (H). D'après la relation (1) et du fait que 

j(W)CV2 , pour tout a«W on a 

y (a) = j(ff (a) = £(j(a)) = 0 

D'après 3-3(vi) on a U(y)x = 0 , soit V (f)x = 0 (voir 2-15-c). On 

a donc f^K^ et f(y) f 0 , d'où Y-̂ -spy x et l'assertion (i). 

(ii) Pour toute partie P de H, la condition spy x CP entraine la 

condition spy xCj (P) et lui est équivalente si P est fermée. 

On a donc XU(P)CXU(j~1 (P)) pour toute partie P de H avec 

égalité si P est fermée. 

(iii) Appliquons (ii) en prenant pour P.. la partie fermée sp V de H . 

Il vient sp UCj ' V - . ) , d'où [ j (sp U) ]~CP-| = sp V. 

Prenant pour P2 la partie [j (sp U)] " de H on obtient de même 

sp UCj"1 (P2) soit X
U (j"1(P2)) = X ou encore X

V(P2) = X . Cela 

entraine sp VC P2 = [j (sp U)] " . 

3.-15. Corollaire - (cas presque périodique). Soit B le compactiez de 
Bohr du groupe G . On suppose. qu'a existe, une. représentation continue 
U de B sur (X, X ) telle que U = ÏÏ|G . Alors 

[i) Pour tout x<€ X , l'adhérence de spg x dans G est sp̂  x . 

[ii) Pour toute partie P de G on a XU(P) = XU(P). 

[Iii) sp U est Vadhérence dans G de sp IJ . 

Rappelons que le groupe B dual de B s'obtient en munissant 

G de la topologie discrète, l'application canonique de G dans B 

étant alors la transposée de l'application identique j de B dans G. 

On voit donc que la proposition 3-14 nous donne les assertions (i) 

et (ii) ainsi que l'inclusion XU(P)CXU(P) pour toute partie P de 

G . 
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Il reste à établir l'inclusion opposée. D'après 3-8(ii) on a 

XU(P) = [ I X U ]" . Or pour tout y-eG on a 

x€X^<=»Ugx = < g, Y > x , V g ^ B 

<=>Ugx = < g, Y > x , y- g^G 

<^x<eX^ . 

Cela montre que X̂  = X^CX^(P) pour tout y-e'P, d'où l'asser
tion (ii). 

3.16. Proposition - Supposons U Intégrable, et soit y^G . Notons V 
la représentation continue g i—> < g, y > U g de, G sur (X,XQ). 

Mors V est Intégrable. Pour tout x€X on a spyc = sp̂ x + y 

et pour toute partie P de G on a XV(P) = XU(P - y). Ew£ôi 

sp V = (sp U) + y . 

Pour tout y€M^(G) notons y. y la mesure < g, y > du (g) de 
densité y par rapport à y . On a alors 

V(y) - < g, Y > U g dy(g) = U(y.y) et (y.yf = (y)+y . , 
JG 

d'où ^ = y.K̂  pour tout x-€X et spyx = (sp̂ x) •+ y . Les 

autres assertions s'en déduisent aussitôt. 

3.17. Proposition - (Représentations involutives). Supposons que 

(X,XQ) et U soient InvoZutiis et notons x »—> x* V involation 

de X . 

U) Pour tout x€X on a spy x* = -sp̂  x. 

[U) Pour toute partie P de G on a XU(P)* = XU(-P) 
[iii] Sp U est symétrique par rapport à l'élément neutre zéro de G. 

(i) était déjà dit en 3-3(iv) et (ii) et (iii) en résultent immé
diatement . 
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NOTICE BIBLIOGRAPHIQUE 

Le spectre d'un élément x de L$(G) (où G désigne un groupe 
localement compact commutatif) est un objet classique de l'analyse 
harmonique, issu notamment des travaux de A. Beurling, T. Carleman et 
R. Godement (voir par exemple [35] §7.8) . Il coïncide avec l'ensemble 

spUX lorsque U est la représentation régulière de G dans L$(G). 

La définition de SP U

X (pour un élément x d'un espace X sur lequel 

G opère par U) et ses propriétés, ainsi que celles du sous-espace spectral 

de X associé à une partie fermée E de G, sont données dans [20], 

reprises et complétées dans ([l] , §2 ) et ([l5], §2.1). La notion de sous-

espace spectral associé à une partie ouverte E de G remplace ici les 

parties R(E) de W. Arveson. 

Outre ces contributions essentielles de F. Forelli, W. Arveson et 

A. Connes, certains des résultats de ce paragraphe se trouvent dans [l2] 

(3-10 a 3-15) et [31]. 
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§4 ESPACES DE BANACH EN DUALITE METRIQUE 

4.1. Introduction - Soit (X, XQ) un e.l.c.s. bitopologique et soit 

(Z,ZQ) l'objet dual. Dans les applications que nous avons en vue 

X sera un espace vectoriel norme (et même le plus souvent un 

espace de Banach ). Alors Z est un sous-espace sectoriel de Xf , 

muni de la topologie induite par $ (Xf ,X). On peut donc le normer 

à l'aide de la norme duale de celle de X qui vérifie pour tout 

Z € Z 

(1) H z H — sup { I < x,z > I ; x£X , ||x|| $ 1 } . 

Puisque (X,XQ) est bitopologique, il existe dans X 

un voisinage de zéro qui est convexe, équilibré et fermé pour la topo

logie de XQ . Quitte à remplacer la norme de X par la jauge de V 

qui est une norme équivalente , on peut supposer que la boule unité 

fermée de X est fermée pour la topologie de XQ . D'après la remarque 

1.3-a), pour tout x € X on aura alors 

(2) |}x|| = sup { | < x,z > | ; zeZ , ||z|| « 1 } . 

Notons enfin que X' étant norme, donc infratonnelé 

l'objet dual de (Z,Z ) est (X, XQ) où X = X et où XQ s'obtient en 
remplaçant la topologie de XQ par a(X, Z) qui est moins fine que 
celle de XQ (voir rem. 1-4-d). La situation sera parfaitement 
reflexive si la topologie de XQ est a(X,Z). Alors (X,XQ) et (Z,ZQ) 
sont entièrement déterminés par la donnée de X et Z, ce qui conduit 
à la notion suivante. 

4.2. Péfinitions - Soient X et Z deux espaces vectoriels normes réels 

ou complexes. On dira qu'une application bilinéaire (x,z) i—> < x,z > 
de X x Z dans le corps de base met X et Z en dualité métrique si pour 

tout (x,z)£X x Z, les conditions (1) et (2) ci-dessus sont vérifiées. 

Notons que X et Z sont alors en dualité séparante. 

Nous noterons X q (resp Z ) l'espace localement 

convexe obtenu en remplaçant la topologie de X (resp. de Z) par 

a(X,Z) (resp. par a(Z,X)). Compte tenu de la relation (2) ci-dessus, 

x t—> ||x|| est une fonction qui est s.ci. pour a(X,Z). La boule 
unité fermée de X est donc fermée pour a(X,Z). De même, d'après (1) 

la boule unité fermée de Z est fermée pour a(Z,X). 
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On voit donc que (X,XQ) et (Z,ZQ) sont des e.l.c.s. 
bitopologiques duaux l'un de l'autre. Nous parlerons des structures 
d'e.l.c.s. bitopologiques canoniquement associées au couple (X,Z) 
d'espaces vectoriels normes en dualité métrique. Si (Y,T) est un 
autre couple d'espaces vectoriels normes en dualité métrique, confor
mément au §1, nous noterons ̂ (X^Y ) l'espace des applications 
linéaires, continues de X muni de la topologie a(X,Z) dans Y muni 
de a(Y,T). 

4.3. Rzma/iquzs -

a) Soient X un espace vectoriel et Z un sous-espace vectoriel du 
dual algébrique X de X . Par bipolarité, on voit que X et Z 
sont en dualité séparante si et seulement si Z est partout dense 
dans X pour a(X , X). 

Si X est norme et si Z est un sous-espace vectoriel 
de X' , par bipolarité, la relation (2) est vérifiée si et 
seulement si la boule unité de Z est partout dense dans celle de 
X' pour o(X',X). 

b) Soient (X,XQ) et (
Y,YQ) deux e.l.c.s. bitopologiques. Si X est 

tonnelé, alors on a <£ (X0,YQ) Cjf (X,Y). En effet considérons 

un élément u de «^(X

0>
Y

0) et un voisinage V de zéro dans Y qui 

soit convexe, équilibré et fermé pour la topologie de YQ . Alors 

u ̂  (V) est un tonneau de XQ , donc aussi de X. C'est un voisinage 

de zéro et u est continue. 

Donc si (X,Z) et (YjT) sont deux couples d'espaces 
vectoriels normes en dualité métrique et si X est complet alors 
X (X0,YQ)C #(X,Y). Si Y est complet, cela résulte aussi du 

théorème du graphe fermé. 

c) Gardons ces données (X,Z) et (Y,T) et supposons X et Z complets. 
Alors <^(X0,YQ) est un sous-espace vectoriel fermé de i£(X,Y) . 
D'après b) c'est un sous-espace vectoriel de #(X,Y). Soit (An) 
une suite d'éléments de cX(Xo,YQ) qui converge en norme vers 
Be4?(X,Y). Alors, dans <2(Y',X') on a II tB - ̂ ll = I l - Bl| ->0. 

Donc pour tout H T ona 11 tB(f> - tAn<t> Il —> o , avec tAtfl € Z. 

Si Z est fermé dans X' , on a ̂ e Z pour tout et B est 
bien continu pour les topologies a(X,Z) et o(Y,T). 
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d) Soit (X,Z) un couple d'espaces vectoriels normes en dualité 
métrique . Alors Z est un sous-espace de X' et son complété 
Z s'identifie à l'adhérence de Z dans X'. La boule unité de Z 
étant faiblement dense dans celle de X' (rem. 4-3-a) il en est 
de même pour celle de Z . Comme X et son complété X ont tous 
deux X' pour dual, sur la boule unité de X' les deux topologies 
a(Xf, X) et a(X', X ) coïncident . Tout cela montre que X et Z 
sont encore en dualité métrique quand on les identifie aux fer
metures de X et Z dans Z' et X' respectivement. 

4.4. Hue, m duoJUXé métrique de <K(X0,YQ) . 

Soient (X,Z) et (Y,T) deux couples d'espaces de 

Banach en dualité métrique. D'après la remarque 4-3-c , L =<£(Xo,YQ) 

est un sous-espace de Banach de <3f(X,Y). Soit (L , LQ) la strucure 

d'e.l.c.s. bitopologique canonique introduite au §1.4.c sur 

£ (X , YQ) = <£(XQ, YQ)n (X, Y) . Alors la topologie de L est la 

topologie donnée par la norme des applications linéaires continues et 
celle de LQ est la topologie faible a(L,M) de la dualité avec l'espace 
vectoriel M = X®T des formes linéaires du type eu . o ù 

i-i x i , ri 

pour x X et t eT on pose pour tout u € L , 

wx>t(u) = < u(x), t > -

Ces formes linéaires sont continues et on a ||CD̂  ̂  || ^ ||xj| jjt|| . 

Vérifions que ce sous espace vectoriel de L' est 
en dualité métrique avec L . Soit ueL. Alors IJull est adhérent 
à l'ensemble des u(x) où x décrit la boule unité de X et |)u(x)|| est 
lui-même adhérent à l'ensemble des | < u(x), t > | où t décrit la 
boule unité de T (du fait que Y et T sont en dualité métrique). On 
voit donc que u est adhérent aux valeurs | a>x t (u)| avec wx t 

dans la boule unité de M. 

Notons que d'après la remarque 4-3-d , L est également 
de manière naturelle en dualité métrique avec le complété M de M . La 
topologie a (L , M ) n'est plus la topologie de LQ précédente. Mais 
elle coïncide avec elle sur les parties bornées de L . 
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Véfinition - Nous évoquerons la situation précédente en parlant 
de la dualité métrique canonique de L = <#(Xo,

Y

o) avec l'espace 
vectoriel norme M = X#T ou éventuellement avec son complété M . 

Problème. - Identifions Y à un sous-espace de T1 (dont la 
boule unité est faiblement dense dans celle de T f), et 
$ (Xn,YJ C^(X,Y) à un sous-espace de #(X,T

f). La boule unité 
U O J 

de #(X0,YQ) est-elle partout dense dans celle de #(X,T') pour la 
topologie de la convergence simple sur X , avec T' muni de a(T' , T) ? 

Par bipolarité, ceci équivaut à la question 
suivante : M est-il le produit tensoriel algébrique X#T muni de 
la norme tt de Grothendieck (Rappelons que X ® T a justement pour 

•n 
dual i£(X,T') muni de la norme des applications linéaires d'après ([22]; 

scholie, p. 32). 
4.5. Proposition - Gardons les données et notations précédentes. Si 

YQ et ZQ vérifient la condition (K), alors LQ la vérifie également . 

Soit K une partie compacte de L Q . Pour tout xeXQ 

l'ensemble des u(x) où u décrit K est compacte dans Y Q C T' pour 
a (T ', T), et donc bornée en norme dans T ' . Comme 1 ' espace de 
Banach X est tonnelé, on voit que K qui est simplement borné est 
équicontinue ( [Zi], prop. 5, p. 142), donc bornée dans L . 

Dans le dual de l'ensemble C(K) des fonctions con
tinues sur K, notons P l'ensemble des probabilités. Pour la topolo
gie faible de dual, c'est une partie convexe compacte. Dans le 
complété faible L Q de L Q , l'enveloppe convexe fermée pour a(LQ,L(!)) 
de K est compacte et image de P par l'application y>-> r̂  qui 
associe à tout ycP sa résultante r = f u dy(u) , c'est-à-dire la 

forme linéaire m»—> lk < u, m> dy(u) sur L^ = M . Il suffit donc 

de vérifier que pour tout y € P , l'élément r̂  de L Q = (L^) = M* 

est dans LO . 

D'après ( [21], prop 2, p. 134) le complété faible L Q 

est un sous-espace (en fait tout l'espace, mais nous ne l'utiliserons 
pas) de l'espace de toutes les applications linéaires de X dans 
Y o = (Y£) = T* .11 suffit donc de vérifier que l'application 

linéaire ru prend ses valeurs dans Yô  et qu'elle est continue de 

Xo dans Yo . 
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Fixons x€XQ et t€TQ . L'application ui—> u(x) 
est continue de K dans Yrt . Comme Y vérifie la condition fK). 

o o v ' ' 
elle est scalairement intégrable dans YQ (lemme 1 -5). 
Soit y u = u(x)dy(u) e YQ cette intégrale. De même ul—̂ >tu(t) 

K f t est scalairement intégrable dans T Q . Soit t̂ = u(t)dy(u)éTQ 

cette intégrale. Alors on a 

<r x, t > = < r , U) ̂  > = y ' u * x,t j < u, w X j t > dy(u) 

K 
(1) < u(x), t > dy(u) = < yu, t > 

• K 

(2) < X, ^(t) > dy(u;= < x , t > 
r 

K 
D'après (1) on a r̂ x = yu € YQ , donc r̂  prend bien ses valeurs 

dans YQ. D'après (2), r̂  est continue de XQ dans YQ , d'où la 

proposition. 

4.6. CoxoUbuAo, - Supposons que. YQ et ZQ vérifient ta. condition (K). 
Si on met L = J?(X0,Y0) en dualité, avec le complété M de M , 

OIOKJS L muni de la topologie a(L,M) véAi^ie la condition (K). 

Soit K une partie de L compacte pour a(L,M). Elle est encore 
compacte pour a(L,M) qui est moins fine que a(L,M) et séparée. 
Nous venons de voir que l'enveloppe convexe Co (K) de K , est 
relativement compacte pour a(L,M) , et par suite équicontinue. Son 
adhérence est donc la même pour a(L,M) et a(L,M) et sur cette 
adhérence les deux topologies coïncident. Donc Co (K) est relative-
ment compacte pour a(L,M) . 

NOTICE BIBLIOGRAPHIQUE . 

Ce paragraphe provient entièrement de [l] 

39 



ÉTUDE GÉNÉRALE DES REPRÉSENTATIONS 

§5 REPRESENTATIONS CONTINUES SUR DES ESPACES DE BANACH EN DUALITE METRIQUE 

Dans tout ce paragraphe on considère un groupe localement 
compact G , un couple (X, Z) d'espaces de Banach en dualité métrique, 
les e.l.c.s. bitopologiques (X,XQ) et (Z,ZQ) canoniquement associés 
à cette dualité et une représentation continue U de G sur (X,XQ). 
L'équicontinuité de la famille U(G) signifie ici que k = sup ||Ug|| est 
fini. La proposition qui suit va montrer que l'on peut supposer 
Il Ug II = 1 pour tout g € G (et dans toute la suite nous ferons cette 

hypothèse). Si U est ponctuellement integrable, on aura 
|IU(y)|| < U y II pour tout y 6 M1 (G) ( voir rem. 2-9-2). 

5.1. Proposition - Il existe SUA X une norme, q equivalente à la norme 
donnée Sur X telle que Z muni de la norme duale de q soit encore 
en dualité métrique avec X et telle que U g soit pour tout g€G 
une isométrie relativement à cette norme. 

Pour tout xeX soit q(x) la borne supérieure des||Ug x|| 
où g€G . En notant e l'élément neutre de G on a 

Il x|| = ||Ue x II .< q(x) .< k llxll . 
On en déduit que q est une norme sur X équivalente à la norme initiale. 
D'autre part, q est s.ci. sur X pour la topologie a(X,Z) de XQ , 
puisque x «—> ||Ug x|| l'est pour tout géG . Donc en munissant Z 
de la norme duale de q on obtient bien un couple d'espaces de Banach 
en dualité métrique (la norme de Z étant elle aussi changée en 
une norme équivalente). On vérifie facilement que pour tout g eG 
on a q (U x) ̂  q(x) pour tout xeX. Comme G est un groupe , U 

est isométrique. 

5.2. Remarque - Pour tout geG le spectre de Ug est inclus dans l'ensemble 
T̂  des nombres complexes de module 1. Quand G est commutatif , nous 
retrouverons cela en 6-3. 

5.3. Proposition - Soit V la représentation continue du groupe G° opposé 
de G sur (2T,ZQ) obtenue par transposition. Les conditions suivantes 
sont équivalentes. 

(i) U est integrable . 
(ii) V est integrable . 

(Hi) U est ponctuellement integrable et U(ü)̂ JSf(Xo) pour tout 
yeM1 (G). 

(iv) U et V sont ponctuellement integrables . 
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(i)<=î>(ii)<$=> (iii) d'après 2-15-b et 2-7 
(i)=̂ (iv) puisqu'on sait déjà que i =̂ (ii) 
(iv)=̂ (iii) Si (iv) est vérifié, pour tout y^M1(G), 

tout xeX , tout zeZ on a 

< U(y)x , z > = < Ug x , z > du (g) = j" <x, Vgz> du (g) = 

< x , V(y)z > . 

Cela prouve que U(y) est continue de XQ dans XQ pour tout u (G). 

5.4. Corollaire - Supposons que. Z soit Vespace de Banach X' dual de X 
Alors U est équicontinue , Intégrable,et la représentation transposée 
V est Intégrable. 

En effet, X est complet et d'après le théorème de Krein-

âïïulian ([133,p.434) , XQ vérifie la condition (K) . Donc U est ponctuelle

ment intégrable (prop. 2-5). De même Z = X' est complet et ZQ vérifie 

la condition (K) (rem. 2-6-a), donc V est ponctuellement intégrable. 

Alors la proposition 5-2 montre que U et V sont integrables, tandis que 

le corollaire 2-11 prouve que U est une représentation équicontinue. 

5.5. Construction dans certains cas de représentations sur ¿¿[X^Y^). 

Soient (X,Z) et (Y,T) deux couples d'espaces de Banach 
en dualité métrique, G et H deux groupes localement compacts , U et V 
des représentations continues de G et H respectivement sur les e.l.c.s. 
bitopologiques (X,XQ) et (Y,YQ) associés aux dualités précédentes. 

Notons ̂U et V les représentations continues des groupes 
opposés G° et H° sur (Z,ZQ) et (T,TQ) obtenues par transposition. 
Notons L l'espace de Banach °£№0,YQ) et M l'espace vectoriel normé 
X®T en dualité métrique avec L . Soit (L,LQ) la structure d'e.l.c.s. 
bitopologique canoniquement associée à cette dualité. Pour tout 
geG et tout heHona Ug€c£(Xo) et Vhe£(YQ) , donc pour tout 

AeL , l'application line aire A U_g de X dans Y est un élément 

y (A) de L et on a 

(1) *gjh(A) .< (sup||Ug||) ( supll VhH ) H A« = R A|| . 

On voit donc que ¥g n : A •—> y n(A) est un élément de #(L) % 
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Proposition - Avec ceò données et notations, supposons que U ou que 

ty soit une representation équicontinue de G sur X ou T . 

Ш * : (g>h) 1—> yg n une représentation continue de 
GxH sur (L,LQ) 

(¿¿1 &t YQ et ZQ véA/c£ceja£ £a condition (К) л£ол̂> Y eó£ ponctuel
lement Intégrable. 
(i) D'abord pour tout (g,h)€ GxH , l'application ̂  h est 

élément de JE (L ) . En effet, pour tout x б X et tout 
t€T on peut écrire en posant x' = U_g x€X et t

! = 

\ tcT , 

< f g fh
 ( A ) • "x,t > = < Vh A U-g x • t > = < A > V,t' > 

Il est clair que Y est un homomorphisme de GxH dans 

le groupe des éléments inversibles de ¿6(LQ). La rela

tion (1) ci-dessus montre que Yg,h, est une isométrie 

pour tout (g,h) € GxH , donc * (GxH) est équicontinue 
sur L . Vérifions que pour tout AeL , l'application 
(g, h) i—> ¥g ̂  (A) est continue de GxH dans LQ . Il 

suffit de faire la vérification à l'élément neutre. Pour 

tout xeX et tout t€T on a 

l < 4g,h ( A ) " A ' "x,^1 = ^ U-g x~ x ' t A t > + < A U-g x ' \*~ г >\ 
4 I < U_ x-x , *At > I +BA|||x|| ll^t - t|| . 

Si U est continue et si *V est équicontinue , cela 
prouve que Y est une représentation continue sur (L,LQ). 

Si U est équicontinue, et si *V est continue , un calcul 

voisin conduit à la même conclusion, 

(ii) Si YQ et ZQ vérifient la condition (K) , alors LQ la 

vérifie aussi(d'après 4-5) Comme L est un espace de 

Banach , l'assertion résulte de la proposition 2-5-(i). 

5.6. Corollaire - Gardons les données précédentes et supposons que G = H . 
Alors g i—> ̂  est une représentation continue de G sur L (en 
dualité métrique avec M). Si Y Q et ZQ vérifient la condition (K) , 
cette représentation est ponctuellement intégrable. 

Il suffit d'appliquer 2-15-c en prenant pour j l'applica

tion diagonale g i—> (g,g) de G dans GxG . 
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5.7, Corollaire - Soit (X,Z) un couple, d'espaces de Banach en dualité 
métrique, U et V deux représentations continues d'un groupe localement 
compact G sur (X,XQ). On suppose que U ou tV est équicontinue et que tout 
élément de U(G) commute avec tout élément de V(G). Mors g F—> Ug Vg est 

une représentation continue de G sur (X,XQ). 

Comme U(G) et V(G) commutent, c'est un homomorphisme de groupes. 

Comme Ug Vg = ^ g W , on voit que c'est une représentation continue de G. 

5.8. Définitions - Reprenons les données et notations de la proposition 
5.5. La représentation v de G x H sur (L,L ) sera dite canoniquement 

associée à U et V et sera parfois notée ¥U,V. 

La représentation g i—> Y qui s'obtient , dansle cas où G = H , 
en composant y avec l'application diagonale g l—> (g,g) sera appelée la 
représentation de G sur (L,LQ) associée à U et V , et sera notée <ï> ou 

* u > v . 

Nous allons considérer maintenant le cas où L est mis en dualité 

métrique avec le complété M de l'espace vectoriel norme M = X&)T . Bien que 

la topologie a(L,M) de LQ soit remplacée par a(L,M), nous appellerons encore 

y et * ou V̂ *̂ " et *U V les applications précédentes. 

Les propositions qui suivent montrent que dans cette dualité de L 
avec M , V et <S> ont essentiellement les mêmes propriétés que précédemment. 
Aussi, à partir du §6, nous ne donnerons que les énoncés se rapportant à l'un 
des cas, par exemple la dualité de L avec M, étant bien entendu que ces 
énoncés sont encore valables pour la dualité de L avec M . 

5.9. Représentation y lorsque L = <#(X0>
Y

0) &&t mis en dualité métrique 
avec le complété M de M = X ® T 

Nous reprenons toutes les données G, H; (X,Z) , (Y,T), L =#(XQ,Y ) , 

M = X ® T , U , V , ¥ d u paragraphe 5.5. Mais maintenant nous notons LQ 

l'espace vectoriel topologique obtenu en munissant L de a (L,M) . 
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Proposition - Supposons que. U ou que. V soit, une représentation 
équicontinue de G sur X ou T 

U) ¥ est une représentation continue de G x U sur (L>LQ) • 

lit) Si YQ et ZQ vérifient la condition (K) , alors y est ponctuellement 

intégrable. 

(i) Comme en 5-5, on a || Y G H || < 1 pour tout g eG et tout he H . 

Pour tout A eL et tout W eM , on a vu en 5-5 que (g,h) i—><¥ G ^(A), W > 
est continue sur G x H . Comme M est normiquement dense dans M , on 
voit que (g,h) i—> Y G ̂ (A) est continue de G x H dans LQ . 

Vérifions que ¥G ̂ €O^(LQ) et pour cela que sa transposée
 T VF G ̂  

sur le dual L' de L applique M dans M . D'après 5-5 , ̂  ^ est continu 

pour a(L, M) , donc ^ applique M dans M , d'où le résultat puisque 

t¥ g k est normiquement continu. 

(ii) Le corollaire 4-6 prouve que LQ vérifie la condition (K) . Donc 
y est ponctuellement intégrable sur (L,LQ) (prop. 2-5-(i)}. 

Notons que pour tout yeM^(G) l'élément ¥(u) est le même que 
L soit mis en dualité métrique avec M ou avec M . 

5.10. Représentation $ Lorsque L est en dualité avec le complété 
M de M . 

Conservons les données précédentes, mais supposons que H = G , 
l'espace L étant toujours en dualité métrique avec M . 

Proposition - Supposons que U soit une représentation équicontinue 
de G sur X . 

(i) $ est une représentation continue de G 4UA(L,Lq) . 

Iii) Si YQ et ZQ vérifient la condition (K) , alors $ est ponctuelle
ment intégrable . 

(iti) Si YQ et ZQ vérifient la condition (K) et si^ est ponctuellement 
intégrable, alors $ est intégrable . 

(Si au lieu de supposer U équicontinue, on suppose que c'est V 
qui l'est, l'énoncé reste valable à condition de supposer dans l'assertion 
(iii) que U est ponctuellement intégrable au lieu de *V ). 
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(i) et (ii) sont des corollaires immédiats de la proposition 5.9 
(d1après 2-15-c). 

(iii) Montrons que pour tout yéM̂ (G) on a <Ku) e ̂ ( L

0) • Pour cela, 
il suffit d'établir que pour tout xéX et tout tfcT , la forme linéaire 

p : Ah-> < *(y) (A) , wx,t> 

est un élément de M . En effet, on en déduira alors que la transposée 
t$(y) applique la partie M = XG>T de L' dans M . La continuité normique 

de t$(y) donnera alors [t$(y)J (M) C M , soit *(p)€Jg(L) . 

Supposons d'abord que y ait un support compact C dans G . 

Alors K = [u_g x ; géCJ est une partie normiquement compacte de X . 

Soit e > o et soit x̂ ,... ,3^ des éléments en nombre fini de K tels que 

les boules fermées B̂ ,....,Bn de rayon e et centrées en ces points recouvrent 

K . Dans G , considérons les parties fermées 

Ej = [g€G ; U xeB.} , où j = 1,...,n , 

Posons alors 

F1 - E1 > F2 = E 2 X E 1 > ' Fn = E n N E l U - U V i 

Pour j=1, ... , n , posons tj = |fj \ t dy(g) • Comme V est supposée 

ponctuellement intégrable, ce sont des éléments de T. 

On a alors 

n 
< *G0 (A) , œx t > - < A , l wx> t > 

M J ' J 

n 

= I [ f < Vg A U_gx , t > dp(g) - < AXj , t. >J 

=j=1 / F J [ < Vg A U_g x , t > - < AXj , Vgt >] dp (g) 

n t 
= 1 < U-g x - xj , 1 A tvg t > dy(g) 
i=i fj 
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On en déduit 

1 P - ï " x t II « E ||t||||y|| 
j=i i'i 

Donc p est limite normique d'éléments de M, donc p €M . 

Si y n'est pas à support compact, il existe une suite croissante 
(Cn) de parties compactes de G telles que |y| (Cn) —> o . 

Si on pose u n = y |Cn , on a || y - yR || > o dans (G) , d'où 

Il *G0 - <Ku

n) Il —> o (voir 2.8 (iii)) , avec $(yn)ej£ (LQ) pour tout n . 

Comme ̂ (LQ) est normiquement fermé dans #(L) (voir 4.3.b) on a bien 

•GO€#CL 0) • 

NOTICE BIBLIOGRAPHIQUE . 

La proposition 5-1 est prise dans ([2], §2, lemme 7) et le reste 

du paragraphe dans l'article de W. Arveson. 
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§6 CAS OU LE GROUPE EST C0MWTAT1F 

Nous gardons les données G , (1,1)^1) du paragraphe 

précédent, et nous supposons en outre que G est commutâtif. Nous allons 

compléter les résultats du paragraphe 3̂  et notamment la proposition 3-8 

caractérisant sp U . 

6.1. Lemme - Supposons U ponctuellement integrable. Pour tout 

élément y 

de G j toute partie compacte C de G et tout e > o ¿ il existe un 

voisinage compact V de 0 dans G tel que l'on ait 

H U g x - < g, Y > x|| « e ||x|| 

pour tout x £ X^(Y + V) et tout geC , 

Quitte à remplacer U par la représentation 

g I—> < g, Y > U , on peut supposer que Y est l'élément neutre 

0 de G( voir 3-16). Soient V- un voisinage compact de 0 dans G 
1 ~ 1 

et feL (G) telle que f soit identique à un sur Vy Pour tout 

geC notons Fg l'élément f g - f = ôg*f - f de L
1 (G). On a Fg(0) = 0, 

et d'après ([53 > tn« 2-6-3), il existe k eL̂ (G) et un voisinage 

V de o dans G tels que k (Y) = 1 sur V et jj F *k |[ < e . 
g g g g g 
Comme g»—> Fg est continue de G dans L̂ (G), il existe un voisinage 
ouvert A de g tel que ||F * k j| < e pour tout se A . Comme C 

S s g g 
est compact, on peut le recouvrir avec une famille finie fi ,...,fi 

n 1̂ n̂ 
de tels ouverts. Posons V? = V . C'est un voisinage de o 

1 i =1 gi 
i 

dans G tel que pour tout g e C il existe un élément h g de L (G), 
à savoir l'un des éléments k , . . . , k , possédant les proprié-

g-j gft 
tés suivantes : 

A 
Il Fx h II < e et h (Y) = 1 pour tout y eV0 . 
g g g & • 

Soit V un autre voisinage compact de zéro dans G , inclus dans 
l'intérieur de 0 V

2 ' Pour tout
 x Ê ^00 et tout g t: C on 

a alors (d'après 3-3-(vi)) 
||UGX - x|| = ||U(f) [Ugx - x]|| = ||U(Fg)x|| = ||U(hg*Fg)x|j s e ||x|| . 
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6 , 2 • Proposition - Supposons U ponctuellement intégrable. Poui Un élément 

Y de G les conditions, suivantes sont équivalentes. 

Il) Y £ sp U . 

(¿¿1 II existe une suite généralisée (xp d'éléments de X de 

norme un, telle que |U g x i - < g, Y > x i | |—> о unièmement 

sur tout compact de G . 

(iii) On a |y(Y)| < |)U(y)|| pour tout y CM1 (G) • 

[M on a |£(Y)| « ltU(£)U pour tout f € L1 (G). 

(i) =^ (ii) Soit I l'ensemble des couples (t , C) où 

e est un nombre > o et où C est une partie compacte 

de G . Pour tout élément i = (e , C) de I , le lemme 

6-1 montre qu'il existe un voisinage V de 0 dans G 

tel que ||Ugx - < g , Y >X| < e j|x|| pour tout g éC et 

tout X € X U ( Y + V). Si Y^sp U y on a X U(Y + V) f {0} 

d'après 3-8, et on peut choisir un élément xi. de 

XU (Y + V) de norme un . 

(ii>=^ (iii) Soient y€M 1 (G) et e > o . Choisissons une 

partie compacte C de G telle que |v|(CC)^e/4 puis 

i€I tel que Hu ̂  - < g , Y >xi|| < e/2 pour tout g6C . 

On a alors 

||U(y)xi - y(Y) x j = Il [ U g X i - < g, Y > x i ] dy(g) U 
JG 

< 2 d|y|(g) + |UgXi "
 < g' Y > Xi" d | u l ( g ) * e ' 

d'où 

IvCyÎI =8 у(у)х±|| «lu(y)x i|| + £ .< Il U(y)||+ z . 

Comme e est arbitraire, cela établit (iii). 

(iii) ̂  (iv) est évident . 

(iv) ̂  (i) Si '(iv) est vérifié , pour tout f € L (G) 

telle que U(f) = o, on a f(Y) = о . Donc Y est un 
élément de Z(Ker U) * sp U . 

6.3. Corollaire - Pour tout g eG le spectre de \}Qdans Valgebre de 
~ banach <X(XQ) est l'adhérence de { < g, Y > \ Y esp U } 
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Notons Sg l'adhérence de l'ensemble des < g, y > où 
Y £ Sp U, et le groupe des nombres complexes de module 1, dont 
le dual est le groupe Z des entiers relatifs. 

Si y est un élément de sp U , la propriété (ii) de la 
proposition 6-2 montre que l'élément U g - < g , Y > d e B = <#(Xq) ne 

peut pas être inversible. Cela prouve que S g C sp̂  Ug . 

Réciproquement supposons qu'il existe au moins un élément 
X dans le complémentaire de S g dans . Soit V un voisinage ouvert 
de Sg ne contenant pas X et <J> une fonction de classe C* sur , 

égale à 1 sur un voisinage de Sg , de support inclus dans V. Alors 

f(Z) = <f>(Z) (Z - X )-1 est de classe C00 sur T1, à support inclus 

dans V et égale à (Z - X ) ̂  au voisinage de Sg . Comme f est de 

classe Ĉ  , son développement en série de Fourier est absolument 

convergent et on a f(Z) = I a Z n 

N=.CO 
avec 00 

I |aj < +~ . 
n=-oo 

Autre

ment dit f est la cotransformée de Fourier de la mesure 00 
y = У a ô 0 » n n 

ЛГ-* de M1 (2S). Notons j 1 ' homomorphisme de Z dans G transposé de l'homo
morphisme Y *—> < Y , g > de G dans . D'après 3-14 relation (1), 
la mesure image y = j (yQ) de yQ est telle que 

V(Y) = uQ ( < Y,g > ) = f( < Y , g > ) 

On voit donc que la mesure v = (6g - *<$o)# y a une cotransformée de 

Fourier identique à 1 sur un voisinage de sp U et on a 
I = U(v) = (Ug - XI ) U(y) . 

Ainsi Ug - XI est inversible. Cela prouve que sp̂  Ug = Sg . 

6.4. Corollaire. SolX A €<J£(X0) une Isométrle de X sur X et supposons que 
U soit la représentation ni—> A n de IL sur X . Mors sp U est le 
spectre de A . En particulier, pour que A = XI où X ea£ un nombre 
complexe de module 1, I£ ̂aut e£ ¿2. su^lt que le spectre de A 
soit {A} . 

Le groupe dual de £ est le tore qui est compact. 
L'application y i—> < y , 1 > de sp UCT., dans sp A est l'application 
identique , et son image est partout dense dans sp A d'après le 
corollaire 6-3. On a donc sp U = sp A. 
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Si sp A = {X} , on a donc sp U = {X} et le sous-espace 

propre de X associé à ce caractère, soit X^ , sera tout X . 

Autrement dit A n x = Xnx pour tout xéX et tout neZ, On a donc 

A = XI . Réciproquement si A = XI il est clair que sp A = {x} . 

6.5. Corollaire - Soit A la sous-algébre de. Banach. U [L (G)]" de 

£ (X) et soit A son spectre. U application h : x > x 0 U est 

un homéomorphlsme de A sur sp U lorsqu'on identifie G au spectre 

de L1(G). 

Rappelons que tout élément y de G s'identifie au 

caractère f l—> f (y) de L1 (G) (autrement dit f i—> f est la trans
formation de Gelfand de L1(G)). 

Comme U est continue de iJ (G) dans «f(X), pour tout 

X €A on obtient un élément y de L (G) - G en posant y = x o U . 

Cela signifie que f(y) = X [U(f) ] pour tout f€L1(G). La condition 

(iv) de la proposition 6-2 montre que y est un élément de sp U . 

L'application h est évidemment continue de A dans G. Elle est 

injective car h(xp = h(x2) signifie que x-| et x 2 coincident sur 

U(L\G)) qui est partout dense dans A. Elle est surjective. En 

effet si y£sp U , la condition (iv) de la proposition é-2 montre 

que l'application U(f) i—> f (y) de U(L1 (G)) dans € est bien définie 

et se prolonge par continuité en un caractère de A. 

6.6. Proposition - Supposons U ponctuellement intégrable. Les conditions 

suivantes sont équivalentes. 

U) sp U est une partie compacte de G . 

(ii) U est continue de G dans 40(X) muni de la topologie normlque. 

[iii) U [ M1 (G) ] = U [ L1 (G) ] . 

(lv) Vunité I de J{(X) est un élément de U(L1 (G) ). 

(v) Vunité I de #(X) est limite en norme d'éléments deU(L1(G)). 

(ii) <=P (v) d'après la proposition 2-13. 

(i) (iii) Si sp U est une partie compacte de G, d'après 

3-1-5 il existe f€L1(G) telle que f soit identique 

à un sur un voisinage de sp U. Compte tenu de 3-7-(iv) 

et 3-3-(vi) on a U(f) = I. Alors pour tout 

y€M1(G) on a y*f €L1(G) et U(y*f) = U(y) U(f) = U(y). 

(iii) =^(iv) =^(v) sont évidents 

(v) (i) Si l'algèbre de Banach A du corollaire 6-5 

est unifère, son spectre est compact . 
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6.7. Proposition - SI G = 1R , les conditions ci-dessus sont encore, 

équivalentes à V existence de De«#(X) tel que U t = exp (it D) 

pour tout teR • Vans ces conditions, D est unique, kermltien 

au sens de ( (2), §5) . C'est un élément de u[L1(G)]~ de spectre 

égal à sp U dans cette algèbre de Banach. et D est limite normlque 

de |-(ut - i) quand t tend vers zéro. 

Donnons une démonstration de ce résultat classique. 

Supposons d'abord sp U compact. Soit g une fonction de classe C°° 

égale à la fonction cordonnée y H-> y au voisinage de sp U . Sa 

transformée de Fourier f est élément de L̂  ( R ) et f = g • Posons 

D = U(f) € Jg(X). Pour tout t€R on a u[exp (it f)] = exp (it D) 

et les cotransformées de Fourier de exp (it f) €lJ ( IR) et 6t£M^jR ) 

sont identiques au voisinage de sp U. On a donc u*t = U(<$t) = exp(it D) 

Comme z. i—> exp (iz D) est une fonction entière de С dans oC(X) 
pour tout D£#(X) on voit que D est sa dérivée à l'origine, d'où 

D = lim i ( U - I ) 
t —> о t 

. On en déduit l'unicité de D . 

Comme ||Ut|| = 1 pour tout t€IR , D est hermitien ( [2], §5, lemme 2, 

p. 46) D'après le corollaire 6-5, le spectre de D = U(f) dans 

U [ L1 (G) ]- est l'ensemble de valeurs que prend f = g sur sp U . 

C'est donc sp U . 

Réciproquement s'il existe D£#(X) tel que U t = exp (it D) 

pour tout t€!R , la condition (ii) de la proposition 6-6 est vérifiée 

et sp U est compact. 

6.8. Remarques -

a) Si la représentation continue U de G sur (X,Xq) est 

continue de G dans L = ¡C(XQ) C ££(X) muni de sa topologie normique 

alors U est intégrable (d'après 1.6 par exemple) et les proposi

tions équivalentes de 6,6 sont vérifiées. 

b) Considérons ici une représentation équicontinue U de G dans 

un espace de Banach X qui soit normiquement continue de G dans 

í¿ (X). Par transposition, on obtient une application normiquement 

continue U 1 : g->tUg de G dans #(X') . Il est clair que 

est une représentation continue de G sur X' aussi bien pour la 

dualité métrique avec X que pour la dualité métrique avec X" , et 

dans les deux cas intégrable. La proposition 3.5 (iii) montre que 

pour toute partie fermée E de G , le sous-espace spectral 
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U1 
(X') (E) = {x € X' ; spU1 x C E } est le même dans l'une ou l'autre 

des dualités. Pour une partie quelconque P de G , cela est faux car on 
prend la fermeture de {x€X' ; sp̂  x C P} d'une part pour a(X',X) et 

d'autre part pour a(X' ,X"). 

Transposant une nouvelle fois, on obtient une représentation continue 
U2 de G sur X" possédant des propriétés semblables et U2(y) =

 t[tU(y)J 

pour tout y€M^(G). Il résulte alors de 3-13 (i) et des remarques ci-dessus 

concernant (X')U1 (E) que pour tout ouvert fi de G , le sous-espace 

spectral (XM)U2 (fi) de U2 est le biorthogonal, et donc l'adhérence faible 

de X̂ (fi), lorsqu'on identifie canoniquement X à un sous-espace de Banach 
de X" . 

6.9. Sous-espaces spectraux d'une, représentation du type $U,V sur 
X (XQ > YQ) . 

Soit (Y,T) un autre couple d'espaces de Banach en dualité métrique. 
Mettons L = «#(XQ,YQ) en dualité métrique avec M = X ® T et supposons 

que YQ et ZQ vérifient la condition (K). 

Soit V une représentation continue de G sur (Y,YQ) et supposons 

que U ou V soit équicontinue. Avec ces hypothèses, V est ponctuel
lement intégrable (prop. 2-5 (i)), ainsi que la représentation continue 
$ de G sur (L,LQ) canoniquement associée à U et V (prop. 5-6). 
Nous supposons de plus que U est ponctuellement intégrable (ce qui sera 
réalisé si XQ vérifie la condition (K) ). 

Proposition - Outre ces données, considérons une partie fermée 
E de G et une famille (W.)icI de voisinages fermés de zéro dans G 

telle que E = П (E + W-)" . 
i€l 1 

Pour un élément A de L , les conditions suivantes sont équivalentes 
U) А € Ь Ф ( Е ) . 

[U] AXU(F) С IY(EPTF) pour toute partie fermée F de G . 
[Hi) AXU(P) С YV(E + P) pour toute partie P de G . 
[Iv] AXU(fi) С YV(E + fi) pour toute partie ouverte fi de G^. 
M AXU(K) с YV(E + K) pour toute partie compacte К de G . 

(vl) AXU(y + С YV(y + W i + E) pour tout i e I et tout Y £ G . 
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(i) = > (ii) Soit x QeX
U(F). D'après 3-5(iii), pour montrer que 

^ o 6 ^ (E + F) il suffit de montrer que pour tout voisinage compact W1 de 
zéro dans G on a AxQ gY

V(E+F+W1) . 

Soit W un voisinage compact de zéro dans G tel que 

W + WCW r D'après 3-300, xQ6X
U(F)CXU(F+W) est limite dans XQ 

d'éléments U(g)x avec x € X et g eL1 (G) tel que supp. g soit 
o 

compact inclus dans F + W . Comme A est élément de X(Xo,YQ), il 

suffit de montrer que l'on a 
AU(g)x e Y V (E+F + W). 

Mais de la même façon, A est limite dans Lo d'éléments 

$(f)B avec B£L et f 6L1 (G) tel que supp. f soit compact inclus 
dans E + W . 

En définitive, il suffit de montrer que y - [$(f)B] U(g)x 
est un élément de Y V (E+F + W1) quels que soient xéX, BeL et 

f,g€L1(G) tels que supp. f et supp. g soient compacts inclus 
respectivement dans E + W et F + W. Comme $ prend ses valeurs dans # (X ,Y ) on a 

y = f f (s) $s(B) [ f g(t) Ut x dt ]ds - [ f (s) [f g(t) $s(B)Utx dtjds 
-G JG JG ^G 

avec •sCB)Ut = Vs B Ut.s = V s B U r oùr-t-s. 

D'après la proposition 5-5, l'application (s,r) i—>Vg B Urx 
est scalairement intégrable pour toute mesure bornée. Notons g 
l'élément s i—> g(s+r) de L (G). Le théorème de Fubini nous donne 

y = f (s) g(s+r) Vs B Ur x dr ds = Í f (s)g_r(s)Vs B Urx drds 
JQXG JGXG 

Comme f et g sont continues à support compact, f et g sont dans 
L2(G). Il en est de même de g_r donc fg_r est dans L1(G). Sa cotrans-
formée de Fourier f* g_r a un support inclus dans 

supp. f + supp(g_r) = supp. f + supp. g £ E + F + W.j . 

Il en résulte que pour tout rcG , l'élément yr = V(fg_r ) B Ur x 

est dans YV (Ë+F + wp. Comme ce sous-espace de YQ est fermé on 

voit que y = yr dr est bien dans ce sous-espace. 

•G 
(ii)=̂ (iii) Soit XGX tel que sp̂  x soit compact 

inclus dans P . En prenant F = sp̂  x la condition (ii) donne 

Ax € YV(E + F) CYV(E+P). 
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On a (X ) et de tels éléments x de X sont partout denses 
U 

dans X (P) pour la topologie de XQ. Donc (iii) est vérifié 

(iii) =^ (iv) est évident 

(iv) =*> (v) Soit (V\ ) une base de voisinages ouverts 
de zéro dans G. D'après (iv), pour tout i on a 
AXU(K) C AXU(K + Vi) C Y

V ( E + K + 

D'après 3-5(iii), cela entraine AXU(K) C Y V (E + K). 
(v) =^ (vi) est évident. 
(vi) (i) Soit Aé-L = Jf(Xo,Yo) tel que pour tout 

Y € G et tout i € I on ait 

(1) AXU (Y + W^C Y
V (Y + E + iy . 

Soit f6L1(G) tel que supp. f CWi. et f(o) f o . Notons 
Yf l'élément g I—̂  < g, Y > f(g) de L1 (G). Le support de sa 

cotransformée de Fourier(f)̂  est inclus dans Y + donc U(ff)x 

est un élément de XU(Y+Wi) pour tout xéX , d'où d'après (1), 

A U(Yf)x€ Y
V ( Y + E + . 

Pour tout élément h de IQ(E+Wi) on a yh elQ (Y + E + Wi) d'où 

0 = V(Yh) A U(?f)x = < g, Y > h(g)Vg A U(7f)x dg 
« G 

< g,Y > h (g) Vg A £ < s, Y > f(s) Us x dsj dg 
- G JG 

D'après 5-5 l'application (g,s) i—> Vg A Us x est scalairement 

intégrable par rapport à la mesure < g+s, Y > f(s)h(g) ds dg qui 
est un élément de M1(G). Le théorème de Fubini et le changement de 
variable t = g+s nous donne 

(2) 0 = <t,Y> f(s) h(t-s) Vt_s A Usx ds dt , 

-GxG 
ce qui prouve que pour tout <J>eT , l'élément 

k : th-> /G f (s) h(t-s) < Vt_s A Ugx , t > ds 

de L1 (G) est de transformée de Fourier nulle. On a donc k = o 
presque partout. Comme f et h ont des supports compacts, f et h 
sont dans L2(G) ; d'après 5-5 l'application (s,t) I—> < A Ugx , $> 
est continue et bornée. On en déduit que k est continue, donc iden
tiquement nulle. En particulier en changeant de variable on obtient 

0 = k(o) = f (-g) h (g) < V g A U_gx , 4> > dg . 

•G 
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On peut remplacer f par une translatée, sans modifier ses propriétés 
initiales, on a donc 

0= £(g0 - g) h(g) < <Dg (A)x, - Ф > dg pour tout gQ e G. 

Si on pose l(g) = h(g) < $g(A)x , <f> > , cela signifie que f *1 = 0 . 
On en déduit f 1 = 0 , puis/vu que f(0) i 0 , on obtient 1(0) = 0 , soit 
pour tout H T , 

0= h(g) < <ï>g(A)x, ф > dg = < Ф(п) Ах , ф > . 
•G 

On a donc $(h) Ax = 0 pour tout xeX , soit <S>(h)A =0 , et cela pour 
tout h €IQ(E + W i). On a donc A € (E + Wi) pour tout i el soit encore 
AcL^(E) en utilisant 3-5-(iii). 

6.10. Corollaire - Reprenons les données de 6.9. SI P et Q sont deux 

parties de G, on a L*(P) XU(Q) C YV(P+Q) . 
Pour tout A el̂ fP) tel que sp$A = FCP on a 

A XU(Q) C YV(F+Q) C YV(P+Q) 
d'après la proposition 6.9. Le corollaire 6.10 en résulte, car tout 

AeL*(P) est limite dans LQ d'éléments B 6 L tels que sp$ B C P et 

YV(P+Q) est fermé dans YQ . 

6.11. Corollaire - Reprenons les données de 6.9, (W1)i €I désignant 

Ici une Camille de voisinages fermés de 0 dans G telle qâe {0}=-П W. . 
i£l 1 

Les conditions suivantes sont équivalentes: 

[i) VgA = AUg pour tout g€G , autrement dit A entrelace U e£ V. 

(il) (resp. (iii), [iv) [v) ) A XU(P) с YV(P) pour toute partie P 
de G qui est fermée [resp. ouverte, compacte, du type y + Ŵ ) 

Il suffit de prendre E = {0} et d'appliquer les propositions 6-9 
et 3-5(iv) 

Notons qu'en particulier si (X,Z) = (Y,T) et si U = V , ce corollaire 
caractérise les éléments de <£ (X ) qui commutent aux éléments de U(G) 
c'est-à-dire les points fixes dans l'algèbre L = £ (XQ) pour les auto-
morphismes de <ï>(G) . 
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6.12. Corollaire - Gardons les données de 6.11 et supposons que 
(X,Z) = (Y,T). Les conditions suivantes sont équivalentes : 

U) U = V ; 
(ii) (resp. (ili), Uv), (v)) XU(P)CYV(P) pour toute partie P de G 

qui est fermée [resp. ouverte, compacte, du type y + ) . 

Il suffit d'appliquer le corollaire 6-11 avec A = I . 

6.13. Corollaire - Supposons que G soit ordonné par un semi-groupe 
iermé S tel que zéro soit adhérent à l'intérieur S® de S dans G . Soit 
t un élément de G . Pour un élément A de JJ(XQ,YQ) les conditions 

Suivantes sont équivalentes : 

(i) А€Ь Ф (t+S). 
(ii) A XU(s+S) С YV(t+s+S) 
(iii) A XU(s+S°)С YV(t+s+S°) 

pour tout S € G . 
pour tout S € G . 

(i)=» (iii) Comme (t+S) + (s+S°) = t+s+S° , cela résulte de l'équi
valence de (i) et (iv) dans la proposition 6.9. 
(iii) =^ (ii) Soit (t.) une suite généralisée dans Ŝ  et tendant vers 
zéro. On a alors r+S = O (r-ti + S ) pour tout r€G et (iii) nous 
donne 

AXU(s+S) CMU(s-ti+S°)CY
V(t+s-ti+S°) 

d'où finalement 

AXU(s+S)cOYV(t+s-t-+S) « YV(t+s+S) . i 1 

(ii) =>(i) Pour tout s €S° , posons Ws = (-s+S) П (s-S). 
Comme Wg contient (-s+S°)f) (s-S°), c'est un voisinage de zéro et en 

posant E = t+S on a 
Л (E + W ) = Л (t-s+S) = E . 0 0 seS u seS 

D'autre part, pour tout r€G on a 

AXU (r + Ws) = AXU [(r-s+S)f\ (r+s-S)] С AXU(r-s+S) С YV(t+r-s+S) = YV(E+r+Ws). 

L'équivalence des conditions (vi) et (i) dans la proposition 6-9 nous 
donne donc l'implication souhaitée . 
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6.14. Cas dos représentatlons Involutlves. 

Proposition - Reprenons les données 6-9 et supposons en outre que 

(X,XQ) , (Y,YQ), U et V soient Involutlfs. Munissons (L, L Q) de VIn

volution associée aux précédentes. Mors * est Involutlve . 

Notons J et J' les involutions respectives de (X,XQ) et (Y,YQ) 

et soit A »—> A*= J* A J l1 involution associée sur (L,LQ) . Alors 

pour tout A € L on a 

$ (A*) = V AU = V J' AJ U _ = J'V AU J 
gv J g "g g "g g "g 

= J'$g(A)J = $g(A)* . 

6.15. Corollaire - Reprenons toutes les données de 6-14 et soit A un 
élément kermltlen de L . Les conditions suivantes sont équivalentes 

U) A entrelace U et V; 

(¿¿1 AXU(t+S) C YV(t+S) pour tout t € G j 

[III) AXU(t+S°) C YV(t+S°) pour tout tcG . 

(i) <=> (ii). Plus généralement si on pose 
[-r,r] = (-r+S) O (r-S) et si on suppose A€L̂ ([-r,r]j CL$(-r,+S) , 
alors le corollaire 6-13 nous donne 

(1) AXU(t+S)C YV(-r+t+S) pour tout t €G . 

Réciproquement, la condition (1) implique (toujours d'après 6.13) que 

A€L$(-r+S). Comme $ est involutive (prop. 6.14) on a A*eL$(r-S) (voir 

3.17). Si A = A* , la condition (1) implique donc que Ael? ([-r,r]) . 

En prenant r = 0 on voit que (i) équivaut à (ii). 

(ii)̂ (̂iii) se démontre de la même façon . 
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6.16. Corollaire - R2.px.won6 les données de 6-14 et supposons que 

(X,XQ) = (Y,YQ) . Les conditions suivantes sont équivalentes 

U) U = V . 

IU) XU(t+S) CXV(t+S) 

\IU) XU(t+S°) C XV(t+S°) 

pour tout t eG . 

poux tout té G . 

Il suffit d'appliquer le corollaire 6-15 en prenant A = I . 

6.17. Spectre d'une représentation du type y U , V sur i6(X0,YQ) . 

Conine dans 6-9 nous considérons un autre couple (Y,T) d'espaces 
de Banach en dualité métrique, nous mettons L = J?(XQ,YQ) en dualité 

métrique avec M = X ® T , et nous supposons que YQ et ZQ vérifient 

la condition (K). 

Soient H un autre groupe localement compact commutatif et V une 
représentation continue de H sur (Y>YQ) . Nous supposons que U ou 

V est équicontinue. 

Avec ces hypothèses, nous définissons une représentation continue 
ponctuellement intégrable y de G x H sur (L,LQ) en posant 

r̂ s ̂  = Vs A Ur pour A € L et (r,s) e G x H • 

Ce n'est pas exactement la représentation Y considérée en 5-5 , 
mais elle s'en déduit en composant avec 1'isomorphisme de groupes 

(r,sj 1 > (-r,s). 

En outre, nous supposons que U est ponctuellement intégrable 

(par exemple que XQ vérifie la condition (K) ). 
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Rappelons qu'il existe un plongement canonique de X^#Y = Z«>Y 
dans J?(X0,Y0) = L , associant à tout élément décomposé zey de Z0Y 
l'application linéaire de rang un 

X I—> < x,z > y de Х0 dans Y0 

Proposition - Avec toutes ces données, la representation Y possède les 
propriétés suivantes*. 

(i) Pour tout z€Z et tout yeY on a sp̂ Czey} = (sp^z) x (sp̂ yj . 

[ii) Pour toute partie P de G et toute partie Q de H on a 

г\р) ф YV(Q) С L*(P x Q) . 
(iii) sp ф = (sp U) x (sp V) . 

(i) Soient x6X , ycY, zeZ. Pour tout (r,s) € GxH on a 

(1) 
f*r>s(ze>y)] (x) - [V s(z*y)U r] (x) = Vs < U rx,z>y 

- < U r x,z > Vs y = < x, *иг z > Vs y . 

Soit l'injection canonique g»—> (g,0) de G dans GxH . 
1 

et soit ^=^io . D'après la relation précédente, pour tout feL (G) 
on a 

^(f) (zey)(x) = < x, fyfjz > y 

On en déduit 

JUz zey 
d'où sp̂  (zey) С sp z . 

D'après la proposition 3-14, sp̂  (z#y) = [ ĵ  (sp,y z«y) ] On voit donc 

que spy (z«y)Cj~1 [ sp^ z ] . 

De même, en considérant l'injection canonique j 7 r hi—> (0,h) de H 
1 

dans GxH et Î 2 = I^OJ 2 / on obtient pour tout g€L (H) , ï̂ Cg) (z0y) = 

< x,z > V(g)y , 
d'où l'on déduit de la même façon sp̂  (z«y) C J2-1 i sPy ^ 1 

Comme ĵ  et j 2 sont les projections canoniques de G x H sur G et 

H respectivement, on obtient sp̂ (z«y)C CsPt̂  z ) x ( sPv ^) * 
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Réciproquement, soit yQ = (a Q ,y g G x H dans le complémentaire 

de sp̂  z ®y . Il existe alors des voisinages ouverts W1et W2 de aQ et 

eQ respectivement tels que W1 x W2 de aQ et $Q respectivement tels 

que W1 x W2 soit disjoint de sp^ z«y . Choisissons £ € L
1 (G) et 

gelJ(H) telles que £ (resp. g ) prenne la valeur un au point aQ (resp. 3Q) 

et la valeur zéro au voisinage du complémentaire de W1 (resp. W 2). Posons, 

h(r,s) = £(r) g (s). Alors h(a,3) = £(a) g(3) prend la valeur un au point 

YQ et la valeur zéro au voisinage de spy (z«y) , de sorte que 

¥(h) (z ©y) = 0 . Mais par ailleurs, la relation (1) ci-dessus nous donne 

pour tout xcX , 

[ ¥ (h) (z«y) ] (x) = < x,*U(f) z > V(g) y , 

soit ¥(h) (z$y) - tU(£)z®V(g) y , qui est nul si et seulement si l'un 

des termes ̂ CRz ou V(g)y est nul ce qui impose soit a0 ̂ sptU z , 

soit e^spy y . 

(ii) résulte immédiatement de (i) . 

(iii) Comme sp U = sp tU = [ (J sp. z ]~ et comme spV = [ U sp,, y]~ 
L z€Z rU ycY V J 

l'assertion (i) montre que l'on a (sp U) x (sp V) C sp ï . D'autre part 

appliquons (ii) en prenant P = sptU et Q = sp V . On obtient 

Z®YCL^(P x Q) . Par bipolarité, on voit facilement que Z®Y est partout 

dense dans L pour la topologie de LQ . Dons L = L (P x Q) et sp v C p x Q . 

6.18. CoKolXaVie - Gardons les données de 6.17 . KIOHS ¥ est normique

ment continue, si et seulement si U et V le sont . 

En effet, d'après 6-17 (iii), sp Y est compact si et seulement si 

sp U et sp V le sont, et la conclusion résulte de la proposition 6-6 . 
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6.19. Corollaire - Reprenons les données de. 6.17 avec G = H , et soit 
$ la représentation continue de. G sur (L>LQ) obtenue, en composant la 

la représentation v précédente avec Vkomomorpkisme j: gl—• ("g,g) de G 
dans G x G . 

Ш Pour tout z€Z et tout y6Y, on a sp$ z®y = (spy y - spt^ z)~. 
(¿¿1 S>c P et Q -óojtó deux parties de G , on a 

Z 4 P ) <& YV(Q) С ЬФ [ (Q-P)' J . 

(iti) sp Ф = (sp V - sp U) 

(i) résulte de 6.17(̂ 1), en utilisant la proposition 3-14 (i) et compte-
tenu du fait que j est l'application (a,6) »—-> B - a de G x G dans 
G . 

(ii) D'après la proposition 6-17 (ti), on a 

Z 4 P ) *> YV(Q) C L ? (P x Q) С L* (j"1 (Q-P)) С (j-1 [(Q-P)j) 

et d'après 3-14(ii), 

L* (j"1 [(Q-P)"] ) - ЬФ ( (Q-Р)" ) 
(iii) résulte des assertions 6-17 (iii) et 3-14 (iii) . 

6.20. Corollaire - Tour que la représentation Ф du corollaire 6.18 
soit normiquement continue II faut et II suffit que U et V le soient . 

Cela résulte immédiatement de 6.19 (iii) et de la proposition 6.6 . 

6.21. Corollaire - Supposons que G = H , que (X,Z) = (Y,T) et que 
tout élément de U(G) commute avec tout élément de V(G). Soit W la 

représentation continue g h—> Ug V g de G sur (X,XQ) . 

(-¿1 sp W С [ sp U + sp V J " , 

(II) pour tout xeX , on a sp̂  x С (spy x + spy x)~ • 
(Hi) si P et Q sont deux parties fermées de G, on a 

XU(P) П XV(Q) С X W (P+Q) . 
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(i) Notons $' la représentation obtenue en composant la représentation 

y de G x G sur (L>LQ) avec l'application diagonale gi—> (g,g) de G 

dans G x G . Comme dans le corollaire 6.19 on voit que sp *' = (sp U + sp V)7 

D'autre part, pour tout f eL1(G) on a 

W(f) = f(g) Wgdg = £(g) ̂(I)dg = • • (f)(1) . 

JG J g 

Donc Ker W = Jj et sp W = sp$, I C sp . 

(ii) Soit x € X et posons E = sp̂  x , F - spy x . Comme les éléments 

de U(G) commutent avec ceux de V(G), les sous-espaces X̂ (E) et XV(F) 

sont invariants par U et V (voir 3.3. (iv)), et donc par W . Notons 

ÏÏ , V et W les restrictions de ces représentations au sous-espace 

XU(E) H XV(F) . D'après (i) on a 

sp W C [ sp U + sp v ] " 

d'où 

sp̂  x = S P w x C sp W C [sp U + sp Vj = [ E + F ]~ 

(iii) Tout élément x de XU(P) f) XV(Q) est limite dans XQ d'éléments 

de la forme U(£) V(g)x avec f et g € L (G) tels que supp. f et supp. g 
soient compacts (voir 3.1.7 et 2.8 (iv) ). Posons y = U(f) V(g)x . D'après 
3.3. (iv), (v) et 3.5 (iii), les ensembles sp̂  y et spy y sont compacts , 

contenus respectivement dans P et Q. Il résulte alors de (ii) que 

sp̂  y C P+Q , d'où y € Xw (P+Q), et comme Xw (P+Q) est fermé dans XQ , on voit 

que x € Xw (P+Q) . 

6.22. Remarque - Reprenons les notations de 6.9 ou 6.17 . Nous avons 

considéré dans ce paragraphe 6 les représentations Y et $ sur (L,LQ) 

dans le cas où L est mis en dualité métrique avec M = X ®T. 
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Lorsque L est mis en dualité métrique avec M, c'est-à-dire lorsqu'on 

remplace la topologie a(L,M) de LQ par a(L,M) , on a vu en 5.9 et 5.10 

que les représentations v et $ correspondantes possèdent les mêmes 
propriétés que les précédentes, si on fait les mêmes hypothèses sur U, V , 
(X,Z) et (Y,T). Tous les résultats énoncés à partir de 6.9 restent valables 
dans ce nouveau cadre, car les démonstrations utilisent seulement le fait 
que toutes les représentations considérées sont ponctuellement intégrables. 

Notons que pour tout AeL, l'ensemble sp̂  A est le même que L soit 

mis en dualité métrique avec M ou avec M, et par conséquent pour toute partie 
fermée P de G x H , l'espace L̂ (P) ne dépend pas de la dualité métrique 
considérée (voir 3.5(iii)). Pour une partie P quelconque, L (P) étant 
l'adhérence de U L (K) o u K décrit l'ensemble des parties compactes 
contenues dans P, le sous-espace spectral associé à P et ¥ dans la 
dualité métrique de L avec M est l'adhérence pour a(L,M) du sous-espace 
spectral correspondant dans la dualité métrique de L avec M . 

NOTICE BIBLIOGRAPHIQUE . 

Les propriétés 6.1 à 6.5 sont formulées dans ([l5], §11 ) pour les 
représentations par automorphismes dans les algèbres de von Neumann. Leur 
expression générale donnée ici est due à M. Enock et J.M. Schwartz. La 
proposition 6.6. est démontrée par D. Olesen ([29], prop. 2.1) . Les 
corollaires 6.12 et 6.13 constituent des énoncés clé de l'article de 
W. Arveson ([l], th. 2-3 et corol.1 et 2) .La formulation plus générale 
donnée dans la proposition 6-9 , les corollaires 6.10 à 6.13 , 6.15 et 
6.16 , est due à F. Combes. Les énoncés 6.19 et 6.20 sont établis par 
D. Olesen dans ([29], prop. 3.2 et corol. 3.3) . La démonstration donnée 
ici de 6.17 et 6.19 est due à R. Charpentier [l2] . 
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ALGÈBRES D'OPÉRATEURS 

§7 GROUPES CONTINUS D'AUTOMORPHISMES DANS LES ALGEBRES DE BANACH BITOPOLOGIQUES 

7.1. Définition - Nous appellerons algèbre de Banach bitopologique un 
e.l.c.s. bitopologique (A,Ao) où A est une algèbre de Banach, et qui 
vérifie les conditions suivantes : 

1) la boule unité fermée de A est une partie fermée de A0 ; 

2) la topologie de AQ est égale à la topologie $(A0,A'o) de la dualité 

avec le sous-espace A'o de A' ; 

3) pour tout a $A , les applications linéaires 1a : x —> ax et 

ra : x —> xa sont continues de A0 dans А0 . 

7.2. Remarques - a) Les conditions 1) et 2) ci-dessus signifient que 
(A,AQ) a la structure d'e.l.c.s. bitopologique associée à la dualité métri
que de l'espace de Banach A avec un espace vectoriel norme (à savoir 
Â  ) . La condition 3) signifie que le produit de A est séparément continu 
pour A Q . 

Ainsi, pour tout aeA, on a 1&, r̂  € (AQ) С J?(A) avec 
Il 1̂  Il ^ Hall et |lr y < Il a И . Si A est unif ère ou possède des a a 

unités approchées, on a || 1 | = Il a. || = |ra| . 

L'application 1 : a R l a (resp. r : a r & ) de A dans 

JJ (AQ) est un homomorphisme (resp. un antihomomorphisme) de A dans (AQ). 

C'est un morphisme d'e.l.es. bitopologiques de (A,AQ) dans (L,LQ) , 

si (L,LQ) désigne la structure bitopologique associée à la dualité métrique 

du sous-espace vectoriel norme (AQ) de #(A) avec l'espace vectoriel 

norme A Ф A£ 
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b) Soit B une sous-algèbre de A normiquement fermée et soit BQ 

l'espace B muni de la topologie induite par celle de AQ . Alors (B,BQ) 

est une algèbre de Banach bitopologique que nous appellerons sous-algèbre 
de Banach bitopologique de (A,AQ) 

c) Soit toujours (A,AQ) une algèbre de Banach bitopologique. Si de plus 

A est une algèbre de Banach involutive et si l'involution de A est 
continue pour la topologie de AQ , nous dirons que (A,AQ) est une algèbre 

de Banach bitopologique involutive. 

7-.3. Exemples - a) Soient (X,Z) un couple d'espaces de Banach en 

dualité métrique et (X,XQ) la structure bitopologique sur X associée à 

cette dualité. Notons (L>L0) 1'e.l.c.s. bitopologique associé à la 

dualité de l'espace de Banach #(XQ) avec l'espace vectoriel norme 

M = X # Z (ou à la dualité avec le complété M de M) . On vérifie faci

lement que (L,LQ) est une algèbre de Banach bitopologique (voir 4.3.c 

et 4.4) 

b) En particulier, considérons le cas où X est un espace hilbertien 
H et où Z est son espace hilbertien conjugué H identifié au dual de 
H . L'espace bitopologique associé à cette dualité est (H,H0) où HQ est 

H muni de sa topologie faible. On a alors L = ¿6 (HQ) = JS (H) . Dans 

le cas où L est mis en dualité métrique avec l'espace vectoriel norme 

M = H ® H~ , alors LQ est ¿6 (H) muni de la topologie faible des opéra

teurs . Le complété M de M est le prédual de j£ (H) , et lorsque L es1 

mis en dualité métrique avec M , la topologie de LQ est la la topologie 

ultrafaible des opérateurs (voir [jg], chap. I, §3, n°3). Dans les deux 

cas l'involution de Jfi(H) fait de (L>LQ) une algèbre de Banach bitopolo

gique involutive. 

Si A est une sous-algèbre de von Neumann de JK(H) et si AQ est 

A muni de la topologie faible (ou de la topologie ultrafaible) des opéra

teurs, alors (A,AQ) est une sous-algèbre de Banach bitopologique involu

tive de l'algèbre (L>L

o) correspondante. 

67 



ALGEBRES D'OPÉRATEURS 

7.4. Veilnltion - Soient G un groupe topologique et (A,A ) une algèbre 
de Banach bitopologique. Nous appellerons représentation automorphique 

continue de G sur (A,AQ) une représentation continue $ de G sur 

lfe.l.c.s. bitopologique (A,AQ) telle que soit, pour tout g e G, 

un automorphisme de l'algèbre A. Si de plus (A,AQ) est involutive et 

si $g est, pour tout g e G, un automorphisme d'algèbre involutive, nous 

parlerons de représentation automorphique involutive continue de G sur 
(A,A0) 

7.5. Exemples - a) Reprenons les données de l'exemple 7.3. a). Soit U 
une représentation continue d'un groupe topologique G sur 1'e.l.c.s. 

bitopologique (X,XQ) et supposons que U ou ^ soit équicontinue. Pour 

tout g€G, notons l'application A i—> AU_g de et (XQ) dans 

lui-même. Alors g i—> est une représentation automorphique continue 

de G dans l'algèbre de Banach bitopologique (L,LQ) (voir corol. 5.6 et 

prop. 5.10). 

b) Considérons le cas plus particulier de 7.3. b) et soit U une repré
sentation unitaire fortement continue de G sur H. Nous obtenons alors 
une représentation automorphique involutive continue $ de G sur 

(«̂ (H), «̂ (H)0 ) , et plus généralement sur toute sous-algèbre (A,AQ) 

où A désigne une sous-algèbre de von Neumann de J£(H) stable par * 

pour tout g 6 G . 

7.6. Soit (A,AQ) une algèbre de Banach bitopologique . Nous supposons 

que les applications 1: a H—* la et r: a »—* ra de A dans <i?(A0) 

sont injective s, que Z = Â  est normiquement fermé dans A' , et que 

Z muni de la topologie a(Z,A) et AQ vérifient la condition (K) . 

D'autre part, soit U une représentation automorphique continue d'un 
groupe localement compact commutât if G sur (A,AQ) . Nous supposons 

que U ou est une représentation équicontinue. 

En particulier, les conditions énoncées avant la proposition 6.9 sont 

réalisées avec X = Y = A, Z = T = Â  , et U = V. 
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Proposition - Avec ces données, considérons une partie fermée E de G 
et une base 3 de voisinages compacts de 0 dans G . Pour un élément 
a de A les conditions suivantes sont équivalentes: 

U) a € AU(E) ; 

[ii) a AU(F) С AU(E + F) pour toute partie fermée F de G ; 

[iii) a AU(P) С AU(E + P) pour toute partie P de G ; 

Uv) a AU(fi) С AU(E + fi) роил toute partie ouverte fi cíe G ; 
и и л 

(v) a A (К) С A (E + К) роил ¿ou¿e partie compacte К de G ; 

[vi) a A U( Y + W) С A U( Y + E + W) роил tout y e G et tout W e J& . 

Sous les hypothèses faites, si pour tout g€G et tout v e #(AQ) 

nous posons *g(v) = U g v U_g , alors $ : g t—> $ g est une représenta

tion continue ponctuellement intégrable de G sur l'e.l.c.s. bitopologique 

(L,LQ ) associé à «£(AQ) en dualité métrique avec l'espace vectoriel normé 

A#Z (voir 5.6). Pour tout acA, l'élément $ g (la) de L est 

l'application x >-» U g lft U_g(x) = Ug [a U_g(x) J = [ Ug(a) ] (x) . 

Qii voit donc que $g o 1= lo Ug, et 1 est une application linéaire 

continue de A Q dans LQ qui entrelace les représentations U et * de G. 

Comme 1 est injective , d'après 3.3. (iv) on a sp̂  a » sp$ 1 & pour 

tout a e A . Les conditions a € A U(E) et l a € L$ (E) sont donc 

équivalentes. L'assertion résulte alors de la proposition 6.9 appliquée à 

7.7. Corollaire - Conservons les données de 7.6. 

(i) Soient P et Q deux parties de G ; on a AU(P) AU(Q) CAU(P+Q) . 

Iii) Soit P une partie de G telle que P+P С P . Alors AU(P) est 
une sous-algèbre de A fermée dans AQ . 

[Iii) Si (A,AQ) est tnvolutlve, si la représentation U est involutive 

et si P est un sous-groupe de G , alors AU(P) est une sous-algèbre 

Involutive de A fermée dans AQ . 
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(i) Soit acAU(P) . Alors a est limite dans A q d'éléments b 

tels que sp̂  b CP . D'après la proposition 7.6 (iii), on a 

b AU(Q) C A U( S P u b + Q) C A
U(P + Q) . 

Comme le produit est séparément continu dans A q et comme A
U(P + Q) 

est fermé dans A q , on voit que a A
U(Q) C AU(P + Q) . 

(ii) résulte immédiatement de (i) . 

(iii) Soit x h-> x* 1'involution de A . D'après 3-3(iv), pour tout 
x 6 A nous avons sp̂ T x = "

sï\j x • Alors (iii) résulte immédiatement 

de cette égalité et de (i). 

7.8. Corollaire - Conservons les données de. 7.6. Vensemble A U des 
points x de A tels que Û x = x роил tout g € G est une sous-algèbre 

de A Желтее dans AQ, involutive si (A,AQ) et U sont involutives. 

Роил toute partie E de G , tout xeAU et tout yeAU(E), on a 

xy et yx e AU(E), donc AU(E) est un module à gauche et à droite sur 

A U. 

Pour la première assertion, il suffit d'appliquer 7.7 (ii) et (iii) 
en prenant P réduit à l'élément neutre de G . La deuxième assertion se 
déduit de 7.7. (i). 

7.9. Corollaire - Avec ces mêmes données, supposons que A et {0} soient 
les seuls idéaux à gauche de A fermés dans A Q , stables par Vaction de 

U(g) et par la multiplication à droite et à gauche par les éléments de 

A U . Alors on a sp U + sp U С sp U . Si de plus (A,AQ) et U sont 

involutives, alors sp U est un sous-groupe de G . 
Soient y-j » У2 6 s p ^ ' Montrons que + Y2€sp U. D'après 

3-8-(ii), il suffit de vérifier que pour tout voisinage V de Y-J + Y 2 

on a AU(V) f {0} . Soient V\j et V2 des voisinages de y^ et Y 2 

tels que V1 + V2 С V. Pour i = 1,2 on a y± G sp U , d'où Â (V̂ ) f {0} 
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Lf annul at eur à gauche N de A^(V"2)
 e s t un idéal à gauche de A fermé 

dans AQ et globalement stable par U(G), car AU(V*2) l'est (voir 3-5-iii), 

et par les multiplications par les éléments de A^ . Si on avait 

AU(V.,) A U(V 2) = {0} , cet annulateur N serait distinct de {0}, donc 

égal à* A . Comme l'application r : a *-> r& est injective, on aurait 

A U(V 2) = {0} ce qui est absurde. On a donc {0} f Â (V\j) A U(V 2) C (A
U(V1+V2) 

CA U(V). 

Si (A,AQ) et U sont involutives, on a toujours sp U = - sp U . En 

eïfet, si X H > x* est 1' involution de A , pour tout x € A on a 
spy x* =-spy x (voir 3.3. (iv)) et il suffit alors d'utiliser 3.8 (iv) . 

Dans ce cas sp U sera donc un sous-groupe de G . 

7.10. Remarque - Avec les données et hypothèses de 7.6. , nous supposons 
en outre que (A,AQ) et U sont involutives et que l'involution x \—? x* 

de A est telle que x* x = 0 si et seulement si x = 0 . Alors on a 

Oesp U . En effet, vérifions que pour tout voisinage V de 0 dans G , 

le sous-espace Â (V) n'est pas réduit à 0 . Soit W un voisinage compact 

de 0 tel que W - W C V . Prenons y e sp U et soit x un élément non 
nul de A tel que spy x c y + W . Alors x*x est un élément non nul 

de A, et on a sp [ Jx*x C W - W C V . 

7.11. Soit (A,AQ) une algèbre de Banach bitopologique involutive. Nous 

notons xh> x* l'involution de A et nous supposons que l'on a x"* x =0 
si seulement si x =0 . De plus nous supposons que le dual A^ de A Q 

est normiquement fermé dans A', et que A^ muni de la topologie cr(Â  , A Q) 

et A Q vérifient la condition (K) . 

Nous considérons d'autre part une représentation automorphique involutive 
continue U d'un groupe localement compact commutât if G sur (A,AQ) et nous 

supposons que U ou est équicontirue. 
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En particulier, nous sommes dans les conditions de la proposition 7.6. 

Signalons que ces hypothèses sont réalisées dans le cas suivant : 

A est une algèbre de Banach involutive telle que x x = 0 si et 
seulement si x = 0 ; 

la topologie de A Q est la topologie a(A,A') ; 

U est une représentation continue involutive de G sur (A,AQ) 

(voir ([43], th. 4, p. 434) , la remarque 2-6 a) et le corollaire 2.11). 

Ces hypothèses sont également réalisées dans la situation du §10. 

Nous notons l'ensemble des idéaux à gauche non nuls de A fermés 
dans A Q et stables par l'action de U(G). Enfin nous notons r(U) 

l'intersection des fermés sp U lorsque B décrit l'ensemble des sous-

algèbres de A de la forme N O N* avec Net/T (comme d'habitude dési
gne la sous-représentâtion de U définie par B). 

Lemme - Soient NCi/T et В - NON* . Молл on a 

г CU) + sp и3 = sp и3 

D'après la remarque 7.10 , l'élément 0 appartient à r(U) car il 
С "X appartient à tous les fermés sp U où С = M Л M avec Mé / .On 

a donc sp U С T(U) + sp U . 

Soient Y-J 6 sp U B et Y 2 e r(U) et montrons que Y-J + Y 2 € sp U 6 . 
Pour cela, il suffit de vérifier que pour tout voisinage fermé V de 
Y-| + y2 nous avons Â (V) fl В f 0 , compte-tenu de 3-11 (i). Soient 

et V2 deux voisinages compacts de Y-J et Y 2 respectivement tels que 
V"1 + V"2 С V . L'ensemble AU(V.j) C\ В n'est pas réduit à 0 puisque 
Y-j с sp U . Son cumulateur à droite M est un idéal à droite fermé 
dans AQ , stable par U(G) car A 0 ^ ) Ci В l'est (voir 3.5 (i)). Par 
conséquent l'annulateur à gauche L de M est un idéal à gauche fermé 
dans AQ et stable par U(G), et К = L Л N possède encore les mêmes 

propriétés. Notons que К n'est pas nul car il contient AU(Vp Л В , 
et c'est donc un élément de Jf . Si x e L* Л M , on a x+x = 0 car x* 
appartient à l'annulateur à gauche L de M , d'où x = 0 , et donc 
Un M = 0. Posons С = К* П К . Puisque 
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Y 2 € r(U) CspU C , on a AU(V2) fi C f 0 d'où [ AU(V.,) fi B ] [ AU(V2)nc]^ g 

car sinon on aurait 0 f Â (V"2) O C C L*0 M. On obtient ainsi 

0 / [ Â (V\j) H B ] [ AU(V2) n c ] C A
U (V^) H B C AU00 fi B , 

ce qui achève la démonstration du lemme. 

7.12. Proposition - Avec £e4 données de 7.11, l'ensemble r(U) est un sous-
groupe fermé de G . 

On a évidemment r(U) = - r(U) car r(U) s'obtient comme intersection 
de supports spectraux de représentations involutives. Comme d'autre part 
0 €vr(U) , il reste à vérifier que r(U) + r(U) c r(U) . 

Soient N € c/T et B = N fi N* . D'après le lemme 7.11 on a 

r(U) + sp UB C sp , d'où r(U) + r(U) CspU 3 car r(U) C spU6 . 

Ceci étant valable pour tout N € , on en déduit que r (U) + r (U) C r (U) . 

7.13. Lemme - Conservons les données et notations de 7.11. Soit V un 
voisinage de 0 dans G et soient , N2 deux éléments de Jf têts que 

fi N2 f 0 . A£oa¿ il existe des éléments №« et M2 de ̂  contenu* 
A.eópecX¿vement donó et N2 et tels que si = fi Mi pour i = 1,2 , 

on ait 
B1 B2 B2 B1 s p U ' c V + s p U z et s p U c V + s p U 1 . 

Nous pouvons évidement supposer que V est un voisinage compact de 0 . 
Soit W un voisinage compact de 0 dans G tel que W - W C V , et soit x 

un élément non nul de N̂  fi N2 . Considérons le sous-espace vectoriel I de 
1 1 
L (G) engendré par les fonctions f € L (G) telles que le support de f soit 
contenu dans un sous-ensemble de G de la forme y + W . C'est un idéal de 

L1 (G) . En utilisant 3.1.5, on voit que Z(I) 7* / et par conséquent, d'après 
3.1.3, 1 ' idéal I est dense dans L (G). Soit f une unité approchée de 

L1 (G) formée d'éléments de I (voir 3.1.6). Comme x = lim U(fa)x d'après 
1 

2.8 (iv), on voit qu'il existe Y 0 € G et f e L (G) tels que supp. f 

C Y 0 + W et U(f) (x) ï 0 . Posons y = U(f)x . L'espace vectoriel N.,nN2 
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étant fermé dans AQ et stable par U(G), on a yeN^A^ . D'autre part, 

d'après 3.3. (v), on a spy y C Y q

 + W , d'où spy y - sp̂  y C W - W . 

Notons M̂ fresp. M2) le plus petit élément de tel que y € M* 

(resp. yeM 2). On a bien sur M iCN i pour i = 1,2. Posons = H 

et B2 = M2OM*2 . Nous allons vérifier que spU
B1CV+spU B2 , l'autre 

inclusion du lemme se démontrant de la même façon . 

Soit Y-i € sp U B1 . Puisque V + sp UB2 est fermé, il suffit de 

prouver que pour tout voisinage compact V\j de y-| , on a V̂rtCV + sp UB2 ) f /), 

c'est à dire (V\j - V)Hsp UB2 f fi . Soit L l'annulateur à gauche de 

{Ug(y) , ycG } . C'est un idéal à gauche fermé dans AQ et stable par U(G). 

L'annulateur à droite de L est un idéal à droite fermé dans AQ , stable par 

U(G), qui contient y . Il contient M.. . Pour tout z e M̂ flL, on a zz*= 0 , 

d'où z = 0 , d'où f\ L = 0 . Par conséquent, si est un élément non 

nul de AU(V1) O B^ c M,, il existe ĝ  € G tel que x̂  U g (y) ̂  0 . De même, 

puisque U (y*)x? est encore un élément non nul de M1 , il existe g7 € G 

tel que Ug1 (y*)x* Ug2 (y) = 0 . Posons z = Ug2 (y*)x1 Ug1 (y). Comme Ug1 (y) 

et Ug2 (y) appartiennent à M2. on voit que z appartient à B 2 . Par 

ailleurs, d'après 7.6. (v) on a z € Â (V\j + W - C Â (V\j - V) d'où 

0 f spU z C CV1. - V) (\ sp UB2 

7.14. Proposition - Avec les données et notations de 7.11 , considérons 

un élément N de <tf tel qu'il n'existe pas d'Idéal bllatére iermé dans A Q , 

stable par U(G), contenant N et distinct de A . Mors r(U) est égal 

à l'Intersection des fermés sp U 8 lorsque B décrit l'ensemble des sous-

algèbres de A de la farme M O M* avec M C N et M « #f\ 
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Soient L € Jf et V un voisinage de 0 dans G . Posons C = L O 
On a bien sûr L* N t 0 , car sinon N serait contenu dans l'annulateur 
à droite de L , qui est un idéal bilatère de A fermé dans AQ , stable 

par U(G) et distinct de A . Comme L H N n'est pas réduit à 0 , d'après 

le lemme 7.13, il existe des éléments et M2 de (/C , contenus respectivement 

dans L et N , et tels que si = Mj 0 et B2 - M2 O M2 , on ait en 

particulier 

sp / 2 C V + sp U B ] C V + sp if , 

On en déduit que l'intersection A des fermés sp lorsque B décrit 

l'ensemble des sous-algèbres de A de la forme M AM avec M C N et 
/-» 

M € (K est contenue dans V + sp U J . Comme r (U) est égal à 1 ' intersection 
des ensembles V + sp UC lorsque V parcourt l'ensemble des voisinages 

de 0 et L parcourt (/f , on obtient A C r (U) , d'où A = r (U) , 
car on a évidemment r(U) c A . 

7.15. Proposition - Avec les données de 7.11 , nous supposons que {0} et 
A soient les seuls Idéaux bHaten.es de A fermés dans A Q et stables par 
U(G) . Alors la Camille 3̂ (U) des sous-ensembles de G de la iorme V + 

sp UB , où V est un voisinage de 0 et B = N* f) N avec Ne^T, est une 

base de iUtre, d'Intersection r(U) . 

Soient N1,N2 deux éléments de JC et posons B̂  = f) pour i = 1,2. 

D'autre part, soient V1, V"2 deux voisinages compacts de 0 et considérons 

un voisinage compact V de 0 tel que VcV^ et V+V C V2 . On a 

N.J N 2 f 0 car sinon l'annulateur à droite de serait un idéal bilatère 

non trivial de A, fermé dans AQ et stable par U(G) . Alors d'après le 

lemme 7.13, il existe des éléments et M2 dans df contenus dans 

N1 et N? respectivement, et tels que si Ci = Mi. (1 M*i. pour i = 1,2, on 

ait en particulier spUC1cV+spU C2 . On a alors 

V + sp U C1 C V + sp U B1 C V1 + sp U B
 1 

V + sp U C1 c V + V +spUC 2cV 2 + spUB
2 
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Ceci prouve que SfT(U) est une base de filtre. D'autre part r(U) est 

évidemment égal à l'intersection des éléments de <jf(U) . 

7.16. Remarque - D'après la démonstration de la proposition 7.14, on voit 
que cette proposition reste valable pour tout N e Jf tel que l'on ait 
L nN / 0 si Le (/f .De même la proposition 7.15 reste valable en suppo-
sant seulement que l'on a N.. f\ N2 ̂  0 pour tous N.. et N2 dans Jf . 

NOTICE BIBLIOGRAPHIQUE . 

La proposition 7.6 , qui résulte facilement de la proposition 6.9 de 

cet exposé , généralise des énoncés de W. Arveson ([l], lemme 1) et de 

A. Connes ([l5], lemme 2.1.5). Le corollaire 7.9 se trouve dans ([l5], §II) 

pour une algèbre de von Neumann. 

La définition de r(U) (pour une représentation continue U d'un groupe 
abélien localement compact dans une algèbre de Banach bitopologique involutive) 

est une simple transcription de la définition introduite par A. Connes ( [l5], 

déf. 2.2.1) pour une algèbre de von Neumann. Les propositions 7.11 à 7.16, 

dont la formulation donnée ici est due à C. Delaroche, sont directement ins

pirés des énoncés analogues contenus dans ([l5], §II). Une formulation 

voisine a été fournie indépendamment par D. Olesen ([30]). 
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§8 GROUPES D'AuTOMORPHISMES DANS UNE ALGEBRE DE von NEUMANN 

Dans tout ce paragraphe, nous considérons une algèbre de von Neumann 

M opérant sur un espace de Hilbert H . Nous noterons HQ l'espace H 

muni de sa topologie faible, $, (H ) 0 (resp. M ) l'espace &(H) (resp. M) 

muni de sa topologie ultrafaible. Alors ( % (H), &(H)Q ) est l'e.l.c.s. 

bitopologique associé à la dualité métrique de &(H) avec son prédual ì&(H)* > 
et son sous-espace bitopologique (M,MQ) est associé à la dualité métrique 

de M avec son prédual M# . Si on munit !fe(H) de l'involution et du 

produit usuels, (&(H), &(H) 0 ) est une algèbre de Banach bitopologique 

involutive et (M,MQ) en est une sous-algèbre de Banach bitopologique invo-

lut ive (voir 7.3.b)). 

Si U est une représentation unitaire fortement continue d'un groupe 
localement compact abélien G sur l'espace hilbertien H . On en déduit 
[voir 7.5 b) une représentation * automorphique continue de G sur 
( &(H), <fc(H)o ) donnée par 

*„(A) = u A U * 
g g g 

(A€ 56(H), g c G ). 

Les conditions énoncées avant la proposition 6.9 sont réalisées avec U = V , 

X = Y = H et Z = T = H~ (dual de H). Aussi, compte-tenu de la remarque 
6.22 nous pouvons appliquer à * les résultats de 6.9. 

Si M est globalement invariante par les $g (pour tout gcG), $ 

induit une représentation automorphique involutive continue $̂  sur (M,MQ) . 

Rappelons qu'un automorphisme involutif d'une algèbre de von Neumann 

est automatiquement continu pour les topologies ultrafaibles ( , corol. 1, 

p. 54). Dans la suite a désignera une représentation continue automorphique 

involutive de G sur (M,MQ). Notons que la représentation transposée 

sur M^est équicontinue et que les représentations a et ta sont 

integrables (corol. 5.4). 
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8.1. Proposition - Pour toute partie P de G , notons A p Vannotateur 
à gaucke dans M du sous-espace spectral. M^P), et 1 P V homomorpklsme 

d1 algèbres x — > l x

? de M01 ctVwiA (P) ) où Ton a ^(y) = *Y 

pour tout y de M^P) / 
Les projecteurs suivants de M sont égaux et appartiennent au centre de 
M* : 

U) p p projecteur sur le sous-espace fermé [ VpÇP^U ] " de H 

(¿¿1 kp = 1-qp où qp désigne le plus grand projecteur de A p > 

(¿¿¿1 rp bô ne supérieure des supports s (y*) de* operateurs y* où y 

par court M^P) , 

Uv) sp support de V komomorpklsme 1 P de M01 dan* % (M01 (P) ) . 

La continuité séparée du produit dans MQ montre que l'idéal à gauche 

Ap de M et l'idéal bilatère Ker 1 P de M01 sont fermées pour la topolo

gie ultrafaible de M . D'où l'existence des projecteurs qp et s p , ce 

dernier étant dans le centre de M01 .De plus, l'inclusion Ker 1 P c Ap 
nous donne 1 - s p < qp . 

D'autre part, M^P) étant globalement invariant par les automorphismes 
a (3.5. (i) ), il en est de même pour son annulateur à gauche A p . De 

même , comme M^P) est un module à gauche et à droite sur M" (cor. 7.8) j 

il en est de même de Ap . Donc qp appartient au centre de Ma , donc 

à Ker 1 P . 

On en déduit qp < 1 - s p , et donc kp = s p . 

Soit maintenant q un projecteur de M . On a 

q€ Ар ¿z> qy = O , VycM°(P) 

<zí> Im у с Kerq ,Vy£M°4P) 
« s (y*) S 1-q,Vy«Ma(P) 
<-> rp < 1-q 

<-> q < 1-p 
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On en déduit k p =
 rp • 

De même : 

q <É A P 4=$ qy = 0 V y € M A(P) 

<ï=ï qy H = {0} V y € M A(P) 

<=> q [MA(P)H]" = {0} 

q p P = o 

Comme [Ma(P)H] est stable par M' , Pp appartient à M . 

On en déduit p p = k p . 

8.2. Notations - Pour toute partie P de G, nous noterons qp (ou q p 

s'il n'y a pas dfambiguité) le plus grand projecteur de l'annulateur à 

gauche A* de Ma(P) , et p a

p = 1 - q
a

p . Ils sont dans Z(M*) . 

Si G = JR , nous poserons CL = qa pour tout t de IR , et nous 

le noterons qt s'il n'y a pas d'ambiguité . De même, nous écrirons 

ou M pour M 0 (]t,°°[) et A" OU Af pour A (annulateur 
r z z ^t^l 

à gauche de M01 (]t,°°[). 

Enfin ou désigne la borne supérieure dans le centre de Ma de 

la famille des projecteurs q£ , où t elR . 

8.3. Proposition -Si G =IR , Vapplication q : 1i—* q t de IR dans te. 
centre, de. M a possède. leJ> propriétés suivante.* : 

[i) C'zst une. fonction croissante, de. t, et qt -> q^ fortement quand 
t —> +°° • 

[ii] Elle. est continue, à droite, . 

(¿¿¿1 qt = 0 pour tout t < 0 » 
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(Iv) Se Sp a admet une borne Inférieure dans IR , alors qt = 0 

pour tout t < . De mime, si Sp a. admet une borne supérieure m 2 dans 

JR , alors qt = I pour tout t ï m2 . 

(v) SI T est un automorpklsme de M qui commute avec at pour tout 
t de IR , alors on a T(qt) = qt pour tout t de IR . 

(i) tient au fait que 11—> j t,00 [ est une fonction décroissante 
de t , et que P i-̂  qp est une fonction décroissante de P . 

(ii) Soit s n — t , s ̂  t . On peut se limiter à considérer une 

suite décroissante (quitte à remplacer s par sup s p ). Alors, par 
г л - П P * n 

3.5. vi) ,on a M = L u 4= 1 et donc 
n n 

At = n Asn 
et 

qt = n qsn = limn qsn 

(iii) Pour tout t < 0 , Mt contient Ma , et par suite l'identité I 
de M . Son annulateur A^ est donc égal à {0} . 

(iv) Si Sp a est borné inférieurement par m̂  , pour tout t < m.j 

on a sp a c J t, 00 [ , d'où Mt = M , A t = {0> , qt = 0 

De même, si Sp a est borné supérieurement par m2 , pour t > m2 on a 

Sp a Pi J t, « [ = 0 f d'où Mt = {0} , A t = M et qt = I 

(v) Par 3.3. iv), T laisse invariant Ma(P) , pour toute partie 

P de G , donc également A p . On en déduit T(qp) = qp . D'où le 

résultat. 

8.4. Définition - Si G = IR, la proposition 8.3. montre que qa est 
une résolution de l'identité sur c£ (H) . Elle définit donc un opérateur 

,+•00 
autoadjoint a = t dqt sur q̂  (H) (qui est positif par 8.3 iii) 

' —00 

et un groupe à un paramètre fortement continu d'unitaires U sur q̂  (H) , 

par 

Ut = exp (ita) . 
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Nous dirons que a et U sont canoniquement associés à la repré
sentation a . 

Par 8.1 et 8.3 (v) , on voit que q̂  a q" est affilié au centre de 

M01 , et que 

<£ ut c£ £ z(tf) pour t -e ]R . 

8.5. Lemme - Soit e un ptioJ2.cte.usi de M01 , M e Valgebre de von 
Heumann réduite eMe . 

W ((Me > ̂ e^o) ^
 u n Áoa6~^Pacz bitopologique de (M,MQ) stable 

par la representation a ; a Induit donc une so us-représentation que nous 

noterons ae . 

{ii) Pour toute partie E fermée de G , on a 

M°eCE) = vP^ClM^ = eM^EJe . © e 
En particulier i^eY

s MafiMe = eM°e et Sp ae c Sp a . 

(Hi) SI e est dans le centre de M , pour toute partie E fermée de G 
ae a 

on a qE = e qE . En particulier, si G = IR , on a p0UA T € JR e e a a . a a q t- = e qt et = e q̂  

(i) est évident, et (ii) provient de 3.11 et du corollaire 7.8 

( iii) d'après ii), on a A £ H Me C Â  . Réciproquement, soit x-e Â  

et y -e Ma(E) 

On a x = x e , et y = ey + (1-e)y , avec 

e 
ey -e eMa(E) = Ma (E) . 

Donc xy = x(ey) = 0 . 
e 

Cela prouve que iC = A^ H Mg et donc 
e 

a a 
% = 6 qE 

D'autre part, on en déduit aussi 
e 

e [^(BHp = [Ma (E) eH]~ pour toute partie E fermée , 

donc à fortiori compacte, d'où, par (3.5 (ii)), pour tout ouvert, en 
particulier pour ] t, - [ . On a donc qf = eq£ et à la limite 
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e 
a a 
Ясс = e 4* 

8.6. Notations -
(i) Etant donnée une représentation unitaire U fortement continue de 

IR dans , on notera Py sa mesure de Stone. On a (3.7 (ii)) 
Ри(В)Н = HU(B) pour tout borélien В de IR . 

En particulier, si U est le groupe à un paramètre canoniquement 
associé à a (cf. 8.4.), on a 

(<£ щ и ( ]s,-[) = (<£ - q > = OTs,-D <й С 
pour tout S € JR 
(ii) Nous noterons RP(a, &(H)) l'ensemble des représentations unitaires 

fortement continues de IR dans &(H), qui induisent sur M la représenta
tion а , et qui ont un générateur infinitésimal autoadjoint positif. 
Si U •€ RP(a, <g(H) ), on a H = H U ( [o, +• [ ) 
(iii) Nous noterons RP(a,M) le sous-ensemble de RP(a, &(Н)) formé 
des représentations à valeurs dans M . 

8.7. Lemme - Supposons que G = IR . Soit e le plus grand projecteur 
du centre de M majoré par q̂  . Alors ce projecteur appartient à M01 . 

Le groupe à un paramètre U e canoniquement associé à a e opère sur eH 

et appartient à RP(ae , Me) ; H est minimal dans le sens suivant : 

pour tout V4RP(ae , fe(eH)) , t-eIR , on a 

Рие (]t,-[) < P v (]t,-[) 

Comme q̂  est fixe pour les at , qui laissent globalement invariant le 
centre de M, on voit que af(e) = e , pour tout t réel. 

e 
Le groupe à un paramètre U e opère, par définition,, sur c£ eH . Comme 
Q 

c£ = ec£ (8.5. iii), on voit que Ue opère sur eH . 

Par ailleurs, on a, pour s,t dans Ш , (cf 7.6) 
C[t,-[) М а 6 (]s,-[)c^e(]s+t, -[J 
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et donc 

e e e 
([t,-D K (]s,-[) eH]" c [M£ (]s+t,-[) eH]" 

ou encore, par 8.6 

e e e 
Mg ([t,-0 (eH)U (]s,-[) C (eH)U (] s + t > -[) 

soit, par 6.13 

w f C[t,-[) c £(eH)*U , U ([t, -[) 

pour tout t réel. 

Mais U e est à valeurs dans Mg (cf. 8.4). Mg est donc globalement 

invariante par * * . Posons 3 = * ' | Mg . 

Par 3.11, on a 

Mf ([t,-D c M* ([t,-[) . 

ce qui entraine, par 6.16, ae = 3 . 

Ainsi U e appartient à RP(ae , M ) . 

Soit maintenant V€ RP(ae , îfe(eH)). Pour tout t réel , et a dans 

e 
(]t,»[), on a 

a e H = a(e H) V ([o,+-[) c (eH)V (]t,-[ ) 

(par 8.6 ii) et 6.10). 

Donc (eH)^ (]t,-[) c (eH)V(]t,«[) (cf. 8.6 i). 

d'où le résultat. 
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8.8. Théorème - [Borchers) 

Supposons que. G = JR . Les conditions suivantes sont equivalentes: 

U) RP(o, &(H))¿ 0 
[ii) RP(a, M) f 0 

[iii] c£ = I 

[iv) П [M. H]"* = {0} t 
(i) => (iv) 5oit Uc RP(«, &(H))- Alors, pour tout t réel , 

M..H = Ma (]t,-[) HU([o,+-[ с H" (]t,+-[ 
(cf 6.10). 
Donc П [M,. н]"с П ( Р И (]t,-D H) - [Л Р И Qt , -D ] H = {0} 

t t t 
(î )=4>(iii) Evident par définition de q? et <£ (1 - «£ est le 

projecteur sur П [M,. H]" ). 

(iii) => (ii): Si c£ = I , le projecteur e du lemme 8.7 estégal à I . 
Le lemme 8.7 fournit alors U -e RP(a, M) 

(if) = > (i) trivial. 

8.9. Théorème - [KadUon - Sakai) 

Toute dérivation D d'une algèbre de von Neumann M est intérieure, 
i.e. du type D a : x •—> ax - xa . 

Si D est antihermitienne, son spectre est réel, symétrique par rapport 
à 0 , de bornes -IlDU et IÏDIl-сж peut choisir a dans M , positif , tel que 
|| a e|| = || D|Me || pour tout projecteur e da centre dt M.L'élément a CUCKIÔ̂ C 

choisi est unique, et c'est le plus petit élément positif de M qui induise 
D . 

En utilisant le théorème du graphe fermé, on démontre que D est un 

élément de <g(M) ([is] lemme 3. p. 308). D'autre part, on a 0 = ̂ + 1 0 2 

où D, et D ? sont les dérivations antihermitiennes. 

Dd(x) = 1 [D(x) - Dix*)* ] 

D2(x) = ¿ [D(x) • D(x*)*] 
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Pour démontrer le théorème, il suffit donc de considérer une dérivation 
antihermitienne (i.e. telle que D(x*) - -D(x)* , Vx-cM). Alors, pour 
tout t réel, exp(it D) est un automorphisme involutif de M. Donc 
a : t »—* exp(it D) est une représentation automorphique continue de JR 
sur M . La proposition 6.7 montre que Sp a = Sp D c Q-1| D II , ilDll ] c JR . 

Par 3.17, Sp a (et donc Sp D) est symétrique par rapport à 0 . Comme D 
est hermitienne au sens de ([2],§5)> son rayon spectral est égal à sa norme, 
donc - Il D II et II D II sont les bornes de sp D dans IR . D'après 8.3 iv), 

pour t £ Il D II , on a q? = I . Donc q̂  = I . 

Soient a et U l'opérateur positif et le groupe à un paramètre 
canoniquement associés à a . Comme c£ = I, U opère sur H . De plus, 

comme a = J t dqt , on voit que I a II < || D |j 
En dérivant en 0 l'identité 

exp(itD)(x) = exp(ita)x exp(-ita) 

On voit que D0 - D . 
a 

Soit maintenant e un projecteur central de M. On a 

De = De2 = e(De) + (De)e = 2 e(De) 

Donc e(De) = 2e (De) et e(De) = 0 . Donc De - 0 . 
Ainsi, tout projecteur central de M appartient à Ma . Le lemme 8.5 iii) 
montre alors que ea est le générateur infinitésimal du groupe U6 associé 
à ae . La démonstration précédente, appliquée à Mg , montre alors que 

Dae = D'Me e t " a e " * "D'Me " ' 

Soit maintenant un autre élément b positif de M tel que D. = D . 
b 

Alors, pour tout projecteur central e, la représentation Ve: t h-»exp(itbe) 

induit o(e . Donc Ve-c RP(ae ,<&(eH)) . Mais, par 8.7, on a donc 
PÏT t * P_e C ]t,«[) , Vt €ÍR . 

Ue Ve ; 

Prenons t = « b e M . On a P Ve ( ] Il be II , 00 [ ) = 0 et donc 

pU ^ ( I t ^ L ) = 0 • Ceci entraîne II be II >, Il ae II 
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Supposons maintenant que (a-b)+ soit non nul . Il existe alors 

un X > o et un projecteur spectral e de a-b tel que (a-b)e > Ae . 

Comme D a = D^ , on voit que a-b (et donc (a-b)
+ et e) appartient au centre 

de M . Pourtant, la relation (a-b)e 2 Ae conduit à 

Il be II < Il be II + A = Il be + Ae II < Il ae II 

et donc à une contradiction . Donc (a-b)+ = 0 , c'est à dire a < b . 

Remarquons enfin que si on pose c = a - j II a il , on a 

Dc = Da = D ' et donc 11 c 11 ' 7 11D11 

Par ailleurs, le calcul fonctionnel montre que || c || < || a II . 

Donc || c II < \ || a || < < |lc|| , donc || a II - RDII . 

On montre de même que II ae II = Il D |Mg || . 

L'unicité de a résulte facilement de ce qui précède . 

8.10. Lemme - (ArafU) 

Soient M une algèbre de von Neumann operant бил un espace de Hllbert 
H , U une représentation unitaire fortement continue de lRn dans H , 
telle que pour tout t de IRn , U t appartienne à M. Alors II existe 
um représentation unitaire fortement continue Z de IRn à valwAS dans 
le centre de M , telle que la représentation UZ : t i—» U t vérifie 

la condition suivante : pour tout voisinage n de 0 dans JR11 , le 

projecteur P^PO a pour support central I dans M . 

Notons que si M est un facteur, il suffit de prendre e dans Sp U , 

et Z t = <e,t> I pour tout t de IR
n . 

Alors, on aura 0 £ sp UZ (cf. 3.16) et donc P u z № f 0 pour tout voisinage 
de zéro n (cf. 3.8 ii) ) 

Dans le cas général, considérons une partition de IRn , soit (E.) , 

composée d'hypercubes semi-ouverts de longueur d1arête égale à 1. On a 

ï Рц №jî - 1 • 

Comme J est dénombrable, on peut construire par recurrence une famille 
(Q.) de projecteurs 2 à 2 orthogonaux du centre de M tels que 

3 J*J 
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(1) 
I Q, = I 

Qj < c(PU (Ej)) V j € J 

(pour tout projecteur e de M , on note c(e) son support central). 
Pour tout j de J , soit 6j un point de Ej . Posons 

Z0(t) =Z<e.,t> Q. 

On a ainsi une représentation unitaire fortement continue de IRn , à valeurs 
dans le centre de M . 

Découpons maintenant chaque hypercube Ej en 2 n hypercubes 
(E. , ) semi-ouverts, de longueur d1arête égale à 1/2 . On a , 

J , K1 k^,...92
n 

pour tout j€J 
2 n 

k =1 U J.K, U j 

Et donc 
Qj 2" 

í I 
k.-1 

c(PU(Ej,k1)). 

Pour tout j de J , il existe une famille (Q; k ) k1=1, ,2n de 

projecteurs du centre de M , 2 à 2 orthogonaux, tels que 
2 n 

Qi = î Qi'k 

et Qj,k1 < c(PU(Ej,k1)) 

Pour tout j de J , et k1 de {1,...,2
n} , soit 6j,k1 un point de E. v J ,K-| 

Posons 
2" 

z i ( t ) = l l < ei k 'ts> Qi k 
3fJ k =1 1 1 

ce qui définit encore une représentation unitaire fortement continue de 
ÏRn dans H , à valeurs dans le centre de M. 

Par récurrence, pour tout pcIN , on construit une partition de IRn en 
hypercubes semi*ouverts de longueur dfarête égale à —i , soit 

1* 
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( ^,^,...,1^ ) j£j,kr...,kp € {1,...,2
n} 

Par récurrence, on associe à cette partition une famille de projecteurs 

du centre M , ( % k k ) 2 à 2 

J*J» ,... ,kp€ {1,... ,2 } 

orthogonaux, tels que 

(2) 

2 n 

J J-̂-J J * • • J-̂p J »-̂1 J • • • '*p_1 
V 1 

>^ > • • • ĵp ^ j ,k̂ ,... ,kp ̂  

Soit alors j y • • • >kp un point de j >̂-| y • • • >kp . Posons 

2 n 2 n  

Zp(t) = l l •••• l < 0i k k j t > Qi k k 
j€j k1=1 kp=1 1 p 

Comme 
2 n 2 n 

I I . . . I Q, k v = I (par (1) et (2) ) 
j*J kp=1 1 

, c'est 

encore une représentation unitaire fortement continue de JRn , à valeurs 
dans le centre de M . 
La suite Zp(t) ainsi formée converge uniformément sur tout compact de lR

n 

pour la topologie normique. En effet, on a 

zp+1(t) - Zpft) = 

2 n 2 n  

= ^ l •••• l < e i k k j t > Qi k 
j*J k1=1 1 ^ = 1 1 P + 1 1 T + 1 

2 n 2 n 

- I I . . . . I <"ë~k' 7~it> % k k 

j<TJ k^1 kp=1 1 P 

2 n 2 n  

- I I . . . . I ( <e. k k ,t> - <e k k ,t>) q. k 

dfoù 
il Z ^ ( t ) - Z (t) l| * sup | (e. k k - e |t ) | 

F 1 F j,kr...,kp+1

 JH , , , , , KP+1 j,KT,...,iCp 
<Jltll ^ . 

2 F 
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D'où le résultat . 

Posons Zt = lim Zp(t) . Les propriétés de la suite Zp(t) assurent 

que l'on obtient ainsi une représentation unitaire fortement continue de IRn , 

à valeurs dans le centre de M . 

Soit n un voisinage ouvert de 0 dans IRn . Il existe q tel que 

Ej jk-j,... ,kq ~
 Ej ,k|,... ,kq

 c n pour tous j de J,et ̂  ,.. -kpie{ 1,.. .2
n}. 

Par ailleurs, on a, pour tout p de IN , j de J, k^,...,kp de(1,...2
n} 

PUZp(Ä)Qj,k1,....,kp = PU(^+oj,k1,...,kp) Qj,k1,...,kp. 

Si on prend p ̂  q , comme e. v , -e E. v , c E. v v , 
j >̂ -j, • •. ,*p j Ĵ-j > • • • >*p j >̂ -j 9 ' • • 

on a (Vp J q, Vjcj, Vkv...,\€ {1,...,2n}) 

UZp^ ̂  ,k|,... ,kp ' U ̂  j ,k̂ ,... ,k ̂  ,k̂ ,... ,kp • 

Si on somme ces relations pour tous les k .j kp c U,...,2n } , 

on obtient (en utilisant (2) ) (Vp * q ,Vj€J, \/ ̂  ,... ,kq € {1,...,2
n} ) 

V * 3 ^ \ ' v ^ v - V Q j > v - k

q • 

Si on passe à la limite suivant p , on trouve (Vj^J, V k1,... ,k^€ {1,... ,2n5 

p u z ^ Qj)kl,...,kq i V ^ - V Q,, 

et donc, pour tous j de J , k̂ ,... ,k̂  de {1,... ,2n} , on a 

c( puz^) Qj,kr...)kci * ^CBj.^,...^)) Qj)kl,...,kq 

>, Q, k v ( C2) ) • 

On a donc 

c( puzW)Q j ( V..,k q = Qj,kr...,kq 

pour tous j de J , et k-,...,k dans {1,...,2n} . 
* q 

Si on somme toutes ces relations, on trouve 

c(Puz(«)) = I • 
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8.11. Théorème - ( Borchers ) 

Supposons que G = JRn . Soit G un cône convexe saillant derme de 
. Soit U une représentation unitaire fortement continue de JRn sur H, 

telle que U t M = M роил tout t-eIRn , et telle que Sp U soit inclus 

dans С . Mors, H existe une représentation unitaire fortement continue 
U' de IRn sur H , à valeurs dans M , telle que sp U1 с Sp U ,et vérifiant 
Ut x Ut* = U[ x U£* , Vt € lRn , V X£ M . 

Posons a = Фи,и|М . 
Choisissons une base (ê ,.., ,en) de Ш.п telle que С soit inclus dans le cône 
(t e1 + ... + tn e n ; t, > o, ... , t n >, о } . 

Soit l'injection t ь-> t de JR dans IR ; alors j^ est la 
projection de lRn sur lRê  . On a, par (3.14 (iii)) 

SPCU о з±) - D i (SP и)Гс[з\ (с)Г=т+ 

On en déduit que U o j. £ RP (o o j. , ig>(H) ). Par 8.8 , il existe 

V 1 € RP(a o j i , M). Plus précisément, V
1 est le groupe à un paramètre 

canoniquement associé à a o j. . 

Soit iQ f i , et t -cIR. L? automorphisme a o j^ (tQ) commute à tous 
o 

les et o ĵ (t) (t-€JR) , donc, par 8.3. v), a o (tQ) laisse invariant 
o 

tous les opérateurs V* (t-elR). Mais cela s'écrit aussi 

Vt° Vt Vt°* = Vî \/t*IR. 
o o 

Cela était vrai pour tout tQ de IR , et pour tous i et iQ dans {1,... ,n) 

on en déduit que tous les V* (i=1,...,n;t«e(R) commutent entre eux. 

Si on pose V. o , = v] .... , on a donc une 
li n n 1 n 

représentation unitaire fortement continue de IRn , à valeurs dans M , et 

qui induit évidemment a sur M . 

On a donc, pour s,t de IRn 

Us Vt Us* = °s <V = Vs Vt V* = V, 
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Donc Us et Vt commutent; l'application 

t „ wt = vt* ut 

est donc une représentation unitaire de ÏRn fortement continue, à valeurs 

dans le commutant M1 de M. Le lemme 8.10 appliqué à la représentation 

W et à l'algèbre de von Neumann M' fournit une représentation Z fortement 

continue, à valeurs dans le centre de M, telle que, pour tout voisinage 

de 0 , le support central de P^ (fi) soit I. 
ex

posons U£ = Vt Ẑ  . Comme Z est à valeurs dans le centre de M , 

t U£ est encore une représentation unitaire fortement continue de IRn , 

à valeurs dans M, et qui induit o sur M. 

Par ailleurs, on a, pour tout t de JRn 

u • wt zt - vt wt - ut 

Comme Wt Zt appartient à M' , et U£ à M , on peut appliquer (6.21 .(iii)), 

et on a 

W pwz "y 5 pu 

pour tous fermés , de IRn . 

En particulier, si ô-̂ Sp U = Supp Py , il existe un voisinage compact 

« de 0 tel que Py (6+fl+Q) = 0 

On en déduit Py» (ô+n) P̂ flO = 0 

d'où : 

M'P .(6+n) P^MH = {0} , 

ou encore Pu?(e+fi) M' Pra(û)H - {0} , 

soit P (e+n) c(P w zM = 0 

et donc P (e+n) = 0 
U' 

On en déduit que e j. Sp U' ; donc Sp Uf c Sp U . 

8.12. ThtoKhfiü - [Olesen) 

Supposons G connexe., et a continu pour la topologie mimique 
des automorphismes. Alois, tí existe une représentation unitaire normique
ment continue U de G sur H , à valeurs dans M , qui Induit a sur M . 
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Comme G est localement compact abélien connexe, il existe un entier 

n et un groupe compact (connexe) K tel que G = IR11 x K ([35]th.2.4.1) 
Notons j l'injection K —» G , et ji(i=1,... ,n) les n injections 

IR —> G correspondante à cette décomposition. Les applications duales 

sont les projections correspondantes. 

Comme a est normiquement continuê  Sp a est compact (prop. 6.6) et 

donc Sp(a o j.) = j^ (Sp a) aussi. D'après 8.3 iv) , on en déduit que 

l'opérateur autoadjoint positif canoniquement associé à o o j. est borné. 

Le groupe à un paramètre V 1 canoniquement associé à o o opère donc 

sur H, et est normiquement continu. Par (8.7), il induit a o j. sur M. 

Par ailleurs, soit t réel, et i f i , et o j^ (tQ) commute à tous les 
o 

a o jt(t). Donc, par 8.3 v), a o j. (t ) laisse invariant tous les opéra-
. 1 q i 

teurs V̂ (t€lR). On en déduit que tous les (i=1,...,n ; t-elR) commutent 

entre eux. De même, pour tout g de K, a o j (g) commute à tous les 

a o j.(t) . Donc, tous les V* (i=1,...,n; tclR) sont invariants par les 

automorphismes a o j (g) (g € K). 

Le groupe dual K de K est discret, et peut être totalement ordonné 

(cf [35] 8.1.2 a) et 2.5.6 c) ). Pour un tel ordre, soit S le semi-groupe 
des éléments positifs. Notons P̂  le projecteur sur le sous- fermé 

[M0103 (Y+S)H]"~ Comme Sp a est compact , Sp (a o j) = j (Sp et) aussi; de 
plus, il est symétrique par rapport à 0 (car et o j est une représentation 
involutive). Il est donc de la forme 

{ - YP,..., - Y R 0, Y1,...,Yp> • Supposons que les éléments y± 

aient été ordonnés, i.e. que O = Y q S Y-j S ••• t Yp • 

Pour tout g de K , posons 

P-l 
W = T <g,Y-> (P - P ) + <g,Yn> P 
g L ë > 1 Y; P Yp 

i = o 

On a P = I car 0 -€ S et donc I -£ M0103 (S). On obtient 
Yo 

donc ainsi une représentation W normiquement continue de K sur M , 

telle que P W ( { Y. }) = PY_ _ P Y. + I ( 0 s i $ p - 1 ) 

= P 
YP 

si i = P 
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On vérifie alors facilement que P̂ (y+S) = . 

D'autre part, on a, pour tous y-j ,Y2

 D A N S ^ 

Maoj (y,+S) Maoj (y2+S) c Maoj (y1+y2+S) 

et donc 

MAOJ(Y^S)P H C py1+y2 H 

et donc, par (6.13) 

W,W 
^ 0 J ( v s ) c * W ) * ' (Y^S) 

Vy1 £ k 

w w 

Comme W est à valeurs dans M , $ ' laisse stable M . Posons 

3 = $^»^|M . On a alors 
M 0 1^ (Y^S) C M 3 (Y 1 +S) 

et donc, par (6.16) a o j = 3 

)onc W induit a o j sur M . 

D'autre part, comme les opérateurs V* sont invariants par les a o j (g) 

on en déduit que les V?" commutent aux W . 
t & 

Ainsi 

(t1,...,tn,g) -> v1t1 vntn wg 

est une représentation unitaire normiquement continue de IRnx K dans 
M , qui clairement induit a sur M . 

NOTICE BIBLIOGRAPHIQUE . 

Les énoncés 8.1 à 8.9 proviennent, pour l'essentielle [l] .La 
première démonstration du théorème 8.9 , par des méthodes différentes, a 
été fournie par R.V. Kadison [24] et S. Sakai [36] . Le lemme 8.10 est dû 
à H. Araki qui ne l'a pas publié. Il permet de démontrer, en utilisant les 
techniques d'Arveson, le théorème 8.11 de H.J. Borchers, pour un cône 
convexe saillant fermé quelconque de $n . On trouve dans [3l] une démons
tration de ce théorème, dans le cas où le cône est [0,+$[n , qui utilise 
également les idées d'Arveson. En ce qui concerne ce théorème de Borchers 
on peut aussi se reporter à [3] , [4] , [5] où des méthodes différentes sont 
employées. 

Le théorème 8.12 est dû à D. Olesen ([29], th. 4.2 ) . 
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§9 GROUPES D ' AuTQMORPHISMES D'UNE C*-ALGÈBRE 

Soient A une C*-algèbre , A' son dual, AQ l'espace vectoriel sous-

jacent muni de la topologie a(A,A'). Alors (A, AQ) est une algèbre de 

Banach involutive bitopologique au sens du §7 . 

Soit A" le bidual de A identifié à l'algèbre de von Neumann envelop

pante de A . Si a désigne une représentation automorphique involutive 

normiquement continue d'un groupe localement compact G sur A , nous noterons 

tt;a la représentation bitransposée de G sur A" . 

9.1. Proposition [Corollaire du théorème de Kadison-Sakai). 

Soit D une. dérivation antikermitienne d'une. C*algebre. A . Alors D 
se. prolonge, de. manière, unique en une, dérivation antihermitienne D de. A" , 
continue, pour a (A", A'). Le plus petit élément positif h de. A" tel que 
D(x) = hx - xh pour tout x -e A" est semi-continu intérieurement relativement 
à A et on a Il h H«llD I I . 

Il résulte du théorème du graphe fermé que D est continue (cf. 8-9). 
En bitransposant D on obtient un prolongement D de D à A" qui est 
continu pour a (A",A'). Utilisant la densité de la boule unité de A dans 
celle de A" pour a (A",A') on vérifie facilement que D est une dérivation 
de A". Pour s c IR , la série Z — (is D)na converge uniformément sur la 

n=o n 

boule unité de A" , donc exp(isD) est continu pour a (A",A') sur cette boule 
unité et coïncide avec ag = exp(isD) sur la boule unité de A . On a donc 
exp (i s D) = (tt:cOs • Posons 3 =

 U a et B = A" . 

On sait que B̂ ( ]s, »[ ) est l'adhérence de Aa( ]s, •[ ) pour cr(A",A') 
pour tout s de IR (cf. Rem. 6-8-b). Il résulte de la proposition 8-1-iii) 

que Pg = 1 ~ <lg est la borne supérieure des supports des éléments y* où y 

parcourt Aa( ]s,«[ ). Or le support de tout élément de A est un projecteur 

semi-continu inférieurement de A" et la borne supérieure de tels projecteurs 

est semi-continue inférieurement (voir [13], §2-2) . 

Posons d = l|D II = llDll . Le plus petit élément de B + induisant D est 

h = 1 t dq; . Pour tout ncjW.on a h = l tdqf 

J0 * 0 Jkd/n 
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Considérons alors 

K = f 1 £ d ( q6 - q6 ) 
7 1 k=o n (k+1)d/n kd/n 7 

n k=o v kd/n (k+1)d/n ' 

= i I kp* - I k / 
n L k=1 kd/n k=o (k+1)d/n! 

- S ï P " I Ck-i) P B 1 
n 1 k=1 kd/n k=1 kd/n J 

/1 n" 1 c 
n k=1 kd/n 

On a ° ^ ^ n ^ n ^ ^ n + n ^ Pour tout n-€ °̂nc k est 1̂jn̂te 

normique de h et par suite semi-continu inferieurement . 

9.2. Définition Le plus petit élément positif h de AM tel que 

Dx = hx - xh pour tout x-cA sera appelé le générateur positif semi-continu 

inférieurement de D . 

9.3. lemme: SolX D une. dérivation antlkermltlenne d'une. C^algèbre A. 
Soient h + et h_ les générateur* positifs semi-continus Intérieurement de D 
et -D . Alors h + + h_ appartient au centre de A" et, pour toute représen
tation factorlelZe n de A , on a 

» n (h+ + hj Il = Il n (h+) H = Il n o D II, 

(où n désigne le prolongement canonique in à A"). 

Comme -h_ est un générateur de D , il est clair que h+ + h_ appartient 
au centre de A" , d'où 

(1) n(h+ + hj = Il 5(h+ + hj ll.l . 

Comme 0 < h+ < h+ + h_ , on a 

« n(h+)ll < Il n(h+ + hj II . 

Supposons qu'il existe e > 0 tel que 

(2) Il nfhj l l < l|n(h + h j l l - e . 

D'après (1) et (2) , cela entraîne 

n(h+) *Hn(h+) ||.1 < 5(h+ + hj - e . \ } 
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d'où 

0 < 5(h)- e.1 . 

C'est impossible, puisque n(h_) est le générateur positif minimal de no(-D) 

(cf. 8-9). Donc îî (h+) = n(h+ + hj . 

Comme n est quasi-équivalente à une représentation de la forme 
x i—> Px où P est un projecteur du centre de A" , on a 

Il n o D II = Il Dp II ̂  où Dp désigne la réduite par P du 

prolongement D de D à A" , puis , d'après 8-9 

Il n o Dll= Il Ph+|| = Il ÏÏ(h+) Il 

ce qui achève la démonstration. 

9.4. Proposition Soit D une dérivation d'une. C* -algèbre simple A . 
Il existe un multiplicateur h de A tel que D(x) = hx-xh pour tout x 
de A. 

Comme A est simple, toute représentation non nulle est isométrique; il 
en résulte que la fonction n »—> l| n(h+ + h_) || , définie sur l'ensemble des 
représentations non nulles de A , est constante, donc continue, le théorème de 
Dauns-Hofmann ([33] > cor 4.) , indique alors que h+ + h_ est un multiplicateur 
de A, donc est semi-continu supérieurement relativement à A ([33], th. 2.5). 
Il est donc de même de h+ = (h+ + h_)-h_ , ainsi h+ est un multiplicateur de 
A (op. cit.). 

9.5. Proposition Soient A une C*-algèbre, a une representation automor
phique Involutlve équicontinue de R dans A , <j> un élément de A1 , 
(*ï,H,|) les objets de la représentation de Gel'iand-Naimark-Ségal associée à 

M-

S'il existe BQ dans JR tel que <J> appartienne à A' a C]-00,^]) , la 
représentation n est covariante relativement à a , c' est-à-dire qu'il existe 
une représentation unitaire continue u de IR sur H , telle que 

Vs c R , VxcA , n(c*s(x)) = us n(x) us* . 

Il existe une isométrie partielle v de n(A)" telle que 
v*v ç = K 
<f>(x) = ( n(x) ç| vO , V x-é" A . 
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Soit HQ 1*adhérence de l'espace vectoriel * (A
a (] 6 ,+•[)) ç ; 

il résulte de 3.5. (vi) que Hfl = V HflI et H = V Hn . On pose 
e e'<e 9 e 6 

Comme AaC [e,+-[ ) Aa C]e',+-[ ) cA a ( ]e + e ' , +-[ ) pour tous 6,8' 
de IR , on a 

(1) n(A a([e, +»[)) H 9 , c H 9 + 6, ; 

d'où iKA°([ef+-[)) Hœ c Hœ ; VeciR , 

puis n (A) H cH . 
v J 00 00 

Il résulte de 3.13 i) que <j> annule Aa (]ö0>
+0O[)> autrement dit 

n(Aa( ] 6q ,+«[ ) ç est orthogonal à v ç , donc H0 est orthogonal à v ç , 
o 

ainsi que à fortiori. Comme ce dernier espace est invariant par n(A), 
on en déduit que est orthogonal à n(A) v ç ; comme v appartient à 
n(A)" , il résulte de la définition de v que, finalement, Hœ est orthogonal 

à n (A)" ç ; comme ç est totalisateur cela implique = {o}. 

Il résulte de ce qui précède que la famille pQ des projecteurs sur H ô 

est une résolution de l'identité. On pose 

us - j e x P ( i s e ) dP e • 

Considérons la représentation s »—> v de JR dans H. Comme HQ = 

Hu (]e,+«>[) , on voit que la relation (1) ci-dessus entraîne, d'après 6.13 iii), 

n( A a([e,+»[)) c &(H)* U , U ([e,+~[). 

En regardant n comme un élément de &(A, &(H)) , cela entraîne, d'après 
6.13 ii), 

*ll,U 
n C &(A,i&(H))$ 

([0,+-D 

soit, comme n est involutive , ,u,u 

n € »(A,fi(H3)* ({0}) (cf. 3.17) , 

autrement dit 

V sclR <J>U,U o n o a = n , 
-S s 

d'où us n (a s W * s

 55 n(x) V x€ A, 
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NOTICE BIBLIOGRAPHIQUE . 

L'énoncé 9.5 est dû à W. Arveson ( [l], th. 5.3) . Le reste du 
paragraphe provient de [32] . S. Sakai avait auparavant établi la 
proposition 9.4 par une méthode différente dans [38] . 
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§10. ÉQUIVALENCE EXTÉRIEURE POUR LES GROUPES D'AUTOMORPHISMES D'UNE ALGÈBRE 

DE von NEUMANN. 

Dans tout ce paragraphe nous considérons une algèbre de von Neumann 

M et un groupe localement compact commutâtif G. Nous appelons plus 

brièvement représentation continue de G sur M toute représentation auto

morphique involutive continue de G sur l'algèbre de Banach bitopologique 

involutive (M,MQ) où MQ désigne l'algèbre M munie de la topologie ultra

faible . 

10.1. Lemme. Soit a une représentation continue, de. G sur M et soit i/T 
Vensemble des Idéaux, à gauche non nulo de M, ultra£aiblement Cernés et 
stables pan. V action de a (G). L'application N t—> associant à tout 
N e Jf 4on plus gnjand projecteur est une bijection de {/T SUA l'ensemble des 
projecteurs non nais de if.Ve plus appartient au centre de M 0 1 si et seul
ement si l'élément N de JC est stable par les multiplications à droite 
et à gauche par les éléments de M01 . 

Si N est globalement invariant par a (G) , son plus grand projecteur 

est dans Ma . De plus, il est clair que N i—> ê  est une bijection de 

Jf sur l'ensemble des projecteurs non nuls de M01 . Enfin, N e / étant un 

idéal à gauche, il est stable par les multiplications à droite et à gauche 

par les éléments de Ma si et seulement si il est stable par les automor-

phismes intérieurs associés aux unitaires de M® , c'est-à-dire si et 

seulement si est invariant par ces automorphismes. Cela montre la 

dernière assertion du lemme. 

10.2. Remarques. Conservons les notations du lemme précédent. Les 

hypothèses faites en 7.11 sont vérifiées pour l'algèbre de Banach bitopo

logique (M,MQ) et la représentation a . Nous interprétons ci-dessous 

dans ce cadre certaines considérations de la fin du §7. 

a) Soient Net/ et e son plus grand projecteur. Si B = N H N*, on a 
B e 

bien sûr B = e Me , d'où sp a = sp a .En particulier, compte-tenu du 

lemme 10.1, l'ensemble r(a) défini en 7.11 n'est autre que l'intersection 
des fermés sp ae lorsque e décrit 1'ensemble des projecteurs non nuls de 

Ma . 
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b) Soit e un projecteur de Ma de support central égal à 1 dans M. Alors 

il n'existe pas d'idéal bilatère ultrafaiblement fermé contenant l'idéal 

à gauche Me et distinct de M. Par conséquent, d'après la proposition 7-14, 

r(a) est égal à l'intersection des fermés sp a lorsque f décrit l'ensem
ble des projecteurs non nuls de M01 majorés par e . Ainsi, compte-tenu du 

fait que (eMe)a = efM^e (voir lemme 8.5.ii)), on a r(a) = r(a e ) . 

10.3. Remarque . Conservons les notations précédentes. Soient e un 

projecteur non nul de Maet ê son support central dans Ma . Montrons que 

sp ae = sp ae . Puisque ae est une sous-représentâtion de ae , on a 

spa C sp ae . Pour montrer que sp aeCsp <*e il suffit de vérifier que 
pour tout fermé P de G tel que 

e e 
(êMé)a (P) f 0 , on a (eMe)a (P) + 0 (voir prop. 3.7). 

ê 
Soit x un élément non nul de (éMë)a (P) = Ma (P)0 (êMê) (voir lemme 

8.5. ii)) . Etant donné que êxe / 0 et que ê est la borne supérieure des 

projecteurs ueu* lorsque u décrit l'ensemble des unitaires de M01 , il 

existe deux unitaires u et v dans Ma tels que ueu# xv eVV 0. Posons 

y = eu*x ve. Alors y est un élément non nul de eMe, et d'autre part y 

appartient à Ma(P) d'après la proposition 7.6. Ainsi (e Me)a (P) = 

ypffîf) (e Me) n'est pas réduit à 0. 
Il résulte de ce qui précède que r(a) est égal à l'intersection 

des fermés sp ae lorsque e décrit l'ensemble des projecteurs non nuls 
du centre de Ma . 

10.4. Proposition. Soit a une représentation continue de G sur M telle 
que M01 soit un facteur. Alors sp a est égal à r(a) , et sp a &&t donc 
un sous-groupe fermé de G. 

Cela résulte de la remarque 10.3 et de la proposition 7.12 (voir 

aussi le corollaire 7.9) 

10.5. Lemme. Soit a une représentation continue de G sur M. Le noyau 
de a est égal à VannlkUbateur de sp a dans G , et par conséquent est 
contenu dans Vannlkilateur H de r(a) . Ve plus, on a sp a = r(a) si et 
seulement si le noyau de a est égal à H . 
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Comme r(a) est un sous-groupe fermé de Gcontenu dans sp a , il est 
égal à sp a si et seulement si son annihilateur est égal à celui de sp a . 
Il reste donc à vérifier que 1 ' annihilateur K de sp a est égal au noyau 
de a . D'après le corollaire 6.3 un élément g de G appartient à K si 
et seulement si le spectre de a dans l'algèbre de Banach des applications 
ultrafaiblement continues de M dans M est égal à 1, c'est-à-dire si et 
seulement si a = 1 d'après le corollaire 6.4. 

10.6. Définition. Soient a et 3 deux représentations continues de G sur 
M . On dit que a et $ sont extérieurement équivalentes, et on écrit 
a rv 3 , s1 H existe une application fortement continue g i—> Ug de G dans 
le groupe unitaire de M telle que 

^ U g1 + g2 = U g1 ^1 f U g2^ PoUr t0US g l' % 1 danS G ' 

(2) 3 (x) = u a (x) u* pour tout xeM et tout geG 

10.7. Remarques. a) On vérifie immédiatement que la relation rv est une 
relation d'équivalence sur l'ensemble des représentations continues de 
G sur M. 

b) Soient a une représentation continue de G sur M 
et g i—> Ug une application fortement continue de G dans le groupe uni
taire de M telles que la condition (1) de 10.6 soit vérifiée. Alors en 
posant 3̂  (x) = Ug a (x) Ug pour tout xeM et tout g e G, on définit une 

représentation continue 3 de G sur M extérieurement équivalente à a 

c) Si a^B, pour tout geG l'automorphisme &g9CLg~î 

est intérieur. Mais deux représentations a et 3 telles que pour tout 
g€ G l'automorphisme 3g» soit intérieur ne sont pas nécessairement 
extérieurement équivalentes (voir 10-10). 

10.8. Proposition. Soient a et 3 deux représentations continues de 
G sur M . Soit (e^p un système d'unités matricielles pour le facteur 

F 2 de type I 2 • On a a m $ si et seulement si H existe une représentation 
continue y de G sur M ® F 2 vérifiant, pour tout g G G et tout xeM , 

Y g (x*en) = ag(x)®en 

Y G (xfce22) * 3g(x)®e22 
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Soit g i—> u g une application fortement continue de G dans le groupe 

unitaire de M , vérifiant les conditions (1) et (2) de 10.6 . Si geG , 
notons w„ l'unitaire 1 0e-- + u <8 e 0 0 é M»F. , et pour tout xeM«>F~ g 11 g 22 2 r 2 

posons YgW = wg(°g ® 1) GO wg «On voit immédiatement еще pour tout 
xeM on a YgCx^e^) = a (x) ® e^ , et Yg(x®e22) = u g

 a
gG0u g® e 2 2 = 

3g(x)(^e22 . 
De plus, pour tous gj>g2 в G on а 

V « 2 = 1® e11 + V * 2 ® e'22 
= i e e n + u g i (u§2)® e 2 2 = wg1 ag® 1 (w^) . 

On en déduit que g i—> Yg est une représentation continue de G sur 
M ф F2 , extérieurement équivalente à la représentation g i—> ag® 1 (voir 
10.7.Ъ)). 

Réciproquement, supposons qu'il existe une représentation continue 
g i—> Yg de G sur M®F 2 vérifiant les conditions énoncées dans la propo
sition. Alors les projecteurs 1®e^ et 1 <8>e22 sont fixes par Y (G). On 
déduit des relations (1®e12)* = 1®e 2 l , 0#e 1 2) (1<2>e12)* = K^e^ , 
et (18>e2l) (1®e21) = 1®e 2 2, que pour tout géG l'élément Vg = Yg(1«e2l) 

vérifie 
Vg Vg* = 1®e 9 9 et Vg* Vg = 1в е 1 1 . 

Par conséquent V g est de la forme Ug$
e

2i où u g est un unitaire de M. 

L'application gJ—> u g est évidemment fortement continue, et pour 

tous ĝ , g2€G on a 

V g 2 ® e 2 i = Wh ( 1 в в 2 1 ) = W 2 1 ' 

= 0®e 2 1 ) ( u g 2 « . e i 1 ) 

= (u g i ® e 2 1 ) (а^Си^Ое^) 
= \ \ ( Ug 2

}® e21 ' 
d'où ug1+g2 = ug1 ag1 (ug2). 
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Enfin , pour tout xeM et tout gçG on a 

Bg(x)fce22 = yg(x«>e22) = Y g O0e 2 1 ) yg (x^en) Y 0#e 1 2) 

= C u g ® e 2 i K a g W ^ e n ) dig ® e12) 

= u

g

 a g W u£ #e22 ' 

et par conséquent les représentations a et B sont extérieurement équivalentes. 

10.9 Théorème. Soient a et 8 deux leptiésentatlons contAnu.es extVile.uA.eme.nt  

équivalentes de G sur M. Alons on a r(a) = r(3) 

Soit Y une représentation de G sur M#F 2 possédant les propriétés énoncées 

dans la proposition 10.8. Les projecteurs et 1®e22
 s°nt invariants par 

Y (G) , et leur support central dans M®F 2 est égal à 1. On a donc T(y^®
EM ) = 

T(Y) = r(Y^®e22) (voir remarque 10.2 b)). D'autre part on a évidemment 

r( Y

1® e11) = r( a) et r(Y1®e22) = r(3) par isomorphisme, d'où r(a) = r($). 

10.10. Dans ce paragraphe nous prenons pour groupe G le groupe additif 1 x Z et 
pour M 11 algèbre de von Neumann «S?(H), où H est un espace hilbertien séparable. 

Soit a la représentation G sur M telle que a = 1 pour tout g£G. Nous allons 

construire une représentation 3 non extérieurement équivalente à a . Comme 

tous les automorphismes de i£(H) sont intérieurs, nous aurons ainsi prouvé 

l1 existence de deux représentations a et 3 non extérieureisent équivalentes telles 

que pour tout geG l'automorphisme ^g>0Lg soit intérieur. D'après le théorème 

10.9, il suffit de construire 3 telle que r(3) ne soit pas réduit à 1*élément 

neutre e du dual de Z x Z , car r(ot) = {e} . 
2 

Nous pouvons supposer que H = L̂ , (T) oùT est l'espace des nombres comple

xes de module 1 muni de la mesure de Lebesgue normalisée. Nous notons (e ) _ la 
2 

base orthogonale canonique de L^CT). Soient v-j et v 2 les deux unitaires 

de M tels que, si £ = £ a R e n€H , on ait 

VÇ) " ï a n V l ' v 2 ^ = l an e U l e n • 

Pour tout g = (p,q)eZ x Z , notons 3̂  l'automorphisme de M induit par l'uni

taire V2 • Compte-tenu du fait que v 2 v-j = e
1 v-j v 2 > il est clair que 

g t—> 3g est une représentation de G sur M. Soit x € . En particulier x 

commute avec v-j et par conséquent, x est l'opérateur de multiplication par une 

fonction f € L" (I1). Comme cet opérateur commute avec v 7 , on vérifie immédiate-

ment que f est une fonction constante. Ainsi on a M = C , d'où sp 3 = r(3) 

d'après la proposition 10.4. Le noyau de 3 est réduit à l'élément neutre de G 
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car l'unitaire v^- est scalaire si et seulement si p = q = 0. Comme 
r(3) est l'annihilateur du noyau de 3 (voir lemme 10.5), on en déduit 

que r(3) est égal au dual de G . 

10.11. lemme. Soit u un homomorphisme fortement continu d'un sous-groupe 
terme d'un groupe localement compact commutatii G dans le groupe unitaire 

d'une .algèbre de von Neumann M . Mors u se prolonge en un homomorphisme 
fortement continu de G dans le groupe unitaire de M . 

On peut évidemment supposer que M est engendrée par l'image de u. 

Dans ces conditions, M est une algèbre de von Neumann commutâtive, et 

comme M s'écrit alors comme produit d'algèbres de von Neumann de genre 

dênombrable, on peut supposer de plus que M est de genre dénombrable. 

Notons B la C -algèbre du groupe Ĝ  et a la représentation de B associée 
à la représentation g »—> u g de Ĝ . Comme a(B) est faiblement dense dans 
M , il existe sur le spectre Z de a(B) une mesure positive bornée telle 

que 1 ' isomorphisme de Gelfand se prolonge en un isomorphisme de M sur 

L°° IZyVj) (voir [Ii], chap. I, §7, prop. 1 et 4). En identifiant M à 
L°°(Z, ŷ ) par cet isomorphisme, pour tout g£G^ l'élément ug6M n'est 

autre que la fonction y i—> < g, y > définie sur ZCG^ . Etant donné que 
L°° (Z, ŷ ) est isomorphe à un produit d'algèbres de la forme L°°(Z' , ŷ ) 

où Z' est un compact de Z et y1^ la mesure induite par ŷ  sur Z' , nous 

pouvons de plus supposer que Z est compact. Ainsi nous pouvons prendre 

M = Lœ (G.j, ŷ ) où ŷ  est une mesure positive à support compact sur Ĝ  , 

l'unitaire u g étant, pour tout geG.j, la fonction y i—> < g, y > définie 
sur Ĝ . 

Notons p l'homomorphisme canonique de G sur Ĝ  et soit K un compact 

de G tel que p(K) soit égal au support de ŷ  . Prenons un point extrémel 

y dans l'ensemble convexe faiblement compact des mesures positives v sur 

K telles que fop s fop(g) dy(g) = f(s) dŷ (s) pour toute fonction 

• K J 
continue f définie sur le support de ŷ  . D'après [27], l'application * 

qui a f€.L°° (G.j, ŷ ) associe fopcL°°(G, y) est un isomorphisme de 

L°° (Ĝ y-j) sur L°°(2,y). Si g€G, soit h g la fonction y i—> < g,Y > 
-1 

définie sur G, et posons vg = $ ^g^
€ M* Alors & *~">vg est ̂  nomomor" 

phisme fortement continu de G dans le groupe unitaire de M. De plus, 
si g €G1 et Y £ G, on a 

< g, Y > = < g, P(Y) > = U G o P(Y) 

d'où v = u . 
g g 
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10.12. Lemme . Soient e un automorpkisme d'une algèbre de von Neumann 
M et e an projecteur invantant рал e de support central 7 dans M. On 
suppose qu*il exibte ueM ;te£ que uu* = e = u*u e£ e(x) = u xu* pour 
tout xeeMe. Mors il existe un unitaire veU et un seul tel que 
ve = ev = u et e(x) = v x v*pour tout xeM. 

Soient v et v'deux unitaires satisfaisant aux conditions énoncées. 

Alors v*v' appartient au centre de M et on a v' e = e. Comme le support 

central de e est 1 , on en déduit que v*v' = 1. 

Supposons que M agisse dans l'espace hilbertien % . Etant données les 

familles finies (x i) i € l , (y i) i £ j et (£^ б 1 d'éléments de M, M' et e (#) 

respectivement, posons 

" f i l l X i V i = ill 9 ( X i ) 7 i U 4 • 

On a 
|| v [icI xi yi £i] || = l < ̂  , u* 6(x[ x,) u y* y, ç. > 

= l < ç. , u*" 9(ex* x.e) u yf y. ç. > 
i,j J J J 

" J. < Ç4 . e x. X j e y. y j ç > 

" Л < çi ' xi yi xJ yj çJ > 

= 111 ̂ y / q l j 2 . 
1 

Par conséquent, v est un opérateur isométrique bien défini sur le sous-
espace vectoriel des éléments de la forme £ xi î avec X-^ÉM , 
y-eM' et € e(!J£). Comme le support central de e égal à 1 , l'ensemble 
de définition et l'ensemble image de v sont denses dans X> et v se 
prolonge donc en un opérateur unitaire, noté encore v . On vérifie immé
diatement que ve = ev = u et que e(x)v = vx pour tout x€M . 

10.13. Proposition. Soit a une représentation conttnue de G sur un 
facteur M telle que le centre de M01 possède un projecteur minimal. Mors 
il existe une représentation continue 3 de G sur M extérieurement équiva
lente a a teJULe que sp 3 = r (a). 

Soit e un projecteur minimal du centre de M01 . L'algèbre des points 

fixes de la représentation a e étant le facteur dfe (voir lemme 8.5.ii)), 
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d'après la proposition 10.4 on a sp ae = r(ae) , et il résulte du lemme 10.5 
que le noyau de la représentation ae est égal à l'annihilateur H de r(ae). 
Comme le support central de e est égal à 1, il existe, pour tout he H, un 
unitaire û fcM et un seul tel que û e = e u^ = e et â (x) = û  x u£ pour 
tout xeM (voir lemme 10.12). Si gcG, l'unitaire ̂ (u^) vérifie les mêmes 
conditions que u^ et par conséquent on a ctgCû ) = u^ , d'où û 6.Ma. Toujours 
par raison d'unicité on vérifie que h «—> û  est un homomorphisme de H dans le 
groupe unitaire de Ma . Montrons que cet homomorphisme est faiblement continu. 
Si % désigne l'espace hilbertien dans lequel agit M , pour tout et tout 
xeM, la fonction h i—> â (x) e£ est faiblement continue. Etant donné que 
aR(x) eç = û  x u n e£ = û x eç et que l'ensemble des éléments x eç avec xeM 

et Çettest total dans %, on en déduit la continuité faible de h »—> u^ . D'après 
le lemme 10.11, il existe un homomorphisme faiblement continu g •—> vg de G dans 
le groupe unitaire de M01 tel que v̂  = u^ pour tout he H. Posons &g(x) = 

v* a gW vg Pour tout xeM et tout geG. Alors 3 est une représentation continue 
de G sur M extérieurement équivalente à a, dont le noyau contient H. Comme 
r(de) = r(a) (voir remarque 10.2 b)), le groupe H est aussi 1'annihilateur de 
r(g) = r(a) , et d'après le lemme 10.5, on a sp M r(3) = r(a). 

10.14 Lemme. Soient a et 3 deux AepJiêsentations continues de. G SUA une algèbie 
de von Neumann M . Soit e un pAojecteuA non nul de M aOM e de support centAal 1 
dans M et tel CfUC â rv 3̂  • AlOKS f On O. a A) 3 • 

Par hypothèse , il existe une application fortement continue g »—> u g de G 
dans le groupe unitaire de eMe telle que 

\+*2 " W ( V P ° U r V g 2 Ê G > 

B a (x) = u x U 
g g g g 

pour tout g e G et tout x e. eMe . 

D'après le lemme 10.12, il existe pour tout g€G un unitaire vgeM et un seul 
tel que vge = e v g = u g et 3g oT

1 (x) = vg x v g si xeM. Pour g.,, g2 e.G et 

xeM, on a 
-1 -1 -1 

3 o a (x) = 3 o 3 o a o a (x) 

= 8 fv a"1(x) V* ] = 6 • a"1 [ a {v )x a (v* )] 
\ L g 2 g/' g 2

J 8t g, L g , 1 g2' 8/ g2'j 

= v a (v )x o ÍV I V 
g] g,V g 2

; &2> ^ 
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De plus, on a 

vrr arr fvrr ) e = u~ a~ Cu„ ) = u . et e v a (v ) = u , . 
81 g1 g1 g!+g2 gì gì g2 gi+g2 

Il en résulte, par unicité, que v ^ = v a ( v ^ . 
g1 + g2 «1 V V 

Montrons que g J—> vg est faiblement continue en tout point gQ€G . Si 

K est l'espace hilbertien dans lequel agit M , il suffit de prouver que 

pour tout xeM et tout i e % la fonction g »—> vg xeç est faiblement 

continue en gQ , car l'ensemble des xec avec xéM et Z e% est total 

dans & . Posons e ç = ugo*~ n avec en = n . On a 

v g x e Ç = v g x u g 0

n = eg a i 1 & 0 n ' v g x C \ - u î ) " 

d'où on déduit la continuité faible de g i—> v x e£ en g . 
g 6o 

Il est alors clair que 3 est extérieurement équivalente à a . 

10.15. Lemme. Soit a une représentatlon continue de G"4at une algèbre, 
de von Neumann M . Soit e un projecteur de M01 ,te£ que 1-e soit la somme 
d'une Ramale de projecteurs de M, deux à deux orthogonaux et équivalents 
à e. Alors H existe une représentation continue 3 de G sur M, exté
rieurement équivalente à a telle que sp 3 = sp ae . 

Il existe un facteur F de type I, un projecteur minimal p de F et 

un isomorphisme <j> de M sur (eMe)® F tel que <f>(x) = x®p pour tout 

x £ eMe . Soit 3 la représentation continue de G sur M telle que 
pour tout g e G on ait 3g = <f>-1 o a2g ® 1 o <f> . Si f € L1 (G), on a 

évidemment 3(f) = <t>~1 o ae(f) g) 1 o <f> , d'où sp 3 = sp ae . Enfin, 

pour tout x 6 eMe on a 

3g

e(x) = 3g(x) = *""1oag

e<2>1 (X®p) = ag

6(x) , 

et d'après le lemme 10.14 , la représentation 3 est extérieurement 

équivalente à a . 

10.16. Lemme. Soit a une représentation continue de G sur un jeteur 
M Pour tout projecteur non nul eeMa H existe une représentation 

continue 3 de G sur M, extérieurement équivalente à a telle que 
e 

sp 3 C sp a . 
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Etudions d'abord le cas où e est équivalent à 1 dans M . Soit 
UÊM tel que u"*" u = 1 et uu* = e. Pour tout xeM et tout gfeG, posons 
3g (x) = u* ag(uxu*)u . On vérifie immédiatement que u* ag(u) e s t un 

unitaire de M . De plus, on a 

u % ( u ) a

g l £
u * a g 2

( u ) ] = u * V e ) V g 2

( u ) 

• u * V g 2

( u ) 

Ainsi 3 est une représentation de G sur M extérieurement équivalente 
à a . Comme 3 est obtenue en transportant la représentation ae par 
1 ' isomorphisme x l—> uxu* de M sur eMe , on a évidemment 
sp 3 = sp ae . 

Dans le cas où M01 possède un projecteur minimal, le centre de M01 

possède également un projecteur minimal, et d'après la proposition 10.13, 
il existe 3 ̂  a telle que sp 3 = r(a) C sp ae . 

Il nous reste à examiner le cas où e n'est pas équivalent à 1 
dans M et où Ma ne possède pas de projecteur minimal. Nous allons 
montrer qu'il existe alors un projecteur f < e dans Ma et une 
famille (e.) de projecteurs de M deux à deux orthogonaux , équi-

1 i€ I 
valents à f , telle que l e- = 1 - f . Dans ces conditions, d'après 

i € l f e le lemme 10.15, il existera 3 ̂  a telle que sp 8 88 sp a C sp a , 
et le lemme sera démontré. 

Considérons d'abord le cas où M est facteur fini et soit x la 
trace sur M vérifiant T(1) - 1 . Pour tout projecteur non nul 
e' e M" et tout e > o, il existe un projecteur non nul f.. éM01 majoré 

par ef et tel que xff^) < e . Soit alors n un entier vérifiant 

— < T(e) et soit (£J une famille maximale de projecteurs non nuls 
n A 

deux à deux orthogonaux dans M01 , majorés par e et tels que 
^ xffJ < — . D'après ce qui précède et le maximalité de la famille 
\ A n 

(fx) , on a l T (£ x ) = 1 . Posons f = l fx . Comme x(f) = 1 , il 
X x 

existe dans M des projecteurs e1 en-1 équivalents à f , deux à 
•n-1 

deux orthogonaux et tels que £ e- = 1 - f . 
i=1 
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Supposons maintenant que M est proprement infinie. Soit 

une famille maximale de projecteurs de M deux à deux orthogonaux , 

équivalents à e dans M et majorés par 1-e. Alors A est un ensemble 
infini d'indices. Sinon, dans le cas où e est un projecteur fini , 

le projecteur 1 serait fini, ce qui est contraire aux hypothèses, et dans le 

cas où e est proprement infini on aurait 1-e -< e, d'où e ~ 1 ce qui 

est contraire aux hypothèses. Comme (1-e) - £ f. < e ^ f. , on en 
XCA X A 

déduit que 1-e £ f , et par conséquent 1-e est somme de projecteurs 

de M deux à deux orthogonaux et équivalents à e 

10.17. Théorème.. Soit a une représentation continue de G sur un 
facteur M. Alors r(a) est égal à Vintersection des fermés sp 3 
lorsque 3 décrit Vensemble des représentations continues de G sur 
M extérieurement équivalentes à a . 

Comme r(3) = r(a) pour tout 3 ̂  a , on a r(a) C O sp 3 . 
3̂ x 

L'inclusion inverse résulte ijmédtatemment du lemme 10-16. 

NOTICE BIBLIOGRAPHIQUE . 

Les résultats de ce paragraphe proviennent de([l5], §II) . 
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§11. GROUPES D'AUTOMORPHISMES LAISSANT UN POIDS RELATIVEMENT INVARIANT.  

L'INVARIANT S de A. CONNES 

11.1. Notations - Soit M une algèbre de von Neumann. Nous notons 
P(M) l'ensemble des poids normaux fidèles semi-finis sur M . Pour 
tout <j>cP(M), nous adopterons les notations usuelles de la théorie des 
poids et de la théorie de Tomita (voir [14] et [42] ), dont certaines 
sont rappelées ci-dessous*. 

%x = { xeM , (J)(x*x) < +co } . 

est le complété de l'espace préhilbertien et est 

l'injection canonique de 7C^ dans . 

IL est la représentation de Gelfand-Segal de M dans PL 

<̂f> = % ( \ ^ ^ 9 ^ e s t 1'algèbre hilbertienne à droite 

associée à l'algèbre hilbertienne à gauche , et , , £*, ^ 

sont les objets usuels associés à l'algèbre hilbertienne à gauche y 

Si £€3L (resp U'J, n(0 (resp. n'(ç)) désigne le prolongement 

continu de l'opérateur de multiplication à gauche (resp. à droite) dans 

tresP' 

H? (resp. ) est l'ensemble des éléments ç de H. bornés à 

gauche (resp. à droite), c'est à dire tels que l'application n i—> n'(n)ç 

U[ dans H, (resp. n »—> n(n)£ de #. dans H.) soit continue. Rappe-

ions que l'on a ̂  - 4 * 0 Hg, a<J =jfrt HJ et A ^ - H* . De plus, 

pour tout X€%^ , on a n (x) = n (Â x) , en notant n (Â x) le prolonge

ment continu à de l'opérateur n •—> n'CnjÂ x défini sur &̂  

(voir [14] , th. 2.11). 

%^ désigne l'algèbre de Tomita maximale associée à , c'est à 

dire la sous algèbre des ç € D <0( às) tels que M t f pour tout 
S€lR * <P <P 

S € R . 
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est le groupe des automorphismes modulaires associés au poids <t> : 
pour tout xcTĈ  et tout t € IR on a x = A a

t*(x) , et pour 

tout xeM et tout t e IR , on a n [at*(x)] - A*
1 n$(x) A"*

1 . 

Dans la suite, pour alléger l'écriture nous identifierons M et 

son image par la représentation fidèle . 

11.2. Proposition - Solent M une algèbre de von Neumann , <j>eP(M) 
et Q un automorpklsme de M tel que <j>oe = x<j> avec x e R + . Il existe 
sur un opérateur unitaire unique u tel que ufÂ x) = A^ e (x) 

pour tout x e , et cet unitaire Induit V automorpnlsne e . 

Pour tout x e Xx on a 

HX-ÎA^CX)!!2 = x" 1 •(e(xfe(x)} - x" 1 <|>(e(x* x)) = <|>(x*x) = HA^x»2 

L'espace hilbertien étant le complété de Â  ft^ pour la norme 

définie par <f> , il existe un opérateur isométrique unique u de 
A 

tel que ufÂ x) = X"1 Â  e(x). Il est clair que e( X^) = %^ > et par 
conséquent Â  est contenu dans l'image de u . Ainsi u est 

surjectif et c'est donc un opérateur unitaire. 
Pour tout xeM et y e 7fy o n a 

(uxu*) Â y = (ux) (xi A^e 'V)) = u(A$ x e'
1(y)) 

= A^(xe~\y)) = e(x) A^ y , 

d'où uxu* = e(x). 

11.3. Proposition - Conservons les données de 11.2. Тонь les objets 
associes à <f> par la théorie de Tornita sont globalement invariants par 
u . ш и и(*ф) = я ф , U ( Ä ; D = u¡ , U(H |) = н« , иоф = rij , 

u( J6# ) = Л»# ' U ( *Ф> - ) , и V * - J# » и Д
Ф
 u* - Д

Ф Р о и Л 

ф ф 
tout t e R etc... 
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Il est clair que u(2l^i = 21^ , car %^ est l'image par de 

tf<J> H Jt* qui est globalement invariant par E . Pour tout ç e % on a 

(1) N(uç) = X"* u n(ç)u* 

En effet, si x € 3̂  n est tel que A

(j )

x = £ » on voit Que 

1 1 
N(uç) = N(uA x) = X N(A E(x))= X 0(x) 

- 1 - 1 

= X 2 u x u* = X 7 u n(ç)u* . 

Pour tout £ € 2Cq , il en résulte que 

_ 1 _ 1 

N(u(Ç*)} = X 2 u N ( Ç % * = X 1 u N(0* 

_ 1 
- (x 2uu(Ou*)* - n (uç)*- n[(uO*] . 

Comme n est injective, on obtient u(ç*) = [u(0] pour tout . 

Etant donné que AĈ  est un domaine essentiel pour l'opérateur Ŝ : £ •—> 

défini sur «3. , on en déduit que u et Sa commutent . Alors u 

commute avec les éléments de la décomposition polaire de S , c'est à dire 
i 4 

que l'on a u J. = Jx u et u A* C A* u . 

Pour toute fonction borélienne f définie sur IR on a aussi 
u f(A^} C f(A

(j))u . En particulier, on en déduit que u AJ* u*= AJ* 

pour tout t € R , et u A* C A* u d'où u(^) C JD̂  • Comme u 

correspond à 0 ̂  avec des propriétés analogues, on a finalement 

= et de même u(#*) = $t • 

Si n e , pour tout i € iLA on a 

A 
1(0 u n = u u*n(Ou n = x"5 u n(u* ç)n d'après (1) , 

= X"̂  u n'(n) u*ç , 

où N'frO désigne le prolongement continu sur de l'opérateur K »—> n(On 

défini sur U . Il en résulte que un est encore borné à droite et que 

n'(un) = X"* u n'(n)u* . On a donc u(rfj) = et u(tfj) = u ( ^ n Ĥ ) 
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En utilisant l'égalité u(Hg) = H g , évidente car on a H g = ^ , 

et le fait que u C às

± u pour tout s e IR , on vérifie immédiatement que 

11.4. Remarque - On voit aussi que le cône P , adhérence de 

{ ç ç, C e > dans est invariant par u . Par conséquent, u 

n'est autre que l'unitaire qui induit l'automorphisme 0 de façon canonique 
dans la forme standard de M associée au poids <j> (voir [23] ). Nous 
dirons que u est l'unitaire associé canoniquement à l'automorphisme 6 . 

11.5. définition - Soient M une algèbre de von Neumann , <t>eP(M) et 
a une représentation continue d'un groupe topologique G sur M . On dit 
que le poids <f> est relativement invariant par l'action de a (G) s'il existe 
un homomorphisme continu X : g i—> X(g) de G dans le groupe IR̂  tel 
que l'on ait <j>ocig = X(g) <j> pour tout geG . Lorsque X(g) = 1 pour 

tout g € G, on dit que <f> est invariant par l'action de a (G) . 

11.6. Proposition - Soient M une algèbre de von Neumann, ф€Р(М) et 
a une représentation continue d'un groupe topologique G sur U tels que 
Ф soit relativement Invariant par V action de a (G). Pour tout g- Q,notons 
и^ Vunitaire sur associé canoniquement à Vautomorpklsme otg . Mors 

g i—> u est une représentation unitaire continue de G sur H . S 1 
- 7 En utilisant l'unicité de ug vérifiant ug (x) = X(g) л$ ag(x) pour 

tout x e ТГф » o n v°it facilement que g •—> Ug est un homomorphisme de 
groupe. 

Soient X € « Ф П Jtl > ç = % x > e t n1 ' n2 € ' On a 

< u g ç I n1 n£ > = < Ug ç I n'(n2)* n1 > = < n'(n2)ug ç I n1 > 
1 

= < n(u ç) n2 I n1 > = X(g) • < a (x) n2 I n1 > . 
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2 
Comme a et X sont continues et comme 2L\ et 2£± sont denses dans H , 
on voit que u est continue . 

Nous dirons que u est la représentation unitaire continue de G sur 
associée canoniquement à a . 

11.7. Proposition - Nous conservons les notations de 11.6. cn supposant 
de plus que G est un groupe localement compact. Soit yeM1(G) telle que 

_ 1 _ 1 

la mesure v de densité x 7 : g i—> A (g) 1 par rapport à y soit bornée. 

Mors Vopérateur u(y) commute avec et avec A^ , et II laisse stables 

les objets suivants : 4^ , # J , ^ , , En outre, 

si s € îf̂  et ¿¿ x = n (O on a 

n(u(y)0 = o(v)x . 

Soient ç € H? et x - n (ç) € 7T . Pour tout g c G , on a 

Ug Ç€H^ et n(ug Ç) = n [X(g)" 7 ag(x)J = A (g)" 2 .ag(x) , d'où , 

SÍ n € U1 , 

n»(n) u(y)ç = n'(n) u g ç du (g) = n(ug O n dy(g) 
• G 'G 

1 

A (g) ? ag(xD TÎ dp (g) = a (x) n dv(g) . 
-G JG 

= T ct(v)(x) ] n . 

Ceci prouve que u(y)ç est borné à gauche et que n[u(y)ç] = a(v)x . 

Comme u(y) est un élément de l'algèbre de von Neumann engendrée par les 

ug , il commute avec Jx et avec f(Aj) pour toute fonction borélienne f , 

puisque les u possèdent ces propriétés d'après la proposition 11.3. 

En particulier u(y) commute avec A* et A"* , d'où u(y) JĴ  CJb^ e t 

u(y) C . H en résulte que l'on a 

uG.) =U(P) [H gniJ]c^ • 
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En utilisant les relations JQ HgQ=HdQ et Ux - U[ , on déduit 

de ce qui précède que u(y) CH^ et que u(y) &' c Jlc' ̂  . 

Enfin, on vérifie facilement que u(y) C ̂  puisque j& est l'ensem
ble des U H J3( Â ) tels que às r e H? pour tout s € IR . 

seR * • • 

11.8. Proposition - Soient M une algèbre de von Neumann , феР(М) , 
et a une représentation continue d'an groupe localement compact commutatii 
G sur M , tels que Ф soit Invariant par l'action de a (G). Soit и 
la représentation unitaire continue de G sur associée canoniquement 
à a . 

U) pour tout ç €5Хф , on a spu К = spa x avec x = n(£) ; 
(¿¿1 on a sp u = sp a ; 

(¿¿¿1 роил £ou£e partie ouverte fi de G , l'espace H^MH^ ea£ 
denôe dan* H u (fi) . Ф 
Ци) роил ;£ou£e partie ouverte fi de G , -£'eApace M01 (fi) fi n ^ 

denôe danà Ma (fi) . 

(i) Soient С € йСф et x = п(с) . D'après 11.7 , pour tout feL1(G) on a 

u(f)£e^ et n(u(f)ç) = a(f)x. Comme П est injective , on voit que 
l'on a u(f)£ = 0 si et seulement si a(f)x = 0 , d'où (i) . 
(ii) Comme est dense dans et comme %^ n X* est faiblement 

dense dans M , il résulte de 3.8 et de (i) que l'on a 

spu = [ U spu ç ]~ = I spa x = sp a . 

(iii) Considérons un élément S € tel que spu ç soit compact et 

contenu dans fi , et prenons une fonction felJ(G) telle que f soit égale 

à 1 au voisinage de spu ç et à 0 au voisinage de fi
c . L'élément £ 

est limite d'une suite généralisée (£̂ ) d'éléments de S£^ , d'où 

ç = u(f)ç = lim u(f)Ĉ  , avec u(f)£̂  € d'après la proposition 

11.7 et spu u(f)ç C supp. f en . Etant donné que l'ensemble des 

C € tels que spu £ soit compact et contenu dans fi est dense dans 

Ĥ(fi) (voir 3-5(ii)), l'assertion (iii) est démontrée . 
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(iv) se démontre de la même façon . 

11.9. Remarque - Conservons les données de 11.8 . Alors pour toute 
partie ouverte fi de G , le projecteur p 0 de Нл sur Г M01 (fi) H, 1" 

и ф u Ф 
est le plus petit projecteur de M qui majore le projecteur de sur 
Hj(fi) . En effet, 1 - pfi est le plus grand projecteur de l'annulateur 
à gauche Afi de M

0^) dans M (voir prop. 8.1), et d'après la proposition 

11.8 et l'injectivité de ç •—> П(£) de 2^ dans M on a 
x e AQ <=> xy = О V- y € Ma(ft) t 

xy = О 4 y e Ma(fi) fi ТТф 0 7C* 

<=> xç = О 4 ï e Hu(fi) n tf, 

xç = О V С € HU(fi) 

11.10. Lemme - Soient M une algèbre de von Neumann et <peP(M). 

On a sp a* = (sp A ) fl IR* lorsqu'on Identifie le dual de JR au 

groupe multiplicatif IR* en posant < t, x > = x l t pou* -tout t e IR e£ 

X € IR* . 

Pour tout x e%x et tout t € R , on a A A o*(x) = A ^ AA(x) . 

9 (p t (p (p 

Par conséquent, t »—> u t = AJ* est la représentation unitaire continue 

de JR sur canoniquement associée à , et d'après la proposition 

11.8 on a sp a* = sp u . D'autre part, sp u est égal au 
support de la mesure de Stone associée au (voir 3.7(ttO ) , d'où 

sp оф = sp u = (sp Дф ) П IR* . 

11.11. Vèjlnltlon - SI M est un facteur, on note S(M) l'Intersection 
des fermes sp A^ lorsque <j> décrit P(M). 

Ainsi, S(M) est un invariant algébrique de M , et c'est une partie 

fermée de [ 0, + « [ . 
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11.12. Théorème - Soit M un facteur . VOUA tout ф€Р(М) on a 

S (M) П = г(а
ф) , 

e£ рал conséquent S(M) 0 R* ^ m sous-groupe fermé du groupe, multipli
catif R* 

Soit феР(М). D'après ([45], th. 1.2.1) , pour tout YeP(M) les 
représentations аф et sont extérieurement équivalentes, et d'après 
[45] th. 1.2.4 toute représentation de R sur M extérieurement équiva-
lente à аф est de la forme a avec ¥ e P(M). Il résulte alors du 
théorème 10-17 que Г(аф) est égal à l'intersection des fermés sp а 
lorsque Y décrit P(M) , d'où Г(аф) = S (M) П R* d'après le lemme 11.10 , 

et par conséquent S (M) Л R̂  est un sous-groupe fermé de R* (voir Prop. 

7.12.). 

11.13. Soient M une algèbre de von Neumann, <|>€P(M) et e un projecteur 

non nul de = M0 . D'après [3V], prop. 3.3. (ii) , pour tout xeM+ 

tel que <f> (x) < +00 , on a <p(exe) < +°° . Il en résulte que la restriction 

v de <j> à (ëMe)+ est un poids normal fidèle semi-fini sur èMe que 

nous appellerons poids réduit de <j> par e . Comme on a c JC^ , il 

est clair que la sous-représentâtion de a* définie par eMe satisfait 
aux conditions K.M.S. relativement au poids ¥ , et par conséquent elle est 
égale a a . 

Proposition - Soient M un facteur et фсР(М). Alors S(M)OR^ 
est égal à la partie non nulle de VIntersection des spectres des opérateurs 
modulaires associés aux poids réduits de Ф par les projecteurs non nuls 
de M^ . Ve plus Vénoncé analogue en se limitant aux projecteurs non nuls 

du centre de M^ est également valable. 

D'après le théorème 11.12 et la définition de r(â ) , l'ensemble 
+ v 

S (M) O R est égal à l'intersection des fermés sp a lorsque Y décrit 

l'ensemble des poids réduits de <f> par les projecteurs non nuls de M̂  . 

Compte-tenu du lemme 11.10, on en déduit la première assertion de la propo

sition. Pour la deuxième assertion il suffit d'utiliser la remarque 10.3. 
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11.14. Proposition - Soit M un facteur. L1 ensemble S(M) contient 
0 si et seulement si M est un facteur de type III • 

Si M est semi-fini et si T est une trace normale fidèle semi-finie 
sur M , on a = 1 , d'où S (M) = {1} . 

Supposons maintenant que l'on ait 0 ̂  S (M) et soit <J> e P(M) tel que 
0 £ sp Â  . Soit X > 0 tel que sp A^c[ X, +°° [ . Alors Log Â  - Log X 

est un opérateur autoadjoint positif, et c'est le générateur infinitésimal 
d'un groupe à un paramètre fortement continu d'unitaires de «#(HJ aui 

induit la représentation a* . D'après le théorème 8.8, la représentation 

est induite par un groupe à un paramètre fortement continu d'unitaires 
de M , et on déduit alors du théorème 7.4. de [34] que le facteur M est 
semi-fini. 

11.15. Comme S (M) O IR̂  est un sous-groupe fermé de , il a nécessai
rement l'une des formes suivantes: 

{1} , ]0, +-[ , {Xn , ne Z. } avec X € ] 0,1 [ . 

D'après la proposition 11.14 , le facteur M est semi-fini si et seulement 

si S (M) = {1 ) • Par conséquent, 1 ' invariant S ne donne aucun élément 
nouveau pour classer les facteurs semi-finis. Par contre, si M est un 
facteur de type III on peut avoir S (M) = {0J} , S (M) = [0, +°°[ , ou 

S(M) = { Xn , ncZ }" avec X € ]0,1 [. On dit que M est de type IIIQ 

dans le premier cas, de type III.. dans le deuxième cas et de type IIÎ  

dans le dernier cas. 

NOTICE BIBLIOGRAPHIQUE . 

L'invariant S a été introduit par A. Connes dans([l5], §II ), d'où 
proviennent également les énoncés 11.10 à 11.14. 

La définition 11.5 se trouve dans ([4l], §5 ) ainsi que la proposition 
11.6 . Cette proposition peut également se déduire de ([23], démonstration 
de 3.12) , qui contient aussi, en partie, les énoncés 11.2 et 11.3 . 
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S U M M A R Y 

This paper studies a generalization of the theory of equicontinuous 
representations of locally compact groups. The point of view adopted here 
is to work simultaneously with two topologies on the representation space. 
This generalization is needed, in particular, for the study of a represen
tation U of a locally compact group G on a von Neumann algebra M : 
in this case, ĝ̂ g-eG *s a £am:*-^y o £ automorphisms of M (so, 
equicontinuous for the uniform topology) and, for each x €M , the application 
g • UgX is only continuous in the weak topology of M . 

The first part of this paper is devoted to the general study 
of representations on bitopological vector spaces. The emphasis is laid 
on the case where the bitopological structures come from couples of Banach 
spaces in duality and where the groups are abelian. The spectral subspaces 
of the representations are the key objects, and the techniques are those 
utilised in harmonic analysis. 

In the second part, the theory of representations on operator 
algebras is developped.Several applications are given̂ in particular 
KADISON-SAKAI's theorem asserting that every derivation D of a von Neumann 
algebra M is inner (obtained here by studying the one-parameter group 
t > exp it D), and BORCHERS1 theorem : representations of K n on M 
induced by certain unitary representations are inner. The invariant S 
of CONNES is also introduced. 

The main results of this paper are due to W. ARVESON who 
initiated this study. The theory was then developped by several authors : 
A. CONNES, H.J. BORCHERS, D. OLESEN, G.K. PEDERSEN, etc.. References 
are given at the end of each paragraph. 
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