Asterisque

F. COMBES
C.DELAROCHE
Y. DENIZEAU

M. ENOCH

Représentation des groupes localement compacts et
applications aux algebres d’opérateurs

Astérisque, tome 55 (1978)
<http://www.numdam.org/item?id=AST_1978__55__R1_0>

© Société mathématique de France, 1978, tous droits réservés.

L’acces aux archives de la collection « Astérisque » (http://smf4.emath.fr/
Publications/Asterisque/) implique I’accord avec les conditions générales d’uti-
lisation (http://www.numdam.org/conditions). Toute utilisation commerciale ou
impression systématique est constitutive d’une infraction pénale. Toute copie
ou impression de ce fichier doit contenir la présente mention de copyright.

NuMmbDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=AST_1978__55__R1_0
http://smf4.emath.fr/Publications/Asterisque/
http://smf4.emath.fr/Publications/Asterisque/
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

INTRODUCTION

Le but de cet ouvrage est de présenter la théorie générale des
sous-espaces spectraux d'une représentation continue U d'un groupe
localement compact commutatif G (premiére partie), et de 1'appliquer a
1'étude des dérivations et des groupes d'automorphismes des - algebres

et des algébres de von Neumann (deuxiéme partie).

Soit G un groupe localement compact commutatif. Si on intégre
la représentation de G dans Lm(G) obtenue par translations on obtient
1'action par convolution de L1 (G) dans Lm(G). Le spectre sp f de
feL”(G) , considéré depuis longtemps en analyse harmonique (voir [35]
par exemple), est le sous-ensemble de 6 annulateur de 1'idéal fermé Kf
de L1 (G) , ensemble des ge L1 (G) tels que Kia f = o . Le sous-espace
spectral associ€ a une partie fermée F de G est le sous-espace vectoriel
fermé de Lw(G) formé des f tels que sp £ C F . Ces définitions furent
étendues par F. Forelli [20] au cas ol G opére par homéomorphismes dans
un espace localement compact X , c'est-3-dire par isomorphismesdans la
C'-algébre commutative des fonctions continues nulles & 1'infini sur X .
Enfin W. Arveson [1] les a formulées plus généralement pour les représenta-
tions continues de G par automorphismes d'une algébre de von Neumann
ou d'une C’-algébre, retrouvant ainsi des résultats classiques (par exemple
que toute dérivation d'une algébre de von Neumann est intérieure) et
donnant de nouvelles applications qui montraient 1'intérét de ce nouvel outil.
Ces concepts furent aussitdt utilisés par A. Connes [15], [16] pour introduire
les invariants S et T et classifier les algébres de von Neumann. Ces
invariants apparaissent lorsqu'on applique les concepts précédents aux
représentations de R par les automorphismes modulaires de la théorie de
Tomita.

Le spectre d'un vecteur vis-3-vis d'une représentation U de R
et le support spectral de U &taient déja considérés en mécanique et en
physique théorique (voir par exemple [3], [4], [S], [6], [43], [44], [45]).

Enfin, si H est un espace de Hilbert, rappelons qu'aux représenta-
tions U de G sur H sont associées bijecEivement les mesures de Stone
E sur 6 . Pour toute partie fermée F de G, le sous- espace de H
image de E(F) est alors le sous-espace spectral associé @ F . On voit



donc que cette théorieAdes sous-espaces spectraux généralise celle des
mesures de Stone sur G et en fournit un substitut. En particulier, elle
fournit une théorie spectrale pour les opérateurs hermitiens sur un espace
de Banach (voir [2]) ou pour les générateurs infinitésimaux des groupes a
un paramétre d'isométries d'un espace de Banach.

L'application aux espaces assez divers que nous venons d'évoquer
conduit & affaiblir les hypothéses de continuité usuellement considérées.
Rappelons qu'une représentation U de G sur un espace vectoriel topolo-
gique X est dite équicontinue [10] si

N Ugec

2) g+ Ug x est continue de G dans X pour tout x€X .

est une famille équicontinue sur X ,

Ce sont 13 les conditions de continuité les plus couramment
utilisées dans 1'étude des représentations de G , mais cette théorie n'est
pas toujours directement applicable aux situations considérées. Par exemple,
si X est un espace de Banach, en transposant une telle représentation, la
représentation tU g — tU du groupe opposé G° sur le dual X' de X ,
n'est pas toujours equ1cont1nue. En effet, en général (tU ) G est une
famille équicontinue pour la topologie normique de X' , ma1s€;our x'eX'
1'application g~—r tng' n'est pas normiquement continue. Par contre
cette application est continue pour o(X',X) , mais (tUé) n'est pas

gei
équicontinue pour o(X',X).

Ce genre de situation se rencontre notamment dans 1'étude des
automorphismes d'une algébre de von Neumann M car M est le dual d'un
espace de Banach M, (prédual de M). Un tel cas a conduit W. Arveson
3 prendre un point de vue oli, en fin de compte, on travaillerait avec deux
topologies 3 la fois, 1'une par rapport & laquelle la condition 1 précédente
est vérifiée, 1'autre pour laquelle la condition 2 est valable. Notons que
ce genre de structure vectorielle bitopologique existe en théorie de 1'inté-
gration, ol elle fut introduite par L. Schwartz pour €tudier les mesures et
probabilités cylindriques [39].

En se plagant dans ce cadre de structure vectorielle bitopologique
(décrite briévement au paragraphe 1), on peut définir les représentations
continues d'un groupe localement compact G (paragraphe 2). Avec des
hypothéses adéquates, une telle représentation se prolonge par intégration
d 1'algebre MI(G) des mesures bornées par G . Au paragraphe 3, on
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définit les sous-espaces spectraux d'une telle représentation dans le cas
oi G est commutatif, en utilisant 1'analyse de Fourier. Au paragraphe 4
on montre que 1'étude s'applique aux couples d'espaces de Banach en
dualité métrique. Si (X,Y) est un tel couple, en équipant X de la
topologie o(X,Y) et Y de la topologie o(Y,X) on obtient deux espaces
vectoriels bitopologiques en dualité. Comme X et Y sont complets et
tonnelés, 1'étude générale des paragraphes 2 et 3 peut &tre précisée et
poussée plus loin, ce qui est fait aux paragraphes 5 et 6.

Ces paragraphes 1 4 6 peuvent &tre considérés comme une premiére
partie, développant la théorie générale des représentations continues sur
un espace vectoriel bitopologique. Elle est inspirée avant tout de 1'article
de W. Arveson [1], et au paragraphe 6 de la th&se de A. Comnes [15]. Les
paragraphes 1,2,4 et 5 sont relativement formels et donnent le cadre général
de cette &tude. Le lecteur souhaitant prendre connaissance rapidement de
cette théorie et de ses principaux résultats se reportera avant tout aux
paragraphes 3 et 6.

La deuxiéme partie est consacrée aux représentations continues
par automorphismes sur une algébre d'opérateurs. Le paragraphe 7 étudie les
propriétés de ces représentations dans le cadre plus général des algébres
de Banach bitopologiques. Les paragraphes 8 et 9 donnent les applications
aux algeébres de von Neumann et aux C'-algébres qui illustraient 1l'article
de W. Arveson déja cité et qui furent développées et complétées par
D. Olesen et G.K. Pedersen [28], [31], [32]. Le paragraphe 8 démontre
essentiellement deux résultats : le th€oréme de Kadison-Sakai affirmant
que toute dérivation D d'une algébre de von Neumann M est intérieure
(obtenu ici en étudiant le groupe d un paramétre t + exp it D
d'automorphismes de M) , et le théoréme de Borchers énongant que les
représentations par automorphismes de R® sur M induites par certaines
représentations unitaires de R"™ sont intérieures (obtenu 3 1'aide d'un
lemme d'Araki non publié). Ces résultats sont utilisés au paragraphe 9
qui donne des analogues pour une C'—algébre. Les invariants S et T
de A. Connes sont introduits aux paragraphes 7, 10 et 11, mais leur
exploitation en vue de la classification des facteurs de von Neumann
dépasse le cadre de cette &tude (voir [15], [16]).

Chaque paragraphe est suivi de notes indiquant la provenance de

ses principaux résultats. Il s'agit de renseignements tr&s succincts qui ne
sauraient constituer une bibliographie exhaustive.
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ETUDE GENERALE DES REPRESENTATIONS

§1 LA CATEGORIE DES ESPACES VECTORIELS BITOPOLOGIQUES

1.1. Définition - Nous &crirons e.l.c.s. pour espace vectoriel topologique
localement convexe séparé.
Pour les besoins de 1'intégration, nous aurons d considérer pour
un e.l.c.s. X, la condition (K) suivante :
(K) pour toute partie compacte K de X, 1'enveloppe convexe fermée
65_(]-() de K est compacte.

Rappelons que si X est quasi-complet, la condition (K) est

vérifiée ( [8], Chap. II, §4, prop. 3 et corollaire).

1.2. Définition - Nous appelierons e.l.c.s. bitopologique un couple
t, xO) ol X et X, sont deux e.l.c.s. vérifiant les conditions suivantes.

1) Xet Xo ont le méme espace vectoriel sous-jacent ,

2) 1la topologie de X est plus fine que la topologie de X0 R

3) il existe dans X un systéme fondamental de voisinages de zéro

qui sont convexes, équilibrés et fermés pour la topologie de Xo. Notons
que de tels voisinages sont des tonneaux de X.

1.3. Remarqyes - Soit (X, Xo) un e.l.c.s. bitopologique.

a) Si un voisinage convexe V de zéro dans X est fermé pour la topolo-
gie de X0 , Sa jauge jV est semi-continue inférieurement sur Xo .
Grace au théoréme de Hahn-Banach , ceci signifie que jV est enve-
loppe supérieure sur X, des éléments de X} qu'elle majore .

Dans la définition 1-2 la condition 3) signifie donc qu'il existe
un systéme filtrant croissant de semi-normes, définissant la topologie
de X semi-continues inférieurement pour la topologie de X o

b) La topologie de X étant plus fine que celle de X, le dual X") de Xo

s'identifie 4 un sous- espace vectoriel du dual X' de X . Comme
X, est séparé , on voit par bipolarité que X(') est partout dense
dans X' pour o(X',X).

c) Si A est une partie compléte de X » c'est une partie compléte de X .
I1 s'agit en fait, d'une propriété des structures uniformes ( (7] ,
ch II, §3, n°3, prop. 7). Il en résulte que si Xo est quasi-complet ,
alors X 1'est aussi. En effet, si A est une partie bornée et fermée
de y , elle est bornée dans X - Ba fermeture dans X, est encore
bornée , donc compléte dans X, - Elle est alors compléte dans X
et contient la fermeture de A dans X .



d)

e)

f)

ESPACES VECTORIELS BITOPOLOGIQUES

Les parties bornées de X sont des parties bornées de X, car la
topologie de XO est moins fine que celle de X . Si XO est quasi-
complet , la réciproque est vraie. En effet, tout voisinage de
z&€ro dans X qui est un tonneau de X, absorbe toute partie convexe,
équilibrée, complate et bornée de XO ({8], Chap. III, §3, lemme 1).

Si B est une partie bornée de X , sa fermeture A dans Xo est encore
une partie bornée (et fermée) de X . Pour le prouver , considérons un
voisinage de zéro dans X qui soit un tonneau de XG . I1 existe

A > o0 tel que B€ AV . On a alors A € AV d'ol 1'assertion.

Si Xo vérifie la condition (K) , alors X la vérifie également.

En effet, si K est une partie compacte de X , elle est encore
compacte dans Xo dont la topologie est séparée et moins fine que
celle de X . Dans Xo , son enveloppe convexe fermée A est compacte
grice 3 la condition (K), et par suite compléte. Mais alors , d'aprés
c) , A est compléte dans X et contient 1'enveloppe convexe Co(K) de

K , et on sait que Co(K) est précompacte dans X ( [8), ch II, §4,

n° 2, prop. 3).

1.4. La catégorie des e.L.c.s8. bitopologiques

a -

Si (X,XO) et (Y ,Yo) sont deux e.l.c.s. bitopologiques, on appellera
morphisme de (X,Xo) dans (Y,Yo) touteapplication linéaire continue
de X dans Y qui soit aussi continue de X, dans Y, » c'est-a-dire
tout élément de HX,V) ;{’9()(0 ,YO) . I1 est facile de vérifier que
1'on définit ainsi une catégorie. En associant a tout e.l.c.s. X

le couple (X,X) on définit un foncteur de la catégorie des e.l.c.s.
dans celle des e.l.c.s. bitopologique qui apparait donc comme plus
générale. La notion d'isomorphisme se définit comme toujours a
partir de celle de morphisme .....

Soit (X,Xo) un e.l.c.s. bitopologique et soit Y un sous-espace de X.
Notons Y ce méme sous-espace vectoriel, mais équipé de la topologie
induite par celle de Xo. Alors (Y ,Yo) est un e.l.c.s. bitopologique
que nous appellerons sous-espace de (X,Xo) . Notons que si Xo vérifie
la condition (K) (resp. est quasi-complet) et si Yo est fermé dans
Xo, alors Yo vérifie (K) (resp. est quasi-complet).

Soient (X,Xo) et (Y,YO) deux e.l.c.s. bitopologiques. Munisspns

H(X,Y) de la topologie de la convergence uniforme sur les parties

bornées de X , définie par les semi-normes j A S ur—> swp pi[u(x)]
’ x€A

ol A décrit un systéme fondamental de parties bornées de X et ol
(pi) est un systéme fondamental de semi-normes de Y. Munissons
i€l
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;fg()(o , YOJ de la topologie de la convergence simple sur Xo . Notons
alors L (resp. L)) 1'espace vectoriel L£DN %(Xo, Y,) des morphis-
mes de (X,Xo) dans (Y,Yo) mmi de la topologie induite par celie de
$(X,Y) (resp. par celle def,(XO,Yo)) .

Si les semi-normes p; ou i€] sont s.c.i. sur Yo , on voit

facilement que les semi-normes jA i de L sont s.c.i. sur Lo . On
’

obtient ainsi une structure d'e.l.c.s. bitopologique (L, Lo) canoni-
que sur 1'espace vectoriel .‘8(X,Y)ﬂ$(xo »Yg) -

Notons que le dual Lj de L, est 1'espace X®Y] des formes linéaires

m
du type } o , ol pour tout X€X_ , tout y'€Y' et tout uel
=1 %Y ° ° °

on pose w, y(u) =<ux), y' > .
b

d - Soit (X,Xo) un e.l.c.s. bitopologique. Comme cas particulier de c),
si Z0 désigne le dual de Xo muni de la topologie o(xc",xo) , et sil
désigne ce méme dual de Xo muni de la topologie induite par la topo-
logie forte B(X',X) du dual X' de X , alors (Z,Zo) est un e.l.c.s.
bitopologique que nous appellerons dual de (X,XO) .et noterons (X,Xo) .

Si u est un morphisme entre e.l.c.s. bitopologiques, en transposant
u , on obtient un morphisme entre objets duaux.

Considérons maintenant le dual de (X,XO)‘ = (Z,Zo) . C'est le
le couple &’yo) a 5\(0 est X0 équipé de la topologie affaiblie o(Xo,Xé)

et ol X est X equipé de la topologie induite sur X par B(Z',Z). Cette
topologie de X est plus fine que celle de X et moins fine que la topo-
logie induite par 8(X",X'). Si celle-ci est égale d la topologie de X ,
c'est-3-dire si X est infratonnelé, alors on aura X=X . Il en sera
donc ainsi en particulier, si X est tonnelé ou bornologique, par
exemple si X est un espace vectoriel normé. Dans ce cas le dual de

(&,3\(0) sera (X,XO)' , autrement dit (X,Xo)"' = (X,XO)' et on aura
(X,XO)" = (X,Xo) si et seulement si la topologie de X est &égale a
o(XO,XO') .



ESPACES VECTORIELS BITOPOLOGIQUES

e) Produits

Soit ()(1 , Xé) une famille d'e.l.c.s. bitopologiques. Alors
. i€l
(m x* , I X;) est un e.l.c.s. bitopologique que nous appellerons
i€l i€l

produit de la famille donnée.

f) Espaces involutifs

Soit (X,Xo) un e.l.c.s. bitopologique, sur le corps € , et notons
x© , Xg) 1'espace imaginaire conjugué obtenu en remplagant la multi-

plication par les scalaires (A,x) —> Ax par la loi (A,x) —> x s
ol A désigne le nombre complexe conjugué de i .

Nous appellerons involution sur (X,Xo) un élément J de
BOGXIN B, X0 tel que I = I et (X,X) mmi de 1'involution J
sera appelé un e.l.c.s. bitopologique involutif.

Notons que si (Y,Yo) est un autre e.l.c.s. bitopolegique inva
lutif d'involution J' , alors 1l'application u —> J' u J est une involu-
tion sur tB(X,Y)ﬂf,(XO, Yo). L'e.l.c.s. bitopologique (L,Lo) canoni-
quement associé muni de cette involution devient un e.l.c.s. bito-
pologique involutif.

En particulier, si (Y,Yo) = (X,Xo) , et si J' = J , posons
u*=J u J pour tout uel = %(X)ﬂ%()(o) . Alors (L,Lo) devient un
e.l.c.s. bitopologique et son involution est telle que (u ¥ = viu®

pour tous u, velL.

1.5. Intégration dans Les e.l.c.s. bitopologiques

Rappelons quelques résultats classiques d'intégration
vectorielle.

Soient X un e.l.c.s. , S un espace topologique localement
compact , u une mesure de Radon bornée sur S et F une application
de S dans X .

Nous dirons que F posséde scalairement une propriété si
pour tout x'€ X', 1'application s —> < F(s) , x' > la posséde. Si
F est scalairement u-intégrable, alors | < F(s) , x' > du(s) existe

S
pour tout x'€X. L'application x' +—> [ < F(s) , x' > du(s)
S

est un élément du dual algébrique (X')* de X' noté [ F(s) du(s).
F

Si cet élément appartient 3 X lui-méme, on dira que F est scalairement

u-intégrable dans X .



ETUDE GENERALE DES REPRESENTATIONS

Lemme - Reprenons Les données X , S , u , F précédentes et soit
A 2'enveloppe convexe dquilibrée fernmée de F(S) dans (X')¥.

(4)  Si F est scalairement u-intéghable , alons [ F(s) du(s)

S
est un elément de Iul A .

(44) S& S est compact , 84 F est continue , 84 X vérnifie La
condition (K) , alons F est scalairement u-intégrable dans X .
(voir [9] , ch 6 , §1 , n°2 , prop 5 et corol.).

1.6. Proposition - Sodent (X,Xo) un espace vectorniel bitopologique , S un
espace Localement compact, u une mesure de Radon bornée sun S , F
une application continue de S dans Xo et bornée en tant qu'application
de S dans X . On suppose que X, vérnigie La condition (K) et que
X est quasi-complet. Alons F est scaldinement u-intigreblLe dans. X,

Notons A 1'enveloppe convexe équilibrée fermée de F(S)
dans X, . Par hypothése F(S) est une partie bornée de X. D'aprés la
remarque 1-3-e , A est encore une partie bornée de X .

Soit (Cn) une suite croissante de parties compactes de
S telle que |u| (€) —>llull. On peut évidemment supposer que [fufj= 1.
Puisque F est continue de S dans X , pour tout n 1'intégrale
Yp = J F(s) du (s) existe et c'est un élément de A (lemme 1-5).

C
n

Vérifions que (yn) est de Cauchy dans X. Elle aura une limite dans A
puisque X est supposé quasi-complet.

Soient V un voisinage de zéro dans X qui soit un tonneau
de Xo , puis A > o tel que AcAV. Notons j la jauge de AV. Comme j
est enveloppe supérieure d'éléments de Xc'a (rem. 1-3-a), on aura
I Opex = V) < i [F(s)] du(s) pour tous n,k

Cnﬁ?\cn
avec j[F(s)] < 1 pour tout s€S , d'od finalement
F e = V) < Il €y - Iul (€ —> o
Ainsi (yn) est de Cauchy et admet une limite y€ A dans X.

D'autre part, F(S) est bornée dans X donc dans Xo. Pour
tout ¢€ X(') la fonction s —> < F(s), ¢ > est continue et bornée sur §,
et par suite u-intégrable. Ainsi F est scalairement u-intégrable

et on a :
‘ J B(s) du(s) , 0> = | <F(s), 6> du(s) = Lim | <E(s),¢>du(s)
S

n —e
S
%

= lin <y L e>=<y, 00

n —>w


http://equAJiibn.ee
file:///i-lntegnable

ESPACES VECTORIELS BITOPOLOGIQUES

Cela prouve que j F(s) du(s) =y € A , donc que 1'intégrale de F

S x .

est un élément de 5

NOTICE BIBLIOGRAPHIQUE .

Les paragraphes | et 2 donnant les généralités sur les repré-
sentations continues des groupes topologiques sur des e.l.c.s. sont
dlis 3 F. Combes. Ils s'inspirent de 1'article de W. Arveson [l] .
En particulier, les propositions 1-6 et 2-5 sont de simples trans-
criptions des propositions 1-2, 1-4 de [l].

La structure d'espace de Banach bitopologique considérée par
W. Arveson semble avoir &té introduite pour la premiére fois par
L. Schwartz pour &tudier les mesures et probabilités cylindriques

(39]
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§2 REPRESENTATION CONTINUE D'UN GROUPE LOCALEMENT COMPACT SUR UN e.l.c.s.
BITOPOLOGIQUE.

2.1. Notations - Soit G un groupe localement compact. Notons C° (G)

(resp. Cb(G)) 1'espace de Banach des fonctions continues qui tendent
vers zéro 3 1'infini sur G (resp. qui sont bornées sur G). Nous
noterons M1 (G) 1'espace de Banach dual de C°(G) , c'est-id-dire
1'espace des mesures de Radon bornées sur G. C'est une algébre de
Banach unifére quand on le mmnit du produit de convolution.

Nous noterons M (G) 1'espace vectoriel topologlque
obtenue en munissant M (G) de 1a topologie fa1b1e o(M Q) , C @) )
associée a la dualité naturelle suivante entre M (G) et C°(G) :

(v, £)— <u,£f> = [ f(g) du(g).
G

Sur les mesures de probabilité sur G,cette topologie induit la
topologie de la convergence étroite.

La boule unité fermée de M1 (G) est fermée pour cette
topologie puisqu'elle est fermée pour o('M1 (G), C°(G) ) qui est
moins fine. Donc ('M1 o , M1 (G)o) est un e.l.c.s. bitopologique
(plus précisément M (G) et C (G) sont deux espaces de Banach en

dualité métrique au sens du §4) .

2.2 Définition - Nous appellerons représentation continue d'un graupe
localement compact G sur un e.l.c.s. bitopologique (X,Xo) , un
homomorphisme U du groupe G dans le gruupe des €léments inversibles
de ¥ (X,) vérifiant les conditions suivantes

1 La famille U(G) = { Ug ; 2eG } est équicontinue sur X .

2) Pour tout x€X , l'application g —> ng est continue de G
dans Xo
Si (X,Xo) est involutif, d'involution J , nous dirons que U est

involutive si J Ug J = Ug pour tout geG .

Nous appellerons représentation équicontinue de G sur

un e.l.c.s. X , une représentation continue de G sur 1l'e.l.c.s.
bitopologique (X,XO) ol XO =X.

2.3. Remarques -

a) D'aprés la condition 1) , pour tout geG , on a
U e LX) N XX 0) et plus précisément, Ug est un isomorphisme
de 1'e.l.c.s. bitopologique (X,Xo) sur lui-méme.
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b) Notons (L, Lo) la structure naturelle d'e.l.c.s. bitopologique
introduite au paragraphe 1-3-c sur 1'algsbre &(X) ()Z(XO) . Alors la
condition 2) ci-dessus signifie exactement que U : g +—> Ug est continue
de G dans Lo .

c) De la condition 1) il résulte que 1'image U(G) de U est une
partie bornée de L. En effet, considérons un voisinage V de zéro dans
X et une partie bornée A de X. Comme la famille U(G) est équicontinue
sur X, il existe un voisinage W de z€ro dans X tel que Ug(W) C V pour
tout geG. Soit A > o tel que AACW. On a alors
» [Uy,@ 1=Uu, owcUu,m c v.

Ainsi U(G) est bien une partie de £(X) bornée pour la topologie de la
convergence uniforme sur les parties bornées de X.

2.4. Déginitions - Soit U une représentation continue d'un groupe loca-
lement compact G sur un e.l.c.s. bitopologique (X,Xo) . Notons (L,Lo) la
structure bitopologique naturelle sur £(X) N x(Xo) .

On dira que U est ponctuellement intéghable si pour tout xexo

et tout ueM1 (G), 1'application g +— U_ x est scalairement p-intégrable
de G dans X, Cette application &tant continue, elle est scalalrement
u-mesurable. La condition signifie donc simplement que pour tout p eM' @,

1'élément J ng du(g) du complété faible de Xo est un élément de Xo.
G

I1 est clair que x +—> J ng du(x) est alors une application linéaire
G

de X, dans lui-méme. Nous 1a noterons U(y).
On dira que U est .{ntégrabfe si 1'application U de G dans L o

est scalairement u-intégrable pour tout ue M1 (G) . Comme U est continue
de G dans L (rem. 2-3-b-) , ici aussi la condition signifie simplement
que pour tout ueM (G) , 1'élement Ug du(g) du complété faible de

G

Lo est dans Lo’

Donnons des conditions suffisantes pour que U soit intégrable
ou ponctuellement intégrable.

2.5. Proposition - Conservons Les données et notations précédentes.

[4) S& X, vernifie La condition (K) et 44 X est quasi-complet , alors
U est ponctuellement intégrable.
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2.7.
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(L) S4 Lo vénifie La condition (K) et 84 L est quasi-complet ,
alons U est intégrable.

(i) Pour tout x€X, 1l'application Fx : g+ U_x est continue de G
dans X, et d'aprés 2-3-c- elle est bornée de G dans X. D'aprés la
proposition 1-6 , pour tout u€ M‘(G) cette application est scalairement
u-intégrable de G dans Xo .

(ii) De méme U est continue de G dans L0 (voir 2-3-b) et bornée de
G dans L (voir 2-3-c) , d'od la conclusion.

Remarque - Soit (X,XO) un e.l.c.s. bitopologique. Si XO est quasi-

complet, alors il vérifie la condition (K) ((8), ch. II, §4 , n° 2,
prop. 3), et X est quasi-complet (rem. 1-3-c-). D'aprés la proposition
2-6, toute représentation continue d'un groupe localement compact G
sur (X,Xo) sera ponctuellement intégrable. Cela s'applique notamment
dans les deux cas particuliers suivants

a - SiEestune.l.c.s. tonnelé, si Xo est le dual faible de E et
X le dual fort de E. Les parties bornées de X, sont équicontinues sur
E et donc relativement compactes dans Xo qui est donc quasi-complet.

b - SiX-=Xj avec X quasi-complet.Toute représentation &quicontinue
de G sur un e.l.c.s. quasi-complet est donc ponctuellement intégrable,
et méme intégrable (voir rem. 2.9.b)).

Proposition - Sodient G un groupe Localement compact , U une nepné-
dentation continue de G, sur un e.f.c.s. bitopologique (X,X)). Les
conditions suivantes sont équivalentes.

(4) U est intégrable.
(i) U est ponctuellement intégrable et U(W)€ LX) N L(X)) pour
tout ueM! ().

S4 ces conditions sont vénifiées on a alors Ug du(g) = U().
G

Soit (L,L)) la stucture d'e.l.c.s. bitopologique
naturelle sur o X) N & (X,). Pour tout x€X et tout ¢eX; notons

Uy 4 la forme linéaire u+— < u(x) , ¢ > sur Lo . Le dual de L0
’

est alors 1l'espace des formes linéaires sommes d'un nombre fini de

telles formes U g (voir 1-4-c-). On voit donc que 1'élément
’

10
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J Ug du(g) du complété de L, est caractérisé par la relation

G

Mm < [ Ug du@) 5 uy g > = JG <Up X, 4> du(g VxeXO,V¢€ X! .
G

Si (ii) est remplie , alors 1'élément U(n) de L, vérifie la
relation (1) [par définition de U(u)x dans Xo). On a donc

J Ug du(g) = UQ) € L, pour tout ue M1 (G) et U est intégrable.
G

Réciproquement, supposons U intégrable. Pour tout

u<-:M1 (G) , posons T'J = J Ug du(g)€L0 . Alors pour tout x €X,, 1a
G

relation (1) montre que 1'&lément Tu x de X, est égal a I ng du(g).
G

Cela prouve que U est ponctuellement intégrable et que U(u)x = Tux pour

tout x€X . OnadoncU(w) = T € LN @)

2.8. Proposition - Soient G un groupe Localement compact , U une repré-
sentation continue et ponctuellement intégrable de G sur un e.l.c.s.
bitopologique (X,X 0) .

(i) Powr tout weM (G) , £'application Lindaire U(u) est un
ctement de B (X).
(44) wr—> U(u) est un homomorphisme d'algebres de % (G) dans LX)

qui profonge U dans Le dens suivant : U(ag) = Ug pour tout g<€ G.

(£6d) u > U(u) est continu &é on munit M (G) de La topologie
nommique et GH(X) de La topologie de fLa convergence uniforme sur Les
parties bornges de X .

(4v) wr—> U(n) est continue 84 on munit M (G) de La topologie

cJ(M1 @, Cb(G)) et %(X) de La topolLogie de La convergence simple sun

X pour La topologie de X, . En particulien, pour toute unité

approchée (£, dans L (G), et tout x€X ona U(£) x — x dans X, -
[v)] S{ U est intégrable, uw —> U(u) est un homomonrphisme d'e.L.c.s.

bitopologiques de (M'(G) , M (G))) dans (L,L) ok (L,L ) désigne

La structune d'e.f.e.8. bitopoLogique natunelle sur LX)N gg(xo).


http://approcin.ee
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(i) Pour vérifier que U(x)€ H(X) on peut supposerhufis 1.
Soit V un voisinage de zéro de X qui soit convexe €quilibré et
fermé pour la topologie de Xo‘ Comme U(G) est &quicontinue sur X,
i.l existe un autre voisinage W de zéro dans X tel que Ug(W) c V pour
tout g € G. Pour tout x€W , 1'application Fx : g+ U x prend ses
valeurs dans V. D'aprés 1-5-(i), 1'élément U(p)x est dans 1'enveloppe
convexe équilibrée fermée de FX(G) dans Xo , et denc dans V. Cela
montre que U(n) (W) cV, d'ol la continuité de U(p)sur X. On a démon-
tré plus que cela (voir la remarque 2-9)

En vue de 1l'assertion (iii) , notons que si A est une
partie bornée de X, il existe A > o tel que \AcW et alors on a

AU W)= UWAA) cUWW cV

(ii) On voit facilement que u —> U(u) est linéaire et que
u(s g) = Ug pour tout g€ G. Vérifions que pour tout couple (u,v) d'élé-

ments de M1 (G) onaU(u#*v) = Ul UMv). Soient x€X et ¢€ Xc') c X'.
On a

< U uxv)x ,¢>=<f U dux) @, 6>
G

J <Ux 0> dCuxv@ - H UL 6> duls) D).
G GxG

La fonction (t,s) »—> Us+t x est continue de GxG dans XO et on a
€ Xc'> , donc (t,s) — < Us+tx , ¢ > est continue. Cette derniére est

bornée car (t,s) +——> Us+tx est bornée de GxG dans X (rem. 2-3-c-). On
a donc une fonction intégrable pour ux v et le théoréme de Fubini nous
donne (compte tenu du fait que US€ :fboq)) pour tout s€G) ,

<UGxwx 0> =[ au(s) J <UD 54> Q)
G G

[ cuMx L, Uy e > duls) - J <UD 5 6> d)=UHEUEX, 6>
G G
d'old 1'assertion (ii).
(iii) Pour toute partie bornée A de X et tout voisinage de

zéro de X convexe équilibré et fermé pour la topologie de X, , on peut
considérer 1'ensemble WA,V des we$(X) tels que , u(A) c¢ V. On obtient
ainsi un sytéme fondamental de voisinages de zéro de la topologie consi-
dérée ici sur % (X). La relation (1) ci-dessus , montre que pour tout
voisinage wA,V 1de ce type il existe 1 > o tel que la boule fermée centrée

en zéro dans M' (G) de rayon A ait son image par U incluse dans WA,V ,
d'od la continuité annoncée de 1'application linéaire u +—> U(n).

12
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(iv) Soit j une semi-norme définissant la topologie de X,
Montrons que pour tout x€ X on aj [U(u)x ] — o quand v — o pour
la topologie c(M @ , Cb(G)) Comme j est continue sur X on a

j [Uex] ”[J ”g"d“(g)“‘ i U] du(® =<F,u>
G G g

ou F désigne la fonction g +—> j [Ug(x) ] sur G. Comme g +—> U x

est continue de G dans X , et bornée de G dans X , lafonction F est
un élément de C @ , d'otl la conclusion.

Rappelons que si (f ) est une unité approchée de L (G) ,
alors (f ) tend vers 1'unité & de M (G) pour la topologie c(M @G), C @)

(g}, Chap. 8, §2, corollaire 1),donc U(fi) x —> x dans X, pour tout
xe)(o.

(v) résulte de (iii) et (iv) , compte tenu de la proposition 2-7.

2.9. RM -
a) Soit B la boule unité fermée centrée en zéro de M, (G). Soit

V un voisinage de zéro dans X qui soit convexe, équilibré, fermé

pour la topologie de Xo. Si W est un autre voisinage de zéro dans

dans X tel que Ug(W) C V pour tout geG , nous avons vu en démontrant
(1) que pour toute u<€B on avait U(u) (W) CV . Cela montre que la
famille U(n), pour u€B, est équicontinue sur X dans les mémes
conditions que la famille U_ pour g e€G. En particulier, si X est un
espace de Banach de boule unité fermée, fermée pour la topologie de Xy »

et si on a ||Ug|| < k pour tout g€G , alors on a [JU(w) I « k pour
toute u € B.

b) Toute représentation équicontinue U ponctuellement intégrable
de G sur un e.l.c.s. X est intégrable. En effet, il suffit d'appli-
quer les propositions 2.7 et 2.8 (i) dans le cas particulier ol X = X0

Pour une représentation ponctuellement intégrable U de G sur
un e.l.c.s. bitopologique (X,Xo) , nous allons voir qu'il suffit
d'avoir X' = Xé , (autrement dit que la topologie de Xo soit com-
patible avec la dualité de X avec X' ) pour que U soit équicon-
tinue. Mieux, toute représentation ponctuellement intégrable '‘contient"
une représentation équicontinue.

13
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Proposition - Soient G un groupe Localement compact , U une
reprisentation continue et ponctuellement intégrable de G sur
un e.£.c.s. bitopolLogique (X,Xo). L'ensemble des xeX tels que
gr—> UX s0it continue de G dans X est un sous-espace
vectoriel fenmé de X , stable par Ug pour tout g<€G , partout

dense dans X0

I1 est clair que 1l'ensemble E considéré est un
sous-espace vectoriel de X stable par U_ pour tout ge€ G. Soit x
un élément de la fermeture E de E dans X. Soit V un voisinage de
z€ro dans X. La famille des Ug ol ge€G étant équicontinue sur X,
il existe un autre voisinage de z&éro W dans X tel que Ug(W) cV
pour tout g€G. Soit y€E tel que x-y€ W; pour tout g€G on a

Ug X - Ug Yy € UgCW) c V . Cela prouve que 1'application g +—> Ug X

est limite uniforme sur G des applications g —> Ug y lorsque
y€E tend vers x dans X. Elle est donc continue et on a E = E .

801t(f ) une unité approchée de ! (G) et soit x€X.
D'aprés 2. 8 (iv), dans X , les éléments x; = U(f ) x convergent

vers x. Pour tout i€ I, on a x.c E. En effet gr—> ng. = U(s *f.)x

se compose de g —> sg* f. continue de G dans L (G) (car la repré-
sentation réguliére gauche de G sur L (G) est équicontinue) et de
u +—> U(u)x qui est continue de M1 (G} dans X (prop. 2-8-(iii)).
Ainsi E est partout dense dans Xo.

Conollaine - Reprenons Les données précédentes. SL X et X, ont
Le méme dual , alors U est une représentation équicontinue de G
sun X .

En effet, la topologie de X étant compatible avec la dualité
entre Xo et X(') le sous-espace vectoriel E de Xo fermé dans X est
fermé pour c(Xo , Xc')) et partout dense dans Xo pour cette topologie.
I1 est donc égal a X,

Remarque - La démonstration de la proposition 2-10 montre que tout
x€X tel qu'il existe f€L'(G) vérifiant U(f)x = x est dans le
sous-espace E .

14
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SiU [L (G)] contient 1'unité I de &(X), il existe
feL (G) tel que U(f) = I et alors g +——> U(Gg»f) est continue
de G dans ¥(X) muni de la topologie de la convergence uniforme sous
les parties bornées de X , comme composée de g+—> & % f de G
dans L'(G) et de w+—> U(n) de M'(G) dans £(X) (voir prop. 2-8.(iil)
Plus précisément on a la caractérisation suivante d'une telle

continuité de U .

2.13. Proposition - Sodient G un groupe Localement compact , U une
neprésentation continue et ponctuellement intégrable de G sur
un e.l.c.s. bitopologique (%, X,). Notons (L,L)) La structurne
d'e.l.c.s. bitopologique naturefle swr L(X)NX(X)). Pour que U
s04t continue de G dans L , 4L faut et il suffit que L'unité
I de £(X) s0it adhénente a U[ L (G)) pour La topologie de fa con-
vergence uniforme sun Les parties bornées de X.

Pour toute partie bornée A de X et tout voisinage
V de zéro dans X notons WA v 1'ensemble des u € £(X) tels que
u(A) € V. C'est un systéme fondamental de voisinages de zéro
pour la topologie de $B(X) envisagée.

Montrons d'abord que la condition est suffisante.
Soient A et V comme ci-dessus. La famille (U_) ol g €G étant
équicontinue sur X ,il existe un voisinage de zéro V dans X
tel que U ('V1) C V pour tout g€G. Soit f un element de L G)
tel que I - U(f) eW A,V1 . Alors pour tout g€G on a

[V YU ] W=y [1-UH] WCy, VpcvV

Autrement dit Ug - Ug Uif) e w v pour tout ge G. Cela
prouve que g—> Ug est limite unlforme sur G d'application

gr— U (6g¢ f) o fe L1 (G) . Elle est donc continue de G dans
Ex.
Réciproquement, supposons que U soit continue de G

dans %(X) pour la topologie envisagée. Considérons un voisi-
nage de z€ro dans $(X) du type WA vy avec V convexe équilibré
)

et fermé pour la topologie de X . Soit 2 un voisinage de
zéro dans G tel que I - Ugch y bour tout ge€Q et soit
f une fonction continue positive sur G , 3 support compact
inclus dans Q@ et telle que

15
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n

1. D'aprés le lemme 1-5-(i) on aura

J £(g) dg
G

u) -1

J £@) Wy -1 dg €Wy
G

Ainsi T est bien adhérent 2 U[L' (G)] dans £(X).

2.14. Remarques -
a) Soient U et V des représentations continues d'un groupe locale-
ment compact sur des e.l.c.s. bitopologiques (X,Xo) et (Y,Yo) .

Soit T € £(Xo » Y) qui entrelace U et V et soient ueM1 )
et xeX. Si g > U x est scalairement u-intégrable dans Xo R
alors g +—> Vg T = T Ug 1'est aussi dans Y, et

J Vg T du(g) = T J ng du(g) . D'ol les conséquences
G G

suivantes.

8i T est surjective et si U est ponctuellement intégrable,
alors V est ponctuellement intégrable.

Si U et V sont ponctuellement intégrables, alors TU(u) =
V()T pour tout ueM1 (G). En particulier, dans lecasod U=V,
si T€ &B;(Xo) commute avec Ug pour tout g € G , alors il commute

avec U(n) pour tout u€M1 @G).

b) Dans le cas ol le corps de base est €, si T au lieu d'€tre
linéaire est antilinéaire et si U et V sont ponctuellement
intégrables, on aura T U(f) = viH T pour tout f € L-| (G) (o1
£ désigne 1'imaginaire conjuguée de f).

c) Soient (X,Xo) et (Y,Yo) deux e.l.c.s. bitopologiques et soit
T un homomorphisme (resp. un antihomomorphisme) d'algébres de
BON P&, dans YN $(Y) qui soit un morphisme pour les
structures d'e.l.c.s. bitopologiques canoniques , et qui applique
toute partie équicontinue sur X sur une partie équicontinue sur Y.
Si U est une représentation continue d'un groupe localement
compact G sur (X,XO) ,alors V= 1o U une représentation
continue de G (resp. G° groupe opposé de G) sur (Y Y,). Si
U est intégrable , alors V 1'est aussi et V(u) = t [U(W)]
pour tout u€ M1 6.

16
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Exemples ou cas parnticuliens de neprésentations continues.

Soit U une représentation continue d'un groupe localement
compact G sur un e.l.c.s. bitopologique (X,XO) .

a) Sous-représentations .
Soit (Y ,Yo) un sous-espace de (X,Xo) stable par Ug pour tout
g<€G (autrement dit Ug(Y) =Y pour tout g€G). Il est clair

que UY : g+—> U_|Y est une représentation continue de G

sur (Y ,Yo). On 1'appellera la sous-représentation de U définie
par (Y,Y))
Supposons que Y, soit fermé dans X, et que U soit

ponctuellement intégrable. Alors d'aprés le lemme 1-5(i), UY
est ponctuellement intégrable. Comme 1'injection canonique T de
Y dans X entrelace UY et U, pour tout u€ M1 (G) on a

W) = UWIY (rem. 2-14-a).

Si U est intégrable alors UY est intégrable (d'aprés
2-14-c oll t sera l'application ur—> u|Y de restriction

de BN PX,) dans SMNLY,)).

b) Représentation transposée de U .

Notons (Y,Yo) 1'e.l.c.s. bitopologique dual de (X,Xo). L'applica-
tion T : u r— ty est wmn antihomomorphisme de gg()()ngg(xo)
dans MM &g(Yo) continu pour les structures canoniques d'e.l.c.s.
bitopologiques, et V : gr— tUg est une représentation continue

du groupe opposé G° de G sur (Y,Y)). Si U est intégrable, V
est intégrable et pour tout ue€ M1 (G ona V() = 1:[U(u)] .

c) Composition avec un homomorphisme de groupes .

Soient H un autre groupe localement compact et j un homomor-
phisme continu de H dans G . Alors V= Uo j est une repré-
sentation continue de H sur (X,Xo) . Pour tout u€M1 (H) , notons
j(u) la mesure image. C'est un €lément de M (G) et pour tout

x€ X, et tout yeX(‘) on a

[ Ly @ - J CUgyX sy >
H H

= I <Ux,y> 46 @ = <UGm x,y>
G

17
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Cela prouve que 1'élément J Vh x dp (h) du complété faible
H
de Xo est égal 3 U(j(v))x . Si U est ponctuellement

intégrable (resp. intégrable) on voit donc que V 1'est aussi
et que V(u) = U[j(w)] pour tout u€M1(H).

NOTICE BIBLIOGRAPHIQUE .

Voir références données 3 la fin du paragraphe 1 .
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SOUS-ESPACES SPECTRAUX

§3  SOUS-ESPACESSPECTRAUX D'UNE REPRESENTATION D'UN GROUPE COMMUTATIF

Dans tout ce paragraphe, nous considérerons un groupe locale -
ment compact abélien G et une représentation continue, ponctuellement
intégrable U , de G sur un e.l.c.s. bitopologique (X, Xo) .

Nous noterons additiverent la loi de composition interne
de G. En particulier, O désigne 1'élément neutre du groupe. Nous noterons
dg la mesure de Haar choisie sur G (normalisée si G est compact ou discret),
G 1le groupe dual de G , o
< g, vy > la valeur en un point g de G d'un élément y de G , u la cotransformée

de Fourier y —> J <g, v»du(g d'un élément u de M' (G).
G

Rappelons que ; est une fonction continue et bornée sur G
et que p —> ; est un homomorpmsme continu injectif d'algébres de Banach
involutives et uniféres de M (G) dans Cb (G)

La restriction 3 1'idéal L (G) de M1 (G) de cette application
est la transformation ge Gelfand de 1'algébre de Banach L1(G) dont 1le
spectre s'identifie a G.

Pour tout ueM1 (G) on obtient une partie fermée de G en

posant Z(w) = {vye€G; wu(y) =o}. ~
Pour toute partie A de M1 (G) 1la partie Z(A) = QA Z(u) sera fermée dans G.

Pour toute partie fermée de G nous considérerons les ensem-
bles : I (E) des £ eL (G) tels que f ait un support compact disjoint de E

I(E) des feL (G) telles que f(y) = 0 pour tout yeE .

3.1. Rappels - Pour ces résultats d'analyse harmonique voir par exemple
[35) ou [11).

1) Pour toute partie fermée E de G 1'ensemble I (E) (resp. I(E))
est un idéal de L (G) (resp. un idéal fermé) et c est le plus petit
idéal I de L1 (G) (resp. le plus grand idéal I de L1 (G)) tel que
(1) =

2) Pour tout ye G , le seul 1déal fermé de 1 de L (G) tel que
Z(I) = {y} est 1l'ensemble de feL (G) telles que f(y) 0.

3) Pour qu'un idéal I de L1 (G) soit partout dense dans L1(G) , il
faut et il suffit que Z(I) = ¢ .
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4) Soit I wn idéal fems de L'(G). Si f est nulle sur un voisinage
de Z(I) (soit Z(I1) C i(?) ) , alors f est un élément de I.

5) Soient K une partie compacte de G et Q un ouvert contenant K.
I1 existe fe€ L1 (G) telle que £ premne la valeur 1 sur K et la
valeur o sur le complémentaire de Q.

6) Soit J wn idéal de L'(G) partout dense dans L'(G). Alors il
existe des unités approchées de L1 (G) formées d'éléments de J.
(si (fi). est une unité approchée de L1 (G), pour tout iel et

tout entier n > o on peut choisir h n€ J telle que ” h €1et

IIg; - n < 111 . On vérifie fac11ement que (hi’n) est encore une

unité approchée de L G) ).
7) 1I1 existe unme unité approchée (f ) de L1 (G) telle que f.1
16 1
soit pour tout i€ I 3 support compact dans G
(d'aprés 5) 1'idéal J des feL (G) tels que f ait un support compact
vérifie Z(J) = ¢ ; d'aprés 3) J est partout dense dans L1 (G) et
6) donne 7) ).

Déginitions et notations .
a) Pour tout €lément x de X posons
= (ueM'(©@ ;UMx=0) et B = K NL@.

On obtient ainsi des id€aux de M1 (G) et L1 (G) respectivement. Ces idéaux
sont fermés d'aprés 2-8-(iii)

11 est clair que 1'on a Z(léi) C Z(J ) Réciproquement,
soit vye Z(J ) . Pour tout uelé: et tout feL1(G) onafxu GJ?(

D'aprés 3-1-5-, on peut choisir f tel que f(y) # o . On a alors
o = (fxu) () = £(v) ulv) d'od u(y) =
Cela prouve que Z(Jg) = Z(lﬁ)

b) Nous noterons spux cette partie de G .

c) Pour toute fonction ¢ sur G ou sur G , nous noterons S(¢) 1l'en-
semble des points oll ¢ ne s'annule pas et supp. ¢ le support S(¢) de ¢ .
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3.3. Proposition - (propriétés de Shy X) . Soit x un &Lément de X

(4)  Pour tout autre &ement y de X on a spy(x+y) C sp; xUspy ¥ -
(L) Poun ztout scalaire non nul X on a spU(Ax) = spy X .
(44d)  Pour que spy x = @ , 4L 4aut et L suffit que x doit nul.
(4v)  Soit V une autre représentation continue ponctuellement
Aintégnable de G sur un autre e.l.c.s. bitopologique (Y, Yo) et s0it
T € M(XO,YO) un optrateur qui entrelace U et V . Alors sp; Tx Csp; x . Si
T est in‘jeatéﬁlon a spy Tx = Spy X - De meme, 84 T est semi-Linéaire continu
de X, dans Yo et entrelace Uet Vona Py ™xC - (spU x))at SPy Tx = —(spU x)
84 T est infectif.
[v)  Pour tout ueM1 (G) on a .
spy X N s Cspy U(wx ¢ Spy X N supp. u
(vd)  Sodent My et My deux éLéments de M (G) zels que u1 et ”2

coincddent surn un voisinage de spy X dans G . Aons on a U(u1)x = U(uz]x .
En particuliern, a4 61 vaut 1 sur un voisinage de Spy X on a U(u1)x =X

. . - U U U
(i) résulte de la relation Jx nJy CJx+y

(ii) est évident. C'est aussi un cas particulier de ({v) en considé-
rant 1'homothétie T associé 3 A .
(ii)) mad’ =1'@ don sp 0= 4 d'aprés 3.1.5. Réciprogue-

ment soit x # o . D'aprés 2-8 ({v), il existe feL1 (G) tel que U(f)x # o .
On a donc JE # 1 (G) d'od sp; x ¥ # (d'apras 3-1-3)

(iv) D'aprés 2-14 pour tout feL1 (G) ona V(H)Tx = T U(E)x (resp.
V(f) Tx = TU(f)x ) si T est linéaire (resp. si T est antilinéaire), d'on
., U v u_,.V.- . .
1'on déduit Jx C Iy (resp. JxC(JTx) ) ce qui entraine Spy Tx Cspy X (resp.

Spy Tx C -(spU x) ). Si T est injectif on aura visiblement 1'égalité.
(v) Notons d'abord que
ge‘IULgu)x & U(g) U)x = 0 & g*ueJU
Soit y un €lément de Spy X - Pour tout ge ( )x ,on a g*ueJU d'od

g(v) fi(y)=o0 . Si en outre ye S(f1), cela implique g(y) = o ce qui &tablit la

premiére inclusion.
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Comme U(u) commute avec U(f) pour tout feL1 (G),on a Jg c JU)((u)x d'ol

Py U(u)x Cspy X - Pour obtenir la deuxiéme inclusion, il suffit de montrer

que spy U(w)x Csupp. { . Soit y un élément du complémentaire (supp. ne
de supp. i , et s0it Q@ un ouvert contenant v et dont l'adhérence @ soit
compacte incluse dans_(supp. ne . D'aprés 3-1-5 , il existe fe L1 (G) tel

que f(y) # 0 et supp. fCQ . Alorsonafi= o/soit f»y = o dans L1(G) ,

d'od U(f) U(u) = o et feJU(u)x . Comme g(ﬂ # 0o , on obtient Ye(SpU U(u)x)C
donnant 1'inclusion recherchée.

(vi) Posant p = Hy T My la fonction 1§ est nulle au voisinage
de SpU X et on a spy X N supp. ﬁ=¢ d'ol Py U(u)x = ¢ d'apres (v) et
U(u)x = o d'aprés (iii)

Prenant pour My la mesure de Dirac 6 3 1'élément neutre de G, qui est telle
5(7) 1 pour tout yeG , on voit que si ﬁ1 vaut 1 au voisinage de spy X
on a U(u%)x = U®)x= x.

3.4. Déginition Soit P ume partie de G . On notera XU(P) (ou méme X(P)
s'il n'y a pas d'ambiguité sur la représentation U considérée) 1la ferme-
ture dans X, de 1'ensemble des x eX tels que spy X soit inclus dans P. On

appellera X P) 1le sous—espace spectral de X associé 3 U et 3 la partie P de

G . 1I1 est clair que X (P) est croissant avec la partie P de G .

. a1se - . U
Si P est réduite & un point vy on notera simplement )(Y ou XY ce sous-
espace de X et on 1l'appellera le sous-espace propre de X associé &8 U et au

caractére y de G .

3.5. Proposition Soit P une partie de G .
(£) XU(P) est un sous-edpace vectoriel femé de X, Anvariant parn U .

[44) L'ensemble des xeX zw que spy X s0it compac/t et inclus dans
P est un sous-espace vectorniel de X (P) partout dense dans X (P) pour La
topolLogie de X, . On a done

¥ @) =[' U chK)J.
K compact
K<p
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(£id)  Soit E ure partie fenmie de G et soit (V,) une famille
iel
de voisinages de E tefle que 0) Vi =E . Atons on a
fxex;spyx CE} = @ = |xeX; udx=-o,¥rer @i -Qxw) ,

En particulier, 84 (E;);ep est une famille de fermés de G, on a

X (nE) - 0 XE).

1

(iv) Si P est nlduite @ un point y de G on a
= {xex ; ng=<g,v>x,VgeG}.

(v)  Soit @ une partie ouverte de G . Alons XU(Q) est Le sous-
espace vectoriel fermé de Xo engendné par Les eLéments U(£)x ol x décnit X et ol

f décnit L'ensemble IO(QC) des f€L1 (G) %elles que supp £ s04it compact inclus
dans @ . )
{vd)  Soit (9. )1€I une famille de parties ouvertes de G . On a

Ya] -1 Pel”

(i) Résulte des assertions (4), (4{), (4id) et (4v) de la pro-
position 3-3

(ii) L'ensemble considéré est un sous-espace vectoriel de XU(P)
d'aprés les assertions (4£) et (4&) de la propos1t10n 3.3. D'aprés 3.1.7 il

existe une unité approchée (f ). de L (G) telle que supp f soit compact pour

iel
tout i€eI. D'aprés 2-8 (iv), tout xeX (P) est limite pour la topologie de Xo
de U(fi)x et d'aprés 3-3(v) on a sp U(fi)XCSPU X N supp ficP N supp fi

(iii) Pour toute partie E de 6 ,» la définition des sous-espaces
spectraux et les assertions (i) et (iii) de la proposition 3.3 donnent
{ xX€X ; SPy xCE }CXU(E) Cc{xeX,U)x=o0 ,erIO(E) Y.
En supposant E fermée, montrons les inclusions opposées. Soit xeX tel que
0 pour tout f€IO(E). On a alors d'aprés 3-1-1, IO(E) C J:‘(J

2(Y) € 2[1,(B)] = E .

U(H)x d'od

SpUX

Cela prouve que les trois ensembles ci-dessus sont égaux quand E est fermée.

D'autre part on a XU(E) C Q XU(Vi) C Q XU(Vi) car pour tout i€l on a
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ECV;C Vi,et donc XU(E) C XU(Vi) C XU(V'i) . Réciproquement si xeXU(Vi)
pour tout ie€l,d'aprés ce qui précéde appliqué a la partie fermée Vi ,

on a spy xc\7i pour tout i€l , d'od sp; x C fi\vi =E et xeXU(E).
Finalement

e - 9 xlop - 0wy .

1

La deuxiéme assertion de (iii) s'en déduit immédiatemment.

(iv) Posons Iv = {feL1 (G , £f(v) = o } . D'aprés (iii) ci-dessus
et 3-1-2, pour x # o, on a

U _ U, _ U _
xeXY®spU X = {Y}QZ(JX) = {y} & Jx IY

Soit x€X tel que ng =< g, y>Xxpour tout geG . Pour tout feL1 (G) on
a alors

U(E)x = { <g,v> £ xdg= £ x.
G

Six#o,onaalorsJU=

X IY , soit xeXEYI (et pour x = o , cette relation

est évidente).
Réciproquement, soit xe)(IYJ non nul et montrons que ng =<g,y>X

pour tout geG. D'aprés 2-8 (iv), il suffit de montrer que pour tout fe L1 (9]
et tout geG on a
1/€3) [ng— <g,vy>x] =

Si on pose h = fx Gg - < g, vy > f cela signifie que Uth) x = o , soit donc
hng = IY . Or la fonction }:: Y'—> < g, y' > ;(y') -< g,y > %(Y')
s'annule en y et h est bien élément de IY , d'od la réciproque.

W) D'apfés 3-3(v) pour tout xeX et tout f GIO(QC) on a
SPy U(f)x € supp £ C 9 . Le sous-espace vectoriel Y de X engendré par

les éléments U(f)x ol xeX et £ eI (QC) est donc inclus dans XU(Q) .

Montrons que Y contient tout xe€X tel que spy X soit compact et inclus dans
Q . Alors d'aprés (i), Y sera bien partout dense dans X (@) . D'aprés 3-1-5,
pour un tel €lément x on peut choisir un voisinage compact V de spU X , un

voisinage compact WdeV tel que WC Q et feL (G) telle que f soit
identique 3 1 sur V et nulle hors de W . D'aprés 3-3(vi) on a alors
= U(f)x d'od la conclusion.
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(vi) Pour tout i €I on a XU(Q ) € X (U Q. ) d'oll 1'inclusion

[ 2 Y (2;) 1 ¢ Y (U ;) . Pour obtenir 1'1nc1u510n opposée il suffit de

montrer que tout x€X tel que spy X C U a, est adhérent a4 XU(Qi) .
i i

. P c_ ..
Considérons un tel &lément x et posons Q 0 = (spU X) puis J =1 o (Qg) +
] 1,65 . Les éléments de cet idéal J de L'(G) sont de 1a forme

n
f=g+] gy avec g a support compact inclus dans a, et g € IO(Q‘i: ) tel
k

k=1
que supp §k soit compact inclus dans Q ik . D'aprés 3-3(v) on a Py U@x=¢g ,

soit U(g)x = o, et SPy U(gk)x Cnik . On en déduit que

UH)x = Z U(g)x € ) XU (a;) pour tout feJ .
k=1 i
Corme U(U Q. ) = G en utilisant 3-1-5 on voit que Z(J) = ¢ et d'apres

3-1-3, J est partout dense dans L (G). Soit (fa) une unité approchée
a €A

de L1 (G) formée d'éléments de J (voir 3-1-6). Alors x = lim U(fa)x est

adhérent 3 | XU(ni) .
i

3-6. Définition - Il résulte de 3-5(vi) que la réunion de la famille des ou-
Q@ de G tels que XU(Q) = {0} est un plus grand élément de cette famille.
Son complémentaire est appelé le support spectral de U et noté sp U .

D'aprés 3-5(iii), pour tout ouvert @ de G omna
X@) = ( xex; UBx=o, YEeI @)} .
Utilisant 3-5 (v) on obtient
XU(Q) =oe=UEx=0, VxeX, erIo(QC) oW -
Dans ces conditions, sp U apparait aussi comme la plus petite partie

fermée E de G telle que XU(E) =
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3.7. Cas d'une représentation unitaire

Proposition - Soit U une représentation unitaire fortement continue
de G sur un espace hilbertien H et soit P; {£a mesure de Stone associie
a U . Atons

[4) U est une représentation gquicontinue intégrable de G
sut H; -

(44) Pour toute partie bonélienne B de G , on a HU(B) =
PU(B)H ;

(£id) sp U est égal au support de La mesure de Stone PU .

(i) résulte de la remarque 2-6 b).

(ii) Rappelons que pour tout geG, on a

u - [ < gy v > By

G
d'od pour tout ueM1 @G ,

UG Idu(g) J <g > @y
G G

1]

[A TORE NGO
G

d'odl , si B est une partie borélienne de G ,

() UG By(®) = By(®) UG = [ B By -
B

Soit E une partie fermée de G . Pour tout fe€ Io (E) , on déduit de
(1) que U PU(E) = 0 , et d'aprés la proposition 3-5 (iii) céla entraine

que PU(E)H est inclus dans HU(E) .

Soit @ wn owert de G . D'aprds (1), pour tout £ € L'(G) telle
que supp f soit compact contenu dans @ , ona U(f)HC PU(Q)H , et il

résulte de 3-5 (V) que HU(Q) est inclus dans PU(Q)H .
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Alors, si (V i) est une famille de voisinages ouverts de E
iel
telleque N V.= E,ona
; %

HE = 0 By d'aprés 3-5 (iii)
1

C O pyvpH = ByBH

la derniére égalité provenant de la régularité de la mesure Py -

Soit B une partie boréliemne de G et notons X 1'ensemble des
parties compactes de G contenues dans B . On a

W) = [U HU(K)] d'apras 3-5 (ii)
KeX

[yx PUUOH]_

PU(B)H d'aprés la régularité de By -

(iii) ©Pour toute partie ouverte @ de G , on a HU(Q) =0

si et seulement si PU(Q) = 0 d'aprés (ii) , d'ou (iii) .

3.8. Proposition - Caractérisation de sp U . Sodent ¥ une base de
voisinages de zéro dans G et T un sous-ensemble de X 2otal dans X .

Pour un &Lément y de G , Les conditions suivantes sont équivalentes.
(4) vespU ;
(i) XU(y + V) # {0} pown tout VeV,

(4id) vy e Z(Ker U) ol U est considbré comme un morphisme de
L'©) dams ¥ X)) ;

() vel U spyx ]’ ,
[ xeT Py /
(i) =y (iv) Soit vy un élément du complémentaire de

E= spy X ]_ et soit @ un voisinage ouvert relativement

I:xeT
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compact de y tel que R C ES . Alors pour tout f € IO(QC) , la
proposition 3-3 (V) donne U(f)x = 0 pour tout xe T , d'od par linéarité

et continuité, U(f)x = 0 pour tout x € X

Cela montre que XU(Q) {0} (prop. 3-5 (v))et par suite que v € (sp U)C .
(iv) => (iii) Comme U(y) € £(X) pour tout neM (G) , on a

U -
Ker U= J d'od [Usp,;x] € Z(Ker U) .
xeT x [ Py ]

(iii) =» (ii) Soit vy dans le complémentaire de la partie de G carac-
térisée par la propriété (ii), c'est-a-dire tel qu'il existe Vel¥ vérifiant

XU (y+V) ={0} . Soit W un voisinage compact de vy inclus dans

vy + V . D'aprés 3-1-5, il existe f € L1 (G) telle que f prenne la valeur
un en y et la valeur zéro hors de W . Pour tout x € X on a alors

spy UEx C supp £CW d'od UMx € X (y+V) ={0}.

Cela prouve que U(f) eKer U avec f(y) = 1 donc que ye[Z(Ker U)]C .

(1) = (i) Si v¢Sp U, il existe un ouvert @ contenant vy
et tel que XU( Q) = {0} . Prenant VeWtel que vy + V €9 on obtient
iy +v = {0} .

3.9. Remarque - Qaand U est ponctuellement intégrable, on a

U(u) € Y(X) pour tout u e M1 (G) . Aussi avons nous supposé T totale
dans X pour prouver que (iv) = (iii). Evidemment, si U() e LX) N
£ (XO) pour tout u e M1 (G) (c'est-a-dire si U est intégrable), alors

on peut supposer seulement que T est totale dans XO et on aura encore

spU = [U spUx]_

xeT
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3.10. Proposition - (Cas d'un groupe compact). Supposons G compact
(£) Tout yea est un éément idempotent de L1 (G). Son image
U(y) est un profecteur continu de X sur £e sous-espace XL_IY
de X . Pour 2 # Y, Les progfecteuns U(y1) et U(yz) sont

onthogonaux.

(44) Pour tout partie P de G ona XU(P) =[Z xs] En
Y€P

particulien Y xs est partout dense dans X .

veG
fALL) sp U est L'ensemble des yeG tels que XI:Y] # {0}

(i) On sait bien que vy est une fonction continue sur G ,
donc un €lément de L1 (G) et que yxy =y . On a donc
U(¥) = U(y»y) = U(y) U(y) et U(y) est un projecteur de .Z(X) .
Pour tout x€X et tout g€G on a

Ug Uly)x= U (Gg*y)x = <g, =y >Ulyx.
Si U(Y)x = x on a donc ng =< g, -y > x pour tout geG ,
soit x€ XU .

Y

Réciproquement, si ng =<g,"-Y >X pour tout g€G ,on
obtient

U(v)x = J <g,vy>Ux dg-= I xdg=Xx.
G g {¢

Donc XEIY est bien 1'image de U(y) .

Pour e # Y, ona yxy, = 0 = Yy %Yq d'ol
Ulv{) U ly,y) = 0=U(,) Uly).

(ii) Comme G est discret, ses points sont ouverts et 3.5 (vi)
s'applique.

(iii) Comme la partie {y} est un systéme fondamental de voisinage
de vy , 1'assertion résulte de 3-8(ii).

3.11. En prenant pour T 1'injection canonique d'un sous-espace (Y, YO)
de (X, Xo) stable par U , la proposition suivante s'applique aux
sous-représentations.

Proposition - Sodent (Y,Yo) un autre e.f.c.s. bitopologique, V
une autre représentation continue ponctuellement intégrable de
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G sun (Y,Y)) et T €¥(YO, X,) qui entrelace V et U.

(i) Pour toute partie P de G on a T[Y' (P)JcX’(®)NT(Y).
SL P est fenrmée et 84 T est injective on a L'Egalite
des sous-espaces précidents.

(£4) S4 T est infjective on a sp VCsp U.

(i) D'aprés 3-3-(iv), pour tout x<€Y on a SPy TszpV X.
Si SPy xCP on a donc Tx€X (P). Comme T est continue de
Y, dans X_ on en déduit que T[Y'(P)]CX'(P). Si T est
injective SPy Tx = spyX pour tout x€Y. Si P est fermée,
la proposition 3-5-(iii) montre que

T Y (@] = xYpynTy).

(ii) résulte de la relation Ker UCKer V dans L' (G).

3.12. Remarques -

a) Considérons le cas de la sous-représentation V de U
associée a3 un sous-espace spectral Y = XU(P) de U ou P
désigne une partie fermée de 6. Alors on aura sp VCP car
Y = xeny =y .

b) Dans la situation semblable a 3-11, o0 T est anti-1iné-
aire et injective, on aura T[YV(P)] = XU(-P)(\T(Y) et
sp VC- sp U.

3-13. Proposition - (représentation transposée). Supposons U
intégnable et s0it V La nreprésentation continue de G sun
L'e.l.c.8. bitopologique (Y, VO) dual de (X, XO) obtenue
par transposition.

(£) Pour toute pantie fermée E de G on a
4 4
YWE) = xXUESHT et XVE =Y EH
(£4) Ona sp U= sp V.

(i) D'aprés 2-15-b, V est intégrable et pour tout félj(G)
ona V(f) = tU(f) ol U(f)(:ég(xo). En utilisant les
assertions (iii) et (v) de la proposition 3-5, il vient
yeY' (B) &> V(f)y = 0, ¥fel (E).

S < x, V(f)y > =0, ¥feI (B) , ¥xeX

& < U)X, y>=0 ,-V-féIo(E) , ¥xeX
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Comme U(f)x décrit une partie totale de XU(EC), cela
prouve que YV(E) = XU(EC)"' . On démontre de méme 1'autre

assertion.
(ii) résulte de 1'égalité évidente Ker U = Ker V dans Ll(G).

Proposition - (Composition avec un homomorphisme de groupes)
Soient H un autre groupe Localement compact et j un homo-
morphisme continu de H dans G . On pose V = Uoj et on note

j £'homomorphisme de G dans H transposé de j

. V _ .-1r,U _r3 -
(£)  Pour tout xeX on a K = j '[K] (’/tASpV x= [ jlspy x)]
(4&)  Poun toute partie P de Hon a XV(P)CXU(j'1(P)) avec égalite
84 P est genmée.
(<id)  ona spv= [j(sp W]~ )
Notons d'abord que pour tout ueM1 (H), tout o€G ona
m ] @ = uG@) .
En effet,

3G (@)

< t, j)du(t) = J <je), o > du(t)
H H

I <t,a>dj(u)(t) = [j(u)]A (@)
G

(1) D'aprés 2-15-c si x est un élément de X et p un €lément
de M1 (H), ona
A" _ . -0 .
u€Kx(=>V(u)X =0 &SUGW))x =0 J(u)élé: . Cela prouve que
vV_ .-
Kx = j (Kg) .
Soit B€G et posons o = _"]:(B)- D'aprés la relation (1))
@ €spy xepu@ = 0, Foueg = 3T K -
. - =1

=[] ® =0, i (K)

v = 0, Fvek N @] .
Si B-GspU X = Z(Kg) on aura donc o = j(B)< spy X ce qui prouve

que [g(spU x)] C spy X -
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Réciproquement, supposons que Yf [j (spU x)]_ . Soient V, et V,
des voisinages disjoints de y et [j (spy x)]~ respectivement et
posons W = j_1 (VZ) ; c'est un voisinage de Spy X - D'aprés 3.1.5,

il existe fe L1 (H) telle que f prenne la valeur 1 au point y et la
valeur zé€ro hors de V1 donc sur V2 . Soit u = j(f)eM1 (G) la mesure

image sur G de fe M1 (H). D'aprés la relation (1) et du fait que
jw) CV2 , pour tout a €W on a
W@ = 3® @ = £G@) =0
D'aprés 3-3(vi) on a U(w)x =0, soit V (f)x = 0 (voir 2-15-c). On
a donc fe€ KX et f(y) # 0, d'od y¢spv X et 1'assertion (i).
(ii) Pour toute partie P de ;l, la condition SPy x CP entraine la

condition SPy xCj (P) et lui est équivalente si P est fermée.

On a donc XU(P)C.XU(j-1 (P)) pour toute partie P de H avec
égalité si P est fermée.

(iii) Appliquons (ii) en prenant pour P, la partie fermée sp V de Ifl .
I1 vient sp U('._;-1 (p), d'od [ 5(5]:) v) I'Cpy = spV.
Prenant pour P2 la partie [; (sp U)]— de ;{ on obtient de méme
sp UC‘j\_1 (P,) soit XV (E-I(PZ)) = X ou encore XV(PZ) =X . Cela

entraine sp VCP, = [j(sp )] .

3.15. Conoflaire - (cas presque périodique). Soit B <Le compactifii de
Bohn du groupe G . On suppose qu'il existe une représentation continue
U de B sur (X, X)) telle que U = TU|G . Alors

(L) Pour tout x€X , £'adhérence de spg X dans (3 est spy X

(i) Pour toute partic P de G ona X(P) = XO(P).
(iid) sp U est L'adhérence dans G de sp U .

Rappelons que le groupe ]3 dual de B s'obtient en munissant
6 de la topologie discréte, 1'application canonique deA G dﬁns B
étant alors la transposée de 1'application identique j de B dans G.
On voit donc que la proposition 3-14 nous donne les assertions (i)
et (ii) ainsi que 1'inclusion XU(P)C XU(P) pour toute partie P de
G .
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SOUS-ESPACES SPECTRAUX

I1 reste 3 établir 1'inclusion opposée. D'aprés 3-8(ii) on a

YOERD) )(EYJ ]7 . Or pour tout y€G ona
veP

xeXE@ng = <gY>X , ¥ ge<€B
SUxX = <g v>x, ¥ geG
oxeX] .
Y -
Cela montre que )([YJ = Xg CXU(P) pour tout y&P, d'ol 1'asser-
tion (ii).

Proposition - Supposons U .intéghable et s0it y€G . Notons V
La nepresentation continue gvr—> < g, y > Ug de G sur X,X,) -

Alons V est intégrable. Pour tout x€X ona SPX = spyX + v
et pour toute partie Pde G ona X'(P) = XO(P - v). Enfin
spV=1(spl) + v .

Pour tout ueM1 (G) notons vy.u la mesure < g, y > du(g) de
densité y par rapport & u . On a alors

-~

V(w) = I <g,Y> Ug du(g) = U(y.uw) et (Y-H)A = (w)
G

A 1

+y

'S
d'od KZ= y.Kx pour tout x<€X et spX = (spUx)+y . Les

autres assertions s'en déduisent aussitdt.

Proposition -  (Représentations involutives). Supposons que
(X,Xo) et U sodent {nvolutifs et notons xr—> x™ 2'involution

de X .
(£) Pour tout x€X on a spy x* = -spy X-

.. . Fal U, % U
(£4) Pour toute partiec P de G on a X°(P) = X (-P)

(4id) Sp U est symétrique par napport a L'élément neutre zéro de G.

(i) était déja dit en 3-3(iv) et (ii) et (iii) en résultent immé-
diatement.
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NOTICE BIBLIOGRAPHIQUE

Le spectre d'un &lément x de L~ (6) (od G désigne un groupe
localement compact commutatif) est un objet classique de 1'analyse
harmonique, issu notamment des travaux de A. Beurling, T. Carleman et
R. Godement (voir par exemple [35] §7.8) . Il coincide avec 1l'ensemble

spyX lorsque U est la représentation réguliére de G dans Lw(G).

La définition de spUx (pour un €lément x d'un espace X sur lequel
G opére par U) et ses propriétés, ainsi que celles du sous-espace spectral
de X associé 3 une partie fermée E de G , sont données dans [20] .
reprises et complétées dans ([1], 52) et ([15], §2.1)A. La notion de sous-

espace spectral associé @ une partie ouverte E de G remplace ici les

parties R(E) de W. Arveson.

Outre ces contributions essentielles de F. Forelli, W. Arveson et
A. Connes, certains des résultats de ce paragraphe se trouvent dans [12]
(3-10 3 3-15) et [31] .
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DUALITE METRIQUE

§4 ESPACES DE BANACH EN DUALITE METRIQUE

4.1.

Mm

(@)

4.2.

Introduction - Soit (X, Xo) un e.l.c.s. bitopologique et soit

(Z,Zo) 1'objet dual. Dams les applications que nous avons en vue
X sera un espace vectoriel normé (et mefie le plus souvent un
espace de Banach ). Alors Z est un sous-espace vectoriel de X' ,
muni de la topologie induite par B(X',X). On peut donc le normer
d 1'aide de la norme duale de celle de X qui vérifie pour tout
Z€Z

hzll = sup { | <x,z>] ;xeX , |Jx|s1}

Puisque (X,Xo) est bitopologique, il existe dans X
un voisinage de z&€ro qui est convexe, équilibré et fermé pour la topo-
logie de Xo . Quitte a remplacer la norme de X par la jauge de V
qui est une norme équivalente , on peut supposer que la boule unité
fermée de X est fermée pour la topologie de XO . D'aprés la remarque
1.3-a), pour tout x€ X on aura alors

hxif = swp {|<x,z2>]| ;z€Z , lzll<1}

Notons enfin que X' étant normé, donc infratonnelé
N N N N

1'objet dual de (Z,Zo) est (X, Xo) oi X =X et ou Xo s'obtient en
remplagant la topologie de Xo par o(X, Z) qui est moins fine que
celle de XO (voir rem. 1-4-d). La situation sera parfaitement
réflexive si la topologie de XO est o(X,Z). Alors (X,Xo) et (Z,ZO)
sont entiérement déterminés par la domnée de X et Z, ce qui conduit
3 la notion suivante.

Deginitions - Soient X et Z deux espaces vectoriels normés réels

ou complexes. On dira qu'une application bilinéaire (x,z) —> < X,z >

de X x Z dans le corps de base met X et Z en dualité métrique si pour

tout (x,z)e X x Z, les conditions (1) et (2) ci-dessus sont vérifiées.
Notons que X et Z sont alors en dualité séparante.

Nous noterons Xo (resp ZO) 1'espace localement
convexe obtenu en remplagant la topologie de X (resp. de Z) par
o(X,2) (resp. par o(Z,X)). Compte tenu de la relation (2) ci-dessus,
x —> ||x]} est une fonction qui est s.c.i. pour o(X,Z). La boule
unité fermée de X est donc fermée pour o(X,2). De méme, d'aprés ©))]
la boule unité fermée de Z est fermée pour o(Z,X).
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On voit donc que (X,Xo) et (Z,Zo) sont des e.l.c.s.

bitopologiques duaux 1'un de 1'autre. Nous parlerons des structures

d'e.l.c.s. bitopologigues canoniquement associées au couple (X,Z)

d'espaces vectoriels normés en dualité métrique. Si (Y,T) est un

autre couple d'espaces vectoriels normés en dualité métrique, confor-
mément au §1, nous noterons «f (XO,YO) 1'espace des applications
linéaires, continues de X mmi de la topologie o(X,Z) dans Y mmi

de o(Y,T).

4.3. Remarques -

a)

b)

c)

Soient X un espace vectoriel et Z un sous-espace vectoriel du
dual algébrique x* de X . Par bipolarité, on voit que X et Z
sont en dualité séparante si et seulement si Z est partout dense
dans X* pour o(X*, X).

Si X est normé et si Z est un sous-espace vectoriel
de X' , par bipolarité, la relation (2) est vérifiée si et
seulement si la boule unité de Z est partout dense dans celle de
X' pour o(X',X).

Soient (X,Xo) et (Y,YO) deux e.l.c.s. bitopologiques. Si X est
tonnelé, alors on a £ (XO,YO) cX (X,Y). En effet considérons

un élément u de «fg(Xo,Yo) et un voisinage V de zéro dans Y qui
soit convexe, équilibré et fermé pour la topologie de Y, . Alors
u-1(V) est un tonneau de X0 , donc aussi de X. C'est un voisinage
de z€ro et u est continue.

Donc si (X,Z) et (Y,T) sont deux couples d'espaces
vectoriels normés en dualité métrique et si X est complet alors
¥ XY, )C & (X,Y). SiY est complet, cela résulte aussi du

théoréme du graphe fermé.

Gardons ces données (X,Z) et (Y,T) et supposons X et Z complets.
Alors & (XO,Y o) est un sous-espace vectoriel fermé de & (X,Y) .
D'aprés b) c'est un sous-espace vectoriel de £ X,Y). Soit (An)
une suite d'éléments de £ (XO,YO) qui converge en norme vers
BeL(X,Y). Alors, dans £(Y',X') ona Il '8 - Al =lA -Bl—o0.

Donc pour tout ¢eT ona | ®Bo - t!\_lqa l— o, avec tAn¢€ Z.

Si Z est fermé dans X' , on a tBq>eZ pour tout ¢€T et B est
bien continu pour les topologies o(X,Z) et o(Y,T).
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d) Soit (X,Z) un couple d'espaces vectoriels normés en dualité

rllétrique . Alors Z est un sous-espace de X' et son complété

Z s'identifie a 1'adhérence de Z dans X'. La boule unité de Z
étant faibliement denseadans celle de X' (rem. 4-3-al il en est
de méme pour celle de Z . Comme X et son complété X ont tous
deux X' pour dual, sur la boule unité de X' les deux topologies
oX', X) et o(X', X ) coincident . Tout cela montre que X et Z
sont encore en dualité métrique quand on les identifie aux fer-
metures de X et Z dans Z' et X' respectivement.

Mise en dualité métrique de $(XO,YO) .

Soient (X,Z) et (Y,T) deux couples d'espaces de
Banach en dualité métrique. D'aprés la remarque 4-3-c , L =% (XO,YO)

est un sous-espace de Banach de L£(X,Y). Soit (L , Lo) la strucure
d'e.l.c.s. bitopologique canonique introduite au §1.4.c sur
4 X,» Y) = x(XO, YN £ (X, Y) . Alors la topologie de L est la

topologie donnée par la norme des applications linéaires continues et
celle de L0 est la topologie faible o(L,M) de la dualité avec 1l'espace

vectoriel M = XO®T des formes linéaires du type 121 Oy t ol
i’ i

pour xeX et t€T on pose pour tout uel ,
@ = <u@, t>
Ces formes lindaires sont continues et on a "wx o= U=l el .
’

Vérifions que ce sous espace vectoriel de L' est
en dualité métrique avec L . Soit uel. Alors Jull est adhérent
3 1'ensemble des u(x) ol x décrit la boule unité de X et Ju(x)|l est
lui-méme adhérent 4 1'ensemble des | < u(x), t > | ol t décrit la
boule unité de T (du fait que Y et T sont en dualité métrique). On

voit donc que u est adhérent aux valeurs | O ¢ ()| avec Oy ¢
b ’

dans la boule unité de M.

Notons que d'aprés la remarque 4-3-d , L est €galement
de maniére naturelle en dualité métrique avec le complété Mde M . La
topologie o (L , M ) n'est plus la topologie de Lo précédente. Mais
elle coincide avec elle sur les parties bornées de L .
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Définition - Nous &voquerons la situation précédente en parlant
de la dualité métrique canonique de L = & (Xo ,Yo) avec 1'espace
vectoriel normé M = X®T ou éventuellement avec son complété M .

Probleme - Identifions Y & un sous-espace de T' (dont la
boule unité est faiblement dense dans celle de T'), et
L XgsY) cE¥x,y 3 un sous-espace de £ (X,T'). La boule unité
de §8(X0,Yo) est-elle partout dense dans celle de ¥(X,T') pour la
topologie de la convergence simple sur X , avec T' muni de o(T' , T) ?

Par bipolarité, ceci équivaut a la question
suivante : M est-il le produit tensoriel algébrique X®T muni de
la norme 7 de Grothendieck (Rappelons que X ® T a justement pour

m
dual £(X,T') muni de la norme des applications lindaires d'aprés ([22],
scholie, p. 32).

4.5. Proposition - Gardons Les données et notations précédentes. Si
Yo et ZO vénigient La condition (K), alors Lo La venigie ggalement .

Soit K une partie compacte de LO . Pour tout xeX °
1'ensemble des u(x) ol u décrit K est compacte dans Y ° C T' pour
o(T', T), et donc bornée en norme dans T' . Comme 1'espace de
Banach X est tonnelé, on voit que K qui est simplement borné est
équicontinue ( [21], prop. 5, p. 142), donc bornée dans L .

Dans le dual de 1'ensemble C(K) des fonctions con-
tinues sur K, notons P 1'ensemble des probabilités. Pour la topolo-
gie faible de dual, c'est une partie convexe compacte. Dans le
complété faible Lo de Lo , 1'enveloppe convexe fermée pour c(Lo,Lc'))
de K est compacte et image de P par 1'application uwr—>» T, qui
associe 3 tout u €P sa résultante T, = IK u du(u) , c'est-a-dire la

forme linéaire m=—> j < u, m>du(u) sur L") =M . I1 suffit donc
K

PR A1z o ok *
de vérifier que pour tout neP , 1'élément T, de L0 = (LO) =M

est dans L0 .
D'aprés ( [21], prop 2, p. 134) le complété faible L,

est un sous-espace (en fait tout 1'espace, mais nous ne 1l'utiliserons
pas) de 1'espace de toutes les applications linéaires de X dans
A

Y, = (Yt'))* = T: . I1 suffit donc de vérifier que 1l'application
linéaire T prend ses valeurs dans Yo et qu'elle est continue de
Xo dans Yo .
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Fixons xEXO et teTo . L'application ut— u(x)
est continue de K dans Y0 . Comme Yo vérifie la condition (X),
elle est scalairement intégrable dans Yo (lemme 1-5).

Soity, = f u(x)du(u) € Y, cette intégrale. De méme u n——>tu(t)
K

est scalairement intégrable dans To . Soit t“=[ tu(t)du (u)eTo
K

cette intégrale. Alors on a

<7T X t>=x< > = < >
R L uy ¢ { u, byt du (u)

<u), t> du(u) = <Yt >

= < X, tu(t) > du(w)= < x, t}‘ >

K
D'aprés (1) on a X =Yy, € Yo , donc L prend bien ses valeurs
dans Yo. D'aprés (2), T est continue de XO dans Y0 , d'ol la

proposition.

Conollaire - Supposons que Yo et Z, vérnigient La condition (K).
Sionmt L= .?(XO,YO) en dualité avec Le complété M de M,

alons L muni de La topologie o(L,M) vérnifdie La condition (K).

Soit K une partie de L compacte pour a(L,I:‘I). _Elle est encore
compacte pour o(L,M) qui est moins fine que o(L,M) et séparée.
Nous venons de voir que 1'enveloppe convexe Co (K) de K , est
relativement compacte pour o(L,M) , et par suit§ équicontinue. Son
adhérence est donc la méme pour o(L,M) et o(L,M) et sur cette
adhérence les deux topologies coincident. Donc Co (K) est relative-
ment compacte pour c(L,ﬁ) .

NOTICE BIBLIOGRAPHIQUE .

Ce paragraphe provient entiérement de [1]
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§5 REPRESENTATIONS CONTINUES SUR DES ESPACES DE BANACH EN DUALITE NE:TRIQJE

Dans tout ce paragraphe on considére un groupe localement
compact G , un couple (X, Z) d'espaces de Banach en dualité métrique,
les e.l.c.s. bitopologiques (X,Xo) et (Z,Zo) canoniquement associés
3 cette dualité et une représentation continue U de G sur (X,Xo) .
L'équicontinuité de la famille U(G) signifie ici que k = sup IIUg | est
fini. La proposition qui suit va montrer que l'on peut supposer
IIUg I = 1 pour tout g€ G ( et dans toute la suite nous ferons cette

hypothése). Si U est ponctuellement intégrable, on aura
fue)N < pul pour tout ué;M] (G) ( voir rem. 2-9-2).

5.1. Proposition - 1& existe sur X une norme q 2quivalente & £a norme
donnée sun X telle que Z muni de £a nonme duale de q s0it encore
en dualité métrnique avec X et telle que Ug soit pour tout g &G
une Lsométnie nelativement a cette nonme.

Pour tout xeX soit q(x) la borne supérieure des IUg x|
ol g€G . En notant e 1'élément neutre de G on a

I xil = Ier xIl £ 9@ s kIxll
On en déduit que q est une norme sur X équivalente a la norme initiale.
D'autre part, q est s.c.i. sur X pour la topologie o(X,Z) de Xo ,
puisque x —> |IU_ x| 1'est pour tout géG . Donc en munissant Z
de 1la norme duale de q on obtient bien un couple d'espaces de Banach
en dualité métrique (la norme de Z €tant elle aussi changée en
une norme équivalente). On vérifie facilement que pour tout g eG

ona q (Ug X) < q(x) pour tout xeX. Comme G est un groupe , Ug

est isométrique.

5.2. Remarque - Pour tout g€G le spectre de Ug est inclus dans 1'ensemble
T1 des nombres complexes de module 1. Quand G est commtatif , nous

retrouverons cela en 6-3.

5.3. Proposition - Soit V La neprisentation continue du groupe G° oppos?
de G sun (Z,Zo) obtenue pan transposition. Les conditions suivantes
sont équivalentes.

(4) U est intéghable .
[£d) V est intégrable .
(4id) U est ponctuelbement intégrable et U(w)€L(X ) pour tout
peM (G).
(4v) U et V sont ponctuellement intéghables .
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(1)e=(ii) «= (iii) d'aprés 2-15-b et 2-7

(i)=> (iv) puisqu'on sait déja que i =>(ii)

(iv)=(iii) Si (iv) est vérifié, pour tout ueM1 @Q),
tout xeX , tout z€Z on a

< U(u)x ,z>=[ <ng,z>du(g)=[<x,ng>du(g)=
G ’6
<X aV(U)Z > .

Cela prouve que U(n) est continue de Xo dans XO pour tout u eM1 6.

S.4. Cornollainre - Supposons que Z s0it L'espace de Banach X' dual de X
Alons U est &quicontinue , intégrable,et La nreprésentation transposée
V est intégrable.

En effet, X est complet et d'aprés le théoréme de Krein-

Smulian (193,p.439 , X, vérifie la condition (K). Donc U est ponctuelle-
ment intégrable (prop. 2-5). De méme Z = X' est complet et Z0 vérifie
la condition (K) (rem. 2-6-a), donc V est ponctuellement intégrable.
Alors la proposition 5-2 montre que U et V sont intégrables, tandis que

le corollaire 2-11 prouve que U est une représentation équicontinue.
5.5. Construction dans cerntains cas de neprdsentations surn .Z(XO,YO).

Soient (X,Z) et (Y,T) deux couples d'espaces de Banach
en dualité métrique, G et H deux graupes localement compacts , U et V
des représentations continues de G et H respectivement sur les e.l.c.s.
bitopologiques (X,XO) et (Y,Yo) associés aux dualités précédentes.

Notons tU et Y 1es représentations continues des groupes
opposés G° et H® sur (z,2,) et (T,T,) obtenues par transposition.
Notons L 1'espace de Banach oﬁf(Xo ,YO) et M 1'espace vectoriel normé
X@&T en dualité métrique avec L . Soit (L,Lo) la structure d'e.l.c.s.
bitopologique canoniquement associée a cette dualité. Pour tout
geG et tout heHon a Uge.Z(XO) et Vy e,.Z(YO) , donc pour tout
A€l , 1'application 1iné aire Vh A U_g de X dans Y est un élément
Y .(A) deL et ona

gsh( )

() ¥y < Gw U i) CswlVel) KAL= Al

On voit donc que ¥ :A—> v (A) est un €lément de (L) .
g,h g,h
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Propusition - Avec ces données et notations, supposons que U ou que
ty 804t une neprésentation équicontinue de G sur X ou T .

() ¥ : (g,h) — \vg,h est une neprésentation continue de
GxH sur (L,Lo)
[ed) S4 Yo et Z0 véinifient La condition (K) alorns ¥ est ponctuel-
Lement intégrable.
(i) D'abord pour tout (g,h)e GxH , 1'application \l’g’h est

é1ément de £ (Lo) . En effet, pour tout xeX et tout
t€T on peut écrire en posant x' = U_g x€Xett' =

ch teT ,

<‘i’g’h A) ’“’x,t>=<thU-gx’t>=<A’“’x',t' >

I1 est clair que ¥ est un homomorphisme de GxH dans
le groupe des éléments inversibles de (Lo) . La rela-

tion (1) ci-dessus montre que ‘!’g h est une isométrie
b

pour tout (g,h)€ GxH , donc Y¥(GxH) est équicontinue

sur L . Vérifions que pour tout A€L , 1'application

(g, h) — ‘l’g h (A) est continue de GxH dans Lo . I
’

suffit de faire la vérification 3 1'élément neutre. Pour
tout xeX et tout t€T on a

, t
l<‘1’g,h(A) -A, wx,t>| = |< U_gx—x » At >+ <AU_gx , ?Vht-t>|

€1 <ugxx, At | Al e - el

Si U est continue et si ty est équicontinue , cela
prouve que ¥ est une représentation continue sur (L,Lo) .
Si U est équicontinue, et si Y est continue , un calcul
voisin conduit 3 la méme conclusion.
(ii) Si Yo et Z o vérifient la condition (K) , alors L0 la
vérifie aussi(d'aprés 4-5) Comme L est un espace de
Banach , 1'assertion résulte de la proposition 2-5-(i).

5.6. Conollaine - Gardons Les données précidentes et supposons que G =H .
Alons g —> ¥ est une neprésentation continue de G sur L (en
duakité métrique avec M). Si Y, et Z_ vérifient La condition (K) ,
cette neprdsentation est ponctuellement intéghable.

I1 suffit d'appliquer 2-15-c en prenant pour j 1'applica-
tion diagonale g +—> (g,g) de G dans GxG .
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5.7. Conoflaine - Soit (X,Z) un couple d'espaces de Banach en dualité
métrique, U et V deux representations continues d'un groupe Localement

compact G sur (X,Xo) . On suppose que U ou Y est dauicontinue et que tout
élément de U(G) commute avec tout élément de V(G). Alons g —> Ug Vg est

une représentation continue de G sun (X,XO) .

Comme U(G) et V(G) commutent, c'est un homomorphisme de groupes.

Comme Ug Vg = ‘gg g(I) , on voit que c'est une représentation continue de G.

5.8. Déginitions - Reprenons les données et notations de la proposition
5.5. La représentation ¥ de G x H sur (L,L 0) sera dite canoniquement

e s . 2 u,v
associée a8 U et V et sera parfois notée ¥y

La représentation g —> V¥ qui s'obtient , dansle cas o0 G = H ,

2,8
en composant ¥ avec 1l'application diagonale g —> (g,g) sera appelée la
représentation de G sur (L,LO) associée 3 U et V , et sera notée ¢ ou

q)U,V

Nous allons considérer maintenant le cas ol L est mis en dualité
métrique avec le complété M de 1'espace vectoriel normé M = X®T . Bien que
la topologie o(L,M) de L o soit remplacée par o(L,M), nous appellerons encore

u,v QU »V

Yet ¢ ou Vv et les applications précédentes.

Les propositions qui suivent montrent que dans cette dualité de L
avec M , ¥ et ¢ ont essentiellement les mémes propriétés que précédemment.
Aussi, a partir du §6, nous ne donnerons que les &noncés se rapportant i 1'un
des cas, par exemple la dualité de L avec M, étant bienAentendu que ces
énoncés sont encore valables pour la dualité de L avec M .

5.9. Représentation ¥ ALomsque L = X(XO,YOJ est mis en dualité métnique
avec Le completé M de M = X@T

Nous reprenons toutes les données G, H, (X,Z) , (Y,T), L =$(XO,Y0) ,
M= X@&T, U, V, ¥ du paragraphe 5.5. Mais maintenant nous notons LO

1'espace vectoriel topologique obtenu en munissant L de o (L,M) .
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Proposition - Supposons que U ou que Y soit une repriésentation
equicontinue de G sur X ou T
[4) ¥ est une reprdsentation continue de G x H sur L,L) -

(44} Si Y, et Z virifient La condition (K) , alors ¥ est ponctuellement
intégrable.
(i) Comme en 5-5, on a || wg hlls 1 pour tout geG et tout heH .
’

Pour tout AeL et tout wé€M , on a vu en 5-5 que (g,h) l—><‘1'g h(A), w >
,h'2
est continue sur G x H . Comne M est normiquement dense dans M ,on
voit que (g,h) —> ‘yg h(A) est continue de G x H dans L, -
’

Vérifions que ¥_, € L) et pour cela que sa transposée ¥
g,hA o g,h

sur le dual L' de L applique M dans M . D'aprés 5-5 , wg h st continu
3

pour o(L, M) , donc twg h applique M dans M , d'ol le résultat puisque
ty est normiquement continu.
g,h

(ii) Le corollaire 4-6 prouve que L, vérifie la condition (X) . Donc
¥ est ponctuellement intégrable sur (L,Lo) (prop. 2-5-(i)).

Notons que pour tout ueM1 (G) 1'élément ¥(u) est le méme que
L soit mis en dualité métrique avec M ou avec M .

§.10. Représentation ¢ Lornsque L est en dualité avec Le complité
M de M.

Conservons les données précédentes, mais supposons que H = G,
1'espace L étant toujours en dualité métrique avec M .

Proposition - Supposons que U 804t une reprisentation Zquicontinue
de G sur X .

(i) © est une neprésentation continue de G AwL(L,Lo) .

(£d) 8L Y et Z, virifient La condition (K) alons o est ponctuelle-
ment intégrable .
(Lid) SLY et Z vérnigient La condition (K) et &4 Y oest ponctuellement
intégnable, alons ¢ est intégrable .

(Si au lieu de supposer U équicontinue, on suppose que c'est ty
qui 1'est, 1'&noncé reste valable & condition de supposer dans 1'assertion
(iii) que U est ponctuellement intégrable au lieu de ty ).
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(i) et (ii) sont des corollaires immédiats de la proposition 5.9
(d'aprés 2-15-c).

(iii) Montrons que pour tout ueM1 (G) ona o(n)e .,‘g(Lo) . Pour cela,
il suffit d'établir que pour tout x €X et tout teT , la forme lindaire

X o Ar— <o) (A, uy t >

est un €lément de M . En effet, on en déduira alors que la transposée
% (1) applique la partie M = X®T de L' dans M. La continuité normique
de 1:<I>(u) donnera alors [t¢(u)] @;)C M , soit ¢(u)€.‘£(Lo) .

Supposons d'abord que p ait un support compact C dans G .
Alors K = {U_ g X ; g eC} est une partie normiquement compacte de X .
Soit € > o0 et soit XyseeesXy des éléments en nombre fini de K tels que
les boules fermées B1 ,...v,Bn de rayon ¢ et centrées en ces points recouvrent
K . Dans G , considérons les parties fermées

E; = fgec ; U_gxij} ,o0  j=1,...m .

Posons alors

F. = E

1 F

1 , =ENE, , ..., F =ENE U ...UE_,

Pour j =1, ... , n , posons tj = I tht du(g) .CommetVest supposée

F.
J
ponctuellement intégrable, ce sont des €léments de T.
On a alors
n
< ¢(u) (A) ’ wx’t > - < A ’ z (A)x' B t. >
j=1 J J
n
=j£1 [IF < Vg A U_gx, t > du(g) - < ij , tj >]
j
n ( tv
= V. AU , t - Ax. , t >] d
j; [ g A Ugx > <hxg o, TV u(g)
F

U x -x. , AW t > dug
1 -g J

n
o~ 3
A

j

45



ETUDE GENERALE DES REPRESENTATIONS

On en déduit

n

lo- T we o I < clthivl.
j=1 17

Donc p est limite normique d'éléments de M, donc p €M .

Si p n'est pas @ support compact, il existe une suite croissante
(C,) de parties compactes de G telles que Jul €) —o.

Si on pose u = uICn ,ona |u- w, | —> o dans M1(G) , d'oll
lheq) - o) | — o (voir 2.8 (iii)) , avec o(u)e¥ (L)) pour tout n .
Comme z(Lo) est normiquement fermé dans (L) (voir 4.3.b) on a bien
() € 4L -

NOTICE BIBLIOGRAPHIQUE .

La proposition 5-1 est prise dans ([2] , §2, lemme 7) et le reste

du paragraphe dans 1'article de W. Arveson.
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§6 CAS OU LE GROUPE I:ST COMMUTATIE

Nous gardons les données G , (X,Z)/ U du paragraphe
précédent, et nous supposons en outre que G cst commutatif. Nous allons
compléter les résultats du paragraphe 3) et notamment la proposition 3-8
caractérisant sp U .

6.1. Lemme - Supposons U ponctuellement intégrable. Pour tout élément vy
de G, toute partie compacte C de G et tout € > 0, il existe un
voisinage compact V de O dans G tel que l'on ait

IIUgX-<g,Y>Xll < e |Ix|l

pour tout X € XU(Y +V) et tout geC .

Quitte a remplacer U par la représentation
gH> <8 v?> Ug , on peut supposer que y est 1'élément neutre
0 de G( voir 3-16). 801ent V1 un voisinage compact de 0 dans G

et f eL (G) telle que f soit identique 3 un sur V1 Pour tout

g € C notons Fg 1'élément fg -f= Gg*f - f de L (G). On a F 0) =

et d'aprés ([35), th. 2-6-3), il existe kgeL (G) et un voisinage

V_de o dans G tel k =1 V et ||F %k

g de s els que g(y) sur Vg e I . g”

Comme gi—> F_ est continue de G dans L1 (G), il existe un voisinage

ouvert Ag de g tel que IIFSfe kgjl < ¢ pour tout seAg. Corme C

est compact, on peut le recouvrir avec une famille finie Qg ,...,an
1

de tels ouverts. Posons V2 = (M V_ . C'est un voisinage de o
i =1 i

dans (E tel que pour tout geC il existe un élément hg de L1 (G)/
d savoir 1'un des éléments kg1 s vee s kgn , possédant les proprié-
tés suivantes :

IInghgll <€ et h (Y) 1 pour tout YeV

Soit V un autre voisinage compact de zéro dans G , inclus dans

1'intérieur de V1{\V2 . Pour tout x ¢ XU(V) et tout ge¢ C on
a alors (d'aprés 3-3-(vi))

g = xl = lUC) [ugx - x] Il = JUEIxIl = Juthy * Fx] < e ] .
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6.2. Proposition - Supposcis U ponctuellement intégrable. Pout un 8Liment
y de G Les conditions sudivantes sont Equivalentes.
() yespU.
(4i) 12 existe une suite généralisée (xi) d'éléments de X de
norme un, telle que []ng. SCg Y Xy || — o unifonmément
sun tout compact de G .

(Lil) Ona 'E(Y)I s JUMWIN pour tout u eM (©) .
{<v) ona |£(v)]| < WU(E)} pour tout feL (G).
(i) = (ii) Soit I 1'ensemble des couples (e , C) ol

€ est un nombre > o et o C est une partie compacte
de G . Pour tout élément i = (¢ , C) de I, le lenme
6-1 montre qu'il existe un voisinage V de O dans G
tel que “ng -<g,v>] <efx|| pour tout geC et
tout XEXU(Y +V)., Si yesp U on a XU(Y +V) # {0}
d'apres 3-8, et on peut ch0151r un élément Xy de
X (y + V) de norme un .

(iiy=p» (iii) Soient ueM1 (G) et e > o . Choisissons une
partie compacte C de G telle que |u](CS)g e/4 puis
i€l tel que "ngi - < g, v>x < /2 pour tout gecC .

On a alors

lux; - () x| = ||‘ [ng.l -<g,y>x; ] du(@|
G

<2 ] dlul(g) + { HUgx; - <& v > x diul(® < e
c C

d'ol

o] = laexg | <ol + € < Ui+ e .

Comme ¢ est arbitraire, cela établit (iii).

(iii) = (iv) est évident .
(iv) = (1) Si (iv) est ver1f1é , pour tout feL (G)

telle que U(f) = oon a f(y) . Donc y est un
élément de Z(Ker U) = sp U .

6.3. Corollaire - Powr tout geG Le spectre de Ug dans £'algebre de
Banach af(X ) est 1'adhérence de { < g, vy > ; YESP U}
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Notons S_ 1'adhérence de 1l'ensemble des < g, vy > ol
Y € Sp U/ et T1 le groupe des nombres complexes de module 1, dont
le dual est le groupe Z des entiers relatifs.

Si y est un élément de sp U , la propriété (ii) de 1la
proposition 6-2 montre que 1'élément Ug -<g,y>deB= M(Xo) ne

peut pas €tre inversible. Cela prouve que S s C SPg Ug .

Réciproquement supposons qu'il existe au moins un €lément
X dans le ccmplémentaire de S_ dans T1 . Soit V un voisinage ouvert
de Sg ne contenant pas A et ¢ une fonction de classe C” sur T] ,

égale 3 1 sur un voisinage de Sg , de support inclus dans V. Alors
£(2) = ¢(2) (Z - )_1 est de classe C* sur T1 , 4 support inclus
dans V et égale 3 (Z - )™ au voisinage de S, . Comme f est de

classe C1 , son développement en série de Fourier est absolument

convergent et on a f(Z) = ) a " avec ) |an| < 4o . Autre-
n=-m n=ecx ©
ment dit f est la cotransformée de Fourier de la mesure D RS, Gn
Nz-oe

de M (@) . Notons j 1'homomorphisme de Z dans G transposé de 1'homo-
morphisme y +—> <y , g > de G dans T1 . D'aprés 3-14 relation (1),
la mesure image u = j(uo) de u, est telle que

wi) = wg (<v,g>) = £f(<vy,g>)
On voit donc que la mesure v = (6 g~ )‘60)* v a une cotransformée de

Fourier identique 3 1 sur un voisinage de sp U et on a
I=0Wm = (Ug = Al) UMW)
Ainsi Ug - M est inversible. Cela prouve que SPy U = Sg .
6.4. Corollairne. Soit A ex(xo) une isométrnie de X sur X et supposons que
U 404t La nepnésentation n+——> A™ de Z sur X . Alons sp U est Le
spectne de A . En parnticulier, pour que A = \I ol \ est un nombre
complexe de module 1, IL faut et iE suffit que Le spectre de A
s0it (A} .
Le groupe dual de Z est le tore T1 qui est compact.
L'application y +> <y , 1 > de sp UCT1 dans sp A est 1'application
identique , et son image est partout dense dans sp A d'aprés le
corollaire 6-3. On a donc sp U = sp A.
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Si sp A ={)A}, on adonc spU = {1} et le sous-espace
propre de X associé 3 ce caractére, soit XI){ , sera tout X .
Autrement dit A" x = A% pour tout x€X et tout neZ. On a donc
A = Al . Réciproquement si A = AI il est clair que sp A = {A} .

6.5. Conollaire - Soit A La sous-algebre de Banach U [L'(G)]
L (X) et soit A son spectre. L'application h : x +—> x o U est
un homéomorphisme de A sun sp U Lonsqu'on identifie G au spectre
de L1(G).
Rappelons que tout €lément y de G s'identifie au
caractére f — f(y) de L (G) (autrement dit f +—> f est la trans-
formation de Gelfand de L' (G)).

Comme U est continue de L' (G) dans £ (X), pour tout
X GA on obtient un €lément y de L1(G) =G en posant y=xoU.
Cela signifie que £ (v) =x [ U ] pour tout fel (G). La condition
(iv) de 1a proposition 6-2 montre que y est un élérllent de spU .
L'application h est évidemment continue de A dans G. Elle est
injective car h(x1) = h(xz) signifie que X1 et x, coincident sur

U(L1 (G)) qui est partout dense dans A. Elle est surjective. En
effet si yesp U, 1la condition (iv) de la proposition 6-2 montre
que l'application U(f) > £f(y) de U(L1 (G)) dans € est bien définie
et se prolonge par continuité en un caractére de A.

6.6. Proposition - Supposons U ponctuellement intégrable. Les conditions
sulvantes sont équivalentes. .
(4) sp U est une partie compacte de G .
(i) U ut continue de G dans ¥(X) muni de £a topologie noamique .
(£id) U[M(G)] U[L(G)]
(iv) R2'unité 1 de $(X) est un éLément de U(L © ).
(v) 2'unite I de $IX) est Limite en nomme d'léments deU(L'(G)).

(ii) & (v) d'aprés la proposition 2-13.
(i) = (iii) Si sp U est une partie compacte de G d'aprés
3-1-5 il existe fe€ L1 (G) telle que £ soit identique
3 un sur un voisinage de sp U. Compte tenu de 3-7-(iv)
et 3-3-(vi) on a U(f) = I. Alors pour tout
ueM'(G) ona uxfel'(G) et Uuxf) = UMW) UE) = UGw)
(iii) = (iv) =(v) sont évidents

(v) = (i) Si 1'algébre de Banach A du corollaire 6-5
est unifére, son spectre est compact .

50



CAS D'UN GROUPE COMMUTATIF

6.7. Proposition - Si G = R, Les conditions ci-dessus sont encore
Gquivalentes a L£'existence de D€EF(X) tel que U, = exp (it D)
pour tout t€R . Dans ces conditions, D est unique, hermitien
au sens de | (2), §5) . C'est un eLément de U[L1 (©)]" de specire
égal a sp U dans cette algebre de Banach et D est Limite nonmique
de %(Ut - I) quand t tend vers zéro.

Donnons une démonstration de ce résultat classique.

Supposons d'abord sp U compact. Soit g une fonction de classe c”
€gale a la fonction cordonnée y k> y au voisinage de sp U . Sa
transformée de Fourier f est €lément de L1 (R) et f=g. Posons
D = U(f) € $(X). Pour tout teR on a Ufexp (it £f)] = exp (it D)
et les cotransformées de Fourier de exp (it f) el (R) et GteM ®R)
sont identiques au voisinage de sp U. On a donc Ut = U(6t) = exp(it D)
Comme Zz. +—> exp (iz D) est une fonction entiére de € dans & (X)
pour tout DeZ(X), on voit que D est sa dérivée 3 1l'origine, d'ol

D= tlim '1_ (U -I) . Onendéduit 1'unicité de D .

- 0

Comme ||Ut || = 1 pour tout t€R , D est hermitien ( (2], §5, lemme 2,
p. 46) D'aprés le corollaire 6-5, le spectre de D = U(f) dans

U [ L1 G) ]_ est 1l'ensemble de valeurs que prend ; =gsur spU .
C'est donc sp U .

Réciproquement s'il existe D€¥(X) tel que Ut =exp (it D)
pour tout t€R , la condition (ii) de la proposition 6-6 est vérifiée
et sp U est compact.

6.8. Remarques -

a) Si la représentation continue U de G sur (X,Xo) est
continue de G dans L = $(Xo) C¥%(X) muni de sa topologie normique
alors U est intégrable (d'aprés 1.6 par exemple) et les proposi-
tions équivalentes de 6.6 sont vérifiées.

b) Considérons ici une représentation équicontinue U de G dans

un espace de Banach X qui soit normiquement continue de G dans

& (X). Par transposition, on obtient une application normiquement
continue U1 i g »tUg de G dans &(X') . Il est clair que U1
est une représentation continue de G sur X' aussi bien pour la
dualité métrique avec X que pour la dualité métrique avec X" , et
dans les deux cas intégrable. LaAproposition 3.5 (iii) montre que
pour toute partie fermée E de G , le sous-espace spectral
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u
X" ! (B) = xeX'; Spy. X CE} est le méme dans 1'une ou 1'autre
1 -
des dualités. Pour une partie quelconque P de G , cela est faux car on

prend la fermeture de {xeX' ; spy. X C P} d'une part pour o(X',X) et
1

d'autre part pour o(X',X").

Transposant une nouvelle fois, on obtient une représentation continue
U, de G sur X" possédant des propriétés semblables et U, ) = t[tU(u)]

pour tout ueM1 (G). I1 résulte alors de 3-13 (i) et des remarques ci-dessus

U -
concernant (X') 1 (E) que pour tout ouvert @ de G , le sous-espace

U
spectral (X") Z ©) de U2 est le biorthogonal, et donc 1'adhérence faible

de XU(Q), lorsqu'on identifie canoniquement X a un sous-espace de Banach
de X" .

6.9. Sous-espaces spectraux d'une représentation du type oV sun

£ Xp.Yy)-
Soit (Y,T) un autre couple d'espaces de Banach en dualité métrique.
Mettons L = Z(XO,YO) en dualité métrique avec M = X @T et supposons

que YO et Z0 vérifient la condition (X).
Soit V une représentation continue de G sur (Y,Y,) et supposons
P 0

que U ou Y soit équicontinue. Avec ces hypothéses, V est ponctuel-
lement intégrable (prop. 2-5 (i)), ainsi que la représentation continue

¢ de G sur (L,LO) canoniquement associée @ U et V (prop. 5-6).
Nous supposons de plus que U est ponctuellement intégrable (ce qui sera

réalisé si XO vérifie la condition (X) ).

Proposition - Outre ces donnles, considérons une partie gferméie

E de G et une famille (W) de voisinages fenmés de zéro dans G
iel

telle que E = N (E + Wi)-
i€l
Pour un éLément A de L , Les conditions suivantes sont équivalentes

4) A e L@.
(4) AX B C Y (E E + F) pour toute partie fermée F de G
(44) AX (P) c Y (E + P) pour toute partie P de G
(4v) Al @ ¢ Y (E + Q) pour toute partie ouverte o de G
(v) AXU(K) C YV(E + K) pour toute partie compacte K de G.
(vi) AXU(y + W) € Y (y + W, + E) powr tout i€l et tout ve G .
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(i) => (ii) Soit x,€X(F). D'aprés 3-5(iii), pour montrer que

AerYV (E+F) il suffit de montrer que pour tout voisinage compact W, de
zéro dans G on a Ax eYv(E+F+W1)

Soit W un voisinage compact de zéro dans G tel que
W+ WCW;. D'aprés 3-3(V), x,€ X(F)C X (F+i) est limite dans X
d'éléments U(g)x avec x € X et g eL1 (G) tel que supp. g soit
(] -
compact inclus dans F + W . Comme A est &lément de x(XO,YO), i1
suffit de montrer que 1l'on a

N(@x €Y (EE + W).

Mais de la meme facon, A est 11m1te dans L d'éléments
¢(£)B avec BEL et feL (G) tel que supp. f soit compact inclus
dans E + W .

En définitive, il suffit de montrer que y = [¢(£)B] U(g)x
est 1m €lément de Y (E+F + W ) quels _que soient xeX, BEL et
f,g eL (G) tels que supp. f et supp. g soient compacts inclus
respectivement dans E + Wet F + W. Comme ¢ prend ses valeurs dans
& (XO,YO) on a
y = J £(s) o (B) [J g(t) U, x dt Jds = f £(s) [[ g(t) ¢ (B)Ux dt]ds

G G G G

avec ¢ (B)U, =V, BU _ = V,BU olrs=t-s.

D'aprés la proposition 5-5, 1'application (s,r) |—>VS B Urx
est secalairement intégrable pour toute mesure bornée. Notons g.r
1'é1lément s —> g(s+r) de L1(G) . Le théoréme de Fubini nous donne

y = J £(s) g(s+r) Vs B Ur X dr ds = ] f(s)g_r(s)VS B Urx drds
GxG GxG

-

Comme f et g sont continues a support compact, f et g sont dans
LZ(G). 11 en est de méme de g donc fg_,. est dans L1 (G). Sa cotrans-
formée de Fourier f« g_, @ un support inclus dans

supp. f + supp(g_r) = supp. £ + supp. gCE + F+ W, .
I1 en résulte que pour tout r€G , 1'élément Yy = Vifg_) B U, x
r

est dans YV (E¥F + W1). Comme ce sous-espace de Yo est fermé on
voit que y = J Yy dr est bien dans ce sous-espace.
G
(i1)=» (iii) Soit x€X tel que SPy X soit compact
inclus dans P . En prenant F = spyy X la condition (ii) donne

AMeYE+F) CY(E+DP).
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Ona A€Y (XO) et de tels éléments x de X sont partout denses
dans XU(P) pour la topologie de Xo. Donc (iii) est vérifié
(iii) = (iv) est évident
(iy)= (v) Soit (Vi) une base de voisinages ouverts
de zéro dans G. D'aprés (iv), pour tout i on a

wealx+vycy (Erk+vy
D'aprds 3-5(iii), cela entraine AX'(K) C Y’ (E + K).
(v)=» (vi) est évident.
~ (vi) =» (i) Soit A€l = o‘é’(Xo,Yo) tel que pour tout
vyeG et tout i€l on ait
M A& ewpey g eEew) .
Soit fe L1 (G) tel que supp. fCW.1 et f(o) # o . Notons

yf 1'é1ément g+—» < g, vy > f(g) de L (G). Le support de sa
cotransformée de Fourier(f)Y est inclus dans y + Wi donc U(¥f)x

est un €lément de XU(Y+Wi) pour tout x€X , d'ou d'apres (1),
AUGEXEY (v +E+W) .

Pour tout €lément h de IO(E+Wi) ona vh sIo (y +E + Wi) d'ol

0 =V(vh) AUGFDx = J <g, Y 'n(g)Vg A U(FE)x dg
=I < g,y > h(g) VgA[J <s, vy > f(s) st ds| dg
G G
D'aprés 5-5 1'application (g,s) +—> Vg A Us X est scalairement

intégrable par rapport 3 la mesure < g+s, y > f(s)h(g) ds dg qui
est un élément de M1 (G) . Le théoréme de Fubini et le changement de
variable t = g+s nous donne

(2) 0= } <t,y> £(s) h(t-s) Vt—s A st ds dt ,
GxG

ce qui pruuve que pour tout ¢ €T , 1'élément

k :tr— J f(s) h(t-s)<Vt_sAU5x,¢>ds

kv ]

de L1 (G) est de tra.nsfolmée c}e Fourier nulle. On a donc k = o
presque partout. Comme f et h ont des supports compacts, f et h

sont dans LZ(G) ; d'aprés 5-5 1'application (s,t) b—> < Vt A st , ¢>
est continue et bornée. On en déduit que k est continue, donc iden-
tiquement nulle. En particulier en changeant de variable on obtient

0 = k(o) = J f(-g) h(g) <VgAU_x,¢>dg.
G

g
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On peut remplacer f par une translatée, sans modifier ses propriétés
initiales, on a donc

0=[ f(go -g) h(g) < q’g A)x, - ¢ > dg pour tout g, € G.
G

Si on pose 1(g) = h(g) < <I>g(A)x » ¢ > , cela signifie que f¥1 =10 .
On en déduit £ 1 = 0 , puis,vu que £(0) # 0 , on obtient 1(0) = 0 , soit
pour tout ¢ € T ,

0=[ h(g) < oy (x, 6 > dg = <o) Ax, 4> .
G

On a donc ¢(h) Ax = 0 pour tout xe€X , soit ¢#(h)A = 0 , et cela pour
tout h €Io (E + Wi). On a donc AeL? (E + Wi) pour tout i €I soit encore

Ael®(E) en utilisant 3-5-(iii).

6.10. Corollaire - Reprenons Les données de 6.9. S& P et Q sont deux
parties de G, on a L®(P) XU(Q) C YV(P"'Q) .
Pour tout A eL’ (P) tel que sp,A=F CP on a

U Vv Vv
AX'(Q C Y (F+Q C Y (P+Q
d'aprés la proprsition 6.9. Le corollaire 6.10 en résulte, car tout

Ae LQ(P) est limite dans L d'éléments BeL tels que SP, BCP et

YV(P+Q) est fermé dans Y0 .

6.11. Corollaire - Reprenons Les données de 6.9, (wi) désignant
i€l

ici une famille de voisinages fermés de 0 dans G telle qie {0}=() W, .
iel
Les conditions sulvantes sont Equivalentes:

(4) VRA=AUg pour tout geG , autrement dit A entrelace U et V.

(i) (resp. (id), () v) ) A XY@ ¢ Y (P) pour toute partie P
de G qui est fermée (resp. ouverte, compacte, du type vy + Wi)

I1 suffit de prendre E = {0} et d'appliquer les propositions 6-9
et 3-5(iv)

Notons qu'en particulier si (X,Z) = (Y,T) et si U= V , ce corollaire
caractérise les éléments de c&’(Xo) qui commutent aux éléments de U(G)
c'est-a-dire les points fixes dans 1l'algébre L = .ﬁ()(o) pour les auto-
morphismes de ¢ (G) .
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6.12. Conollaire - Ganrdons Les données de 6.11 et supposons que
X,Z) = (Y,T). Les conditions suivantes sont equivalentes :

(i) (resp. (id), Lv), W) X@)cY () powr toute pantie P de G
qQui est fenmée (resp. ouvernte, compacte, du type vy + W, ).

I1 suffit d'appliquer le corollaire 6-11 avec A = 1.

6.13. Corollaire - Supposons que G 504t ondonné pa/L un semi-groupe
fermé S tel que zero soit adhérent 3 1'intérieur S de S dans G . Soit
1 un elément de G . Pour un éLément A de 2()(0, 0) Les conditions

Sulvantes sont Equivalentes :
(1) AeL? (t+5)
(13) A X(s+S) € Y (t+5+S) pour tout s €G .
dii) A X(s+sh ey (t+s+sh pour tout G
(i) => (iii) Come (t+S) + (s+8%) = tess+s?
valence de (i) et (iv) dans la proposition 6.9.

(iii) = (ii) Soit (t. ) une suite génerahsee dans S et tendant vers
zéro. On a alors T+S = Q (r—t + S ) pour tout reG et (iii) nous

, cela résulte de 1'équi-

donne
axU(s+s) € Ax (s +8%) € ¥V (t+s-t;+5%)

d'ou finalement
U vV _ W
AX" (s+S) € NY (t+s-t;+5) = Y (t+s+S) .
i
(ii) => (1) Pour tout s eSO , posons WS = (-s+S) N (s-9).

Comme WS contient (-s+SO)n (s—SO), c'est un voisinage de zéro et en

posant E = t+S on a
N E+w)= N o &S =

s€S seS

D'autre part, pour tout r€G on a
A oW = A [a-s9Nn (rs9)] € A (r-ss) € Y (t1-548) = Y (Erraw).

L'équivalence des conditions (vi) et (i) dans la proposition 6-9 nous

donne donc 1'implication souhaitée .
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6.14. Cas des représentations {nvolutives.
Proposition - Reprenons Les donnZes 6-9 et supposons en outre que
XX 5 (Y,Yg), U et V sodent involutifs. Munissons (L, Ly) de £'in-
volution associée aux précédentes. Alons ¢ est involutive .
Notons J et J' 1les involutions respectives de (X,XO) et (Y,Yo)
et soit A — A¥= J' A J 1'involution associée sur (L,LO) . Alors

pour tout A € L on a

A* VAU = V. J'AJU_ = JV_AU J
2 ) g - g -

g -8 g g
*
' = .
J <1>g A)J tbg A)

6.15. Corollainre - Reprenond toutes Les données de é-14 et s0it A un
éLement hermitien de L . Led conditions suivantes sont équivalentes

[{) A entrelace U et V;
(i) AXI(t+S) € YV (t+S) pour tout t € G ;
(iii) ACe+sY € YW (t+s®  pour tout teG .

(i) & (ii). Plus généralement si on pose
[-r,x] = (-r+S) N (x-S) et si on suppose AGL?([-r,r]) cLl(-r,+s) ,
alors le corollaire 6-13 nous donne

m AXU(t+S)CYV(-r+t+S) pour tout t €G .
Réciproquement, la condition (1) implique (toujours d'aprés 6.13) que
AeL? (-r+S). Comme ¢ est involutive (prop. 6.14) on a e L‘p(rv-S) (voir

¥
3.17). Si A = A, la condition (1) implique donc que Ael? ([-r,r]) .

En prenant r = 0 on voit que (i) é&quivaut a (ii).

(ii)¢e=(iii) se démontre de la méme fagon .
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6.16. Conollaire - Reprenons Les données de 6-14 et supposons que

(X,XO) = (Y,YO) . Les conditions suivantes sont équivalentes

& U= V.
(i) X (e+s) c XV (t+s) pour tout t €G .
[4id) XU(t+SO) c xV(t+s°) powr tout teG .

I1 suffit d'appliquer le corollaire 6-15 en prenant A = I .

6.17. Spectre d'une représentation du type WV &(XO,YO) .

Comme dans 6-9 nous considérons un autre couple (Y,T) d'espaces
de Banach en dualité métrique, nous mettons L = £ (XO,YO) en dualité

métrique avec M = X@ T , et nous supposons que Y0 et Z0 vérifient

la condition (K).

Soient H un autre groupe localement compact commutatif et V  une
représentation continue de H sur (Y,Yo) . Nous supposons que U ou

tV est équicontinue.

Avec ces hypothéses, nous définissons une représentation continue
ponctuellement intégrable ¥ de G x H sur (L,Lo) en posant

\Pr’s(A) =VSAUr pour AeL et (r,s) € GxH.

Ce n'est pas exactement la représentation ¥ considérée en 5-5 ,
mais elle s'en déduit en composant avec 1'isomorphisme de groupes

(raS) —> (-1,s).

En outre, nous supposons que U est ponctuellement intégrable
(par exemple que XO vérifie la condition (K) ).
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Rappelons qu'il existe un plongement canonique de XLI,OY = I®Y
dans ¥ (X,5Y)) =L , associant a tout &lément décomposé zey de Z@Y

1'application linéaire de rang un

X <X,2>Yy de XodansYo.

Proposition - Avec foutes ces données, La représentation V¥ posséde Les
propriEtés sulvantes:
[4) Poun tout z€Z et tout Aye‘Y on a spw(zay) (sp z) X (spvy) .
[44) Pour toute partie P de G et toute partie Q de H on a
2V @ YocrtexQ .
(i) spy = (spU) x (spV) .

(i) Soient x€X , yeY, zeZ. Pour tout (r,s) € GxH on a

[q)r’s(zay)] @ = [Vg zey) U] (0 = Vo < U x,z>y

= <Urx,z> Vsy - <x,tUrz> Vsy.

Soit 31 1'injection canonique g»r— (g,0) de G dans GxH .
et soit Yyy=vo 31 D'aprés la relation précédente, pour tout fe L G)

on a
V(0 oY) = <x, UDz>y
On en déduit
JZU C qu)10y d'od spw1 (z@y) C sth z .
D'aprés la proposition 3-14, spw1 (zoy) = [ 51 (spw z0y) ]_ On voit donc
que  sp, (zmy)ci:;1 [ sth z ]

De méme, en considérant 1'injection canonique Jz : hr— (0,h) de H
dans GxH et ¥, =¥ o JZ ,on obtient pour tout geL wo , q;z(g) (zey) =

<x,z> V(. )
d'oll 1'on déduit de la méme fagon spy (zey) C j; [ spy ¥ ]

-

Comme 31 et JZ sont les projections canoniques de G x H sur G et
H respectivement, on obtient spw(zoy) C (Sth z) X (spV y).
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Réciproquement, soit Yo = (ao,Bo) € G x H dans le complémentaire
de sp, z®y . Il existe alors des voisinages ouverts W1 et w2 de a, et

8 respectivement tels que W1 X W2 de a, et 8o respectivement tels
que W1 b WZ soit d1s_101nt de spw z®y . Choisissons f € LI(G) et

geL (H) telles que f (resp. g ) premne la valeur un au point g (resp. Bo)
et la valeur z&ro au voisinage du complémentaire de W, (resp. Wz) . Posons,
h(r,s) = £(r) g(s). Alors ﬂ(a,B) = %(u) §(s) prend la valeur un au point
Y, et la valeur zéro au voisinage de SPy (z@y) , de sorte que

¥(h) (zey) = 0 . Mais par ailleurs, la relation (1) ci-dessus nous donne

pour tout x€X ,

[v) Gey)]) ™= <x,u® z> v vy,

soit v¥(h) (z®y) = tU(f)z@V(g) y , qui est nul si et seulement si 1'un

des termes tU(f)z ou V(g)y est nul ce qui impose soit ao¢sp z,

Y
soit 8°¢ Sy Y -

(ii) résulte immédiatement de (i) .

(iii) Comme sp U = sp Y- [ z(EJZ sth z ]- et comme spV = [}li)y spy yJ-

1l'assertion (i) montre que l'ona (spU) x (spV) C sp ¥ . D'autre part
appliquons (ii) en prenant P = sptu et Q=spV . Onobtient

Z@YCLW (P x Q). Par bipolarité, on voit facilement que Z@®Y est partout
dense dans L pour la topologie- de L0 .Dons L = LY PxQ etsp¥CPxQ.

6.18. Conoliaire - Gardons Les donndes de 6.17 . Alons ¥  est normique-
ment continue 84 et seulement 84 U et V Le sont .

En effet, d'aprés 6-17 (iii), sp ¥ est compact si et seulement si
sp U et sp V le sont, et la conclusion résulte de la proposition 6-6
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6.19. Cornoflaire - Reprenons Les données de 6.17 avee G =H , et s0it
¢ La repnésentation continue de G sun (L,Lo) obtenue en composant La

La neprésentation ¥ précédente avec L£'homomonphisme j: g (-g,g) de G
dans G x G

() Poun tout z€Z et tout ye€Y, ona Sp, Z®Y = (spvy-sptU z)
(48) S& P et Q sont deux parties de G , on a

2Vp) @ Y@ c 1f [ @]

(L) spé = (spV-spU) .

(i) résulte de 6.17({), en utilisant la proposition 3-14(i)Aet compte-
tenu du fait que j est 1'application (a,8) > B -o de Gx G dans
G .

(ii) D'apreés la proposition 6-17 (ii), on a
mev@cl exoct! ¢ e et ¢ (@)

et d'aprés 3-14(ii),
Yo [em]y - 1 cen)

(iii) résulte des assertions 6-17 (iii) et 3-14 (iii)

6.20. Conoflairne - Pourn que La neprésentation ¢ du corollaire 6.18
504t nonmiquement continue L& faut et LL suffit que U et V Le sodent .

Cela résulte immédiatement de 6.19 (iii) et de la proposition 6.6 .

6.21. Corollainre - Supposons que G = H, que (X,Z) = (Y,T) et que
tout élément de U(G) commute avec tout éLément de V(G). Soit W La

neprésentation continue g U V_ de G sur (X,XO) .

g g
() spWC[spU+spVJ_/,
(<L) pour tout xeX , on a Spy X C (spUx + spvx) ;

(4id) 84 P et Q sont deux parties fermées de G, on a

Yeyn X c X e .
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(i) Notons ¢' 1la représentation obtenue en composant la représentation
¥ de GxG sur (L,LO) avec 1'application diagonale g+ (g,g) de G
dans G x G . Comme dans le corollaire 6.19 on voit que sp ¢' = (sp U + sp V).

D'autre part, pour tout f eL1 (G) ona

w(f) = J £(g) Wy dg = J f(g e (Ddg = o' (B .
G
G

Donc Ker W = J‘; et sp W= spg I ¢ spo

Eii) Soit xeX et posons E = spy X F = spy X - Comme les éléments
de U(G) commutent avec ceux de V(G), les sous-espaces XU(E) et XV(F)
sont invariants par U et V (voir 3.3. (iv)), et donc par W . Notons
U, V et W 1les restrictions de ces représentations au sous-espace
@ n x'(F) . D'aprés (i) on a

sp WC[spl_J + spV ]~
d'ol

Spy X = spg XCSpWC[spﬁ+spV]_ = [E+F]

(iii) Tout élément x de X (P) n X'(Q) est limite dans X, d'éléments

de la forme U(f) V(g)x avec f et g e L1 (G) tels que supp. £ et supp. g
soient compacts (voir 3.1.7 et 2.8 (iv) ). Posons y = U(f) V(g)x . D'aprés
3.3. (iv), (v) et 3.5 (iii), les ensembles Spy Y et spy Yy sont compacts ,

contenus respectivement dans P et Q. Il résulte alors de (ii) que
spy ¥ € P+Q , d'ouye XW(P+Q) , et comme Xw(P+Q) est fermé dans X, » on voit

que x € XW(P+Q) .

6.22. Remarque - Reprenons les notations de 6.9 ou 6.17 . Nous avons
considéré dans ce paragraphe 6 les représentations Y et ¢ sur (L,LO)

dans le cas oi L est mis en dualité métrique avec M= X @®@T.
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-~

Lorsque L est mis en dualité métrique avec M, c'est-a-dire lorsqu'on
remplace la topologie o(L,M) de Lo par o(L,M) , on avuen 5.9 et 5.10

que les représentations ¥ et ¢ correspondantes possédent les mémes
propriétés que les précédentes, si on fait les mémes hypothéses sur U, V ,
(X,2) et (Y,T). Tous les résultats énoncés 3 partir de 6.9 restent valables
dans ce nouveau cadre, car les démonstrations utilisent seulement le fait
que toutes les représentations considérées sont ponctuellement intégrables.

Notons que pour tout A€L, 1'ensemble Spy A est le méme que L soit

mis en dualité metrlque avec M ou avec M et par conséquent pour toute partie
fermée P de G x H , 1l'espace L (P) ne dépend pas de la dua11te métrique
considérée (voir 3.5(111)). Pour une partie P quelconque, i (P) étant
1'adhérence de U Lt (K) ol K décrit 1'ensemble des parties compactes
contenues dans P, le sous-espace spectral associé 3 P et \l‘ dans la
dualité métrique de L avec M est 1l'adhérence pour o(L, MJ du sous-espace
spectral correspondant dans la dualité métrique de L avec M.

NOTICE BIBLIOGRAPHIQUE .

Les propriétés 6.1 a 6.5 sont formulées dans ([15], §II) pour les
représentations par automorphismes dans les algébres de von Neumann. Leur
expression générale donnée ici est due & M. Enock et J.M. Schwartz. La
proposition 6.6. est démontrée par D. Olesen ([29] , prop. 21) . Les
corollaires 6.12 et 6.13 constituent des énoncés clé de l'article de
W. Arveson ([l], th. 2-3 et corol. 1 et 2) . La formulation plus générale
donnée dans la proposition 6-9 , les corollaires 6.10 & 6.13 , 6.15 et
6.16 , est due 3 F. Combes. Les €noncés 6.19 et 6.20 sont établis par
D. Olesen dans ([29] , prop. 3.2 et corol. 3.3) . La démonstration donnée

~

ici de 6.17 et 6.19 est due & R. Charpentier []2]
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§7 GROUPES CONTINUS D'AUTOMORPHISMES DANS LES ALGEBRES DE BANACH BITOPOLOGIQUES

7.1. Définition - Nous appellerons algebre de Banach bitopologique un
e.£.c.s. bitopologique (A,Ao) oii A est une algebre de Banach, et qui
virnifie Les conditions suivantes :

1) fa boule unité fermée de A est une partie fermée de A, s

2) ta topologie de A, est gale 2 La topologie o(A,Al) de fa duatits
avec Le sous-espace A'o de A' ;

3) pour tout a €A , Les applications Linéaires 1, : x— ax et
T i X X, sont continues de A, dans A,

a

7.2. Remarques - a) Les conditions 1) et 2) ci-dessus signifient que
(A,AO) a la structure d'e.l.c.s. bitopologique associée 3 la dualité métri-

que de 1l'espace de Banach A avec un espace vectoriel normé (2 savoir
A(') ). La condition 3) signifie que le produit de A est séparément continu

pour Ao .
Ainsi, pour tout a€A, ona 1, T ¢ g(Ao) c £(A) avec
] lall <llal et I Il < lall . Si A est unifére ou posséde des

unités approchées, on a | lal = Jla) = Iral

L'application 1 : ar—> 1, (resp. r :ar>1,) de A dans
£ (A,) est un homomorphisme (resp. un antihomomorphisme) de A dans £@A,)-
C'est un morphisme d'e.l.c.s. bitopologiques de (A,A)) dans (L,L)) ,
si (L,Lo) désigne la structure bitopologique associée 3 la dualité m&trique
du sous-espace vectoriel normé & (Ao) de ¥(A) avec 1'espace vectoriel

normé A @ A(')
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b) Soit B ume sous-algébre de A normiquement fermée et soit B,
1'espace B mmi de la topologie induite par celle de Ao . Alors (B,BO)

est une algébre de Banach bitopologique que nous appellerons sous-algébre
de Banach bitopologique de (A,Ao)

c) Soit toujours (A,AO) une algébre de Banach bitopologique. Si de plus

A est une algébre de Banach involutive et si 1'involution de A est
continue pour la topologie de Ao , nous dirons que (A,AO) est une algébre

de Banach bitopologique involutive.

»3. Exemples - a) Soient (X,Z) un couple d'espaces de Banach en
dualité métrique et (X,XO) la structure bitopologique sur X associée a
cette dualité. Notons (L,Lo) l'e.l.c.s. bitopologique associé 3 la

dualité de 1'éspace de Banach ¥ (Xo) avec l'espace vectoriel normé

M= X®Z (ou i la dualité avec le complété P:I de M). On vérifie faci-
lement que (L,LO) est une algébre de Banach bitopologique (voir 4.3.c

et 4.4)

b) En particulier, considérons le cas ol X est un espace hilbertien
H et ol Z est son espace hilbertien conjugué H identifié au dual de
H . L'espace bitopologique associé a cette dualité est (H,H)) ol Hj est

H muni de sa topologie faible. On a alors L = o(g(Ho) = J(H) . Dans
le cas ol L est mis en dualité métrique avec 1l'espace vectoriel normé
M= H®H , alors Lo est X (H) mmi de la topologie faible des opéra-

teurs. Le complété M de M est le prédual de YL (H) , et lorsque L est
mis en dualité métrique avec M , la topologie de L, est la la topologie

ultrafaible des opérateurs (voir [48], chap. I, §3, n°3). Dans les deux
cas 1'involution de & (H) fait de (L,Lo) une algébre de Banach bitopolo-
gique involutive.

Si A est une sous-algébre de von Neumann de £(H) et si Ao est

A muni de la topologie faible (ou de la topologie ultrafaible) des opéra-
teurs, alors (A,Ao) est une sous-algébre de Banach bitopologique involu-

tive de 1'algébre (L,Lo) correspondante.

67



ALGEBRES D’OPERATEURS

7.4. Déginition - Soient G un groupe topologique et (A,Ao) une algebre
de Banach bitopologique. Nous appellerons représentation automorphique

continue de G sur (A,Ao) une représentation continue ¢ de G sur

1'e.l.c.s. bitopologique (A,Ao) telle que d>g soit, pour tout g e G,
un automorphisme de 1'algébre A. Si de plus (A,Ao) est involutive et
si <bg est, pour tout geG, un automorphisme d'algébre involutive, nous

parlerons de représentation automorphique involutive continue de G sur
(A,A)

7.5. Exemples - a) Reprenons les données de 1'exemple 7.3. a). Soit U
une représentation continue d'un groupe topologique G sur 1l'e.l.c.s.

bitopologique (X,Xo) et supposons que U ou YW soit équicontinue. Pour
tout geG, notons Qg 1'application A > Ug AU_g de X (Xo) dans
lui-méme. Alors g+>» ¢ g est une représentation automorphique continue
de G dans 1l'algébre de Banach bitopologique (L,Lo) (voir corol. 5.6 et
prop. 5.10).

b) Considérons le cas plus particulier de 7.3. b) et soit U une repré-
sentation unitaire fortement continue de G sur H. Nous obtenons alors
une représentation automorphique involutive continue ¢ de G sur

(Jg(H) , LM o) , et plus généralement sur toute sous-algébre (A,AO)
ol A désigne une sous-algébre de von Neumann de & (H) stable par Qg

pour tout g€ G .

7.6. Soit (A,Ao) une algébre de Banach bitopologique . Nous supposons
que les applications 1l: a +—» 1, etr: ar> 1, de A dans ,Z’(Ao)
sont injectives, que Z = A") est normiquement fermé dans A' , et que

Z muni de la topologie o(Z,A) et Ao vérifient la condition (K)

D'autre part, soit U une représentation automorphique continue d'un
groupe localement compact commutatif G sur (A,Ao) . Nous supposons

que U ou tU est une représentation équicontinue.
En particulier, les conditions énoncées avant la proposition 6.9 sont

réalisées avec X =Y =A , Z=T=A(') ,et U= V.
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Proposition - Avec ces donndes, considérons une partie fenmée E de (E
et une base B de voisinages compacts de O dans G . Powr un &Lément
a de A Les conditions sulvantes sont Equivalentes:

(i) ae AU(E) ;

(i) a AVF) ¢ AVETTF) pown toute partie fermie F de G ;
(iii) a AV) c AYE + P) pour toute partie P de G ;

[4v) a AU(Q) Cc AU(E + Q) pour toute partie ouverte 2 de (E H

vl a AU(K) C AU(E + K) pour toute partie compacte K de (E ;
(i) a A9y +WC Al(y + E+W) pouwr tout ye G ot tout W e3B.

Sous les hypothéses faites, si pour tout geG et tout v e I(AO)

nous posons <1>g(v) = U v U_

g g
tion continue ponctuellement intégrable de G sur l'e.l.c.s. bitopologique

,alors ¢ : g+ <bg est une représenta-

(L,LO ) associé a x(Ao) en dualité métrique avec 1'espace vectoriel normé
A®Z (voir 5.6). Pour tout aeA, 1'élement ¢g (la) de L est

1'application x+—» U 1, U_g(x) = Ug [a U_g(x) ] = [Ug(a) ] x) .

g

O voit donc que Qg o 1= 1o Ug , et 1 est une application linéaire
continue de A, dans Ly qui entrelace les représentations U et ¢ de
Comme 1 est injective , d'aprés 3.3. (iv) on a SPy @ = SP, la pour
tout a € A . Les conditions a € AU(E) et la el? (E) sont donc

équivalentes. L'assertion résulte alors de la proposition 6.9 appliquée a

13.

7.7. Coroflaire - Conservons Les données de 7.6.
(i) Soient P et Q deux panties de G ; ona AVP) AVQ A+ .

(i) Soit P une partie de G telle que P+P CP . Alors AU(P) est
une sous-algibre de A fermie dans A,

(iih) 84 (A,Ao) edt involutive, 44 La neprésentation U est involutive
et 44 P st un sous-groupe de G , alors AU(P) est une sous-algebre

involutive de A fenmée dans A,

69



ALGEBRES D'OPERATEURS

(i) Soit aeAU(P) . Alors a est limite dans A0 d'éléments b

tels que Py b CP . D'aprés la proposition 7.6 (iii), on a
b A/ c sy b+ cle @ .

Comme le produit est séparément continu dans Ao et comme AU(P +Q

est fermé dans A0 , On voit que a AU(Q) CAU(P +Q .

(ii) résulte immédiatement de (i) .

(iii) Soit x> x® 1'involution de A . D'aprés 3-3(iv), pour tout
x € A nous avons SPy X" = -spy X - Alors (iii) résulte immédiatement

de cette égalité et de (i).

7.8. Conollaire - Consenvons Les donndes de 7.6. L'ensemble AU des
points x de A tels que ng= X pouwr tout g € G est une sous-algebre
de A fermée dans Ao’ Anvolutive 84 (A,AO) et U sont {nvolutives.
Powr toute partie E de G, tout xeAl ot tout yeA’(E), ona

Xy et yx € AU(E), done AU(E) est un module a gauche et a drodite sun

AU

Pour la premiére assertion, il suffit d'appliquer 7.7 (ii) et (iii)
en prenant P réduit 3 1'élément neutre de G . La deuxiéme assertion se
déduit de 7.7. (1).

7.9. Coroflairne - Avec ces meémes données, supposons que A et {0} sodent
Les seuls idéaux a gauche de A fermes dans A, , stables par L'action de

U(g) et par La multiplication a droite et a gauche par Les ElZments de
AU . Alons ona spU+spUC spU. Side plus (A,AO) et U sont
involutives, alors sp U est un sous-groupe de 6 .

Soient Y1 Y, €SP U . Montrons que Y1 * Yy €SP U. D'apres
3-8-(ii), il suffit de vérifier que pour tout voisinage V de Y1+ Y,
on a AU(V.) # {0} . Soient V1 et V, des voisinages de Y1 et v,
tels que V1 + V2 CV. Pour i=1,2 ona Y € SP U ,d'od AU(Vi) # {0}
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L'annulateur 4 gauche N de AU(VZ) est un idéal 3 gauche de A fermé
dans AO et globalement stable par U(G), car AU(VZ) 1'est (voir 3-5-iii),
et par les multiplications par les éléments de AU . sion avait

A AY(v,) = {0}, cet annulateur N serait distinct de {0}, donc

égal 3 A . Comme 1l'application r : ar> T a ©st injective, on aurait

AU(VZ) = {0} ce qui est absurde. On a donc {0} # AU(V1) AU('VZ)C(AU(V1+V2)
cAlw).

Si (A,Ao) et U sont involutives, on a toujours sp U=-sp U . En

effet, si x+—» x¥ est 1'involution de A , pour tout x € A on a
Py x* = =spy X (voir 3.3. (iv)) et il suffit alors d'utiliser 3.8 (iv) .

Dans ce cas sp U sera donc un sous-groupe de G .

7.10. Remarque - Avec les données et hypothéses de 7.6. , nous supposons
en outre que (A,AO) et U sont involutives et que 1'involution x > x*

de A est telle que x*x=0 siet seulement si x = 0 . Alorsona
0Oesp U . En effet, vérifions que pour tout voisinage V de 0 dans G ,
le sous-espace AU(V) n'est pas réduit 3 0 . Soit W un voisinage compact

de 0 telque W-WCV . Prenons ye sp U et soit x un élément non

»*

nul de A tel que spyxCy + W . Alors x”7x est un €lément non nul

de A,etona spUx*x CW-WCV.

7.11. Soit (A,Ao) une algébre de Banach bitopologique involutive. Nous

%*

notons x +—> x® 1'involution de A et nous supposons que l'ona x* x =0

si seulement si x = 0 . De plus nous supposons que le dual A(!, de A,
est normiquement fermé dans A', et que A(') mmi de la topologie c(A(') , AO)

et AO vérifient la condition (K) .

Nous considérons d'autre part une représentation automorphique involutive

continue U d'un groupe localement compact commutatif G sur (A,Ao) et nous

supposons que U ou tU est équiconti me.
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En particulier, nous sommes dans les conditions de la proposition 7.6.
Signalons que ces hypothéses sont réalisé€es dans le cas suivant :

A est une algébre de Banach involutive telle que x=0 siet
seulement si x = 0 ;

la topologie de Ao est la topologie o(A,A') ;

U est une représentation continue involutive de G sur (A’Ao)
(voir ([19], th. 4, p. 434) , la remarque 2-6 a) et le corollaire 2.11).

Ces hypothéses sont également réalisées dans la situation du §10.

~

Nous notons #" 1'ensemble des idéaux 2 gauche non nuls de A fermés
dans Ao et stables par 1l'action de U(G). Enfin nous notons T (U)

1'intersection des fermés sp uB lorsque B décrit 1'ensemble des sous-

algébres de A de la forme NN N*avec Ned (comme d'habitude UB dési-
gne la sous-représentation de U définie par B).

Lemme - Soient Nes et B = NAN* . Alons on a

r(U) + sp UB = sp U'B
D'aprés la remarque 7.10 , 1'élément O appartient a T(U) car il
appartient 3 tous les fermés sp UC ot C= MNM avec Me " . On

adonc spUC T(U) + spU.

Soient Y{ € Sp UB et Y, € r(U) et montrons que Yq + Y, € SP UB .

Pour cela,il suffit de vérifier que pour tout voisinage fermé V de
Y1 * Y, nous avons AU(V) N B# 0, compte-tenu de 3-11 (i). Soient

V1 et V2 deux voisinages compacts de Y et v, respectivement tels que
vy + v, ¢ V. L'ensemble AU(V1) N B n'est pas réduit 3 0 puisque
Y, € Sp UB . Son annulateur 3 droite M est un idéal & droite fermé
dans A0 , stable par U(G) car AU(V1) N B 1l'est (voir 3.5 (i)). Par

=

conséquent 1'annulateur 3 gauche L de M est un idéal & gauche fermé
dans A, et stable par U(G), et K= L NN posséde encore les mémes

propriétés. Notons que K n'est pas nul car il contient AU(V1) n B,

et c'est donc un élément de " . Si xe L*NM ,ona Xx= 0 car x*

appartient 3 1'annulateur d gauche L de M, d'od x= 0, et donc
*AM = 0. Posons C= K*¥N K . Puisque
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v, e cspt®,ona AWHNC £ 0 d'od [AU(v1)n B] [Awpynd# o
car sinon on aurait 0 # AU(VZ) N Cc ¢ I*n M. On obtient ainsi

0f [Alwpne] [(Awpnclcd gvpnsca’mas,

ce qui achéve la démonstration du lemme.

7.12. Proposition - Avec Les donnes de 7.11, 1l'ensemble T'(U) est un sous-
groupe fermé de G .

On a évidemment T'(U) = -T(U) car T(U) s'obtient comme intersection
de supports spectraux de représentations involutives. Comme d'autre part
0 €T , i1 reste 3 vérifier que T(U) + TU) Cc T .

Soient Ne# et B=NN N*.D'aprés le lemme 7.11 on a
r) + spUBC spUB,d'oﬂ rw + l"(’U)CspUB car T(U) C spUB .

Ceci étant valable pour tout Ne# , on en déduit que T'(U) + T(U) € r(U) .

7.13. Lemme - Conservons Les données et notations de 7.11. Soit V un
voisinage de 0 dans G et soient Ny, N, deux &léments de A" tels que

*
Nj NN, # 0. Alons il existe des Eléments M; et M, de A contenus

2
nespectivement dans N, et N, et tels que 84 B. = M.N M?' pour i = 1,2,
1 2 i i i

on ait

B1 B, B B

spU " C V+ spU et spUzc V + spU1

Nous pouvons évidement supposer que V est un voisinage compact de O .
Soit W un voisinage compact de 0 dans G tel que W-WCV , et soit x

un élément non nul de N:‘ NN, . Considérons le sous-espace vectoriel I de

L1 (G) engendré par les fonctions f € L1 (G) telles que le support de f soit
contenu dans un sous-ensemble de G de la forme y + W . C'est un idéal de

L1 (G) . En utilisant 3.1.5, on voit que Z(I) # )f et par conséquent, d'aprés
3.1.3, 1'idéal I est dense dans L1 (G). Soit fu une unité approchée de

L1 (G) formée d'éléments de I (voir 3.1.6). Comme x = 1lim U(fa)x d'aprés
2.8 (iv), on voit qu'il existe Yo € G et fe L1(G) tels que supp. f

c vt W et UK # 0. Posons y = U(f)x . L'espace vectoriel an N2
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étant fermé dans Ao et stable par U(G), on a yeNTn N2 . D'autre part,

d'aprés 3.3.(v), on a SPy yCYO + W, d'ou SPy ¥ - SPy yCW-W.

*

1

(resp. yeMz). On a bien sur MiCNi pour i = 1,2. Posons B1 = M1 n Mr
* B, B,

et B2 = Mzn M2 . Nous allons vérifier que spU € V+spU , 1'autre

Notons M, (resp. Mz) le plus petit élément de of” tel que y € M

inclusion du lemme se démontrant de la méme fagon .

Soit Y; € Sp U]31 . Puisque V + sp UBz est fermé, il suffit de
prouver que pour tout voisinage compact V1 de Y;,ona V1n(V + sp UBZ) # 8,
c'est 3 dire (V1 -V)Nsp UBZ # # . Soit L 1'annulateur 3 gauche de
{Ug(y) , YEG} . C'est un idéal 3 gauche fermé dans Ao et stable par U(G).
L'annulateur a droite de L est un idéal a droite fermé dans Ao , stable par
U(G), qui contient y . I1 contient M’; . Pour tout z € M1nL, ona zz%= 0,
d'ot z =0, d'old M1n L =0 . Par conséquent, si X, est un €lément non
nul de AU(V1) n B1 Cc M1, il existe g € G tel que X Ug1 (y) # 0 . De méme,
puisque Ug1 ()")7(’1t est encore un €lément non nul de M1 , 11 existe g, € G
tel que Ug1 (y’)x;t ng(y) =0 . Posons z = ng(y")x1 Ug1 (y) . Comme Ug1 6
et ng (y) appartiemnent a M, , on voit que =z appartient a BZ . Par

ailleurs, d'aprés 7.6.(v) ona z € AU(V1 +W-WC AU(V1 -V) d'otd
B

p # spUz C (V1—V) N spU2

7.14. Proposition - Avec Les donnies et notations de 7.11 , considérons
un &ément N de oA tel qu'il n'existe pas d'idéat bilatire fenmé dans A,
stable par U(G), contenant N et distinet de A . Alons T(U) est Egak

a L'intensection des fenmés sp UB Lonsque B décnit L'ensemble des sous-
algebres de A de fa forme MNM* avee MCN et Me o,
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Soient Le€d et V un voisinage de 0 dans G . Posons C= LN L*
On a bien sfir L¥N # 0 , car sinon N serait contenu dans 1'annulateur
a droite de L' , qui est un idéal bilatére de A fermé dans Ao , Stable

par U(G) et distinct de A . Comme f N N n'est pas réduit a 0 , d'aprés
le lemme 7.13, il existe des €léments M1 et M2 de of" , contenus respectivement

* .
dans L et N, et tels que si F1 = M1OMT et B2= MzﬂM2 , on ait en
particulier

spUBZ c v+spUB1 cv+spl.
On en déduit que 1'intersection A des fermés sp UB lorsque B décrit
1'ensemble des sous-algdbres de A de la forme M nM*avec M C N et
Med est contenue dans V + sp UC . Comme T(U) est égal 3 1'intersection
des ensembles V + sp o© lorsque V parcourt 1l'ensemble des voisinages
de 0 et L parcourt #° , on obtient ACT@U) ,d'od A = I ,
car on a évidemment TI'(U) C A

7.15. Propodition - Avec Les donnges de 7.11 , nous supposons que {0} et
A soient Les seuls idéaux bilatenes de A fermés dans A, et stables par
UG) . AlLons La famille F(U) des sous-ensembles de G de La forme V +
sp UB , o0 V est un voisinage de 0 et B = N*AN avec Ned”, est une
base de §iltre, d'intersection T(U) .

Soient Ny»N, deux éléments de A" et posons B, = Ni n Nf pour i = 1,2.
D'autre part, soient V1 , V2 deux voisinages compacts de 0 et considérons
un voisinage compact V de 0 tel que VCV1 et V+VCV2 . Ona
N1* N, # 0 car sinon 1'annulateur a droite de N; serait un idéal bilatére
non trivial de A, fermé dans Ao et stable par U(G) . Alors d'aprés le

lemme 7.13, il existe des éléments M1 et M2 dans oA contenus dans

* .
N1 et N2 respectivement, et tels que si Ci = Min Mi pour i = 1,2, on
C C
ait en particulier sp U 1c; V+spU 2 . On a alors
C1 B1 B
V + spU C V+ splU CV1+spU
C C B

V+ spU'cV+ V +spUlcv,+spu?

1
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Ceci prouve que % (U) est une base de filtre. D'autre part TI'(U) est
évidemment égal 3 1'intersection des éléments de F(U) .

7.16. Remarque - D'aprés la démonstration de la proposition 7.14, on voit
que cette proposition reste valable pour tout Ne A tel que 1l'on ait
nN #0 si Led . De méme la proposition 7.15 reste valable en suppo-

sant seulement que 1l'on a N:I‘\ N2 # O pour tous N1 et N2 dans o .

NOTICE BIBLIOGRAPHIQUE .

La proposition 7.6 , qui résulte facilement de la proposition 6.9 de
cet exposé , généralise des énoncés de W. Arveson ([1], lemme 1) et de
A. Connes ([15], lemme 2.1.5 ).Le corollaire 7.9 se trouve dans ([15], §II)
pour une algébre de von Neumann.

La définition de T(U) (pour une représentation continue U d'un groupe
abélien localement compact dans une algébre de Banach bitopologique involutive)

est une simple transcription de la définition introduite par A. Connes ( [15],

déf. 2.2.1) pour une algébre de von Neumann. Les propositions 7.11 3 7.16,
dont la formulation donnée ici est due a4 C. Delaroche, sont directement ins-—
pirés des énoncés analogues contenus dans ([15], §II). Une formulation

voisine a été fournie indépendamment par D. Olesen ([30]).
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§8 GROUPES D'AUTOMORPHISMES DANS UNE ALGEBRE DE von NEUMANN

Dans tout ce paragraphe, nous considérons une algébre de von Neumann
M opérant sur un espace de Hilbert H . Nous noterons H0 1l'espace H

muni de sa topologie faible, ¥ (H ), (resp. M)) 1'espace @M (resp. M)
muni de sa topologie ultrafaible. Alors ( % (H), (.{.,(H)o ) est 1'e.l.c.s.

bitopologique associ€ & la dualité métrique de ¥ (H) avec son prédual (), ,
et son sous-espace bitopologique (M,Mo) est associé 3 la dualité métrique

de M avec son prédual My . Si on mmit $ (H) de 1'involution et du
produit usuels, (%MH), LHH) o ) est une algébre de Banach bitopologique

involutive et (M,Mo) en est une sous-algébre de Banach bitopologique invo-
lutive (voir 7.3.b)).
Si U est une représentation unitaire fortement continue d'un groupe

localement compact abélien G sur 1l'espace hilbertien H . On en déduit
[voir 7.5 b) une représentation ¢ automorphique continue de G sur

(%M, %, ) domnée par

0 ) = UgAUg* AP, geG).

Les conditinons énoncées avant la proposition 6.9 sont réalisées avec U=V ,
X=Y=H et Z=T= H (dual de H). Aussi, compte-tenu de la remarque
6.22 nous pouvons appliquer 4 ¢ 1les résultats de 6.9.

Si M est globalement invariante par les «bg (pour tout g€ G), ¢

induit une représentation automorphique involutive continue @M sur ('M,Mo) .
Rappelons qu'un automorphisme involutif d'une algébre de von Neumann

est automatiquement continu pour les topologies ultrafaibles ( [18], corol. 1,

p. 54). Dans la suite o« désignera une représentation continue automorphique

involutive de G sur (M,Mo) . Notons que la représentation transposée

ty osur M xest équicontinue et que les représentations o et ty sont
intégrables (corol. 5.4).
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8.1. Proposition - Pour toute partie P de 6, notons Ap 2! annulateun
2 gauche dans M du sous-espace spectrat M*(P), et 1¥ 2" homomonph.isme

d'algebnes x~——>1xP de M dans S(M*(P) ) o £'on a 1XP()’) = xy
pour tout y de M*(P).

Les projecteurs suivants de M sont Egaux et appartiennent au centre de
M

(£) pp projecteur sun Le sous-espace fermeé [ M*(P)H] de H
(44) kP =1-q, od ap désigne Le plus grand projecteur de Ay )
(£id) 1 borne supérieure des supponts s(y*) des optratewns y*oi y

parcournt M“(P) 5
(@) sy support de £'homomorphisme 1 de M dans e @) .

La continuité séparée du produit dans M, montre que 1'idéal 3 gauche
Ap de M et 1'idéal bilatére Ker 1P de M sont fermées pour la topolo-
gie ultrafaible d¢ M . D'ol 1'existence des projecteurs Qp et sp, ce
dernier étant dans le centre de M* . De plus, 1'inclusion Ker 1Pe Ap

nous donne 1 - Sp < Qp -

D'autre part, M*(P) &tant globalement invariant par les automorphismes
a_ (3.5.(i) ), il en est de méme pour son annulateur a gauche A, . De

g
méme , comme M (P) est un module a gauche et & droite sur M* (cor. 7.8);
il en est de méme de AP . Donc a4p appartient au centre de M* , donc

a Ker 1P .

On en déduit Qp < 1-s, ,etdonc kp = sp -

P
Soit maintenant q un projecteur de M . On a
a€ A, & ar= 0, vV y e M(P)

& Imyc Kerq /VyeMa(P)

& syM < 1-q VyeM(P)
& rp € 1- q
=

q < 1-rp
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On en déduit k_ = r

De méme :

& ar=0 VyeM®
= ay H={0} VyeM®
& q M@®H = (0

— Qpp=0

Comme [M*(P)H]™ est stable par M' , pp, appartient a2 M .

On en déduit Pp= kp .

8.2. Notations - Pour toute partie P de G, nous noterons q‘{, (ou qp
s'il n'y a pas d'ambiguité) le plus grand projecteur de 1'annulateur &

gauche A; de MG(P) , et p(}, = 1- q(},- I1ls sont dans Z(M“) .

Si G = R , nous poserons qz = q;‘ [ pour tout t de R , et nous
t,»o

le noterons q, s'il n'y a pas d'ambiguité . De méme, nous écrirons

M: ou Mt pour M* (]t,wD et A: ou At pour A] [ (annulateur
t,>

a gauche de M (]t,m[).
Enfin qg ou q, désigne la borne supérieure dans le centre de M* de

la famille des projecteurs q: ,o0 telR.

8.3. Proposition - S& G =R , L'application q : t+—> a de R dans £e
centre de M* possdde Les proprités suivantes :

(4) C'est une fonction croissante de t, et qQ —> 9 gortement quand

t > +» o
(4L) ElLe est continue a droite .

(id) g = 0 pour tout t < 0.
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(dv) S84 Sp o admet une borne inférieure m, dans R , clors q. =0

pour tout t <m, . De méme, 84 Sp o admet une borne supérieure m, dans

R , alons q = I pour tout t 3 m, -
(vl 8 T est un automorphisme de M qui commute avec ap  pour Ztout
tde R, alorns on a T(qt) = q, pouwr tout t de R .

(i) tient au fait que t+> | t,» [ est une fonction décroissante

de t,etque P +—> qp est une fonction décroissante de P .
(ii) Soit s, >t , s 2t. On peut se limiter 3a considérer une
suite décroissante (quitte 3 remplacer s, par 15)1)15 Sp ). Alors, par
3.5.vi) ,ona M, = [LJ MSn 17 et donc !

= n A
A = QA
et q. = Agq = 1lim q
t n °n n Sn

(iii) Pour tout t < 0 , Mt contient M , et par suite 1'identité I

de M . Son annulateur A, est donc égal a {0} .

(iv) Si Sp o est borné inférieurement par m, , pour tout t < m,
ona spac ]t,=[,don Mg = M, A ={0} ,q =0
De méme, si Sp o est borné supérieurement par m, , pour t >m, ona

Spa () ]t,=[=p ,don M ={0} , A = Met q =1

(v) Par 3.3. iv), T laisse invariant M*(P) , pour toute partie

P de G , donc également AP . On en déduit T(qp) = qp - D'od le
résultat.

8.4. Définition - Si G = [P, la proposition 8.3. montre que q® est
une résolution de 1'identité sur qz (H) . Elle définit donc un opérateur

autoadjoint a = J tdq, sur Q2 (H) (qui est positif par 8.3 iii)

et un groupe 3 un paramétre fortement continu d'unitaires U sur qz ®m ,
par

Ut = exp (ita)
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Nous dirons que a et U sont canoniquement associés 3 la repré-

sentation a .
Par 8.1 et 8.3 (V) , on voit que q2 a q. est affilié au centre de

M* , et que

o

Q@ U a4 € 20 pour teR

8.5. Lemme - Soit e un projecteur de M* M, 4£'algebre de von
Neumann réduite eMe .

(4) ((Me > M) o) est un sous-espace bitopologique de (M,M)) stable

par La neprésentation o ; o Lnduit donc une sous-reprisentation que nous

noterons of

[44) Poun toute partie E §ermée de G , on a

e
MYE) = ME)NM, = ef(E)e
En particulien [Me)“e= M“/\Me = eM’e et Spa®c Spa ,

(iid) Si e est dans Le centre de M , pour toute partie E {fermée de G,
e
on a qg = eq; . En particuliern, 44 G =R , on a pour t€ R

Qe a C!e o
Ay = € q et q, = €4,

(1) est évident, et (ii) provient de 3.11 et du corollaire 7.8
e

e
( iii) d'aprés ii), on a Agﬂ Me [ AE . Réciproquement, soit x € Ag

et y € M*(E)
On a X=Xe , et y= ey + (1-e)y , avec
e
ey € eM*(E) = M* (B) .
e
Donc xy = x(ey) = 0. Cela prouve que A% = Ag N Me et donc
e
o =
9 € ag
D'autre part, on en déduit aussi
- e -
e M*@®H™ = [M* (B) edH]” pour toute partie E fermée ,

donc a fortior| compacte, d'oli, par (3.5 (ii)), pour tout ouvert, en

e -~ . .
particulier pour ] t, » [ . On a donc q: - eq: et a la limite
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8.6. Notations -

(i) Etant donnée une représentation unitaire U fortement continue de
R dans %(H) , on notera PU sa mesure de Stone. On a (3.7 (ii))

PU(B)H = I-P(B) pour tout borélien B de R .

=

En particulier, si U est le groupe 3 un paramétre canoniquement
associé 3 o (cf. 8.4.), on a

@0 (s,=D = (@ - a9H= BM{s,*D ¢ H
pour tout s € R
(ii) Nous noterons RP(a, %(H)) 1'ensemble des représentations unitaires

fortement continues de IR dans ®(H), qui induisent sur M 1la représenta-
tion o , et qui ont un générateur infinitésimal autoadjoint positif.

si U € RP(a, ®H) ), ona H=H ([, +[)

(iii) Nous noterons RP(a,M) 1le sous-ensemble de RP(o, % (H)) formé
des représentations a valeurs dans M .

8.7. Lemme - Supposons que G =R . Soit e Le plus grand profecteur
du centre de M majons par q_ . Alons ce projecteun appartient a M .

Le ghoupe a un paramétre v°® canoniquement associé a o® opére sur eH
et appartient a RP(a® , Me) 3 AL est minimal dans Le sens suivant :
pour tout V€RP(ae , en)) , et teR ,ona

PUe (]t’w[) 3 PV (]t""’[)

A

Comme gq, est fixe pour les o, , qui laissent globalement invariant le

centre de M, on voit que oy (e) = e, pour tout t réel.
e
Le groupe 3 un paramétre U® opére, par définition, sur q: eH . Comme
€ o . ~
q: = eq, (8.5.1iii), on voit que i opere sur eH .

Par ailleurs, on a, pour s,t dans R, [ef 7.6)

e ae ote
M ([t,=[) M (s,=DeMy (s+t, =D
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et donc
e e _ € _
My ([t,=D M Os,=[) e ] e M (s+t,=)) et ]

ou encore, par 8.6

-]

o® Ut §)
M ([t,=D (eM” (Is,=D c (D)™ (Is+t, =))

soit, par 6.13
e ye

Mae <DU .
([t,=D ¢ (e ([t, =D

(5]

pour tout t réel.

Mais U° est 3 valeurs dans Me (cf. 8.4). Me est donc globalement
e
Ut U q,Ue,Uel M

invariante par ¢ . Posons B8 =

Par 3.11, on a

e 8
M ([t=D e M ([e=[) -

[S]

ce qui entraine, par 6.16, =8

Ainsi U° appartient a RP(ae s Me) .

Soit maintenant V € RP(Qe , $W(eH)). Pour tout t réel , et a dans
e

M, (t,»D, ona
aeH = a(e H)V (fo,+=D ¢ (et (Jt,=[)

(par 8.6 ii) et 6.10).
b (@Y Je,e) e e V(1t,=D (cf. 8.6 1).

d'ot le résultat.
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8.8. Théoneme - (Borchens)
Supposons que G =R . Les conditions suivantes sont Equivalentes:

(i) RP(a, HE)# 0
(4) RP(a, M) # 0

a

(Lid) @ = 1

(<v) M M, H] = {0}
t

(i) =@ (@v) Soit U € RP(a, %(H)). Alors, pour tout t réel ,

MH = M (Jt,°) H([o,+=[ ¢ H (Jt,+[
(cf 6.10).
Donc Q M, H] ¢ Q(PU (dt,=D W = [/t\ By (Jt,=D J H= (0}

(i => (iii) Evident par définition de q; et q; (1 - qi est le

projecteur sur () [Mt H] 7).
t

(iii) = (ii): Si q: = I, le projecteur e du lemme 8.7 estégal 3 I .
Le lemme 8.7 fournit alors U € RP(a, M)

(i1) => (i) trivial.

8.9. Théondme - (Kad(son - Sakai)

Toute dérnivation D d'unc algebre de von Neumann M est intérieure,
L.e. du type D, : X v ax -xa .

Si D est antihermitienne, son spectre est néel, symétrique par rappont
a 0, de bornes -iiDN et iiDlhon peut choisin a dans M, positif , Zek que
flae =1 DIMe || pour tout projecteun e du centre de M.L'Efement a ainsi

chodisi est unique, et c'est Le plus petit élément positif de M qui induise
D.
En utilisant le théoréme du graphe fermé, on démontre que D est wn

élément de L M) ([18] lemme 3. p. 308). D'autre part, ona D = D,1 + i D2
ol Dy et D, sont les dérivations antihermitiennes.

—_

D, (x)

7 [D6) - DGxM™ ]
D, (x) !

7w (D@ +D&x9)*]

1
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Pour démontrer le théoreéme, il suffit donc de considérer une dérivation
antihermitienne (i.e. telle que D(x*) = -D(X)* , “ x€M). Alors, pour
tout t réel, exp(it D) est un automorphisme involutif de M. Donc

o : tr> exp(it D) est une représentation automorphique continue de IR
sur M . La proposition 6.7 montre que Spa= Sp Dc [-IDIi,IDI]cR .
Par 3.17, Sp o (et donc Sp D) est symétrique par rapport 3 0 . Comme D
est hermitienne au sens de ([2]’§5) , son rayon spectral est égal 3 sa norme,
donc -IDIl et IDIl sont les bornes de sp D dans R . D'aprés 8.3 iv),

pour t:z DI, ona q: = I . Donc q. = I.

IS

Soient a et U 1'opérateur positif et le groupe 3 un paramétre
canoniquement associés & o . Comme qf: = I, U opére sur H . De plus,
comme a =fi‘)D” t dq, , on voit que fall<UD|i
En dérivant en 0 1'identité

exp(it D) (x) = exp(ita)x exp(-ita)
On voit que Da = D.
Soit maintenant e un projecteur central de M. On a
De = De’ = e(De) + (Dede = 2 e(De)

Donc e(De) = 2e(De) et e(e) = 0. Donc De= 0.
Ainsi, tout projecteur central de M appartient a M* . Le lemme 8.5 iii)

montre alors que ea est le générateur infinitésimal du groupe U® associé

a3 o«° . La démonstration précédente, appliquée a Me , montre alors que

D,g = DM, et flae Il < lll)lMe Il

Soit maintenant un autre &lément b positif de M tel que Db = D.
Alors, pour tout projecteur central e, la représentation Ve: t > exp(itbe)

induit o€, Donc V€ RP(ae , @(eH)) . Mais, par 8.7, on a donc
Py (Jt,=[) < P (Jt,=[) VteRr .
U, v !

Prenons t = lbell . On a Pve(]llbell ,*[) =0 et donc

P (Jt,»[) = 0. Ceci entraine libell il aell
U
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Supposons maintenant que (a—b)+ soit non nul . Il existe alors
un A > o et un projecteur spectral e de a-b tel que (a-b)e > e .
Comme Da = Db , on voit que a-b (et donc (a-b)+ et e) appartient au centre

de M . Pourtant, la relation (a-b)e 2 Ae conduit 3

libell <ltbell+ A =1lbe + 2re Nl <Haell

et donc 3 une contradiction . Donc (al-b)+ 0, c'est adire a ¢b .

Remarquons enfin que si on pose ¢ = a—;—uau, on a
1
D.= D, = D , etdonc cll 3 7 ]}

Par ailleurs, le calcul fonctionnel montre que || ¢l < %—ll all .

Donc el g ;-llall < —"-—g——" <hchl , donc Hall = WDKK .

u

On montre de méme que llae |l = |l DIMe .

L'unicité de a résulte facilement de ce qui précidde .

8.10. Lemme - (Arakd)

Soient M une algébre de von Neumann opérant sur un espace de Hilbert
H, U une reprdsentation unitaire fortement continue de R dans H,
Zelle que pour tout t de R" , Ut appartienne & M. Alons il existe
une représentation unitaire fortement continue 7 de R" & valeuns dans
Le centre de M , telle que La représentation UZ : t +—> Ut Zt vérnigie

La condition sulvante : pour tout voisinage @ de 0 dans R, 1e
projecteur PUZ(Q) a powr suppwort central 1 dans M .

Notons que si M est un facteur, il suffit de prendre 6 dans Sp U,

et Zt = <9,t> I pour tout t de R®

Alors, on aura 0 €sp UZ (cf. 3.16) et donc PUZ(Q) # 0 pour tout voisinage
de zéro 2 (cf. 3.8 ii) )
Dans le cas général, considérons une partition de R® , soit (Ej) ,
jeJ
composée d'hypercubes semi-ouverts de longueur d'aréte égale a 1. On a

: Py (Ej) = 1

j€J
Comme J est dénombrable, on peut construire par recurrence une famille
Q) de projecteurs 2 & 2 orthogonaux du centre de M tels que
J jeJ
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Z QJ' =1
(1) jed
Q < <y () Vied

(pour tout projecteur e de M , on note c(e) son support central).

Pour tout j de J , soit ej un point de Ej . Posons

Z,(®) fZ<e.,t> Q.
jed J J
On a ainsi une représentation unitaire fortement continue de R , 4a valeurs
dans le centre de M .

Découpons maintenant chaque hypercube Ej en 2" hypercubes

(Ej,k ) semi-ouverts, de longueur d'aréte égale 3 1/2 . On 4 ,

_ n
1 ky=1,...,2
pour tout j€J n
]
P.(E. ) = P,(E) ,
k1=1 Y J,k1 U]
on
L€ P (E., .
Et donc o5 <k1Z1 c(Py (& k1) )
Pour tout j de J , il existe une famille (Qj k ) de
1 l=1,..0,2"
projecteurs du centre de M , 2 & 2 orthogonaux, tels que
fn
Q = Q"
b k,
et O, € @)

Pour tout j de J , et k1 de {1,...,2" , soit ej X un point de Ej k
> Hl

1 1

Posons n
2
Z,(t) = <0. ,t> .
1( ) g z Jsk1 QJ k-'
& k=1

ce qui définit encore une représentation unitaire fortement continue de
R" cans H , 4 valeurs dans le centre de M.

Par récurrence, pour tout p€IN , on construit une partition de R en
hypercubes semizouverts de longueur d'aréte égale 3 JF , Soit
2
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( Ej,k1,...,kp ) JETKy ok € (1,20

~

Id . - > . .
Par recurrence, on associe d cette partition une famille de projecteurs

du centre M , ( Qj,k1, '°’kp) . 232
€T, Kpsee s dp€ 11,0, 20

orthogonaux, tels que

N
) Q = Q
=1 J,k1’ "’kP J’k‘l,° ’](‘P_‘l
@ (B ))
<
QJ ’k‘l ’* ’kP = c U( J ’k‘l ’°* ’k
Soit alors 6. un point de E. . Posons
J’k1,""kp J)k1’ "’kp
N n
p® = 1L e BB e Gk,
j€J k1=1 kP=1
M n
iy -
Comme )} [} ... } Qj,k1,...,kp = I (par (1) et (2) ) , c'est
j€J k=1 =1

. cens . n s
encore une représentation unitaire fortement continue de R~ , 3 valeurs

dans le centre de M .
La suite Zp(t) ainsi formée converge uniformement sur tout compact de RrR"
pour la topologie normique. En effet, on a

Lo (®) = Zp() =
) %n %n
= <9 . ,t> Q.
EIS SR UL 10 SO S
jeJ k=1 =1
1 Kpy 1 n n
- 5L b Q.
'EJ kz 1 k§1 5Kk QJ,k1,...,kP
3 - i,
n Zn

2
Do ( <e; ,t> - <6, t) Q
z L Z _‘j,k1,...,kP+1 J,k_],...,kp J,k1,...,kp+1

jeJ k1=1 kp+1=1
d'od
Nz, ) -z,0t) Il g sup | (e, - 6. [t) |
P+1 p € Keyerns K ,e.nk
i1 SRR S Jokpseeeskpyy o Tokpseenky
el &
2
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D'ol le résultat .

Posons Z, = lim ZP(t) . Les propriétés de la suite Zp(t) assurent
poe

que 1'on obtient ainsi une représentation unitaire fortement continue de R ,
a valeurs dans le centre de M .

Soit © un voisinage ouvert de 0 dans R® . Il existe q tel que

E. - E.
3aKyseenok 3okysenesk

<a j ok def1,. 2"
q q pourtous;deJ,etk1, kpe{1, 2}

Par ailleurs, on a, pour tout pdelN , j de J, k1,...,kp del1,...2M

P, () Q. = P . (Q+ 6, ) Q.
UZP J,k.l,...,kp U J,k1,...,kp J’k1""’kP .
Sionprend p > q , comme 6. € E. c E. ,
J,k1,...,kp J,k1,...,kp J’k1""’kq

on a (Ypza, Vied, Vk,.., k€ {1,...,2")

By, @) Q > Py (E; ) o
UZP J,k1,...,kp U ],k1,...,kq J,k.],...,]i).

. . n
Si on somme ces relations pour tous les kqﬂ"”,l&) €{1,...,27 },

on obtient (en utilisant (2) ) (Vp >q,Yj€d, Vk1,...,kq€ {1,...,2n) )

Py (@) Q. > Py(E: ) Q
UZP J,k1,...,kq U J,k1,...,kq J,k1,...,kq .

Si on passe 3 la limite suivant p , on trouve (Vied, \/k1,...,kq€{1,...,2n3

Q) Q. 5 i .
Pyz @) QJ,k.I,...,kq PU(EJ,kP...,kq) Q;,

et donc, pour tous j de J , k1,...,kqde{1,...,2n} ,0na

Py ) Qj,k1,...,kq 2 clfy (Ej,k1,...,kq)? Qj,kl,...,kq

X (@).

7 Q
3,k q

IR
On a donc

C(PUZ(Q))Qj,k1,...,kq = Qj,k1,...,kq

pour tous j de J , et k1,...,k dans {1,...,2“}.

q
8i on somme toutes ces relations, on trouve

c(®y@) = I.
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8.11. Theondme - (Bornchers)

Supposons que G = R" Soit € un cone convexe saillant fenmé de

R . Soit U une neprgsentation unitaire fontement continue de R sur H,
tefbe que U MU = M powr tout t€R' , ot telle que Sp U s0it inclus

dans C . Alons, il existe une nepnésentation unitaire fortement continue
U' de R® sun H, & valeuns dans M , telle que sp U' « Sp U ,et vérifiant
U xUS = 0 xu®, Vee R,V xe M.

Posons o= <I>U’U|M .

Choisissons une base (e1 ,...,en) de R® telle que C soit inclus dans le cone

{t;e1+...+t e ;ty20, ..., t

>
n €n n,o}.

Soit ji 1'injection t+— te; de R dans R" ; alors ji est la
projection de K" sur Re€; . Ona, par (3.14 (iii))

U o3y = [; e Wl elf; ©) =1
On en déduit que U o ji € RP (a o ji > HBH) ). Par 8.8 , il existe
Vi € RP{o o ji , M). Plus précisément, Vi est le groupe 3 un paramétre
canoniquement associé a3 a o iy -

Soit i #1i, et toclR. L'automorphisme o o jio(to) commute 3 tous
les @ o j;(t) (t€R) ’ donc, par 8.3.Vv), ao jiO(tO) laisse invariant
tous les opérateurs Vi (teR). Mais cela s'écrit aussi
vio Vi

t

i .
* i
v,o%= vy VY t€R.
t:C) tO

t

Cela était vrai pour tout t, de R , et pour tous i et io dans {1,...,n}

on en déduit que tous les Vi (i=1,...,n; teR) commtent entre eux.
. 1 W
Si on pose ) = V. ... , on a donc une
t1e1+. . .*tnen t1 tn

représentation unitaire fortement continue de R? , 4 valeurs dans M , et
qui induit évidemment o sur M.

On a donc, pour s,t de R®

* _ - *
Ug Ve Ug™ = o (Vt) Vs Ve Vs vt
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Donc US et Vt commutent,; 1'application
v ¥
t— Wt = Vt Ut
est donc une représentation unitaire de R" fortement continue, 3 valeurs
dans le commutant M' de M. Le lemme 8.10 appliqué a la représentation
W et a l'algébre de von Neumann M' fournit une représentation Z fortement

continue, a valeurs dans le centre de M, telle que, pour tout voisinage

2 de 0, le support central de PwZ (2) soit I.

Posons Ué = Vt Zt* . Comme Z est 3 valeurs dans le centre de M ,
t— U,'; est encore une représentation unitaire fortement continue de R® ,
a valeurs dans M, et qui induit o sur M.

Par ailleurs, on a, pour tout t de RrR"

N = =
Ug Wy Z¢ Ve Wi U

=

Comme Wt Zt appartient 2 M' , et U% a M, on peut appliquer (6.21.(iii)),
et ona
Pyt (Bg) By (B)) € By (Fy + Fy)

pour taus fermés F, Fy de R .

En particulier, si ©¢Sp U= Supp PU , 11 existe un voisinage compact

2 de 0 tel que PU e+e+) = 0
On en déduit PU' (0+0) PWZ(Q) =0
d'ol :
M'PU.(9+Q) P ()H = {0},
ou encore PU,(9+Q) M' Py (@)H = {0} ,
soit PU'(9+Q) c(PWZ(Q) =0
et donc PU' (6+0) = 0
On en déduit que e-f Sp U' ; donc SpU'cSpU.

8.12. Théondwme - [0Lesen)

Supposons G connexe, et o continu pour La topologie noumique
des automonphismes. Alons, L existe une représentation unitaire nomique-
ment continue U de G sur H, a valeurs dans M , qui induit o sur M .
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Comme G est localement compact abélien connexe, il existe un entier
n et un groupe compact (connexe) K tel que G = R'x K ([35],1:h.2.4.1)
Notons j 1'injection K — G, et ji(i=1,...,n) les n injections

R — G correspondante & cette décomposition. Les applications duales
sont les projections correspondantes.

Comme o est normiquement cont:i.nue, Sp o est compact (prop. 6.6) et
donc Sp(a o ji) = }i (Sp o) aussi. D'aprés 8.3 iv), on en déduit que
1'opérateur autoadjoint positif canoniquement associ€ a3 a o ji est borné.
Le groupe 3 un paramétre Vi canoniquement associé @ a o jj opére donc
sur H, et est normiquement continu. Par (8.7), il induit o« o ji sur M.
Par ailleurs, soit t, réel, et i #i, ao jio (to) commute 3 tous les
a o Jt(t) Donc, par 8.3 Vv), a o J (t ) laisse invariant tous les opéra-
teurs V (t€R). On en déduit que tous les V (i=1,...,n ; t€R) commtent

entre eux. De méme, pour tout g de K, a o j(g) commute 3 tous les
a o ji(t) . Donc, tous les V,t (i=1,...,n; t€R) sont invariants par les
automorphismes o o j(g) (g€K).

Le groupe dual K de K est discret, et peut &tre totalement ordonné
(cf [35] 8.12 a) et 2.5.6 c) ). Pour un tel ordre, soit S le semi-groupe
des éléments positifs. Notons P le projecteur sur le sous- fermé
[:MmOJ (y+S)H:|- Comme Sp o est compact , Sp (¢ o j) = j (Sp o) aussi; de
plus, il est symétrique par rapport & 0 (car « o j est une représentation
involutive). I1 est donc de la forme

{- Ypseees = Ypo 0, Y1,...,yp} . Supposons que les éléments ]
aient été ordonnés, i.e. que O = Yo € Yp € e $Yp
Pour tout g de K , posons

P
W = z <g,Yi> P -P )+<g’YP> P

g . Yi Yid Yp

i=o

Ona P, = I car 0€S et donc I€ M*) (S). On obtient
0

donc ainsi une représentation W normiquement continue de X sur M,
telle que P,({y:}) = P ~ P (0sigsp-1)

W Yio o Yi

= P si i=P
Yp

92



ALGEBRES DE VON NEUMANN

On vérifie alors facilement que Pw(y+S) = PY .

D'autre part, on a, pour tous YqsY, dans K
M (r,48) M) (1,48) € M (yyrv,8)

et donc

0j
M (y1+S)PY2H S Py oy, H

et donc, par (6.13)

s A -
(') € @’ (1y*9) Vv ek .

W

Comme W est 3 valeurs dans M , laisse stable M . Posons

g = ¢W’W|M . On a alors
M (08) M (y+9)

et donc, par (6.16) aoj= B
Donc W induit @ o j sur M.
D'autre part, comme les opérateurs Vi sont invariants par les a o j(g)
on en déduit que les V,i commutent aux Wg .
Ainsi

1
(t1,...,tn,g) —> Vt V? Wg
1 n
. n
est une représentation unitaire normiquement continue de R x K dang

M, qui clairement induit o sur M.

NOTICE BIBLIOGRAPHIQUE .

Les énoncés 8.1 & 8.9 proviennent, pour 1l'essentiel,de [1] . La
premiére démonstration du théoréme 8.9 , par des méthodes différentes, a
été fournie par R.V. Kadison [24] et S. Sakai [36] . Le lemme 8.10 est di
a3 H. Araki qui ne 1'a pas publié. Il permet de démontrer, en utilisant les
techniques d'Arveson, le théoréme 8.11 de H.J. Borchers, pour un clne
convexe saillant fermé quelconque de R" . On trouve dans [31] une démons-
tration de ce théoréme, lans le cas ol le cOne est [o,+°°[n , qui utilise
également les idées d'Arveson. En ce qui concerne ce théoréme de Borchers
on peut aussi se reporter 3 [3], [4], [5] ol des méthodes différentes sont
employées.

Le théoréme 8.12 est di a D. Olesen ([29], th. 4.2 ).
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§9 GROUPES D'AUTOMORPHISMES D'UNE C*-ALGEBRE

Soient A ume C*—algébre , A' son dual, A o 1'espace vectoriel sous-
jacent mmi de la topologie o(A,A'). Alors (A, Ao) est une algebre de
Banach involutive bitopologique au sens du §7 .

Soit A" 1le bidual de A identifié 3 1'algébre de von Neumann envelop-
pante de A . Si o désigne une représentation automorphique involutive
normiquement continue d'un groupe localement compact G sur A , nous noterons

Yy 1a représentation bitransposée de G sur A" .

9.1. Proposition (Corollaire du theondme de Kadison-Sakai).

Soit D une dénivation antihermitienne d'une Crakgebre A . Alorns D
se prolonge de manidre unique en une dérivation antihenmitienne D de A",
continue powr o(A", A'). Le plus petit élément positif h de A" ztel que
D(x) = hx - xh pour tout x € A" est semi-continu infériewrement nelativement
d A etona Hhil=liDI.

I1 résulte du théoréme du graphe fermé que D est continue (cf. 8-9).
En bitransposant D on obtient un prolongement D de D i3 A" qui est
continu pour o(A",A'). Utilisant la densité de la boule unité de A dans
celle de A" pour o(A",A') on vérifie facilement que D est une dérivation

de A". Pour s€R , la série b 111- (is T))na converge uniformément sur la
n=o
boule unité de A" , donc exp(isD) est continu pour o(A",A') sur cette boule

unité et coincide avec o s~ exp(isD) sur la boule unité de A . On a donc

exp (isD) = (ttm)s . Posons B = ta et B=A".

On sait que BB( Is, =[ ) est 1'adhérence de A*( ]s, =[ ) pour o(A",A")
pour tout s de R (cf. Rem. 6-8-b). Il résulte de la proposition 8-1-iii)

que ps =1- qz est la borne supérieure des supports des &léments y* ol y

parcourt A%( Iss=[ ). Or le support de tout élément de A est un projecteur
semi-continu inférieurement de A" et la borne supérieure de tels projecteurs

est semi-continue inférieurement (voir [13],§ 2-2)

Posons d = IIDIl= DIl . Le plus petit élément de B’ induisant D est
d 8 n-1 (k+1)d/n 8

h = /J t dq . Pour tout ne N,ona h= ) ( tdq,
0 ko kd/n
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Considérons alors

n-1
k B B
=] =dfaq - q
™ k=0 ( (k+1)d/n kd/n)
n-1
AT, )
k=0 kd/n (k+1)d/n
-1 n-2
ar ¥ B
= ;[ ] ke -7 kp l
k=1 kd/n k=c (k+1)d/n’
-1 n-1
ar @
- 5l -] Genpf )
k=1 kd/n k=1 kd/n
_d n-1 pB
k=1 kd/n
On a os h s h ¢ h+ %1 pour tout ne N, donc h est limite

normique de hn et par suite semi-continu inférieurement .

9.2. Définition Le plus petit élément positif h de A" tel que
Dx = hx - xh pour tout x€A sera appelé le générateur positif semi-continu
inférieurement de D .

9.3. Lemme: Soit D une dérivation antihermitienne d'une C*-atgibre A.
Soient h,_ et h_ Les génirateuns positifsd semi-continusd infériewrement de D
e¢ -D. Alons h_+ h_ appartient au centre de A" et, pour toute reprisen-
tation factonielle T de A, ona

T (h, +h)0=0T ()= WnoDlI,
(o T désigne Le prolongement canonique ¢l a A").

Comme -h_ est un générateur de D , il est clair que h, + h_ appartient
au centre de A" , d'ou

m fith, +h) = I Wch, +h)Il1 ,
Comme 0<h <h +h ,ona
€Tl s WTCh, +h) I,

Supposons qu'il existe e > 0 tel que
2) I Th )0 s HTch, + b - €.

D'aprés (1) et (2) , cela entraine

Th) <T@ N1 ¢ Tth, +h) -¢ .1
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d'ol

0¢ TCh) - e.1 .
('est impossible, puisque T(h.) est le générateur positif minimal de To(-D)
(cf. 8-9). Donc W (h,) = TN(h, +h) .

Comme 1 est quasi-équivalente a une représentation de la forme
X+ Px ol P est un projecteur du centre de A" , on a

ImoDl= Il Bp Il , on T)p désigne la réduite par P du
prolongement D d D a A", puis , d'aprés 8-9
ImoDU= NP = NOGBON

ce qui achéve la démonstration.

9.4. Proposition Soit D une dérivation d'une c* -algebre simple A .
12 existe un multiplicatewr h de A tel que D(x) = hx-xh pour tout x
de A.

Comme A est simple, toute rcprésentation non nulle est isométrique; il
en résulte que la fonction T +—> || nch, + h )|l , définie sur 1'ensemble des
représentations non nulles de A , est constante, donc continue, le théoréme de
Dauns-Hofmarn ([33], cor 4.) , indique alors que h, + h_ est un multiplicateur
de A, donc est semi-continu supérieurement relativement 3 A [[35] , th. 2.5 ) .
I1 est donc de méme de h, = (h, + h_)-h_, ainsi h_ est un multiplicateur de
A (op. cit).

9.5. Proposition Soient A une C*-algebre, o une représentation automon-
phique involutive Equicontinue de R dans A , ¢ un &Lément de A' ,
(71,H,E) Les objets de La neprésentation de Gel'fand-Naimark-Segal associle &
l¢] . t

S'it existe o dans R el que ¢ appartiemne & A' * (J-=,8 ) , La
neprésentation N est covariante relativement & o , c'est-a-dire qu'il existe
une reprisentation unitaire continue u de R sur H , telle que

Vse R ,¥xeA |, T () = ug 1) us*.

I1 existe une isométrie partielle v de N(A)" telle que

v¥vV £ =¢
$(x) = (nx) gl ve) , VxeA.
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Soit He 1*adhérence de 1'espace vectoriel m(A” (]e,+m[))g ;

il résulte de 3.5.(vi) que Hy= V H, et H= V H . On pose
8'<8 o °
H, =) H .
Comme A%( [6,2+=[) A* (Jo',+=[) c A® ( Je+e', +=[ ) pour tous 6,8’

de R, on a

m 1A% ([e,+=[)) Hgy © Hyr
d'ol RAY([o,+=[) H, cH YecR |,
puis I (A) H cH

11 résulte de 3.13 i) que ¢ annule A® J e°,+m[), autrement dit

H(Aa( ]eo,+w[ ) & est orthogonal a v ¢ , donc Hy est orthogonal 3 v ¢ ,
0
ainsi que H_ 3 fortiori. Comme ce dernier espace est invariant par IN(A),

on en déduit que H_ est orthogonal & T(A) v £ ; comme v appartient i
M(A)" , il résulte de la définition de v que,finalement, H_ est orthogonal

a T ()" & ; comme & est totalisateur cela implique H_ = {o}.

I1 résulte de ce qui précéde que la famille Py des projecteurs sur Hy

est une résolution de 1'identité. On pose

ug = {exp(ise) dpe .

Considérons la représentation s+ u p de R dans H. Comme He =

B (]e,+w[) , on voit que la relation (1) ci-dessus entraine, d'aprés 6.13 iii),
. LR
nC A ([o,+=D)) ¢ HE ([6,+=D-
En regardant 1 comme un élément de ¥ (A, %(H)) , cela entraine, d'aprés

6.13 ii), wu

Qa,‘i
I € %A, %0H) ([0,+=D
soit, comme I est involutive , u.u
o,§’
1e B oM ({o}) (cf. 3.1D)
autrement dit
VSCR ¢t‘;uoﬂo o,s= n,
d'od us"' Tlag(x) ug = N(x) Y x€ A,
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NOTICE BIBLIOGRAPHIQUE .

L'énoncé 9.5 est di 3 W. Arveson ([l], th. 5.3) . Le reste du
paragraphe provient de [32] . S. Sakai avait auparavant &tabli la

proposition 9.4 par une méthode différente dans [38] .
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§10. éQUIVALENCE EXTERIEURE POUR LES GROUPES D'AUTOMORPHISMES D'UNE ALGEBRE
DE von NEUMANN.

Dans tout ce paragraphe nous considérons une algébre de von Neumann
M et un groupe localement compact commutatif G. Nous appelons plus
briévement représentation continue de G sur M toute représentation auto-
morphique involutive continue de G sur 1'algeébre de Banach bitopologique
involutive (M,MO) ou M, désigne 1'algébre M mmie de la topologie ultra-
faible.

10.1. Lemme. Soit o une reprdsentation continue de G sur M et s0it
£'ensemble des idéaux a gauche non nuls de M, ultragaiblement fermés et
stables pan L'action de o(G). L'application N —> ey associant a tout

N € N son plus grand projecteur est une bijection de o sur L'ensemble des
profecteuns non nubs de M*.De plus ey appartient au centre de M* 54 et seul-

ement 84 £'¢eément N de i edt stable par Les multiplications a droite
et a gauche pan Les ELéments de M* .

Si N est globalement invariant par o(G) , son plus grand projecteur
g p
ey est dans M* . De plus, il est clair que N —> ey est une bijection de

o sur 1'ensemble des projecteurs non nuls de M* . Enfin, N ed” étant un
idéal a gauche, il est stable par les multiplications a droite et & gauche
par les &léments de M” si et seulement si il est stable par les automor-
phismes intérieurs associés aux unitaires de M* , c'est-a-dire si et
seanlement si ey est invariant par ces automorphismes. Cela montre la
derniére assertion du lemme.

10.2. Remarques. Conservons les notations du lemme précédent. Les
hypothéses faites en 7.11 sont vérifiées pour 1'algébre de Banach bitopo-
logique (M,Mo) et la représentation a . Nous interprétons ci-dessous
dans ce cadre certaines considérations de la fin du §7.

a) Soient Neuf et e son plus grand projecteur. Si B = NN N', on a
bien slir B = e Me , d'ol sp aB = sp o« . En particulier, compte-tenu du
lemme 10.1, 1'ensemble I'(a) défini en 7.11 n'est autre que 1'intersection
des fermés sp o lorsque e décrit 1'ensemble des projecteurs non nuls de

M.
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b) Soit e un projecteur de M* de support central égal 3 1 dans M. Alors
il n'existe pas d'idéal bilatére ultrafaiblement fermé contenant 1'idéal
d gauche Me et distinct de M. Par conséquent, d'aprés la proposition 7-14,
I'(a) est égal 3 1'intersection des fermés sp o lorsque f décrit 1'ensem-
ble des projecteurs non nuls de M* majorés par e . Ainsi, compte-tenu du
fait que (eMe)°le = eMM)e (voir lemme 8.5.ii)), on a I(a) = I‘(ae).

10.3. Remarque . Conservons les notations précédentes. Soient e un
projecteur non nul de M’et & son support central dans M* . Montrons que
sp of = sp ge . Puisque o est wne sous-représentation de o® ,ona
spaeC sp o® . Pour montrer que sp aeCsp o il suffit de vérifier que
pour tout fermé P de G tel que

e e
(&8)* (P) # 0, ona (eMe)® (P) # 0 (voir prop. 3.7).
e
Soit x un élément non nul de (&M&)® (P) = M* (P)N (aM&) (voir lemme

8.5. ii)). Etant donné qne € x € # 0 et que € est la borne supérieure des
projecteurs ueu* lorsque u décrit 1'ensemble des unitaires de M, il
existe deux unitaires u et v dans M  tels aue ueu® xv ev*# 0. Posons
y = eu*x ve. Alors y est un élément non nul de eMe, et d'autre part y
appartient 3 M*(P) d'aprés la proposition 7.6. Ainsi (e Me)*° ®) =
M*(P) N (e Me) n'est pas réduit a 0.

I1 résulte de ce qui précéde que I'(a) est €gal 3 1'intersection
des fermés sp a® lorsque e décrit 1'ensemble des projecteurs non nuls

du centre de M* .

10.4. Proposition. Soit o une représentation continue de G sur M telle
que M* 40it un facteun. Alors sp a est égal a T'(a) , et sp a est donc
un sous-groupe fermé de G.

Cela résulte de la remarque 10.3 et de la proposition 7.12 (voir

aussi le corollaire 7.9)

10.5. Lemme. Soit o une représentation continue de G sur M. Le noyau
de o est égal & L'annihilateur de sp o dans G , et par conséquent est
contenu dans L'annihilateur H de T(a) . De plus, on a sp o = T'(a) 84 et
seulement 54 Le noyau de o est égal a H .
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Comme T (a) est un sous-groupe fermé de acontenu dans sp o , il est
8gal 3 sp a si et seulement si son annihilateur est égal i celui de sp a .
I1 reste donc a vérifier que 1l'annihilateur K de sp o est égal au noyau
de o . D'aprés le corollaire 6.3 un élément g de G appartient 3 K si
et seulement si le spectre de a dans 1'algébre de Banach des applications
ultrafaiblement continues de M dans M est égal 3 1, c'est-a-dire si et
seulement si % = 1 d'aprés le corollaire 6.4.

10.6. Déginition. Sodent o et B deux représentations continues de G sur
M . On dit que o et B sont extérnieunement Zquivalentes, et on eernit

arn B, 8'4L existe une application forntement continue gir—> ug de G dans
Le groupe unitaire de M telle que

m =u a_ (u_) pour tous g,, g, dans G ,
g, 1 2

u
g1+g2 -4 4]
(2) Bg(x) = ug ag(x) u; pour tout xeM et tout geG

10.7. Remarques. a) On vérifie immédiatement que la relation w est une
relation d'équivalence sur 1'ensemble des représentations continues de
G sur M.

b) Soient o une représentation continue de G sur M
et gr—> Uy une application fortement continue de G dans le groupe uni-
taire de M telles que la condition (1) de 10.6 soit vérifiée. Alors en

posant Bg(x) = ug ag(x) ug pour tout xeM et tout geG, on définit wne

représentation continue 8 de G sur M extérieurement équivalente 3 o
c) Si awB, pour tout ge G 1l'automorphisme egoag—1
est intérieur. Mais deux représentations o et B telles que pour tout

g€ G 1'automorphisme Bgo a-1 soit intérieur ne sont pas nécessairement
extérieurement équivalentes (voir 10-10).

10.8. Proposition. Soient o et B deux reprisentations continues de
G sur M . Soit (eii) un systeme d'unités matrnicielles pour Le facteurn
F, de type I, . Onaoawp sl et seulement 84 AL existe une reprisentation
continue y de G sur M @ F2 vernigiant, pour tout geG et tout xeM ,
Yg (XOeH) = ctg()()®e11

Yg (x® ezz) Bg(X) ®e,,
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Soit g+ u_ une application fortement continue de G dans le groupe
unitaire de M , vérifiant les conditions (1) et (2) de 10.6 . Si geG ,
notons wg 1'unitaire 18’e11 + ug ® € € MG'F2 , €t pour tout xeMB&F2
posons y g(x) = Wg(“g ® 1) wg . On voit immédiatement que pour tout

= = * =
X€Mon a yg(xwe”) = ag(x) ® e et yg(x@ezz) = ug ag(x)ug® €
Bg(x)®e22 .
De plus, pour tous g1:8, € Gon a

w =
B1%8y = 18011 * Uy g @ O

1®e., +u u e = w 1 .
1MV oy Bg) @ T Vg 0 ® 1 ()
On en déduit que g+—> y_ est une représentation continue de G sur
M®F, , extérieurerent équivalente a la représentation g —> ag®1 (voir
10.7.b)).

Réciproquerment, supposons qu'il existe une représentation continue
g g de G sur M®F, vérifiant les conditions énoncées dans la propo-
sition. Alors les projecteurs 119e11 et 1®e22 sont fixes par y(G). On
déduit des relations (1®e12) = 1®e21 , (1®e12) (1®e12) = 1®e ,

* ' -
et (1®e21) (1®e21) = 1®e que pour tout geG 1'élément Vg yg(1¢e21)

22?
vérifie
* _ * o
Vg Vg = 1®e22 et Vg Vg 1@e11 .
Par conséquent Vg est de la forme ug@ €1 ol ug est un unitaire de M.

L'application g+— Uy est évidemment fortement continue, et pour
tous g, gzeG on a

® ey = Y (1®e21) = Yg1(ug2® )

Yg,*g, 22,

Yg1 (1®e,,) Yg1 (ug2® eq)

(ug1 @ ey (ag1 (ug2)®e1 )

= ug1 ag1 (ug2)®e21 ,

d'od - w ) .
* Yere "% %y Cg,)
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Enfin , pour tout xéM et tout geGon a
B () ®eyy = v (x®ep) = v, (1®ey1) vy (x®eqy) 1g(1®eq5)

= (ug@ e21](ag(x)®e11) (u;@-en)

*
ug ag(x) ug ®e,, »

et par conséquent les représentations o et B sont extérieurement équivalentes.

10.9 Theoreme. Soient a et B deux reprsentations confinues extériewrement
equivalentes de G sur M. Alors on a T(a) = T'(B)

Soit vy une représentation de G sur M@F, possédant les propriétés énoncées
dans la proposition 10.8. Les projecteurs 18>e11 et 1®e22 sont invariants par
v(G) , et leur support central dans M®F, est égal 3 1. On a donc I‘(y1®e“) =
r(y) = r(y10e22) (voir remarque 10.2 b)). D'autre part on a évidemment
I‘(ym’e”) =T(a) et I‘(y19622) = I'(8) par isomorphisme, d'ol I'(a) = I'(B).

10.10. Dans ce paragraphe nous prenons pour groupe G le groupe additif Z x Zet
pour M 1'algébre de von Neumann &(H), ol H est un espace hilbertien séparable.
Soit o la représentation G sur M telle que cxg = 1 pour tout ge G. Nous allons
construire une représentation 8 non extérieurement équivalente 3 o . Comme

tous les automorphismes de Y (H) sont intérieurs, nous aurons ainsi prouvé
1'existence de deux représentations o et 8 non extérieurement équivalentes telles
que pour tout g€ G 1'automorphisme B ea’] soit intérieur. D'aprés le théoréme
10.9, il suffit de construire B telle que I'(B) ne soit pas réduit 3 1'élément
neutre e du dual de Z x Z , car I'(a) = {e} .

Nous pouvons supposer que H = L¢2: (T) ol T est 1'espace des nombres comple-

xes de module 1 muni de la mesure de Lebesgue normalisée. Nous notons (e],l )n Z la

base orthogonale canonique de Léfl‘). Soient vy et v, les deux unitaires
de M tels que, si £=) a, e €H , on ait

(& =laje.; , v = [ a e e, -
Pour tout g = (p,q)€ Z x & , notons Bg 1'automorphisme de M induit par 1'uni-
taire Vﬁ) ch{ . Compte-tenu du fait que vy vy = et v'1 v'2 , 1l est clair que
g —> B_ est une représentation de G sur M. Soit x € M . En particulier x
commute avec v’1 et par conséquent, x est l'opérateur de multiplication par une
fonction feL” (M) . Comme cet opérateur commute avec v, , on vérifie immédiate-
ment que f est une fonction constante. Ainsi on a M= ¢ , d'ol sp B = TI'(B)
d'aprés la proposition 10.4. Le noyau de B est réduit a 1'élément neutre de G
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car 1'unitaire v1p v’zq est scalaire si et seulement si p = q = 0. Comme
I'(B) est 1'annihilateur du noyau de 8 (voir lemme 10.5), on en déduit
que T'(B) est égal au dual de G .

10.11. Lemme. Soit u un homomorphisme forntement continu d'un dous-groupe
ferme G, d'un gnroupe Localement compact commutatif G dans Le ghoupe unitaire
d'une .akgebre de von Neumann M . Alons u se profonge en un homomorphisme
forntement continu de G dans Le groupe unitaire de M .
On peut évidemment supposer que M est engendrée par 1'image de u.
Dans ces conditions, M est une algébre de von Neumann commutative, et
comme M s'écrit alors comme produit d'algébres de von Neumann de genre
dénombrable, on peut supposer de plus que M est de genre dénombrable.
Notons B la C*—algébre du groupe Gy et o la représentation de B associée
3 la représentation g +—> ug de Gy - Comme a(B) est faiblement dense dans
M , il existe sur le spectre Z de o(B) une mesure positive bornée My telle
que 1'isomorphisme de Gelfand se prolonge en un isomorphisme de M sur
L” {Z,uy) (voir [18], chap. I, §7, prop. 1 et 4). En identifiant M 3
L (z, u1) par cet isomorphisme, pour tout g€G, 1'é1§ment u_€EMn'est
autre que la fonction y —> < g, y > définie sur ZC G] . Etant donné que
" (z, u1) est isomorphe 3 un produit d'algébres de la forme Loz , ui)
ol Z' est un compact de Z et u'y la mesure induite par My Sur Z' , nous
pouvons de plus supposer que Z est compact. Ainsi nous pouvons prendre
M=1L" (61 , u1) ol uy est une mesure positive a support compact sur G1 ,
l'mi.taire ug étant, pour tout geG1, la fonction y —> < g, y > définie
sur G1 . R .
. Notons p 1'homomorphisme canonique de G sur G1 et soit K un compact
de G tel que p(K) soit égal au support de My e Prenons un point extrémel
u dans 1'ensemble convexe faiblement compact des mesures positives v sur

K telles que fop =[ fop(g) dv(g) = ' f(s) du1 (s) pour toute fonction

K
continue f définie sur le support de My e D'aprés [27], 1'application ¢

qui a fe L” (G1, u1) associe fopeLw(G, u) est un isomorphisme de
L (G1,u1) sur Lm(e,u). Si g €G, soit hg la fonction y — < g,y >

-~

définie sur G, et posons Vg = 9—1 (hg)e M. Alors g »—-—>vg est un homomor-
phisme fortement continu de G dans le groupe umitaire de M. De plus,
si geGy et yeG, on a

<g,y>= <g,p(v)>=ugop(v)

[ = .
d'od Vg ug
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10.12. Lemme . Sodent 6 un automorphisme d'une algébre de von Neumann
M et e un projecteur invariant parn 6 de support central 1 dans M. On
suppose qu'il existe ueM tel que wu’ = e = u*u et 6(x) = u xu* powr
tout xeeMe. ALons 4L existe un unitaire veM et un seul tel que

ve =ev=uet 8(X) =V X V*pour tout xeM.

Soient v et v/deux unitaires satisfaisant aux conditions énoncées.

Alors v*v' appartient au centre de M et on a v*v' e = e. Comme le support

*

central de e est 1 , on en déduit que v* v' = 1.

Supposons que M agisse dans 1'espace hilbertien % . Etant données les
familles finies (x;); .1 » (Vj)je 1 €t (§5) ¢y d'éléments de M, M' et e %%
respectivement, posons

On a
"V[iél X Y5 gi] uZ =i§j <& ot 9()(; x) u YI Y; &5 >
"Ly et ey g
=i§j < ‘Ei , ex')i‘xj ey’;yj Ej >
=i,j <&y x')i‘ y"i‘xj yj Ej >

="§ SRART "2 :

Par conséquent, v est un opérateur isométrique bien défini sur le sous-
espace vectoriel des éléments de la forme Z X; y; & avec xieM ’

yieM' et £, € e('®). Comme le support central de e égal a3 1 , 1'ensemble
de définition et 1'ensemble image de v sont denses dans ¥, et v se
prolonge donc en un opérateur unitaire, noté encore v . On vérifie immé-
diatement que ve = ev = u et que 6(x)v = vx pour tout x €M .

10.13. Proposition. Soit o une nreprisentation confinue de G sur un
facteur M telle que Le centre de M* possdde un projecteun minimal. ALons
AL existe une représentation continue B de G sur M extérnieurement équiva-
Lente a o telle que sp B =T(a).

Soit e un projecteur minimal du centre de M* . L'algdbre des points
fixes de la représentation o étant le facteur eM’e (voir lemme 8.5.ii)),
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d'aprés la proposition 10.4 on a sp o®
que le noyau de la représentation o est
Comme le support central de e est égal

wnitaire uheM et un seul tel que ue

r(e® , et il résulte du lemme 10.5
égal 2 1'annihilateur H de T'(a%).

a 1, il existe, pour tout heH, un
ey =eet ah(x) =uhxu;; pour

tout xeM (voir lemme 10.12). Si geG, l'unitaire o (uh) vérifie les mémes
conditions que uy et par conséquent on a ag(uh) =y d'ou uheMa. Toujours
par raison d'unicité on vérifie que h +— u est un homomorphisme de H dans le
groupe unitaire de M* . Montrons que cet homomorphisme est faiblement continu.
Si ¥ désigne 1'espace hilbertien dans lequel agit M , pour tout £edf et tout
x eM, la fonction h —> ah(x) et est faiblement continue. Etant donné que

ah(x) er =y X u’}:ea

yxet et que 1'ensemble des éléments x ef avec xeM

et V&d{ est total dans ¥, on en déduit la continuité faible de h —> L D'aprés
le lemme 10.11, il existe un homomorphisme faiblement continu g +—> vg de G dans

le groupe wnitaire de M* tel que Vi
vg’ ag(x) vg pour tout xeM et tout g €G. Alors B est une représentation continue
de G sur M extérieurement équivalente 3 «, dont le noyau contient H. Comme

e
I(@) =T(a)

r(g) = r(a) , et d'aprés le lemme

Y pour tout heH. Posons 8 g(x) =

(voir remarque 10.2 b)), le groupe H est aussi 1l'annihilateur de
10.5, ona sp B =T(B) = TI'(a).

10.14 Lemme. Sodient o et B deux représentations continues de G sur une algZbre
de von Neumann M . Soit e un projecteur non nul de M*N M de support central 1
dans M et tel que oS 8% . ALons, on a ane.

Par hypothése , il existe une application fortement continue g +—> Uy de G
dans le groupe unitaire de eMe telle que

ug1+g2 = ug1 “g1 (ugz) pour g» gZeG ,
Bg oz;(x) = ug b'e u; pour tout geG et tout x € eMe .
D'aprés le lemme 10.12, il existe pour tout g €G un unitaire vgeM et un seul
tel que vge =e vg = ug et Bg a; x) = vg X vg si xeM. Pour g» gzeG et
xX€eM, on a
[ ° cx—1 (x) = B_ o8B au-1oa—1 x)
81*8; £1*8; g1 & & &
0 g = s | 2
= v x) Vv =B o a (v _)x o (Vv
831 [ g; ag1() gz] g1 & g'l( gz) g-|( gz)
* *
= v v v v
&1 OIg1( f’z) * g1( gz) &1
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EQUIVALENCE EXTERIEURE

De plus, on a

v (w,) =u etev, a (v )=

[¢] ' e =1u ¢ .
81 & ( gz) g1 81 8 g1*8; g1 & & ug]"'gz
I1 en résulte, par unicité, que v =v v .
* P » W Vg, T Ve g ( g
Montrons que g +—> Vg est faiblement continue en tout point g8,€G . Si
K est 1'espace hilbertien dans lequel agit M , il suffit de prouver que
pour tout x€M et tout £e b 1la fonction g —> vg xeg est faiblement

continue en g, » car 1'ensemble des xe& avec xeM et ¢ e% est total

dans x.Posons e§=u:n aveCc en=n.0na
0
¥ -1 * ¥
v.Xef = v_Xu = - -
g g Xl " T Bg %g (I n - vp X (Y - ugn
d'oll on déduit la continuité faible de g +—> vg xet eng, .

I1 est alors clair que B est extérieurement équivalente 3 o

10.15. Lemme. Soit o une reprgsentation continue de G sur une algébre
de von Neumann M . Soit e un profecteur de M* tel que 1-e s04it La somme
d'une famille de projecteuns de M, deux a deux orthogonaux et Equivalents
ae. Alons il existe une neprésentation continue B de G sun M, exté-
nieunement équivalente & o 4telle que sp B = sp o®

11 existe un facteur F de type I, un projecteur minimal p de F et
un isomorphisme ¢ de M sur (eMe)®F tel que ¢(x) = x®@p pour tout
X € eMe . Soit B8 1la représentation continue de G sur M telle que
pour tout geG on ait By = ¢_1 ) a2®1 o¢ .Si feL1(G), on a

-1 € . Enfin,

évidemment 8(f) = ¢ o o (f)®10¢ , d'od SpB=spa
pour tout x € eMe on a

800 = 8,00 = ¢7oa @1 (x8p) = (),
et d'aprés le lemme 10.14 , la représentation B est extérieurement

équivalente 3 a .

10.16. Lemme. Soit o une représentation continue de G sur un facteur
M Pour tout projectewr non nub eeM’ il existe une reprdsentation

continue B8 de G sur M, extérnieurement Equivalente a o zelle que
sp B C spa’.
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Etudions d'abord le cas ol e est équivalent 3 1 dans M . Soit
ueM tel que u* * = 6. Pour tout xeM et tout g €G, posons
Bg(x) =u*a . (waw®)u . On vérifie imédiatement que u* ug(u) est un

u=1etu

unitaire de M . De plus, on a

* * *
v g, W 0‘g1[u agz(u)] T

- ¥
u “g1+g2 ()

Ainsi B est ume représentation de G sur M extérieurement équivalente
d o . Comme B est obtenue en transportant la représentation a® par
1'isomorphisme x —> wa® de M sur eMe , on a évidemment

SpB = sp o .

Dans le cas ol M* posséde un projecteur minimal, le centre de M*
posséde également un projecteur minimal, et d'aprés la proposition 10.13,

il existe g ~ o telle que sp 8 = I'(a) C sp o .

11 nous reste 3 examiner le cas ol e n'est pas équivalent a 1
dans M et od M ne posséde pas de projecteur minimal. Nous allons
montrer qu'il existe alors un projecteur f ¢ e dans M et une

famille (ei) de projecteurs de M deux 3 deux orthogonaux , équi-
i€l
valents 3 f , telle que ) e; =1 - f . Dans ces conditions, d'aprés
iel
le lemme 10.15, il existera B v~ o telle que sp B = sp af C sp a® .

et le lemme sera démontré.

Considérons d'abord le cas o0 M est facteur fini et soit v 1la
trace sur M vérifiant t(1) = 1 . Pour tout projecteur non nul
e'e M et tout e > 0, il existe un projecteur non nul f1 eM* majoré

par e’ et tel que r(f1) < e . Soit alors n un entier vérifiant

< t(e) et soit (fk) une famille maximale de projecteurs non nuls

Bl

deux 3 deux orthogonaux dans M* , majorés par e et tels que

E T(f)\) <

11-1— . D'aprés ce qui précéde et le maximalité de la famille

"
B|=
-
=
—

(£) ,ona [t(f) =1. Posons £=J £ . Come t(f)
A n A

équivalents 3 f , deux &

existe dans M des projecteurs e, €,-1
nel Vaeees

deux orthogonaux et tels que e; =1-1£.
i=1
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Supposons maintenant que M est proprement infinie. Soit (fx))\ el

une famille maximale de projecteurs de M deux 3 deux orthogonaux ,
équivalents 3 e dans M et majorés par 1-e. Alors A est un ensemble
infini d'indices. Sinon, dans le cas ol e est un proiecteur fini ,

le projecteur 1 serait fini, ce qui est contraire aux hypothéses, et dansle
cas ol e est proprement infini on aurait 1-e < e, d'ol e ~ 1 ce qui

est contraire aux hypothéses. Comme (1-e) - J f)‘ <e o f)‘ , On en
A€h

déduit que 1-e ~ J f)‘ , et par conséquent 1-e est somme de projecteurs
A€EA
de M deux 3 deux orthogonaux et équivalents a e

10.17. Théoreme. Soit o une neprésentation continue de G sur un
facteur M. AlLons T(a) est égal a L'intensection ded femés sp B8
Lonsque B décnit L'ensemble des représentations continues de G sun
M extérniewrement équivalentes a o .
Comme T'(B) = I'(a) pour tout B v a ,onarl(c N spB.
Bva
L'inclusion inverse nésulte immédiatemment du Lemme 10-16.

NOTICE BIBLIOGRAPHIQUE .

Les résultats de ce paragraphe proviennent de([lS], SII).
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§11.

ALGEBRES D’OPERATEURS

GROUPES D'AUTCMORPHISMES LAISSANT UN POIDS RELATIVEMENT INVARIANT.
L'INVARIANT S de A. CONNES

11.1. Notations - Soit M une algébre de von Neumann. Nous notons
PM) 1'ensemble des poids normaux fideles semi-finis sur M . Pour
tout ¢ €P(M), nous adopterons les notations usuelles de la théorie des
poids et de la théorie de Tomita (voir [14] et [42] ), dont certaines
sont rappelées ci-dessous:

76¢ = {X€M,¢(X‘x) <+w}/,

H¢ est le complété de 1l'espace préhilbertien 7E¢ et A¢ est

1'injection canonique de 7, dans H

¢ b )
i 6 est la représentation de Gelfand-Segal de M dans H¢ ;
1L¢ = A¢(76¢ n 76‘; ), 2‘; est 1'algébre hilbertienne a droite

associe 3 1'algébre hilbertienne a gauche 2% , et 8, , J, , 0‘15:, ﬁ:

sont les objets usuels associés a 1'algébre hilbertienne 3 gauche 21¢ 5

Si b;eaq)

continu de 1'opérateur de multiplication 2 gauche (resp. a droite) dans
’
¥, (resp. .Z£¢),-

(resp uclb)’ n(g) (resp. n’(g)) désigne le prolongement

=

Hg (resp. Hg) est 1l'ensemble des €léments & de H¢ bornés a

gauche (resp. 3 droite), c'est a dire tels que 1'application n+—> n’(n)e

ﬂ; dans H¢ (resp. n+> N(n)t de 2[¢ dans H¢) soit continue. Rappe-

lons que l'on a %¢ ﬁ: n He, :u‘; =.%'n }ig et A¢(n¢) = H% . De plus,
pour tout xe'x¢ ,ona n¢(x) =1 (A¢x) , en notant 1 (A¢x) le prolonge-
ment continu 3 H¢ de 1'opérateur n+—> H'(n)A¢x défini sur .’z;
(voir [44] , th. 2.11);

3¢ désigne 1'alggbre de Tomita maximale associée a %, > c'est a
dire la sous algebre des £e€ N JI( Az) tels que 8, eH% pour tout

seR
SER .
/
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o® est le groupe des automorphismes modulaires associés au poids ¢ :
ur tol it = ¢
po ut xe'n;‘> et toutt €R on a A¢ A¢x A¢ % (x) , et pour

tout xeMet tout t e R, on a n¢[°t¢(x)] = Alt

-it
nm(x) A .
¢ <l>( ) ¢
Dans la suite, pour alléger 1l'écriture nous identifierons M et

son image par la représentation fidéle 1 6

11.2. Proposition - Soient M une afgébre de von Neumann , ¢ € P(M)
et 6 un automorphisme de M tel que ¢o8® = Ap avec reR . 12 existe

sun H¢ un optrateur unitaire unique u tel que u(A¢x) = A'-i 1\¢ 8 (X)

aoun tout X € LA et cet unitaine induit L'automonphisme o .

Pour tout x € 7C¢ on a

Eaeean? = 27 eeedba) = 2T a6 0) = M0 = gl
L'espace hilbertien H " étant le complété de A 0 r 0 pour la norme

définie par ¢ , il existe un opérateur isométrique unique u de H 5

4
tel que u(A¢x) =1 Ad> 8(x). Il est clair que 6( x¢) = x¢ , et par
conséquent A0 X, est contenu dans 1'image de u . Ainsi u est
surjectif et c'est donc un cpérateur unitaire.

Pour tout x € M et yegzzv on a

w) o A¢9-1 &) = A um x o7 )

10007 ) = 00 Ay

(wat) Ay

d'odl ww® = eo(x).

11.3. Proposition - Conservons Les donnes de 11.2. Tous Les objets
associts & ¢ par La théornie de Tomita sont globalement invariants par

( ( = ! = ! = g = -
u . Adnsd u(2£¢) QL¢ » u( 21¢) 21¢ , u(H%) }jl¢ , u(]—l‘:) Hy
u( g*) = 2* u(.ﬁ$) =.6¢’) , uJ¢u* = J¢ , UA;t u* = A¢1t pourn
(4 ¢

tout t € R etc...
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I1 est clair que u(ln‘b) = .'!l¢ , car 26¢ est 1'image par A¢ de

T N J‘; qui est globalement invariant par 6 . Pour tout ge% on a

O Twe) = v¥ uneut

En effet, si x € 9t¢ 0 mf* est tel que A¢x = ¢ , on voit que

1 1

H(uA¢x) = 2 ZH(A¢9(X))= Y Ze(x)

1

1
=2 Zuxu*= 2 Tuﬂ(é)u*

n

1 (ug)

Pour tout ¢ € 2£¢ , i1 en résulte que
1 1

TuEh) = o funEhu* = z uneE)’ u*
1
-7 * *
=0 w1 o= nfet] .
Comme N est injective, on obtient u(e¥) = [u(s)]* pour tout e,
Etant donné que U » est un domaine essentiel pour 1'opérateur S o £— ¥
défini sur .‘Dr , on en déduit que u et S s commutent . Alors u
commute avec les éléments de la décomposition polaire de S 6 c'est a dire
4 E

' = 3 2

que l'on a uJ¢ J¢u etuA¢CA¢u.

Pour toute fonction borélienne f définie sur R on a aussi

u f(A¢)_ C f(A¢)u . En particulier, on en déduit que u Ait u¥= A;t
-1 K -
pour tout t €R , et u A; C A; u d'ol u(‘ﬁ;) c .D; . Come u !

1

correspond 3 6 ' avec des propriétés analogues, on a finalement

u(,ﬁ‘;) = J’: et de méme u(.ibz’) = ,9:

Si neH‘:, pour tout E€ U

on a
®

vu*neun = ¥

[ T

u n(u* E)n d'apres (1) ,

n(E) un

i onm) ute,

ol H/‘(n) désigne le prolongement continu sur H de 1l'opérateur ¢r—> TI(E)n

¢
défini sur & . Il en résulte que un est encore borné a droite et que

4
M@n) = X% u n'(n)u* . On a donc u(Hi) = H‘: et u(u;}) = u(,ﬂgn H¢)

=‘u(;> .
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En utilisant 1'égalité u(H%) = H% , évidente car on a H% = A¢ ¥,

S ca’u pour tout s € R , on vérifie immédiatement que

i A
et le fait que u o o

u(3¢) = $¢ M

11.4. Remarque - On voit aussi que le cBne P , adhérence de

{¢ J¢ £, Ete 2L¢ } dans H¢ est invariant par u . Par conséquent, u

n'est autre que 1'unitaire qui induit 1'automorphisme 6 de fagen canonique
dans la forme standard de M associée au poids ¢ (voir [23] ). Nous
dirons que u est 1'unitaire associé canoniquement 3 1'automorphisme 6 .

11.5. Déginition - Soient M une algébre de von Neumann , ¢ €eP(M) et
o une représentation continue d'un groupe topologique G sur M . On dit
que le poids ¢ est relativement invariant par 1'action de o(G) s'il existe
un homomorphisme continu A : g+ A(g) de G dans le groupe R; tel
que 1'on ait ¢oag = A ¢ pour tout g€G . Lorsque r(g) = 1 pour

tout geG, on dit que ¢ est invariant par 1l'action de «(G) .

11.6. Proposition - Soient M une algebre de von Neumann, ¢eP(M) et
o une nepréientation continue d'un groupe topologique G sur M tels que
¢ 404t relativement invariant par £'action de olG). Pour tout g: G,notons

Uy L'unitaine sun H¢ assoedll canoniquement a L'automorphisme ag - ALons
gr— U, est une neprésentation unitaire continue de G sur H¢ .
1

En utilisant 1'unicité de ug vérifiant ug(x) = (g z A¢ ug(x) pour
tout x eyc¢ , on voit facilement que g +—> ug est un homomorphisme de
groupe.

; * - /
Soient xey{¢nyr¢ s & A¢x,et ﬂ1,ﬂ2€2[¢-0n3-

¥*
< ug £ | m'(ny) ny > =< H'(nz)ug £ | ny >
-3
< H(ug&) nz I 1’11 > = )‘(g) ‘< ag(x) nz I T].‘ > .

)
<Ug§ln1n2>
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Comme o et A sont continues et comme %'i et 2£¢ sont denses dans H¢ ,
on voit que u est continue .

Nous dirons que u est la représentation unitaire continue de G sur

H¢ associée canoniquement i « .

11.7. Proposition - Nous conservons Les notations de 11.6. en supposant
de plus que G est un groupe Localement compact. Soit u eM1 (G) telle que
1

_ _1
2a mesure v de densite A 2 : gr—> A(g) Z par napport & u  soit bornde.

Alons L'optrateuwr u(u) commute avec J¢ et avec A¢ , et AL Lalsse stables

: { R ] # p
fes objets suivants : %, , Uy » By » DY ,¢)¢,H§ s H‘: . En outre,

A4 seﬂ[¢ et 84 x= IN(g) ona
Tu@e) = a)x
Soient EGHg et x = H(g)en¢ . Pour tout g €G, on a
1 1
g = = - -5 [
ug £ €H, et T, &) = T h@ z A, ag(x)] = (g) 2 _ag(x) , d'ol ,

si ne' ,

n'(n) u(we = [ ' (n) ug ¢ du(g) = [ “(Ug €) n du(g)
G G
_1
= ‘ Mg Z ag(x) n du(g) = J ag(x) n dv(g) .
G G
= [a® ]n
Ceci prouve que u(u)¢ est borné i gauche et que T[u(w)e] = a(w)x .

Comme u(u) est un élément de 1'algébre de von Neumann engendrée par les
ug , il commute avec J 6 et avec f(A ¢) pour toute fonction borélienne f ,
puisque les ug possédent ces propriétés d'apr‘és la proposition 11.3.
En particulier u(p) commute avec A%’ et A—qf , d'o u(n) oﬁrc _or et
u(u) ..Z)i C.D: . I1 en résulte que 1l'on a

u(w) %, =u( [Hn ,o;'] cx, -
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En utilisant les relations J¢ H% = H: et J¢ x£ = 2[(1’)

de ce qui précéde que u(u) Hj CHf: et que u(x) -‘ZL'¢ C ,u'¢ .

, on déduit

Enfin, on vérifie facilement que u(n) :B¢ C 5¢ puisque jB¢ est 1'ensem-

ble des te M .ﬁ(As) tels que 2% ¢ e B8 pour tout s € R .
s€R [ ¢ [

11.8. Proposition - Soient M une algebre de von Neumann , ¢ e P(M) ,
et o une représentation continue d'un groupe Localement compact commutati
G sur M, tels que ¢ 40it invardiant parn L'action de o(G). Soit u
La neprésentation unitaire continue de G sur H

a o .

s associle canoniquement

(4)  pour tout €€2[¢ ,ona sp &= sp X avec X = ne) ;
(i) ona spu = spa;

(Lid)  pour toute partie ouverte @ de G , £'espace H;(Q)n.‘?[d) est
dense dans Hy (2) .

[4v) pour toute partie ouverte 2 de G , £'espace M“(Q)ngz¢ ny est
dense dans M*(Q) .

(i) Soient ¢ e 2[4, et x =1(g) . D'aprés 11.7 , pour tout fe L1 (G) on a
u(f)gex¢ et N(u(f)g) = a(f)x. Comme NI est injective , on voit que
1'ona u(f)g = 0 si et seulement si a(f)x = 0, d'od (i).

(ii) Comme 2[¢ est dense dans H¢ et comme ozd)nxg est faiblement
dense dans M , il résulte de 3.8 et de (i) que 1l'on a

spu = [gg[¢ spug] =[ u spax] = spa.

X€NyNIH

(iii) Considérons un élément & ¢ H, tel que sp, & soit compact et

¢
contenu dans Q , et prenons une fonction fe L1 (G) telle que £ soit égale

~

a 1 au voisinage de sp, & et a 0 au voisinage de a® . L'élément ¢
est limite d'une suite généralisée (b;i) d'éléments de 2[¢ , d'ol

£ =u(f)e = lim u(f)gi , avec u(f)Ei € JC¢ d'aprés la proposition
11.7 et P, u(f)¢ C supp. f € @ . Etant donné que 1'ensemble des

£eH tels que sp, & soit compact et contenu dans Q est dense dans

¢
HE(Q) (voir 3-5(ii)), 1'assertion (iii) est démontrée .
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(iv) se démontre de la méme fagon .

11.9. Remarque - Oonsgrvons les données de 11.8 . Alors pour toute

partie ouverte @ de G , le projecteur P, de H¢ sur [Ma(n) H¢ 1”

est le plus petit projecteur de M qui majore le projecteur de H , sur

H:; (@) . En effet, 1 - p, est le plus grand projecteur de 1'annulateur

a gauche Asz de M*(@) dans M (voir prop. 8.1), et d'aprés la proposition

11.8 et 1'injectivité de £+ n(g) de 2[¢ dans M on a

x €A & xy=0 Yy e M@
= xy=0 VyeM“(Q)n?t(ant:/
& xt =0 Vgeﬂu(n)nu¢/
& x£=0 Ve ed@ .

11.10. Lemme - Sodient M une algébre de von Neumann et ¢ eP(M).

Ona sp o = (sp A¢) N IR; Lonsqu'on identifie Le dual de R au

t

groupe multiplicatif IR; en posant < t, x > = at pour tout t eR et

+
» €R,

it

Pour toutxe?:¢ et tout t €R , ona A¢ cZ(x)= A¢

A¢(x) .

est la représentation unitaire continue
¢

Par conséquent, t +—> u, = A;t

de R sur H¢ canoniquement associée 3 o
11.8 ona sp c¢ = sp u . D'autre part, sp u est égal au

, et d'aprés la proposition

IS

support de la mesure de Stone associde &3 u (voir 3, 7(¢id)) , d'od

spc¢ =spu = (sp A¢)(HR;

11.11. Déginition - SL M est un facteur, on note SM) 4L'intersection

des fermés  sp A¢ Lornsque ¢ décnit P(M).

Ainsi, S(M) est un invariant algébrique de M , et c'est une partie
fermée de [0, + = [ .
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11.12. Theéonéme - Soit M un gacteur . Pour tout ¢ €PM) on a

sM AR, = re® ,

et par conséquent SM) N R; est un sous-groupe fermé du groupe multipli-
catif R

Soit ¢eP(M). D'aprés ([15], th. 1.2.1) , pour tout Y€P(M) les
représentations o et o sont extérieurement équivalentes, et d'aprés
(15 ] th. 1.2.4 toute représentation de R sur M extérieurement équiva-
lente 3 of est de la forme o\y avec Y € PM). Il résulte alors du
théoréme 10-17 que F(c¢) est égal 3 1'intersection des fermés sp o
lorsque Y décrit P(M) , d'ou 1“(0¢) = SMn IR: d'aprés le lemme 11.10 ,

et par conséquent SM) N IR; est un sous-groupe fermé de R: (voir Prop.

7,12.).

11.13. Soient M une algébre de von Neumann, ¢ eP(M) et e un projecteur

¢
non nul de M¢ = M . D'aprés [3%], prop. 3.3.(ii) , pour tout xeM

tel que ¢ (X) <+> , ona ¢(exe) < +» ., Il en résulte que 1la restriction

¥ de ¢ a (eMe)+ est un poids normal fidéle semi-fini sur eMe que
nous appellerons poids réduit d¢e ¢ par e . Comme on a X, c 7(¢ , il

est clair que la sous-représentation de o définie par eMe satisfait
aux conditions K.M.S. relativement au poids V¥ , et par conséquent elle est
égale a o

Proposition - Soient M un facteur et ¢e€PM). Alors SMN R;
est égal a La partie non nulle de L'intersection des spectres des opérateunrs
modulairnes assocdiés aux podids néduits de ¢ par Les profectewrs non nuls

de Mq, . De plus L'énoncé analogue en se Limitant aux projecteurs non nuls

du centre de M¢ est également valable.

D'aprés le théoréme 11.12 et la définition de l‘(c¢) , l'ensemble
sM N R" est égal 3 1'intersection des fermés sp o lorsque Y décrit

1'ensemble des poids réduits de ¢ par les projecteurs non nuls de M¢ .
Compte-tenu du lemme 11.10, on en déduit la premiére assertion de la propo-
sition. Pour la deuxiéme assertion il suffit d'utiliser la remarque 10.3.
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11.14. Proposition - Soit M un factewr. L'ensembfe S(M) contient
0 44 et seulement 84 M est un facteur de type III .

Si M est semi-fini et si Tt est une trace normale fidéle semi-finie
sur M , ona 8 =1, doa SM = {1} .

Supposons maintenant que 1l'on ait 0 ¢ SM) et soit ¢ € P(M) tel que
0¢sp b, - Soit A >0 tel que spA¢c[A, +o [ . Alors log 8, - Log A

est un opérateur autoadjoint positif, et c'est le générateur infinitésimal
d'un groupe 3 un paramétre fortement continu d'unitaires de (H ¢) qui

induit la représentation o

o est induite par un groupe d un paramétre fortement continu d'unitaires

de M, et on déduit alors du théoréme 7.4. de ['54] que le facteur M est
semi-fini.

« D'aprés le théoréme 8.8, la représentation

11.15. Comme SM)N IR; est un sous-groupe fermé de IR; , il a nécessai-
rement 1'une des formes suivantes:

{1}, Jo, +=[ , O" ,nez} avec r€]0,0[.

D'aprés la proposition 11.14 , le facteur M est semi-fini si et seulement

si SM) = {1} . Par conséquent, 1'invariant S ne donne aucun &lément
nouveau pour classer les facteurs semi-finis. Par contre, si M est un
facteur de type III on peut avoir SM) = {0,1} , SM = [0, +°°[ , ou

sM) = { ", nez)” avec A€ J0,1[ . On dit que M est de type III
dans le premier cas, de type III1 dans le deuxiéme cas et de type 11,

dans le dernier cas.

NOTICE BIBLIOGRAPHIQUE .

L'invariant S a &té introduit par A. Connes dans([lS] , §II ), d'ol
proviennent également les énoncés 11.10 3 11.14.

La définition 11.5 se trouve dans ([4!] . §5)ainsi que la proposition
11.6 . Cette proposition peut également se déduire de ([23] , démonstration

de 3-12) s qui contient aussi, en partie, les énoncés 11.2 et 11.3 .
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SUMMARY

This paper studies a generalization of the theory of equicontinuous
representations of locally compact groups. The point of view adopted here
is to work simultaneously with two topologies on the representation space.
This generalization is needed, in particular, for the study of a represen-
tation U of a locally compact group G on a von Neumann algebra M :
in this case, (Ug)g€G is a family of automorphisms of M (so,
equicontinuous for the uniform topology) and, for each x €M , the application
g k—»—ng is only continuous in the weak topology of M.

The first part of this paper is devoted to the general study
of representations on bitopological vector spaces. The emphasis is laid
on the case where the bitopological structures come from couples of Banach
spaces in duality and where the groups are abelian. The spectral subspaces
of the representations are the key objects, and the techniques are those
utilised in harmonic analysis.

In the second part, the theory of representations on operator
algebras is developped.Several applications are given,in particular
KADISON-SAKAI's theorem asserting that every derivation D of a von Neumann
algebra M is inner (obtained here by studying the one-parameter group
t > exp it D), and BORCHERS'theorem : representations of R" on M
induced by certain unitary representations are inner. The invariant S
of CONNES is also introduced.

The main results of this paper are due to W. ARVESON who
initiated this study. The theory was then developped by several authors :
A. CONNES, H.J. BORCHERS, D. OLESEN, G.K. PEDERSEN, etc... References

are given at the end of each paragraph.
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