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INTRODUCTION

Cet article a été rédigé a partir des notes d'un cours Peccot fait au Collége
de France en mars-avril 1975. Il est consacré & 1'étude des germes en O € R" de champs
de vecteurs et de formes différentielles de classe €% (plus précisément, de 2-formes
différentielles fermées). Comme 1'indique le titre, on veut &tablir que sous certai-
nes conditions précisées plus loin, un germe de champ de vecteursou de forme est iso-
morphe & un modéle simple, ici & un germe de champ ou de forme & coefficients polyno-
misux. (Dire que deux germes & et p de champs ou de formes, en p et q respectivement,
sont isomorphes, signifie qu'ils sont &changés par un germe de difféomorphisme
envoyant p sur q ; on écrira : & ~ ] ).

Dans tous les cas envisagés, l'existence d'un modéle & coefficients polynomiaux
est la conséquence du fait que le germe étudié est de détermination finie , c'est-d-
dire entidrement déterminé & isomorphisme pr&s par son développement de Taylor arré-
té & un ordre fini. L'exemple le plus simple d'une telle situation est fourni par un
germe X de champs de vecteurs non singulier, c'est-@-dire tel que X(0) # O. Dans ce
cas, on peut démontrer, comme application directe du théoréme d'existence des solu~
tions d'une équation différentielle, que dans un systéme de coordonnées (zl,...zn)
convenablement choisies, le germe X est égal au germe du champ %;l. On peut donc dire

dans ce cas que le champ X est déterminé par sa valeur en O.

Par contre, un germe X singulier, c'est-d-dire tel que X(0) = O, n'est manifes-

tement plus déterminé par sa valeur en 0. Soit : jlx(o) =% = T a;: 2. 32_ le
i,j J J 3
développement de Taylor & l'ordre 1 (ou l-jet) d'un tel germe X. Posons A(X)=(ai.)

3

g: ij.
Soit g un germe de difféomorphisme en O € R®, conservant O : Posons B=(aTl(°))i 3
R 2o
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Alors :
A(g*X) = BAB™! od g,X est 1'image de X par le difféomorphisme g.

I1 en résulte que les valeurs propres >‘1""’)‘n de la matrice A(X), comptées
avec leur ordre de multiplicité, sont invariantes par isomorphisme de X. Il est natu-
rel de se demander si des hypothé&ses convenables sur les xl"")‘n impliquent que le
germe X est déterminé par sa partie linéaire, c'est-d-dire est linéarisable. Le pre-
mier résultat important de linéarisation a &té obtenu par H. Poincaré dans sa thése

en 1898 ( [_15] ; voir également ‘}h] )+ I1 peut s'énoncer ainsi :

Si X est un champ analytique réel tel que :

i) Toutes les valeurs propres Aysesedy, de la partie linéaire de X sont dans €

d'un méme cdté de l'axe des imaginaires.

ii) Pour tout n-indice (i;,...i ) tel que i; + ... + iy z2et tout j e (1,...n)

on a

n
A: = T i A, # O.
J k=1 &K (p,)

Alors X est isomorphe & sa partie linéaire par un difféomorphisme analytique.

(En fait, Poincaré a démontré ce résultat dans le domaine complexe, la condition i)
étant généralisée en : toutes les valeurs propres de la partie linéaire de X sont

dens un méme demi-plan ouvert limité par une droite passant par O € €).

Pour la suite, il est important de remarquer que les conditions (P2) de ii) im-
pliquent que le jet infini ¥ de X en O est isomorphe & la partie lindaire de X par
un difféomorphisme formel g. La condition de i) a pour conséquence que le difféomor-
phisme g est analytique.
Le résultat formel est transposable aux germes ¢~ mais la démonstration de 1‘'exis-
tence d'un isomorphisme e, lorsque i) et ii) sont vérifies pour un germe X de clas-
se ©”, demande d'autres arguments. (Ce résultat'€” a été &tabli par S. Sternberg
dans [21] ).

Si on laisse maintenant tomber la condition i) ci-dessus, les conditions (P2)

de ii) impliquent encore que le champ est formellement linéarisable. Ce fait a &té&
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remarqué pour la premidre fois par Dulac en 1904 pour la dimension 2 dans le contexte
un peu différent de 1'&tude de 1l'équation Adx + Bdy = O. (_h] . Par contre les con-
ditions (P2) seules, n'impliquent pas que le champ X soit analytiquement linéarisa-
ble. Des résultats de linéarisation analytique dans le domeine complexe, sous des
conditions beaucoup plus restrictives que les conditions (P2) ont été établies par
G.D. Birkhoff en dimension 2 [1] , puis par G.D. Birkhoff et F.R. Bamforth, en
dimension 3 [_2] et enfin C.L. Siegel en dimension n quelconque [_1 9] . On trouvera
dansﬁ.2], une démonstration due & S. Sternberg du résultat de C.L. Siegel, basée sur
une méthode de petits dénominateurs.

Si par contre nous revenons au probléme de la linéarisation en classe ‘6“,
le résultat le plus important, assez inattendu, démontré par S. Sternberg dans
et [21] est que le champ X est ﬁw-linéarisable dés que les seules conditions (P2)
sont vérifiées (c'est & dire, d&s que X est formellement linéarisable). Dans le
chapitre I ci-dessous, nous donnerons une démonstration de ce résultat.

Si les conditions (Pz) ne sont pas vérifiées, le germe X n'est en général
pas linéarisable. On peut se demander & quelles conditions il est encore de détermi-
nation finie. Notons pa.r'fk le k-jet en O du germe X, k-jet que 1l'on peut assimiler
au développement de Taylor du champ, arrété & l'ordre k, dans la base de R" choisie.

Nous dirons que :

DEFINITION - Le germe du champ X en O, de classe fw, est dit de k-détermination (€")

finie, si, quel que soit le germe Y, tel que Yk = S'Ck alors X est isomorphé & Y. On dit

aussi que le k-jet de X est (¥€") détermind.

Remarquons que i le germe X est de k-détermination finie, il est isomorphe au
germe polynomial de degré k, représentant ** dans la base de R” choisie.
Dans la suite, nous n'étudierons en détail les champs ne vérifiant pas les con-

~

ditions (P2) qu'en dimension 2. Le chapitre II est consacré & cette étude. Remarquons

tout d'abord qu'ad un germe de champ X = a —g—z— +b %z' en 0 € R° on peut associer le
1 2

germe de l-forme y = -bdzl + a.dz2.


http://quelJ.es

MODELES LOCAUX DE CHAMPS BT DE FORMES

L'étude du germe X & isomorphisme et multiplication par un germe de fonction # O prés
est équivalente & 1'étude de la forme w & isomorphisme et multiplication par un germe
de fonction différente de O prés, c'est-d-dire & 1'étude de la structure de Pfaff

définie par ®, ou encore, dans un langage plus ancien, & 1'étude de 1l'équation dif-

dz

férentielle 32_ = % . Sous cette derniére forme le probléme a donné lieu & une abon-
1

dante littérature depuis 1'article de Briot et Bouquet datant de 1856 [3]. La plupert
des résultats ont trait & la recherche et 1'étude de solutions d'un type particulier.
Cependant en relation directe avec les préoccupations du présent article, on doit
signaler, outre les travaux de Poincaré et Dulac déj& cités, ceux de A. Seidenberg

[10] et de 1'école japonaise (M., Hukuhara et autres. Voir [7] en particulier).
Dans la suite tous les résultats seront énoncés en termes de champs de vecteurs.
D'aprds ce qui est dit plus haut, ils peuvent aussi &tre énoncés dans le langage des
équations différentielles. Je n'indiquerai pas cette transcription, sauf exception.
Les propriétés d'un germe de champ X ont &té directement &tudié par F. Takens,
F. Dumortier entre autres. Seuls les résultats de ces deux auteurs seront utilisés
et éventuellement généralisés par la suite.

Considérons tout d'ebord un champ linéaire X., de R2, différent de O et non

isomorphe & z, -g-;l . Soit Vx = {%, champ formel en O € R2 |'T(’l = _Xl}. Nous établi-

1
rons dans le chapitre II, le résultat suivant :

THEOREME - Soit X, un champ linéaire de Bz non nul et non isomorphe & z, -g; . I1
1

existe une filtration de ¥V, : V., =X D5Z 5...2F >... par des ensembles algébri-

Xl xl [ 1 k

ques Zk, cod Zk = k, invariants par 1l'action des germes de difféomorphismes tangents

8 1'identité en O € Rz, et tels que si X est un germe dont le jet infini X en O appar-

tient E.Zk\ Zk +1° alors il existe un germe de fonction f, différent de zéro, tel

que f. X soit de détermination finie.

On trouvera dans le chapitre II un résultat plus précis incluant le calcul de
1'ordre de détermination de f X en fonction de X, ainsi que la description précise

d'un moddle polynomial pour f X, dépendant de deux paramétres réels seulement. Ce
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résultat généralise un résultat partiel de F. Takens dans le cas ol X, est champ de

1
rotation [23] . Remarquons que le théoréme implique que tout jet de champ dont le
l-jet est non nul et non &quivalent & zZ, %1 est stabilisable au sens défini par

F. Takens dans [214] ; cet auteur a d'autre part montré qu'il existe des jets non
stabilisables d8s que la dimension n est supérieure ou égale & 3 [_2)4] .

Lorsque le l-jet du germe X est davantage dégénéré que dans les hypothéses du
théoréme précédent, on ne connait pas de résultats généraux de classification B“:
méme en dimension 2, faute de pouvoir &tablir des résultats formels préalasbles. Par
contre, un théoréme de réduction établi par F. Dumortier dans LSJ (théoréme qui sem-
ble avoir &té démontré en partie en transcription aux €quations différentielles par
A. Seidenberg dans [18] ) nous permettra d'établir qu'"en général", une propriété

e” pour les germes de champs en O € R® est vraie, d8s qu'elle est formellement vé-

rifiée. Dans cette ligne, notre principal résultat est probablement le suivant :

THEOREME - Soit X = a 32—. + b —8—: un germe de champ en O€& [R2, tel que les fonctions
1 2

a et b, nulles en O, engendrent un idéal {a,b} contenant une puissance de 1'idéal ma~-

ximal m de l'anneau des germes de fonction ‘Cw en O € R2. Supposons de plus que X pos-

séde au moins une séparatrice passant par l'origine. Alors, si o est une série formel-

- . -~ 3 o . .
le intégrale premiére formelle de X (c'est-d-dire telle que X.a = 0), il existe un

germe € °, f,en O € R? de série de Taylor égale & o , telle que f soit intégrale pre-

midre de X (X.f = 0),

Ce théoréme admet une transcription interessant en terme de l-forme différentiel-

le :

COROLLAIRE : Soit w un germe de l-forme différentielle en O € R2, w = adz, + Bdz,,

1

tel que {a,B}DTIL!' pour un certain £. Supposons de plus que le feuilletage défini

par 1'équation w = O poss@de au moins une feuille séparatrice en O. Alors l'existence

d'un intégrant formel pour w implique l'existence d'un intégrant A

Remarque . - Un résultat analogue, pour les germes de l-formes analytiques complexes

n 242 2 2 2 . .
en 0 € C a été démontré trés récemment par B. Malgrange (communication orale).
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Voici un autre exemple de passage du formel au t?“ :

THEOREME - Soit ﬁ% 1l'espace des champs de vecteurs sur R2, de coordonnées (zl, z

dont les composantes sont des polyndmes homogénes de degré k 3 1. I1 existe un ensem-

ble algébrique Zk c_vk , Zk # ‘\.fk, tel que si X est un germe de champ vérifiant :

i) le (k-1)-jet de X est nul et le k-jet de X appartient E'Vk\zk) et :

ii) i1 existe un représentant dont aucune trajectoire n'admet 1l'origine, & la

fois comme ensemble y-limite et g-limite, alors X est formellement déterminé au sens

suivant : si Y est un germe de champ dont le jet imfini en O est €gal & celui de X,

il existe un germe de difféomorphisme en O, envoyant les trajectoires de X sur celles

de. Y.

Remarque. - Il est facile de voir que la condition ii) est une condition ne portant
que sur le k-jet de X (voir le chapitre II).

Nous établirons dans le chapitre III, des résultats relatifs aux 2-formes fer-
mées. Une justification pour étudier simultanément des germes de champs de vecteurs
et de 2-formes fermées, est, comme on le verra plus loin, que dans les deux cas on
peut ramener le probléme 3 1'étude d'€quations différentielles singuliéres similaires.
Le principal exemple de mod&le simple pour un germe de 2-formes fermées est fourni

par le célébre théoréme de Darboux :

Si w est un germe de 2-forme fermée en O & R2p tel que wP(0) # 0 alors w est iso-

morphe & la forme :

d.zlAdz2 + ses + dz2p A dzzp

(1'isomorphisme étant‘ﬂﬂ;analytique suivant que le germe w est Yga;analytiqpe).

Si 1'on veut comparer ce résultat avec ceux relatifs aux germes de champs, on
peut dire que le théordme de Darboux est l'équivalent du théoréme d"existence des so-
lutions d'une équation différentielle (dont il est une conséquence facile comme on le
verra dans le chapitre III).

Le principal résultat &tabli dans le chapitre III, donne une démonstration par-

tielle d'une conjecture faite par J,Martinet dans sa thése [10] . on peut 1fénoncer
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de la fagon suivante :

THEOREME - Soit Mh une variété de dimension L4. Alors, génériquement (au sens de

R. Thom), une 2-forme fermée sur Mh, a en chaque point de M\2'221(m) (od 2221(‘0), en-

semble des points paraboliques définis par J. Martinet, est un ensemble de points iso-

L

18s), un germe équivalent & 1'un des 4 germes suivants de 2-formes fermées en O & R

de coordonnées (x,y,z,t) :

i) dxady + dza dt

ii) xdxady + dz adt

iii) dxady + zdyadz + d(xz + ty - z3/3) A dt
iv) dx Ady + zdya dz + d(xz - ty - 2.3/3)A at

Les 4 germes de i) & iv) sont 2 & 2 non &quivalents et sont stables.

Remarque - Les germes du type de i), ii), iii) et iv) se groupent sur des sous-varié-
tés de codimensions 0,1,3 et 3 respectivement. L'écriture de la forme dans i) est
une conséquence du théoréme de Darboux et dans ii) d'un théoréme de Martinet dans

{10] .

J'ignore si les germes aux points de 2221('0) admettent un modéle simple et si
ces germes sont stables. Une réponse positive a ces questions (ce qui semble vraisem-

blable) résoudrait complétement la conjecture de Martinet.

Nous allons maintenant parler de la méthode suivie pour démontrer les résultats

énoncés ci-dessus.

Désignons par V(n) l'espace des germes de champs de vecteurs en O € R” et par g(n)
1'espace des 2-formes fermées en O € R". On désignera par A(n) 1'un ou l'autre de
ces espaces. Le groupe Diff(n) des germes des difféomorphismes préservant O e R" opére
naturellement sur A(n) par :

g.a = g , & pour a € V(n)

(g-l).a. pour a € D(n)

g.a
Dire que deux germes sont isomorphes est équivalent & dire qu'ils appartiennent & la

méme orbite de l'action de Diff (n) sur A(n).
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Soient 8., & &€ A. Pour montrer que a, et a sont isomorphes la méthode la plus effica-
ce, utilisée par J. Mather pour les fonctions, consiste & relier a, et a par un che-
min convenable a- et a remplacer la recherche de g (probléme non linéaire) par la re-
cherche d'un chemin de champs de vecteurs (probléme linfaire) en dérivant par rapport

au paramétre T.

J'appellerai cette méthode : méthode de chemin. Pour la décrire on introduit

les notations suivantes :
- Diff_ (n) est 1'espace des chemins¥®”™ d'élémentsde Diff (n). Précisément DiffT(n)
est 1l'espace des germes 51: de fonctions €™ de R* x [0,1] dans Rn, le long de
{0} x [0,1] tels que pour VT e [0,1] le germe x - e, (n) appartienne & Diff (n).
-V, (n), ﬁT(n),ZT(n) sont les espaces de chemins ¥ d'é1éments de V(n) , D (n)
et €(n) (€(n) désignant 1'anneau des germes de fonctions €* en 0 € R®). On désigne-
ra globalement ces espaces par AT (n).

Considérons maintenant un chemin & € A_r(n) allant de a; & a; =a. Il existe
toujours un tel chemin, par exemple le chemin linéaire a = (1) a, +78.
Pour un tel chemin e on recherche un chemin gTeDiff_l_ (n) tel que g, = 14 et que
g 8 =& (1)
(si & existe, a et a sont isomorphes par gl).

Au lieu de chercher & directement, on transforme (1) par dérivation par rapport &

T:
da

) - T

3T (g_l_.a) EX;

On va modifier 1'@criture du membre de gauche. Pour cela remarquons que si g & V(n)

et u, est un chemin dans Diff (n) pour u voisin de 0, tel que ¥o = Id et que

o

u 2.2 > 9 2. 2z

= - . d d . C dé-

Falu=0 Ea, la dérivation = (uu a)lu___o pour o € A ne dépend que de E ette dé

rivation § —» -5% (“u'“)|u=o définit une application linéaire de V(n) dans A(n) qui

peut s'interpréter comme 1'application tangente a 1l'orbite g » g.a, en identifiant

V(n) & 1'espace tangent en 1'identité de Diff (n).

Revenons au chemin g - Par dérivation, on associe & g, un chemin YT dans V'r (n) :

A&,
YT(g,r_(x)) = 57 (x) avec YT(O) = 0.

10
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%8 1
ou encore Y (x) = —% (g (x)).
T 9T T

Inversement par intégra.tion,Y“T € VT définit un seul chemin g, tel que g, = Id.

En utilisant la notation introduite plus haut, on a :
3 3 -1 ' . .
— . = - . . L'action g.a est covariante
ke (g'r a)I'l: as g'L""S & - & 8'|s=0 ( g )
. 3 -1
Y] (g-r+s ° g'r ).aT|s=O
= -1 Eh Q.
Posons kps = gﬁ's o g_r « On a as|s=0 Y'r
D'ol :
—a— = @ Y
T (g'r I3')1: aT ( 1')
D'ol 1l'équation :
Py aa_r
= etz g 2
aT(YT) aT a‘l’ (2)

Inversement, si Y_r € VT, Y_l_ (0) = 0, vérifie (2), la famille g € Diff_l_ (n),

g, = 14, obtenue par intégration de Y'r vérifie la relation (1). On a donc

LEMME - Avec les notations introduites plus haut, si a_ € AT(n) et g, < Diff_ (n)

T
g
sont des chemins tels que g = Id, et si Y_ est le champ défini par Y_(g_(x))= —% ,
o T T'\67 P)
T

les deux conditions suivantes sont équivalentes :

(1) g a=a
T T da
(200, (r)=a (=—)

T T T )

T

Ce lemme justifie la méthode du chemin : &tant choisi un chemin a, entre a, et a,
éléments de A(n) & comparer, on résout 1'équation (2) pour trouver un champ Y.,

Y. (0) = 0. Les deux étapes : choix de a,, résolution de 1'équation (2) sont impor-

T
tantes (on verra, dans le chapitre III, que le choix de a. peut présenter quelques
difficultés...). L'équation (2) en Y ,une fois une base de R" choisie,se présente com-
me un systéme d'équations aux dérivées partielles (ici d'ordre 1) & n fonctions in-
connues (les composantes de Y.) et & un nombre de lignes égal & la dimension de A(n)
comme ‘€(n)-module.

Précisons 1l'opérateur @a dans le cas des champs de vecteurs et des formes :

T
a) Pour les champs de vecteurs.

s5i X,Y €V(n) et ¥, une famille locale & paramétre u de difféomorphismesde Diff(n),

1
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tel que =Y, ona:

3_3. P,x (X)) = @ (¥) = - [v,x] = [x,Y]

(ou [X,Y] désigne le crochet de Lie des champs X et Y).

RLCY
3uu=0

L'équation (2), pour un chemin XT , s'écrit :
Xx,Y] =%
[’r’ 'r] T (2)

Voyons comment la méthode du chemin s'applique pratiquement. Supposons que nous
voulions démontrer que X € V(n) est de k-détermination finie. Soit X' € V(n) tel que
%k = 5,

Choisissons le chemin lin&aire entre X et X' :
X = (11) X+ X' =X + (X' - X)
On doit résoudre 1l'équation :
X =X =X -X.
[ o YT] X X
Pour ce faire, on pourra utiliser les faits suivants : if = g >
¢ vt k+1 P - . £ . .
Xe=X'-Xeg€ M, ""v(n) (T, désignant 1'idéel maximal de &(n)). (Voir chapitre I et II).

b) Pour les formes différentielles

Soit w un germe de forme différentielle quelconque, Y e V(n) et \P,, comme plus
haut. On a :
= 9 -l\x  _ S P 22z .
®w(Y) = 5u (\f’u w ==Ly w, ol Ly ydésigne la dérivée de Lie de y par rapport
au champ Y.
L'équation (2) s'écrit donc ici :
LY_er = - (2)
Nous verrons, dans le chapitre III, que pour certain type de points singuliers de 2-
formes fermées en O eRgp, 1'équation (2) est équivalente & une équation en
f 2p-1)
e & _(ep1)
(3) X . £ =nh
T T T

ol X , un germe de champs en OelRep-l et le second membre h dépendent de w - Le champ
T T

X présente un ensemble de zéro de codimension 2.
T

Dans les problémes étudiés concernant les champs ou les formes on est donc amené

& résoudre des équations de la forme :

12
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(I) : X.f =h
T T T

ou bien (II) : [xt, YT] = zT.

Dans ces équations, Xt est un chemin de germes de champ de vecteurs donné, sin-
gulier en O, hr’ ZT sont donnés également, dans ZT et VT respectivement et 1l'on cher-
che fT et Yr respectivement.

C'est l'analogie des &quations singulidres (I) et (II) qui justifie 1'étude simulta-
née dans cet article des problémes concernant les champs et les 2-formes fermées.

L'équation (2) se traduit donc par des &quations différentielles singulidres I
ou II, I¢i, apparalt une différence essentielle entre les problémes concernant champs
de vecteurs, formes différentielles étudiés dans cet article et les problémes relatifs
aux fonctions considérées par J. Mather. Dans ce dernier cas, 1'&quation (2) corres-
pondante a le caractére d'un homomorphisme de modules (d'anneau de fonctions) et on
peut utiliser pour la résoudre le théoréme de préparation et toute une machinerie al-
gébrique mise au point par Mather dans une séries d'articles célébres. Igi, cette ma-
chinerie est inopérante.

Pour en convaincre le lecteur, nous allons discuter 1'équation suivante :

(I) X.f=h h e M, et £ a chercher dans & (n) pour le champ :
X=Az—a' + A, 2 2 A A, € R
171 azl 2 "2 az2 1’ 72

Considérons tout d'abord cette &quation dans le domaine formel :

Sif=73 aij zi zg e ¢ anneau des séries formelles
et h=1I b, zi zj e'ﬁi on considére 1l'équation :
ij "1 "2 ° .

Cette &quation est équivalente au systéme diagonal :
bij = (1)\l + JA2) 843 pour (i,3) , i+j 2 1.
Clairement, 1'équation (T) & une solution (et une seule) si et seulement si pour
(i,3), 14§ 2 1 in +3a # 0 c'est-d-dire si et seulement
)‘l/)‘ &€-Q = {me§=QU{tw}| msO}.
2
La solution est alors donnée par :
8;; = bij/(lkl + JAQ) (2)

13



MODEBLES LOCAUX DE CHAMPS ET DE FORMES

Remarquons que si % bij zi zg est une série convergente, la solution (1) n'est pas
une série nécessairement convergente si Al/)‘ < 0. Tout dépend du comportement du
2

"petit dénominateur" ( i)\l »* jA2) pour i et j +» ». Nous retrouvons ici des résultats
du type de ceux de Poincaré, Siegel, etc... évoqués plus haut pour le probléme de
linéarisation :

Si )‘1/)‘2 >0 : on a convergence (Poincaré)

Sia <0 on a convergence si par exemple, il existe c,u > O tels que :

1/A2

pour i,j 3 1, | i - lxlllel Y c/ju (Siegel)

Revenons & 1'équation (I) dans la classe €® . On peut &galement la considérer
pour h e 'm_,”, c'est-8-dire pour un second membre plat en O. Nous verrons, dans le cha-
pitre I que 1'équation a alors une solution f e 7]’ d&s que X est non dégénéré, ce
qui est le cas si >‘:I‘/)‘2 € - Q@ . Il en résulte finalement, que si Al/'\ ¢& - § alors
1'équation (I) a une solution f e € (2) pour tout hel],. 2

Nous voyons maintenant ce qui distingue la résolution de l'équation différentiel-
le (I) de la résolution des problémes relatifs aux fonctions : la résolution de 1'é-
quation €” ne suit pas la résolution analytique, les conditions de résolution &tant
différentes. De méme la résolution formelle n'implique pas automatiquement la résolu-
tion €” via un théoréme de préparation, comme on le verra dens le chapitre I.

La méthode utilisée pour résoudre les &quations I et II, qui sera développée en

détail dans le chapitre I, est motivée par la bréve discussion précédente. On traite

tout d'abord le probléme formel correspondant puis ensuite le probléme sur les second

membres plats. Plus précisément, supposons que le germe de champs XT admette pour en-
semble de zéro le germe de F = IRp x {0} , RP x IRn-p = an pour V-ce[O,l] H

on introduit les espaces de champs tayloriens de fonctions et de champs le long de F :
E(F) et ¥(F) ainsi que les famillesd l-paramétre d'éléments de ces espaces :

‘2;(F) et VT(F) (voir chapitre I). Si f_r e VT(F) désigne le champ taylorien de X_r.

Le probléme formel associé & (I), (II) est 1'étude de la résolution des &quations :

() : £.F =1
T T

T
(£1) [3('1, ¥ ]= ZT dans fT(F) et V’T(F) respectivement.
T

14



INTRODUCTION

Soit maintenant z = (zl,...zn_p) et y = (yl,...up) des coordonnées des facteurs
n-p P n 1338 g
R et R® de R et ”ZT(Z) 1'idéal de Z,T(n) engendré par (zl,...zn_p).
Le probléme plat associé & (I) et (II) est la résolution des &quations :
(1®) X_.f_=n
T T T

(1) [XT,YT] = Z-r dansm:(z) et m:(z) VT(n) respectivement.

Maintenant, si 1'équation (I) par exemple est résoluble pour V‘fl’_l_ € 7'7‘(:1_:(z) et
1'équation (I”) est résoluble, alors 1l'équation (I) est résoluble dans ml_:(z). En
effet, soit h-r € 'nzl_;(z) et Er e ﬁl:(z) son champ taylorien. Soit E’T la solution de

~ ~ ~
I) : X. =h
(1 & T
Soit W é'_l_eg'_l_un prolongement  de g, donné par le th&oréme de prolongement de Whitney
(voir [9] ). Alors :
.WE -n =
X. We, € ml’ (2)
i ! ® 1 luti :
Soit g € Tflt(z) a solution de
00
I X .g' =X W -h
() &1 T g"r T
Alors f_ = Wg - g'_ est solution de :
T T T
(I) X £ =Hh_.
Tt T
On peut faire la méme remarque pour 1'équation (II).

La justification de cette méthode consistant & résoudre séparément les équations
formelles, puis les équations sur les seconds membres plats apparaitra clairement dans
le chapitre I (Cette séparation n'existe pas dans 1'étude des fonctions, ol la réso-

. < -~ . -~
lution ¢ apparait comme consdquence de la résolution formelle, gréce au théoréme de

préparation).

Nous avons déjd noté sur l'exemple de 1'équation (A,z 2 e,z = ).f = h que
171 3z, 2 72 3z,
les conditions de résolution des équations T et I° sont différentes : 1l'une,

A A
supposant que 1/)\2 € - Q et 1'autre, seulement que 1/A2 + to et 0. Une autre
raison pour disjoindre les deux problémes est la suivante : il n'existe pas en général
d'opérateur intégral inverse de la dérivation par X :

Si ‘fu (m) est le flot de X, il est naturel de résoudre X.f = h par la formule :

o
f(m) = f h(y,(m))du ol u(m) est 1'instant de rencontre de la

u(m)

15
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trajectoire u » \fu(m) avec l'une des bissectrices{zl + z_ = 0},

2
Or cette formule d'intégration n'est valide que pour h émf ;3 en effet, elle corres-
pond & une solution f s'annulant sur les bissectrices, alors qu'une solution f corres-

pondant & un deuxiéme membre h non plat en O est en général non plat &galement en O.

Le texte de l'article est découpé de trois chapitres. Le premier est consacré
4 1'étude générale des équations singulidres du type (I) ou (II). On en déduit comme
application une démonstration du théoréme de linéarisation de Sternberg et d'autres ré-
sultats annexes ; en particulier on discute l'existence de difféomorphismes de linéa-
risation dépendant continuement de la perturbation. Dans le second chapitre, on éta-
blit des résultats complémentaires pour les germes de champs de vecteurs en O e‘Bz et
d&ns le troisiéme chapitre les résultats concernant les 2-formes fermées.
Dans chaque chapitre, les énoncés des théorémes finaux et leur démonstration sont con-
tenues dans le dernier paragraphe. (Théoréme 20,21,22,27 du chapitre I, théorémes
29,30,33,36,40,41 du chapitre II, théordmes 22,23,25 du chapitre III). Quelques uns
d'entre eux ont été énéoncé, ci-dessus, sous une forme parfois un peu différente.

Je tiens & remercier le personnel du secrétariat du département de Mathématique
de Dijon pour sa collaboration & la préparation de cet article, et en particulier
Mme Ceaumette qui a assuré la frappe du manuscrit avec un maximum de rigueur, dans un

minimum de temps.
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CHAPITRE I

ﬁQUATIONS SINGULIERES ASSOCIEES A UN CHAMP DE VECTEURS.

Soit X, une famille & 1-paramétre de germes de champs de vecteurs
en 0 e Rn. Dans ce chapitre nous nous intéressons aux &quations :
(1) X;.fr = hg et (11) [Xt,¥c] = 21
associées & X, lorsque cette famille présente une singularité en 0.

Nous avons dit dans l'introduction que 1'équation (II) est 1lide
& la recherche de modé€le pour les champs. Nous verrons que 1l'équation
(I) est liée & la recherche d'intégrales premiéres pour les champs de
vecteurs et & 1'étude de 2-formes fermées.

Dans tout ce qui suit, le champ X; admet comme ensemble de zéros,
le germe F X [0,1] < R™ x [0,1] o2 F = R? x {0} ¢ R? x R®" 7P = R" et
est non dégénéré transversalement & son ensemble singulier.

Comme nous l'avons dit plus haut, le probléme posé par les équa-
tions (I) et (I) se décompose en un probléme formel et un probléme plat
(c'est & dire pour des seconds membres plats le long de F x [O,IJ).

Le chemin XT se présente sous la forme : XT =X + PT ol X est 1le
champ proposé & 1'étude et PT une perturbation. Dans le probléme formel
une question naturelle traitée dans le premier paragraphe, est de rat-—

tacher la résolution des équations relatives & X, 4 celles relatives &

X.
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Si 1'on considére les équations relatives & X, le cas le pius sim-—
ple est celui ol ce champ a une partie linéaire vérifiant les conditions
(P1) ou (P2) définies plus loin.

Ces conditions expriment que la partie linéaire X, de X d&finit

1
des opérateurs f - X1.f et Y » [X1,Y] , formellement inversibles.

Nous traiterons également d'exemples de champs ol les conditions
(Pl) ou (P2) ne sont pas remplies (De tels champs interviennent naturel-
lement dans 1'étude de 2-formes fermées).

Le deuxiéme paragraphe est consacré au probléme plat. Il existe
une grande différence entre deux situations possibles étudiées : champ
hyperbolique ou elliptique transversalement au lieu des z&ros. Dans le
cas hyperboligue, nous verrons que les &quations ont toujours des solu-
tions. Dans le cas elliptique, l'existence de solutions dépend des ter-
mes d'ordre supérieur dans le jet du champ. Nous ne traiterons qu'un

exemple de telle équation, intervenant naturellement ‘dans 1'étude des
2-formes fermées.

Dans le troisi®me paragraphe, nous tirons les premiféres conséquen-
ces de 1'étude des &quations (I) et (II), en démontrant par exemple le
théordme de linfarisation de S. Sternberg. D'autres conséquences seront
tirées au chapitre II pour les champs et au chapitre III pour les 2
formes fermées.

1. LE PROBLEME FORMEL

1.1. Notations.
Nous désignons par :
&(n) : l'anneau des germes de fonctions €% en O e R"
V(n) : l'espace des germes de champs de vecteurs en O € R"
&T(n) et VT(n) les familles & 1-paramdtre Tt e [0,1] de germes de fonc—
tions et de champs ( 5T(n) est l'anneau des germes de fonctions de
R® x [0,1] dans R le long de {0} x [0,1] et VT(n) = ér(n) ® V(n) )

(n)
soit F = RP x {0} ¢ ®? x " =R" et y = (yy,...5¥,),

18
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n—p) des coordonnées sur BRP x {0} et {0} x B" P respec-

z = (z1,..., z
tivement.

On considdre naturellement &(n) c é%(n) et V(n) c VT(n) comme
étant les familles constantes.

Si £ ,...,f € & (n) ou §T(n) respectivement, on pose :
TQ(f1,...,fk) ou ﬁzr(f1,...,fk) 1'idéal engendré par fy5...,f, dans
é(n) ou GT(n) respectivement. On notera T(n), 7ET(n) 1'idéal engendré

DPAT Z,,...,2 s Fyseeos¥y et M(z), ﬂh(z) , 1'idéal engendré par

n-p
z1,...,zn_P.
On définit maintenant les espaces de champs tayloriens le long de

F en posant

EX(F) = & ()M () et TE(F) = V(n)/m " (2) V(n)
et les chemins de champs tayloriens en posant :
EXr) = & (it et TEE) = v_(m)/m (2) V_(n)

On notera 8“’(F),(§‘:(F), TV°(F) et ’V:(F') par é (), g;(F), T(F) et
v;(F) respectivement.

Soit maintenant un champ XT =X + PT ou Xe M(z) v(n) et
P e ZZT(z) Vr(n)' Comme X.M(z) < M (z) et XT-7ZT(z) c er(z), le
champ X opére naturellement par dérivation sur g'k(F) et par crochet
de Lie sur vk(F).

De mé&me XT opé&re sur Cgf(F) et Vk(F). Ces opérations ne dépendent
T

que des champs tayloriens d'ordre k : ik, if associés 4 X et X resp-
T

pectivement.
Le probléme formel associé& au champ X est la résolution des
T

équations :

ol XT e V (F) désigne le champ taylorien de XT le long de F x [0,1],

~ ~ [+ ~
heB(z) & (F) , Z e ’?)Z— (z). T (F) sont des seconds membres donnés
T T T T T
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et f € éfT(F), Y e VT(F) sont inconnus.

1.2. Passage du champ X au champ XT.

Soit X, =X+ P comme plus haut. Nous voulons relier les proprié-

tés de X, 4 celles de X, moyennant certaines hypothéses.

Supposons par exemple que l'on veuille démontrer que X est de k-

~

détermination finie. L'espace tangent & l'orbite de X sous l'action du
groupe Diff(n) des germes de difféomorphismes en O € R" préservant O
est le sous-—espace [X,?%(n) V(n)] de V(n). La condition :

k+1

[Xx:M(n) v(n)]> m~ (n) V(a) (1)

représente la condition de k-détermination finie infinitésimale. Si

l'on pose X = X + T(Xk - X) oll X, est le champ représentatif du jet

k
s

k

ij(O) =X 1'équivalence de X et X, est impliquée par :

k

.o m (2) v ()] > mE ) v (n) (2)

Malheureusement ici, il n'est pas clair que 1l'on puisse d&duire
(2) de (1), méme dans le cadre purement formel : c'est & dire déduire
~ g o " ~ K+ 1 ~
(2) : [, 7 (n) V.(2)] 2 M7 (n) V_(n) ce
) [%, Pi(n) ¥()] 2 M5 (n) Tln).

Et de plus, il n'est pas clair non plus que l'on puisse ramener
(1) et méme (1) & une condition portant sur des jets d'ordre fini.

Pour obtenir un résultat, on va remplacer la condition (T) par une
condition plus restrictive : on va supposer que l'inclusion de (T) est
donnée au moyen d'un opérateur formel.

Remarquons tout d'abord que tout &lément Te g(F) se représente

par un germe de série :

T = germe z ai(y)z1 avec a; € 7 (rP) ,
en O ieG’;‘_P

espace des fonctions % sur RP ; G;:p désigne 1l'ensemble des (n-p)-
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. . i i
. . - . 1 -
multi-indices i = (11,...,1n_P) ; z° est mis pour z~ = Zy .. znfpp
De méme :
?;s T(F) est représentée par une série :
f; = germe le long de E a.i(y,‘r)zl avec a; € g RPx m,1)
{o} x[0,1] ie oy p
et Y e V(n) ¥ = germe a., .(y) zi 2
2 1,J ij

en 0 (i,j)éG‘;_PXD,..n]

® (mP s .
ol a'i,je & (RY) et (x1,..,xn) est mis pour (y1,..,yp,z1..zn_P),

~ 1 3

Y € ¥ (n), ¥ = germe le long de Z a, .(y.,t) 2zt =
T 3x.

vl i {0} x[0,1 (1,5) 9 %3

ol 8y 5 € g (P x [0,1])

~ f4 s
H est un sous espace de (5(F) ou de V(F) déterminé par la donnée

d'un sous ensemble J de G‘;l_p ou de Gr;—p x [1,..n] de 1la fagon suivante :

H = germe z a.i(y)zl ou bien :
en 0 ied

o~ i 3

H = germe a, .(y) 2= — .

en 0 (i,j)edg *°9 axj

On désigne par ﬁr le sous espace de 6T(F) ou de VT(F)

i = germe X: ai(y,r) z*t ou bien

T ieg

ﬁ-r = germe &, Ay,T) z:.L ﬁ— .
(i,j)ed *»9 J

Alors :

k - ~
DEFINITION 1. — Opérateur formel o de degré s € Z de "Ivf(, °(z)nH » H

~
c &(F) est un sous-espace d&fini comme ci-dessus, a4 l'aide de

i
G- ) :
n-p X
. . PN & o
C'est une application R—-linéaire o : m

(o

J

n

~ ~S
H > H, définie par 1'in-

termédiaire d'opérateurs linéairegcontinus )‘j 5 : &7 (R?) » &7 (RP)
s

(i,5) € T x J (o2 ¢ "(RP) est munie de la topologie de la convergence

uniforme sur les compacts), de la fagon suivante
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si o(germe E:: ai(y) z') = germe X:bj(y) zY
dJd

en O liI; k en O

alors b, = E:: Ay (ai
T Ik lslils |3les 2

)

2

[i] =i, + ...+ inep

Pour la bonne définition de o, on doit supposer gue les opérateurs

Aj ; se localisent en 0 e RP, c'est 4 dire gque pour toute boule B cen-
3

trée en 0 € RP, il existe une boule B', centrée en O,telle que Aj :
£ ]

induise un opérateur de 2;“’(13') dans 8”(3). (Par exemple : les opéra-

Y
teurs de dérivations, l'opérateur f +‘[ 1f(n,yz,...,yp)dn , ete...)
0

De la méme fagon, on peut définir des opérateurs o de
~

kK ~ ~ ~ ~ ~
ﬂ&o(z) V(r) N HE~> H pour H c F(F) ainsi que o  de :7m¥(z) nH > H et

~k° ~r ~ ~ ~ g o .
de ﬂlr (z) VT(F) NnH - H pour H ¢ T(F) ou VT(F) respectivement.
Dans ces derniers cas, l'opérateur o, est défini a l'aide d'opé-
rateurs continus Aii : BT (RP x [o,1) > €7 (RP x [0,[]) se localisant

le long de {0} x [0,1] ¢ ®P x [0,1] .

k
Exemples. — a) Si X e M, 1(z) {5%— ,..,3;3——} est homogdne de degré k,,
1 n-p

alors la d&rivation par X est de degré - ky + 1 (si k, 2 1).
i ky 3 ) . ,
b) Si X e M (z) {—,..,5—)} est homogéne de degré k.,
8y1 ayp 1
la dé&rivation par X est de degré - k, .

1

k
c) 8i Xe M 1(z) V(n) est homogéne de degré k le crochet

1°

par X est un opérateur de degré - k, + 1.

La proposition suivante montre que 1l'on peut comparer l'action de

(4 ~ . . .
X et celle de X, sous certaines conditions. Par soucis de généralité

~

nous remplagons ci-dessous ce champ X par un champ TT pouvant dépendre

de t. Mais les principales applications seront pour T, = f, champ indé&-

pendant de T :

- ~
PROPOSITION 2. - Soit 'T“Te ﬂgT(z) V(F) une famille de germes de champ

taylorien de champ de vecteurs, s'annulant sur F x [0,1] s
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~
F = RP x {0} c R" et T un sous-espace de ¢%(F) ou (F) défini comme

plus haut.

P ~ ~ . ~ ~ e g
Supposons que l'opérateur fT > Tr'fr ou bien Y = [TT,YTJ de T(F).

admette un inverse 3 droite o, défi-

dans éT(F) ou de V;(F) dans

¥ (F)
. -0 ~ . > %o o o~ ~ 2
ni de 7QT n H_ (ou bien de mZT VT(F) n HT) dans H_, de degré k,

(koa 1, k., 3 0).

Alors :
i/ 8i He¥Wr) , 22 Sup(k, + 2, k,) et ﬁ; € ﬁi:(z) v;(F) est tel gue
[P ,H ] [ ﬁ}, l'oEérateur ?; > [i},?}], pour iT = f} + F; , admet un
inverse & droite a; de : ﬁifo(z) v;(F) N ﬁ;-» ET, de degré k1

ii/ 8i He &F) , » 2 sup(k,+2, k ) , w2 Sup(k,;+1, k -1) et

L] U 9 ] a~ v ~
P.c ﬂZ (z){az SRR P p} +*%T(z){§§T ,..,3};} est tel que [PT,HT] c H,,
l'opérateur T o X T our X. =T_+ T ad;et un inverse 8 droite o!
" T T T T T
o fa-od ~ 2
de WZT (z) n H_ > H_, de degré k,.
Démonstration. - Considérons l'opérateur de dérivation (ii) seule-

ment. La démonstration du résultat pour le crochet est analogue.
. ~ ~ Py o . .
So1it fT [ HT . On va représenter f_r par la suite des fonctions
coefficients d'un représentant de ?; .

Plus exactement :

o
= N . .. _
fo= (ao,...,ak,..) ol a, est la suite finie des fonc
tions oy = (ay 5 ) o(ioalleg = k
1 n-p { 1 -p
1,.001 €
(i, 1n_P) J

T_ s'annulant sur F est un opérateur de degré < 0. On désignera par

-

T (a 4...5a,) le terme d'ordre k de T .F (Comme la dérivation par
k' "o k T T
%J est un opérateur de degré < O, @L ne dépend que de ao,...,ak).
' 2 . ~S ~s - -~ .
L'équation TT.fT = hT avec ?
o= (ao,...,ak,..) et h = (b1,...,bn,...)

s'éerit :
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b1 = T1(ao,a1) avec bo = ... = bko_1 =0
° ~ . ~ A'ko ~
b, = Tk(ao,...,ak) puisque hg e.ﬂlr (z) nH,

Soit UT_l'inverse 4 droite de la dérivation. Dire que o, est de

degré k, signifie que o, ﬁr s'écrit :
~
OT hT = (Uo(bo,b1,..,bk1),-- Uk(bo’-',bk1+k)9" )
. . ~ A ] 9 ~Su 9 ]
Soit maintenant P_ € 1nT(Z){3;T""3;;j;} + ﬂLr(z){E;T""S;; }

Les conditions A 2 k,+2 et u 2 k1+1 impliquent, en posant
2= Inf(A,u+1), que ?}.ﬁT s'écrit :
~ ~ ~
P h_= (Pi(ao,a1),...,Pi+k(ao,...,ak+1),...)

T T

. =~ .z w =
Ecrivons le systéme associ& au champ TT + Pr H

~
b, =T,(a;,28y)
3 = Tx(ags-..5a5,,) + Pxla_,a,)

byeq = TX+1(a°,...,aX+2) + Pi(ao,aT,aQ) etec...

~ ~ 0 ~
avec h. € (b1,... bk,...)e ﬂLT (z) n H, .

Comme A 2 k,+2 , les (X =1 ) premidres lignes du systdme associé

ol

~
sont les mémes que celles du systéme associé & T,. Elles permet-

o7

tent de calculer a. s a1,...,ai_k1_1 par :

a = oo(bo,..,b = 9% _x _1(b°,..,bi )

1 -1

)s"-aa__ -
k1 A k1 1

D'autre part, remarquons que les fonctions coefficients Bose a8y g
1

~
ainsi calculées correspondent & des &léments de H._ .

T
. ~ s ~idme ..
On va maintenant calculer a3 _, 8grace & la A ligne modulo les
a, et a, déja calculées (en effet 1 2 X—k1—1) :
ai_k1 = Grk—k1 (bo,..,bx_1, by - Pi(ao,a1))
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La formule de définition de o 5 , est donc
2

L - - e W— —
°r,x—k1(bo""bi) G)\—k1(bo""}§—1’bx P1(°o(bo""bk1)’°1( )

Les autres &, se calculent de la méme fagon, modulo les a; déja
calculés.
Remarquons que le calcul est légitime car les coefficients

k ~
b,,..,b, définissent des éléments de iiTo(z) n H_ ainsi que les termes

1 k

Pi(ao,a1), etc... (Ici on utilise 1'hypothdse 1 » ko). Il est d'autre

part clair que le résultat ?2 appartient & ﬁ; .

1.3. Champs v&rifiant les conditions (P)

Dans ce qui précé&de nous avons vu que l'existence d'un inverse o,
pour l'action du champ %T était garantie & condition que l'action du
champ ¥ ait elle-m&me un inverse et que la perturbation PT soit suffi-
samment plate le long de la singularité de X.

Nous allons considérer ici le cas le plus simple : celui ol X est
un champ linéaire et donner alors une condition nécessaire et suffisan-
te pour que les opérateurs définis par la dérivation et le crochet

soient inversibles.

Considérons tout d'abord le champ diagonal :

3 3
= -+ ...
X A, Z + An—p zn—pa Zn

. avec )‘2""’)‘n—pe R

dans R™ = R® x R"7P, Le champ X est nul sur F = RY x {0}.

R ~ ~ i
L'action de X sur le mondme ai(y,r)z est donnée par

% (a. ( i)_(n‘P. i - (4 .
(a;(yx )z7) = 51 1k)\k)ai z avec 1 = 11""ln—p)
P . ~ ~ i
Donc 1l'équation X.f_ = h avec f = % a.(y,t) z° et
. T T e *
B =3 bj(y,-r)zJ est &quivalente au systdfe
J
n-p
b . . =(x ) a. . pour v (j,...J _ )€ G _
J1"Jn—p J=1 k}k J1..'Jn—p 1 np n-p
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si Y = n;P o 7t 3_ 4 g B zt 2 et i e &7
T j=1 1,J azJ =1 1,J ay:j n-p
n-p P _
2= £ T, .2 ge—+ B, .z 2— et ie G _
.j=1 1,J Zj J=1 l,J ¥y n-p
Le crochet ﬁf ¥ ] = 7  est équivalent au systéme :
T’ 1T T :
n-
CE =[ k£1 (lkxk) - Aj] a; ; avee i = (11,..,1n_P)

n-
B. . = r i a ] ..
81,.1 [k=1 Kkl Bij

~ ~s
Nous voyons que les &équations (I) et (II) sont &quivalentes & des

~
systdmes diagonaux. L'Eéquation (T) est résoluble sur ﬂLt(z) si et seu-—

lement si pour V(11""1n—p) € G;_p - {(0,..,0)} on a i 1 #£0 .

~J ~
L'inverse o de TKT(Z) dans TRT(Z) est de degré 0.

~
De méme 1'équation (II) est résoluble si et seulement si pour

Yie [1,..£E;é] et V(11"”1n~p)€ Gh-p tel aue |i] = ikl o302
on a Aj - k§1 1 hy # 0 et si pour tout i = (11,...,1n_P) > |i] 2 1 on
a I ikAk # 0. L'inverse du crochet, de degré 0, est alors défini sur
k
M 2 9 9 -~ 3 )
M2t 52 ,ougt— P+ M (252
1 n-p 1 P

Les conditions peuvent &tre écrites pour un chemin de germes de
champ quelconque s'annulant sur F x [0,1]. Soit XT un tel germe repré-
senté par un champ sur un certain voisinage W x [O,ﬂ, W voisinage de O,
s'annulant sur F x [O,ﬂ. En chaque point (W N F) x ‘p,ﬂ sont définies
les valeurs propres A1(y,1),...xn_P(y,T) de la partie linéaire du re-
présentant, transversalement 3 F (Les autres valeurs propres sont tou-

jours nulles).

DEFINITION 3. - Soit XT € VT(n) un germe de champ en O € Rn, s'annulant

sur F x b,ﬂ , F =RP x {0} . Soient A‘(y,r)...,kn_P(y,r) les valeurs

propres de la partie linéaire d'un représentant de XT, dans un voisi-—

nage de O.
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i/ On dira. que X, vérifie les conditions (P1) si X posséde un re-

présentant pour lequel : pour tout (i1""in—p) € G;;_p tel que

li] = iy + 000+ in—p > 1 on ait i ikxk(y,r) # 0 pour

Viyst)€ (FAwW) x [0, o2 W x [0,1] est 1e voisinage de définition d'un

représentant de X_r .

ii/ On dira que X vérifie les conditions (P2) si X possé&de un
T T

représentant pour leguel, pour tout (i1,..,in_p) € G;;_P tel que |i] 3 2

e._____t tout j€ [1329-"sn—p] __on_a__i_t Xj(ys‘l') - I ikkk()’n) # 0 pour
k
(y,x) € (Fnw) x [o0,1].

Remarques.

1) Les conditions (P2) impliquent les conditions (P1)

2) Les conditions (P1) impliquent que toutes les valeurs propres
sont différentes de zéro. Le champ X est normalement non dégénéré, le
long de sa singularité F.

Soit TT un champ linéaire, non nécessairement diagonalisé, ayant

sur un voisinage W x B),U , un représentant de la forme :

_ 9
T = I “i,j(y’T)zj . avec (y,7)€ (WaF) x [0,1].
1,4 1
Désignons par :‘,(z)k les polyndmes de degré<k en z = {z1,..,zn_ﬁ

~

et par V(z)k les champs formels & coefficients dans %,(z)k :

V(z)k = g(z)k{a:. ,E%T} . La dérivation par T, induit, pour

V(y,t) € WO F x [O,ﬂJ, une application linéaire Px k(y,'r) de %-,(z)k
L]
dans %(z)k. De méme, le crochet par X envoie, pour tout(y,TﬂNz)k dans

V(z) On définit une application linéaire Px k(y,'r) en faisant sui-
£

k+1°

~ ~
vre le crochet de la projection naturelle de V(z) sur V(z)k. Alors :

k+1

~S
LEMME L4, - Les valeurs propres de 1l'application Px k(y,r) de %(z)k
, ge

~
dans &(z)k , associée &8 la dérivation par TT sont €égales &
n-=p
521 1jAj(y,r) pour yi = (11""’1n—p
de l'application °x k(y,r) de V(z)k dans V(z)k, associée au crochet par
’

)s |i] € k. Les valeurs propres
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n-p
T., sont &gales & Aj(y,r) - .21 i, 2 (y,t) et & E i, A, (y,7) pour
l=
) » lil ¢ k et §j = 1,...,n-p si dim F > 0. (8i

yi = (i1""’in-p
dim F = 0, les valeurs propres sont uniquement égales &

— n=

Aily,t) = I oighy (y,1) 5 (y,m)e€ warF x Jo,1] , od wx [o,1 est 1e
J i=1 —

domaine d'un représentant de TT).

Démonstration. - Le résultat est vrai dans le cas d'un champ dia-
gonal réel comme on l'a vu plus haut. On peut 1'€tendre facilement au
cas diagonal complexe donc lorsque les valeurs propres sont 2 & 2 dis-
tinctes @t distinctes de 0. Il demeure vrai par continuité lorsque des

valeurs propres s'annulent ou deviennent multiples.

I1 en résulte que si le champ T vérifie les conditions (P1)
(respectivement (P2)) la dérivation, (respectivement le crochet) admet

un inverse de degré 0. En appliquant la proposition 2 on trouve donc :

T j 9z.
vérifiant les conditions (P1) (respectivement les conditions (P2)).

A o 2 ) ] o 9 ) P

Alors si P_e M, 2(z)1 seeesi—t +M_(2){z— ,..,5=—} , la déri-

220X ° S Yo T 3z1 azn-p T 3y1 ayp == —=- -
- ~ ~ ~ . 4

vation par le champ XT = TT + PT admet un inverse UT sur1mT , de de-

PROPOSITION 5. - Soit T_ = & oy j(y,T) z. = un champ linéaire en z
t]
i

3 i T e M3(z) V_( 1 X_ admet i o
gré 0. si PT € ﬂLT z) Vr F), le crochet par . &dmet un inverse 0, sur

'm,f(z)VT(F) de degré 0.

On tirera, & la fin de ce chapitre, les conséquences pratiques de
ce résultat, en ce qui concerne par exemple les propriétés de linéari-

sation des champs.

1.4. Champs ne vérifiant pas les conditions (P).

Nous allons maintenant nous intéresser & des champs pour lesquels
les conditions (P) ne sont pas vérifiées .

Supposons tout d'abord que les conditions (Pq) ou (Pg) soient vé-
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rifiées 3 partir de |i| » k pour le champ linéaire X = I a, .(y)z
i, ?

Alors,d'aprés le lemme L4, 1'opérateur de dérivation par X ou de crochet

. . o kK o k ~ . .

est inversible sur ﬂLT(z) et '“Z,T(z)vT respectivement. Un cas particu-

lier important de cette situation est celui ou X est une contraction

ou une dilatation hyperbolique, c'est & dire celui ol toutes les va-

leurs propres ont une partie réelle de mé&me signe. Alors les conditions

(P1) sont toujours vérifiées et les conditions (P2) le sont pour |i] 2k

k assez grand :

PROPOSITION 6. - Scoit X = % a; j(y)zj 82 un champ linéaire tel que
i,5 1o i
les valeurs propres A1(O),..., An_P(O) aient toutes une partie réelle

différente de O et de méme signe. Alors si k est le plus petit entier

strictement supérieur & Sup |Re Ai(0)|/Inf|Re Ai(o)l » le crochet par
2 . s Ny 2t PO Mk, A\
X, admet un inverse & droite oL de degré 0, défini sur ﬂLT(z)VT.

Démonstration. - Si |i] = k et j€ D,...,n—p]
|[Re(nr.(0) - z isxs(o))| > - Sup|Rea.(0)]| + |i] InflReAs(o)|
J s J J 8
> - S?p|ReAj(O)| + k Igf]Rexs(O)l

On peut choisir un représentant de X sur un voisinage W, tel qu'en tout

point y € W A F on ait encore :

- Sup |Re xj(y)l + k Inf |Re As(y)l >0
J s

I1 en résulte que les conditions (P,) sont vérifiées pour [i]| 3 k.

Dans le cas ol X n'est pas contractant ni dilatant, il est possi-

ble qu'il existe une infinité de relations (P1) ou (P2) non satisfaites.

Par exemple si ¢ Mij = 0 pour un multi-indice (i1""in—p) on a encore
§ m iy = 0 pour Yme Wet pour ¢, : Ay = Ay - § mrsi, = 0. De

plus, contrairement & ce qui se passe dans le cas contractant ou dila-

tant, les conditions (Pq) et (P,) vérifiées en 0 € RP n'impliquent pas
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les mémes conditions aux points y voisins. Cela suggére que la situa-
tion peut &tre tré&s complexe si 1l'on permet aux Aj(y) de varier en fonc-
tion de y. Nous ne traiterons dans ce qui suit que quelques exemples de
champs pour lesquels les xj sont indépendants de y. Ces champs sont 1iés
directement & 1'étude des 2-formes fermées comme on le verra au chapi-
tre III.

Soit un chemin de champ TT , présentant une singularité de codi-
mension 2, F x [p,ﬂ et s'écrivant
T, = Z? Xpg,.(¥) + 292X, (y) + 25 Xgp,.(¥) * ez, 3—2'1‘ + z1_aaz_2
avec € = + 1 et X20,t(y)’ X11’T(y) et X02’T(y) des germes de champ le
long de {0} x[0,1] ¢ F x [o0,1].

Le champ TT admet F X [9,1] comme ensemble de z&ros et est norma-
lement non dégénéré ; T T fixé, ne vérifie pas les conditions (P1)
(et donc pas (P2) non plus) car les valeurs propres A1, 12 sont telles

que A1 + Az = 0. Cependant nous allons voir que la présence du terme

d'ordre 2 permet en général d'inverser 1l'opérateur de dérivation :

N 2 2 ) ]
-— = ———+ —
PROPOSITION T. Soit TT z, XZO’T+z1z2X11,T+z2X02,T+e Z 573 ) z18z2

un champ comme ci-dessus. Supposons que X (0) -€eX (0) # 0. Alors
20,1 02,1 220L8

~
l'opérateur de dérivation par T admet un inverse o, défini sur

& & ¢ LY e S Y oem
ﬂLT(z) %T(F) de degré 2, tel que si hte(“LT(y,z) alors aThTG-“LT(y,z).

Démonstration. — Nous allons nous limiter au cas hyperbolique

(e = + 1) . Dans ce cas on peut diagonaliser la partie linéaire par le

changement réel de coordonnées :

. = z,%2, . - z,"2,
1 - 2 ’ 2 - 2
(Dans le cas elliptique, € = -1, le plus simple est de complexifier R

puis de ne retenir que les solutions réelles. Le champ étant alors dia-

gonalisable la résolution est analogue & celle que l'on va décrire ;
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on omet d'indiquer partout le param@trecx).

Aprés le changement de coordonnées, et en conservant les variables

LSRR AL PR le champ s'écrit :
2 1] 1 2 ] - a
21X7p0 * 29%p X'yq * 25 Xgp * 2y 33 %2 3z,
. [ = ' = -
avec : X'p0 = X0 * Xqq * Xpp 5 X'y X320 = Xo2
[ = -
et X'02 = %30 7 Xq1 * g2
La condition (X20 - X02)(0) est équivalente & X'11(0)~f 0
Ecrivons l'action de T; sur f= I ag Ay,T) z? z% e-gt(F)
i,j. "J
~ ~ ~ o~ i Jd 2 x
T .f=h avec h= I b. .(y,t) zlz donné par le systéme I H
T ij 1,J 172
L]
. = ' 8. . ' 8. N + ' 8. . i—-J PR
bi,J X 20 al—Q,J X 11 a1—1,J—1 X 02 a':|.,J-2 + (i J)al,J
avec la convention : a. j =0 si i ouyJj < 0.
L]
Comme X'11(O) # 0 , on peut supposer choisies des coordonnées (y1,..,yp)
' B e—
et un représentant de TT tel que X 11,1 3, .

Ecrivons les premiéres lignes du systéme I :
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b10™ 210

b, .= -a

01 01

=Y

2020200 2250
=x1

®117%31%00 0.2,

=X =
202"%02%00 284

= 1
39 X50%10 3a

- [ n
by X31210"%20%01 8o

= [ [} -
2P X02%10%%11201 P

= 1 -
03 X02201 3803
= \]
®uo X50%20 bey,
= ' [}
bsy X11220"%50% 11 284,

= L} L 1
22 X020t %11811 % 50202 02,5,

= 1 Al -
b3 X02211*% 11202 2843

o’
|

- 1
by, X02%02

Désignons par I, le bloc des (k+1) lignes correspondantes aux indices (i,j),

i+j = k. Le systéme I se décompose en 2 sous—systémes : zim = &) et
P k impair
air U Tye
p k pair

Pour I imp. * on peut construire un inverse o4 de degré 0 : I ] est inversi-

ble, 23 est inversible modulo agq et &4, ete... Pour L pair, la situation est dif-

férente car la matrice diagonale bi ; = (i-—j)e.:.L 3 n'est pas inversible si i+j est
2 E]

pair. Ceci va &tre compensé par la présence du terme X{ sur la ligne (i,i).

1%4-1,1-1

On peut construire un inverse GP de degré 2 pour I pair, de la fagon suivante :
On considére dans I, la ligne :

]
b11 = X{1aOO avec X{1 = T .

3y1
2 . ¥ . ..
On détermine a, par : aoo(y) = Jo b11(n,y2,..,yp)dn . Puis, modulo &g, ainsi

calculé, on trouve &y €t 8

1
8y = 3 (v

02}

(b, ~ X!'.a )

) et ag, = 02 ~ *02%00

02

[STES

- 1
20 ~ %50%00
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Passons au bloc Zh.
s . = 1 ] ] :
La ligne : b22 X02320 + X11a11 + Xzoao2 permet de calculer a4
déja trouvés, par la formule :
Y1
= - 1 - X
311(}') So (b22 onazo Xzoaoz)(nsy2,--,yp)dn s

modulo 250 et ago

ce qui détermine, gréce aux autres lignes, &40 » 837 > 893 > Bqgy- Et
ainsi de suite, on construit l'opérateur up. Le degré 2 de cet opé-

rateur vient du fait que a; ; est calculé gréce & la ligne (i+1,i+1).
2

L'inverse g est donné par g = g. @ o_.
T T 1 p

~ 3 3 ~
Enfin, remarquons que si hT =3 b jzizg € Tnf(y,z), c'est & dire
£

i
~ ~
h appartient & ﬂbf(y,z). En effet :

m,5-k-¢ :
by, F ﬂLT (y), la solution o _h_

Y1 o~ 3
aoo(y) =§0 b11(n,y2,...,yp)dn et comme b11€- “Lr(y) , on a
~
N
ago € 'm,,l_(y).
. 2N o~
Puis a,, et 3015 q%,r(y) car b,, et b016 WLt(y) s
D 3 3
1 1
X' 50800 &t Xhp200€ Mbr (V) = 2,4 et age WI(y)
2
a,,€ M- (y) car bQQEﬁLT(y)
~o
2
et a3g s apy 5 215 5 8g3€ M (y)

~ ~
Ce qui fait que o. hE m,}:(z,y).

D'aprés la proposition 2, nous savons que si ?Te “Lf(z){sg—y.,sg—}
~ 3 . v N 1P
+ M (2)1 . } , alors la dérivation par X_ = T_ + P_ admet un in-
T az1 322 T T T

verse 0% sur ﬁir(z) . Nous allons amé&liorer légérement ce résultat en
jouant sur le fait que le systéme I est formé& d'opérateurs de degré O
(multiplication sur des nombres) et de degré 1 (dérivation). Cette

amélioration est essentielle pour la suite :

. _ 2 2 3 P
PROPOSITION 8. Soit T = z1X20’T+z122X11’T+z2X02,T+e 22327 + 3z2
~
€ =%1, comme plus haut et P e ﬂL?(z)VT(F). Alors la dérivation par
~ ~ ~ . e . ~
XT = ‘I‘T + PT‘admet un inverse o% d'ordre 2, défini sur ﬂZT et tel

~

. M ~ i
que si h € ﬂLf(y,z) alors o! h € WLT(y,z).
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Démonstration. - Dans le systdme I correspondant & la dérivation

par rapport & ﬁr on groupe les termes exprimant les bi ;o i+j = k par
L]

rapport aux a; i+j = k : ils forment la diagonale du systéme. Puis

»d

les termes exprimant les 'bi , i+j = k en fonction des a., . , i+j = k-1:

»J i,J
ils forment la premiére sous-diagonale , etc...

L'adjonction de la dérivation par ?T n'ajoute rien & la diagonale

PN o N . =4 w3 f>4

ni & la premiére sous-diagonale car P_€ M%T(z) VT(F).

Dans la deuxi@me sous-diagonale apparaissent des opérateurs de
degré 0 (multiplication par des fonctions). Cette remarque permet
d'imaginer facilement un opérateur o : I, est inchangé ainsi que Z,.

Dans 23 , on peut toujours résoudre modulo les a. . déjd calculés : a

1,4d 10
et agqe
Passons & I). L'équation permettant de calculer a,, dans le systéme
associé 3 T_ &était :

T
= X!
byp = Xjy &gy modlayg,ag,)
qui était une équation régulicére (X;1 # 0).

Elle est remplacée par :

bop = Xjqagy A, c(¥legy modlaygsag,.8y0.805800)
ol Xz’T(y) est une fonction dépendant de P, -
Soit :

booly) + Poly) = Xjgagy + Ay,
ol P2(y) dépend des 853 déja trouvés.

Cette équation reste réguliére. Si

Bo,c(y) = exp [' J

Y1

AQ’T(n,yg,--,yp)dﬂ]
0

on peut poser :

&9 = Ae,r(y) j

Plus généralement, on aura une ligne

Y1

-1
. A, (n,yz,...,yp) [b22(n,y2,..) - P2(n,y2...)] an
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S ) o . agia 2 .
X 1184, + Al(y)al’l modulo les aj j déja calculédsqui est

bi+1,i+1 s

une équation différentielle régulidre en a; pouvant se résoudre com-
E]

i
me ci-dessus.

< . P . v Ng
Il est d'autre part trés facile de vérifier que si hreﬂm%(y,z) alors
o; ﬁgs ﬂlr(y,z), comme il a été fait dans la démonstration de la pro-

position T.

Nous allons maintenant montrer que le chemin XT du lemme précédent
peut €tre simplifié par un changement de coordonnées. Au lieu d'aborder
directement 1l'équation [iT,YT} = ET s trop difficile, nous allons mon-
trer que la proposition 8 ci-dessus permet de construire une intégrale
premiére formelle de %T. Soit done:

2 2 )

-~
- 3 3
To= 29X50, 0 *292%yq o+ 2Xgp L *e Z; 3z, * %1 3z

~
P e ﬂL3(z)V (F) et X =% + 3 . Remarquons que :
T T T T T T

comme ci-dessus,
2

v ™ 2 2 N
hT = XT . (z1 - & 22)6 an(z122)

~ ~
et résolvons X'T. f = ﬁT par 1'opérateur a; construit dans la propo-
sition 8 :

- ~ . - P ~ A 2 .
si fT = o, hT , 11 est facile de vérifier que fTe ﬂLT(21z2). Mais de

plus, si l'on regarde la construction explicite de 9. la solution

7 o= 1.4d .
fr =3 ai’j(y,r)z1 5 est telle que :
850 = o , 819 = 8gq = o, 8,9 = 84, = 0, et 311(0,1) =0
D'od ? ﬁiB( Z.,2,)
Te T Vs2Zq>s o/
2 . ~ 2 2 ~
Il en résulte que le champ taylorien gT =2z, - €z, "~ :IE'T s'annule qua-

dratiquement le long de F x [Q,ﬂ et est non dégénéré (de Morse) aux
points {0} x[O,q C R" x [b,1] : on peut représenter ZT par un champ
taylorien le long de F x [0,1] qui est de Morse en tout point de
~ . 2 . N Y

F x [O,G . Et de plus g est une intégrale premiere formelle de XT

~ o

X . = 0.
car . gT 0

En appliquant le lemme de Morse (& param@tres y et 1) on obtient un
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et que G, fixe les variables y,T :

N
n

1 Z1(z1,22,y,r)

Z2 = Z2(Z1 ,zz,y,T)

¥r1(,2 _ 2y =
et tel que XT(z1 € Z2) = 0.

Cela signifie que le champ X; s'écrit :

~

~
Xl
T

w(t,0,0,0) #£ 0

~

~
et Y_ paralléle & F est de la forme

Y 2
Y = 27X + z.,z,.X +

T 1%20,1 122%11,1

Considérons un nouveau changement de coordonnées HT de la forme :

Y, = y(ysTazysz,)
H y _ .
T Yp = yP(YaT’z1sz2)
Z1 =z, 22 = z2

On cherche HT pour que :

1

2 2
Yo+ ult,y,z,,2,) Eze 5z, * 2y 9z ]

2
2oX00, 1

~ ~y

chemin de germes de difféomorphismes GT 4 l'origine tel que ETxXT = X

m3
mod mT(z1,z2)

avec Y1(O,T,O,0) =0

3Y.
et det(;;l (0,7,0,0)) # 0

J

2 2 9 9
— ' =
HT*(“T X1 ) =2 Xpp(0)4e vz X, (0) + ez, 2z, %1 32,
On a :
p
1 1 ) 9
H (= X!) = & (= X'.Y.)75 +¢ + z
T=® wooT G=1 BT 179y 2 az1 2 az1
Compte tenu de (Zi = zi) on doit résoudre =
1 5o =
(1) HTXT Y. = oy ol a; est la composante de
2 2
z1X20(O) + z1z2X11(0) + z2X02(O) sur - .
[ : : 1y 3 ) t
Comme z1X20(0) +.o..t 22X02(0)]. y; = W XT .y; mod ﬂLT ¥.2), On es
conduit & chercher Y. sous la forme :
Y, =y ¢+ Wi et 1'équation (1) devient
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1 _ 3
ETX; “Pi = (ai - . Yi)e 'm’.r(ysz1,22)

|-

D'aprés la proposition 8, il existe une solution ?ie n f(y,z1,22) et

Y, =y o+ ?i définit bien un difféomorphisme.

On a donc le résultat :

. ~ 2 2 9 9
LEMME 9. - Soit TT = z1X20 . + z1z2X11’T + 22X02,T + €2, EET + Z 822
~ 3 ~ . .
avec XQO,T(O) 02 T(0) # 0 et P € qﬂ%(y)VT(F). Alors il existe un

chemin de germes de difféomorphismes fixant l'origine : GT , avec

dGT(O) = Id et un chemin ﬁié» QT(F), uT(O) # 0 tels que :

l—\l > - a )
wrz (T + BD) = =%oq {0+ 2q2%y00) + szoz(o) M- PR B A

Ce lemme nous sera utile dans le paragraphe suivant pour traiter les équations
posées par un champ XT elliptique. Si TT est un chemin comme plus haut, mais avec
~3 {--]
PTe ILT(Z)VT , en classe e s, le lemme 9 montre que l'on peut trouver

un chemin de diffé&omorphismes GT et un chemin Mo tels que

l(}X=z2X (O)+z (0)+z2X

) ’
uo ™ T 1 2 11 te ] + R

5 —O
2321 1 z, T

’ 0
avec Pl€ qmt(z).

2. LE PROBLEME PLAT

Soit XT un chemin de germes en 0 € Rn ayant pour ensemble de zéros
le germe de F x [O,ﬂ od F = R? x {0} ¢ R®. Nous allons maintenant
considérer les équations :

o
(I).XT.fT-hT
pour h € 7&:(z) & résoudre avec f € ﬂL:(z) et

(1) :[XT,YT]= ZT pour Z_remT(z)VT(n) 3 résoudre avec YT(—:'m,T(z)VT(n).

Dans ce chapitre, nous ferons l'hypothése que la singularité

F x [O,G est transversalement non dégénérée, c'est & dire que le 1-jet
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de X; en 0 € R™ s'éerit :

$'%0) = 3 ey () 2y e )

+ I bi j('r) z; 2
i, J i,§ ?

3y,
Y5

et que la matrice (ai .(t)) est non dégénérée pour {TE€ [0,1]. (Nous
L]

J i,d
traiterons au chapitre suivant de cas de champs plus dégénérés).
Le cas le plus simple est celui oll 1les valeurs propres X1(T),...,
A (t) de la matrice (a. .(T)). . ont toutes une partie réelle diffé-
n—p 1,4 1,3
rente de zéro : nous dirons qu'un tel chemin est hyperbolique. Dans ce
cas, sans hypothése supplémentaire sur X;» les €quations (™) et (117)
sont résolubles. La situation devient bien plus compliquée lorsque
certaines valeurs propres sont imaginaires. Nous ne traiterons ici que

-]
la seule &quation (I ) correspondant au chemin elliptique déja &tudié

formellement plus haut.

2.2. Le cas hyperboligue.

Nous voulons démontrer :

THEOREME 10. - Soit X, un chemin dans VT(n) de zéros le germe de

F x B),ﬂ et hyperbolique. Alors si h e ﬂL:(z) ou bien si z.€ ﬂb:(z)vt(n)

les équations :

(I):XTfT=h

T
ou bien (IIw) : [XT,YT] =7, sont résolubles avec £ € 7mr(z) et

Y. € ﬂL:(z)VT(n) respectivement.

Démonstration. — La démonstration est assez longue et va se faire

en plusieurs étapes. L'idée est de construire la solution f, par exem-
ple, par intégration de h, le long des trajectoires d'un représentant
de X_. En fait, cette intégration ne sera utilisée que dans le cas
particulier décrit dans la proposition qui suit. La solution du cas

général sera obtenue comme somme de solutions particuliéres.
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PROPOSITION 11. — Soit F = RP? x {0} ¢ R™ et X_ = X! + X" un chemin de

germes de champs tel gque :

i/ X! e TQT(Z){ES—,..,EEE——} et est normalement contractant & la singu-
1 n-p
larité (les valeurs propres de la partie linéaire.x1(1),...,xn_p(1)

ont une partie réelle < 0).

.. ) 3
ii/ X" € {=—,..., =
T ay1 ayp

} (ce champ ne s'anndlant pas nécessairement

sur F x [0,1] ).

Alors les &quations I~ et II” ont des solutions fTe ﬂZ:(z) et

Y € 'n(,:(z) V_(n) pour h_€ m,‘:(z) et Z'_te'm,:(z)VT(n).

Démonstration de la proposition. — On choisit un représentant

du germe XT, encore noté XT y dé&fini sur un produit

v =B, x B, x [0,1]] ¢ BR? x R®P x [0,1] ol B, est une boule en 0 € RF,

1 2 1
B, une boule en 0 € R"7P,
Soit p2 = z? + ...+ z2 .
n=p

On peut choisir B1 et B2 de rayons suffisamment petits, pour qu'ils

existent deux constantes C,,C : 0 < 02 < C1 pour lesquelles, dans V,

1272

on ait :

Ceci est possible car XT est supposé avoir une composante paralléle au

1’B2

telles que - C, = 2 Sup Re(Ai(T)) + € et - Cy = 2 Inf Re(Ai(T))-e)
i,t i,t

facteur R®™P contractante (Si € > 0 est fixé, on peut choisir B

Soit maintenant une fonction y sur RP, de classe B~ telle que
¢ = 1 dans la boule % B1 (boule de rayon moitié), y = 0 sur Rp\\B1,
que pour Yy € R? : 0 ¢ viy) < 1
si X; et X: sont les composantes de XT paralléles respectivement &
R"P et & RP?, posons :

T =X

1 + X"
T T y’ T
P

s 1
v = L
Le champ Tr est égal a XTsur V > B1 x B2 X [o,ﬂ.
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Ce champ T, vérifie encore :

P € - C.p (1)

Mais surtout, il est facile de voir que si m e V et si tpu(m) désigne
le flot de Y, , la % trajectoire positive : {?u(m) |u > 0} appartient
tout entiére & V et que ?u(m) > By X {0} x {1} ( Tcomposante de m)

pour u * + °, uniformément par rapport & m € V.

1) Nous allons tout d'abord considérer 1'équation I .

Pour démontrer la proposition, il suffit de montrer que, quelle que
soit la fonction h € 'nL:(z) 6’“’(v), il existe f e 'ITL:(Z) ET(V) telle que
T.f = h sur V (E*(V) désigne 1'espace des fonctions ¥ ° sur V et TZT(z)
1'idéal engendré dans cet espace par z, et z, . On ne note pas 1'indice
T pour alléger 1'écriture).

Comme chaque orbite de T tend vers B, x {0} x {1} pour u » +o,

on va chercher f par la formule intégrale :

f(m) = 1{ h(p  (m))au (2)
0

I1 est bien clair que si cette intégrale définit une fonction ¥ ° de m,
cette fonction f vérifie T f = h.

Nous allons tout d'abord montrer que l'intégrale d&finit une fonction
continue de m en vérifiant qu'elle est uniformément convergente par
rapport & m, pour u -+ + o,

Pour cela, nous allons estimer la fagon dont Vu(m) tend vers

B, x {0} x {1}(c'est & dire la fagon dont p((?u(m)) tend vers O pour u

1

tendant vers +«).

Des inégalités (1) on tire par intégration :

c_1u _czu
2

p(m) e s el (m)) s p(m) e 2 (3)

Maintenant, puisque h € ﬂL:(z) g “(v), si |h|1 désigne la borne supé-

rieure des valeurs absolues des dérivées premiéres de h sur V on a :
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[h(m)| s (n-p)|h|, p(m)

D'ol l'on tire :

Ih((Pu(m))l N (n—p)lhl1 p(m) e

l\)‘l\)
[

Le majorant est une fonction uniformément convergente d'ol le ré-
sultat: f(m) est définie et continue par rapport & m. De plus f(m)=0

sim e {0} x {3}2 x [0’1]'

Nous allons maintenant &€tablir l'existence des dérivées de tout

a
ordre de f. Si g est une fonction & sur V, on désigne par 2—% (m) 1la
am

dérivée partielle correspondant au multi-indice a ; Si a = (a1,..

)

o
>“n+1

on pose Iul =a; t ... *a

On désigne par :

le| -
g = Sup ' m)
' |a|s r am”
meV

Pour montrer que f admet des dérivées partielles de tout ordre on
doit prouver que, quel que soit a :
j' —_— h(‘Pu(m))du converge uniformément pour u +
o am®
3@
Développons — h((pu(m)) en fonction des dérivées partielles de h et

am
de ?u et majorons :

o B Y Iul
2 n(g, )| ¢ (e sup LB (g m))| sup |22 (m)
3m |8l<|afom lvl<la]tom

Comme h est plat le long de F x [O,1J on peut estimer :
8 .k
20 mf ¢ BB qujgp, em"
om 2
Puis, en utilisant la majoration (3) :
kC
¢ (n-p)* e
3 h n-
ams(apumnl e LRl ug e()® e
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D'ol en désignant par n, le rayon de la boule B, :

kc
2fn (n-p) ¥ g "3
Sup | —g(p, (m))] < © |h||B|+k n, e
[8ls|a] ) om 2
Y
L] \pu(m) l(!l IG
et  Sup | ———— < |e,l
[vlslall om la]
Nous devons estimer Il#ullal . Pour ce faire, on part de 1'équa-
tion de définition du flot :
a¢
u
= = T (m))
D'ol l'on tire par dérivation :
2 ¢
a 3 _ 3T u
du 3m ?u(m) T dn (LPu(m))' om
aT 2 u
ol T désigne la matrice des dérivées premidres de T et m 18 matri-

ce des dérivées premidres de \p .

Cette €quation différentielle est linéaire. On peut estimer facilement

la croissance de ces solutions et on trouve :

3 (n+1)|T|1 u

I'ﬁq’u|o=|?ul1‘e
Plus généralement, en dérivant successivement 1'&quation de d&finition
de Y. et en estimant les solutions des équations différentielles obte-
nues, on montre que, pour V r € N, il existe une constante Dr > 0 tel-
le que :

D_|T|. u

|9 l, se” (%)

B

En regroupant les diverses majorations obtenues, on trouve que :

. x kC
22 n( )| ookl LI up b exe [laln g Il =]

On obtient ainsi une majoration par une fonction indépendante de

m et d'intégrale convergente pourvu que k soit choisi assez grand

42



EQUATIONS SINGULIERES...

2la| o fTl,
k > . (Remarquons que on peut trouver Ca > 0 tel que
2

lTl, < culx 1)

o

La fonction f est donc de classe 8w . Pour montrer qu'elle est plate

le long de F X [0,1], on utilise la majoration :
kC

2
k - —=— u
ln( ¢ (@) < E;;L)— Inl, p(m* e 2
d'old :
kC2
k ® - —— 4
[£(m)| = [igzﬁl— lhlk(jo e 2 du) p(m)k

ce que montre que f(m) est O(p(m)k) quel que soit k.
Ceci achéve la démonstration de la proposition dans le cas de 1l'équa-

tion (I).

2) Passons maintenant & 1'éguation (II ).

Si T  est le champ associé a X, comme plus haut, on cherche a

résoudre :
[TT,YT] =7 avec Y € T (z)x, (B)

pour Zre-m:(z)xT(B) ol xT(B) désigne l'espace de chemins de champs de
-]

vecteurs § sur B = B, x B,.

On désignera T., Y et Z_, par T,Y et Z et pour m = (ys2,T) un point

de V=38, x B, x [0,1] .

. + L. -
Si (m,u) € V xR, on désignera par Ti(u,m) le vecteur obtenu par

la translation du vecteur ai le long de la trajectoire de T du point
i

m au point Wu(m). (xi , ie[1,..,n] , est mis pour y; ou zk).
7 = 3
Ti(u,m) = ?u(m)x(axi)

Soit Aj i(u,m) la matrice telle que :
2

= Aj’i(u,m) Tj(u,m)

9x. .
1 J
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+ . . . £
Pour tout (u,m) e R x V, la matrice Aj i est inversible,f en u et m,
k]

(A. .(0)). . = Id et on peut établir des majorations :
Jdsl Jdsl
3% . Kr|T|r u
|Aj 51, = sup l———i:—l < e (5)
: |a|sr  om
mevV

ol K. est une constante positive.
On peut définir le crochet de T et Ti et 1'on a :

[T, T, ] = o.

Aussi, il est intéressant d'écrire 1'équation [X,Y] = Z en utilisant
comme base les Ti :
. ) 3
S1 Y= ¢ f. — et Z =3I g. T—
L T1 9X. . X,
i j J 29 3
on & :

Iy () = ¢ 32z Ay s(um) £(¢ (m)))T, (u,m)

De méme :

z(@  (m)) r A, . gi((Pu(m))Tj(u,m)

i,j 9%

L'équation de crochet est donc &quivalente & :

o L3 Ay atem) £ (@ aN] = 1y ;5 6 (¢, )

Jdsl
D'old en intégrant de 0 &8 = et en tenant compte de Aj,i(O,m) = Id et de
Wu(m) = m ; on obtient :
[ 4
f;(m) = - lz{ fo A x(u.m) g (P, (m)) du (6).

Maintenant, pour montrer que cette formule intégrale dé&finit une fonc-

tion 8w , plate le long de F x [0,1] , on procé&de comme dans le 1) en
¥ %A, .

u joi
amB 3m®
tivement, ainsi que la platitude des fonctions 8 le long de F x [0,ﬂ

utilisant les estimations (4) et (5) pour et respec-—

Ceci achéve la démonstration de la proposition 11.

44


file:///a/tr

EQUATIONS SINGULIERES...

Revenons maintenant 3 la démonstration du théoréme 10 et considé-
rons donc un germe de champs XT normalement hyperbolique & F X [0,1].
Tout d'abord, en utilisant les théorémes d'existence de variétés at-—
tractantes et dilatantes ﬁp pour un champ normalement hyperbolique &
sa variété de zéros (cf. [6] ) on peut choisir des coordonnées :
(y1,..,yp,z1,..,zk,zk+1,..,zn_p,r) pour un certain k, O £ k £ n-p ,

de fagon que
F, ={z, = ... =2z_=20} et F_ = {z = ... =z = 0}

soient les variétés invariantes de X.» respectivement les variétés di-
latantes et contractantes de X_ (Si k = 0, on convient que F1 = {0} et
XT est normalement contractant).

L'intersection F = F, N F_ est la variété des zéros de X, . Décomposons

1 2
XT en :
X, = X1 + X¥ ol X! est la composante paralléle & F, et X; la compo-—
sante paralléle & Fy.
Le champ - X; est normalement contractant & F2 et le champ X¥ est

normalement contractant & F,. D'aprés la proposition précédente, 1'équa-

-] oo -]
tion I est résoluble pour h e'"LT(z1,...,zk).et 7nT(z et

k+1""’zn-p)
l1'équation II pour Z_€ 7zT(z1,...,zk)VT(n) et WLT(zk+1,...,zn_p)VT(n).

Meis il est facile de voir que tout h_€ ﬂl:(z1,...,z —p) se décompose

n

en une somme hT = h1 + h2 ou :

h, € 1Tl,:(z1,...,zk) et h, € 7%:(Zk+1""’zn—p)
(Utiliser par exemple la technique d'éclatement de la singularité que
l'on décrira au chapitre suivant en dimension ).
I1 en résulte que les &quations I” et II  sont résolubles pour
VhTe ﬂL:(z1,...,zn_P

Ceci achéve la démonstration du théoreéme.

) et VZTG7[):(21,...,zn_p)vt(n).
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2.2. Un probléme elliptigue.

Nous allons maintenant &tudier 1'équation (Iw) pour le champ

X'r ='Ijr + P. avec
_ .2 2 3 ]
Te = 29%00.% 2122800t 22%002 %2 32, oy 3z,
ou X2Q€ X1L€ onﬁsont des champs constants paralleéles & F et tels que
© 3
X20F+ X02ﬁ# 0. et ol P e‘mt(z)VT(n) est une perturbation plate le long

de F x [0,1] . La grande différence dans la solution de 1'équation (I )
par rapport au cas hyperbolique traité précédemment réside dans le fait
que les majorations par des exponentielles sont insuffisantes dans le
cas présent, On devra donc raffiner les estimations (ce qui nécessite
la platitude de PT).

Le champ étudié est d'autre part assez particulier. On pourra trouver

un autre exemple de tel probléme elliptique dans [23] .

PR . _ .2 2 - 9
THEOREME 12. - SOltTT = Z1X20,t+ z122X11't+ Z2X02'I zZ, 321 + Z, 322 un
champ de vecteurs dans R? = R®"2 x R? de coordonnées (y1,...,yn_2,z1,z2)

. . oz s s
tel que X2Q£X1LJXO2FS°1ent des champs indépendants de y, parslleles a
n-2

R x {0} et que x20,r + XOZ,T # 0.
. o _ 3 . L2 =
Soit P_ € ﬂET(z)VT(n) et X_ -TT + P . Alors 1 équation (I ): XT.fT h_

admet une solution f e m:(z) pour tout h € 7!2,:(z).

Démonstration. - La composante deT_ paralléle au plan (z1,z2) dé-

X # 0

finit une rotation. Nous allons voir que 1l'hypoth&se X +
20r" “02:z

implique que les orbites deTT spiralent dans l'axe de la direction du
vecteur X2Qt+ XOQ; .
Supposons que les coordonnées (y1,...,yp) soient choisies telles gque

x20,z+ X02,t= 5y—1 . Alors :

LEMME 13 . - Il existe LN By s Yy € thelles que si
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géy,z1,z2) =y, + atzf +Btz1z2 + erg . TT.Q soit une forme quadrati-

gue définie positive ou négative en Zi3%,-

2 . . 2 2
Démonstration. - Soit (azo’zz1 + a11ﬁz1z2,+ aOZFzz) la composante

a [] ~ — a 3 3 =
de TTsur 5y, L'hypothése X20m+ onﬂ— 3;: implique que a20ﬁ+ LI 1

Soit ftcomme dans 1'énoncé.

2
122 * %op2p) T zp(2azy + B25) + 2 (Rzy + 2vzy)

2 2
lagg, +8)zy + (o = 20,- 2y)zyz, + (ag, = B)z;

On doit choisir a B yttels que :

t? t’

(a

11 [4

)

2

- 20, - 29)® - Blapg + R)ag, - B) < O
PR ] - - = 1

On choisit tout d'abord o Yitels que 01.11,Z 2“: 2Yc 0 puis BZ, tel
que : (u2o&+ qg(uogt— B) > 0

. . a s a1 5
Un tel choix de Brest possible grace & 1'hypotheése u20ﬂ+ aozz# 0.
Le lemme précédent conduit & adopter un nouveau systéme de coordonnées,

ol ¥, est remplacé par % ,les autres coordonnées &tant inchangées. Le

champ T s'écrit toujours :

+ X 2.2, + X .2 + z

2 2 _ 3
1 1171%2 02:'2 2 3z,

]
1 3z2

~

ol X50:X11:Xy, sont constants et paralléles & F et oﬁTT a une composan-—

te Aéz1,z2) sur 3%7 telle que Aéz1,z2) soit une forme quadratique dé-

finie positive ou négative. Posons z, = p cos 6 et Z, = p sin 6
2 2 . . 2 ]

T = 9

T p [cos ¢} X20m+ cos® sin® X1L:+ sin~ @ Xoa |+ 30

avec une composante : 02 A#cose, sin6) sur 33— telle que Aécose,sine)# 0
1

pour Y6 € s,

C'est & dire, si € est le signe de At,il existe des constantes o, et

o 5 2 0 < ay < o, telles que :
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2 2
aqp < eAéz1,z2) < apgp -

Dorénavent, on supposera que ¢ > 0. Dans le cas contraire, il suffit
d'effectuer dans toute la suite des changements de signe évidents.

De méme, 3 a3 > 0 tel que pour Vie [2,..,p] » I;yi < a392

Soit un représentant du germe PT sur un voisinage V x [0,1] de

{0} x D,1] c R" x [0,1], o V est un voisinage de 0 € R®. On désignera
par XT le champ TT+ PT sur V x [0,1].

On peut choisir V suffisamment petit pour que , sur tout V x [0,1])on

ait B
a.p £ X Y £ a,p et que X y £ a,p pour i—2, P
1 v 1 2 T vi 3 ot

(Un tel choix est possible puisque PT est plat le long de F x [0,1] :

9
ayi )'
On désignera par (fu(m) le flot de XT dans V x [0,1] (m € V x [0,1] )

XT.yi est la composante de XT sur

et par q;(m) celui deTT, lorsque nécessaire. On adoptera les coordon-
nées (y1,...,yp,p 50 5 T).

Le flot qu(m) a pour coordonnées :
¢,(m) = (y1’u(m),...,yp’u(m),pu(m),eu(m),r)

Les inéquations précédentes se traduisent par :

2 [} 2
2 d < a,p (m) et — ¥y. (m) < a,p (m)
a1pu(m) s 30 y1’u(m) 2Py du Yi,u 3FPu

valables tant que (fu(m) e vx[0,1].
Soit un sous voisinage W C V , de la forme :

W = [— n, + n]XB1 x B2

ol [—n,+n]C(),1 » By C {yg,..,yp} et 32 c {z1,z2} sont des boules

de rayon n , n; et n, centrées & l'origine des plans de coordonnées

{y1} N {yz,...,yp} et {z1,22} respectivement. Posons
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1 . 1 1
z¥ = Iz <33

On cherche W de fagon que chaque trajectoire issue d'un point de

%w x [0,1] quitte W x [0,1] par un point de

3 ,W x [0,1] = {+n} x B, x B, x [0,1].

Pour cela, nous allons estimer les variations de pu(m) et y; u(m) dans
L]

un tel voisinage W X [0,11

Tout d'abord, comme PT est plat sur F X [0,1], on peut estimer :
L
2 4
<
[P (m)ly s §7 [Pl o(m)

ol |PT(m)|k désigne le sup. des valeurs absolues des dérivées d'ordre
k des composantes de Pr .

Il s'ensuit que :

dDu2 2 a
T = 2 121 Zi,u ey Zi est majoré par :
2
dp i i
—u < 2_ 5
‘ du b b1 |Ptlh pu
soit :
2
de
I u 4
DW Pu % du € DW Pu (1)
avec y
D=4 .2 |p |, n (2)
W T ety T2
Remarquons que DW *> 0 si n, +> 0.
Par intégration de (1) on trouve :
2 1 2 2
P(m)® ————— < p,(m)" ¢ p(m) _ (3)

2 2
1+DWp(m) u 1-Dp (m)” u
Inégalités valables tant que le point ¢ (m) € W x [o,1].
Pour que % o(m)? ¢ pu(m)2 € 2 p(m)? (%)

il suffit donc que D p(m)2 u g 1 soit : u P —1 (5)
w 2 ; 2
2D p (m)
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Tant que cette majoration est valable et que ?u(m) e W x [0,1] on peut

écrire que :

y .
1 a p(m)2 < —l.u < 2 a p(m)2 et L. o 2 g p(m)2 pour 2 £ i € p
2 71 du 2 du 3

Soit, aprés une intégration :

1 2 2
yi(m) + 5 a; o(m)%u = y1,u(m) sy;(m) + 20, p(m)” u

et

2 .
yi’u(m) < yi(m) + 2 ag p(m)“u pour 2 £ i g€ p

Donc pour que |y:.L (m] <n; » i 3 2, il suffit que :

s u

~

1 . 1 2 1 ; .
(lyi(m)l 3 n,) : 5 M + 2 ag p(m) u < n, c'est a dire :
n
u < ————;L————g
4 ag p(m)
D'autre part, pour que Y1 u devienne plus grand que + n, il suffit que :
t ]
1 2
y1(m) + 5 oo, p(m)© u 2 n
bn

Soit u 2 ——
2
a; e(m)

On est donc assuré& que l'orbite ?u(m) par une point m € % w x [0,1]
quitte sans retour W par la partie W= {+n} XB1 x B2 x [0,1] tout en

vérifiant (L4), si

n
*a z € — et A 2 < —
a; ol(m) 2D, p(m) a; p(m) bag o(m)
26

Soit, compte tenu de la valeur Dy = fT IRJk ny i

o n

b1 % 1 by 1

"t 9 TR = T

D'ol le lemme :

LEMME 14. — Soit W un voisinage de 0 € R™ de la forme [-n,+n] x B,*x B,

B, et B, sont des boules de rayons n, et n, centrés 8 l'origine des

&
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plans {y23-°-9yp} et {z1 22} et [‘na+n]C0y1- Alors si n, nq et No sont

- by 1 L 1 1 : .
choisis tels que n, < —3 et =0 < , la = trajectoire po-
2 ° 9 Tp Ty ay = hag 2

e s . . 1 1 1 1
sitive issue d'un point m € 3 W x [0,1](5 W= [-n,+an'§ B, x 5 B, )

3=

monte en spiralant le long de 1'axe Oy1 et quitte W x [0,1], défini-

tivement, par un point de 31W x [0,1J= {+n} x B1 X 32 x [0,1] au. bout

d'un temps u(m), que l'on peut majorer par = ul(m) g 5 (avec
in p(m)
L = =) . Durant son parcours dans W x [0,1], c'est & dire pour

o9

0 ¢ u g u(m), le point Wu(m) vérifie constamment :

% p(m)2 < pu(m)2 s 2 p(m)z-

On choisit une fois pour toute un voisinage W comme dans le lemme
14 et on désigne par Z‘f:(w x [0,1]) 1'espace des fonctions &% sur
W x [0,1 , de support contenu dans (int W) x [0,1] et par
ﬁm(% W x [0,1] ), 1'espace des fonctions B sur % W x [0,1].
Pour démontrer le théoréme, il suffit de montrer que, quelle que soit
h € g:(w x [0,1]), il existe f € €°°(% W x [0,1]) telle que X .f=n
sur % W x [O,1J.

Le lemme précédent justifie la formule :

£(m) = —Jm n( ¢, (m)) au (5)
0

pour Ym € % W ox [O,1J et h e 6:(&! x [0,1] ).
En effet chaque trajectoire ‘{u(m) issue de m € % W x [0,1] quitte

W ox [0,ﬂ au bout d'un temps fini sim ¢ F x [0,1].

Pour intégrer jusqu'd + o, il suffit de prolonger h(tfu(m)) par zéro
pour u assez grand. Si m € F x [0,1] , la formule est encore valable

et donne f(m) = 0.

En fait, puisque ?u(m) quitte W au bout d'un temps u(m) g _—L—E on a :
p(m)

u(m)
f(m) = —f h( g (m))du
0
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La majoration de u(m) montre que 1l'intégrale définit une fonction &~
en dehors de F x [0,1].

I1 reste 3 démontrer que f est 0" et plate le long de F x [0,1] sur

% W x[0,1] en montrant que f tend vers O ainsi que toutes ses dérivées
pour m - F x [0,1] .

Commengons par démontrer la continuité de f (aux points de F x [O,IJ).

Comme h est plate le long de F x [0,1], on & :

3
In(¢ @) ¢« 57 Inl5 0, (m)3
tant que Qu(m) € W

en utilisant les majorations du lemme 14 :

© u(m)
[£(m)]| = !fo h( (m))du| < fo [p(Y (m))]au
d'ol :
8.23 _ 1 3
|£(m) ]| < 3 ;z;;g . |h|3 plm)
6

|£(m)| s 57 L|n|3 p(m)

Ce qui montre que f(m) - O pour m » F x [0,1] et donc que f est conti-
nue.
Pour montrer que f est 8% et plate le long de F x [0,1] , il suffit de

a
montrer que pour tout multi-indice q, 1'intégrale i—; h(?u(m))du
0 3m
est définie,converge uniformément pour u +» @ et tend vers O pour

m->F x [0,1]. o

3y

o

Pour celd, nous devons estimer les dérix s par rapport aux déri-
3

om

-€|\
clo

vées partielles correspondantes & T.: .
om

<]

Nous allons commemncer par comparer (fu avec (fu t

LEMME 15. - Soit m € % W x [0,1). Alors si u g u(m), on & :

lp (m) = ¢ (m)] ¢ K p(m)

(od [?u(m) - q;(m)| désigne le sup. des coordonnées de R® x [0,1] et
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= N é 1 -
Kk Cklfuk+2 avec Ck constante numérique)

Démonstration. - Sous les hypoth@ses de 1'&noncé, on a :
L
e(tp (m)) s 2 p(m) et u<ulm) s ——75
p(m)

Nous allons comparer les composantes y, u(m),...,eu(m) de Qu(m) aux
t]

composantes i} u(m),..., 6;(m) de @;(m).

9

Commengons par la composante radiale p .

De 5; = p(m) et de

2)
2 k+2
IPT(m)l s (k+2)1 IP'rlk+2 e

on tire :

2
2 Eﬁi = 555 < 2L z Efi < Eéfiil P | k+3
Pu Tau dul ° i du| ° (x+2)! tlxep Py
Soit : EEE- 3 22(k+2) 12| pk+2 Par intégration on a :
- du| ® (r+2)1 T lk+2 . *
k
- K
lo, = el § K x e(m)
22(k+2)

U K = =
°% Touk Me [Polip  avee My x+2)T
Considérons la variable ¢ :

a. dae

_u _ _ +1 u k+1

T, = 1 et 1 - P p(«pu(mr $ 35 s 1+ Pp( (m))

ol P, est proportionnel a |Pth&2
D'ol :

deg dg. +1

u u
- - I I s Py [p(‘f’u(m)) - polm) +p (m)Jk

N

k+1 k+1
P, [1+K
g 04K 1% (m)

D'ol, par intégration:
- = k=1
oa(®) = T, @] & K, o(m)

N

ol est proportionnel & |P

o,k e

Maintenant pour y; on e de méme :
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k
Iyi’u yi,ul g Kyi’k D(m)

D'ol, au total, on trouve une constante K., proportionnelle a |P,|._|k._'_2

telle que :

lo () = P (m)| ¢ K o(m)".

Nous allons maintenant passer aux dérivées premiéres de tfu(m).
9
Posons Au(m) = 3;5 la matrice (n+1) x (n+1) des dérivées premiéres du

flot ; Au(m) est assujettie & 1'équation :

3XT B?u
m (Pu(®))e 5

(6)

a -
Tu tulm) =

4% N 93X D
Posons A(u,m) = amT (¢, (m)) et A(u,m) =32 (P (m))

La matrice A(u,m) est telle que :

|K(u,m)| € Mp ol M est une constante numérique (dépendant
de la forme quadratique A(z,,z2) introduite plus haut). |A| désigne 1la
borne supérieure des valeurs absolues des coefficients. Mais surtout,
4s Uy, € R, on voit facilement que K(u,m).z(uz,m) =0
(Ce qui traduit le caractére elliptique du champTT).
Ecrivons : A(u,m) = A(u,m) + e(u,m).

Nous allons pour commencer estimer e (u,m) :

LEMME 16. - Il existe une constante M, de la forme M, = @mekH}|2)H;|2k

A, By étant des constantes numériques, telle gque :
k
le(u,m)| < M p(m) pour u g u(m)
Démonstration. -
X, aT.
e(u,m) = 35— (@ (m)) - 57 (P, (m))
3X_ X, _ 3% _ 3T _
= 50 (@, (@) = 5= (@) + 5= (@ (@) - 55—(p,(m))
Comme Pr = XT —TT est plat, pour Yk on a :
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95 k

‘amr(m)\ s 12:_! (R0 P p(m)*
D'ol :

RS aT, k

\amT (P (m)) - 5 \pu(m))l $ B 1P lyyr P (@ )"

22k k
s 5 IPTIk+1 p(m) (1)
.z . X, X =

Considérons maintenant 5;;% ¢, (m)) - 3;—(¢u(m)).

Par la formule des accroissements finis, on a :

QXT 8XT —_

T 9L @) = 5P @] ¢ () X ], g (m) - ¢ (m)]
D'ol en utilisant le lemme 15 :

|8XT BXT e k

5 ( Pu(m)) = 5P (m))]| s (n+1) [X |, K o(m) (8)

On obtient le résultat en regroupant les inégalités (7) et (8).
Nous allons maintenant estimer les dérivées premifres de P,
Pour cela intégrons l'équation différentielle (6) donnant A(u,m) :
u
Alu,m) = Id +¥[ A(s,m) A (s,m) ds
o]
La solution A(u,m) peut @tre calculée sous forme de série :

A(u,m) = Ida + : ¢ (u,m)

r31
r v Yp—1 b
oi C” (u,m) = A(u ,m) A(u M) ... A(s,m) ds du,..du
r-1 r—-2 1 r-1
0 0 0
z r Y
Développons C (u,m) compte tenu de A(u,m) = A(u,m) + ¢(u,m). Nous obte-—

nons 2¥ termes ol sous les symboles intégraux se trouvent soit K(ui,m),

soit e(ui,m). Le fait capital est le suivant : chague fois que deux

A(ui,m) sont consécutifs, le terme est nul, en raison de la relation :

K(ui,m).K(uj,m) = 0. Donc, un terme non nul dans le développement de

¢¥(u,m), pour n » 2, contient nécessairement moins de [%] + 1 facteurs
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A et donc plus de l%] facteurs € . ([r] désigne la partie entildre de
r e R+).
En utilisant les majorations : [A| ¢ Mp et le| = M, p(m)k, on obtient

que chaque terme est majoré par :

[e-1)[5] + r]

r
r u r
(n+1)" 7 N o(m) pour Yk (N, = Sup {M,M_})
L : 2
Comme u ¢ 3 chaque terme est majoré par :
p(m)
r r r r
(n+1) 17 N} [(k—1)[-2-] -r]

T D(m)

Compte tenu que ct comporte au plus 2t termes, nous obtenons :

(2(n+1)L N)¥ [(k-1)[§] —r]
p(m)

r
et comme (k—1)[%] -r 3 E%Z
(2(n+1)L N )T £2
r k 2
[c™] = =7 p(m)

k-5

d'od | = Cr| g exp (2(n+1)L Nk) p(m) 2

r 2

Maintenant, remarquons que :

Alu,m) - X (u,m) =/u e(s,m)ds + T Cr(u,m)
0

¢ (m) e
- 3f,(m
(A (u,m) = ;—m)
u M
et comme : f’ e(s,m) ds | ¢ 7% p(m)k_2 (u g ul(m))
0

On en déduit le lemme suivant :

= Sup(exp 2(n+1) L N

LEMME 17. - Il existe une constante Lk (L

M
f+2)) telle que : |A(u,m) - x(u,m)| < Ly p(m)k pour u g u(m).

k 2k+5°

En particulier, cette différence est bornée et comme i(u,m) est

bornée, il en est de méme de A(u,m) dans toute domaine utile.
(R
u

Nous allons utiliser tout de suite cette estimation de ™

pour montrer
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o
que la fonction f(m) = —v/ h(?u(m))du est de classe &”. Pour cela,
0

il suffit de montrer que :

o0
é% h((fu(m))du converge uniformément et tend vers 0 pour

m > F x [0,1]

. 9y
) . dh
or o n(¢ (m) = 22 (¢ (m)). 53
et (22 (9, @] s (m+D)|n]yle( @ (m))[3 5 8(n+1) |n], o(m)3
3
et ]—22 reste borné par une constante, disons K.
am

On obtient donc :

< e [T 2] 20

J'o 2= b P (m))au

¢ %K L2 ()
L
ce qui est le résultat cherché.
Pour montrer que j“ —i:h((fu(m))du converge pour tout multi-indice a,
nous devons estimeg 12? dérivées successives de (Fu. Le plus simple est
de partir de la formule : ;;E =Ida+ = C(u,m) utilisée précédemment

rxl
et de dériver cette série terme & terme pour montrer que les dérivées

successives de Wu restent bornées. Cela peut se faire par récurrence

de la fagon suivante : Supposons que pour Va,la| < r on ait montré que
2% ¢ (m)

" est bornée par une constante Qa (dépendant des dérivées

om
d'un certain ordre de PT ).

Soit B, tel que |B| =r . Alors Z ne fait intervenir qu'une somme
om
de produit de dérivées de P_d'ordre g r, et de dérivées de ?u d'ordre

< r, avec dans chaque terme une dérivée de Pr en facteur. Compte te-

B
9 € k
Bl € Rg p(m)

nu de l'hypothése de récurence il en résulte que

am
pour une certaine constante RB K
2
Soit maintenant un multi-indice y ,|y| = r ; dérivons la série par
Y
l'opérateur 3 . Nous obtenons une sommation de termes, intégrales ne
am
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faisant intervenir que des dérivées d'ordre < r de K(u,m) et de
e(u,m).

On peut alors estimer la somme de cette série, comme il a &té fait plus
haut pour la série =C¥, en utilisant Xi(ui,m) K(uj,m) = 0 et les majo-
2fe 2K

8 et - (Ces derniéres dérivées restant toujours bor-
om

rations des
am
-
nées).

On en déduit :

Y

LEMME 18. - Pour tout multi-indice v , |y| 21, la dérivée 3—7 P, (m)
om

reste bornée pourvu gque u € u(m), par un majorant dépendant de la nor-

me |PTlr(Y) pour r(y) assez grand.

Il est trés facile alors de montrer que :

@ aY
LEMME 19. - Pour tout multi-indice vy , |y[| 2 1 ,J —37 h( wu(m))du
0 9m

est uniformément convergente t tend vers O pour m »> F x [0,1].

Démonstration. - On développe la dérivée et on obtient une somma-
Y] .
tion de termes, produit de dérivées 2—%,( ?u) et v ?u. Les premi&-
9m dm

res peuvent &tre majorées par p(m)3 8 un facteur prés et les secondes
sont bornées pour u € u(m). Mais puisque 1l'intégration se limite &

[O,u(mﬂ aveec u(m) ¢ __L_E on a ainsi le résultat souhaité.
p(m)

3. QUELQUES RESULTATS EN CLASSE &..

Nous allons tirer ici les conséquences immédiates des résultats
des deux paragraphes précédents. D'autres conséquences moins directes
seront obtenues dans le chapitre II en ce qui concerne les champs de
vecteurs et dans le chapitre III en ce qul concerne les 2—-formes fer-
mées.

On pourra se reporter 3 l'introduction générale pour y trouver le pas-—
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sage de la solution de 1'équation II & l'obtention d'un chemin de dif-
féomorphismes, passage qui sera utilisé dans ce qui suit sans plus de
commentaires.

Nous établissons tout d'abord un théoréme de linéarisation qui est une

généralisation directe de celui de Sternberg [21]:

THEOREME 20. - Soit X un germe de champ en O € Rn, dont l'ensemble des

z8ros est le germe de F = RP x {0} ¢ RP? x R®™P = R™. soient (y1,...,yb)

des coordonnées sur RP et (Z1""’zn—p) des coordonnées sur RV P. Sup-

posons X = XO + X1 avec :

3 ait
1
1 des valeurs propres A1(y),..., An_p(y) (pour

. 3 . .
i/ X = E ai,j(y) z. 3;; telle gue la matrice (ai,j(y))i,j ai

un représentant de X,) vérifiant (P_,) : A.(y) —= 2 C_ A _(y) # O pour
0 2 J x k "k
tout multi-indice (il""’in—p) 5 i1 L in_pa 2 et Yy dans 1le

domaine de dé&finition du représentant.

.. 9 9 2 3 )
5/ Xpe M)z EJ + M2(2) 52 ,...,3;—;1)}

Alors il existe un germe de difféomorphisme g en 0 € R®, préservant O,

tel que 8y XO = X.

Démonstration. — Nous allons tout d'abord montrer qu'il existe

un premier difféomorphisme h tel que h, X = X, modulo 7m(z)2 V(n).

modulo 7%(2)2 V(n)

3
X = I a. . Z . + I b. . Z .
1,500 25 55 1,5 25 5y

.

I1 suffit de montrer qu'il existe un difféomorphisme formel ﬁ, tel que :

X, modulo MZ(2)V(F) (1)

On cherche & de la forme :
Y, =yt 9, Yo =¥t ¥y 5eees YP = yP+ Yp’ Z1 = z1""’Zn-p=Zn-p

avec . € ﬁi(z).
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La condition (1) est équivalente & :
~ ~J 2
x.(yi + ?i) = 0 modulo M(z)

~)
Soit X.‘?i = - Xy; modulo 77[,(2)2 (2)

La dérivation ¢ — XO.(f admet un inverse de degré O sur M (z).

9 9 }
EICEC ] H)
92z, azn_p
la dérivation par le champ X admet également un inverse de degré 0 sur

~ ) 3 ™ 2
Comme X - X, € 7%(2){357 s ayp} + M(2)° {

ﬁi(z) en vertu de la proposition 2. L'équation (2) a donc une solution
~J
Y ;€ miz).
Donc, on peut supposer que X-X, € ﬂz(z)zv(n)
o * t(X-X4)
2
T(X-X,) € WL(Z) v_(n).

Soit X =X
T

P
T

Comme le crochet par X

0 admet un inverse d'ordre 0 sur 1RT(ZF VT(F)

~ X 2w v .
et que P_€ n%(z) VT(F) » le crochet par X admet un inverse o, sur
Lot o . - L)

ﬂ%r(z)zvr(F), toujours d'aprés la proposition 2.

L'équation :

2

~

[X ,?'] =P = a donc une solution Y e 7%(z)zvl(F)
Tt T T T

g A

Soit Y  un prolongement B de f; .
Alors HT = [XT,YT]— PT € TET(z) VT(n).
Comme le chemin XT est hyperbolique, puisque les conditions Py sont
vérifiées, 1l'équation :
[X ,G ] = H a une solution G _€ T (2)®V (n)
Tt T T T T
d'aprés le théoréme 10.

Le chemin K =Y - G_ vérifie
T T T

[XT,KT]= ér et KT€7ET(Z)2VT(n)

Par intégration de K. on obtient un chemin de difféomorphismes g,

tel que gT(O) = 0 et dgT(O) = Id (car L %T(z)zvr(n)) et tel que
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gT* XO = XT.

Il suffit de prendre g = &, -
Voici un autre résultat du méme type :

THEOREME 21. - Soit X un germe en 0 € R tel que l'ensemble des zéros

de X soit le germe de F =RP x {0} ¢ Rn ¢comme plus haut. Supposons gqu'en

2. 2.2

n .
O € R, le champ soit normalement non d€généré et que les valeurs pro-

pres A,(0),..., A (0) de la partie linfaire transverse & la singula-
1 n—-p

rité aient toutes une partie réelle soit > 0, soit < O (champ dilatant

ou contractant). Alors si k+1 est le plus petit entier strictement su-

~

périeur 3 Sup|Re Ail / Inf|Re Xi| le champ X est €quivalent 3 un champ
i i
_ o 9 _ _ s s .
K T b 8,1 (y) = T ( a—(a1,...,an_P) un (n-p)multi-indice) par
al. £k 1
un germe de difféomorphisme fixant O.

X

Démonstration. — Comme dans la démonstration du théoréme 20, on

montre tout d'abord qu'il existe un difféomorphisme formel g de la
forme :
Y1 =¥, + W1,...,Y = yp+ ?p s Z. = Z;

P 1

avec ?j € ﬁi(z) tel que pour tout i, i € [1,...,p] on ait :
X,Y, = 0 soit X. Y, = - Xy, (1)

i i

Cette égalité implique que E*i a une composante nulle sur Rr? x {o0}.

En effet, si X, = 2 a. .(y) z. 2 est la composante paralléle &
0 i,J J Bzi

{0} x BR®P de la partie linéaire de X, la dérivation par io admet un
~

inverse sur M(z) de degré 0 (car l'hypoth&se faite sur les valeurs

propres A1(0),...,An_p(0) implique X, vérifie les conditions (P1) du

paragraphe 1), Comme X-X. € "vaé(z){—a— . —-E)—} + 'ﬁ:l,(z)2{—a- pp— }
. 0 8y1, "ay az‘l’ Sazn-P

la dérivation par X admet également un inverse sur ﬁm(z) d'aprés la

proposition 2, et les équations (1) sont résolubles.

~ g 3 fard P -~ g
Le cham X a un champ taylorien X1 d'ordre 1 le long de F égal a X
P gy 0

61



MODELES LOCAUX DE CHAMPS ET DE FORMES

et est paralldle a {0} x R%7P,

D'aprés la proposition 6, le crochet par X est inversible sur mva(F)

0
par un inverse de degré 0. Il est facile de voir qu'il en est de méme

o 9
9z . 4
i

(y) = champ taylorien

pour le crochet par le champ Xk = I =a,
Jsl

o~ a,l
d'ordre k de gxx et donc en utilisant la proposition 2 puis une intégra-
tion, que X, est gquivalent a ¥ par un difféomorphisme formel. Autrement

dit, il existe un germe de difféomorphisme h, préservant 0, tel que :

hy X = X, + P od Pe M (z) Vin)

Pour démontrer que h X est équivalent & Xy » il suffit maintenant 4'ap-
pliquer le théoréme 10 au chemin hyperboligue Xk + TP comme on l'a fait

dans la démonstration du théoréme 20.

Pour finir, nous allons établir le résultat suivant, qui trouvera son

application au chapitre III :

THEOREME 22, - Soit

_ 2 2 3 P _
T = 23X o (¥) + 22Xy (¥) + 25 Xg, (¥) + ez, 3z, © %1 3z, wpche

T
n-2 2

min de germes de champ en O € R® = R x R2 les facteurs Rn— et R

ayant pour coordonnées (y1,...,yn_2) et (z1,z2) respectivement. Les

champs X20,T’X11,T’x02,T sont des chemins de germes de champs le long

de {0} x[o,11 €« F x [0,7] o2 F = R®*™P x {0} tels gue X0, (0) = €Xgp F 03

€ = *1 ( + 1 : cas hyperbolique, -1 : cas elliptique). Soit P, ,

3 - vz . - %
P .€ M7 (z,2,)V (n) et X =T + P . Alors 1'€quation X .f_ h  adme

. . .
une solution f € 6$n) pour tout hTe:nLT(z1,z2) De plus si

5 . 4
l% € WLT(y,z1,z2) on peut trouver une solution f € HLT(y,z1,z2) (y

mis pour (y1,---,yp))-

Démonstration. - Soit h_e ﬂLT(z1,z2). Par la proposition T, il

existe un champ taylorien &, solution de :
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-~ _ "’)4 .
XT s, = hT (et tel que o e nLT(y,z1,z2) si
5
h e ULT(y,z1,z2))
Soit f un prolongementf°° de ¢ : F_ = qa_.
T T T T

= - o . . ' .
Alors g, XT.fT hr € nbr(z1,z2). Pour conclure il suffit qu'il existe

lT € HLT(Z1,Z2) solution de :

X 2 =& (1)

Si ¢ =+1 , le chemin XT est hyperbolique et l'existence de lT est
assurée par le théoréme 10.

Si XT est elliptique (¢ = - 1), le lemme 9 nous apprend qu'il existe
un chemin de germes de difféomorphismes GT et un chemin u, € 3T(n),

avec uT(O) # 0 tels que :

1 =X' = 2X 2 2
uTGT X_r X_r zfx2040)+ Z1Z2x111(0)+ z 02T(0)— 22321 + 2z, 52, + P-r

avec P € M, (2)V (n)

Soit alors g! =g o G;1e HL:(Z)-

Le théoréme 12 nous apprend que 1l'é&quation X; 2; = h

' a une so-
oo T

lution g' ¢ M =(z) . Al i g =3 ® luti
ution 2! e nLT(z) Alors, si 2.= 2! GT . ztezﬂLT(z) est solution

2

de 1'équation (1). Ce qui achéve la démonstration du théoréme.

Pour clore ce chapitre, nous allons montrer que dans les théorémes
20 et 21 ci-dessus, le difféomorphisme de conjugaison peut &tre trouvé
continu par rapport & la perturbation. Nous allons nous limiter au ré-
sultat de linfarisation d'un champ & singularité isolée (c'est & dire
au théordme de linéarisation de Sternberg), mais les considérations
développées ci-dessous s'appliquent & tous les problémes analogues, en
particulier aux résultats sur les formes différentielles établis dans
le chapitre III.

Considérons un champ lindaire X sur R" vérifiant les conditions

(p Si B est une boule centréde en 0 € R”, on désigne par (B) 1'es-
X

2)'
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pace des champs de vecteurs sur B, muni de la topologie de la conver-
gence uniforme ¥® sur B et par ﬂL(B) 1'idéal des fonctions €® sur B,
s'annulant en 0. Pour tout k > O,)Q(B)k x (B) est un sous espace 1liné-
aire fermé de y (B). On désigne &galement par Diffo(B) l'espace des dif-—
féomorphismes fixant l'origine, de B dans R". On peut alors &noncer le

théoréme de linéarisation sous la forme suivante : Soit X un champ 1li-

néaire vérifiant les conditions (P2). Alors il existe des boules B,B',

B" centrées en 0 € R®, B' < int. B , B" C int B', et un voisinage WU

de 0 € M (B)2 x(B) tel que pour tout Pe U , il existe g € Diff,(B')

vérifiant g(B')D B" et g*(X) X + P sur B".

Le seul changement par rapport & 1l'énoncé du théoréme 22 ci-dessus
tient dans l'affirmation que les supports des difféomorphismes g et 5_1
peuvent €tre choisis localement indépendants de P : celd résulte faci-
lement de la démonstration du théoréme 20 .

On se pose maintenant la question suivante : peut—on choisir g
continuement par rapport & P ? Pour répondre & cette question, nous
allons suivre & nouveau les &étapes de la démonstration du théoréme 22,
dans le cas ol F = {0} . La premidre &étape est une étape formelle. No-
tons tout d'abord que l'application 7 : P -+ P qui & chaque P & x (B)
fait correspondre son champ formel P en 0, i e‘V(n), est une applica-
tion continue (B étant une boule quelconque centrée en 0 & R™ et V(n)
étant munie de la topologie naturelle des jets infinis, limite projec-—
tives des topologies sur les jets d'ordre finis. En fait, on sait bien
que ¥(n) s'identifie topologiquement au quotient x(B)/‘ﬂL(B)°° x(B) ,
gréce au théoréme de prolongement de Borel). Le cha.mp?fT =X + <P
dépend continuement de P donc de P ; si on revient & la démonstration
de la proposition 2, il est facile de vérifier que 1l'opérateur oL s

~ ~
inverse &8 droite du crochet formel par XT dépend continuement de XT.

Donc la solution T de 1'équation :

64



EQUATIONS SINGULIERES...

B%’Yr] = ?T = P , donnée par ?r =0, 3'dépend continuement de P. L'in-
-~ ~ ad ~ ~ ~ -

tégration de Y, fournit un chemin gTEElefo(n) tel que g, X X, dépen-

dant continuement de ?} . En particulier, si g =‘§1 on a E;f =X+ 73

et g dépend continuement de P. On peut résumer celd dans le lemme sui-

vant :

LEMME 23. - Il existe une application continue Py :nl(B)ex(B) > Diffo(n)

telle que p1(P);f =X + P.

Pour se ramener & une conjugaison"e°° on doit prolonger T = 91(P).

Le théoréme de prolongement de Borel permet d'affirmer qu'un tel pro-
longement existe par exemple dans DiffO(Rn). C'est & dire que l'appli-

. . n -4 . . . n n
cation T : lefo(R ) > lefo(n) qui & un difféomorphisme de R dans R
préservant 0, associe son jet » en 0 est une application surjective.
Cette application n'admet pas de section linéaire continue (Diffo(Rn)
étant muni de la topologie de la convergence uniforme sur anui en fait
un espace de Fréchet). Cependant une telle application linéaire conti-
nue et surjective possé&de toujours une inverse & droite continue (mais
non linéaire) (voir dans E. Michael[1ﬂ le théoréme 3.2 et la premiére
remarque du dernier paragraphe page 36L), C'est l'utilisation d'une
telle section qui va nous permettre d'assurer la continuité, comme me
l'a suggéré M. Hermann que je remercie ici. Soit donc p une section
continue de l'application w. Posons pz(P) =y o %(P)—1. Le champ
p2(P)*(X+P) est défini sur le voisinage pe(P)(B) de l'origine. Pour
lever cette dépendance par rapport & P, on remarque tout d'abord que

si B, est une boule centrée en 0O, telle que B, C int. B, il existe un

1 1
voisinage Vde 14 € Diffo(Rn) tel que pour y g € v, g(B) > §1. Comme
p, est continu, il existe un voisinage 1L1 de 0 GTQ(B)zx(B) tel que

p2(u1)c:1r. On peut donc finalement &noncer :
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LEMME 24. - Soit B1 une boule centrée en 0 &€ Bn, B, ¢ int B. Alors il

1
existe un voisinage U ge 0 e nL(B)ex(B) et une application continue

pp 2 Uy > Diffo(Rn) telle gue :
1) p1(P)(B) 331 pour VPE’!L1

2) o,(P), (X+P) = X modulo m,(B)°°x(131) sur B,

Soit une boule B, comme dans le lemme précédent. Nous allons nous
restreindre aux champs X+P avec P € ﬂL(B)wx(B). On pose & nouveau
XT = X + TP et 1l'on veut résoudre d'une fagon continue par rapport &
P =

x.,x]=x_ =P

Pour cela il convient de revenir & la démonstration du théoréme

P . © -~
10. Désignons par xT(B) l'espace des champs €° sur B x [0,1], paralld-
les au facteur B et par nLT(B) 1'idéal des fonctions sur B x [0,1],
aulles sur {0} x[0,1] pour toute boule B centrée en O € R™. Une lectu-
re attentive des démonstrations de la proposition 11 et du théoréme 10
convaincra le lecteur que l'on y démontre en fait le résultat technigque

suivant :

LEMME 25. - Soit B1 une boule centrée en 0 € R™. Alors il existe un

voisinage 1L2 de O € ﬂLT(B1)“xT(B1) et une boule B,, centrée en 0 € R™,

B, Cc int B

2 telle que pour tout XT, XT - X €& 7‘,2 il existe un opéra-

teur continu :

19

o(x.) = M_(B,)"x (B)) T, (B,) x (B,)

inverse du crochet par X sur B, x [0,1](C'est 4 dire tel que =

[x_.o(x )(z)] = 2z sur B, x [0,1] pour tout z_e M, (B,)"x (B,)) tel
que :

k
lox )zl ¢ K 2els Lqpr) °
sP

pour Z_€ ‘"LT(B1)QXT (By).
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(|y

d'ordre ¢ p des composantes de Y &€ y (B), sur B). La constante K
s T T I

désigne la borne supérieure des valeurs absolues des dérivées

TlBsP

Pk

dépend de IXTIB1,2(p,k) 3 les nombres q(p,k), 2(p,k) sont des fonctions

de N x N + N.

Soit donc P e ﬂL(B1)wx(B1). L'application P » X_r = X + TP est une
continue et on peut trouver un voisinage 1L3 de 0 é‘ﬂL(B1)wx(B1) tel que
si P e 1{3 alors X € QLQ (Voisinage défini dans le lemme précédent).
Les inégalités €&noncées dans le lemme, pour vk,p assez grands, permet-—
tent de montrer que l'application P - G(XT)(P) est continue. (En fait,
pour chaque X_, o(XT) est un opérateur continu. D'autre part, la conti-
nuité de X, > G(XT) suit de la continuité de l'intégration le long des
trajectoires d'un champ sur une intervalle de temps fini, par rapport
aux conditions initiales et de la majoration uniforme, permise au voi-
sinage de O E’Bn, par la présence du facteur pk dans l'inégalité ; on
rappelle en effet que U(XT) est défini & l'aide d'intégrations le long
des trajectoires de Xr)' L'intégration du champ Y. = G(XT)(P) définit

un difféomorphisme p3(P) de classe 6% et tel que =
P3(P)(X) =X + P

sur l'image du domaine de définition de p3(P), qui est un voisinage de
0 e R" dépendant de P. Comme YT dépend continuement de P, on peut se

débarrasser comme plus haut de cette dépendance en restreignant éven-—

tuellement 1L3 et en se limitant & une boule B3, B3 C B1.

On peut alors énoncer :

LEMME 26. - Soit B1 une boule centrée en 0 € R®. Alors il existe des

2,B3 centrées en 0 € Bn, §2 C int B, » §3 C int B2, un voisi-

nage 1L3 de 0 € nl(B1)¢X(B1) et une application

boules B

Py 1L3 > Diffo(Ba) tels que :

67



MODELES LOCAUX DE CHAMPS ET DE FORMES

1) 03(P)(B2) > 53 pour yPe U 5

2) p3(P)* (X+P) = X sur Bs.

Clairement, en combinant les lemmes 24 et 26 on obtient le résul-

tat final exprimant la continuité de la linéarisation de X+P :

THEOREME 27. - Soit X un champ linéaire en 0 e mn, vérifiant les condi-

tions (P2). Soit B une boule de R™ centrée en 0 € R™. Alors, il existe

un voisinage U de 0O€ WL(B)2 x(B) , des boules B',B" telles que

B" c int B! et B' ¢ int B et une application continue

P :WL(B)Z x(B) > Diff (B') telle que :
1) p(P)(B') D B" pour tout P e‘ﬂl(B)2 x (B)

2) p(P)y(X) = X+P sur B".
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CHAPITRE II

SINGULARITES DES GERMES DE CHAMPS DE VECTEURS EN O & Be.

A la fin du chapitre précédent, nous avons &tabli quelques résul-
tats relatifs aux germes €” de champs de vecteurs (Théor&me de linéari-
sation et théordme de réduction & un champ polynomial de toute contrac-—
tion hyperbolique). Ces résultats ont été obtenus grédce & la résolution
d'une équation formelle et celle d'une équation pour les éléments plats
le long de la singularité du champ. La premiére €quation a des solutions
si des conditions (P2) sont vérifiées par les valeurs propres et la

seconde, d8s que la singularité est hyperbolique .

Nous allons reprendre ici cette &tude pour l'approfondir , dans
le cas des germes de champs en 0 € R> et & singularité isolée (0 est
l'unique singularité), en conservant encore la séparation entre problé-

me formel et probléme plat.

Tout d'abord, nous allons examiner les réductions formelles possi-
ble d'un champ lorsque les conditions (P2) ne sont plus vérifiées. Le
champ n'est alors plus linéarisable, mais nous &tablirons qu'un champ

formel est toujours équivalent & un champ polynomial, lorsque sa partie

linéaire est non nulle et non équivalente & z, s%—'

1
ralise un résultat de F. Takens pour les champs ayant un 1-jet de ro-

.Ce résultat géné-
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~

tation Pi]. L'outil utilis& & ce sujet est la notion de forme normale
formelle assocife & tout 1-jet de champ en 0 € R". Cette notion a &té

introduite par F. Takens ph].

On étudiera ensuite le probléme plat pour les champs non hyper-—
boliques en utilisant la m&thode de l'éclatement de la singularité
(Cette notion d'éclatement a &té introduite et utilisée systématique-—
ment par F. Takens ; voir @h]). Nous utiliserons plus précisément des
résultats de F. Dumortier qui vous permettrons de montrer que les
équations I°° et II°° associ€es au champ ont des solutions pour une lar-
ge classe de champs. Pour ces champs on pourra démontrer que les pro-
priétés formelles impliquent les propriétés €= comparables. Par exem-—
ple, en dehors d'un ensemble proalgébrique de codimension infinie,
l'existence d'une intégrale premi&re formelle o pour un champ ayant au
moins une séparatrice implique celle d'une intégrale premidre €~ de

jet o .

1. ETUDE FORMELLE DES CHAMPS DE VECTEURS.

1.1. Forme normale pour les champs de vecteurs formels en 0 e R".

Nous eonsidé&rens ici un germe de champ X en 0 € Rn, dont O est
1'unique singularité., Les champs tayloriens le long de la singularité
’ . . ~k
se réduisent alors aux espaces de jets en 0. Soient gk(n) et V' (n) les

espaces de k-jets de fonctions et de champs de vecteurs en 0 € R™ :
v} k+1 ~k k+1
E5(n) = E@)/M) et V(n) = v(a)/M()**! v(n)

vy -~
Nous noterons par E(n) et V(n) les espaces de jets d'ordre « .
Les coordonnées (z1,...,zn) étant fixées, on identifie un k-jet

avec un polyndme de degré s k ou avec un champ & composantes des poly-—
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ndmes de degré g k respectivement. Les polyndmes sont remplacés par
des séries formelles si k = =

Soit alors :

~ ~ ~
V(n) =V, e ...8V e ...

~ ~
la décomposition de V(n) en somme directe, l'espace Vi étant formé& par
les k-jets de (k-1) jet nul, c'est & dire par les k-jets de champs de
vecteurs dont les composantes sont des polyndmes homogénes de degré k

(ou bien sont nulles)

Soit X un champ linéaire : X = I a. . z. (c'est & dire un 1-jet

i,j 1,4 J 8zi

de champs).
ona [%,¥ ]1c¥,
Le crochet par X induit une application linéaire PX .k de 7k dans
s
Vk' Rappelons que les conditions (P2) introduites dans le chapitre pré-

cédent sont équivalentes d la condition : °x.k est surjectif pour k > 2,
ou encore [i,ﬁiQV(n)] = ﬁiZV(n).

Si les conditions (P2) ne sont pas remplies, pour certain k, 1l'image

ﬁk = [i,?k] C.Vk est différente de VL.

Le résultat de linéarisation formelle &établi au chapitre I a &t&é géné-—

ralisé par F. Takens par l'introduction de la notion de forme normale

~ ~
formelle. Pour cela, on choisit dans chaque Vk un sous espace Gk sup-
lémentaire de H, (G, {0} si ®, =V, )
plémentaire de Hk Gk = s1 Hk = Vk . On a =

PROPOSITION 1 [24]. - Soit X un champ lingaire et (Ek)k un choix

. . ~ ~ A
d'un facteur direct de 1'image B = [X,Vk] dans chaque

2
K

< l\V

Alors si

~
E;G'WI(n)ZV(n) » il existe un difféomorphisme formel g tel gque :

- ~
DEFINITION 2. - Le champ X + g, + ... + g, + ... sera appelé : une for-
7

me normale formelle de f+

g
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~ ~ ~
On désignera par : GX . Gx = G2 (-] 65 ® ... , la somme directe des
Ek et par ?& = {Y l? -Xe EX} . f& qui est un espace affine de V se-
ra appelé : espace des formes normales. Cet espace dépend évidemment

du choix des Ek.
. P ~k ~k ~k ~1 .
Enfin on désignera par Vy = {Y € V (n)] Y =X} ; 1l'espace des k-jets

dont le 1-jet est &gal & X.

DEFINITION 3. - Soit X,Y € V(n). 8'il existe un difféomorphisme formel

~ ~ > . ~ jorg 2 .
g tel que ng =Y , on dira que X et Y sont formellement &équivalents

~

. R ~
et on écrira : X n Y.

~

La proposition 1 assure que chaque T e Vx est équivalente & une
forme normale dans F&. On peut se demander si l'on peut réaliser cette
correspondance en construisant une application explicite de VX > ?x,
par exemple une application algébrique.

Considérons par exemple un champ X tel que H = -] H. soit un

X k> 2 k

>

=0 e
idéal d'algd&bre de Lie de m?2 V(n) et tel que 1l'on puisse choisir
G

xk = Ker oy o - (C'est le cas si le champ vérifie les conditions (P2)).
t]

Pour démontrer la proposition 1, ci-dessus en utilisant la proposition

1.2 , on décompose P = P, + P2 avec P1 € Hx et P2 € GX et on pose

;
¥ =% +:P, +P,=X+7P
T 1 2

si Hy  =¢"[0,1]e Hy

T
Alors [PT,HX’TJ C Hy .

et X admet un inverse ¢ de ﬁ% i dans ﬁ% i de degré 0. On peut donc ré-
£ L]

soudre 1l'équation :
~ o~ ~ . P . ~ L
[XT,YT] = XT et par intégration de YT , démontrer que

X+P n X+P2.
On voit ici que la forme normale est obtenue en prenant la projection

de P € H, ® G.

-~
X x sur le facteur GX‘

Ce n'est pas le cas en général. Mais nous allons construire dans tous
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les cas une application algébrique de ?& -> ?& donnant la forme normale.
On désignera par Diffa(n) l'espace des germes de difféomorphismes
fixant 0 € R" et tangent & 1'identité en 0, et par Di??%(n) l'espace
des k-jets de tels difféomorphismes (que l'on identifiera 3 des diffé-
omorphismes pdynomiaux). On désignera également par zk(n,n) les jets
d'ordre k d'applications de R® dans R™. Di;}%(n) opére sur Vk et sur
V; : Dig;g(n) ainsi que vk(n) et zk(n) sont des espaces de dimension
finie. On peut parler d'applications polynomiales entre ces espaces :
ce sont les applications dont les composantes sont des fonctions poly-
ndmes dans un systéme quelconque de coordonnées : (z1,...,zn).
On désignera par F; ={a = X + Br * o.. * gk| g; € Ei} et par LIV la
projection canonique entre l'espace des k—jets et l'espace des g-jets

d'un espace donné.

Alors :

PROPOSITION 4. - Soit X un champ linéaire. Alors il existe des appli-

. . ~k 0k
cations polynomiales : Vy; » Diff=(n) , k 3 2,telles que :

£) w1 ® T = Yior ® Ty ko Rour k » 3

~

ii) Yk(§k)* 7k € ?ﬁ pour tout ¥ dans V;

138) P, (¥) =1a si Y e FfcTE

Remarque. — La condition i) implique que les Tk induisent & la limite
une application Y = ¢ : VX > Di??a(n).

On dira que ‘Y est une application algébrique. Le champ \f(?%? est une
forme normale de ?.

La proposition 4 montre que l'on peut obtenir les formes normales par

une application algébrique. Elle implique évidemment la proposition 1.

Démonstration. — Nous commencons par démontrer le lemme suivant :
.. vk ~ .
LEMME 5. - Soit Y =X + g, + ... + B_q * X 5 k32 (si x = 2 on

3
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suppose que tous les g; sont nuls), tel gue g; € Ei et ik € V., . Alors

. . ~ Sk
il existe un h € lefa(n) de la forme :

~ _ Mk £k ~ ~k
B = (2, + hy,...,2,%h ) avec h, € M E" tel que B ¥ e Fy et

tel que "= 14 si * e f;.

De plus , on peut choisir % de fagon que les coefficients des h, dépen—

dent polynomialement de ceux de i#.

Le lemme implique, par récurrence sur k, les conclusions de la

proposition. En effet :

. w2 ~ ~ ~
Si Y =X + X2 avec X2 € V2.

Le lemme implique qu'il existe h & Diffg(n) ;'\ﬁ = Id modulo ‘"Lzz(n,n)

et tel que £*§2 € Fi et que h dépende polynomialement de X

On pose Y2(§2) =

2°

Supposons que l'on ait &tabliela proposition pour tout g ¢ k . Soit

Tk+1 o vk+1
Y € vy .

Les coordonnées (ZT""’zn) étant fixées, on peut identifier Diff%(n)

k41 . . . . ok
avec un sous—espace de D1ff6 (n) et faire ainsi agir D1ff6(n) sur

VE*1, Considérons le difféomorphisme

X §k+1). Ses coefficients

S ALV

k1

dépendent polynomialement de ceux de Y et

~k+1 ~k+1 _ ~k+1
\Pk(“k+1,kY )y Y =X+ g+ ... t g +X

k+1

~
Les composantes de X dépendent &galement polynomialement de ceux de

¥k+1.
. . ~ T k+H1
Par le lemme, il existe h € Diffjy (n) tel que

~ Skely Tkl o o
By s Telgur,x ¥ )a T € Fryy

Yk+1 I ~k+1
Posons Vk+1(Y ) h, o ?k("k+1,k Y ).

Les composantes de b dépendant polynomialement de celles de §k+1, 1'ap—

Vk+1 +1

. . . ~k .
plication ?k+1 est polynomiale de VX dans Fx ce qui est la conclu-

. . . . ~ Sk+1P
sion ii). La conclusion i) suit du fait que h = Id mod T 't(n,n) et

T4
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iii) du fait que, dans le lemme on a T = Ia4 si ?k+1 & fk+1.
Démonstration du lemme 5 . - Soit ?k = X + - + ... + -3 + i;

comme dans l'énoncé du lemme.

, ~ ~ _ ~ ~ ~ ~ ~ ~ .
Décomposons Xk en Xk = Zk + Tk avec Zk € Gk et Tk € H, et posons :

Y =X+ g+ o0 +og o * (1-T)Tk + Iy

~

On cherche ﬁk € V. » champ homogéne de degré k, tel que :

~ak ~ ~ “k+1 ~
[YT,Rk] =Y, =- "fk modulo TN, V(n)

. ™ kK+12 P . P .
Mais, modulo ﬂLk 1V(n) , cette €quation est équivalente

o7

[f, Rk] = - Ek modulo nLk+1 V(n)

qui a une solution puisque T € H,. D'autre part, on peut choisir cette
k k

~

solution ﬁk a8 coefficients dépendant linéairement de ceux de Ty puis-

~ ~e

que ﬁk +> 1X, ik] est une application lindaire surjective de Vk sur H,,

i1 suffit de choisir un facteur direct du noyeau de cette application.

Soit R, = £ a . 2% 3

. 2
k . a,i 3z la solution trouvée.

i
¢ est un n-multi-indice ,|a| = k . Soit A_ le groupe 4 un paramétre

P

~
défini par le champ polynomial R, dont 1le k-jet est Ry. Alors il est

facile de vérifier que :

AT(Z) = (z; + : 8y,i 2 T)i=1,...,n
Tk gk ~k
Comme : XT YO =Y,
~k ~k _ ~k ~k ~k
on a Al Y, = A1 Y" e Fy
On peut prendre E = 3? .
L] ~ 2 ~ = (g z
Les coefficients de h sont €gaux & ceux de champ Rk qui dépendent eux-

-~
mémes linéairement de ceux de X

De plus, si ?k € %k

¥ » on a Ek = 0 3 le choix linéaire pour ﬁk conduit

~ ~
4 prendre R, = 0 et donc Af = Id. D'ol le résultat.
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k
X

dire un sous ensemble défini par l'annulation d'un nombre fini de po-

— ~

Considérons un sous-ensemble algébrique réel I C F (c'est 3

lyndmes et ayant pour partie réguliére une variété de codimension i).
g

Il est connu que :

~

: ={Ye¥V

~ 0k ~ o~ —
X | jg € lefa(n) tel que g, Y €3 }

est un ensemble semi-algébrique . Que I soit un ensemble semi-algébri-
que résulte du théoréme de Tarski-Seidenberg (voir D?]).

La proposition 4 permet d'améliorer ce résultat.

LEMME 6. - Soit I ¢ F; un sous-ensemble algébrique de f; , tel que si
~ B ~ - P . ~ o~ -~ -~ o~ -
g € lefg(n) et o € véerifient 8,0 € F; alors 8,0 € I . Alors le sous-
ensemble
z={'fer| g enifti(n) , 5. ¥ € T}
X 3 0 > By
est un sous—ensemble algébrique de V;. De plus : cod~k I = cod~k T .
VX FX
Démonstration. - Soit Y € £ . Par définition, il existe
~ ~k ~ ~ ~ -—
g e lefa(n) tel que Z = g, Y €I .
Soit wk H V; - F; l'application polynomiale donnée par

Ve (T) = P (T, T

Nous allons montrer que ¥ k(Y) € T et donc que I est 1l'ensemble algé-

Y = E;1 7 et que 7 ex

~ ~—=1 ~ ~k
Comme \fk(Y)x(g )* Z €Fy

brique ¢;1(f).
Y

Notons que

par l'hypothése faite on a

~ ~=1 ~ p—
P(Y)y (8 )42 €1
Soit Y, (Y, ) e I
Montrons que si i = cod_, k I alors cod I = i également : Prenons

F

Xq €T un point régulierxde T o ji polyndmes fq5-+.,f; v2ls que T ait

i
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localement en Xq les équations :

I = {g, =..=r; = 0} et que (af,(xy),...,af;(x,))

soit un systéme de rang 1i.

Sur f; , ‘fk induit l1'identité. Donc X, €L et I est localement, en

X défini par les équations :

0’

po=dre =0 =£,08 =0}
La codimension de I = rang(d(f1 -*&)(xo),...,d(fi-‘fk)(xo)) est g i.

. ~k
Mais comme *k’FX = Id,
rang(d(f1o‘fk),...,d(fi¢ Yk)) PY rang(df1,...,dfi) =i

Donc la codimension de I est exactement égale & 1.

Remarque. — Le lemme permet de donner des &quations explicites de I

connaissant celles de I.

Exemple de formes normales.

Nous allons décrire toutes les formes normales associées aux champs

2

linéaires de R, différentsde O (Si un champ linéaire est nul, 1l'espa-

ce Fk = VX' Le résultat est sans intérét).
Compte tenu de la réduction de Jordan des matrices 2 x 2, tout champ
linéaire X = I 8.3 zj 32 # 0 , est équivalent au champ , de matrice

R .

i
(ai,j) égale & :
1) (A1 € ) avec € = 0 sauf € = 1 éventuellement pour
0 Ao A1 = Az 3 A1,A2 € R non tous les deux nuls.

=

Les champs en question sont les champs hyperboliques & valeurs propres

A1,A2 réelles, si A1.12 # 0 ou partiellement hyperbolique si Aygdy, =0

T
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2) (a —b) avec a et b # 0 11 5 = atiB avec o # 0
]

b 8 a,b € R et B#0

~

Ces champs sont des contractions ou dilatations hyperboliques & valeurs

propres complexes.

3) 0 -
s X € R - {0} : rotation d'angle A
A 0
L) 0 1
: champ dans les 2 valeurs propres sont nulles.
0 0

Les champs correspondants s'&crivent :

] 9 ) )
= (A W, A — —- W, —
X =( 121 *€ 22)3z1 + Az, 3z2 . (a.z1 b22)3z1 + (bz1 + aze) 322
= -y 2L, 2 S £3 "
= 2, 37 z, 55 T respectivement.

1 2 1

Il est commode de classifier ces champs d'aprés la complexité de leur forme normale.

a) Les conditions (P2) sont vérifiées : cela correspond au cas 1) lorsque
A1/A2 € R \ Q@ (est un irrationnel négatif) ou bien lorsque 11/A2 et
A2/A1 € RV\ (N - {1}) ainsi qu'au cas 2) (contractions ou dilatations hyperboliques

complexes).

~

Dans ces cas, l'espace Fy = {X} et tout chemp X+F , P e ﬁt?(E)V(Q) est formellement

linarisable comme on l'a vu dans le chapitre I.

b) Un nombre fini seulement des relations (P2) ne sont pas vérifides :

Cela correspond au cas 1) lorsque X1/X2 ou bien l2/k1 appartient & N - {1} . Suppo-

sons par exemple que A, = A # 0 et que A2 =mA avecme N - {1} .

Une seule forme possible pour la matrice : (k 0 )
0 mA

~ - . . . .
Dans ce cas F; sera un sous—espace de dimension fini. Pour le déterminer, formons :

. . a . . a
iJd_°2 = . s 13 _°
[x,2323 321] M+ md =) 2z 5
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j _9
%o 322

i 9 _ ) . i
et [X,z1z2 822] = A(i + nmj m) z

On peut choisir Ek = {0} pour k ¥ m

am = Z? 32
2
D'olu :
. 9 )
LEMME 7. - 8i X = Az, 5= + mz ) avec A # 0 et me N alors la for-
g2 1 72, 2 3z, 2¥ec et alors la for
me normale de tout champ X+B avec T ¢ TR?V(Z) est :
4B v A 2, =— & (Amz, + az®)so— o € R
1 3z 2 1’09z
1 2
Remargue. — m € N car la formule est encore valable pour m = 1 : on

retombe alors dans le cas a) ol les conditions (P2) sont vérifiées.

¢) Une infinité de relations (P2) ne sont pas vérifiées.

Nous allons discerner trois cas différents :

. _ 3 ?
C-1 Le cas diagonal : X = X1 zZ, 321 + A2 z, 322
avec X1.12 # 0 et 11/K2 € @ (rationnel négatif) ou biem A .A_, = 0 .

1°7°2

Le premier est un point de selle hyperbolique, le second est semi-
hyperbolique : on supposera que X1 # 0 et le = 0.

Il existe alors des entiers 2 0 p et q tels que pk1 + qle = 0. Dans

le cas hyperbolique on choisira p et q premiers entre eux , dans le cas
semi hyperbolique : p = 0 et ¢ = 1 . On pose p+q = m : c'est un entier
2 1.

Pour déterminer les formes normales, on calcule:

i35 3 s (s oL ij 9
[x,2323 321] (g + 32, = Ay) zyz) 3z,
i3 9 (s o i 8
[x.232) 5= ] = (B + 3r, = 2y) 2je) 5t
2 2
On peut donec choisir :
g, =lo} si k # m + 1
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~ - Lp+1 _2q _3 Lp_fa+l _3

sz_” {z1 zy, v, s 2y Zg —aze} pour & 3 1.

c-2 La rotation : X = A(- z + z 2 )
—_—= 2 39z 19z

Le plus simple pour traiter ce cas est de remarquer que l'on peut se
ramener 3 une forme diagonale, aprés avoir généraliser la notion de for-
me normale aux champs complexes. On ne retient ensuite, parmi les for-
mes normales trouvées, que les formes normales "réelles". On pourra

également trouver la réduction dans [214] . Le résultat est le suivant.

Gy = {0} pour k # 22 + 1
et
_ 2. 2.8 ) ] 2 2 3 ]
Gopeq = Uzi*23) (m2p 55—+ 2y 57 “f”zf“1az *ay55) )
3+ 2 1 2
3
c-3 Le champ 2y
2321
. 9o i j _ 9o _ i-1_j+1 3
on a : [z2821, z1z2321] = 1izy 'z5 az1
et
] iJ 3 . i-1_j+1 3 i j .o
z s 2,2 =1 z z = — 2.2
[23z1 1 23z2] 1 2 322 1 29z2
. ~ . ~ k 9 k
Il est clair que V, est engendré& par H,, 2z, 57— et 2z . On peut
k k 1 312 1 3z1
a hoisir &, = (2% 5> R
onc choisir G, = 1 '§Z—1 s 2y 322 .

Résumons ces résultats en un lemme :

LEMME 8. - Soit X+P € Vi un champ formel de 1-jet X. Alors
. —— 9 ) _
i/ s8i X = ?\1 z, ET + 7\2 Zy @ , ol p,q sont tels que p)\1 + q>\2 =0
et premiers entre eux si A1.>~2 #0 ,p=0etaq=13sia 5 = 0etp=1,
q = 0 si X1 = 0 , X+P a_pour forme normale :
~ o~ 9 '] qQ 9 ]
X+P VA, z + Az + I (2223 (a, 2 T+ by z, 3 )
1 1 3z1 2 "2 322 23 1 172 L ™M z4 2 Z,
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ii/ 8i X = A(-z 2 + z —2—), une forme normale de X+P est :
= 2 321 1 322 _—
BB v (zp g vz )+ I (e )z[" (vzp g+ 2y o) +
2 22 gt 1 2
+ B (z1 az + 2, )] a, , B, € R
iii/ si X = Z, 33— , une forme normale de X P est :
1
~ o~ ] 2 9 2 3
X+P ~ z, — + : (a, z + b, z ) avec a b, € R
2 az1 232 L2 1 8z1 L 71 3z2 L

1.2. Réduction formelle des champs de degré de dégénérescence nul.

Suivant F. Dumortier [5], nous dirons qu'un germe Y, ou un champ
formel Y, a un degré de dégénérescence nul si Y(o) = o, j‘(Y)(O)=Y1# 0
et que ' nvest pas équivalent & un automorphisme lin€aire prés & Zoaz "
Nous allons &tablir pour les champs formels de degré de dégénérescence
nul un résultat de réduction généralisant celui obtenu par F. Takens
pour les champs ayant un 1-jet de rotation[23].

(Voir aussi[7] pour un résultat analogue en terme d'&quations différen-
tielles).

Pour cela, nous allons travailler dans les espaces de formes nor-
males formelles décrits plus haut. Nous avons déjd indiqué des cas ol
le champ X+P était linéarisable ou bien équivalent & un champ polynomial
(lemme 7). Pour clore la liste des champs de degré de dégénérescence
nul il nous reste & considérer le champ diagonal et le champ de rota-—
tion du cas C— dans la classification faite plus haut.

L'intér&t des espaces de formes normales choisis ci-dessus est que
l'espace G, est une sous—-algébre de Lie de VX (EX est tout simplement

X
le noyau du crochet de Lie par X sur 7“? V(2) : Ce n'est pas le cas

~

NP 9
A} = _
pour l'espace associé a X = LP 3z1)'

Nous allons &tudier uniquement le cas diagonal. Le cas de la rota-—
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s 2

tion a déja été étudié par F. Takens P3] et peut d'ailleurs se déduire
du cas diagonal par passage dans le domaine complexe comme il a déja
été dit plus haut.

Rappelons que :

[ ® G gauit 3
= se réduit a :

X k22 k

Gy = : Gpos (m = p+Q)

~ _ Lp+1 2q 0 Lp _fq+1 9

avec Gm2+1 = {z1 z, az1 » 2,7 2, 5;;}
Nous allons adopter comme vecteurs de base dans Emk+1 les deux vec-
teurs :

= (gP )k 8 3

X = (27 2307 (2, 7z, * te%2 322)

¥ = P ,ayk _ 3 9

¥, = (27 2507 (=2, 2, 5z, * %2 322)
avec X = X et Y. = -7, z 2 + A, z 3

0 0 2 1 321 1 2 8z2

Comme nous l'avons remarqué plus haut, EX est une algébre de Lie. Le

crochet y est donné par :

LEMME 9. - Soit %k et ?2 les champs définis ci—dessus. Alors, pour
Kk, 20 :[%,,%,]=0 , [%,%,]= k6%, et [T,.7,] = (e-x)8 ¥,
avec § = - Azp + A1q # 0
(o] idé intenant 7, = X, + b, Y, € grmtl oy
onsidérons main k = 8 Xy x Y
~ ~ ~ ~9,m+1 ~ _ ~ ~ _
Ty = @) X, + By Y, € G . Le crochet T, . = Zk’TZ] a des composan
tes @, o et Bk+2 sur X, o, et Y, o donn€es par :
%2 Yo, "k oay %2
= §
L) 0 (2-k) by B,
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~

k € Oppeq » K 2 1 est fixé, on voit que l'application

si 7

~

G définie par le crochet par 7. est un isomorphisme si

gm+1 7 O (k+2 )m+1 k

bk # 0 et 2 + 0 et k. Il en résulte que :

PROPOSITION 10. - Soit 7 =%+ z E; un champ formel sous forme nor-
221
~ ~ ~
= 3 =
male, avec Zz a, Xz + bz YL pour & 2 1. Supposons gue bz 0 pour

2 s k-1 et gue bk # 0 pour un certain k 2 1.

Alors il existe Egk € R et une série formelle ?(z1,z2), F(0) # 0 tels

que :
f 2 ~X+ bk Yk + b2k Y2k modulo G2mk+1 o ...
Démonstration. - Si b, = 0 pour & s k-1, 7 s'éerit :
5 X + X + = b ?
= a
221 278 23k 272
Or : ¥ _ p_a, %
XZ = (z1z2) X

2
En posant ‘?(u) = (1 + I a,u
2321

~=~ pq~=~ ~ P_q
T =907 =%+ F(2h2)) [2§k b, ¥, }
qui est de la forme :
T=X+ I b'¥Y avec b' = b, # O
L3k 2 2 k k

On va maintenant démontrer par récurrence que si :

avec k1 : k < k, § 2k-1

~ ~ ~ ~
Alors T T, =X + b Y + I Z;
Il en résultera que :

”~ o~ ~ ~ ~
T v X + kak modulo G + G

2mk omk+1 @ +--
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. ~ _ ~ ~
Soit done T, = X + kak + bk1Yk1 + ...
t T =X + 0% + (1-1)b, ¥, +
€ 1,1 = kYk T k1 k.1 PR
Al % = ¥
ors T1’T =-=D Yk
~ 1
U

Il existe k1 e Gm(k1—k)+1 tel que

[bkyk,uk1] =—bk1yk1 car b #0
D'ol :

[T T ] - ¥ dulo G ®

1,1° k, =T, ¢ modulo m(2k1—k)+1 .
si E} est le difféomorphisme formel obtenu par intégration de ﬁ# , on
1
a :
~ (k. +1)m+2~0
~ N _ o~ 1
g, T, =¥+ Y, moa m, v(2)

En application la proposition 4 on trouve un difféomorphisme formel
’“(k1+1)m+2

"
g, = Id modulo m 5(2,2) tel que :

Eop E1n T1 € Fi et que :
~ e~ ~ ~ N'
Box E1p Ty = X ¥ DY ¥ k41 o
On a montré& que :
~ ~ ~ ~ ~
FzP2HZ v X+ v, ¥, + = 7Y
172 k™k 032k 2
2 ~| = ] ¥ + Al frd
en décomposant ng 85k sz b2k Y2k
on a :
7 2 ' p,41y2k 7 VY
Z v X(1 + agk(z1zz) ) + oY+ DL Y, mod Gy @ e

D'ol par division, on obtient une fonctioen F(z1,z2) , qui est égale

~

& 1 modulo Wﬁmket telle que :

~~ - -~

FZ A~ X + bk§ + 5,7

k ok modulo G ® ...

2k 2mk+1
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DEFINITION 11. - Soit X € Vk un jet d'ordre k. On dira que f est for-

mellement déterminé si pour Vﬁ € nk+17(2) ona: X+ TnX.

PROPOSITION 12. - Soit T 1le (2km+1)-jet :

~

-~ ~ ~
T =X + kak + b2kY2k avec bk # 0.

~
Alors T est formellement déterminé.

~

Démonstration. - Si bk # 0, le crochet par kak induit un isomor-

phisme de : G - G(£+k)m+1 pour £ 2 k+1. Comme [i’ﬁx] =0, il est

Lmk1

facile de vérifier que :

~ ~ 3 . Pl . -
T = X + kak + b2kY2k indult également un isomorphisme for

mel , de degré -k (au sens du chapitre I) de

~

G(k+1)m+1 ® qk+a m+1

+ ... dans G(2k+1)m+1 ® Clogen)me1?

~ ~ ~ o~
Soit de ﬂLkm+2Vr)§X dans 2km+2V11Fx .

~

Donc le crochet par T admet un inverse & droite, de degré +k,défini

~

2km+2~ 7 N _T ~
sur nl X,T ol Fx,r = [0,1) : Fy.
Il en résulte, d'aprés la proposition I-2 gque 1'équation

[E + 3 ,'Y ] = % est résoluble pour 7 ﬂzzmk+2Vl\F T et pour
2km+2

Bem;
. T 2mk+2y . s
Maintenant, si U'G‘nl Vson applique la proposition 4 pour montrer

~ ~ + 2~ . N
que T + U' ~ T+ avec U € "L2mk 2Vr\F ce qul nous ram€ne au cas

Vf\? T et donc que 5 + T~ T pour V it € ﬂLamk+2Vr\§x

précédent.

Dans l'espace FX des formes normales, on définit :

T.={Z=%+ ¥ &%, +v,¥,| v = = b, =0}
i IRy ptel Py cee i
221
- _ ~
et 20 = Fx
0 F, =% 5%, o T. >
n a FX =1, 1 e D ce s
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é 3 PP 1+ .
On notera également par Zi l'espace défini dans Fot 1. L'espace 1i-

smi+1

néaire Ei est de codimension i dans F (et dans 'F.-X)' De plus :

est invariant par 1l'action de DiffEl+1(2) au

0
- Y omi+ ~ o i
et g & D:Lff%ll 1(2) tels que .3 € §m1+1

LEMME 13. - %, C F

sens du lemme 6. (Si @ € T

).

alors E*'Ei € Ei

Démonstration. — On va montrer que :

¥ € -z-:i & %. ami+1 # -ﬁ"bmi+1 dans ami+1

En effet si Y & Ei alors :

Y=X+ I Zk avec Zk = aka + kak

k31

et bk = 0 s1 k £ 1
Donc, si Y e'?:'i » 3f el’,m”, F(0) # 0 telle que :

F.¥ =X

. ~ 9mi m mi N <z c a1z . 2 mi+1

Mais, X. tml'ﬂﬂ 7Tl,ml+1 ol "l, désigne 1'idéal maximal dans gni+ est

engendré par (zfli'z';) avee (i,j) # (p+1,q) et (p,q+1)

Donc X. 'gmi+1 P ﬁmi+1 d'old il résulte que T. 8’mi+1 D ﬁmi+1 .
Inversement, supposons que NY' gmi+1 P ﬁmi+1

alors Y & fi' Sinon Y & Ej avec J < i

Alors, 3 f tel que

FYAnX+a.Y. +a,. ¥

. . Y . avec a. # 0
J7d 23 723 J

Le champ & droite T &tant tel que :
~ . ~ . o~ . ~ . ~ .
~ ~ +
T.Emi+ DMmI* oy o &galement Y. grivl Smuitt omuitt,

. oy ~ fmi+ T mi+1 . . .
Maintenant la condition Y. &™% ! Pmml est invariante par l'action

—~ s
de Diff%l+1(2), d'od le résultat.
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Il suit du lemme 6 que si I, = ¥ e Vm1+1] J8 € Diff%l+1(2)’
§*Y & fi} est un sous—ensemble algébrique de V§1+1. I1 est clair que
i est la jection de V. sur vmi+1 lors
si oo proj o X X , alor
-1 ~ ~ ~. et ( ~ ¥ = (grd 111)
ThisqZy = (Y € Vy | 35 € Diffy 2), g,Y € T;} (gréce au iii) de 1la

proposition 4). On désignera =« £; par I, également en accord avec

mi+1 “i
la convention faite pour Ei (on dira que DI Ei définis dans les jets
infinis, proviennent des (mi+1)-jets). Il suit des propositions 10 et

si et seulement s'jil existe T € E(2), F(0) # 0 tel

)

12 que Y € Zi\£i+1

9
3z

Y . % p,q,i p,9y2171 (_
que fY n X + [ai(z122) + a,.(2725) ] (=, 2,4 N

3
2z, * M %2
avec a; # 0.

Un résultat analogue est vrai lorsque X est un 1-jet de rotation. (On

en trouvera une démonstration partielle dans[23]), et on peut construi-

~2i+1

re des ensembles algébriques I; < Vy avec les mémes propriétés. D'olu:
THEOREME 14. — Soit X = A, z, —— + A, 2z, —— (1) ou bien

. _ 171 3z, 2 "2 3z, _—
X = A(-z 3 —é—) (2) un champ linéaire dont les valeurs pro-

9 2 )
2 az1 1 3z2
pres ne soient pas toutes les deux nulles et tel qu'il existe p,qe O

premiers entre eux, tels que p I P 0. Posons p+q = m (p=q=1

dans le cas (2), p =1, g = 0 ou bien p = 0 et @ = 1 si dans le cas(1),

A1A2 = 0). Alors il existe une filtration décroissante par des ensem-—
~ ~ ~ ~ —~

bles algébriques I; de Vy = (Y e V(2)] 3! = X} , invariants par Diff6(2),
de codimension i et provenant de V;1+1 respectivement tels que
Ye Zi\ DI si et seulement g'il existe Fet, E(O) # 0, telle que :

~as ~ p_qa, i p_q,21 9 ]

+ . . - <
£fY v X [31(Z1z2) + ey (2725 (= 2 2z, M1 %2 22, )

avec a. # O dans le cas (1) ou bien

i
~ 2. 2,1 2. 2,21 9 )
fY ~ X + [ai(z1+zz) + a21(21+z2) ] (z1 E;T-+ z, 5;;)

avec a. # 0 dans le cas (2).
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De plus, les champs polynomiaux du second membre sont formellement dé-

terminés.

Remarque. — On peut poser I =N Zi P est un ensemble proalgébri-
i

~
que de codimension ®. On voit que Y est linéarisable & une fonction

prés si et seulement si Y e L, et qu'en dehors de I_ Y est équiva-
lent & un champ polynomial (toujours) & une fonction pr&s. Donc le champ
Y € VX lorsque X est un champ linéaire non nul et non équivalent &

z2 3%— est formellement &quivalent & un champ proportionnel & un champ
1

polynomial de degré plus ou moins élevé.

2. LES EQUATIONS I ET II .

Soit X un germe de champ en 0 € R° et P €M, (2)v (2). Posons
XT =X + P. . Nous appellerons équations 17 et II , respectivement 1les

équations :
I: X .f_ =h et 1T : [x.,¥.] =z,

avec hTe'nL:(Z) et Z_ G‘UL:(Z)VT(E), & résoudre avec f_€ ﬂb:(Z) et

Y. € M, (2)V_(2).

Nous avons déjd étudiés ces équations d'une fagon générale dans le
chapitre I. Nous allons compléter ici cette &tude en dimension 2. Rap-
pelons que les solutions de ces équations permettent de déduire des ré-
sultats € de résultats formels relatifs & X. Cela sera développé dans

le paragraphe 3.

2.1. Champs de degré de d&générescence nul,

Un germe de champ X de degré de dégénérescence nul est un germe

dont le 1-jet est # 0 et non équivalent & z . Nous avons indiqué

2
2 821
dans le premier paragraphe la classification de Jordan des 1-jets et

nous avons établi des formes normales formelles pour les champs de de-—
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gré de dégénérescence nul. Nous allons baser la discussion sur ces ré-
sultats.
rd

Commengons par le cas oll le champ X est non dégénéré.

a) S8i X est un germe hyperboligue (les valeurs propres ont des

parties réelles # 0), il suit du théordme I.10 que les &quations I et
II°° sont toujours résolubles.

b) Si X a un 1-jet de rotation, l'existence de solutions pour 1°

et II~ va dépendre d'un jet d'ordre supérieur de X. Par exemple si X
est une rotation, l'é€quation I® n'est pas résoluble pour tout second
membre h, car 1l'intégrale de h sur toute orbite fermée de X doit &tre
nulle. En utilisant les ensembles algébriques I, < Vii introduits dans
1'énoncé du théordme 14, on peut montrer que si X € Zi\ I;,q &vec i<w
alors les équations 1° et II” sont résolubles. On peut donner de ce ré-
sultat une démonstration (tr&s laborieuse) analogue & celle fournie
dans le paragraphe 2 du chapitre I. Nous ne le ferons pas, les consé-
quences pratiques, que nous indiquerons dans le paragraphe 3, ayant
déjd été démontrées par F. Takens [Zﬂ.

c) Reste le cas d'un champ partiellement hyperboligue dont le 1-

1 3z

~
réme 14, l'existence d'une filtration de Vx par des ensemble algébri-
1

ques Zk, tels que si X e Zk\ Zk+1 alors pour une série formelle F,

jet est égal a X, = 2z —3—-avec A # 0. Nous avons &tabli par le théo-
1

f(o) # 0 , on ait :

k+1 2k+1) 3

o 9
X Az, 52, + (ak z, o, Z, avec o, # 0.

De plus, il est connu que si X est un champ partiellement hyperboligue
en 0 € Rz, il posséde une variété centrale de classe'ﬂw; cette variété
est une variété invariante par le flot de X et tangente en 0 & la direc-—
tion propre de la valeur propre O Bﬂ . I1 est clair que X e Zk\‘zk+1

si et seulement si la restriction de X & sa variété centrale a un k-jet

non nul en O.

89



MODELES LOCAUX DE CHAMPS ET DE FORMES

Pour les chemins de champs semi-hyperboliques nous avons le résul-

tat suivant :

THEOREME 15. - Soit XT un chemin de germes de champs tel que
X! = x Az o A # 0, et tout X 3
r = 1 = z1az1 s » et que pour tout T , T & zk\‘zk+1 ou

Zj (= VX est l'ensemble algébrigue du théoréme 14. Supposons de plus
1

que chaque X ait une méme variété& centrale en 0. Alors les &quations

I et II  sont résolubles pour X_.

Démonstration. — Dans la démonstration, on peut supposer que A = 1
et que l'axe Oz2 est la variété centrale fixe (indépendante de T).

Il s'ensuit que, dans les coordonnées (z1,z2), le champ s'écrit :

9 )
X =90 — +
T T 3z1 T 3z2
~1 ~k k+1 _
.avec QT(O) =z, et ¢T(O) =¥z, pour u # 0 et QT(O,ze) =0

a) Nous allons tout d'abord traiter 1'éguation ° .

Le germe X  est normalement hyperbolique a F x [0,1] , ol F={Oz2},
est invariante par X, . On peut appliquer & un tel champ la propo-
sition I.11 : si “L:(F) = ﬂL:(z1) désigne l'espace des germes de fonc-—
tions plates le long de 0z2, 1'équation XT.fT= hT pour hteﬂl:(z1) a une
solution fteﬂlr(z1). Cela &€tant, on va appliquer la méme idée que celle
utilisée tout le long du chapitre I : pour résoudre 1° dansnl:(z1,zz)
il suffit de résoudre l'équation correspondante dans les champs taylo-
riens de fonctions de Wl:(z1z2) le long de F x [0,1] et dans WL:(Z1)
ce qui est déja fait.

Nous allons noter par Wl:(ze)‘ﬁT(F) cet espace de champ tayloriens:

~
~ g
£ eM, (z,) ~aT(F) soit encore

f; = germe le long de I a.i(z2,‘r)z1
de {0} x[o0,1] .
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. ©
ol chaque ai(zz,t) est une fonction €~ sur Oz, x [0,1], plate sur
{o} x[o0,1].

. - ~ 00
Le champ taylorien XT de XT opére dans nLT(z2) ZZ(F).

~

Soit X_ =% —— + 7§ =2
T T az1 T 8z2 .
- i ~ J
avec & = I \fi(zz,'r)z1 et ¥ oz wj(zz,lp)z1
i1 J20
On a :
YO = 0 car 0z, est invariant par X_
¥, (0) =1
Jk+ +
Jk ! wO(O) = qu zg ! avec u # 0
tsouare T°: ¥ .F. =% a “(z,) €I
Nous voulons résoudre H T'fr = hT ans an Z5 T F)
. ~ k ~ 2
Soit : f_ = I a,(z,,1)z et h = 3 b, (z,,1)2
T k30 k*72 1 T 230 272 1
L'équation T° se développe en :
k+i-1 k+j L
I kY. z a, + I Y. 2z a'. = ¥ b, z
itk Yi 24 N A k . 21
oy o - aak
u k 3z,

Ce qui se traduit par un systéme I dont nous &écrivons seulement les
premiéres lignes

(1) ¥y a'y =D,

(2) ¥y 8y * ¥y 8’5+ ¥ a'y =D,

(3) Y, a8, +2Y, a, +y,a'y+y, &'y +y,a', = b, ete...

Pour résoudre 1l'équation = , 11 suffit de résoudre x avec (ai)i
telle que aie'nt:(ze) ‘em(B x [0,1]) pour toute suite (bj)j telle que
bj e]n:(zg) Yam(B x [0,1]), ol B désigne une boule centrée en 0 € 0z,,

suffisamment petite et ¥ =(B x [0,1]) désigne 1l'espace des fonctions

fn sur B x [0,1].
Dans la 18re ligne du systéme, bo est plat en 0 et Vg v uzg+1 en

zéro : bo/ Vo € Tﬂ,:(zg)f‘”(B x[0,1]) et a, s'obtient par intégration.
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La 28me ligne s'écrit :
] = - ' = b
Yo 8’y * ¥y 8y = by =¥y aly =Dy

odt 3,eM7(z,) L7(B x [0,1]).
k+1

On voit que a; est solution d'une équation singuliére (wo vz,

et ,(0) = 1).
Supposons que cette &quation ait une solution a1enl:(zz) Y7 (B x [0,1]),

la 3&me ligne du systéme fournit une équation singuliére en a,_, analogue

2
8 la précédente avec un second membre dans nf:(zz) €°(B x [0,1]). Et
ainsi de suite.

On voit que l'on aura fini, lorqu'on aura démontré la proposition sui-

vante :

PROPOSITION 16. - Soit B € {0z} une boule 8 l'origine et soient aT(z)

et BT(z) e €7 (B x [0,1] ) telles que :

k+1 en zéro, avec k > 1 et u # 0O

i) uT(z) vou oz
ii) a. (z) # 0O pour v (z,7) € (B — {0}) x [0,1]
iii) BT(z) # 0 poury (z,7) € B x [0,1]

[ ]
On considére dans mr(z) fm(B x [0,1]) 1'équation singuliére :

da
(E) a (z) dzT + 8. (z) a (z) = b (z)

Alors (E) est résoluble pour vbrem:(z) € “(B x 10,1 ) avec une solu-

tion unique aTGTR:(z) 8 "(B x [0,1]))

Démonstration de la proposition. — Prolongeons tout d'abord a. et
+
BT sur R de fagon que :
+
- pour yz €ER et yTE [0,1] 0 <m s |BT (z)|s M

ol m,M sont deux constantes positives et B, (z) est constante pour =z
assez grand.

. +
- aT(z) soit # 0 sur (R - {0}) x [0,1]

- aT(z) = u z2 pour =z assez grand
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Soit maintenant breﬂl:(z) Y7 (B x [0,ﬂ ). On va prolonger b en
une fonction sur R en prolongeant br en une fonction & support compact.

Pour résoudre (E) on va opérer la transformation y = % qui trans-—
forme (E) en une équation réguliére (E) et b en une fonction de j;(y)
espace des fonctions en y,r & décroissance rapide en y, c'est & dire
telle que , pour yj et Y is|bfj)(y)| = 0(—lf) ol bfj) désigne la déri-

v |

€ ge bT par rapport & y. Inversement un élément de :fr(y) est

vée jé
transformé par z = % en une fonction de 7Q:(z) .

Précisément, il suffit de résoudre (E) pourz 3 0 c'est & dire de
montrer que (E) a une solution a eTn:(z) € ([0,») x [0,1]) pour tout
bTe'ﬂl:(z) iﬁc”([o,m) x [0,1]), ol 13:([0,m) x[0,1]) désigne 1l'espace
des fonctions‘fm sur [O,w) x [0,1] 4 support compact. Effectuons le
changement de variable y = % de B+U {+=} sur R+ VU {+e). L'équation (E)
sur R’ devient 1'équation (E) :

as

() 3. L. T+ B a0 =B )
avec ET(y) = aT(%) ete...
Soit :
o _ as_  _ _ _
(E) -yt aly) g5+ BL(y) & (y) =B (y)

g -] - -
avec bT(y) €~ & décroissance rapide pour y + + w .
En ce qui concerne les coefficients, notons que :

- au voisinage de 0, ET(y) n —%— et donc que —y2 aT(y) > —-—u #0
© y
pour y »- 0 et est €* en 0,

2 .

k-1
- pour y + +o , -y at(y) vo-uly

(k 3 1)

De plus, la fonction —y2 aT(y) est Y™ en +w , c'est & dire transformée
. o 1

d'une fonction de z,"e en O,par y = z

- pour tout y # 0> ET(y) # 0 . Le coefficient - y2 ET(y) est donc dif-

férent de 0 pour vy (y,tv) € [0,=) x[0,1] .

- enfin, on a pour y(y,t) € [0,0) x [0,1] :

93



MODELES LOCAUX DE CHAMPS ET DE FORMES

Et(y) est tel que : 0 < m € ET(y) S Met est € en 0 et en + =,
Pour se ramener & une équation dans R on prolonge ET(y) et ET(y) de
fagon €% sur (-=,0] x [0,1] de fagon que :

—y2 Et(y) soit €” en - o, partout différente de 0 , que —y2§‘(y)
—y2 Er(y) nNo— ———ijT pour y > — ©, que Et(y) s0it € en - wet que
0<ms [B(y)| s M.

Pour résoudre (E) sur [0,»), il suffit de montrer que 1l'équation (E),

prolongée & R admet une solution 'a'T € fr(y) pour tout T:T € j_r(y). Ou

B_(y)
encore, en remarquant que ——§§———— é‘fT(y), il suffit de montrer que
-y a (y)
1'équation :
. ' =
(E,) £1(y) + v (v) £.(y) = g ()
B, (¥y)
avec YT(y) = — admet une solution f_r(y) € fT(y) pour
a_(y)
T

ve (y) e TT(;' .
Dans cette &quation, Yo (y) est partout différent de 0 , et reste
borné par une puissance de y pour |y| + » , ainsi que toutes ses déri-
vées successives.
Il est maintenant facile de voir que 1l'équation (E2) se raméne &

une équation & coefficients constants. En effet, considérons le diffé-

omorphisme & param@tres de R dans R d&fini par :
u
u (y) = LYT(y) ay

Clairement, en raison des propriétés de Yo mentionnées ci-dessus, ce
difféomorphisme &change j:(y) et Ji(u) par gT(u) > gt(u(y)). Soit

yT(u) le difféomorphisme inverse.

Ssi 1'on pose hT(u) fT(yT(u)),..., CT(u) = gT(yT(u)), 1'équation (EQ)

est transformée en :

du
' T =
h!(u) ot v (y (u)).n (u) = 2 (u)
. dyr 1
Soit, compte tenu de iu = ;— H
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(E,) nl(u) + ng(u) = 2. () /v (yp (w)) = £1,T(u)

3

avec comme second membre %

p el .
I1 suffit de montrer que (E3) & une solution dans .TT(u). Mais celd est
trivial si 1l'on utilise la transformation de Fourier,fr(u) = j:(l),

définie par :

4o .
£ () = / e 2midu £ (u) du

T L]

L'équation (E3) est transformée en :

: 2 mid R (M) + Ro(A0) =2, _(})

1,T

. ~ ~ 3
soit h_(A) = & (A)Y/(1+2midr)
T 1,1
~
Clairement, si ,i1 T(J\)S:f.r()\) alors kT(A) €f.r(l)
3
Et comme la transformée de Fourier est un isomorphisme sur les espaces

;f, la démonstration de la proposition est achevée.

b) Poursuivons maintenant la démonstration du théoréme en passant

oo
8 1'équation IT . Nous allons suivre la méme démarche que plus haut.

D'apré&s la proposition I.11, 1l'équation II  est résoluble pour

«0 . . .
Ztean(ZI) VT(2) puisque {Ozz} x [0,1] est invariant par X et que X_
est normalement hyperbolique & cette variété. Il suffit donc pour con-

clure, de résoudre 1l'équation :

(117) [i ?T] = 21 dans l'espace des champs tayloriens le long

de {Ozz} x [0,1], de champs de vecteurs plats en {0} x [0,1]-

L, = 9 ~ 9
Soit X, = o_ 321 + U 5;; comme plus haut et posons :
~ ~ 9 ~ ]
Y =f¢f + f
T 1 3z1 2 8z2
D, = & 7o+ &
T 1 3z1 2 3z2

Le crochet [XT,YT]se développe en :
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Uy ovw

¥ ¥y Oz ~ ~ 9
[XT’YT] = (Xr'f1 - az: . f1 - Bz; . f2 ) 3;:
~ - v W . .,
+ (xr'fr - Bz: f1 - az; f2) 3;;

>

et 1'équation (TT”) est donc équivalente 3 :

- a$T _ SET B

e az1'f1 T 3z, o = &4 (1)
v Y]

~ TN T oz -~

X .f, - 5z, £]0- 3z, fp = 85 (2)

f_ etc...

On développe maintenant 51, 2

7 = J e = j

£, Loay;(zy,m)zy g4 b2y
3 3

Fo= J ¥ = x J

2 Loays zy P “ bos 29
J J

ainsi que T =Y, oz, + Y 22 +
a { T 1 % 2 %4 v
LT L N TS A PL B

On retrouve le systéme r du a) pour les lignes (1) et (2), mais pertur-
ad_
bé par le présence des termes — —L f

321 1 etec...

On a d'abord, en prenant le coefficient indépendant de z, de (1) :

qui fournit a o par une équation du type (E)

1

La ligne (2) a pour coeffient indépendant de z,

- = b

1 1 p—
Yo 850 T V¥g 820 T Vg &qp 20

qui fournir 850 modulo &, déja trouvé.

Puis, en prenant le coefficient de z, dans (1), on a

) 1 1 - - - L =
S SLIPRA LTS TLI RO CLIPTIS PLIT N CLPY R

. . P 2
qui fournit a4y modulo 8.0 et &s0 déja trouvés .

Puis avec la ligne (2) :
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(Prap9 + ¥ya5p + Vpapq) = ¥iagy = Ve = Vgas, = Vlay, = by

qui fournit a5, modulo 2850 21g et 24, déja trouveés,
Plus généralement, le coefficient de z, dans (1) fournira a,; par une

équation du type (E) modulo les &4; 5 85; pour i < j et le coefficient

de z

1 dans (2) fournira a2j par une équation analogue, modulo les a]i

a,; pour i< j et ay5- Ceci achéve la démonstration du théoréme.
- . -« N N -
Remarque. - Par construction, si h e, (z,) ou bien si z e, (z,) V_

la solution de I ou de II  du théordme appartient au méme espace. Si
. o0 . oo z
maintenant hTGTHT(zz) ou bien ZTe7nT(z2) VT(Z), on peut également
. oo . o0 .
trouver la solution danslnlt(zg) ou bien dans nlr(zz) VT(2) respecti-
vement.

En effet, si htean(zz) ET(F) est le champ taylorien de h_ par
exemple, et ?T la solution de ft.fr = ir , par le théoréme de prolonge-
ment de Whitney, on peut prolonger ?} en une fonction fT ,» plate le

of o8 .
long de 1l'axe {Oz.l}. Alors g, = X f. - h_ € m,l_(z1)r\m_l,(z2) . Si 1'on
regarde la construction de la solution de 1l'&quation XT.f% = g.» dans
la proposition I.11, on remarquera que f! est plate le long de {0z1}:
en effet f% étant obtenu par intégration le long des orbites est pla-—
te le long de toute orbite tendant vers F si c'est le cas pour g, -
Donc la solution fT - f; de XT(fT - f; ) = hT est plate le long de
{Oz1} . Le méme raisonnement est valable pour Z_ € nL:(zz) VT(2).

Py . L] oo - . o0

De méme si hTé'nZT(z1) 07RT(z2) ou bien si Z_ ﬂlT(z1) VT(2)IW
Wl:(ze) VT(2) le méme raisonnement que plus haut prouve que la solution
appartient au mé&me espace.

Notons que cette remarque est valable & fortiori pour un point de

selle hyperbolique par application directe de la proposition I.11.

2.2, Champs de degré de dégénérescence non nul.
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Pour traiter des champs plus dégénérés que ceux considérés jusqu'-
ici, nous allons utiliser la méthode d'éclatement de la singularité.
Cette technique a &té utilisée systématiquement par F. Takens (voir
[?ﬂ ) et par F. Dumortier B], entre autres. C'est les résultats de
ce dernier auteur que nous utilisons ci-dessous (en particulier le thé-
oréme A de [5] , dont nous rappelons 1l'énoncé , donne un résultat géné-
ral sur les germes de champs dans le plan qui sera & la base des résul-—

tats exposés ici).

2.2.1. Rappels sur la méthode d'éclatement dans le plan

2

Considérons un germe de champ de vecteur X, en 0 € R® ,X(0) = 0.

Soit ¢ : s xR » Rz, l'application définissant les coordonnées polai-
res %(a,r) = (r cos ¢, r sin a)

1

o A
Alors il existe un germe de champ € , X , le long de s x {0} c s! x m

tel que pour V q € S1 X R :
® (X(a)) = x. ®(q)

(Voir [24] pour les détails en dimension 2 et plus )

Le champ X sur S1 X R n'est autre que X écrit en coordonnées polaires.

Si maintenant le champ X est tel que ij(O) = %k = 0 et que
§k+1 # 0, on peut diviser b'd par rk : il existe un germe X tel gque
f = rki . Dans la suite, par éclatement de X nous entendrons la cons-
-— N .
truction qui conduit & X = li X , ol k est 1le plus grand entier tel que
r
%k = o.
. . - 3 3 2,
Notations. — Soit X = a + a un germe en 0 € R~ 3
=== 1 32, 2 dzg
a,(0) = a,(0) =0
Le champ X peut &tre écrit :
bl ] 8 ~ ) 3 P
= L - —_— —_— d é H
X n,y 3o r n2 3T ou 3a et r 3T sont donnés par
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3 3
¢ (5g)(a,T) = (- 2z, 3z, * 2y 33

9 9 9
Qx(r 3;)(a,r) = (21 E;T + oz, g;;). ¢(a,r)

et
1 3 3
Ny = T X s 2y 5,07 %0 32 > (a,r)
r 2
= 1 9 ) 3 .
Np = Tea <X s Zy 3,0t %y 5,0 > (asr)
r 1 2

ol < , > désigne le produit scalaire euclidien de RrZ.

L'éclatement fait donc passer d'un germe X en 0 & R2 4 un germe

X le long de s' x {0} C s! x R. Clairement les singularités de X sont

1

les points (a, 0) € S x {0} ol n1(u,0) = 0.

I1 est facile de voir que :

— ou bien X n'a pas de singularités

- ou bien X a un nombre fini et pair de singularités (nombre in-

~

férieur 3 2k+k4)

- ou bien, pour Yo € S1 s n1(a,0) =0

De plus, le n-jet de X en chaque point de s! x {0} ne dépend que
du (n+k+1)-jet de X.

Il peut se faire qu'aprés un premier éclatement de X, le champ

' {0} et que pour certaines d'entre

X possdde des singularités sur S
elles, il soit intéressant de procéder & un nouvel &éclatement.

Tout d'abord, il est facile, modulo un choix de coordonnées de
définir 1'€clatement en un point quelcongue p d'une variété différen-—

tiable, analytique V de dimension 2. L'application ¢ de S1 x R dans R2

2 . . sz 2 A
est remplacée par une application Qp d'une variété V = Vv - {p} dans V.
Plus précisément, si wp : RS » v, wp(o) = p est 1'inverse d'une appli-
cation de carte, on prendra ¢p = wp o ® , en identifiant par ailleurs

A
s' x R avec un voisinage collier dans V. Le cercle s x {0} est envoyé

[} .
par ¢, sur p

On peut donc itérer l'éclatement de 0 € BZ, en éclatant le germe
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de champ X défini au voisinage de S1 x {0} en un point p & S1 x R.
Plus généralement il est possible de procéder & un nombre fini d'écla-—
tements successifs d'applications ®q15+-+50, €n un certain nombre de
points (Quand on éclate un point singulier, on convient toujours 4'é-
clater aussi l'autre point singulier qui luji &tait associé de fagon 3
avoir toujours un nombre pair de singularités isolées). On obtient de
cette fagon des germes de champs successifs X,i1,...,fn définis au voi-
sinage de 0 € Rz, S1 x {0} C S1 x R = U1 et finalement, au voisinage
d'un ensemble r, = (¢1 O «.. O ¢n)_1(0) c ut. L'espace Un résultant de
1'éclatement peut &tre identifié (analytiquement) & un ouvert de Ra.
L'ensemble rn, formé& d'une réunion de cercles ayant des points en com-—
mun & le type d'homotopie d'un bouquet de cercles. Pour avoir un objet
plus facile & manier, on restreint le domaine de 1l'&clatement U, en un
domaine A, tel que 3A C T, soit homéomorphe & S1 et A soit homéomor-
phe & 8" x [0,x).

Pour celd, au premier &clatement ¢, » on prend A1 = S1 x [O,m)
(3A1 =8 «x {0}). On peut choisir un voisinage V de p dans U, homéomor-
phe & m2 tel que si ¢, : S1 x R +~ U, est l'application du deuxiéme

éclatement, en p par exemple, on ait :

o, ([0,7]x BY) = v a4,
Dans le domaine de l'éclatement en p, on peut donc se limiter &

p,w] x m+ de S1 x [R. On obtient de cette fagon un domaine A, pour ¢,

qui est une variété 3 bord anguleux (formé& de deux arcs lisses se rac-

. . P s + 1
cordant & angle droit) : A2 est bien homéomorphe & S1 x R et 2A

o 8 S
.2 £ - . 2
Plus généralement An sera une sous variété de dimension 2 de R,
homéomorphe & s! x R, dont le bord BAn, homéomorphe & s' est formé da'un
nombre fini d'arcs lisses Y{ se--sY, SE€ raccordant 3 angles droits.

A
D'autre part, le rapport entre le champ Xn tel que
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(9,0 ... 00 ), (’in) =X

et le champ in est décrit par le lemme suivant :

LEMME 17. - ?n = F X ol F  est un germe de fonction € sur A » au _voi-

i n

sinage de 3An , positive sur int A = AA\BAn et il existe des nombres

entiers k1,...,k2 associés aux arcs YiseeesYy tels que :

~

i) 8i p est un point de BAn appartenant 4 1'intérieur de l'arc

Y: et (x,y) des coordonnées en p telles que, localement An = {y » 0}

alors : F (x,y) =y * b, avec Y différent de zéro localement.

n
ii) Si p est un angle de 8An , intersection des arcs Y3 et Yj’ et

x,y des coordonnées telles que localement A = {x 20, y 2 0} et que

Y; corresponde a {x = 0} , Y; 4 {y = 0} , alors :

ki ks
Fn(x,y) =x 1y J ¢ij(x,y) avec wij(x,y) # 0 localement.

Cela &tant, nous allons introduire la :

]
az1 * ap

DEFINITION 18. — On dit qu'un germe X = a, , avec X(0) = 0,

92
2
est & singularité algébriquement isolée si 1'idéal (31,52) engendré par

~
les séries formelles de a, et a, dans €(2), contient une puissance de

ad ~s
1'idéal maxima17n : (31,32):fnl(z1,z2)k pour un certain k.

Désignons par A, l'ensemble des jets » ne vérifiant pas cette derniére

condition : X est & singularité algébriquement isolée si et seulement

si X & A.
La proposition suivante, dont on pourra trouver une démonstration
dans [5] , montre que presque tous les germes sont & singularité algébri-

quement isolée.

~
PROPOSITION 19 [5]. — L'ensemble A C V“(2) est un sous ensemble proal-

gébrique de 72(2) , de codimension » (c'est & dire que A est intersec-—

tion d'une infinité dénombrable d'ensemble algébriques de VQ(2), de

codimension strictement croissante).
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Remarque. — La condition d'&tre de codimension «» est &quivalente au
critére suivant, pratiquement tré&s utile : si z e Vk(z) il existe

~
z' € V(2) , de k-jet égal & z, tel que z' n'appartienne pas & A.

Nous pouvons maintenant €noncer le théoréme A de F. Dumortier sur
lequel va @tre bas€ toute la suite. Rappelons qu'un germe de champ X
en p e R2 est dit de degré de dégénérescence nul si X(p) = 0,

-~
jTX(p) = X1(p) # 0 et n'est pas &quivalent (aprés translation de l'ori-

3
9z

gine en p) & z, . Alors :

1

2

THEOREME20|}]. - Soit X un germe de champ en 0 € R, X(0) = 0 & singu-

larité algébriquement isolée. Alors il existe une suite d'&clatement

LR N conduisant & un champ in tels que les seules singularités

de X sur A_ sont :
ee 2n n S0n

1

~

ou bien des singularités isolées p, en nombre pair, de degré

de dégénérescence nul. Si in n'est que partiellement hyperbolique en p,
e~

Vo , 1 < », ol les Zj < Vy, sont les
X (p) X (p)
ensembles algébriques intro8uits dans le théordme 14 ci-dessus.

alors Xn(p) € LiN\I .,

2) Ou bien des arcs lisses vy de 3A_ ; en chaque point p ey »

n
le degré de dégénérescence de in est nul. (en p, in est partiellement

hyperboligue avec cette fois Xn(p) €r, < Vd1 ). (On_peut avoir

X (p)

Y =8Ans_'n=1).

De plus, la position et les propriétés des singularités de i; ne

dépendent que d'un jet d'ordre fini de X en O.

Pour des raisons techniques, nous aurons besoin de considérer des
familles X_ = X + P_ ol P_ € M 7V _(2). Mais, si X est & singularité
T T T T T
algébriquement isolée, il est clair (en utilisant le lemme de Nakayama)
qu'il en est de méme pour XT pour chaque t. De plus, gréce & la conclu-
sion du théoréme 20, il est clair qu'au cours des &clatements successifs

la position et la nature des singularités des champs i1 ,...,fﬁ
L]

T sT
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sont indépendantes de 1, dans un domaine d'éclatement Ays...,A commun

4 chacun de ces champs.

On désignera par in le résultat de 1'éclatement de X, c'est une fa-
L]

o
mille de germes de champs 7? , le long de 3An dont les singularités
sont fixes en position et nature et décrites par le théoréme 20. On dé&-
signera par VT(aAn) l'espace des familles“em de germes de champs de vec-—

teurs, le long de BAn H Yn I3 Vt(aAn). De plus, comme les nombres

s T

kiseeosk associés & la fonction F  dans le lemme 17 ne dépendent que

2
d'un jet fini de X, on peut trouver pour X., une famille de germe

F. 1€ Zr(aAn) : espace des familles des germes‘gw de fonctions le long

L]
de 3An , vérifiant les conditions i) et ii) du lemme 17 et telle que
oo
= 9 ) 2 '

Fn,T Fn,O modulo77lT( An) (oﬁ'"lr( An) désigne 1'idBal des germes
des fonctions‘f de An x [0,1] , le long de aAn x [0,1] et nulles sur

aa_ x [o,1] ).

z . 2 P4
Résumons ces propriétés :

COROLLAIRE 21. — Soit X un germe en 0 € R2 4 singularité algébriguement

isolée et PTélnl:(Q) V.. On peut trouver une suite d'Eclatements

L PP conduisant & un champ fn,r e VT(aAn) éclaté de X, =X+ P,
dont les singularités sont fixées par rapport 8 t , en position et en
nature et sont décrites par le théor@me 20. De plus il existe

A -— N
Fn,r ewa(BAn) tel que si Xn,r = Fn,T Xn’T alors (Q1°"'°¢n)txn,r =X_

oo . - ” . .
et telle gue Fn,r = Fn,O modulo7nr(8An) (en particulier, F vérifie

5T

les conclusions du lemme 17 pour des k1,...,k£ fixes).

2.2.2. Questions topologiques liées aux &quations I~ et II”

Le but de ce qui suit et qui sera complétement réalisé au paragra-—
phe 3 est de démontrer que, pour un champ & singularité algébriquement
isolée et avec quelgues autres conditions supplémentaires, les proprié-

tés formelles impliquent les propriétés €> analogues.

103



MODELES LOCAUX DE CHAMPS ET DE FORMES

La cl1& de ce résultat va résider dans la démonstration que, pour le

ke 220N hd 2z 2 3
champ X associé & X+PT , Pffan VT, on peut résoudre les équations

n,t
17 et II moyennant quelques conditions supplémentaires sur X, c'est

4 dire résoudre les équations :

I°: X .f =nh e'cII"":l_'inT,xT]=zT
£ ]

-] )
dans‘an(aAn) et W}T(aAn) VT (aAn) respectivement.
Nous allons commencer par donner plus de précisions sur les singulari-
tés de in _p On a successivement :
L]

a) des singularités isolées pouvant €tre situes soit a 1l'intéri-

eur d'un arc lisse y de aAn, soit & un angle de 8An intersection de

deux arcs lisses Y4 et Yoo La singularit& peut &tre hyperbolique ou
semi-hyperbolique. A chaque singularité semi-hyperbolique aboutissent

au moins 2 séparatrices formant une vari&té centrale LA D'autre part
les arcs de 3A aboutissant & p, étant invariants par xn,r sont aussi
formés de séparatrices de p. Les types topologiques de singularités p
possibles sont schématisés ci-dessous (voir [5} pour les démonstrations).
Les types ne différant que par l'orientation des trajectoires de ceux
représentés ne sont pas inclus dans la liste. Par contre on tient com-—

pte de l'existence et de la position de Wc par rapport & aAn (position

trds importante pour la suite) :
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A
n

(a) semi-hyperbolique (b) hyperbolique (¢) semi-hyperbolique

et semi-hyperbolique

We
A
n
A ¢
n > < >
p P
(d) hyperboligque (e) semi-hyperbolique
Points p intérieur & un arc y
A W
n c
A
n
P P P
(f) hyperbolique (g) semi-hyperbolique (h) hyperbolique

et semi-hyperbo-

lique

Points p dans un angle de BAn
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Nous appellerons point de selle les points du type c¢,d,e,f,g. Ces points
se distinguent par leur position (& l'intérieur d'un arc ou dans un an-
gle de aAn), par leur nature (hyperbolique ou semi-hyperbolique : dans

ce dernier cas on dira que la singularité est un point de selle topolo-

gique) et par la position de la variété centrale. Nous appellerons

point de selle-noeud les points du type a.

~

Si p est semi-hyperbolique, il n'est pas sfir & priori qu'une varié-
té centrale W, de p dépende d'une facon €” de r. Dans la suite, nous

supposerons que chaque point semi-hyperbolique de Xn * posséde une va-
t ]

riété centrale fixe, c'est—d-dire, indépendante de 7).

b) des singularités non isolées : il s'agit de segments y 3A, ou

bien de aAn tout entier, éventuellement, si n=1l. Il est facile de choi-
sir des coordonnées locales en p : (x,y) telles que A, soit localement

€gal a& {yz0} ou bien & {x30 , y30} et que in =4+

. Le segment vy
>T

o
< |0

est attractant ou dilatant suivant le signe + .

Revenons & la construction des solutions pour les &quations I et
IT”. Le point de départ de la construction réside dans le fait que ces
équations sont résolubles localement, étant donné la nature des singu-

larités de in . Précisément, on a :
£ ]

LEMME 22.- Soit un représentant de in ¢ Sur un voisinage W de aAnx[O,l],

tel que les singularités de ce représentant encore noté Xn * soient
t ]

toutes sur aAn. (Tout point semi-hyperbolique ayant une variété centra-—

le fixe). Soit p € 9A . Alors il existe un voisinage V(p) de p x[0,1]

dans W tel que les €quations 1” et II” aient des solutions respective-

ment dans les espaces de fonctions et champs de vecteurs sur v(p), plats

sur A x [0,1] pour tout second membre 3 support compact dans int. V(p)

et appartenant aux mémes espaces.

Démonstration.— Si p est régulier pour in . le résultat est &vi-
k]
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dent par intégration sur les trajectoires, de méme si p est une singu-—
larité non isolée. Si p est une singularité hyperbolique ou semi-hyper-
bolique on & démontré que les &quations I~ et II” &étaient résolubles
dans les espaces de germes en p pour les points hyperboliques (théoré&me
I-10) et pour les points semi-hyperboliques ayant une variété centrale
fixe et un jet fini différant de O en restriction & cette variété (théo-
réme 15). Si h_, par exemple est un germe en p dans7Q:(8An) on peut
trouver un germe en p d'un élément deﬂl:(aAn) tel que in,TfT = hT.

(voir remarque suivant théoréme 15).

Cele signifie qu'il existe 2 voisinages vV, et V, de{p}x[O,l],
V1:>V2:4p}x [O,l], tels que si hT est une fonection sur Vl,plate sur

SAn x [0,1], il existe une solution fT dans V2.

Il suffit de prendre V(p) =V car une fonction & support compact dans

2
int. V, peut @&tre considérée définie partout.

Maintenant, il est clair, si l'on examine les démonstration des théoré-
mes I.10 et 15 , que 1l'on peut choisir V1 et V2 indépendants de he .

(De toute fagon cette indépendance n'est pas de grande importance pour

la suite).

Pour pouvoir tirer des diffférentes solutions locales données par
le lemme 22, une solution globale, la difficulté tient au fait que les
solutions locales ne sont pas en général & support compact et que l'on
ne peut pas procéder & un simple recollement de ces solutions.

Nous allons voir d'ailleurs que d'autres conditions sont nécessaires
pour pouvoir construire une solution globale.

Dans la démonstration du lemme 22, on peut choisir le voisinage
V(p) contenu dans un voisinage arbitraire de p. On peut profiter de
cela pour choisir V(p) a'@tre une variété de dimension 3 & bords an-—
guleux dont les faces sont transverses ou tangentes au champ in [

sT

précisément tel que l'intersection de V(p) avec A x {t} pour Tt € [o,ﬂ
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soit conforme au schéma ci-dessous :

3An P P

Y

NNyERlilig=

Boit py,Pys+-.>p, une suite de points de 3A  telle que si V(p1),...,

V(p_) sont des voisinages comme ci-dessus on ait
m
3a, x [0,1] € int V(p,)V ... Uint V(p,).

Clairement, on peut choisir un représentant du germe in T (et donec
£
du germe X, en O € Rz) tel que les voisinages V(p1L...,V(pm) soient de

la forme :

V(Pi) = U(Pi) x [091] ’

ol U(pi) est un 2-disque & bord anguleux conforme au schéma ci-dessus.
On supposera dorénavant qu'un tel représentant du germe fn T est choisi.
s

On le notera &€galement in Son domaine de définition est W =U x[0,1]

QT'
ol U = U(p,)L ... VvU(p ).

Rappelons qu'une séparatrice par une point singulier p d'un champ
est une trajectoire tendant vers p lorsque le param@tre tend vers + ou

-® . de telle fagon que la direction tangente ait une limite (une sépa-

ratrice pour un germe de champ en p est le germe d'une séparatrice pour
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un représentant du germe du champ). Ici, si le germe de champ X & une

séparatrice en 0 , le champ &claté in . Rour tout 1, & un point singu-
£

lier p € aAn avec une séparatrice non contenue dans aAn (on dira : gé-

paratrice extérieure). Cette circonstance permet de pouvoir choisir 1les

U(pi) de fagon que les bords des U(pi) tangents & in T se raccordent
2

entre eux conform&ment au schéma ci-dessous

Pg
P » P
3A, 1 T
Pg
Ps

(On & dessiné un segment de 3A  avec quelques points p; possibles).

On suppose dorénavant que X posséde au moins une séparatrice et
que l'on a fait le choix d'un voisinage W = U x [0,1]avec les proprié-
tés décrites ci-dessus. Pour résoudre 1l'équation I dans les germes de
fonctions plates le long de aAn x [O,ﬂ » i1 suffit de démontrer que
pour tout hTeﬂlz(aAn)‘f:(int W), espace des fonections €~ sur W, plates
le long de aAn x [0,1] , & support compact dans int. W, il existe une

- — — - -] o0 .

solution fT de I : xn,rfr = hr appartenant & "ZT(aAn)ﬂ (int.W) espace

des fonctions sur int.W, plate le long de 3A  x [O,1].(Ici, in . dési-
’

gne le représentant du germe sur W). Mais une fonction

h € ﬂl:(aAn)ff:(int.W) se décompose toujours en une somme de fonctions

de support compact contenu chacun dans l'intérieur d'un des V(pi). On

109



MODELES LOCAUX DE CHAMPS ET DE FORMES

peut se limiter & une telle fonction hr' Cette remarque est également

valable pour 1'équation IIm. Dans la-“suite on supposera que le second

membre des équations 1% ou II® est une fonction ou un champ, plat le

long de 3A [0,1] 4 support compact dans l'intérieur de 1'un des

V(pi). On cherche une solution, fonction ou champ sur W tout entier.

Considérons tout d'abord 1l'équation I : soit hy & support compact
dans int V(Pi)’ pour un i & [1,...,m] , et fr la solution de I® dans
V(Pi) fournie par le lemme 22. On va essayer de prolonger fT en une
solution de I” dans W tout entier. Désignons par V(pi) l'ensemble des
trajectoires passant par les points de V(pi) : V(pi) est le saturé de
V(pi) dans W. Dans V(pi), le prolongement fr , 8'il existe a une valeur
bien déterminée : en effet, si p est un point de V(pi) la trajectoire
de p vient de V(pi) ou y va. Si q est le point d'entrée ou de sortie
de cette trajectoire dans V(Pi) , on a nécessairement f} (p) = fT(q).

Si 1l'on convient de ©poser fTE 0 en dehors de V(pi) on a ainsi un pro-
longement unique de fT . Ce prolongement souléve plusieures difficultés:
il n'est pas sfir qu'il soit bien défini ni qu'il soit de classe €~.

Nous allons tout d'abord examiner la question de la bonne défini-
tion de f}. Pour que fT soit bien définie, il suffit qu'aucune trajec-—
toire quittant V(pi) ne puisse y revenir. Cette propriété sera assurée
par l'existence pour le champ ?n’ éclaté de X, de deux points singuliers
au moins, & séparatrice extérieure. Avant de démontrer ce résultat, ré-

glons le cas d'un champ in n'ayant qu'un seul point singulier & sépara-

trice extérieure. Cette circonstance implique que toutes les trajectoires

de in,t sur 3A ~ont une méme orientation. Le point singulier p & sépa-
ratrice extérieure (qui doit faire partie des pi!) est nécessairement
semi-hyperbolique du type point de selle-noeud. Il est facile de voir
que toutes les trajectoires quittant V(p) du "cdté point de selle"” re-
viennent vers p aprés avoir contourné aAn. Nous verrons que dans ce cas

on peut tout de méme prolonger fT , quitte & modifier préalablement cette
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fonction dans V(p). Remarquons gue pour les Pj # p le prolongement f
T

~

-
est bien défini. Lorsque X & deux points & séparatrices extérieures

on a :
LEMME 23.- Soit un représentant du germe in ,» encore noté En , sur
> s T
un voisinage W de 3A x [0,1], comme plus haut. Alors, si in = i; o a4~
bl

met au moins deux points singuliers & séparatrice extérieure, toute tra-

jectoire de X . quittant un voisinage V(Pi) ne peut y revenir (et in-

3

versement, toute trajectoire entrant dans V(pi) ne peut en provenir).

Démonstration. — Le champ in ¢ Pour T fixé admet des singularités
L]

sur aAn indépendantes de 1. Donc, il existe deux points Py et Py aAn,

points singuliers & séparatrice extérieure pour chagque in .
s T

Prenons une valeur de T quelconque et désignons par Y1, et Yo, des
s 3
séparatrices extérieures de Xn,r par p; et Py Alors Al,T = U\(Yl,%JaAn)

et U\(Yz,%JaAn) ont des intérieurs homé&omorphes au 2-disque. Soit

A2,T
p; un point quelconque de la liste Pyse-sPp- Supposons que p; # Py et
qu'une orbite de in,r quitte U(pi) en p pour y revenir en q.

Clairement, le segment d'orbite y entre p et q est contenu dans int Al,r'
I1 est facile de vérifier que dans U(pi)\(U(pi)f\aAn) on peut choisir

un segment y' allant de p & g et transverse aux trajectoires de in,r'

On peut approximer le cercle yuvy' par un cercle différentiable r, plon-
gé dans int Al,T et transverse & Xn’T. Un tel cercle T borde un disque

Dc:Al " Par un argument homotopique simple on peut montrer que D con-
t]

tient au moins un point singulier de X ce qui est impossible. Si

n,t?

P; = Pp» on peut répeter le m@me raisonnement en utilisant le disque P
£

Le second probléme posé par le prolongement fT est de démontrer
que Er est de classe‘em. Supposons donc que hr ait son support dans
V(pi) et que l'on ait un prolongement FT bien défini. La difficulté du

probléme est mis en &vidence par la bré&ve discussion qui suit, faite

11
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pour Jjustifier le paragraphe suivant. Soit p un point de aAn. Si ce
point est porté par une séparatrice issue de P;s contenue dans aAn, f;
est manifestement ¥” en p. Une premidre difficulté apparailt si p est un
autre point singulier dans la fermeture d'une séparatrice de p; conte-
nue dans aAn. En effet, si p est un point source par exemple, la solu-
tion fT obtenue par prolongement de fT , ne se prolonge pas en général
en p. (En ce point on doit avoir nécessairement ?; (p) = 0!). Supposons
maintenant que p soit un point de selle placé dans un angle de aAn par
exemple. Le probléme de la différentabilité en p et aux points au-deld
de p (lorsqu'on suit A au-deld de p) peut se préciser de la fagon sui-
vante. On choisit des coordonnées locales (x,y) en p telles que

An = {x3»0, y20} , localement,que l'axe Ox soit localement porté par 1la
séparatrice issue de p; et que le champ Xn,r soit transverse aux droites
{x = Constante}, pour x>0. Soit I = {a}x[O,e]un segment dans la carte,
issu du point (a,O)eaAn. La restriction de f} 8 I est une fonection

&, (y), de classe¥ et plate en y=0. On peut définir f'_r au voisinage de

ps; comme &tant une intégrale premiére de Xn,r’ prenant les valeurs
gT(y) aux points {a} x[O,E]. Nous avons ici le probléme de prolonger
g, en une telle intégrale premidre €.

Une discussion analogue peut &tre faite pour 1l'équation II”. Le
probléme de la bonne définition conduit aux m&mes considérations que
celles faites plus haut au sujet des trajectoires de Xn,r' Celui de la
différentabilité conduit & se préoccuper de l'existence de champs in-

variants (par fn T) au voisinage d'un point de selle. C'est le sujet
’

du prochain paragraphe.

2.2.3. Existence de fonctions et de champs invariants au voisinage

d'un point de selle.

Nous allons considérer successivement les points de selle hyper-—
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boliques et les points de selle topologiques ou points de selle-noeud.

Nous désignerons par H = {x30, y>0} le premier quadrant de RQ.

PROPOSITION 2L4. - Soit Tr un chemin de champs de vecteurs 8“ sur le ler

quadrant H. Supposons que (0,0) €H soit un point de selle hyperbolique

dont Ox et Oy soient des séparatrices et qu'il n'existe pas d'autre

singularité de T, sur H. Soient a et €>0 tels que le segment

I = {a}x[0,e] € H soit transverse & T, pour T . Soit

8, : [O,e[ x [0,1] + R ou RZ une fonction €~ et plate en {0} X[O,l].

Alors il existe une fonction i’T sur H x [0,1], plate sur {O0x} V {0y},

ou bien un champ Y sur H X[O,l], plat sur {0x} U {0y}, invariants par

TT(TTfT= 0 ou bien [TT,YT] = 0) et tels que :

£ la,y) = g (¥) pour O<y<nse ol n est une certaine
ou bien YT(a,T) = g_r(y) valeur>0.
Démonstration. - Soit n une valeur quelconque : O < n < € . On mo-

difie g, sur [n,e] de fagon que g,  soit identiquement nul au voisinage
de €. Soit p wun point de H x [0,1] 3 notons ‘Pu(p) le flot de T  par
p. Nous désignerons par ET le prolongement cherché de g (que g soit
une fonction ou un champ). Si la trajectoire de T, par p rencontre I
en un point (a,y) et que p = \Pu(a,y) cn pose gT(p) = \fu*(gt(y)). Si-

0. Il est clair que gr(p) ainsi définie est 6" sur

non on pose g (p)
H x [0,1]\{Oy} x [0,1] et que ce prolongement est plat sur {Ox} x [0,1]
moins {(0,0)} x [0,1] . D'autre part, il est facile de voir que si ET
est plat aux points {(0,p)} x [0,1] pour un certain p > 0 ((0,p) € Oy\
{(0,0)} ) alors ET est aussi plat aux points de {0y} x[0,1]\{(0,0)}X[0,1]
Donc pour montrer que g  est plat sur {oy} x [0,1] il suffit de montrer
qu'il est plat aux points de J x [0,1] ol J < {Oylest un voisinage de
(0,0) € oOy.

Prenons J = [0,u] . I1 existe une valeur ng > 0, et ng < € telle
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que les trajectoires de TT issues des points ((a,y),T) pour 0 < y <n,
atteignent chacune un point de la forme ((x,a),T) et un seul. La réunion
des segments de trajectoires entre ces deux points union ([O,G] x 0)x
[0,1]et (0 x [O,aJ) x [0,1] est un voisinage V de {0,0} x [0,1] c
H x [0,1].

Soit \'u(p) = (xu(p), yu(p),T) les composantes du flot de T . Pour
chaque p € V il existe une valeur u(p) £ O telle que a = xu(P)(p). Pour
fixer les idées, nous allons supposer gque le 1-jet de TT est de la for-

me:
_ 9 ]
T = A1(T) x 37+ Az(t)y 3y Bavee A1(T) < 0 et AQ(T) > 0

Alors, on peut choisir n, suffisament petit pour qu'il existe des cons-
tantes Cqs Cp > 0, ¢y < ¢y telles que ,

2

= 2
81 T = a 3 x + bTa pe

T T

on ait : c,y & b_(x,y) € e,¥

—c,X § aT(x,y) § —c,x

Par intégration, on obtient : (p = (x,y,t))

uc1 uc
y e s vy, (p) s ye
v (1)

- =uc
xe %2 ¢ x,(p) ¢ xe 1

tant que le point \fu(p) demeure dans U : en particulier tant que

u(p) £ u € 0. Les inégalités (1) nous permettent d'ailleurs d'estimer

u(p) :
1 o]
-_— = 2
fulp)] = e Log (2)
(ol p = (xay’T))
avy
. . . . u
Nous avons besoin, pour poursuivre, des estimations de | Y |
3p

qui ont été établies dans la démonstration de la proposition I.11 :
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~ il existe une constante K Y pour tout multi-indice y tel que :
Y Ky gkl

l§_¥ (p), < e IYI valable tant que ?u(p) e V.
ap

En particulier, on a :

aY K
| Ty e o |Y|H
Y S
apY
P . 3Tu ' 2 . _
On va également estimer Y (p). Partant de 1'équation xu(P)(p) = q
3p
on obtient par dérivation :
ax Ix
- —ulp) 3w, ""u
0 = 2Bl 28, 2 (y(p),p)
ax
. |—ulp) -
Comme : I 3u (\Pu(p)(p))l 2 c1lxu(p)(p)| = ¢q-0
on a la majoration :
K, |ul
au 1 .
l—— (p)] s K e pour une certaine constante K.

9p

On peut, par récurrence établir que les dérivées successives de u
sont majorées par des exponentielles de |u| . En utilisant 1'inégalité
(2) on trouve qu'il existe des constantes P|Y| et QlYl > 0 des nom-

bres entiers By et le' tels que l'on ait les inégalités :

aqu P
' I (P)I < _XIH-, (3)
Q
|22 () | « ;%TLI (%)

9p

Enfin, de l'encadrement :

on tire que, dans V :

Iy, oy (@) s y(3)°2 (5)

u(p)
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Plagons nous dans le cas ol g; est une application 4 valeur dans

R. Le prolongement f, est donné par :

fr(P) = gT(\Pu(p)(p))'

Les majorations (3),(4) et (5), jointes au fait que g, est plate
en {0} x [0,1] c fo,el x[0,1] impliquent que toutes les dérivées succes-
sives de fT s'annulent pour x *+ O uniformément en (y,t). D'ol le résul-
tat dans ce cas.

Supposons maintenant que 8. soit une fonction & valeur dans R2 et
que 1l'on recherche un champ YT invariant par le flot,prolongeant :Ji La
solution YT est donnée, comme on l1l'a dit plus haut, par transport le
long des orbites de TT. Pour &tablir que cette solution est plate le
long de J X [0,1] on peut procéder comme dans la démonstration de la
proposition I.11 ; il existe une application matricielle Aij(u’P)’

admettant des majorations :

| i | o il (6)

avec LIYl 2 0.

si g (¥) = (g, 1(¥).e; o(¥))

= N 9 P .
Le champ Yt(p) = f1,1 3z i‘T’2 3y est donné par :
f,l_’i(x,y) = fj: Ai,j(u(p),P) BT,j(yu(p)(P))

Les majorations (3),(%),(5) et (6) impliquent alors la platitude de Y.

PROPOSITION 25. - Soit TT un chemin de champ de vecteurs f sur

H= {x 2 0,y 2 0}. Supposons qu'en 0, le germe de Tr soit de la forme

T, =T + P, avec P, e'nl:(x,) VT(2) que T soit semi-hyperboligue :
~1 3 ~ ~ [ PP
T =2y 3y Rour A # 0, et que T € e\ e (ol I, C VE1 est défini

dans le théoréme 14). Supposons de plus, que dans H, T, ait le type to-

pologique d'un point de selle, dont Ox et Oy sont 2 séparatrices et que

116



SINGULARITES DES GERMES...

0 soit l'unigue singularité de T, (0x est nécessairement dans la varié-

1€ centrale de T-r en 0). Soit a e(R+ et £ € rY te1 que I = {a}x[o,e[

soit transverse & Tr pour VT. Alors on a le méme résultat de prolonge-—

ment que dans la proposition 26, pour - J [0,5[ x [0,1] > R gg,ma,

plate sur {0} x [0,1].

Démonstration . — Comme dans la démonstration de la proposition 2L,
la seule difficulté est de démontrer la platitude de la solution fT,
aux points d'un voisinage arbitraire de 0 € Oy , dans Oy pour vt -
On verra dans le paragraphe 3, comme conséquence des théorémes 14 et 15,
que l'on peut choisir de nouvelles coordonnées dans H x [0,1]: (x,¥.1)>

telles qu'en (0,0) € H, le germe de T, soit de la forme :

+ +
k18_+)‘(1_)x2k1i)

= 9
T = fT(x,y) (y 3y + u(r)x 3% 5%

T

avec pl(t) # 0 et k 3 1.

On peut donc trouver un voisinage W de {0,0} x [0,1] C H x [0,1] dans

lequel, pour des constantes Cqs Cp 0 < ¢y < c, On ait :
X=a..a_+'b_a_
T 3x 3y

avec, en posant p = (x,y,t) :

c,y § b(p) < e,y

k+1 k+1

- epX £ a(p) = - x

si \Pu(p) » flot de X, s'éerit Y, = (xu(p),yu(p)), on obtient par in-
cqu e u

tégration : y e 3 yu(p) < ye .

On peut toujours supposer que ({a} x [O,e[ ) x [0,1] C W. 81 V est un

voisinage, réunion d'orbites issue de {a} x[O,s[ x[0,1] comme dans la

démonstration de la proposition 24, chaque orbite atteint {a} x [O,e[

au bout d'un temps u(m) :

"7
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e vla) = (x)) s ulm) ¢ ey(ypla) - yp(x))

1

ol y(x) = —l—

(k+1)x

Lorsque gT est une fonction & valeur dans R, la solution f (p) est don-
T

2
née par :

£.(p) =g (yy(p)(P))

Comme g, est plate en 0, on a :

le. ()| « le |, I¥l

e, (Yla)- v(x))
d'ol : |fT(P)‘ g lST| 1 IYI e !

qui tend vers O pour x > 0 , uniform&ment par rapport & y et © .
Pour montrer que f est plate le long de l'axe Oy on utilise comme dans
la proposition 24, des majorations 0 de la forme :

aty
| —+ |
3p

< eKlvllul

Y K u
|28 ) < e [v]
apY
d'od 1l'on tire la platitude de fT .

En effet, on peut &tablir des majorations de la forme :

AR M|y . .
K e our s EN ; M €tant une
| —="l< % 17, (p) (@I pour y * Mvl
P
Y constante
) CAE & c1s.w(u) (MIYI_C1 s) ¥(x)
soit : | IS Ks e . e
BPY
En choisissant s assez grand on a MIYl - cy8 < 0, ce qui entraine que
CRE S
Y + 0 pour x - 0, uniformément en y,t .
ap
Lorsque g, = (g, 1 & 2) est une fonction & valeur dans B2, on uti-
t] L]

lise une formule du type :

fT’i(p) = ? Ai’j(u(p),p) gt’j(y )(p))

u(p
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Remarque. — Les séparatrices Ox et Oy , dans la proposition 27, ne
jouent pas des r&les symétriques, alors que c'est le cas pour un point
de selle hyperbolique. On peut facilement trouver des fonctions g
plates en O tel qu'il n'existe pas d'intégrales premifres f,. se restrei-

gnant en g sur le segmet [0,e[ x {a}: (f_(x,a) = g_(x)).
T T T

2.2.4. Démonstration des théordmes I et II .

oo -]
Nous allons maintenant démontrer que les équations I et II ont
des solutions sous certaines conditions. Pour énoncer convenablement

ces conditions, nous avons besoin de la définition suivante :

DEFINITION 26. — Soit X un germe de vecteurs en O € ma, de degré de

dégénérescence non nul, 3 singularité algébriquement isoclée, et X, son

€claté comme dans le théoréme 20. Soit C l'ensemble des points singu-

liers isolés de Xn ainsi que des extrémités d'arcs singuliers. On dira

que deux points p et q de C, p # q sont connectés, s'il existe une sui-

te Qs eaqy de points de C, tels que q = a et Q. = P et que :

1) pour £ , 1 £ % £ k-1, il existe une trajectoire sur aAn al-—

lant de q, a Qp4q >

2) toutes les trajectoires du 1) décrivent 3An dans le méme sens ,

3) Aucun des points intermédiaires Q; » 218 k-1, n'a de sépa-

ratrices extérieures (Ces points q; ne peuvent €tre que des points de

selle placés dans des angles de aAn).

La réunion des points a; et des trajectoires les reliant sur aAn,

définies dans 1) est appelée : une connection de p & gq.

Nous pouvons maintenant &noncer :

THEOREME 27. - Soit X un germe de 0 € R2, de degré de dégénérescence

non nul, et & singularité algébriquement isolée. Supposons que X possd-—

de au moins une séparatrice et que si in est 1'éclaté de X, donné par
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le théoréme 20 et C, l'ensemble défini ci-dessus, chague fois que deux

points de C sont connectés, l'un d'eux est un point de selle hyperboli-

que ou bien un point de selle topologique ou urn point de selle noeud dont

une séparatrice centrale est contenue dans la connection. Soit

® = + . LI I d
PT € ﬂIT VT et posons XT X PT Supposons que 1l'éclaté Xn T de XT

possé&de une variété centrale fixe (indépendante de 1) en chague point

semi-hyperbolique. Alors les &équations I” et II” sont résolubles pour

-0 oo .
Xn,T dans 7n~r(aAn) et ﬂlT(aAn) VT(aAn) respectivement.

Démonstration. - Soit fn le champ &claté de X avec la condition

s T

supplémentaire que chaque point semi-hyperbolique de in,T posséde une
variété centrale fixe. Ce sont les hypoth@ses dans lesquelles nous nous
sommes placés pour 1l'étude topologique du 2.2.2. Nous avons vu dans ce
paragraphe que le germe En,r admet un représentant, encore noté in,r
sur un voisinage W de 8An x [0,1] de la forme U x [0,1] ol

U = U(p1) U ... U U(pm), Pys--+sPp étant des points de JA et U(p1),...,
U(pm) des voisinages d'un type particulier, décrit plus haut. On sup-
pose également que les parties du bord des U(Pi) tangentes & Xn,r se
raccordent entre elles. Comme on l'a remarqué dans 2.2.2., il suffit de
résoudre I°° et Iprour une fonction ou un champ de vecteurs & support
compact dans l'int&rieur de 1'un quelconque des V(pi). Nous allons rai-
sonner sur l'équation Im, la transposition & l'&quation 1T étant immé-
diate.

Soit h, une fonction plate sur aAn x [0,1] de support compact con-
tenu dans int. V(Pi)' Gréce & la condition d'existence d'une variété
centrale fixe pour les points semi-hyperboliques, on sait qu'il existe
une solution £, de I" dans V(pi) pour ce second membre h_ (voir 2.2.2)
On va s'efforcer de choisir convenablement f. , gr@ce aux propositions

24 et 25 ci-dessus, de fagon que cette solution fT se prolonge en une

solution fT dans W tout entier.
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Pour mettre en oeuvre les propositions 24 et 25 remarguons que si
L est un point de selle hyperbolique ou topologique, ou un point de

selle-noeud, le germe de in en pj est équivalent, par un chemin de

s T
germes de difféomorphismes fixant 3A,, 4 un chemin de germes de champ
dont les 3 séparatrices de point de selle ou les 2 séparatrices de
"quadrant selle” du point de selle-noeud sont fixes (Pour un point sur
aAn 1 ou 2 séparatrices sont déjd contenues dans aAn). En effet, si

P; est un point de selle hyperbolique, cela résulte des théordmes d'exis-—
tence de varidtés stables et instables pour un champ normalement hyper-
bolique & son lieu de zéros B]. si P; est semi-hyperbolique, on a
supposé gque P; possédait une vari&té centrale fixe. Le théoréme 15 im-
plique qu'il existe un chemin de germes de champs en Pj N Yr ,» solution
de 1'€quation [fn’T,YT]= in,t et plat sur aAn. On verra plus loin, que
par intégration de YT on obtient un chemin de germes de difféomorphis-—

mes g_ » fixant aAn, tel que g . Le chemin des germes

T % Xn,o = Xn,T

de X en pj est donc équivalent au chemin constant des germes de X

n,t n,o0

en pj. Donc dans le cas hyperbolique ou semi-hyperbolique on peut appli-

quer les conclusions des propositions 24 ou 25 dans une carte H paramé

trant la moiti€ du point de selle d'un champ &quivalent & in " Les con-
£

clusions sont encore valables pour le germe de Xn lui-m&me. On peut
T

l'énoncer précisément de la fagon suivante : Soit un des quadrant dans

U(pj) du point de selle p; Qu le gquadrant-selle de P; si pj est un point

de selle-noeud. Ce quadrant est bordé par deux segments de séparatrices

[pj,a] et [pj,d] et par des arcs[é,b], transverse & Yn’T,[b,cJ tangent

Si p. est semi-hyperboligque,

dJd
supposons gue [p.,a] soit dans une variété centrale. Alors si g est
supposons gue 3 . S8

et [b,d] , transverse & X

X
n,t a1

2 . . s
une fonction '8w, plate en a, defa,b] dans R ou R, 11 existe un unique pro -

longement Z de g dans le quadrant, invariant par X . (Les proposi-
tongement T — T Dyt P

tions 24 ou 25 impliquent que g, est plate le long de [pj,a] V) [pj,d]

o
et‘f dans un voisinage. De toute fagon l'existence et la différentia-
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bilité de 8, 4 l'extérieur de [pj,a] v [pj,d] sont des propriétés
triviales).

Nous allons montrer maintenant comment choisir fr pour que le pro-
longement fT existe et soit €® . Nous allons pour celd, examiner quatre
hypoth@ses possibles sur le point pP; °

1) Supposons gque p; ne soit ni un point de selle hyperbolique, ni

un point de selle topologique ou point de selle noeud, & séparatrice

centrale dans aAn, ni un point régulier. Dans ce cas, on choisit une

solution fT avec la seule condition que fT soit localement nulle sur
les parties de la fronti&re de V(Pi) auxquelles in,T est tangente. (Un
tel choix est toujours possible car hT e un support compact dans
int V(Pi))° On sait, gréce & 2.2.2. , que f_ 8 un prolongement ?T uni-
que, bien défini dans V(pi), en imposant la condition : £z 0 dans
W’\V(pi). Soit p € W. Nous voulons montrer que f} est €° en p. Pour
celd nous allons examiner différentes possibilités :

- p appartient &au complémentaire de la fermeture de V(pi) (satu-
ré de V(Pi) dans W).Alors Er est localement nul donc ﬁm .

- p € int V(pi) : p est alors sur la trajectoire d'un point
q € int V(pi) tel que le segment de trajectoire entre p et g ne rencon-
tre pas support h_ . Il est clair, en utilisant la différentiabilité

du flot de fn . et la compacité de support hT que fT est €% en P.
L]

- p appartient & la frontidre de V(pi) : dans ce cas, et parce

que les parties du bord des différents U(pj) qui sont tangentes & Xn,r
se raccordent entre elles, on est sfir que p est sur la trajectoire d'un
point q qui appartient & la frontiére de V(pi) et ol fT est localement
nulle ce qui implique que ?T est aussi localement nulle en p, ou bien
que p est sur la trajectoire d'un point q € V(pi)(ﬂ 3An. Dans ce der-
nier cas le point p appartient, soit & une connection de P; a P e C,
soit 3 une séparatrice extérieure de Pj» bordant un quadrant selle de

P

5 qui est encore connecté & Ps- Dans 1l'un ou l'autre cas nous allons
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montrer que ﬁ est plate en p. Rappelons gque les points intermédiaires
de la connection : Qpsv sy g sont tous des points de selle situés dans
des angles de aAn. Par hypothése, si un tel point qﬁ est semi-hyperbo-

lique, la trajectoire entre g et qz est nécessairement dans la varié-

2-1

té centrale.De m&me la trajectoire de Qg a P; est dans la variété cen-

trale de P; si p.j est semi-hyperbolique. Il en résulte que 1l'on peut
démontrer la platitude de Er par récurrence sur les qz : si f} est pla-
non compris,

te en tout point de la connection situé entre Py et q q

[ )
la proposition 24 ou 25 (et précisément la conséquence de ces proposi-—
tions, soulignée plus haut), implique que ET est plate aux points de la
trajectoire de q, & Qp4q s 9y, non compris. Enfin, si f_t est plate aux
points de la connection entre p; et pj N p‘j non compris, alors ?T est

plate aux points de la séparatrice extérieure de pj,bordant un quadrant

de selle de P; oll peut &tre situé p.

2) Supposons que P; soit un point de selle—-noeud , unique point

~

singulier & sé€paratrice extérieure. Soit fT une solution de I” dans

V(pi) (toujours pour un second membre hT 4 support compact dans

int V(Pi))' Soit U(pi)1 le "quadrant selle" en p; de fg’r (indépendant
de t par choix de Xn,r)' On peut prolonger fT en Fr d'une fagon unique
et bien défini sur w‘\U(pi)1. Ce prolongement est de plus €% et plat
sur 3A_ (m&me démonstration que dans le cas 1).

Notons, comme plus haut, les c6tés de U(pi)1 par [a,b],[b,c] et [c,d],

ol [a,b] est transverse 3 X avec a € 3A . Comme on 1l'a vu dans 2.2.2.

Nyt
[pi ,a] est porté& par une séparatrice centrale de pP; - Sur [a,b] :

£ | [a,p]# f}| [a,b] . Mais (fT~ fT)l [a,b] est une fonction plate en a.
Comme on 1l'a vu plus haut, il existe une unique fonction zT , invarian-
te, prolongeant (fT - fr) | [2,b] et plate sur [pi,aJ v [Pi’d]‘ On pose
f; = g + £ sur U(p;)y - Cette définition se raccorde avec celle de

fT sur W\U(p;); , d'une fagon €.
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3) Supposons que Py soit un point de selle hyperboligue ou un point

de selle topologique ou un point de selle-noeud avec une séparatrice

centrale dans )An. Supposons de plus que p; ne soit pas dans un angle

de 3A , et gque p; ne soit pas l'unique point singulier avec une sépara-

trice extérieure. Ici on peut choisir fr tel que fT soit localement nul-

le sur les parties de la frontidre de V(pi) sauxquelles Yn est tangente
s T
(comme dans 1)) et tel que si U(Pi)1 est 1'un des quadrant-selle quel-
conque de p; décrit comme plus haut, on ait £ | [a,b] = 0 (ol & & aAn)
T

Alors £ possé&de un prolongement unique fT (gréce au lemme 23) qui est

€% et plat sur 3A (méme démonstration que dans 1)).

4) Supposons que D3 soit un point de selle hyperbolique ou topo-

logique dans un angle de aAn, ou bien un point régulier, qu bien un

point dans un arc singulier pour Xn .
L]

Supposons tout d'abord que P est un point de selle hyperboligue,
en angle. Alors p; appartient & une connection maximale de Q, 4, avec
q, # q, ou bien in poss€de un unique point singulier & séparatrice ex-—
térieure. Dans 1l'un ou l'autre cas, en quittant P; il existe une direc-
tion pour laquelle on se dirige soit vers un point de selle hyperboli-
que & séparatrice extérieure, soit vers un point de selle topologique
ou un point de selle-noeud abordé par une séparatrice centrale. Si
U(pi) est le quadrant-selle, voisinage de p; , et si d appartient &
la direction trouvée ci-dessus, on choisit r. d'étre identiquement nul-
le sur [a,b] .

Supposons que p; soit un point régulier. On doit choisir fr d'étre
nul sur l'un des cdtés du rectangle U(pi) voisinage de p;. Ce cdté est
choisi par un raisonnement identique & celui fait ci-dessus,

Supposons que Py soit semi-hyperbolique. Dans le quadrant selle
U(Pi) voisinage de p; on choisit f = 0 sur [a,p] si a appartient &

la séparatrice centrale.
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Supposons que p. soit un point d'un arc singulier. U(Pi) est
donc dans ce cas un rectangle dont un des cdtés est l'arc singulier
(cf. 2.2.2.). On doit choisir fp nulle sur cet arc, ce qui impose une
valeur nécessaire & T -

Dans l'un ou l'autre cas les hypothéses faites sur les connections

— L]
impliquent que f, existe et est €T,

4
3. LES RESULTATS 'f RELATIFS AUX GERMES DE CHAMPS DE VECTEURS EN()emz,

Nous dirons que deux germes de champs X et Y sont ‘tuLéquivalents
s'il existe un germe de difféomorphisme g € Diffo(Rz),préservant 0,
tel que g*X = Y et qu'ils sont formellement &quivalents s'il existe un
difféomorphisme formel g € Di??o(Rg) tel que E;Y = Y : on &crit X ~Y,
X ~ ¥. D'autre part, un jet d'ordre k de champ fk est dit formellement
déterminé si tous les (jets infinis) germes de champs de k~jet ik sont
(formellement) &quivalents entre eux.

Je rappelle que 1l'équation II*® pour Xg = X + P, permet de passer

~

. . 00 -
de 1'équivalence formelle & 1l'équivalence € . Précisément, on a :

LEMME 28 . - Soit X un germe en O € m2 de champ de vecteurs. Si pour

~

v Py e'ﬂf@k(Q), 1'€quation ITI” associée & Xr =X + P, est résolubdble,

alors on a l'implication :

Y germe en O tel que ¥~ X = Y ~ X.

~

Démonstration. — Soit & tel que X = E;Y
0 ~ .
Soit g un difféomorphisme €" dont 1le jet oo est égal 8 g (L'existence
de g est assuré par le théoréme de Borel).
00
= +

Alors g, Y = X P avec P e NV
On considére P, = TP , Xy =X +7TP et 1'équation :

P . Par hypothése, cette €quation est résoluble avec

II® [xsYy)

L
Yo € MaVy -
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L'intégration de Y, fournit un chemin de germes de difféomorphismes

T

fixant l'origine, tel que h * XO = X, et en particulier

Nous allons appliquer tout d'abord ce résultat aux champs de degré
de dégénérescence nul, c'est & dire dont le 1-jet en O est non nul et
non équivalent & zZ, '33;— . Les différents cas possibles sont décrits dans

1
le paragraphe 1.

a) Les champs vérifiant les conditions (P2) ou bien les champs

contractants ou dilatants sont hyperboliques : on sait que les &quations
] £ Pd °0
II® sont toujours résolubles (pour VPT) et les conséquences \6 ont

été tirées dans I.3 . On a une petite précision supplémentaire en dimen-

sion 2, grédce au lemme 7 :

THEOREME 29. - Si un groupe X & un 1-jet 'd équivalent &

R P
X‘l =->\(z1s-z—1-+ngg), )elR—{O} ,méﬂ—{O}

alors X est f.éqllivalent au champ polynomial :

= L) 2 m 3d
Y—A(z1 +moz, ) + °‘Z1)z

avec o € R
z, Bze —_

o/

2

b) Considérons maintenant les champs dont le jet o relévent du
théoréme 14 . En ce qui concerne les égquations II , on a:

- dans le cas ol ')‘(’1 est diagonal et hyperbolique, 1l'équation II®®
est toujours résoluble (Théoréme I.11)

- Dans le cas ol X n'est que partiellement hyperbolique :
'}‘{'1 =->\z1 :T;avec A# 0 et que 'fezk\z

certain & priori que 1l'équation I1* soit résoluble pour X, , pour tout

k+1 ° k < oo , 11 n'est pas

P € m"’tv (2). Cependant, gréce au théordme 14, on sait qu'il existe

un germe de fonctions f e 5(2) , £(0) # O telle que fX ~ Y + P , ol Y
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est le moddle polynomial du théordme 1L et Pe'ﬂl°V(2). Le germe Y+P

poss@de des variétés centrales tangentes en 0 & 1l'axe 0z,. Le champ
2 . -~ ~ 1
Y+P est donc &quivalent & un champ Y1 tel que Y1 =2z, ;%— et que Oz2
1
soit variété centrale de Y1. Le chemin ¥ = Y + T(Y1 - Y) est un chemin
T

vérifiant les conditions du théoréme 15 pour lequel 1l'équation I1° est

résoluble. Ce qui implique finalement que fX ~ Y.

~
— Dans le cas ol X1 est un 1-jet de rotation : X, = A(z -3—-— z 2 )
1 2 3z1 1 3z2

A # 0, les résultats de Takens [23] (établis par une mé&thode différente
de la ndtre) s'interpr@tent justement, en disant que si e Zk\‘zk+1 ’

k < , il existe £, £(0) = 1 , tel que fX soit équivalent au modéle

du théoréme 14. (Il ne fait pas de doute que les équations 11° sont
résolubles pour le champ polynomial du modé&€le. On peut essayer d'en don~
ner une démonstration s'inspirant du traitement du champ elliptique con-

sidéré dans I-3), On a donc :

THEOREME 30. — Sous les hypoth&ses du théoréme 14, et si X est un germe

~ ~ . - »
tel que X € zk\\zk+1 C V;,(1 , alors 11 existe un germe de fonction f,

£(0) = 1, tel que fX soit ) A équivalent au modéle polynomial du thé-

IS N \e“’ 2 .z . Y1
oreme 11. Ce modéle est - déterminé. Si X

est hyperbolique, le ré&-

~

sultat reste valable pour X € Z_ .

4 . . . 2 ]
Remargue. - Si X1 est un 1-jet de rotation ou bien égal & Zy 3% , la
1

conclusion du théoréme précédent est fausse pour i<szm : En effet par

exemple, un champ qui est formellement proportionnel & une rotation

~

-]
n'est pas en général € proportionnel & une rotation.

Passons maintenant aux champs de degré de dégénérescence non nul.
En 1'absence de résultats formels, nous n'aurons ici que les résultats
” . oo (-]
des équations I et II & exploiter.
Remarquons tout d'abord que les fonctions plates passent bien 1'éclate-

ment :

127



MODELES LOCAUX DE CHAMPS ET DE FORMES

LEMME 31. - Soient ¢1""’¢n n éclatement successifs de 0 e Re, An le

domaine de Qn. Alors, la composition par ¢1 0...0 Qn induit un isomor-

-]
phisme de an sur nl:(aAn) . De méme (¢1o...o¢n)* induit un isomorphis-—

me entre anm(SAn)VT(aAn) et TQTQVT(2). Enfin si YT est une famille de

germes de difféomorphismes en 0 e=Bz, ne différant de 1'identité que

par des termes plats, il existe une famille ?Z de germes de difféomor-—

phismes le long de 3A , ne différant de 1'identité que par des termes

plats, telle que

YT o ¢1 O +...0 ¢n = ¢1 O...0 @n o ?;

Et inversement, l'existence de ‘?1 implique celle de YT .
Démonstration. — Triviale par récurrence sur 1l'&clatement.
Un autre résultat utile pour la suite est le suivant =

LEMME 32. - Soit F, _ un germe de fonctions sur A, X [0,1], 1e 1ong ae
L]

aAn X [0,1], vérifiant les conditions du lemme 17 pour tout T . Alors,

toute fonction ¢Te'nl:(8An) est divisible par F. 1(3 y! tel que
N2

= !
Yo Fn,r b )
Démonstration. — Plagons nous tout d'abord en un point intérieur

8 un arc lisse de?d A s il existe des coordonnées (x,y) sur voisinage

de p , telles que, localement A = {y 2 0}. Alors =

L
1
Fn,r =y Gn,r avec Gn’T £ 0
2
et si wT est plat sur aAn, on peut la diviser localement par y ! 2
o
= ' =
wr y KT d'ol wr Fn,T KT/Gn,r

Si p e Y; N Yj , ol Y3 et Yj sont deux arcs lisses de aAn se rencon-~
trant en p, il existe des coordonnées (x,y) au voisinage de p telles
L. L.
1 Jd

1 - =
que l'ocalement A {x >0, y » 0} et Fn,r Yy X Gn,r avec
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si wr est plat le long de 3An H wT est gat le long de Ox en parti-

culier, d'ol :

L.
= J ' '
wT X Kr avec KT plat le long de aAn.
2.
K' est plat le long de Oy : K' =y K
T .. %, T T
1od = J 1 =
d'ol wT x y Kr et wr Fn,r . Kr/Gn,r

Donc, la fonction Vo étant localement divisible par Fn T est aussi glo-
E]

balement divisible.
Nous somme maintenant en mesure de démontrer :

THEOREME 33. - Soit X un germe de champ en 0 € R2 4 singularité algébri-

quement isolée. Supposons de plus gue :

i) X poss&de au moins une séparatrice

ii) Le champ in associé & X par le théoréme 20 est tel que chagque

fois que deux points singuliers sont connectés, l'un d'eux au moins est

ou bien un point de selle hyperbolique ou bien un point de selle topo-

logique ou un point de selle-noeud dont une séparatrice centrale est

contenue dans la connection.

Alors si Y est un germe de champ et F une série formelle telle que

(o) # 0 et X ~ ¥, il existe un germe de fonction g , & = F telle que

2X ~n Y.

Démonstration. — Soit h = % : on a X n hY ce qui implique l'exis-

tence de Pe'ﬂLWV(2) tel que X+P ~ hY si h est un prolongement de h.

Soit Tn le champ éclaté de X donné par le théoréme 20. Par le méme ré-

éclatement appliqué & X + P on obtient un champ in + fg oll

— -] . -~ . . 2
P, eMm (BAn) V(aAn). Ce dernier champ a les mémes singularités que X_,

n
aux mémes points. Soit p un point semi-hyperbolique isolé de fn’ et
donc de Xn+Pn . Les champs Xn et Xn+Pn ont en p ou bien une variété

centrale contenue dans aAn, ou bien une variété centrale transversale
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~

a BAn. Dans ce dernier cas, il est facile de vérifier que toutes les
variétés centrales de in et de in+§n , transverses & aAn ont un contact
d'ordre infini en p. Le méme raisonnement &tant valable en tout point
semi-hyperbolique isolé de in , on peut trouver un nouveau champ
Pe;7an(2) tel que X+P soit équivalent 3 hY et tel que pour chague point
semi-hyperbolique isolé p de fn , les champs in et i;+§n aient une va-
riété centrale en commun. Soit X, =X+ TP . Le champ éclaté in,r de

X fourni par le corollaire 21, a en chaque point semi-hyperbolique

T’
isolé une variété centrale fixe. La famille X, vérifie alors toutes les

conditions du thé&oréme 27. Désignons par F oo la fonction telle que :
L]

b X ( ), X X
Xn,r = Fn,r n,T avec ¢1 0...0 @n % Xn,r = X
[ P4
Le champ X T s'écrit :
’
A N Pal Pal » -
Xn,r = Xn,O + PT (ol PT est le champ relevé de PT donné par

le lemme 31)

P o ( . N
comme PT e'an(aAn)VT aAn)) , on & d'aprds le lemme 32, :

-— ”n ©
P =P /[F,  eM (A )V (34)

et X =X + P
N, T n,0 T

D'aprés le théoréme 27, on peut résoudre 1l'équation

— - L
A ).
[XD,T’YT] P avec YtemT(aAn) VT(a n)

Par intégration de YT , on trouve une famille de germes de difféomor-
phismes ET , le long de BAn, ne différant de 1l'identité que par des

termes plats et telle que :

A = =z . . . A _ A
8. * Xn,O = xn,r en particulier si g = g,
A
g

>
[}
>

i "n,0 n,1
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A T = A\ A (T = AT
g*(Xn O) B gx(Fn,O Xn,O) (Fn’o o &) S*(ano) (Fn,0 o 8))(11,1

o€ =F = F

n, Modulo TL™(34,)

n,1

0
'\,\/\ AN ~ P
D'old By X, o (1+k) X,,, avec k €M, (s4)).

En passant au quotient gr&ce au lemme 32, on obtient un germe de
difféomorphisme g, en 0 € Rz, ne différant de 1l'identité que par des

termes plats et un germe de fonction k € 7n7 tels que :
By Xo = (1+k) X,

Soit g X = (1+x) (X+P) ~ h.y

Soit guX v h'.Y pour une fonction telle que =% .

Comme % = f et que g ne différe de 1l'identité que par des termes plats,
hl
il existe un germe de fonction & tel que % = F et que :
LX n Y.
Remarque. — Les conditions sur les connections portent sur le champ

éclaté in’ ce qui est assez indirect ; les conditions ne dépendent en
fait que d'un jet d'ordre fini de X. Il serait intéressant de poursui-
vre l'analyse des champs & singularité algébriquement isolée de fagon
2 obtenir un critére directement lisible sur un jet fini de X.

Nous allons donner quelques exemples de résultats fournis par le
théoréme dans des cas particuliers. D'autres exemples pourrait facile-—
ment &tre tirés de la liste de singularités de détermination topologi-

que finie établie par F. Dumortier dans [5].

3
2 9z

Exemple 1. La singularité =z

»

1

C'est la seule singularité linéaire de degré de dégénérescence non nul.

Rappelons que si X est tel que §1 Z, 32
1

~

, alors X est équivalent &

la forme normale :
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+ ¢ (a, 2z

L9 2 3 )
» .
222 L

Notons par T , l'espace linéaire de formes normales défini par :

I ={Ye Fi1 | b, = 0}

et par ¥ le sous ensemble algébrique de V~1 , de codimension 1 des jets
X

~ 1 ~1 Ny . b3
Y, ¥ =X tel que Y ait une forme normale dans Z .
PROPOSITION 3L4. - S8i X est un germe en O € m2 de champ de vecteurs,tel

~

a1 . .
gue X = z -2 , et si X ¢ 1 , alors on peut appliguer 3 X le théoré-

me 33 : si fX ~ ¥ pour un F, (o) # 0 , 3365(2),E=?te1 que

gX ~ Y.
Démonstration. — Il suffit de démontrer que X vérifie les hypothé-
ses du théoréme. Si X= a 82 + b 3%—~, il est clair que (2,%) D)”Z3.
1 2

Pour vérifier l'existence de séparatrices et les autres conditions, le
plus simple est de chercher directement un &clatement de X. Un tel &cla-
tement a &té décrit par F. Takens dans[24] : apr@s 3 éclatements succes-—
sifs , on obtient un champ in possédant exactement 6 points de selles

~

hyperboliques dont 2 & séparatrice extérieure.

Exemple 2 . - Considérons un champ

3

8z2

= i i
X ¥ (a. . z] ; + bi,j 272, )

(i+j=x) *°9

J
%o 3z
dont les composantes sont des polyndmes homogénes de degré k z 2.
~
Posons V, = {X | XX

Xy

, et éclatons une fois 1l'origine.

= Xk}

. ~ ~
soit Xx,X € ¥
Xy

Le résultat est un champ i1 :

- 1. 2 _ . ~ kN . .
X, = K+ X, = [8(0059,51n9)+g(r,9)] 55 * flcosb,sind)r 3
ou f = < X 2z, 5o + 2 = > g = <X z o — z CE
k> “1 9z 2 3z2 ’ k? "2 3z1 1 322



SINGULARITES DES GERMES...

et F(o,8) = £(0,8) = 0.

On a, pour un tel champ :

PROPOSITION 35. -[24] Soit X, tel que x* = X . Si 1'applicetion
6 > g(cosd,sing) est générique et si chaque fois que g(cosd,sine) = 0

alors f(cos®, sino) # O (on dit que f,g sont en position générale) alors

21 ne poss@de que des singularités hyperboligues sur 3A1.

Clairement, les couples (f,g) en position générale correspondent
84 des Xy situés dans le complémentaire d'un ensemble algébrique I, € V;
espace des champs polynomiaux homogénes de degré k. Pour de tels champs,
on peut classifier le type topologique des orbites (cf.[ZQD.

Si k » 2, les orbites de X sont obtenues, & homéomorphisme pré&s par

recollement de secteurs pris dans 1l'un des quatres modéles suivants :

Z AL & A

secteur secteur secteur secteur

dilatant type selle de boucles attractant

Le critére sur les connections du théoréme 33 &quivaut ici &
interdire toute connection entre source et puits de X,. I1 s'interpréte

en disant que X ne poss@de pas de secteurs de boucles. D'old :

THEOREME 36 . - Il existe un ensemble algébrique Iy % Vk , espace des

champs polynomiaux de degré k, k > 2, tel que si X est un germe,
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fk—1 = 0, ﬁk'¢ I et que le type topologique de X ne contienne aucun
secteur en boucles, alors si TX ~ Y pour flo) # 0 , jg , & = T tel

que gX n Y. (La condition sur les secteurs pouvant se lire sur ik).

Remargue. - Le grand probléme restant posé est celui de la classifica-
tion formelle des germes. Cette classification n'a été faite compléte-
ment que pour les germes de degré de dégénérescence nulle dans le théo-

réme 1L4.

Nous allons maintenant passer aux conséquences de la résolution
de 1'équation I” en remarquant que cette &équation est 1iée 3 la recher-—
che d'intégrales premiéres. Remarquons pour commencer que si XT =X + PT
et que si l'équation I® est résoluble dans TQT pour tout Pt , alors
1'équation sans paramdtre X.f = h est résoluble dans ™ . Il suffit
de considérer P = 0O et h comme un chemin constant. On trouve une so-

T

lution fT vérifiant X'ft = h et il suffit de retenir f = f, par exemple.

Soit X un germe en 0 &€ Rz. Nous appellerons intégrale premiére

formelle tout o € /], telle que X.a = 0 avec o(0) = 0 .
On veut chercher & quelles conditions il existe une intégrale premiére

jfw, £ , telle que T = o. Le lemme suivant montre 1'utilité de 1'équa-—

tion I” dans cette question :

LEMME 37. — Soit X un germe en 0 € Re. Pour que, quelle gque soit 1'in-

tégrale premidre a, il existe une intégrale premiére € , telle gue

F = a, il suffit que 1'équation 1% : X.f = h ait une solution f € 7nf°

pour tout h & an .

Démonstration. — Soit en effet g' un germe de fonction Y?m , tel
que g' = o . Alors X.g' € m> . si g € M” est solution de :
Xg = Xg' alors f = g' — g est une intégrale premiére telle que

~
f = a
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Considérons maintenant un germe X & singularité algébriquement

isolée, et in le champ éclaté de X, défini par le théoréme 20.

-
LEMME 38. - Pour gue 1'dquation I : X.f = h soit résoluble dans m

- 3 - = . P
il faut et il suffit que 1'éguation I X .f = h soit résoluble dans

n
L)
ﬁL(aAn)
Démonstration. — Conséquence immédiate des lemmes 32 et 33.

Nous pourrions maintenant énoncer un théoréme d'existence d'inté-
S f” - N P ~ .
grales premi€res sous les mémes hypothéses que le théor&me 34. Mais
l'existence d'une intégrale premidre formelle limite les types possibles

de singularité& pour in’ d'une fagon tout & fait avantageuse :

LEMME 39. - Soit X un germe en 0 & RE, 4 singularité algébriquement

isolée. Supposons que X poss@de une intégrale premidre formelle nmon

identiquement nulle. Soit in’ le champ &claté de X, défini par le thé-

oréme 20, Alors, ou bien X a un 1-jet de rotation ou bien toutes les

singularités de in sont des points de selle hyperboligues.

Démonstration. — Si X est de degré de dégénérescence nul et a
un 1-jet non €quivalent & une rotation, le 1-jet de X, i est un point
hyperbolique ou bien partiellement hyperbolique . Dans le ler cas, il
est clair que le point est nécessairement un point de selle. Dans le

deuxiéme cas, il existe une série formelle ?, F(O) # 0 tel que :

3

1 az1

k+1 2k+1
zZ

~as a
fX v 2 + (a.k z, +oay 2, )3;; avec ay # 0

(Théoréme 14).

L'hypothé&se faite implique que le champ polynomial de droite Y a une
intégrale premiére E, non identiquement nulle. Mais cela est impossible
En effet, si El est le terme de plus bas degré 2% de § , 2 2 1 on doit

avoir :
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~ -0
Z1 3z0 By T
1
L
D' g =
ol BE d2 z; pour y, £ 0
v o~ k+2 L+2k
Alors Y .Bz =ga, dz z, +(2+1)a2k d2 z,

avec L ey dz # 0

Mais aucun polyndme P ne peut &tre tel que :

k+g
z
L L 2

et les coefficients de :

(Y - z, 3%—) (8 - EE) sont tous de degré > k + g.
1

Ceci implique que ?. g # 0.
Supposons maintenant que le champ X ¢ t un degré de dégénérescence

non nul. Le champ X admet un éclaté in avec n » 1. Soient ¢4,..., ¢

n
les applications d'éclatement. Les applications sont analytiques. Donc

4 =ao ¢1 O...0 Qn est en chaque point de aAn une série formelle non

jdentiqQquement nulle, mais nulle sur aAn. La série § est intégrale pre-
o -
miére de Xn et donc également de Xn. Le méme reisonnement que celui fait

plus haut permet d'éliminer l'existence de points hyperboligues qui ne

sont pas points de selle, ainsi des points semi-hyperboliques pour Xn.

Aux points singuliers non isolés le champ X est f“’équivalent ay g% :
un tel champ n'admet pas d'intégrale premiére formelle non identiquement

nulle, mais nulle sur l'axe {y = 0} . D'ol le résultat.

Comme conséquence du théordme 28 et des lemmes 38, 39 et 40 , on

a immédiatement :

~

THEOREME 40. - Soit X un germe de champ de vecteurs & singularité algé-

briquement isolée. Si X poss&de au moins une séparatrice en 0, alors

3 toute intégrale premidre formelle o, correspond une intégrale premié-

o ~
re ‘C , f , telle que f = o .
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Exemple : Pour un 1—jet diagonal hyperboligue :

= _9 9 . . -
X1 = 11 z1 3z1 + 12 22 322 on a construit, si p A1 + q A2 0 , une
suite d'ensembles algébriques T C‘VX . I1 est facile de voir que
1
X, X e Vy poss@de une intégrale premiére non identiquement nulle
1

si et seulement si X e Z_ . Le champ X est alors €” équivalent, 3 un

facteur pré&s, au champ A, 2z 3 A, 2z, —— qui posséde l'intégrale
1 1 3z 2 "2 3z
1 2
premiére z$ zg. Ce résultat est faux si le 1-jet de X est z, 3%— ou
1

bien un 1-jet de rotation.

On peut exprimer le résultat du théoréme 41, un peut différemment
en terme de 1-formes différentielles.

Soit @ = a dz, + b dz, un germe de 1-forme différentielle en 065&?.
Un facteur intégrant f de w est un germe de fonction, tel que f(0)=0,
associé & un autre germe g, g(0) # 0 , les 2 germes étant tels que :

m=gdf.

Soit X = - Db 82 + a 5%— le champ orthogonal & y . Dire que X.f=0
1 2

est équivalent 3 1'équation df A y = O . Supposons que (a,b) > TN *¢ pour

un certain g (c'est & dire que X soit & singularité algébriquement
isolée. On dira que w est & singularité algébriquement isolée). Alors,
il est connu que 1l'équation df Aw = O est équivalente & la divisibilité
de df par o [1@ .

Supposons maintenant que w, & singularité algébriquement isolée, pos-—
s@de un facteur intégrant formel T . HE, g(0) # 0 tel que ¥ = g aF .
Alors X.F = 0 . 8i 1'on peut appliquer le théoréme 4O, on sait trouver
un germe f', Fro= ; tel que X.f' = 0& 4f'A w = 0.

Comme df' est divisible par y , 35' tel que :
df' = S'w

Mais dF = af' = g'% = I

|-

D'odl il résulte que EQO) # 0 et que :
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On a donc :

THEOREME L1. - Soit w = a dz, + b dz, un germe de 1-forme différentiel-

~ ~
le & singularité algébriquement isolée ((&,b)> "ll pour un certain 2).

Supposons que le germe w poss&de au moins une feuille séparatrice (

~

c'est & dire adhérente 8 l'origine, de fagcon que la tangente ait une

direction limite & l'origine). Alors si w posséde un facteur intégrant

©
formel, w posséde gussi un facteur intégrant f .
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CHAPITRE III

SINGULARITES GENERIQUES DE GERMES DE 2-FORMES FERMEES.

SZ(n) désigne l'espace des germes en O &€ R" de 2-formes différen-—
tielles fermées. Le groupe Diffo(n) des germes de difféomorphismes en

0, préservant 0O, agit naturellement sur ﬂy(n) :
Diff,(n) x L(n) » D(n) par (g,0) + gt*

On désigne par 56k(n) et U(n) les espaces de jets d'ordre k et
z n PERA ~k
d'ordre oo de 2-formes fermées en 0 € R®. Les &léments de = seront

identifiés & des formes & coefficients des polyndmes de degré g k, une

~
fois choisies des coordonnées. L'action de Diffo(n) induit au quotient
~v ~ o) o~
une action de Diffg(n) et Diffo(n) sur ﬁgk(n) et Sb(n) respectivement.
Soit 2::55k(n) une singularité, c'est & dire une sous variété in-

variante par l'action de Di??g(n) . L'ensemble des (k+1)-jets dans

& k+
ﬁbk'1(n) correspondant & des germes d'applications x » ﬁk(x) transver-—

-1
k+1,k k+1,k
. . o k+1 > k P .
1'application naturelle de & (n) dans 7 (n) ; le complémentaire de

-1
k+1,

ses & I, forment une sous-variété ouverte YyICT (z) (ol = est

I dans T k(Z) est un ensemble stratifié , de codimension 3 n+1
d'aprds le théor@me de transversalité). On désignera par F(n,z) l'en-

semble des germes en 0 de 2-formes fermées, dont le (k+1)-jet appartient
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4 Yy : on dit encore que I est une singularité générigue de w ; la

contre image (ﬁk)-1(2) C R™ est alors un germe de sous-variété par O,
2 . . P ~ ok
noté I(w) de codimension égale 3 celle de : dans 9 (n).

L'espace & (n,r) est invariant par 1l'action de Diffo(n). Un pro-
bldme essentiel est de classifier les germes de & (n,r) pour la rela-
tion d'isomorphisme : 2 germes w et w' sont isomorphes, s'il existe

g € Diffo(n) tel que g*” w = w' (ou encore w et w' sont dans la méme
orbite de 1l'action de Diffo(n) sur X (n)). On écrit w ~ w'. Le cas le

plus simple est celui ol $J(n,r) n'est formé que d'une seule orbite.

DEFINITION 1[1@. - On dit que la singularité I est rigide si tous les

germes de 0 (n,z) sont isomorphes.

I1 est facile de vérifier que la rigidité d'une singularité I im-
plique que tous les germes de §J(n,z) sont stables (au sens défini par

J. Martinet dans [10] ).

DEFINITION 2. - On dit que w € J(n) est de k-détermination finie si

pour va de k-jet nul, on a w +arve (o et w + o sont isomorphes).

Le théoréme de Darboux sur les 2-formes de rang maximum, ainsi
qu'un certain nombre de résultats de J. Martinet , montrent que les
singularités les plus simples du rang des 2-formes fermées, sont rigi-

des. Le but essentiel de ce chapitre est de montrer que les singulari-

tés z% et Zh , décrites ci-dessous, sont également rigides (pour
2,20 2,2,0
n=L4). Ce résultat avait été conjecturé par J. Martinet dans . Nous
2z e h
montrerons également, pour n = 2p > 4 , que les germes dans 56(2p,22°; O)
3 t ]

sont de détermination finie en dehors d'un ensemble algébrique de co-—
dimension > k4.

Dans un premier paragraphe, nous donnons sous forme de rappels,
quelques précisions sur les singularités du rang des 2-formes fermées.

Dans le deuxidme paragraphe, nous commengons la démonstration de
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la rigidité de certaines singularités & (Nous reprendrons, & titre
d'exemple, les cas traités par Darboux et Martinet). Un probléme essen-
tiel est traité dans ce paragraphe : &étant donné deux singularités wg
et w € D(n,z), construire un chemin w_ entre wg et w , dans D(n,z),

tel que l'équation :
L w_ = - (1)

admette une solution YT R YT(O) = 0. (L désigne la dérivation de Lie

Y
T

par le vecteur YT). Nous savons que l'intégration de YT fournit un che-

min de germes de diffé&omorphismes g, tel que (g;1)* wo =W (si

-~
I C 5§k(n), on peut prendre pour w, une 2-formes 4 coefficients des

polyndmes de degré g k+1 : un modéle polynomial).

Dans le troisiéme paragraphe, on montre comment simplifier 1'&qua-—
tion (1). Dans les cas traités par Darboux et Martinet, il est trés
facile de trouver YT directement ; on montrera comment. Dans le cas
de la singularité 22,2,0 , on montrera (suivant J. Martinet) que 1'&qua-
tion (1) peut &tre réduite & une &guation (I) : XT fr = hT ol XT est

un champ singulier. Ceci nous raméne au sujet du chapitre I.

Dans le quatri@me paragraphe, on montre justement que le champ XT
est €quivalent (3 un facteur pré&s) & 1l'un des champs considérés dans
le chapitre I et que l'on peut ainsi démontrer les théoré&me concernant
les 2-formes & l'aide des résultats obtenus dans le chapitre I. On trou-

vera les énoncés précis de ces théorémes dans le quatridme paragraphe.

1. LES SINGULARITES DU RANG DES 2-FORMES FERMEES (D'aprds J. Martinet)

1.1. Quelques définitions et résultats d'algdbre extérieure.

Soit o une 2-forme extérieure, a € A2 Rn, ol R désigne le dual
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de R™.

Le support de «, S, , est le sous espace de an engendré par
e, J seces€) Jas (e1,...,en) étant une base de R" : autrement dit,

S, est le plus petit sous—espace de Rn nécessaire 4 l'expression de o .

-4

L'espace associé & o, chRn , est 1l'orthogonal de S , ou encore :
Aq={veRnIvJ X = 0}

(v J « désigne le produit intérieur du vecteur v par la forme o).
Par définition, le rang de @ est égal 3 la dimension de So ou & la co-
dimension de A,,( . On utilisera plutdt le corang o = n-rangod .

On rappelle la :

PROPOSITION 3. —[10] Toute 2-forme « &€ /\Qan est de rang pair et les con-

ditions suivantes sont &quivalentes :

1) &« est de rang 2k

k+1

2) ¥ # 0 et =0 («¥ = o« A .. A k fois)

3) Il existe des formes :'Lmiépendantes0(1,...,0(k . P.l,...,ﬁke (Rn

k
. o(i/\ Pi.

telles que : of =

i=1

Ainsi que :

PROPOSITION L. -[1 oJ Dans /\len , les ensembles Zc = {o(E/\gan corango :c}

sont identiques aux trajectoires de GL(n,R) (groupe linéaire) ; pour

tout ¢, tel que n-c soit pair et que 0 ' n-c ¢ n,Zc est une sous-

variété régulidre de /\2Rn et :

cod X ___s(c_;Q,
Cc

Remarque. — Pour n = 2p on a ¢ = 0,2,4,.... Pour n = 2p+1 on a ¢=1,3,5,..

1.2. Singularités d'ordre 1.

~
L'espace des O-jets %O(n) s'identifie & /\ZRn . Les Zc étant in-
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variants par l'action de GL(n,R) définissant des singularités que 1l'on
désignera encore par Z;. Chaque Z% est la singularité des formes de
corang c¢ de codimension 212%111 On sait que si M est une variété compac-—
te, pour un ensemble résiduel de 2-formes fermées W les ensembles

Z:c(w) = {x e M ]corangxu) = c} sont des sous-variétés de M de codi-

c(c-1)
2

mension . (ou encore gu'en chaque point,zzc est une singularité

générique du germe).

1.3. Singularités d'ordre supérieur.

Les singularités Zc sont & rapprocher des singularités d'ordre 1
Z& des fonctions. Il n'existe pas jusqu'd présent de théorie générale
des singularités d'ordre supérieur des formes, qui correspondrait aux

singularitészi i de Thom—-Boardmann.
RS

Cependant, Martinet a esquissé dans[ﬁﬂ une construction de quel-
ques singularités d'ordre supérieur de 2-formes fermées et en particu-
lier de toutes les singularités génériques possibles en dimension L.
La construction de Martinet semblant inexacte sur un point mineur (

Z220

;51(2p)) le lecteur pourra se repporter pour les détails & la mise au

, singularité définie ci-dessous)appartient & §52(2p) et non &

point faite par F. Pelletier [ﬁﬂ 3 je vais maintenant donner une bré-
ve esquisse de la construction de ces singularités.

Soient des coordonnées (x,y1,...,y2p_3,z,t) dans RZP, 2p > 4. Un
1-jet we §1(2p) s'écrit :

w:
u.)o ““’1
oﬁtuo est une 2-forme extérieure et W, une 2-forme différentielle &
coefficients 1inéaires et telle que dw, = 0.

On peut décomposer 51(213) en :

P'(ep) = YZ u¥Z, u...uZ U X ...
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o z"; = ";1,1 I3\ ¥YZ;
(Rappelons que vI; désigne la singularité des 1-jets transverses 3
le singularité Zi).
La premiére singularité d'ordre supérieur, 22’0 va &tre obtenue
en stratifiant wze de la fagon qui suit. Soit donc wy & 22 3 on peut

supposer que les coordonnées ont &té choisies, grédce a4 la proposition

3, telles que :

= A + eea. +
wo ax dy.l dy2 A dy3 + dygp-h A dy2p—3

Et on va opérer en restriction & la fibre de cette forme W dans
' (2p).

Soit alors wy; = h dzadt + ... ol h,... sont des fonctions liné-
aires. Il est clair que "w transverse & 22" €quivaut & "h est une
forme linéaire non nulle".

L'équation de 2"2 dans la fibre de wy est done : h = 0 : 2"2
est donc une sous-variété de 53 1(2p) de cogimension 2p+1.

Soit H 1l'hyperplan noyau de h.

On définit I} , C YL, comme l'ensemble des w telles que la restriction
3
p-1 s . . L. s 212 . dh 3h
de wy & H soit nulle, ce qui est équivalent & l1l'@quation 3z = 3t = 0.

Ces conditions définissent une sous-variété de codimension 2 dans VI,
donc de codimension 3 dans 581(2p).

On pose 22,0 = wzz\ Zéz

Les autres singularités d'ordre supérieur vont €tre obtenues en
stratifiant Ly = wzé2<2532(2p). Un 2-jet w de 2-forme fermée peut se
représenter par w = Wy + w, + wy ol Wy 5 Wy o, W, sont des 2-formes fer-
mées & coefficients constant, de degré 1 ou 2 respectivement. Un &lément

de Wzég est toujours équivalent & un 2-jet tel que :

€
[}

dx /\dy1 + dy2A dy3 + ...+ dy2p—h Ady2p—3

w4 x dz Adt + k dy1A dz + @ dy1A at + ...
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et tel que wP ait un 2-jet égal 3 xQ o} Q est la forme volume cano-

nique dx A dy1 A . .Adyzp_3 Adz Adt.
Soit F ¢ WZéz la sous-variété de 2’2(2p) définie par ces conditions.

Pour une 2-forme w € F, désignons par © la restriction de w & H, ici

1'hyperplan x = O.

On a w = Wq + W, + W,
avec wy = dy2/\dy3 + ...+ dy2p_h/\dy2p_3
et 61=idy1/\dz+idy1/\at+...

La transversalité & 1}, se traduit par le fait que k et & sont 2

formes lin€aires indépendantes. Le plan tangent & Zéz en 0 est contenu
dans H et est donné par k = £ = 0. L'espace associé &

w est également
contenu dans H : c'est le plan {z,t}. On peut comparer la position res-—
pective de ces deux sous—espaces de H. Leur non-transversalité s'expri-

ment par la condition :

>
©
Q
=
-3
=i
{+¥]
w1

I
+
I
o

@
N
.
3]
ct
Y
ct
4
N

Cette équation définit un sous—ensemble algébrique F, ¢ F, de co-

dimension 1 (Lorsque 2p = k4, F, est en fait une sous-variété de codi-
mension 1, car les coefficients %% s+++ ne peuvent pas &tre simultané-
ment nuls dans F).
2 3 . Z = 1 2 [} -3
On définit 2,2,1 C 222 ¢222 comme &tant l'ensemble des 2-jets

équivalents & un &lément de F, et on pose I L'ensem-

220 = Z2,20VNEp 0 10

ble & est un sous—ensemble algébrique invariant, de codimension 1

2,2,1

de I (et une sous-variété si 2p = 4). La singularité g est un
2,2 2,2,0

ouvert dense dans 22 o 3 elle est formée par les 2-jets équivalents a
2

un €lément de F \F1 . Elle se décompose en une union de 2 ouverts dis-

joints z° et I formés par les 2-jets équivalents & un élément
]
t

h
2,2,0 2,2,0
sy 2 3L 3k 2 3k
- —, = 4 == | == -
de F \F1 pour lequel la quantité 2z 5t 3 3z est >0 (respec

tivement < 0).
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En conclusion, les seules singularités pouvant apparaitre généri-
quement pour les 2-formes fermées sur R)4 sont les singularités s I, o
£

22’2’0 R 22’2’0 R 22,2’1 de codimension 0,1,3,3 et L respectivement.

Plus généralement, les seules singularités de codimension € 3 sur RQP,

. . e h

é z z z .
2p quelconque, sont les singularités 0 2,0 ° %2,2,0 et 22’2’0
Bnfin, remarquons que les singularités Z; Zuoh appartenant a 532(2p)
k] L]
sont ouvertes dans wiéz (définie ci-dessus) ; il en résulte que
-1 e ou h e ou h PR .
z = ' -
"3,2 2,2,0 w22,2,0 , ce quili implique que l'appartenance trans
verse a £ 9U h (c'est & dire w€$(2p, & ou h)) est équivalente & la
2,2,0 2,2,0

simple appartenance & Z; ;uoh: aussi, bien gue EZ Zuoh (o 552(2p) , la

E] t ] 9 2

e ou h

condition w €& 53(2p, I ) est une condition portant uniquement sur

2,2,0
les jets d'ordre 2.

1.4. Description des germes générigues.

ay w e J(2p, ZO) : le rang de w en O est maximum et égal & 2 p

p) w € D(2p+1, 21) : le rang de w en 0O est maximum et égal 3 2p

c) w € J(2p, 22) H 31(0) € I, et le 1-jet coupe I, transver-
salement. Cela se traduit par le fait que w? = £.0 ol est un germe
de forme volume en 0O, f est une fonction telle que f£(0) = 0 et 4Af(0)# O.
Le germe Zz(w) est défini par 1'équation f = 0 : C'est une sous-variété

. . 2p
de codimension 1 dans R ~.
Notons que 1l'on peut définir une orientation naturelle sur Zz(w)

par la donnée de (R,df) : le changement de € +> - @ transforme df » - 4f,

et l'orientation induite sur Zz(w) ne change pas.

a) w € Y(2p ,z ) : On a encore W€ %(2p,22) : done w est de

2,0
rang 2p-2 en 0 et le lieu défini par wP? = 0 est la sous-variété 22(w)
de codimension 1. Si @ est la restriction de w & I,(w) , l'appartenance

a :5(2p,220) signifie que 5P_1(0) # 0 . Cela peut se traduire de la

fagon suivante : en chaque point x de Zz(w), l'espace associé & w(x)
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est un sous espace Am(x) c Tx m2p de dimension 2. Si 0 ¢ Zz,o(w)c:ze(w),
l'espace Aw(x) est transverse & T, Eg(m) pour x voisin de 0. Cette in-
tersection définie donc au voisinage de O, un champ de directions cano-
niquement orientées. Cette direction en x peut également &tre interpré-—
tée comme l'espace associé de @(x) (ou de Ep‘1(x)). Si 1'on choisit une
forme de volume, sur Zz(w), positive par rapport & l'orientation natu-—
relle de Ez(w), on peut dire que le champ de directions est celui du
champ de vecteur X, tel que : 1 =xJa . ce champ X est défini &
un facteur positif pré&s si l'on change de forme volume Q .

e) w efZ(Qp,Zz’g) : Ici 1'espace associé Am(O) est contenu dans
TO Ze(w). Le lieu des points 22’2

est un germe de sous-variété de Ze(w) de codimension 3 dans R2p.

(w) = {x € ,(w)[A (x) c T, Zy(w)}

On a évidemment ZE,O(m) = Zg(m)\ 22,2(w)
Le champ X construit plus haut s'annule sur 22 2(m). Sa matrice jaco-
9

bienne en 0 est de rang 2.

f) w G:Z(Qp,ze o 0) : La situation décrite dans e) est complétée

- E ] 2

1 3 ~
par 1'hypothése que A, (w) est transverse en 0 & TOZZ2(N) dans Tozz(w).
La jacobienne de X en 0 a deux valeurs propres opposées :

2z . h
- réelles si w € @(21:,22,2’0)
- imaginaires si w € D(2p, s )
2,2,0

On dira que w est un germe hyperbolique dans le premier cas, elliptique
dans le second cas.

g) w € 25(2p,22 5 1) : La situation décrite dans e) est complétée

_— L] 3
par l'hypothése que Ao(w) est TgI, 2(m) sont tangents. Le lieu des
9

(w) sont tangents} est

points I = {x & 22’2(m)| Ax(w) et T, I

2,2,1

un sous—ensemble algébrique de I

2,2
2,2(w) de codimension 1 passant par O.

(si 2p = L, I, , 1(w) = {0} uniquement). On peut encore dire que
L] L]
5, 1(w) est formé& des points ol la matrice jacobienne de X est nil-
E] 3
potente.

En dimension 4, I (w) est une variété de dimension 1. Si

2,2
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0 ez, 5 1(m), il aboutit en O un arc de points elliptiques et un arc
k] k]

de points hyperboligques.

1.5. Mod&€les de germes.

Donnons un exemple de quelques types singuliers décrits ci-dessus :

)

a) Mod&le dans 55(2p,zo) : Rzp de coordonnées (z1,...,z

2p
w = dZ]A dz2 + ... 0+ dzzp_1A dz2p
b) Modéle dans 55(2p+1,z1): R2P*! 3e coordonnées (z1,...,z2P+1)
W = dz, Adz + ... + d dz

1 2 Zop-1" 4%2p

)

c) Moddle dans < (2p, ) = R°P de coordonnées (z1,...,z

Is.0 2p

Adz

w = 2z, dz,aAdz, + dz Adlh + ... + (1221’._1 2p

1 1 2 3

5 e . 2p P
d) Mod&le dans 55(2p,22’2,0) : R de coordonnées (x,y,..y2p_3,
zZ,t)

w = dx/\dy1 + dyzl\dy3 + ...+ dy2p—hAdy2p-—3 + z dy1/\dz +

+ d(xz + t ¥, - Z3/3)A dt
Dans ce cas, .,(w) est défini par x = O.
2

Un volume positif @ sur ze(w) est défini par ay, A ... Adyep_3 Adz Adt

T + " + -
) dyeAdy3 + ... dy2p—h’\dy2p—3 z dy1 dz t dy1/\dt

et le champ X, tel que g

- z2 2 g & 4 5 2

X —
oy, oz at

[}

e) On obtient un germe de &a(2p, zg 2 0) en changeant un signe
E ] k]

dans 1l'exemple précédent :
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w = dx/\dy1 + dyei\dy3 + ... + dyep_h/\dyzp_3 + z dy1Adz +
2

+ a(xz - ty, - :—)Adt

Dans la suite nous verrons dans gquelle mesure le modéle donné re-—

présente bien tous les germes de la singularité, & isomorphisme prés.

2. CONSTRUCTIONS DE CHEMINS A SINGULARITE FIXE.

On désignera par SIT(n) l'espace des familles de germes de 2-formes
fermées (autrement dit des germes de 2-formes fermées dans R® x [0,1]

le long de {0} x [0,1], telles gque le support en chaque point soit

dans dx1,...,dxn) . Un élément de be(n) s'éerit :
w_ = izj ai,j(x’T) dx; A dx; (si (x4...x,) sont des coordon-
2’

nées de RT)

On désignera par Diffo T(n) l'espace des familles de germes de difféo-
’

morphismes, préservant O.
Soit I une singularité de 2—-formes fermées sur R®. Le but de ce
paragraphe est de relier certains couples de germes Wy Wy efb(n,z) par

un chemin mrégt(n), tel que pour T, wo S C.b(n,z) , lorsque I est

e ou h
0 ’21 ’22,0 2 z2,2,0

min w,. est 4 singularité (I) fixe.

l1'une des singularités I .On dira qu'un tel che-

Dans les applications faites plus loin, w, sera le modéle polyno-
mial donné dans le sous-—-paragraphe 1.4, et le chemin W, devra avoir
quelques propriétés particuliéres utiles pour la suite.

Soient donc Wos @ e.Sﬁ(n,Z) deux germes & comparer. On cherche

tout d'abord un germe W, isomorphe & w et ayant suffisamment d'éléments

en commun avec wg. (variétés singulidres communes par exemple), pour
que le chemin linéaire w, = (1—T)w0 + tw,; soit un chemin & singulari-
té fixe.
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Supposons par exemple que w &€ J(2p, ZZ ;uoh). On peut écrire
L] ’
w = w, t w'2 avec w'2 de 2-jet nul.Le chemin lingaire :
wo = wy + -cw'z allant de wy & w est & singularité fixe car
~2 ~2 ou h

et que l'appartenance & 2(21),22 ) est une condition por-
t]

Wp = W2 2,0
tant uniquement sur le jet d'ordre 2, comme on l'a déjd remarqué plus

haut.

Pour 2p = 4, on démontrera ci-dessous un résultat plus précis.

2.1. Chemins dans $(2p,zo) et D(2p+1,1,).

Soit msg(2p,}:o) ou bien w e$(2p+1,z1). Gréce & la proposition 3,

il existe un isomorphisme linéaire g, tel que si w, = g*w :

w(0) = wy(0) = dzjAadz, + ... 4+ dzpy_q A 2y,

(ol wy est la 2—-forme constante).

On peut donc écrire : wy = +owy, w2(0) = 0 et le chemin

“o
w,o = Wy T ow, est un chemin de ) a wy tel que pour tout T, w. €

D(2p,zy) od D(2p+1,z,), car w_(0) = wy(0).

2.2. Chemins dans %(21:,;:2 0).
t ]

Soit weﬁa(Zp,zz 0). On peut choisir une forme wqs isomorphe & w,
t ]
telle que

w;(0) = dzg Adzy + ... 4+ dzp,_q Az,

et telle que le 1-jet de w; soit égal & :

~1 —
wy =+ z1 dz.lAdz2 + dz3/\dzh + ... + dz2P_1Adz2p

Le signe de +1 dépend de l'orientation naturelle de 22(w1)- Si le signe
est négatif, on peut par le changement de coordonnées Z, > T2, Z, -z,
se ramener & +1. Finalement, il existe w; ~ w tel que :

~1

wy = wg = 24 d.z1/\dz2 + dz3/\dzh + ...+ dz2 _1Adz
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Le chemin linéaire wo entre w, et Wy est tel que pour tout
~1

YT o2 ow, = ug
2 . p-1
I1 en résulte que si oL = wy H
%) = z, dz N ndz
oL 1 7 [N 2p

Ce qui impligque bien que pour tout T, wTefb(2p,E2 o) et de plus que
td
TOEZ(mT) = {z, = 0}.
2.3. Chemins dans D (h,):e ou h).
—_— 2,2,0

e
2,2,0

55(2p,2h ) les germes elliptiques (resp. hyperboliques).
2,2,0

Nous appellerons les germes de sb(2p,2 ) (respectivement

Considérons dans Rh les coordonnées : (x,y,z,t) et les deux germes :

w dxady + z dyadz + d(xz + ty - Z3/3)A dt elliptique

0
dx Ady + z dyadz + d(xz - ty - z3/3)A dt hyperbolique

Yo

Soit w un germe quelconque elliptique (respectivement hyperbolique)
Nous voulons montrer qu'il existe wy vow et un chemin dans les germes
elliptiques (resp. hyperboliques) de wg a W

Tout d'abord, on peut trouver w,vw tel que la singularité ze(we)

soit le plan {x = 0} , que la singularité 2(w2) soit la droite
L

2
{x =2 =t =0} et que m2(0) = dx Ady.

Le 1-jet de Wy est alors de la forme :

~1

wy = dx Ady + a.x dzAdt + dyA = + ..

ol m désigne une 1-forme de l'espace {dz, dt} , & coefficients 1inéai-

res engendrés par z et t. (Ici et dans la suite, + ... indique que ﬁ;

contient d'autres termes contenant x ou bien dx en facteur).

On a:a # 0 , ce qui est équivalent & la transversalité du 1-jet

a I,. On peut faire en sorte que a soit positif : si a < 0 , on change
* X = ~-x
wy en w3 = g w, ol g =4Y = ~y
z,t inchangés.
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Comme dw = 0, il est clair que dm" = 0 . D'autre part, dmr est non

dégénéré car meQ)(zp,EZ ;uoh). On peut donc supposer que wg ™ ) par
E] £

un difféomorphisme linéaire en z,t tel que w) conserve les propriétés

de w3 et que :

T =€(z dz + t dt) si w est elliptique

m = e(z dz - t dt) si w est hyperboligque oid € = #1
Si e = 1, on prend wy =Wy o3 si €e = - 1, on peut remplacer w) par
wg = w, tel que wg = h*wh ol h est le difféomorphisme X = ~x, Y = -y
Z = -2z, T =1t. La forme trouvée pour w4 décrite par le lemme suivant:

LEMME 5. - Soit w un germe elliptigue ou hyperbolique. Alors w est iso—

morphe & w, tel que :

22(m1) = {x = 0} , 22’2(m1) ={x =2 =1t = 0} et gue :
'5} = dx Ady + a, x dzAdt + aya (z dz £ t at) + ...

avec a, > 0 et modulo des termes lin€aires contenant x ou dx en facteur.

On va montrer que le chemin w, = (1-1) Wy + T, est & singulari-
té fixe. Pour celd, on va prouver que le résultat ci-dessus admet une

sorte de réciproque:

LEMME 6. — Soit w un germe de <D (L4) tel que

31(0) = dx ady + aXdz Adt + dyA(z dz £+ t d4t) + ... modulo x, dx
h ~

et tel que a, > 0. Supposons gue 22(m) coIncide en 0O € R , & l'ordre

1
3 pré&s avec le plan {x = 0}. (La forme de ¥1(0) implique que le 0O-jet

de w est transverse & I, en O et gue T, Ee(m) = {x = 0}). Alors,w appar-

e ou h
).

tient & ga(h’zz,z,o

Démonstration. - Comme a; > 0, w est transverse & la singularité
I,. Comme de plus Zg(m) est tangent & 1l'ordre 3 en O au plan {x = 0},
il existe un germe de difféomorphisme g e Diffo(h), tangent & l'ordre 3

~

& 1'identité en O et tel que si w, = g* w,22(w1) = {x = 0} .
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Alors la restriction @, de w, au plan {x = 0} a un 1-jet :
ﬁ': = dya(z dz + t dt)

ce qui implique que J} est transverse & 22 2 et que le jacobien du
3

€ 4 @, a 2 valeurs propres différentes de 0. Autrement dit :
ou h
,2,0

dessus dans 1.4.).

champ assoc 1

). (Voir 1la description de SZ(h,Z; guoh) donnée ci-
k] >

Considérons maintenant le chemin linéaire entre wy et w, donné par

le lemme 5. Nous allons montrer que ce chemin est & singularité fixe

e ou h)
2,2,0 ’°

(le mod&le polynomial donné plus haut de germe el-

Il existe un germe w, v w et

PROPOSITION 7. - Soit w e & (k,z : et

un _chemin ¢_ de w
—_— T (0]

liptique ou hyperbolique suivant le cas) tel que W soit & singularité

. e ou h
fixe : w € ;5(&,22,2,0 ) pour T .
Démonstration. — Soit w, le germe donné par le lemme 5 et
w, = (1 —T)mo +Tw,

Pour V'r on a :

ﬁ: = dx Ady + a_ x dz adt + dy Alz dz + t dat) + ...
avec a = (1-7) +t a, > 0.

La proposition 7 suivra du lemme 6 lorsqu'on aura démontré que Ze(mt)
est tangent au plan {x = 0} & 1l'ordre 3 en O.

Pour celd, si une 2-forme fermée quelconque w est écrite :

w =dx Alu dy + v dz +w dt) + h dz Adt + k dy Adt + & dy Adz s

on a : w2 = (uh - vk + pg) dx Ady Adz Adt

et 1'équation de Ez(w) est alors : uh - vk + wg= 0
Soient Ugseerslysene,l 5o les coefficients des formes WhsWy, 0,

respectivement et ﬁo,... leurs restrictions au plan {x = 0}.
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L'équation de Za(mr) est :
urht - kaT + w_ 2_ =0

T T

Dire que 22(wr) est tangent & l'ordre 3 prés est équivalent & dire que :

- == T m3
U b - vk, e, lr € WZT(y,z,t)

ol nlt(y,z,t) désigne 1'idéal des germes de fonctions le long de

{0} x[0,1] , nulles sur {0} Xx [0,1], avec 0 € B3, plan de coordonnées
(ys2,t).
Or g, =1 moduloffl,l_(y,z,t)

ﬁT = 0 modulo ﬁf(y,z,t)

Vs O e'ﬁzT(y,z,t) et ET =z , ET = t modulo 5i$(y,z,t)

I1 en résulte que :

“F -3 % +& I = = =3
@h, -v k +0 2 =h -v z+ 8 t modulo 7nT(y,z,t)

Cette derniére expression est linéaire en hr’ T

<1

w_ . Bopeene
T Comme ht,

sont combinaisons lin€aires de EO > By ... et que :

= _ = =, % _= - 73
hy = ¥z + Wt = hy = v,z + w,t = 0 modulo ZQT(y,z,t)
On a que : T h -V.k +w % =h -v.z +o_1t=0 moduloiﬁa(y z,t)
° T T T T T T T T T LA
et donc que Zz(wr) reste tangent & {x = 0} & 1l'ordre 3 pré&s. D'apreés

le lemme 6, il en résulte que w_ € D(u,z °n h)'
T 2,2,0

Remargue .- On a démontré en fait que si wy et w, sont deux germes tels

que :

= dx Ady + a;x dz Adt + dy Az dz £ ¢t at) + ...

He
n
o

-
-

~1
w.
1

avec a; >0

et tels que Zz(wi) soient tangents & l'ordre 3 au plan {x = 0} , alors

le chemin w_ = (1-T) wy + TW, est un chemin & singularité fixe dans

T

e ou h
2 (25 2557 ).

1
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e ou h).

2.4. Amé&lioration du chemin dans SD(h,Zg 5.0
3 E]

Dans le sous—-paragraphe 2.3 , nous avons construit un chemin &
singularité fixe entre le modé&le w, et une forme w, équivalente & une

forme quelconque ® € £5(h,zg guoh). Pour pouvoir résoudre dans les
3 E]

paragraphes 3 et 4, 1'équation différentielle associée & ce chemin

LY W= - &T , nous aurons besoin d'un chemin w,. avec des caractéristi-
T

ques plus précises. Celles-ci sont détaillées dans la proposition sui-

vante :

e ou h)
2,2,0 ’°

gularité fixe entre wg » le modéle polynomial et w, v o tel que :

PROPOSITION 8. — Soit w € D(L,z Il existe un chemin W 4 sin-

i) Zz(wr) = {x = 0} , ZQQ(NT) ={x=2=1t%t =01} et en chagque

n e Zzg(wt) l'espace associé & wT(m) est le 2-plan {x =y = 0} .

) al = dx Ady + a.x dz Adt + dy A(z dz + €t dt)

He
+

i avec

a, > 0 pour tout T (e =+ 1 dans le cas elliptique, — 1 dans le cas

hyperboligue).

iii) si ET est la restriction de W E_ZQ(mT) = {x = 0} , alors 1le

2-jet de w_ est égal & :

~
¥2 = - 2% azaat + ay A(z dz + et dt)

Démonstration. — Si 1'on prend le chemin w_ fourni par la proposi-

T

tion T, il est facile de trouver un chemin g, € Diffo T(h) tel que

L]
gog = Id, et que g: W, vérifie les conditions i) et ii) (Le chemin est
alors automatiquement & singularité fixe). Pour cela on cherche d'abord

. 1 P . :
un chemin g. tel que g1 = Id et que g1* w_ vérifie i) ; puis par un
T 0 T

T
nouveau chemin gf . gg = Id , et respectant {x = 0} et {x = z =t = 0}
on s'assure que (gf)*(gl)! W vérifie ii). On pose alors g, = gf gl.

Nous désignerons encore par W, le chemin ainsi obtenu, vérifiant

les propriétés i) et ii). Nous allons modifier & nouveau ce chemin de

155



MODELES LOCAUX DE CHAMPS ET DE FORMES

fagon qu'il respecte la condition iii). Nous allons trouver cette modi-

fication par étapes successives. Il nous faut tout d'abord dégager quel-

e ou h)

ques propriétés générales des w € &5(&,22 50
L ] E]

e ou h

Soit donc w € 25(1;,22’2’0

) d'écriture :

w = dx A(u dy + v dz +w dt) + h dzAadt + k dy Adz +2 dyadt

On désignera par ¥ la 1-forme : Y = u dy + v dz + w dt.
Supposons que W vérifie les conditions 1) : 22(m) = {x = 0} , Zzg(w)
={x =z =1t = 0} en chaque point m € 222(w), l'espace associé est

0} et ii) @ = dx Ady + ax dz Adt + dy A (z dz + et dt) + ...

{x =y
avec a > O.

Alors on a :

LEMME 9. - \FAd\F(O) # 0 ol Jest la restriction de k(a_)lz(w).
Démonstration. — Comme T, Zz(w) = {x = 0} , on a :
%w2=fdx;\dy/\dz/\dt aveec f(0) = 0 et %(O)#O
Or :
L ¥y (% w?) = (1 Yy WIAW = g—idx Ady A dz Adt
9
et L 9, w = d(g;.Jw) = 4\
D'oU l'on tire que :
Ay A w(0) # 0
Posons T = w — dxAY . On a :
ay A faxay + 1] (0) #0
Or 7m(0) = 0 d'olu il suit
dxadyY A Y(0) #0 et en particulier : CFAd‘F(O) # 0
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LEMME 10. — Soit w un germe comme plus haut et h la restriction de la

fonction h au point {x = 0} . Alors le 2-jet 32 de h est de la forme :

2 2 2

~
h™ = hzoz + h11zt + h02t avec h20 ,h11, ho2 R et

hpo + ehpp # 0
Démonstration. — Désignons par U,... les restrictions de u,...

a Zz(w) = {x = 0} . Comme w2 = (uh - v + wk) dxAdyadzAdt
on a : Uh - VR + Wk = 0O
Rappelons que par hypothdse u(0) =1 , que w e7ﬁﬂz,t) (idéal engen-

k

dré par les fonctions z et t) et que % et modulo ﬁi(y,z,t)z.

[
N
-

On a donc pour 2-jet de & :

'R
I

22 2%0) 22 + (2¥(0) - 2L(0))zt - ¢ (o) 2

Mais par le lemme 9 :

N
o

a§ A F(o) # 0 > o) - (o)

D'oll le résultat.

Considérons maintenant un chemin w, de wg a wy v o, et vérifiant

les conditions i) et ii) de la proposition. Alors :

LEMME 11. - 8i w. est un chemin vérifiant les conditions i) et ii) de
la proposition, il existe g e Diff, T(h), de la forme =z
L]
X, =X
¥y, =¥
g = avec g, = Id
z, = z1(x,y,z,t,r) =2z + ...
t, = t1(x,y,z,t,r) = t+...
tel que :
== 2 ¥2
g, w, = hj . dz adt + dy A (zdz + etdt)
E]
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Démonstration. — Soit w, = dx A(uT dy + ... ) + h o dz Adt + ...

Ecrivons que ET est fermée :

3h_ . 2k 3T, o
Ay at 3z
- m 2 ai'r aIT M 2
Comme h € me(z,t), on a : Tl € M(z,t)
I1 s'ensuit que la forme :
if dz + ff dt est fermée.

On peut donc trouver un changement de coordonnées :

X, =X
yi1 =Y
ET =
z, = z1(y,z,t,r) =2z + ...
t, = tI(y,z,t,r) =t + ...
tel que :
o [P w2
g [ h dz + g dt] = 2z dz + et 4t
T T T
D'oll le résultat.
LEMME 12. - Considérons un chemin w_ vérifiant les conditions i) et ii)
de la proposition et tel que ﬁf = ﬂf dzAadt + dy A(z dz + €t dz). Alors

il existe un g, € Diffo T(h) > 8g = Ia , tel que g: W répondent aux
s

conditions i) , ii) et iii) de la proposition.

Démonstration. — Soit un chemin de difféomorphismes HT € Diff0 1(9’
3

dans le plan {y,z,t} , de la forme :

Ply.t) + ayg(0)z® + ay,(Dzt + ag, ()67

yq =
Hr = z, = z
t1 =t
avec HO = Id

Soit ET la restriction de w_ au plan {x = 0}
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Si le 2-jet de ET a pour expression :

~2 2 2
w, = (hQO(T)z + h11(r)zt + hoz(r)t Jdz Adt + dy A(z dz + et dt)

Celui de H: ET s'éerira :

(B5 5 )2 = (n, (1)22 + b, (t)zt + b (7)t2)dz nat +
T T 20 11 02
+Y'(0)dy A (z dz+ret at) + [e(2a,5 2 + a,; t)t -
(a11 z + 2302 t)z] dzadt
Soit =
(IE\‘{T)Z [(np - sy )zt + (nyy 2(eayg = 8gy))zt +

2
+ (hgy + eagq)t ]dz adt + P'(0)ay A (z dz+et dt)

Maintenant, d'aprés le lemme 5, hzo(T) +e h02(T) £ 0

Comme h20(0) + eh02(0) = -1, on a , pour tout T :

hzo(r) + hoz(r) < 0.

Si 1l'on choisit : \P(y,r) = - (hao(r) + Ehoz(T))y
et a,, = -€ h02
= - 1 : .
et 850 285, telles que : € 320 - ag, = > h11 » on voit que :
T2 |2 2
(HT wT) =—(h20(1) + ehoz(r))[— z< dz Adt + dy A(z dz + €t dt)]

Par un dernier chemin G_ € Diff0 T(h) de la forme :
t]

=1

G, : (zy =A(t)z , t, =A(0)t , y, =ul(t)y , x;, = u x)
avec A = k1/)4 et u = k1/2 oll k(1) = - —t
? h,_.+€h

20 02
on obtient que, si g, = GT . HT H
- 2
(g7 w )% = -2 dzAdt + dy A (z dz + et dt) .

La condition ii) est toujours vérifiée car :
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~x ~ 1 1
sr wT = dx Ady + kV2

a(t) x dz Adt + dy a(z dz + ¢t dat) + ...

et la condition i) est également toujours vérifide. Ceci achéve 1la

démonstration du lemme.

La proposition suit des lemmes 9 & 12.

3. REDUCTION DE L'éQUATION LY )
T T
T

Soit un chemin W 8 singularité fixe. On veut trouver un chemin
de germes de difféomorphismes g, tel que g?*mo = w18y = Id.Notons
VT(n) l'espace des familles de germes de champs de vecteurs. Rappelons

que

LEMME 13. - L'existence d'un chemin g, > tel que gj*mo = w, avec

gy = Id (1) est équivalente & l'existence de ¥ e V (n), YT(O) = 0 tel
T T

que LYT wooT T oW, (2).

Dans le paragraphe 2, nous avons établi l'existence de chemins

T
4 singularité fixe our les singularités et .
g s P g Zg » 1 5 Ip £5.2,0
Nous allons voir comment pour chacun de ces chemins, l'équation (2)

Ly w, =~ &T est réductible & une équation résoluble. Nous verrons
T

que la complexité de la réduction et de 1'équation finale varie consi-
dérablement d'une singularité & 1'autre. Pour la singularité Iy 5.0°

L] 2
1'équation finale est une &quation différentielle singuliére que nous

raménerons dans le paragraphe 4 & une équation &tudiée dans le chapitre

I.

3.1. La singularité Iy (d'aprds Martinet DOJ).

On a vu que si w € 55(2p,20), w v wqs tel qu'il existe un chemin
w de wy = dz,adz, + ... + dzgp_1 Adz2P a w, avec la propriété que :

mT(O) £ wO(O).
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L'équation L, ¢ = - g (2) compte tenu de dwT 0 est &quivalente

Y%t T
<
a

d(YT 4 wT) = - avec 61(0)

[}
o

T

I1 existe un chemin de 1-formes B € DT(2p), (ou DT(2p) désigne

l'espace des chemins de germes de 1-formes) tel que :
BT(o) =0 et g, = - o
L'équation (2) est alors impliquée par 1l'équation :
Y Jdo = B (3)

~

Mais ici, le rang des W, étant maximum (égal & 2p) en 0 et donc

en tout point pour un représentant bien choisi de w_ , l'équation (3)

admet une et une seule solution YT , de classe fm « De plus, comme

BT(O) =0 ,ona: Y(0)=o.

En appliquant le lemme 13, on peut &noncer :

THEOREME 14 (Théordme de Darboux en dimension paire). — Soit w un ger-

me en 0 € R2P de 2-forme fermée de rang maximum. Alors w est isomorphe

au germe w, = dz1 A dz2 + (.0 F dz2p_1A dz

0 2p

3.2. La singularité Z, .

Soit w € SD(2p+1,E1). On a vu qu'il existe un chemin W de

w, = dz,Adz,_, + ... + dz Adz 8 w, isomorphe & w et tel que

0 1 2 2p-1 2p 1
mT(O) = wo(O).
Ici aussi, soit B e DT(2p+1) tel que dB_ = —éT et que BT(O) = 0.

L'équation (2) est &quivalente & :

a(y, Jw, - 8.) =0 (3)

Ici, 1l'équation Y Jw = B8 n'admet pas toujours des solutions. (Mais
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cette équation n'est pas &quivalente & (3)).

Désigncns par :

MwT

{ﬂTeDT(2p+1)| pour y x , 1rT(x) € Support w_ (x)}
Alors :

LEMME 15. - L'existence d'une solution YT . YT(O) =0 , & 1'égquation

(3) est impliquée par l'existence de fT e'fT(2p+1) telle qgue :

B, — 4f € Mu_ et gue dfT(O) =0 (&)
Démonstration . — Supposons qu'une telle fonction fT existe. Alors

pour y X (dans le domaine de définition de représentants convenables),

on a :
(BT - dfT)(x) € Image(. _le(x)) = Support mT(x)

Maintenant l'application Y -+ Y _J wT(x) est de rang 1 en tout point.
I1 en résulte que le champ des espaces associés est un champ de droites,
de cla.sse"ew : Soit Ht un champ de 2p-plans transverses & ce champ des
espaces associés, de classe €” par rapport 3 (x,1).
L'application Y € HT(x) > Y mT(x) est un isomorphisme de HT(x) sur
Support mT(x). Il existe donc un champ YT, unique tel que YT e HT et
que Y Jdw =8 - af_ . De plus comme (BT - dfT)(O) =0 , on a :
YT(O) = 0.

Soit maintenant XT € VT(n) un champ tel que :
X =0
{ « d o
XT(X)#O pour yx

Un tel champ, engendrant le champ des espaces associés & w_ est défini

8 une fonction partout # O prés. Soit L € DT(2p+1). Dire que L e Mmr

est équivalent & dire que :
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WT(XT) =0

Donc une fonction fr comme dans le lemme 15 est donnée par 1l'équation

[}
o

x £ = B (X)) avec ar_(o) (5)

T T

On obtient une telle fonction par intégration de la fonction BT(XT)

le long des trajectoires du champ X 4 partir d'un é€lément d'hypersur-
face transverse & XT, passant par O.

La condition dfT(O) = 0 est impliquée par la condition BT(O) = 0.

D'ol le résultat :

THEOREME 16 (Théordme de Darboux en dimension impaire). - Si w est un
2p+1

de 2—-forme fermée de rang maximum, alors w est iso-

germe en 0 € R

morphe & wy = dz1 Ad22 + ...+ dzzp_1 Adzzp.

3.3. La singularité I

2,0 °

Soit w € SB(zp,22 0). On a vu qu'il existait un chemin w, de
9

Wy = 2z dzll\dz2 + dz3 Adzh + ...+ dz2P_1A dzgp d wy isomorphe & w,
tel que :
T, ze(mT) = {z, = o}
On peut modifier ce chemin W de fagon que ZQ(wT) = {z1 = 0} . Ce-

ci fait, remarquons que si W, désigne la restriction de w_ a Zz(wT)
. € &5(2p—1,21) pour yt .
On peut alors appliquer le théoréme précédent au chemin @ . On trouve

ainsi un nouveau chemin W, entre w, et w

0 v w tel que Za(wT) = {z1=0}

1

et que :

wT = dz3 Adzh + ...+ dzzp_1 AdZQP

et que le champ des espaces associé 2 wo o le long de 22(“1) soit en

chaque point le plan {z,,z,} . Il en résulte qu'aux points de I, (w_) =
1°2%2 2 "t
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w = ool + .
o (x) dz3 Adz) dzzp_1 Adz2p pour yx & 22(“’1')
C'est & dire que wT(x) = 0 pour VX € 22.
Nous voulons résoudre 1'équation :
LYT woo= - o, Y (0) =0 (2)

Il est clair qu'il existe B, € DT(ZP), tel que BT(x) = 0 pour yx

A .
X e Zz(wT), que BT(O) = 0 et que dB_ = - &_.
Je dis que 1'équation (3) : YT Jow, = BT admet une solution Yr’ avec
YT(O) = 0 (Solution qui sera & fortiori solution de (2)). En effet, si :
w; = 8: 4 w_ pour i =1,...,2p, 1l'hypothé&se de transversalité & I,
i

est équivalente & la propriété :

P 2
dét m1,...,w2P| = z7 y(x) aveec y(x) # 0 sur 22(”1)'
En dehors de %.(w ) ({z, = 0}), un champ Y = 3 &, —2— est défini par
2' 71 1 T i i azi

les formules de Cramer :

@ |

A8t |B_swqs o0 Wiseor W
_ 21 1 2p. A . s ot -
a; FY PrOS— (wi signifie w; excepté)
1 2p
Mais comme B | Ez(wT) 2 0 , la fonction dét lBT,m1,..,mi,..,m2P| est

divisible par 22 est de rang 2p-2 aux points

1 (car le systéme Wisessosw

2p

de 1,(w ).

Les fonctions a; se prolongent donc d'une facon'ew sur I,. De plus,
. ~1 . 2 A

puisque BT(O) = 0, le 2-jet de dét lBT’m1""wf’m2p' est nul : On a

donc que ai(O) = 0 pour y i et la solution YT s'annule en 0. D'ol le

résultat :

THEOREME 17 (Martinet). — Si w € 56(2p,22 0) alors w est isomorphe &
k]

wy = z, dz1 Adz2 + dzBA dzh + ... + dz2P_1A dz2p .
. ., 2 e ou h
3.4, Les singularités 22’2,0 .
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e ou h).

Considérons un chemin w_ 4 singularité fixe dans 53(2p,22 2.0
t] ]

On va supposer dans la suite que pour VT s ZZ(wr) = {x = 0} dans m2p
de coordonnées (x,y1,...,yap_3,z,t). On ne supposera pas que 222(wr)
est une variété fixe. Cependant, la réunion des 222(wr) forment un ger-—

me de sous-variété £op ¢ le long de {0O}x [0,1].
2

2p-1

On note \F, la restriction de toute formefa R = Z2(mr) ainsi que T

la restriction de toute fonction f.‘ZT(Zp—1) R 21(2p—1),DT(2p—1) dési-

gnent respectivement les espaces de familles de germes de fonctions,2-

formes fermées et 1-formes sur R2p—1 = {x = o} .

si f,...f; sont des germes de fonctions en 0 € zT(2p) , on désigne par

ﬂlr(f1,...,fi) 1'idéal engendré par ces germes. De méme, si Tyseeafy
€ XT(pr1), on désigne par 7nr(f1""’fi) 1'idéal engendré par ces
germes dans E#Zp-1). an et7nT désignent 1'id&al engendré par toutes

les coordonnées de R2p et de R2p—1 respectivement.

2p-1

On choisit une fois pour toute une forme volume 2 sur R et on

&fini . -
définit X  par : X, Jda Wl
Rappelons que X, € VT(2p—1) admet comme germe de zéros, la variété Z,n

s T

et lui est transversalement non dégénéré .

Le rdle de XT est fondamental dans 1'étude des singularités de

D(2p,z

220) comme le montre la proposition suivante dont 1'idée vient

de J. Martinet =

PROPOSITION 18. - Soit w, un chemin de 2-formes fermées dans

e ou h - = =
55(2p,22’2,0 ). Supposons gue Zz(wr) = {x = 0} , que TOZQE(wT)—

2p=k
={x =2=1t =0}, que w . (0) = ax Ady, + I dy; Ady;,, et que si
- 5 _ . . i=2 . .
G = W, = 37 U, le 2-jet 53 solit nul. Alors, pour que 1l'é€guation :
(2) LYT woo= - ér admette une solution Y € VT(Ep),YT(O) = 0; il

suffit que 1'équation :

(3) X;.g; = h, admette une solution g, € Eé2p—1) pour
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. —5
Ve, f 21(21: 1), nulle sur LPP ,telle gque si h_re m-"r alors
g.em..
Démonstration. — La démonstration va résulter d'une suite de lem-—

mes permettant de passer de l'équation (3) & 1'équation (2). Tout d'a-

bord, u',_r €tant une forme fermée, il existe P €D (2p) telle que
T T

- mT = d\fr .
Comme ¢ (0) = 0 et que '&'2 = 0 avec o = . on peut choisir \f’ telle
T T T T T
que :
Jlo) =0 et \f3(o) =0
T T

L'équation (2) est &quivalente & 1l'équation en Y'r I3 VT(2p), f e E (2p):
T T
Y do +df = ¢ (k)

T T T T

Comme plus haut, on pose :

Mo = {a_ €D (2p)[ pour yx , a (x) € support mT(x)}

Alors si f_ est une solution de (4) on a : \p - df €My . Inverse-
T T T T

ment

LEMME 19. - Pour qu'il existe un champ Y € v (2p), xt(o) = 0, véri-

fiant 1'équation (2), il suffit qu'il existe £ € 81(21)) telle que :

i) \PT - af, € Mo,

.. 3
ii) ftem_[

Démonstration. — Montrons tout d'abord que si LI ‘-{’T - ar, eMwT

alors, 3YT eVT(2p) tel que Y_ A woo= T

. z ~ _ 0 )
Soit w1,1: e ey w2p,'r les 2p formes égales & 3% 'J“’-r’ _8y1 J“’t Cees
9 .
3t __le. En chaque point {w1,'r""’w2p,r} engendre le support de w, .

La transversalité de W & la singularité I, s'exprime par :

. _ 2
A, = dét lw1,r""’w2p,1| = x" n_ avec
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nlez(mT) = n [{x =0} 40

Maintenant, 8 l'origine, le support de w, est engendré par les 2p-2
formes w1;T... w2p—2,r . Comme le rang de W, est constant sur Zz(wt),

le support de w_ est engendré par w1,...,w2P_2 localement au voisinage

T

de 0 sur ZQ(NT) (Donc partout, puisqu'il s'agit de germes).

Si e éMmT , on peut donc trouver 2p-2 fonctions A],T""AQP—Z,T

ZT(Qp—l) telles que, sur Zz(mT) :

2p-2
T (m) ) Ai,Twi,T(m) pour ym Zz(wT)

1

™t

1

I1 existe donc un 1-forme v, e DT(2p), telle que, si l'on note encore

A se e les fonctions précédentes prolongées a m2p d'une ma-
1,T 2p-2,T

ni€re quelconque, et sz_1’T = sz’T = 0, on ait :

2p

= z AL . +
T['l' i=1 1,T ml”l' x u'l'
Soit D, . = aét|m_ ,w, _.B8., ., |
i,T T 2 1, T it 2p,T
. . . ]
En dehors de 22(wT), il existe un champ unique Y = Zai’T3;E
(x. = X,¥:5+.+525%t) solution de Y_ 1 w_ = m_ , dont les composantes
i i D T T T

sont &égales & ej 1 = —%:l .
Ces fonctions a; . se prolongent de faqonfm en {x = 0} . En effet

t ]

P
- 2
Dy o = d8t | ; As p ¥ X Mg 0y ooy ooseee “2p,r|
i . ~
= - . + . .o
(1) Al,T A x det luT’ w1,T”w1,T’ ’mQP,TI

Mais, le long de ZQ(wr) le rang de w_ est 2p-2 et on a donc :

P /\ —
detlur’w1,T""’wigr""’wQP,rl = x i1 pour i, . € z(2p)
d'ol : a. = (-1 i . + . est un ge “.
it (=1) AiLe nl’_[/nT germe ‘¢

3 .
Supposons que fTeTQT alors :

- _ 2
=Y. dfTe’ﬂ'LT DT(ZP)
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. 3 ‘”z
| .
Il s'ensuit que D. . '3 "Z et donec que les a. , & .

Le champ YT s'annule donc en O.

La condition wTelM% n'est non triviale qu'aux points de 22(wT).
Ce qui explique que l'on va pouvoir la remplacer par une condition ne
portant que sur la restriction au plan {x = 0}.

Auparavant, nous allons caractériser les éléments de DT(2p~1) se

prolongeant en une forme de er .

LEMME 20. - Soit u, € DT(2p-1). Alors uT(XT) = 0<§>3WT € Mu)T telle que

- . 3 _ .
. = wu_. De plus, si u_e€ ﬂlT DT(2p 1) alors on peut choisir

2
L e'ﬂlTDT(Qp).

Démonstration. ~ Clairement si uo se prolonge on a que
uT &€ Support uu_r et donc que uT(XT) = 0.
Nous allons montrer l'implication dans l'autre sens.

Soient w 3e ey

9
x,r’wy1,r les 2p-2 formes : ax,JwT

9
w s
Yop-3°" W3 T

Ces formes engendrent aux points de 22(m1) le support de w_ , comme on
1'a noté plus haut.

Notons @ - les formes restreintes & {x = OL J'affirme que
X,T Yop-3°T
la condition w_(X_) = O implique qu'il existe A
T\

X,T’Ay1,’[’.' € ET(2P_1)

A + 2 s +ool
x,t “x,1 YT ¥ T

telles que uo
Si de telles fonctions existent, en les prolongeant arbitraire-

2
ment & R p, on pourra prendre o= A w + +... , forme

A w
2,T X,T VqsT ¥qsT

qui appartient bien & Mo .

La condition n_ (XT)(m) = 0 signifie, si m ¢ I, 2(m_t) que nu.(m)e
3

— . . . —p-1
Supportm ET (En effet, le support de w. qui est aussi celul de wf

est la direction de X_, en dehors de 22,2(mr)).
Maintenant, je dis que, si m ¢ 222(m1), le support de ET est engendré

par les 2p-2 formes & seees W . I1 suffit de montrer que ces
X,T sz_3,‘l'

2p-2 formes indépendantes sont dans le support de ET H
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- pour les 2p-3 dernifres formes : E& PRI cela résulte de 1l'ex-
1’
. . _ 9
pression : my. r 3y, _JmT.
i, i

~ pour la forme G% - écrivons :
t]

= + ..
W dx Awy . w avec Support w C {dy1, ,dy2P_3,dz,dt}

s T
3 P _ p—1 P _
: = + = 0.
on en tire wo dx A wx,r A Ty Te 0
Mais, "$ = 0 car le support de mtest dans un sous espace de dimension

2p-1. Il en résulte que sur Ze(mr) :

-1 _
d:-[/\wx,_l~ AT 0
Soit w "p—1 =0
X,T A T
Or FP_1 = Ep—1. On a donc : ®© /\Gp—1 =0
T T X,T T

Mais, comme en dehors de Zze(mT) on a 62_1 # 0 , cette derniére rela-

tion implique que Uy 1 € Supp & sur 22(wr) \222(wT). Donc ,

“r(xr) =0 =» pour ym €& 22(”1) N\ 22,2(wr)’

u,l_ E{wx,'r’my1,'r"'"wyap_3,1’}
Soit encore dét lutmy1,1"'"my2P_3,T’mx,r| =0
Maintenant, en 0 :
wyz,r(o) ,...,wx’T(O) = {dy1,...dy2p_3}
et @ (0) = k dz + 2dt + ... £'(0) = z et T'(0) = t.
y19T
Rebaptisons les formes w -y : @ cee s t choi-
b orm myT,T, 0y o Wy g ,wep_3’T et choi

sissons des coordonnées y1,...,y2P_3, z, t de fagon que 222(m1)={z=t=0}
dans {x=0}. Comme on avait par hypothé&se que T0222(wt) = {z=t=0} , on

l'ori-

©7

peut choisir un changement de coordonnées tangent & 1'identité

i ' 1 o = . =
gine en sorte que l'on ait encore @ (o) dy1, B w2p—3,r dy2P_3

T
et @ =kdz + 2dt + ... avec k (0) = z, 2 (0) = +t. Il en résulte

2p-2
que : 1ﬁr(k’2) fﬁT(z,t).
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Désignons par mz(D) , mt(D) les (2p-2) x (2p-2)-mineurs de la ma-

trice représentative des w1’1_,...,m sur la base dy1,...,

2p-2,1 4¥op-3°
dz,dt formé en ne prenant pas les coefficients sur dz et dt respecti-
vement :

Clairement mT(mz(D), mt(D)) = m._l,(z,t)

Maintenant, si 1l'on désigne par Di la matrice des coefficients de

o
W - exclu, les mineurs mz(Di) et

{u_l_,un1 N T,...,wgp —2,1 o, i,t

mt(Di) formés comme plus haut s'annulent respectivement sur les z8&ros

de mZ(D) et mt(D).(car u,o € {51’1,...,6 ).

2p—-2,T
Il en résulte que mz(Di)/mz(D) se prolonge en une fonction €~ sur

mz(D)“1(o).

Or sur le complémentaire de mz(D)-1(0) on a :

w, = I Ai,'r mi,‘t avec )‘i,'r = mz(Di)/mz(D)

Cette formule se prolonge donc partout d'une fagon \Cm
m 3 _ - 3
Supposons que u-rem-r D (2p-1). Alors, mz(Di) € m-r et les )‘i,
obtenus par division par une fonction réguliére, appartiennent amj.

. s 2
Donc le prolongement T _ = Z)‘i,'r wi,'t appartient & 77(__[.

Nous pouvons maintenant démontrer :

LEMME 21. - Pour qu'il existe une fonction f-ré 81(21)) vérifiant les

conditions du lemme 19, il suffit qu'il existe g, € fT(2p-—1) telle que

€Tﬂ_ et que X .g. = Y_(X.).
. . . e - w3
Démonstration. - Si gTemT alors dg_l_ - \f_l_ € mT DT(2p—1) et

(ag, - ¥.) (X))

On identifie dg, et \FT a des formes sur IRQP, indépendantes de x. D'apé
D'aprés le lemme 20, dgT —k?_r admet un prolongement, appartenant & MunT
sutrement dit, il existe a. € ET(ZP) et une 1-forme B'r telles que :

Tp = %gdx + x B+ de, ~\p, € Mo,
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et tellesque . € fﬁfD1(2P)-

De mé&me, la forme YT peut s'écrire :

~ ~ 2
= + + v +
YT 7, dx X oy, P avec o dx Xy, e,]ﬂTD1(2p)

En remplagant

Q

[
"
n

d(xaT) - X du,T

Q
[
"
I

d(xET) - x.d&T on obtient

- - d + o + - a3 + +
¥, - 48, (xa ) + d(x§ ) + x [da_-ag_+ 8 +y ] € Ma_

Mais, il est clair que x[daT - dET + B+ y ] , divisible par x, appar-—
T

T
tient & th .

On en tire donc que ,
- i f = + .
Yr dfr € MNT ou o €. x(ar ur)
Or on sait que :

T

2 . . ~ 2
ainsl que )n
%r € 7QT 4 % € T

{g e'm.f

3
Donc f
Tem_T

La fonction f +trouvée vérifie done les hypoth&ses du lemme 20.
T

Nous pouvons maintenant achever la démonstration de la proposition

~ - = L - = 5 -
18 . d X t X '
Par hypothése YT e nZT onc YT( T) e ﬂlT e YT( T) s'annule
sur 222(“1)‘

D'aprés les hypothé&ses de la proposition, il existe donc g , tel que
T

= —
X = X et tel que . Les lemmes 21 t 1 ttent al
- YT( r) Q g € TQT mme s e 9 permettent alors

L[}
o

de trouver un champ Yr solution de LY w = - et tel que Y (0)
T T T
T
Ce qui démontre la proposition 18.

4. LES RESULTATS RELATIFS AUX 2-FORMES FERMEES.

Dans ce paragraphe, nous allons &tablir des résultats concernant

17



MODELES LOCAUX DE CHAMPS ET DE FORMES

les singularités ZZ guoh . Ces résultats complétent les théorémes de
k] E]

Darboux et Martinet dont on a donné des démonstrations dans le paragra-

phe 3.

THEOREME 22. — Soit w € fU(h,ZZzgu h) (c'est-8-dire w est un germe dont

le 2-jet appartient & la singularité I

e ou h

220 . e )); alors w est iso-

morphe, respectivement & :

wy = dx Ady + z dyadz + d(xz + ty - z3/3) Adt dans le cas elliptique
wg = dxa dy + z dyadz + d(xz - ty - z3/3) Adt dans le cas hyperboligue.

Pour n > 4 on peut montrer le résultat suivant :

2 X . e ou h & 2 . .
THEOREME 23, Soit 22,2,0 c & “(2p) pour p > 4. Alors il existe un
ensemble semi-algébrique I cC £€ %% B 43¢ codimension > 1 dans z° 9% h

2,2,0 — %2,2,0

(donc de codimension > L4 dans ;DQ(ZP)) tel gue pour tout w dont le

. ~2 e ou h
2-jet w € 22’2’0 \

. ~3
que s1 a = 0, alors w + o v w .

I , est de 3-détermination finie : c'est & dire

e ou h\ z

. ~2
Remarque. — Si w est tel que w € 2222

s, alors w admet pour mo-

~

déle polynomial, la 2-forme & coefficient des polynomes de degré g 3

~3 s s
représentant ®- dans un systéme de coordonné€es choisies.

Dans le paragraphe 3, nous avons montré que la résolution de

1'équation LY w,o = = &T , pour un chemin W convenable se raméne &
T

la résolution de 1l'équation X .8, = b » ol X, € VT(2p—1) est une fa-—

~

mille de germes de champs de vecteurs & l'origine de R2p_1 associée &
w .

T
Nous allons d&montrer que le champ X est, 4 un difféomorphisme g, et
multiplication par une fonction pré&s, équivalent & un champ singulier

étudié au chapitre I. Je rappelle le résultat établi (en utilisant les

notations de ce chapitre) :
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THEOREME (I.22). - Soit

2 2 9
T, =2 X2O,T(y)+2t X11,r(y)+t XOZ,T(Y) A T

3
9t
! 2p-3 m2 (de coordonnées

un chemin de germes de champ en 0 € mep_ =R
2p-3

2
» (z,t) € R°). Les champs x20,r’x11,r’X02,t sont
2p-3

(Y1,---ay2p_3) €ER

des chemins de germes sur R

x {0} en O tels que (x20,1+e xoe,r)(O)

# 0. Soit P efﬁ?(z ,t)VT(Ep—1) et X = TT+PT . Alors 1l'équation

X h

% % A

admet une solution g € ZT(Zp—1) pour Vh_l_eTfLT(z1,z2). De plus, si

= . =L
hT € n[f alors on peut trouver une solution fT e7RT.

e ou h ~
)

Démonstration du théoréme 22. - Soit we ﬂ’(h,zzzo . Gréce a

la proposition 8, nous savons qu'il existe un chemin w, de w, a w, vow
tel que :

zz(“r) = {x =0} et 222(”1) ={x =2 =1%t =01}
et répondant aux autres conditions de la proposition 8.

En particulier :

em"$=—z2 dz adt + dy A (z dz + €t dt)
Soit X, le champ associé 3 ET par :
X_ 4 = o ol Q = dy adz Adt

T T
Ce champ X_ s'écrit :

- 2 - -
Xp = hp 35 * k37 v 2

3
T 9t

avec 3T€Enlf(z,t) car l'espace associé en m e Zgz(wT) est le plan {z,t}

Comme dET = 0 on a que :
- oh_ aiT oL
L =0 + — - =0
XTQ Yy 9 9z
3k Az —
' s . — T _ T g 2
D'old il suit que 3T Y nLT(z,t)

Comme , d'autre part :
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%2 = - .2

9 9 ]
T 3y ~ Stz Y Zat

I1 est possible de trouver g, € Diff (3), fixant la variable y,

0,t

dgT(O) = Id,tel que :

— 9 3 ] m
gf X, = ®H, . P Ao (y)(z 3% ~ €t 3,) Modulo 7Q§(z,t)
3
~s
et od (B,)% = - 22 et A_(0) = 1

1

A

* s
g XT répond donc aux conditions de l'enoncé

Le germe de champ T

>‘|a

T
du théoréme I.22.

Comme XT ne différe de ce champ que par la multiplication par la fonc-
tion %: et le difféomorphisme g€, la conclusion du théoréme I.22 est
également valable pour le champ XT. On peut donc, en appliquant la pro-
position 18 résoudre 1l'équation LY w,o o= - étce qui établit le théor&me
22. i

Démonstration du théoréme 23. - Considérons maintenant

e ou h s
w e 50(2p,2220 ) avec 2p > L. Soient (x,y1,..,y2p_3,z,t) des coordon-
nées dans Rep. Le germe w est isomorphe & un germe w' tel que :

(w! = = ' = =z=t= ' ' -
22(w ) = {x=0} , 222(m ) {x=2=t=0} , pour yn € Zez(w ) l'espace as

socié en m est égal & {z,t} et enfin :

2p-U4

' = ax ady, + I dy; Ady; . + a’ x dz A dt + dy, A(z dz+ et dt)+..
1i=2
i pair

avec a’ > 0.

(Cette dernidre affirmation se montre comme en dimension L).

~

.z -1
Soit X' le champ associé a (w')p par :
[ = =y yp-1 =
X' dae (w*) avec Ay A .- Ady2P_3 adz Adt

= (]
La composante X'y de X' sur le plan {y1,..,y2p_3} 222(w ) est de la

forme :

2

2 + t°X}, modulo ﬁi3(z,t)

X' = z7X)

y 20 + zt X!

11
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SINGULARITES GENERIQUES...

ol Xpo(y), X3, (x), Xg,(y) € E(5,,)

{—

9 e s —
3,4 ¥ pp-3

2,

a) Nous allons tout d'abord montrer que si (Xé0 + sXéz)(O) # 0,

alors w' est de 3-détermination finie :

sera aussi de 3 —détermination finie.

e ou h
Comme 22’2’0
3 = GM3, alors le chemin :

w_ = (1-1)w' + T0"

T

En fait, il est facile de vérifier que

alors w qui est isomorphe a w'

cHhe : "
c P°(2p) , nous savons que si w" est tel que

est & singularité fixe.

~

TOZQ(wT) = {x=0} et que 22(wr) est tangent & l'ordre L prés au

plan {x=0} en 0.

(Pour cela, on remarque que Wy

P

mg modulo Q&(Qp) n

7Tli SZ(QP)). Mais alors, il existe un chemin de germes de difféomor-

phismes g, » tangents 4 1'identité & l'ordre L avec 8y = Ida , tel que
*
22(5T w ) = {x=0} .
. x = = ' 3
On a : g, W, W w Modulo :ZT(2p)n TRLer(ZP)'
Notons Xy . la composante sur {x=y=t=0} du champ associé g, wf-1.
3
On a :
%2 = Y'z donec X s'écrit :
y.T Yy YT
_ 2 7 3 3
Xy,r =z X20,T + zt X11’T + 02 modulo an(z’t){ayig
= [} ]
avec (X20’T + €X02,T)(o) (X20 + eon)(O) # 0.

Remarquons que cela implique Tozzz(mT) = {x=z=t=01}

On peut donc trouver un chemin de difféomorphismes h

X = x
he = Iy =9y
z (y,7),T(y,T)

=

(nh g* w_) = {x=z=t=0}.
oo\t 81 Ug

tel que I

. X
Notons encore X, le champ associé 2 hl g

sur {x = z =t = 0} . On a toujours que

w

T

p-1 et X

de la forme

avec dZ=dz, dT=dt

sa composante

YT



MODELES LOCAUX DE CHAMPS ET DE FORMES

2 2 - 3 )
X = z°X + zt X + t7 X Modul
Yot 20,1 M, 02,1 oduto WLT(z,t){ oy }

avec (X2 + eXoe’T)(O) # 0

0,1
Maintenant, comme en dimension 4, il est facile d'utiliser la

e s -p-1 _ . _ _
condition 4 = 0, soit encore LXT Q@ =0, (2= ayqa ..Adyap_3 Adz Adt)

pour trouver un dernier chemin de difféomorphismes k. et un chemin de

fonctions U, , U # O tels que :

T

2 2 5
Mo s KX =2 Ko vzt Xy vt X, -t gtz

2
3t

Modulo 7ﬁT(z,t)3vT(2p—1)

j iti : +
et avec toujours la condition (X2O,T exoz,r)(o) # 0
On peut donc, comme en dimension 4, appliquer la proposition 18 de ré-
duction au chemin g: w_ qul est tel que ZQ(g: wT) = {x=0} et que
32 = 0 pour @ = g, w_ et au champ XT associé. (Ce champ ne différe du
dernier champ égal & z°X + ztX + t2X - et 4
amp <©g 20,1 11,1 02,7 3z 3t °

modulo 7nr(z,t)3 VT(2p—1) que par des difféomorphismes et multiplica-—
tion par une fonction). Ce qui ach&ve la d&monstration de l'isomorphis-—

me du 2-formes w' et w".

b) Nous allons maintenant déterminer l'ensemble semi-algé&brique I.

Remarquons que la condition (XéO + eX&z)(O) = 0 pour w' est une condi-
tion portant sur le jet d'ordre 2 de la forme w', Comme les composan-
tes des 2-jets des vecteurs Xéo et X62 sont des fonctions algébriques
des composantes du 2-jets de w', la condition (Xéo + 5X62)(0) = 0 défi-
nit un ensemble algébrique I dans 552(2p).

Posons maintenant :

' = {‘45652(2p)| 33 € Di?"fz(Qp) tel que EB €T }

Par le théoréme de Tarski-Seidenberg, I' est un ensemble semi-algébri-

que de 532(2p). et donc I = ' N Egzgu B st un ensemble semi-algé—
brique de zzgoou h. La codimension de cet ensemble I est au moins 1
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SINGULARITES GENERIQUES...

e ou h e ou h

1 3 . 1 1 5 a
220 car 2220 \ I n'est pas vide : (voir 1 exemple exhibé

dans %

dans 1.5. ci-dessus). Ceci aché&ve la démonstration du théoréme 23.

Si maintenant M?P est une variété de dimension 2p, le théoréme 22
ci-dessus implique, pour 2p=4 , qu'une 2-forme fermée a génériquement
en dehors d'un ensemble de points isolés, des germes en chaque point
équivalents & 1l'un des quatre modd8les décrits pour les germes de
Z(h,zo) ,Q(h,ze),w(h,zzzgu h) et le théoréme 23 implique que si
2p 2 4, une 2-forme fermée a génériquement , en dehors d'un ensemble
stratifié de codimension 3 4 des germes de 3-détermination finie (donec
isomorphes & des modé&les polynomiaux).

D'autre part, il est intéressant de remarquer que le théoréme 22
peut s'interpréter comme un résultat de stabilité pour les &léments de
:Z(h,zgzg“ h). (C'est de cette fagon que l'auteur de cet article avait
initialement &noncé ce résultat dans[1ﬂ 3 la démonstration esquissée
dans cette note, basée sur l'utilisation d'un théoréme de fonctions

implicites de Nash-Sergeraert n'a malheureusement pas pu &tre menée &

bien). Nous dirons que :

DﬁFINITION 24, - Un germe w de 2-forme fermée en 0 ¢ Rn est stable,

s'il existe un représentant w_ de w sur v boule B centrée en 0 € R"

B

dans & (B) (espace des 2—-formes fermées sur

et un voisinage 1LB§5 Wy

B, muni de la topologie de la convergence uniforme em sur B) tel que

tout w'B € 1LB’ ait un germe en un point x' € B , isomorphe & w .

e ou h

Clairement, chaque w € Sb(h,zezo

) est stable : en effet, si wg

est un représentant de w sur une boule B centrée en 0, et si w'B est

suffisamment voisin de w , le 2-jet w', coupe encore la singularité

B
g€ ou h e ou h)
220 220

étant isomorphes, il en résulte que le germe de w'B en x' est isomorphe

en un point x' voisin de 0. Tous les éléments de Sb(h,z

aw .
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Comme pour le théoréme de linéarisation des champs de vecteurs,
on peut se poser la question de l'existence d'un difféomorphisme de

conjugaison dépendant continuement de m'B. Effectivement, une discus-—

~

sion comparable & celle faite & la fin du chapitre I peut &tre répétée

pour les 2-formes fermées. Je me contenterai d'énoncer le résultat :

THEOREME 25. - Soit ®w une 2-forme fermée sur Rh dont le germe en O
appartient & jﬁ(h,zzegu h) . Alors il existe des boules B et B' centrées

en 0 € Rh, B' ¢ int B , un voisinage U de w | B dans & (B) et une appli-

cation continue p : W+ Diff(B') (Espace des difféomorphismes de B'

dans Bh, muni de la topologie de la convergence uniforme €~ sur B')

tels que pour tout w'e'QL R p(m')*m = w' sur B'.
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ABSTRACT

In this paper, we obtain some results of finite determination for vector fields
and 2-closed forms. (Finite determinated vector fields or forms admit polynomiasl mo-—
dels). The whole paper is based on a study of certain singular differential equations
such that X.f = h where X is a singular vector field. The most important results con-—
cerning vector fields are obtained for germs in the plane. We give conditions under
which formal equivalence or existence of formal integral implie 'en—eq_uiva.lence or
existence of €~ integral. For démonstrations, we use the "blowing up" method and some

other results of F. Takens and F. Dumortier. We also study germs of 2-closed forms
4

in R™ and show that all the germs of codimension less than 3 are stable.
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