
Astérisque

ROBERT ROUSSARIE
Modèles locaux de champs et de formes

Astérisque, tome 30 (1975)
<http://www.numdam.org/item?id=AST_1975__30__1_0>

© Société mathématique de France, 1975, tous droits réservés.

L’accès aux archives de la collection « Astérisque » (http://smf4.emath.fr/
Publications/Asterisque/) implique l’accord avec les conditions générales d’uti-
lisation (http://www.numdam.org/conditions). Toute utilisation commerciale ou
impression systématique est constitutive d’une infraction pénale. Toute copie
ou impression de ce fichier doit contenir la présente mention de copyright.

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques

http://www.numdam.org/

http://www.numdam.org/item?id=AST_1975__30__1_0
http://smf4.emath.fr/Publications/Asterisque/
http://smf4.emath.fr/Publications/Asterisque/
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/


astérisque 1975 
30 

modèles locaux 

de champs et de formes 

Robert ROUSSARIE 

Université de Dijon 

société mathématique de france 





TABLE DES MATIÈRES 

INTRODUCTION 3 

CHAPITRE I : ÉQUATIONS SINGULIÈRES ASSOCIÉES A UN CHAMP DE VECTEURS 17 

1 • Le problème formel 18 

2 . Le problème plat 37 

3 . Quelques résultats en classe 58 

CHAPITRE II : SINGULARITÉS DES GERMES DE CHAMPS DE VECTEURS 

EN 0 € 3R 2 69 

1 • Etude formelle des champs de vecteurs 70 

2 . Les équations 1°° et II 0 0 88 

3 . Les résultats * C 0 0 relatifs aux germes de champs de vecteurs 

en 0 € m 2 125 

CHAPITRE III : SINGULARITES GENERIQUES DE GERMES DE 2-FORMES 

FERMÉES 139 

1 . Les singularités du rang des 2-formes fermées 141 

2 , Constructions de chemins à singularité fixe 149 

3 . Réduction de l'équation L_ tu = - *I> 160 
X T T 

t 

4 , Les résultats relatifs aux 2—formes fermées 171 

BIBLIOGRAPHIE 178 

ABSTRACT 181 

1 





INTRODUCTION 

Cet article a été rédigé à partir des notes d'un cours Peccot fait au Collège 

de France en mars-avril 1975» Il est consacré à l'étude des germes en 0 £ p n de champs 

de vecteurs et de formes différentielles de classe^** (plus précisément, de Z-formes 

différentielles fermées). Comme l'indique le titre, on veut établir que sous certai­

nes conditions précisées plus loin, un germe de champ de vecteursou de forme est iso­

morphe à un modèle simple, ici à un germe de champ ou de forme à coefficients polyno-

miaux. (Dire que deux germes o< et p de champs ou de formes, en p et q respectivement, 

sont isomorphes, signifie qu'ils sont échangés par un germe de difféomorphisme 

envoyant p sur q ; on écrira : «X ̂  p ). 

Dans tous les cas envisagés, l'existence d'un modèle à coefficients polynomiaux 

est la conséquence du fait que le germe étudié est de détermination finie , c'est-à-

dire entièrement déterminé à isomorphisme près par son développement de Taylor arrê­

té à un ordre fini. L'exemple le plus simple d'une telle situation est fourni par un 

germe X de champs de vecteurs non singulier, c'est-à-dire tel que X(Ô) ̂  o. Dans ce 

cas, on peut démontrer, comme application directe du théorème d'existence des solu­

tions d'une équation différentielle, que dans un système de coordonnées (a^,...zn) 

convenablement choisies, le germe X est égal au germe du champ -r— . On peut donc dire 
d z l 

dans ce cas que le champ X est déterminé par sa valeur en 0. 

Par contre, un germe X singulier, c'est-à-dire tel que X(0) = 0, n'est manifes-

^ ^ 1 *^1 3 
tement plus déterminé par sa valeur en 0. Soit : j X(0) = X = E a. . z. - — le 

i.j 1 J 3 3 zi 

développement de Taylor à l'ordre 1 (ou 1-jet) d'un tel germe X. Posons A(x)=(a..) 

n 9 gi 1 J 

Soit g un germe de difféomorphisme en 0 € R , conservant 0 : Posons B=(-—(0)). . 
dz. 1,J. 
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MODÈLES LOCAUX DE CHAMPS ET DE FORMES 

Alors : 

ACg^X) = BAB"1 OÙ ĝ X est l'image de X par le difféomorphisme g. 

Il en résulte que les valeurs propres X l f... 5X n de la matrice A(X), comptées 

avec leur ordre de multiplicité, sont invariantes par isomorphisme de X. Il est natu­

rel de se demander si des hypothèses convenables sur les ̂ i»---^n impliquent que le 

germe X est déterminé par sa partie linéaire, c'est-à-dire est linéarisable. Le pre­

mier résultat important de linéarisation a été obtenu par H. Poincaré dans sa thèse 

en I898 ( [15] ; voir également ̂ 1̂ 3 ^ • ̂ 1 Peu>fc s 1 énoncer ainsi : 

Si X est un champ analytique réel tel que : 

i) Toutes les valeurs propres A^,...An *
e l a Par*:'-e linéaire de X sont dans C 

d'un même coté de l'axe des imaginaires. 

ii) Pour tout n-indice ( i-,,... i n ) tel que i-, + . •. + i £ 2 et tout j e. (l,...n) 

on a : 
n 

A- - l i k X k * 0 . 
3 kPl * k (P 2) 

Alors X est isomorphe à sa partie linéaire par un difféomorphisme analytique. 

(En fait, Poincaré a démontré ce résultat dans le domaine complexe, la condition i) 

étant généralisée en : toutes les valeurs propres de la partie linéaire de X sont 

dans un même demi-plan ouvert limité par une droite passant par 0 e. C ) . 

Pour la suite, il est important de remarquer que les conditions (PgJ de ii) im­

pliquent que le jet infini X de X en 0 est isomorphe à la partie linéaire de X par 

un difféomorphisme formel g. La condition de i) a pour conséquence que le difféomor­

phisme g est analytique. 

Le résultat formel est transposable aux germes V£°Q mais la démonstration de Inexis­

tence d'un isomorphisme €° D, lorsque i) et ii) sont vérifiées pour un germe X de clas­

se demande d'autres arguments. (Ce résultat'fi* a été établi par S. Sternberg 

dans [2l] ) . 

Si on laisse maintenant tomber la condition i) ci-dessus, les conditions (Pg) 

de ii) impliquent encore que le champ est formellement linéarisable. Ce fait a été 
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INTRODUCTION 

remarqué pour la première fois par Dulac en 190U pour la dimension 2 dans le contexte 

un peu différent de 1?étude de l'équation Adx + Bdy = 0» [Y] . Par contre les con­

ditions (P2) seules, n'impliquent pas que le champ X soit analytiquement linéarisa-

ble. Des résultats de linéarisation analytique dans le domaine complexe, sous des 

conditions beaucoup plus restrictives que les conditions (P2) ont été établies par 

G.D. Birkhoff en dimension 2 [l] , puis par G.D. Birkhoff et F.R. Bamforth, en 

dimension 3 [2] et enfin CL. Siegel en dimension n quelconque [l 93 • 0 n trouvera 

dansg.2], une démonstration due à" S. Sternberg du résultat de CL. Siegel, basée sur 

une méthode de petits dénominateurs. 

Si par contre nous revenons au problème de la linéarisation en classe >é>°°, 

le résultat le plus important, assez inattendu, démontré par S. Sternberg dans 

et [2l] est que le champ X est *Q "-linéarisable dès que les seules conditions (P^) 

sont vérifiées (c'est à dire, dès que X est formellement linéarisable). Dans le 

chapitre I ci-dessous, nous donnerons une démonstration de ce résultat. 

Si les conditions (P2) ne sont pas vérifiées, le germe X n'est en général 

pas linéarisable. On peut se demander à quelJ.es conditions il est encore de détermi­

nation finie. Notons par le k-jet en O du germe X, k-jet que l'on peut assimiler 

au développement de Taylor du champ, arrêté à l'ordre k, dans la base de R n choisie. 

Nous dirons que : 

DEFINITION - Le germe du champ X en 0 , de classe if", est dit de k-détermination 06°°) 

finie, si, quel que soit le germe Y, tel que Y^ = X^ alors X est isomorphe à Y. On dit 

aussi que le k-jet de X est CE?*) déterminé. 

Remarquons que :si le germe X est de k-déxermination finie, il est isomorphe au 

germe polynomial de degré k, représentant dans la base de |Rn choisie. 

Dans la suite, nous n'étudierons en détail les champs ne vérifiant pas les con­

ditions (P2) qu'en dimension 2 . Le chapitre II est consacré à cette étude. Remarquons 

tout d'abord qu'à un germe de champ X = a — + b — en 0 e 1R on peut associer le 

dZ^ dẐ > 

germe de 1-forme w = -bdz^ + adz^. 
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MODÈLES LOCAUX DE CHAMPS ET DE FORMES 

L'étude du germe X à isomorphisme et multiplication par un germe de fonction ̂  0 près 

est équivalente à l'étude de la forme u> à isomorphisme et multiplication par un germe 

de fonction différente de 0 près, c'est-à-dire à l'étude de la structure de Pfaff 

définie par w, ou encore, dans un langage plus ancien, à l'étude de l'équation dif-
d z 2 b 

férentielle - — = — . Sous cette dernière forme le problème a donné lieu à une abon-
dz^ a * 

dante littérature depuis l'article de Briot et Bouquet datant de 1856 {J3j . La plupart 

des résultats ont trait à la recherche et l'étude de solutions d'un type particulier. 

Cependant en relation directe avec les préoccupations du présent article, on doit 

signaler, outre les travaux de Poincaré et Dulac déjà cités, ceux de A. Seidenberg 

[10] et de l'école japonaise (M.. Hukuhara et autres. Voir \J~\ en particulier). 

Dans la suite tous les résultats seront énoncés en termes de champs de vecteurs. 

D'après ce qui est dit plus haut, ils-peuvent aussi être énoncés dans le langage des 

équations différentielles. Je n'indiquerai pas cette transcription, sauf exception. 

Les propriétés d'un germe de champ X ont été directement étudié par F. Takens, 

F» Dumortier entre autres. Seuls les résultats de ces deux auteurs seront utilisés 

et éventuellement généralisés par la suite. 

Considérons tout d'abord un champ linéaire de R , différent de 0 et non 

isomorphe à z 0 -jr- . Soit V v = {5T, champ formel en 0 6 R 2 | "X1 = X, }. Nous établi-
2 0zx X x ± 

rons dans le chapitre II, le résultat suivant : 

THÉORÈME - Soit X 1 un champ linéaire de R non nul et non isomorphe à z 2 . Il 

existe une filtration de ï v : V__ = Z 3 £_ 3. . .^2f, JD... par des ensembles algébri-

• — — — — — ]_ O J. K •• • 

ques cod 2^ • k, invariants par l'action des germes de difféomorphismes tangents 

2 . . . 
à l'identité en 0 e R , et tels que si X est un germe dont le jet infini X en 0 appar-

tient à 2T k \ Z ^ x ^ , alors il existe un germe de fonction f, différent de zéro, tel  

que f. X soit de détermination finie. 

On trouvera dans le chapitre II un résultat plus précis incluant le calcul de 

l'ordre de détermination de f X en fonction de X 1 ainsi que la description précise 

d'un modèle polynomial pour f X, dépendant de deux paramètres réels seulement. Ce 
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résultat généralise un résultat partiel de F. Takens dans le cas où est champ de 

rotation [23] . Remarquons que le théorème implique que tout jet de champ dont le 

1-jet est non nul et non équivalent à "jj est stabilisable au sens défini par 

F. Takens dans ; cet auteur a d'autre part montré qu'il existe des jets non 

stabilisables dès que la dimension n est supérieure ou égale à 3 \2k] 

Lorsque le 1-jet du germe X est davantage dégénéré que dans les hypothèses du 

théorème précédent, on ne connait pas de résultats généraux de classification )S , 

même en dimension 2, faute de pouvoir établir dès résultats formels préalables. Par 

contre, Un théorème de réduction établi par F. Dumortier dans [_5j (théorème qui sem­

ble avoir été démontré en partie en transcription aux équations différentielles par 

A. Seidenberg dans [l8] ) nous permettra d'établir qu'"en général", une propriété 

y/) OO 2 . V • y 

u pour les germes de champs en 0 ̂  IR est vraie, des qu'elle est formellement vé­

rifiée. Dans cette ligne, notre principal résultat est probablement le suivant : 

THEOREME - Soit X = a -5-̂  + "b -r̂- un germe de champ en tR2, tel que les fonctions 
± 2 

a et b, nulles en 0, engendrent un idéal {a,b} contenant une puissance de l'idéal ma-

ximal TT^ de l'anneau des germes de fonction TÉ"0 en 0 € IR2. Supposons de plus que X pos-

sède au moins une séparatrice passant par l'origine. Alors, si o( est une série formel­

le intégrale première formelle de X (c'est-à-dire telle que 3f.a = 0), il existe un 

germe , f,en 0 € IR̂  de série de Taylor égale à a , telle que f soit intégrale pre-

mière de X (X.f = 0). 

Ce théorème admet une transcription intéressant en terme de 1-forme différentiel­

le : 

p 

COROLLAIRE : Soit to un germe de 1-forme différentielle en.O € 1R , a) = adz1 + $dz2, 

t 

tel que {a,3}l>7)r)J pour un certain l. Supposons de plus que le feuilletage défini  

par l'équation q) = 0 possède au moins une feuille séparatrice en 0. Alors l'existence 

d'un intégrant formel pour q) implique l'existence d'un intégrant 1̂°°. 

Remarque . - Un résultat analogue, pour les germes de 1-formes analytiques complexes 

en O a été démontré très récemment par B. Malgrange (communication orale). 
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Voici un autre exemple de passage du formel au : 

THEOREME - Soit ̂  l'espace des champs de vecteurs sur B^, de coordonnées (z.^ z 2), 

dont les composantes sont des polynômes homogènes de degré k % 1. Il existe un ensem­

ble algébrique c , Z f c ï ̂ » tel que si X est un germe de champ vérifiant : 

i) le (k-l)-jet de X est nul et le k-jet de X appartient à V k \ Z k » et : 

ii) il existe un représentant dont aucune trajectoire ntadmet l'origine, à la 

fois comme ensemble u)-limite et a-limite, alors X est formellement déterminé au sens 

suivant : si Y est un germe de champ dont le jet infini en 0 est égal à celui de X, 

il existe un germe de difféomorphisme en 0, envoyant les trajectoires de X sur celles 

de Y. 

Remarque. - Il est facile de voir que la condition ii) est une condition ne portant 

que sur le k-jet de X (voir le chapitre II). 

Nous établirons dans le chapitre III, des résultats relatifs aux 2—formes fer— 

mées. Une justification pour étudier simultanément des germes de champs de vecteurs 

et de 2-formes fermées, est, comme on le verra plus loin, que dans les deux cas on 

peut ramener le problème à llétude d"-équations différentielles singulières similaires. 

Le principal exemple de modèle simple pour un germe de 2—formes fermées est fourni 

par le célèbre théorème de Darboux : 

Si q) est un germe de 2-forme fermée en R 2 ^ tel que oi^(0) ^ 0- Alors çq est iso­ 

morphe à la forme : 

dzn A dz_ + ... + dz 0 A dz^ 

-L d 2p 2p 
(l'isomorphisme étant analytique suivant que le germe œ est *6 °°, analytique.) • 

Si l'on veut comparer ce résultat avec ceux relatifs aux germes de champs, on 

peut dire que le théorème de Darboux est lléquivalent du théorème drexistence des so­

lutions d'une équation différentielle (dont il est une conséquence facile comme on le 

verra dans le chapitre III). 

Le principal résultat établi dans le chapitre III, donne une démonstration par­

tielle d'une conjecture faite par J.Martinet dans sa thèse f ioj • On peut l'énoncer 
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de la façon suivante : 

THEOREME - Soit M*1 une variété de dimension k. Alors, gêneriquement (au sens de  

R. Thom), une 2-forme fermée sur m \ a en chaque point de M \Z"ggl(h)) (où ̂ 221 ̂
 9 e n " 

semble des points paraboliques définis par J. Martinet, est un ensemble de points iso-

lés), un germe équivalent à l'un des k germes suivants de 2-formes fermées en 0 ̂  

de coordonnées (x,y,z,t) : 

i) dx A dy + dz A dt 

ii) xdx a dy + dz Adt 
o 

iii) dx A d y + z d y A d z + d(xz + ty - z /^) * dt 

o 

iv) dx A d y + zdy/v d z + d(xz - ty - z / ^ ) A dt 

Les h germes de i) à iv) sont 2 à 2 non équivalents et sont stables. 

Remarque - Les germes du type de i), ii), iii) et iv) se groupent sur des sous-varié­

tés de codimensions 0,1,3 et 3 respectivement. L'écriture de la forme dans i) est 

une conséquence du théorème de Darboux et dans ii) d'un théorème de Martinet dans 

[ 1 0 ] • 

J'ignore si les germes aux points de ̂ 221^*^ adme't"ken't u n modèle simple et si 

ces germes sont stables. Une réponse positive a ces questions (ce qui semble vraisem­

blable) résoudrait complètement la conjecture de Martinet. 

Nous allons maintenant parler de la méthode suivie pour démontrer les résultats  

énoncés ci-dessus. 

Désignons par V(n) l'espace des germes de champs de vecteurs en 0 é IH et par Si M 

l'espace des 2-formes fermées en 0 € R n . On désignera par A(n) l'un ou l'autre de 

ces espaces. Le groupe Diff(n) des germes des difféomorphismes préservant 0 € lRn opère 

naturellement sur A(n) par : 

g.a = g ̂  a pour a e V(n) 

g.a = (g"1) a pour a € S5(n) 

Dire que deux germes sont isomorphes est équivalent à dire qu'ils appartiennent à la 

même orbite de l*action de Diff (n) sur A(n). 
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Soient a Q, a € A. Pour montrer que a Q et a sont isomorphes la méthode la plus effica­

ce, utilisée par J. Matber pour les fonctions, consiste à relier a Q et a par un che­

min convenable a- et a remplacer la recherche de g (problème non linéaire) par la re-
T 

cherche d'un chemin de champs de vecteurs (problème linéaire) en dérivant par rapport 

au paramètre T. 

J'appellerai cette méthode : méthode de chemin. Pour la décrire on introduit 

les notations suivantes : 

- Diff (n) est l'espace des chemins d'éléments de Diff (n). Précisément Diff (n) 

T T 

est l'espace des germes ĝ  de fonctions^ de R n x [b,l] dans R n , le long de 

{0} x [0,l] tels que pour y T € 1 ® germe x ĝ  (n) appartienne à Diff (n). 

- (n), 5$ T(n), <?T(n) sont les espaces de chemins d'éléments de V(n) , 2 K n ) 

et <5(n) ( \£(n) désignant l'anneau des germes de fonctions^" en OglR n). On désigne­

ra globalement ces espaces par A (n). 
T 

Considérons maintenant un chemin a Ê A (n) allant de a^ à an = a. Il existe 
T T o l 

toujours un tel chemin, par exemple le chemin linéaire â  = ( 1 - T ) a Q + T a . 
Pour un tel chemin a on recherche un chemin g eDiff (n) tel que g = Id et que 

T T T o 

(Si ĝ. existe, a Q et a sont isomorphes par g^). 

Au lieu de chercher g directement, on transforme (l) par dérivation par rapport à 
T 

Ir Ч - а ) • 
Эа т 
Эт 

On va modifier l'écriture du membre de gauche. Pour cela remarquons que si £ e V(n) 
et y u est un chemin dans Diff (n) pour u voisin de 0, tel que y Q = Id et que 

3 p u 3 
- — 1 - _ = £ , la dérivation — (y .a)i _ n pour a e. A ne dépend que de £ . Cette dé-
9u| U—O 9u U j u =u 
rivation £ *• — (y .a)i _ n définit une application linéaire de V(n) dans A(n) qui 

dU U I U~U 

peut s'interpréter comme l'application tangente à l'orbite g g . a » en identifiant 

V(n) à l'espace tangent en l'identité de Diff (n). 
Revenons au chemin g . Par dérivation, on associe à g un chemin Y dans V (n) : 

* 3« x r x 
ï-te^Jx)) = -çf (x) avec Y^O) = 0. 

10 
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ou encore Y (x) = (g (x)). 

T 9T T 

Inversement par intégrât ion, Y e. V définit un seul chemin g tel que g^ = Id. 
T T T o 

En utilisant la notation introduite plus haut, on a : 

~L (g^.a)^ = — g T + g . g"
1. g T a| s = C ) (L'action g.a est covariante) 

= t| (g . o g"1).a 
3s T+S T T | S = 0 

-1 a V Posons VP = g . o g . On a •2-T, ~ = Y Ts T+S T 3s|s=0 T 
Dfoù : 

-i (g -a) = © a (Y ) 
8T T T a T 

T 

D'où l'équation : 

& (Y ) = a (2) 
T 

Inversement, si Y e V , Y (0) = 0, vérifie (2), la famille g e Diff (n), 
T T T T T 

g = Id, obtenue par intégration de Y vérifie la relation (l). On a donc : 
o T 

LEMME - Avec les notations introduites plus haut, si a T €. AT(n) et g T € DiffT (n) 

sont des chemins tels que g Q = Id, et si Y^ est le champ, défini par YT(gT(x))= , 

les deux conditions suivantes sont équivalentes : 

(l) g a = a 
3aT 

( 2 ) 8 , (Y ) = k ( = — ) 

% T T 3 t 

Ce lemme justifie la méthode du chemin : étant choisi un chemin entre a Q et a, 

éléments de A(n) à comparer, on résout l'équation (2) pour trouver un champ Y T , 

Y T (0) = 0. Les deux étapes : choix de a T, résolution de l'équation (2) sont impor­

tantes (on verra, dans le chapitre III, que le choix de a T peut présenter quelques 

difficultés...). L'équation (2) en YT>une fois une base de R
n choisie>se présente com­

me un système d'équations aux dérivées partielles (ici d'ordre l) à n fonctions in­

connues (les composantes de Y T) et à un nombre de lignes égal à la dimension de A(n) 

comme 'ê(n)-module. 

Précisons l'opérateur ® dans le cas des champs de vecteurs et des formes : 

a) Pour les champs de vecteurs. 

Si X,Y cV(n) et vpu une famille locale à paramètre u de difféomorphismesde Piff(n), 

11 
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tel q u e — | u = Q = Y, on a : 

^ y u * (X) = 0 X (Y) = - [ Y , X ] = [X.ï] 

(ou [X,Y] désigne le crochet de Lie des champs X et Y ) . 

L'équation (2), pour un chemin X , s'écrit : 
T 

[ X t . Yj = Xx (2) 

Voyons comment la méthode du chemin s'applique pratiquement. Supposons que nous 

voulions démontrer que X e V(n) est de k-déterminâtion finie. Soit X' ^ V(n) tel que 

x - k = X*. 

Choisissons le chemin linéaire entre X et X' : 

X = (l-T) X + TX' = X + T ( X ' - X ) 

T 

On doit résoudre l'équation : 
[X , Y ] = X = X' - X. 

T T T 

Pour ce faire, on pourra utiliser les faits suivants : X^ = X^ j 

Xx = X' - X e 7ï^k+1V(n) ( 7)1 désignant l'idéal maximal de£(n)). (Voir chapitre I et II), 

b) Pour les formes différentielles 

Soit o> un germe de forme différentielle quelconque, Y ̂  V(n) et comme plus 

haut. On a : 

© (Y) = — (VP~ ) UJ = - L v w , où L Y wdésigne la dérivée de Lie de w par rapport 

Q) 3 U ' U JL i 

au champ Y. 
L'équation (2) s'écrit donc ici : 

Lvu> = - o> (2) 
ï T T 
T 

Nous verrons, dans le chapitre III, que pour certain type de points singuliers de 2-

formes fermées en 0 e R 2 p , l'équation (2) est équivalente à une équation en 

(3) X . f = h 
T T T 

où X , un germe de champs en OeR2**""1 et le second membre h dépendent de w - Le champ 
T T T 

X présente un ensemble de zéro de codimension 2. 
T 

Dans les problèmes étudiés concernant les champs ou les formes on est donc amené 

à résoudre des équations de la forme : 

12 
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( I ) : X . f = h 

T T T 

ou bien ( I I ) : [x , ï 1 = Z . 
T T T 

Dans ces équations, X est un chemin de germes de champ de vecteurs donné, sin-
T 

gulier en 0 , h , Z sont donnés également, dans £ et V respectivement et l'on chér­
ir T T T 

che f et Y respectivement. 

T T 

C'est l'analogie des équations singulières (i) et (il) qui justifie l'étude simulta­

née dans cet article des problèmes concernant les champs et les 2-formes fermées. 

L'équation (2) se traduit donc par des équations différentielles singulières I 

ou I I . Ici, apparaît une différence essentielle entre les problèmes concernant champs 

de vecteurs, formes différentielles étudiés dans cet article et les problèmes relatifs 

aux fonctions considérées par J. Mather. Dans ce dernier cas, l'équation (2) corres­

pondante a le caractère d'un homomorphisme de modules (d'anneau de fonctions) et on 

peut utiliser pour la résoudre le théorème de préparation et toute une machinerie al­

gébrique mise au point par Mather dans une séries d'articles célèbres. I c i , cette ma­

chinerie est inopérante. 

Pour en convaincre le lecteur, nous allons discuter l'équation suivante : 

(l)X.f = h h € T[\j et f à chercher dans X (n) pour le champ : 

Considérons tout d'abord cette équation dans le domaine formel : 

Si f = Z a^ zi z 2 Ê a n n e&u des séries formelles 

i i ^ 

et h = E b^j z^ € TT̂ , » o n considère l'équation : 

(ï) : X.f = h 
Cette équation est équivalente au système diagonal : 

bij = ^ i Xl + ^ X 2 ^ aij p o u r > i +j * 1 -

Clairement, l'équation (i) à une solution (et une seule) si et seulement si pour 

(i,j), i+j 5 1 iA-ĵ  + jA2 ï 0 c'est-à-dire si et seulement 

Xl/_ £-Q = {m €T Q = Q U {±00} I m $ 0 } . 
x 2 

La solution est alors donnée par : 

aij " V ( i X l + J X 2 ) ( 2 > 

13 
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Remarquons que si £ b ^ z^ z^ est une série convergente, la solution (l) n'est pas 

une série nécessairement convergente si A-,/. < 0. Tout dépend du comportement du 

"petit dénominateur" (iÂ  H- j^2^ P o u r i et j -> ». Nous retrouvons ici des résultats 

du type de ceux de Poincaré, Siegel, etc.. évoqués plus haut pour le problème de 

linéarisation : 

Si . >0 : on a convergence (Poincaré) 
2 

Si A / <0 on a convergence si par exemple, il existe c,u > 0 tels que : 
2 • A 

pour i,j * 1, | 1/j - | || S °/.y (Siegel) 

Revenons à l'équation (I) dans la classe °° . On peut également la considérer 

pour he7Jl/°» c'est-à-dire pour un second membre plat en 0. Nous verrons, dans le cha­

pitre I que l'équation a alors une solution f e Tï£° dès que X est non dégénéré, ce 
Xl Xl qui est le cas si /\ £ - Q . Il en résulte finalement, que si / £ - Q alors 

l'équation (I) a une solution f ̂  ̂ (2) pour tout h «771,-

Nous voyons maintenant ce qui distingue la résolution de l'équation différentiel­

le (I) de la résolution des problèmes relatifs aux fonctions : la résolution de l'é­

quation^00 ne suit pas la résolution analytique, les conditions de résolution étant 

différentes. De même la résolution formelle n'implique pas automatiquement la résolu­

tion^00 via un théorème de préparation, comme on le verra dans le chapitre I. 

La méthode utilisée pour résoudre les équations I et II, qui sera développée en 

détail dans le chapitre I, est motivée par la brève discussion précédente. On traite 

tout d'abord le problème formel correspondant puis ensuite le problème sur les second  

membres plats. Plus précisément, supposons que le germe de champs X^ admette pour en­

semble de zéro le germe de F = IRP x {0} , B P x |Rn"p = lRn pour y T fc[b,l] ; 

on introduit les espaces de champs tayloriens de fonctions et de champs le long de F : 

£̂(F) et V(F) ainsi que les familles à 1-paramètre d'éléments de ces espaces : 

£*(F) et V (F) (voir chapitre I). Si X e. V (F) désigne le champ taylorien de X . 
T T T T T 

Le problème formel associé à (i), (II) est l'étude de la résolution des équations : 

(I) : X .f = h 
T T T 

(II) [x , Y 1 = Z dans *t (F) et V (F) respectivement. 
T T T T T 
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Soit maintenant z = (z-^9.. .z^ ̂ ) et y = (y19...up) des coordonnées des facteurs 

p n~ P et IRP de JRn et JJ7 (z) l'idéal de S (n ) engendré par (z19...z ). 
x n™p 

Le problème plat associé à (i) et (il) est la résolution des équations : 

(I°°) X .f = h 

T T T 

(II00) [X ,Y T = Z dans1W°°(z) et 7]7°°(z) V (n) respectivement. 
T T T T T T 

Maintenant, si l'équation (ï) par exemple est résoluble pour y é 77^(z) et 
l'équation (l°°) est résoluble, alors l'équation (i) est résoluble dans77£,k(z). En 

x 

effet, soit h^ € fJl^(z) et ĥ . e TTJ,̂ (z) s o n champ taylorien. Soit ĝ  la solution de 

(I) : X .g = h 

T T T 

Soit W ĝ éĝ un prolongement de ĝ  donné par le théorème de prolongement de Whitney 

(voir £9] ). Alors : 

X. Wg - h e 77T (z) 
T T T 

Soit g' £ Wm(z) la solution de : 

x UT 

(I°°) X .g' = X Ug - h 
T T T T T 

Alors f = Wgf - g' est solution de : 
T T T 

(I) X f = h . 
T T T 

On peut faire la même remarque pour l'équation (il). 

La justification de cette méthode consistant à résoudre séparément les équations 

formelles, puis les équations sur les seconds membres plats apparaîtra clairement dans 

le chapitre I (Cette séparation n'existe pas dans l'étude des fonctions, où la réso­

lution apparaît comme conséquence de la résolution formelle, grâce au théorème de 

préparation)• 

Nous avons déjà noté sur l'exemple de l'équation (Xnz -r̂ — + X 0 z — ~ ).f = h que 

-•- 1 oZ^ ^ c. 9 Zg 

les conditions de résolution des équations I et I°° sont différentes : l'une, 
Al - \ supposant que l\ £ - Q et l'autre, seulement que / a 2 i» et 0. Une autre 

raison pour disjoindre les deux problèmes est la suivante : il n'existe pas en général 

d'opérateur intégral inverse de la dérivation par X : 

Si y u (m) est le flot de X, il est naturel de résoudre X.f = h par la formule : 

/
0 

h(vp (m))du où u(m) est l'instant de rencontre de la 
u(m) 
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trajectoire u -»- vp^(m) avec l'une des bissectrices{z1 ± ẑ  = 0}. 

Or cette formule d'intégration n'est valide que pour h € ; en effet, elle corres­

pond à une solution f s'annulant sur les bissectrices, alors qu'une solution f corres­

pondant à un deuxième membre h non plat en 0 est en général non plat également en 0. 

Le texte de l'article est découpé de trois chapitres. Le premier est consacré 

à l'étude générale des équations singulières du type (i) ou (il). On en déduit comme 

application une démonstration du théorème de linéarisation de Sternberg et d'autres ré­

sultats annexes ; en particulier on discute l'existence de difféomorphismes de linéa­

risation dépendant continuement de la perturbation. Dans le second chapitre, on éta­

blit des résultats complémentaires pour les germes de champs de vecteurs en 0 €. IR̂  et 

cans le troisième chapitre les résultats concernant les 2-formes fermées. 

Dans chaque chapitre, les énoncés des théorèmes finaux et leur démonstration sont con­

tenues dans le dernier paragraphe. (Théorème 20,21,22,27 du chapitre I, théorèmes 

29,3O,33,36,U0,Ul du chapitre II, théorèmes 22,23,25 du chapitre III). Quelques uns 

d'entre eux ont été énéoncé, ci-dessus, sous une forme parfois un peu différente. 

Je tiens à remercier le personnel du secrétariat du département de Mathématique 

de Dijon pour sa collaboration à la préparation de cet article, et en particulier 

Mme Caumette qui a assuré la frappe du manuscrit avec un maximum de rigueur, dans un 

minimum de temps. 
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CHAPITRE I 

EQUATIONS SINGULIÈRES ASSOCIÉES A UN CHAMP DE VECTEURS. 

Soit X r une famille à 1-paramètre de germes de champs de vecteurs 

en 0 R n . Dans ce chapitre nous nous intéressons aux équations : 

(I) X T.f T = h T et (II) [X T,Y T] = Z T 

associées à X T , lorsque cette famille présente une singularité en 0. 

Nous avons dit dans l'introduction que l'équation (il) est liée 

à la recherche de modèle pour les champs. Nous verrons que l'équation 

(i) est liée à la recherche d'intégrales premières pour les champs de 

vecteurs et à l'étude de 2-formes fermées. 

Dans tout ce qui suit, le champ X T admet comme ensemble de zéros, 

le germe F x [û,l] C R n x [0,1] où F = |RP * {0 } C (Rp x R n~" p = (Rn et 

est non dégénéré transversalement à son ensemble singulier. 

Comme nous l'avons dit plus haut, le problème posé par les équa­

tions (i) et (I ) se décompose en un problème formel et un problème plat 

(c'est à dire pour des seconds membres plats le long de F x [o, ij ) . 

Le chemin X se présente sous la forme : X = X + P où X est le 

T T T 

champ proposé à l'étude et P^ une perturbation. Dans le problème formel 

une question naturelle traitée dans le premier paragraphe, est de rat~ 

tacher la résolution des équations relatives à X T à celles relatives à 
X. 
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Si l'on considère les équations relatives à X , le cas xe pius s i m ­

ple est celui où ce champ a une partie linéaire vérifiant les conditions 

(P^) ou (P 2) définies plus loin. 

Ces conditions expriment que la partie linéaire X^ de X définit 

des opérateurs f -»• X ^ f et Y -> [X.J,Y3 9 formellement inversibles. 

Nous traiterons également d'exemples de champs où les conditions 

(P-j) ou (P̂ .) ne sont pas remplies (De tels champs interviennent naturel­

lement dans l'étude de 2-formes fermées). 

Le deuxième paragraphe est consacré au problème plat. Il existe 

une grande différence entre deux situations possibles étudiées : champ 

hyperbolique ou elliptique transversalement au lieu des zéros. Dans le 

cas hyperbolique9 nous verrons que les équations ont toujours des solu­

tions. Dans le cas elliptique, l'existence de solutions dépend des ter­

mes d'ordre supérieur dans le jet du champ. Nous ne traiterons qu'un 

exemple de telle équation, intervenant naturellement dans l'étude des 

2-formes fermées. 

Dans le troisième paragraphe, nous tirons les premières conséquen­

ces de l'étude des équations ( I ) et (il), en démontrant par exemple le 

théorème de linéarisation de S. Sternberg. D'autres conséquences seront 

tirées au chapitre I I pour les champs et au chapitre I I I pour les 2 

formes fermées. 

1. LE PROBLÈME FORMEL 

1.1. Notât ions. 

Nous désignons par : 

&(n) : l'anneau des germes de fonctions g°° en 0 £ R n 

V(n) : l'espace des germes de champs de vecteurs en 0 £ (Rn 

& T(n) et V T(n) les familles à 1-paramètre T C L091] de germes de fonc­

tions et de champs ( ̂ ^(n) est l'anneau des germes de fonctions de 

R n x [0,1] dans IR le long de {0} x [0 , ij et V T(n) = ë T(n) ̂<g> ̂  V(n) ) 

Soit F = e P x {0} C (RP x (Rn"P = (Rn et y = (y^-.-.y ). 
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z = (z^ zn-p^ d e s c o o r d o n n ^ e s s u r ^ x "C 0} et {0} x (Rn ^ respec-

t ivement. 

On considère naturellement è(n) c (n) et V(n) c. V (n) comme 

T T 

étant les familles constantes. 

Si flS...,f, € ë (n) ou (n) respectivement, on pose : 

1TJ( f 1 ,. . . , f k ) ou 77^ ( f 1 , . . . ,f k ) l'idéal engendré par f 1 ffe dans 

è(n) ou ë^(n) respectivement. On notera ^ ( n ) , 7^(n) l'idéal engendré 
par z 1 9... 9z , y 1 f..-,y et 77£(z) , VI (z) , l'idéal engendré par 

I n~~p • p T 

1 ' ' n-p 

On définit maintenant les espaces de champs tayloriens le long de 

F en posant 

g k ( F ) = ë (n)/7£k+1(z) et V k(F) = V(n)/ÎTZ,k+1(z) V U ) 

et les chemins de champs tayloriens en posant : 

g k ( F ) = è (n)/W k + 1(z) et V k(F) = V (n)/^ k + 1(z) V (n) 

On notera g °° ( F ) , £ °° (F ) , V°° ( F ) et V°°(F) par Ô ( F ) , £ ( F ) , V(F) et 

T T T 

V (F) respectivement. 
T 

Soit maintenant un champ X = X + P ou X € ^(z) V(n) et 

T T 

P €. 171 (z) V (n) . Comme X . 77* ( z ) c ?fë(z) et X ( z ) C fi£ (z), le 

T T T T T T 

champ X opère naturellement par dérivation sur ¿5 (F) et par crochet 

de Lie sur V k(F). 

De même X opère sur £? k(F) et V k(F). Ces opérations ne dépendent 

T T T 
"•'k ^k ^ v que des champs tayloriens d'ordre k : X , X associes a X et X resp-

T T 

pect ivement. 
Le problème formel associé au champ X est la résolution des 

T 

équations : 

( I ) : X .f = h 

T T T 

( I I ) : [ x ,T]= Z 

T T ̂  T 

où X*T €. V^(F) désigne le champ taylorien de X̂ _ le long de F x [0, ij , 

h e % (z) £ (F) , Z e W (z). V~ (F) sont des seconds membres donnés 
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et f É (5 (F), T €. Y (F) sont inconnus. 

T T T T 

1.2. Passage du champ X au champ X̂ .. 

Soit X T = X + P T comme plus haut. Nous voulons relier les proprié­

tés de X^ à celles de X, moyennant certaines hypothèses. 

Supposons par exemple que l'on veuille démontrer que X est de In­

détermination finie. L'espace tangent à l'orbite de X sous l'action du 

groupe Diff(n) des germes de difféomorphismes en 0 € |Rn préservant 0 

est le sous-espace [ x , ?|J(n) V(n)J de V(n). La condition : 

[ x , 7 J&(n) v(n)]^> -nj >

k + 1(n) V(n) (1) 

représente la condition de k-détermination finie infinitésimale. Si 

l'on pose X^ = X + T ( x

k - X) où Xfc est le champ représentatif du jet 

k / '"k >» * j X(0) = X , l'équivalence de X et X f c est impliquée par : 

[ X t , T ^ U ) VT(n)] O î ^ k + 1 ( n ) V T(n) (2) 

Malheureusement ici, il n'est pas clair que l'on puisse déduire 

(2) de (1), même dans le cadre purement formel : c'est à dire déduire 

(2) : [ X x , f T ( n ) r C n ) ] ? ^ k + 1 ( n ) r(n) de 

(t) T x ^ C n ) V(n )J ^ Ô7î, k + 1(n) ̂ n ) . 

Et de plus, il n'est pas clair non plus que l'on puisse ramener 

(1) et même (1) à une condition portant sur des jets d'ordre fini. 

Pour obtenir un résultat, on va remplacer la condition (1) par une 

condition plus restrictive : on va supposer que l'inclusion de (1) est 

donnée au moyen d'un opérateur formel. 

Remarquons tout d'abord que tout élément f" Ê &(F) se représente 

par un germe de série : 

? = germe } a ^ C y J z 1 avec a^e g°°(ftp) , 
en 0 ieGf 

n-p 
espace des fonctions G°° sur IRp ; ̂ n_p désigne l'ensemble des (n-p)-
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i-, i 

mult i-indices i = d 1 ,. . . »in_p) ; z est mis pour z = z 1 ... z

n _ p 

De même : 

f̂  e. (5 T(F) est représentée par une série : 

f = germe le long de ) a.(y,T)z 1 avec a. € (R Px & , i]) 
{0} x £ o , l J i* oS-p 

et Y € V(n) , Y* = germe ^ a. .(y) z 1 T-^— 
en 0 ( i , j ) « C £ _ p * D . - - n l ' J J 

où a i .̂ ̂  g°°(lRP) et (x l 9..,x n) est mis pour ( y 1 , . . ,y p , z 1 . . zn_^) ; 

51 € ? l ( n ) 9 î" = germe le long de ^ a. . (y 9x) z
1 ~ — 

{0} x [ o , l J 1 « J 3 x j 

où a. . * *?°°(IRP x [0,1] ) 

H est un sous espace de <5(F) ou de V(F) déterminé par la donnée 

d'un sous ensemble J de Gr*" ou de Cb- x [l,..n] de la façon suivante : 

n—p n—p 

H = germe ^ a^(y)z^" ou bien : 
en 0 i £ J 1 

H = germe a. .(y) z 1 . 
en 0 é J X » J 3 x j 

On désigne par le sous espace de &^(F) ou de V^CF) : 

H = germe ) a.(y 9x) z o u bien : 
T i u 1 

H = germe XI a.- ^(y.T) z 1 j | - . 

(i,j)«J 1 * 3 3 X j 

Alors : 

^k _ 
DEFINITION 1. - Opérateur formel a de degré s e Z de ^ ° ( z ) /) H ÎT 

(où H C c5(F) est un sous-espace défini comme ci-dessus, à l'aide de 

J C G" ) : 
n-p . 

C'est une application IR-linéaire a : H -> H, définie par 1 ' in-

termédiaire d'opérateurs linéaires continus \. . 
J ,1 

( i 9 j ) 6 J x J (où (5
>°°(lRP) est munie de la topologie de la convergence  

uniforme sur les compacts), de la façon suivante : 
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si a(germe ^ a. (y) z"*") = germe ZẐ -iy) z^ 
en 0 |i| ^ k 1 enO j J 

alors "b . = z X.. (a.) où I i I = i-, + ... + i 
J | k oU<|iU<|j| +s ^ 1 1 n - * 

Pour la bonne définition de a 9 on doit supposer que les opérateurs 

X . . se localisent en 0 €. R p

 9 c'est à dire que pour toute boule B c en-

trée en 0 €. JRP

 9 il existe une "boule B
f

 9 centrée en 0 »telle que X . . 
J 9 1 

induise un opérateur de )g (B 1) dans )S (B). (Par exemple : les opéra-
fy1 

teurs de dérivations, l'opérateur f / f ( n 9 y 0 9 . . . 9y )dn 9 etc...) 
^ 0 2 p 

De la même façon, on peut définir des opérateurs a de 

%°{z) V(F) n H-> H pour H c V(F) ainsi que a de : ̂,^(z) n H T - + 5 ^ et 

de % °(z) V (F) n ? H - pour E C (F) ou V (F) respectivement. 

T T T T T T T 

Dans ces derniers cas, l'opérateur a T est défini à* l'aide d'opé­

rateurs continus X . . : £ " ( I R P x r o . f l ) - E"(1RP x [0,1] ) se localisant 

le long de {0} x [o , i] C R p x [o 91] . 
V 

1 3 3 
Exemple s . — a ) Si X e ( z ) { ̂  g 9 . . 9 -g-j } est homogène de degré k^, 

1 n-p 
alors la dérivation par X est de degré - k̂  + 1 (si k 1 £ 1). 

^ 1 3 3 

b) Si X e 777p (z) {T , . . ,T } est homogène de degré k. , 

la dérivation par X est de degré - k̂  . 

k1 

c) Si X € 7]¿ (z) V(n) est homogène de degré k 1 9 le crochet 

par X est un operateur de degré - k^ + 1. 

La proposition suivante montre que l'on peut comparer l'action de 

X et celle de X̂ . 9 sous certaines conditions. Par soucis de généralité 

nous remplaçons ci-dessous ce champ X par un champ pouvant dépendre 

de T. Mais les principales applications seront pour T = X 9 champ indé­

pendant de T : 

PROPOSITION 2. - Soit € 1% ( z ) V(F) une famille de germes de champ  

taylorien de champ de vecteurs9 s'annulant sur F 
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F = |RP x {0}c IR et H un sous-espace de S ( F ) ou V(F) défini comme  

plus haut . 

Supposons que l'opérateur t* -+ . f̂  ou bien Y^ •+ ["T T,Y T J de_ ô T ( F ) . 

dans ($T(F) ou de V"T(F) dans V T(F) admette un inverse à droite défi-

ni de % ° n H* (ou bien de ^ ° V (F) n H ) dans ÎT 9 de degré k, W T 1 T T T T T I 

(k Q i 1, k 1 > 0) . 

Alors : 

i/ Si H C V(F) , A * Sup(k1 + 2, k Q ) et P*T € fl^(z) V*T(F) est tel que 

[P^ÏT] c H t , l'opérateur ~ t -+ [ X T , Y T ] , pour X T = T*T + ? T , admet un 
^ k ^ ^ ^ 

inverse à droite de : ̂ T ° ( z ) V"T(F) O H T H t , fle degré k 1 

ii/ Si H c è(F) , X i Supd^ + 2, k ) , u 5 Sup(k., + 1 , k -1 ) et 

F ^ ^ f ^ ) ^ , . . , ^ } + « ; < * H â f - .-••^-> est tel que [ ^ . r j C H T, 

1 ' opérateur f ̂  •> X^.f ̂  pour = + P̂ . admet un inverse à droite 

de T ° ( z ) n H* H* , de degré k 1 . 

Démonstration. - Considérons l'opérateur de dérivation (ii) seule­

ment. La démonstration du résultat pour le crochet est analogue. 

Soit f̂  6: . On va représenter f^ par la suite des fonctions 

coefficients d'un représentant de f . 

Plus exactement : 

f T = (a0,...,ak,..) où a^ est la suite finie des fonc­

tions a, = ( a. . ) „ . , 
k 1^•^1n-p f 1 i + - - + 1

n - P • k 

l ( i r . . i n _ p ) * J 

s'annulant sur F est un opérateur de degré $ 0. On désignera par 

(a Q,...,a k) le terme d'ordre k de T .f (Comme la dérivation par 

est un opérateur de degré S 0, ne dépend que de a Q,.. . ,a^). 

L'équation T .f = h avec• 

i T T T 

= (a o,...,a k >..) et h"T = ( b 1 ,.. . ,b n , . . . ) 

s'écrit : 
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b1 = î 1 ( a o ' a 1 ) a V 6 C bo = ••• = b k -1 = ° 
o 

"bfc = T^Ca , . . . ,a k) puisque h T €.'BlT

0(z) n H T 

Soit o l'inverse à droite de la dérivation. Dire que a est de 
T T 

degré k.. signifie que o "h s'écrit : 
l T T 

a T ^ T = ^ o ^ ^ l " " ^ 1 " ' ^ ^ o - ' ^ k ^ k 5 " - 5 

Soit maintenant ?. €. m* ( z ) . . , } + % » ( z ) {j^-, . . } 

Les conditions X £ k 1+2 et y £ k^+1 impliquent, en posant 

1 = Inf(X,y+1), que ? .h s'écrit : 

? T \ = ( ^ ( a 0 . a 1 ) , - . . , P X + l t ( a 0 , . . . , a k + 1 ) , . . . ) 

Ecrivons le système associe au champ + : 

b 1 = T 1 ( a Q , a 1 ) 

bX " î ' x ( a o 9 . . . 9 a i ; + 1 ) + P I(a Q,a 1) 

bX + 1 " ? X + 1
( a o - - - ' a X + 2 ) + ^X ( ao' a1 ' a 2 ) e t c - ' -

avec h T €, (b^... b f c, . . . ) e î£ T°(z) n H T . 

Comme X £ k^+2 , les (X -1 ) premières lignes du système associé 

à X T sont les mêmes que celles du système associe a T T. Elles permet­

tent de calculer a , a l 9...,ar . par : 

O 1 A — K « | — i 

a o = ao ( bo'--' bk 1

)'---' aX-k 1-1
 = " X - ^ - Z V ' - ' ^ - l 5 

D'autre part, remarquons que les fonctions coefficients a Q , . . , a"x_k _̂  

ainsi calculées correspondent à des éléments de H T . 

<*, v — îeme 
On va maintenant calculer a-> grâce a la X ligne modulo les 

1 _ 
a et a- déjà calculées (en effet 1 * ^-k 1-l) : o l i 

â 7 _ k = « ï X _ k ( b o J . . > b I _ 1 , ^ - P 7 ( a o . a 1 ) ) 
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La formule de définition de "J_k

 e s _ t donc : 

( b o ' - • > \ ) m a X - k l

 ( b o - • - V i **l " ^ o ^ o — ' \ > '°1 ( _ ) ] 

Les autres se calculent de la même façon, modulo les a^ déjà 

calculés. 

Remarquons que le calcul est légitime car les coefficients 

b i 9...b. définissent des éléments de *ïTL °(z) (\ H ainsi que les termes 

P-(a Q Îa^), etc... (ici on utilise l
fhypothèse X £ k Q ) . Il est d'autre 

part clair que le résultat 7 appartient à if . 

1.3. Champs vérifiant les conditions ( P ) 

Dans ce qui précède nous avons vu que l'existence d'un inverse 

pour l'action du champ X^ était garantie a condition que l'action du 

champ X ait elle-même un inverse et que la perturbation P soit suffi-
T 

samment plate le long de la singularité de X. 

Nous allons considérer ici le cas le plus simple : celui où X est 

un champ linéaire et donner alors une condition nécessaire et suffisan­

te pour que les opérateurs définis par la dérivation et le crochet 

soient inversibles. 

Considérons tout d'abord le champ diagonal : 

a a 
X = X-z, ~ — + . . . + X z ^— 2 avec X o J. . . »X e IR 

1 1 3z, n-p n - D 9 z 2' n-p 
1 - n-p * 

dans R n = R p x !R n~ p. Le champ X est nul sur F = IRP x {0}. 

L'action de X sur le monôme a^ty^Jz 1 est donnée par : 

^ i n _ P i 

X.(ai(y,T)z ) = ( Z
 i

kX k)a i z avec i = (^,..,1^) 

#v» *v / v i 

Donc l'équation X.f = h avec f = Z a.(y,T) z et 
T T T i 6 G h 1 

h = Z b.(y,T)z J est équivalente au système : 
T j J 

n-p 
b . , = ( Z j X ) a. . pour y (j ...j )€ <o" 

J r , J n - p j=1 K * J1.. Jn-p 1 n p n p 
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n ~ p i a p i a 

Si Y = Z a- . z + Z 3 • • z T-2— et i G (S-* 
T j-1 X ' J 9 Z j j-1 X ' J 3 y j n _ P 

n _ p î a p - - L a 
Z = Z oT. . z — + Z 3. • z -f et i fc G~~ 
T - = 1 i.j 3z. . = 1 i,j 3y. n-p 

Le crochet [ x ^ , ? ^ = Z^ est équivalent au système : 

n-p 
Z (i kX- ) - X ai,j a V e C 1 = ( i 1 » " * i n - p ) 

h,5 
r n - p • 1 
[k!1 V k J ei,o 

Nous voyons que les équations (i) et (il) sont équivalentes à des 

systèmes diagonaux. L'équation (i) est résoluble sur T T ^ ( z ) si et seu­

lement si pour \f(i1,..îin__p) € < 5 ^ _ p ~ {(0,..,0)} on a Z i k X k 9
e 0 . 

L'inverse o de Î Ï J , t ( z ) dans 7Ï[,t ( z ) est de degré 0. 

De même l'équation (il) est résoluble si et seulement si pour 

Vj £ [l,..,n-p] et , . . ,i ) £ <5~n_v tel que |i| = i.j + ..+i * 2 
n-p F 

on a X. - Z iiXv ^ 0 et si pour tout i = (i 1 9...,i ) , |i| £ 1 on 
j & *• ' n-p 

a Z ^ 0- L'inverse du crochet, de degré 0, est alors défini sur 

£----7T— > *<T£»îïâfr â - > • 
1 n-p * 1 p 

Les conditions peuvent être écrites pour un chemin de germes de 

champ quelconque s'annulant sur F x f0, ij . Soit un tel germe repré­

senté par un champ sur un certain voisinage W x [o, i], W voisinage de 0, 

s ' annulant sur F x [o , lj. En chaque point (W f\ F) x \o , sont définies 

les valeurs propres X 1(y, T) ,...X n_ p(y,T) de la partie linéaire du re­

présentant, transversalement à F (Les autres valeurs propres sont tou­

jours nulles). 

DEFINITION 3. - Soit X e V (n) un germe de champ en 0 €. © n , s 'annulant 

T T " 

sur F x [o,l] , F = R P x {0} . Soient X ̂ (y, T ) , . . , X n _ p ( y, T ) les valeurs  

propres de la partie linéaire d'un représentant de X^, dans un voisi­ 

nage de 0 . 
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i/ On dira que X vérifie les conditions (P^) si X possède un re­ 

présentant pour lequel : pour tout ( i ̂  , . . , i n _ p ) €. C B ^ _ p tel que 

|i| = i 1 + .. + i n _ p 3* 1 on ait z i k x k ^ y , T ^ ^ 0 P ° u r 

V ( y » T ) £ ( F n W ) x [p , 1J où W x [p,l] es t le voisinage de définition d'un  

représentant de X 

ii/ On dira que X vérifié les conditions (P n) si X possède un 
T £ T  

représentant pour lequel, pour tout ( i ̂  , . . , i n _ p ) €• G^-p ^ e 1 q- u e 1*1 £ 2  

et tout j e [ 1 , 2 , . . . ,n-p"] on ait \ ̂  (y,T ) - £ i kX k(y »T ) f 0 pour 

(y,r) G (F O W) x [ 0 , 1 ] . k 

R emar ques. 

1 ) Les conditions (Pg^ impliquent les conditions (P-j) 

2) Les conditions (P-j ) impliquent que toutes les valeurs propres 

sont différentes de zéro. Le champ X est normalement non dégénéré, le 

long de sa singularité F. 

Soit T un champ linéaire, non nécessairement diagonalisé, ayant 
T 

sur un voisinage W x [0 ,1f] , un représentant de la forme : 

T = £ et . .(y,x)z. -~— avec (y,T)€(WHF) x [0, i] . 
T . . 1,j J d Z . 

Désignons par & ( z ) k les polynômes de degre<k en z = {z.j,..,zn_^ 

et par v ( z ) k les champs formels à coefficients dans ^ z ) k

 : 

V(z), = ^(z)v^T^— >T^—} • La dérivation par T induit, pour 

V(y,x) €. w <̂  F x £0 , i j 3 , une application linéaire p x k(y»
T) d e %»(z)k 

dans % ( z ) k - De même, le crochet par X envoie, pour tout (y9T)V(z)k dans 

V( z ) k + < | . On définit une application linéaire p x k(y>
T) e n faisant sui-

vre le crochet de la projection naturelle de v( z) k +-j
 s u r V^ z^k" ^ l o r s : 

LEMME k. - Les valeurs propres de l'application p x k ( y,î) de fe(z)k 

dans ^ z ^ k

 9 associée à la dérivation par T sont égales à 
n-p T 

E i-X-(y»T) pour yi = (i 1 9...,i _ ), |i| £k. Les valeurs propres • _ 1 J J ' n p 

de l'application k^y»
T) V^ z^k d a n s V^ z^k* associée au crochet par 
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n-p 
T T , sont égales à A . ( y 9 T ) - E î  A ̂  ( y 9 T ) et à E i ̂ A ̂  ( y 9 T ) pour  

J i=1 k 

>ji = ( i 1 9 . . . 9 i n_ p) » |i| ^ k et_ >Jj = 19...9n-p si dim F > 0. (.Si. 

dim F = 0 9 les valeurs propres sont uniquement égales à 
n-p 

A • ( y j T) ~ Z i £A, (y 9x) ; (y 9T) C W O F x , l] , où_ W * Lo , 1 J est le 
J i=1 

domaine d'un représentant de ). 

Démonstration. - Le résultat est vrai dans le cas d'un champ dia­

gonal réel comme on l'a vu plus haut. On peut l'étendre facilement au 

cas diagonal complexe donc lorsque les valeurs propres sont 2 à 2 dis­

tinctes èt distinctes de 0. Il demeure vrai par continuité lorsque des 

valeurs propres s'annulent ou deviennent multiples. 

Il en résulte que si le champ T T vérifie les conditions (P-j ) 

(respectivement (P 2)) la dérivation, (respectivement le crochet) admet 

un inverse de degré 0. En appliquant la proposition 2 on trouve donc : 

PROPOSITION 5 . - Soit T = E CL. .(y,i) z. un champ linéaire en z 
T i»J J d z ̂  

vérifiant les conditions (P-j) (respectivement les conditions (P2))« 

Mors si P T e %*lz)i } +rç T(z){gj- , . . , a f - > , la déri-

vation par le champ X̂ . = T T + P t admet un inverse cr̂  sur u/,T , de de- 

gré 0. Si P T € . T T ^ ^ ( z ) V T (F ) , le crochet par X T admet un inverse a T sur 

T T { 7 ^ ( Z ) V T ( F ) de degré 0. 

On tirera, à la fin de ce chapitre, les conséquences pratiques de 

ce résultat, en ce qui concerne par exemple les propriétés de linéari­

sation des champs. 

1.. k. Champs ne vérifiant pas les conditions (P). 

Nous allons maintenant nous intéresser à des champs pour lesquels 

les conditions (P) ne sont pas vérifiées . 

Supposons tout d'abord que les conditions (P-|) ou (P^) soient vé-
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rifiées à partir de |i| £ k pour le champ linéaire X = E a^ ^.(y)ZJ — — . 
1 9 J 1 

Alors,d'après le lemme h , l'opérateur de dérivation par X ou de crochet 

**** k k 

est inversible sur Tl^ ( z ) et ^ > T ( Z ) V t respectivement. Un cas particu­

lier important de cette situation est celui ou X est une contraction 

ou une dilatation hyperbolique,, c'est à dire celui où toutes les va­

leurs propres ont une partie réelle de même signe. Alors les conditions 

(P 1) sont toujours vérifiées et les conditions (P 2) le sont pour |i| £k 

k assez grand : 

PROPOSITION 6 . - Soit X = Z a. -(y)z. - un champ linéaire tel que 
i,j X' J J 3 z i 

les valeurs propres X^ (0 ) , . . . , ̂ n_p(°) aient toutes une partie réelle 

différente de 0 et de même signe. Alors si k est le plus petit entier 

strictement supérieur à Sup |Re X . (0)|/Inf|Re X.(0)| , le crochet par 

X, admet un inverse à droite o^9 de degré 0, défini sur Ï Ï J ^ C z J V ^ . 

Démonstration. - Si | i | £ k et j ê [l » • • • »n-p] 

|Re(X.(0) - E i X (Q))| * - Sup|ReX.(0)| + |i| Inf|ReX (0)| 
J s S S j J s S 

* - Sup|ReX,(0)| + k Inf|ReA s(0)| 
j s 

On peut choisir un représentant de X sur un voisinage W, tel qu'en tout 

point y fi W O F on ait encore : 

- Sup |Re X.(y)| + k Inf |Re X (y)| > 0 
Ô J s 

Il en résulte que les conditions (P 2) sont vérifiées pour |i| ̂  k. 

Dans le cas où X n'est pas contractant ni dilatant, il est possi­

ble qu'il existe une infinité de relations (P-j) ou (P^) non satisfaites. 

Par exemple si E À., i • = 0 pour un multi-indice (i1,..,i _ ) on a encore 

d u I n p 
Z m X • i • = 0 pour >/m e W et pour W x , : X, - X, - E mX . i . = 0. De 

J 

plus, contrairement à ce qui se passe dans le cas contractant ou dila­

tant, les conditions (P-|) et (P 2) vérifiées en 0 £ R
P n'impliquent pas 
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les mêmes conditions aux points y voisins. Cela suggère que la situa­

tion peut être très complexe si l'on permet aux A.(y) de varier en fonc-
«J 

tion de y. Nous ne traiterons dans ce qui suit que quelques exemples de 

champs pour lesquels les A. sont indépendants de y. Ces champs sont liés 

directement à l'étude des 2-formes fermées comme on le verra au chapi­

tre III. 

Soit un chemin de champ , présentant une singularité de codi-

mension 2 , F x [p , 1 J et s'écrivant : 

T T " A X 2 0 , T

( y ) + z 1 Z 2 X 1 1 , T

( y ) + Zl X 0 2 j T

( y ) + e z 2 I i ; + Z 1 3 ^ 

avec e = ± 1 et X_. (y) 9 X.. (y) et X._ (y) des germes de champ le 

long de {0} x [ o , l ] C F x [0 , l ] . 

Le champ admet F x [p , l] comme ensemble de zéros et est norma­

lement non dégénéré ; ,T fixé, ne vérifie pas les conditions 

(et donc pas ( P 2 ^ n o n P l u s ) c a r l e s valeurs propres A ̂  , A^ sont telles 

que A-j + A 2

 = °* Cependant nous allons voir que la présence du terme 

d'ordre 2 permet en général d'inverser l'opérateur de dérivation : 

PROPOSITION T . - J | o i t . T T = z f X 2 0 ) T + Z l z 2 X 1 1 ) T + z 2 x 0 2 j T + e + z 

un champ comme ci-dessus. Supposons que X 2 Q ~ e X 0 2 T ^ ° ^ ^ °" A L O R S 

l'operateur de dérivation par admet un inverse défini sur 

*TTLt ( z ) % T ( F ) de degré 2 , tel que si î ^ e (y , z ) alors a ïî^ %^ (y 9z) . 

Démonstrat ion. - Nous allons nous limiter au cas hyperbolique 

( e = + 1 ) . Dans ce cas on peut diagonaliser la partie linéaire par le 

changement réel de coordonnées : 

z - Z l + Z g z - Z 1 ~ 2 2 

L \ " 2 ' L2 " 2 

(Dans le cas elliptique, e = - 1 , le plus simple est de complexifier IRn 

puis de ne retenir que les solutions réelles. Le champ étant alors dia-

gonalisable la résolution est analogue à celle que l'on va décrire ; 
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on omet d 1 indiquer partout le paramètre r)« 

Après le changement de coordonnées, et en conservant les variables 

y 1 • • • »vp » z -j » z 2 l e champ sfécrit : 

Z ? X , 2 0 + Z 1 Z 2 X ,11 + Z 2 X , 0 2 + Z1 Tl^ ~ Z 2 âl" 

avec : X 1

2 Q = X 2 Q + + X Q 2 , X ?

n = X 2 Q - X Q 2 

6 t X , 0 2 = X20 " X11 + X02 

La condition (X 2 Q - X Q 2 ^ ° ^ e s t ^ u i v a l e n t e à X' -j ( 0 ) f 0 

Ecrivons l'action de T T s u r f
1 5 Z a. • (y,T ) tS Z^ €. £ (F ) 

T . f = h avec h = Z b. ;(y,T) ztz^ donne par le système Z : 
i.j l s J 1 2 

b. . = X' .a. _ . + X ' . a . i . •+ X' .a. . _ + (i-j)a. . i,J 20 1-2,j 11 i-1,j-1 02 i,j-2 ° i,j 

avec la convention : a . . = 0 si i ou j < 0. 
i j J d 

Comme X'^(0) £ 0 , on peut supposer choisies des coordonnées (y^j.-jy^) 

et un représentant de tel que X 1 ^ ^ » ^ v . 

Ecrivons les premières lignes du système Z : 
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b 1 0 = a i o 

b 0 1 = _ a01 

b 20 = X 20 a 00 2 a 2 0 

b 1 1 = X î l a 0 0 °'a11 

b 02 = X 02 a 00 ~ 2 a 0 2 

b 3 0 = X 2 0 a 1 0 3 a 3 0 

b 2 1 = X î i a i 0 + X 2 0 a 0 1 a 2 1 

b 1 2 = X Ô 2 a 1 0 + X î l a 0 1 ~~*-\Z 

b 0 3 = X 02 a 01 ~ 3 a 0 3 

\0 m X 20 a 20 Su 

b 3 1 = X n a 2 0 + X 2 0 a 1 1 2 a31 

b 22= X i 2 a 2 2 + X ; i a l 1 + X 2 0 a 0 2 0 a 2 2 

b

1 3 = ^ 2 a 1 1 + X l ' l a 0 2 " 2 a 1 3 

B O U = X Ô2 a 02 -kaOk 

Désignons par E^ ̂ e bloc des (k+1 ) lignes correspondantes aux indices (i,j), 

i+j = k. Le système E se décompose en 2 sous-systèmes : E. = U K, et imp « . . . K k impair 
E . = U E, . 
pair _ . k * k pair 

Pour E . . on peut construire un inverse a. de degré 0 : E . est inversi-
împ. i 1 

ble, E^ est inversible modulo aQ-| et a^Q, etc.. Pour E pair, la situation est dif­

férente car la matrice diagonale "b. . = (i-j)a. . n'est pas inversible si i+j est 

1 9 J 1 » J 

pair. Ceci va être compensé par la présence du terme X^a^_^ sur la ligne (i,i). 

On peut construire un inverse de degré 2 pour E pair, de la façon suivante : 

On considère dans E^ la ligne : 

b n " x i i a o o a v e c x i i = ' 

On détermine a Q 0 par : a Q 0(y) = J Q b 1 1 ( N,y2,.. ,yp)d N . Puis, modulo a Q 0 ainsi 

calculé, on trouve a 2 Q et a Q 2 : 
1 1 

a 20 = 2 ( b 2 0 " ^ O O 5 E T a 0 2 = 2 ( b 0 2 ~ X Ô2 a 00 ) 
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Passons au "bloc 

La ligne : b 2 2 = X02 a20 + X11 a11 + X20 a02 P E R M E T d e calculer a n 

modulo a 2 Q et a Q 2 déjà trouvés, par la formule : 

a11 (y) ° ) o

 ( t22 ~ X02 a20 " X 2 0 a 0 2 ) ( n » y 2 " - ' y p ) d T 1 • 

ce qui détermine, grâce aux autres lignes, a ^ , â -j » a ^ > aol+" E t 

ainsi de suite, on construit l'opérateur a p. Le degré 2 de cet opé­

rateur vient du fait que a. . est calculé grâce à la ligne (i+1,i+l). 
1 9 1 

L'inverse a est donné par a = a• © a . 
T T 1 P 

Enfin, remarquons que si h = £ b. . z z^ €. TTL (y,z), c'est à dire 

bv fll?5~k~^(y)» la solution a h appartient à Ï L ^ C y . z ) . En effet : 

Îy-] 3 

-, (n 9 y 2 , . . . ,yp)dn et comme b^é. % T ( y ) , on a 

a 0 0 e fitjîjr). 
Puis a 1 Q et a o ie. car b 1 Q et ̂ Q-|^ 

X'20 a00 e t X 0 2 a 0 0 6 ^ ? ( y ) = * a

2 0

 e t a 0 2 £ ^ T ( y ) 

» „ 6 H j C y ) car t 2 2 e f i ( l T ( y ) 

et a 3 Q , a 2 1 , a 1 2 , a Q 3 e lî^^. C y ) 

Ce qui fait que nbT ( z, y ) . 

D'après la proposition 2, nous savons que s i P 6 ^Rj ̂  ( z ){•——... —} 

/s/ T T d y ̂  d y^ 

+ (z){-r-|—»T§—} > alors la dérivation par X = T + P admet un in-

T d Z ^ d Z g T T T 

verse sur ffĵ  ( z ) . Nous allons améliorer légèrement ce résultat en 

jouant sur le fait que le système E est formé d'opérateurs de degré 0 

(multiplication sur des nombres) et de degré 1 (dérivation). Cette 

amélioration est essentielle pour la suite : 

P R O P O S I T I O N 8. - s o i t T T - « J ^ o ^ + ^ a i n . ^ o a . T * 6 ^ + ^ 

e = ± 1, comme plus haut et ? te ^(z)V t(F). Alors la dérivation par 

X = T + P admet un inverse a.' , d'ordre 2, défini sur 7/7, et tel 
T T T ; T 9 ' U T 

que si h T6 ^l^(y,z) alors o± h^e, <flL^(y,z). 
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Démonstrat ion. - Dans le système Z correspondant à la dérivation 

. 
par rapport a T on groupe les termes exprimant les b. . , i+j = k par 

T 1 » J 

rapport aux a. • , i+j = k : ils forment la diagonale du système. Puis 
1 9 U 

les termes exprimant les b. . , i+j = k en fonction des a. . , i+j = k-1: 
1 9 J 1

 9 J 
ils forment la première sous-diagonale , etc... 

L'adjonction de la dérivation par P^ n'ajoute rien à la diagonale 

ni à la première sous-diagonale car ( z ) V T(F). 

Dans la deuxième sous-diagonale apparaissent des opérateurs de 

degré 0 (multiplication par des fonctions). Cette remarque permet 

d'imaginer facilement un opérateur : Z^ est inchangé ainsi que Z^. 

Dans Z , on peut toujours résoudre modulo les a. . déjà calculés : a_n 

et a Q 1 . 

Passons à Z^. L'équation permettant de calculer a ^ dans le système 

associé à T T était : 

* 2 2 = X Î 1 a l 1 m o d ( a

2 0 ' a 0 2 ) 

qui était une équation régulière (̂ ^ £ 0 ) . 

Elle est remplacée par : 

b 2 2 M X Î 1 S 1 1 + X 2 , T ( y ) â 1 1 m o d ( a 2 0 ' a 0 2 ' a l 0 ' a 0 1 ' a 0 0 ) 

où X (y) est une fonction dépendant de P . 

c. , T T 

Soit : 

b 2 2(y) + P 2(y) = X ^ a , , + X 2 a n 

où P 0(y) dépend des a. • déjà trouvés. 

Cette équation reste régulière. Si 

A 2 s T ( y ) = exp [ - f ^ 2 f T(n,y 2,-.,y p)dT,] 

on peut poser : 

a l 1 = A 2 , T ( y ) J A

2

1 ( T l ' y 2 9 , - , ' y p ) [ D

2 2
( T l 9 y 2 9 , , ) " P 2 ( n ' y 2 " - ) ] d n 

Plus généralement, on aura une ligne : 
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b. . . . = X'^a. . + A-(y)a. . modulo les a. . déjà calculés qui est 

1 ' I j 1 T I IL 1 ̂  IL 1 ̂  J 

une équation différentielle régulière en a. . pouvant se résoudre com-

me ci-dessus. 
Il est d'autre part très facile de vérifier que si h C fïL ( y, z ) alors 

T T 

h^e fll,J(Y,z), comme il a été fait dans la démonstration de la pro­

position 7-

Nous allons maintenant montrer que le chemin du lemme précédent 

peut être simplifié par un changement de coordonnées. Au lieu d'aborder 

directement l'équation |_ x

T»
Y

Tj
 = Z

T » trop difficile, nous allons mon­

trer que la proposition 8 ci-dessus permet de construire une intégrale 

premiere formelle de X . Soit donc '. 
T 

¥

T " Z f X 2 0 , T

 + - Z 1 Z 2 X 1 1 > T

 + z 2 X 0 2 , T

 + e Z 2-T77 + Z 1 I T 0 O M M E C I " L M 8 U » » 

P G (z)V (F) et X = T + P . Remarquons que : 

T T T T T T 

h T = ï T . - £ z*)& m J( Z lz 2) 

^ */ ~j 

et résolvons X'^. f̂  = h^ par 1 operateur construit dans la propo­

sition 8 : 

Si f = a h , il est facile de vérifier que f 6 tïl (z„z_). Mais de 

T T T T V T 1 d 

plus, si l'on regarde la construction explicite de a la solution 
T 

f = E a. .(y AT)z^z^ est telle que : 
T 1 9 J ' d 

a 0 0 5 0 • a 1 0 5 a 0 1 5 0 • a 2 0 5 a 0 2 S 0 ' e t »11 f 0« T> • 0 

D'où ? t6 Tri^(y,z1 ,z 2) . 

>» A / 2 2 ~* 

Il en resuite que le champ taylorien ĝ_ = ẑ  - e z^ - f T s'annule qua-

dratiquement le long de F x £0 , lj et est non dégénéré (de Morse) aux 

points {0} x £0 , l] C R n x f 0 , 1J : on peut représenter g^ par un champ 

taylorien le long de F x [ o , l ] qui est de Morse en tout point de 

F x [ o , l J . Et de plus g^ est une intégrale première formelle de X^ 

car X .g = 0 . 
T T 

En appliquant le lemme de Morse (à paramètres y et T) on obtient un 
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chemin de germes de diffeomorphismes G T a l'origine tel que G T 3 t^ T = X T , 

et que G T fixe les variables y,T : 

S Z = Z 1 (z ,z ,y,T ) 

Z 2 = Z 2 ( z 1 > z 2 ' y » T ) 

et tel que X^(z^ - e z^) E 0. 

Cela signifie que le champ s'écrit : 

ï\ = Y T + P ( T , y , z 1 T 8 2 ) [ e z 2 y L - + z , y f - ] 

V(T, 0 , 0 , 0 ) / 0 

et Y T parallèle a F est de la forme : 

*T - z ? X 2 0 , x + Z 1 Z 2 X H , T + z 2 X 0 2 , x m ° d 

Considérons un nouveau changement de coordonnées H T de la forme : 

= y 1(y»
T»z 1,z 2) 

avec Y 1 ( 0 , T , 0 , 0 ) = 0 

Y = yT5(y,T;z1 ,z 2) 3Y. 

Z * = z * z\ - \ « * ( 0 . ^ . 0 . 0 ) ) * 0 

On cherche pour que : 

H T * ( T ; X ; ) = z i ^ o ( ° ) + - - - + z 2 x o 2 ( 0 ) + e z 2 ï i ; + zi i f ; 

On a : 

H f 1 X') 

T * y T 

(- X» .Y. 
У т i ду± 

Э , Э 
Z 2 3 z 1

 Z 2 8 Z l 

Compte tenu de (Z^ = z^) on doit résoudre 

( 1 ) — X' Y. = a,- où a- est la composante de 
y T i i i 

zfx 2 0(5) + » 1 » 2 X n ( 0 ) + z^X 0 2 (0 ) s u r ^ - . 

Comme [z^X 2 Q ( 0 ) +. . .+ z 2X Q 2 ( 0 ) ] . y. = -J- X^ . y. mod ( y, z ) , on est 

conduit à chercher Y. sous la forme : 
i 

Y^ = y^ + tf i et l'équation ( 1 ) devient : 
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1 x- «f = (c. - 1 y . ) e H , 3 ( 3 r . 8 l . . 2 ) 

T T T 

D'après la proposition 8, il existe une solution *f ̂ €• ^& 2(y 9z 1,z 2) et 

= + définit bien un dif f éomor phi sme. 

On a donc le résultat : 

LEMME 9 . - Soit T t = z
2 X 2 0 j T + z ^ X ^ + 2

2 X 0 2 j T + e z, jf- • z 1 ^ 

avec X (0) - e X (0) # 0 et P B /ïïk3(y)V (F). Alors il existe un 
— ^ — du jT uc j T T T T — — — — — » » — ™ 

chemin de germes de difféomorphismes fixant l'origine : G^ , avec 

dG T ( 0 ) = Id et un chemin y - £ %^(F)9 y T ( 0 ) î 0 tels que : 

i£* ( T T + ^ • Z ^ 2 0 i 0 ) + Z 1 Z 2 X 1 l i ° > + ^ 0 2 ^ ° ) + 6 Z 2 Fi; + Z 1 5 ^ • 

Ce lemme nous sera utile dans le paragraphe suivant pour traiter les équations 

posées par un champ X̂ . elliptique. Si est un chemin comme plus haut, mais avec 

? T ê- ir^ 3(z)V T , en classe , le lemme 9 montre que l'on peut trouver 

un chemin de dif f éomorphi sme s Ĝ  et un chemin tels que 

l i T

G T . X T = *?W0> +
 Z 1 Z 2 X H ( 0 ) + Z 2 X 0 2 + E Z 2 â f ; + Z ! + K 

avec P^£ ̂ "(z) . 

2 . LE PROBLÈME PLAT 

Soit X T un chemin de germes en 0 €. |Rn ayant pour ensemble de zéros 

le germe de F x [o, l] où F = R P x { 0} C K n . Nous allon s maintenant 

considérer les équations : 

(1° ) : X T . f T = h T 

pour h T € ^T{z) à résoudre avec f £ ^^(z) et 

(II°°) : Fx ,Y 1 = Z pour z e H ^ C z J V (n) à résoudre avec Y C TR,00 ( z ) V (n). 
L T T J T T T T T T T 

Dans ce chapitre, nous ferons l'hypothèse que la singularité 

F x [ o , 1 J est transversalement non dégénérée, c'est à dire que le 1-jet 
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de X T en 0 G. |Rn s'écrit : 

j \ ( 0 ) = Z A (,) z ^ H - Ï * (x) z . ^ -

et que la matrice (a. . (T ) ) . . est non dégénérée pour €. J~0, 1 1 . (Nous 
1 9 J 1 9 J 

traiterons au chapitre suivant de cas de champs plus dégénérés). 

Le cas le plus simple est celui où les valeurs propres X (T ) , . . . , 

X (T) de la matrice (a. .(T)). . ont toutes une partie réelle diffé-

rente de zéro : nous dirons qu'un tel chemin est hyperbolique. Dans ce 

cas, sans hypothèse supplémentaire sur X T, les équations (I ) et (II ) 

sont résolubles. La situation devient bien plus compliquée lorsque 

certaines valeurs propres sont imaginaires. Nous ne traiterons ici que 

la seule équation (i ) correspondant au chemin elliptique déjà étudié 

formellement plus haut. 

2.2. Le cas hyperbolique. 

Nous voulons démontrer : 

THEOREME 1 0 . - Soit X T un chemin dans V T ( n ) de zéros le germe de 

F x [p , J et hyperbolique . Alors si h T €. TTJ," ( z ) ou bien si Z T G. 1R, " ( z ) V T ( n ) 

les équations : 

<l"> : X t f T = h T 

ou bien (II°°) : [ X

T>
Y

T] =
 Z

T sont résolubles avec f T€ Ifl" ( z ) et 

Y Te
 <^»"(z)VT(n) respectivement . 

Démonstration. - La démonstration est assez longue et va se faire 

en plusieurs étapes. L'idée est de construire la solution f T par exem­

ple, par intégration de h T le long des trajectoires d'un représentant 

de X̂ . . En fait, cette intégration ne sera utilisée que dans le cas 

particulier décrit dans la proposition qui suit. La solution du cas 

général sera obtenue comme somme de solutions particulières. 
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PROPOSITION 1 1 . - Soit F = ( R P x { 0 } c e n e t X = X» + X " un chemin de 

T T T 

germes de champs tel que : 
i/ X 1 €. ( z ) {— , . . } et est normalement contractant à la singu-

T T d Z 1 o Z 1 n—p 

larité (les valeurs propres de la partie linéaire X ̂  ( T ) , . . .,X n_ p(T) 

ont une partie réelle < 0). 

ii/ X " € ^ Qy »• ••» 3y } (ce champ ne s'annùlant pas nécessairement  

sur F x [0, l] ) . 

Alors les équations I°° et II°° ont des solutions f̂  e 77£~(z) et 

Y T

€ T ï l " ( z ) V T(n) pour h T € 7^~(z) et Z t €. s ) V ( n ) . 

Démonstration de la proposition. - On choisit un représentant 

du germe , encore noté X^ > défini sur un produit 

V = B 1 x B 2 x [0,l] C DR
P x R n" P x £0,l] où B 1 est une boule en 0 6 fR

P, 

B 2 une boule en 0 € |Rn~p . 

2 2 2 Soit p = z, + ... + z K 1 n-p 

On peut choisir B 1 et B 2 de rayons suffisamment petits, pour qu'ils 

existent deux constantes C

1 9 C

2

 : 0

 K C 2 < C1 P o u r lesquelles, dans V, 

on ait : 

- c 1 p $ X t . p $ - C 2 p . 

Ceci est possible car X^ est supposé avoir une composante parallèle au 

facteur IRn p contractante (Si e > 0 est fixé, on peut choisir B.j 9B 2 

telles que - C, = 2 Sup R e ( x . ( T ) ) + e et - C, = 2 Inf Re(x i(x))-e) 

i.T i,T 

Soit maintenant une fonction ^ sur (RP, de classe telle que 

= 1 dans la boule ~ B 1 (boule de rayon moitié), y E 0 sur R P \ B I 9 

que pour V y £ R P : 0 $ i|> (y) $ 1 . 

Si X^ et X" sont les composantes de X̂_ parallèles respectivement à 

tRn~p et à (Rp, posons : 

T = X' + fX" 
T T ' T 

Le champ est égal à X^ sur V = ~ B.̂  x B 2 x £0,l], 
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Ce champ T T vérifie encore : 

- c 1 P
2 * T T P

2 * - C 2 P
2 ( 1 ) 

Mais surtout, il est facile de voir que si m e V et si Cf>u(m) désigne 

le flot de Y T , la trajectoire positive : {^(m) | u > Ol appartient 

tout entière à V et que 4>u(m)
 x ( o ) X {T} ( Tcomposante de m) 

pour u + °°, uniformément par rapport à m e V. 
00 

1 ) Nous allons tout d'abord considérer l'équation I . 

Pour démontrer la proposition, il suffit de montrer que, quelle que 

soit la fonction h € 71^™(z) ̂ "(V) , il existe f € z ) )g°°(V ) telle que 

T^f = h sur V (i?°°(V) désigne l'espace des fonctions ï f °° sur V et 7Z^ ( z ) 

l'idéal engendré dans cet espace par ẑ  et z 2 . On ne note pas l'indice 

T pour alléger l'écriture). 

Comme chaque orbite de tend vers B 1 x { o } x {T} pour u +°°, 

on va chercher f par la formule intégrale : 

f(m) J h(Cf>u(m))du (2) 
J 0 

Il est bien clair que si cette intégrale définit une fonction i f °° de m, 

cette fonction f vérifie T f = h. 
T 

Nous allons tout d'abord montrer que l'intégrale définit une fonction 

continue de m en vérifiant qu'elle est uniformément convergente par 

rapport à m, pour u -> + °°. 

Pour cela, nous allons estimer la façon dont cp^(m) tend vers 

B 1 x {0} x { i K c ' e s t à dire la façon dont p ( i f u ( m ) ) tend vers 0 pour u 

tendant vers +»). 

Des inégalités (1) on tire par intégration : 
C1 C 2 

~ — u 2 U 

p(m) e $ p ( c p u ( m ) ) $ p (m) e (3) 

Maintenant, puisque h € ^"(z) f? °°(V), si I h ^ désigne la borne supé­

rieure des valeurs absolues des dérivées premières de h sur V on a : 
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|h(m)| $ (n-p^h^ p(m) 

D'où l'on tire : r 

P u 

|h(cp u(m))| $ (n-pJlh^ p(m) e 

Le majorant est une fonction uniformément convergente d'où le ré­

sultat: f(m) est définie et continue par rapport à m. De plus f(m)=0 

si m € {0} x { B > 2 x [0,1] • 

Nous allons maintenant établir l'existence des dérivées de tout 

ordre de f. Si g est une fonction ë sur V, on désigne par J (m) la 
3m 

dérivée partielle correspondant au multi-indice a ; Si a = (a^ ,.. 9a^+^) 

on pose | ot | = a 1 + ...
 + a n + 1 . 

On désigne par : 

l g l r " , ? U * | ^ ( m ) | 
r |a|* r > 3m a 1 

m G V 

Pour montrer que f admet des dérivées partielles de tout ordre on 

doit prouver que, quel que soit a : 

h( <f (m))du converge uniformément pour u •+ 0 0 

0 3m a U 

3 a 

Développons h(<p (m)) en fonction des dérivées partielles de h et 
3m a U 

de <-pu et majorons : 

- ^ h ( i p (m)) * ( n + 1 ) 8 Sup (a))| sup (m) 
>3ma U |S|«|af3mB U ' | Y | « | a | 3m Y 

Comme h est plat le long de F x [ o , l J on peut estimer : 

3 3h , , 

3m P 2 k 3| +k
 p ( m ) 

Puis, en utilisant la majoration (3) : 

3m 

(n-p ) I, i 

l h l | 3 | 

— 2 

, ,k - "I" U 

p(m) e 
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D 1 où en désignant par n 1 le rayon de la "boule B : 

|6|«[a| 3m e U 2 k i B ' + k 1 

3 Y U> (m) la I i , 
e t S u p _ J J Î g | u> | I" I 

Nous devons estimer | Lp^| . Pour ce faire, on part de l'équa­

tion de définition du flot : 

du T( 4> u(m)) 

D 1 où l'on tire par dérivation 

du Эт » г 
3T n o , u

 9 ^u 

3T 3 *f u 
où — désigne la matrice des dérivées premières de T et 9 m la matri­
ce des dérivées premières de 4*^/ 

Cette équation différentielle est linéaire. On peut estimer facilement 

la croissance de ces solutions et on trouve : 

. 3 . i . (n+1 u 

I 3nî ^ul 0
 = I ̂ u I 1 * e 

Plus généralement, en dérivant successivement l'équation de définition 

de tf^ et en estimant les solutions des équations différentielles obte­

nues, on montre que, pour V r €. N, il existe une constante > 0 tel­

le qu e : 

D | T | u 

I H > J r * *
r r < * > 

En regroupant les diverses majorations obtenues, on trouve que : 

h £ h ( 4 , u U ) ) | « ( n + l ) M | h | | a | + k e x p [ | a | D I a | | T | ^ r ^ ] u 

On obtient ainsi une majoration par une fonction indépendante de 

m et d'intégrale convergente pourvu que k soit choisi assez grand : 
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2 | a | D |"T| 
k > - . (Remarquons que on peut trouver C > 0 tel que 

L 2 a 

IT | * C I x | ) 
1 1 a et T CL 

I/O00 

La fonction f est donc de classe o • Pour montrer qu'elle est plate 
le long de F x f û , 1 ] , on utilise la majoration : 

k ^ u 
|h( tf u(m))| S |h| k p(m)

k e 2 

d 1 où : 

kC 2 

|f(m)| S [^^^ | h'k J O 6 " " U P ( M ) K 

ce que montre que f(m) est 0(p(m)^) quel que soit k. 

Ceci achève la démonstration de la proposition dans le cas de l'équa­

tion 

2) Passons maintenant à l'équation (II ). 

Si est le champ associé à X T comme plus haut, on cherche à 

résoudre : 

[ T T , Y T ] = Z t avec £ 7Î£~(Z)X T(B) 

pour €• ( z ) x T ( B ) où X T(B) désigne l'espace de chemins de champs de 

vecteurs U sur B = B 1 x . 

On désignera T^9 et Z^ , par T,Y et Z et pour m = (y,z,x) un point 

de V = B 1 x B 2 x [O,l] . 

Si (m,u) e V x B+

9 on désignera par Tj.(u,m) le vecteur obtenu par 

la translation du vecteur 9 x le long de la trajectoire de T du point 
i 

m au point ip (m). (x. , i € [l , . . ,n] , est mis pour y. ou z,). 
u i j K 

T.(u, m ) = « f u ( » > 4 < a r : > 
1 

Soit A. .(u,m) la matrice telle que : 
J j 1 

3 — •5 = Z A. .(u,m) T.(u,m) 
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Pour tout (u,m) c IR+ x V, la matrice A. . est inver sible , Ç°° en u et m, 
J 9 1 

(A. .(O)). . = Id et on peut établir des majorations : 
J » 1 J 9 1 

3 aA. . K IT I u 

J s l r \a\tr 3m a 

m € V 

où K r est une constante positive. 

On peut définir le crochet de T et et l'on a : 

[T, T. ] = 0 . 

Aussi, il est intéressant d'écrire l'équation £x,ï] = Z en utilisant 

comme base les IN : 

8 i I - ï f i ï * I e t z = I g ô ^ I 

on a : 

= Z C — E 
. V3u , 
J i 

A. .(u,m) f. ( <f (m)))T.(u,m) 
J J 1 1 U J 

De même : 

Z(vpu(m)) = Z A.9± g i(lf u(m))T j(u,m) 
1 9 J 

L'équation de crochet est donc équivalente à : 

£ [ E A. t.(u.m) f ^ T ^ m ) ) ] = Z A ^ . B.(<P U<»)) 

D'où en intégrant de 0 à «> et en tenant compte de A. .(0,m) = Id et de 

ifu(m) = m ; on obtient : 

f±U) = - Z J A i , k ( u ' m ) « k ( V u ( m ) )
 d u < 6)-

Maintenant, pour montrer que cette formule intégrale définit une fonc­

tion , plate le long de F x f o , l J , on procède comme dans le 1) en 
# V U | a a A .i 

utilisant les estimations (k) et (5) pour -I et fcLj—I respec-
3m P | 3m a

 I 

tivement, ainsi que la platitude des fonctions g^ le long de F x [0,lj 

Ceci achève la démonstration de la proposition 11. 
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Revenons maintenant à la démonstration du théorème 10 et considé­

rons donc un germe de champs X T normalement hyperbolique à F
 x [0,lj . 

Tout d fabord 9 en utilisant les théorèmes d'existence de variétés at-

tractantes et dilatantes u pour un champ normalement hyperbolique à 

sa variété de zéros (cf. [6] ) oh peut choisir des coordonnées : 

(y 1»..»y p»z 1,..,z f c,z k + 1,..,z n_ p,T) pour un certain k, 0 £ k £ n-p , 

de façon que 

F, = {z, = ... = z, = 0} et F 0 = { z 1 . = ... = z = 0} 
1 1 k 2 k+1 n-p 

soient les variétés invariantes de X T , respectivement les variétés di­

latantes et contractantes de X T (Si k = 0, on convient que F 1 = {0} et 

X est normalement contractant). 
T 

L'intersection F = F̂  H est la variété des zéros de X t . Décomposons 

X T en r 

X T = X^. + X " où X^. est la composante parallèle à F.̂  et X^' la compo­

sante parallèle à F^, 

Le champ - X ^ est normalement contractant à F 2 et le champ X^' est 

normalement contractant à F^. D'après la proposition précédente, l'équa­

tion I est résoluble pour h 6ÎÎJ (z. z. ).et î l (z, ̂  z ) et 

T T i K. T u+1 n p 

l'équation II" pour Z T €. 7£ * ( z 1 , . . . , z f c ) V T ( n ) et ^ "( z k + 1 , . . . , z ) V T ( n ) . 

Mais il est facile de voir que tout h T £ 7J£ ̂  ( ẑ  , . . . , z

n _ p ) se décompose 

en une somme h T = h^ + h^ où : 

h l e 1*"<»1
 zk> e t

 h 2 € C^k+l Z „ V 
(Utiliser par exemple la technique d'éclatement de la singularité que 

l'on décrira au chapitre suivant en dimension ). 

Il en resuite que les équations I et II sont résolubles pour 

V h T e %;<.z,,...,zn_v) e t l f ! T f C ! l B V y T ( a ) l 

Ceci achève la démonstration du théorème. 
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2 . 2 . Un problème elliptique. 

Nous allons maintenant étudier l1équation (i ) pour le champ 

X T = T + P T avec 

T-r = z ? X o n + z i z o X i i + z o X n o " z o T T " + z i T 3 " " T 1 20/c 1 2 2 0 2/e 2 ° z ̂  1 3z^ 

où x

o n »
 X i i 9 X n o s 0 1 1^ d e s champs constants parallèles à F et tels que 

X + X ^ 0. et où P 6 (z)V (n) est une perturbation plate le long 

d. U ̂ C U ̂  j C T T T 

de F x [0,l]. La grande différence dans la solution de l'équation (i ) 

par rapport au cas hyperbolique traité précédemment réside dans le fait 

que les majorations par des exponentielles sont insuffisantes dans le 

cas présent. On devra donc raffiner les estimations (ce qui nécessite 

la platitude de P )• 

Le champ étudié est d'autre part assez particulier. On pourra trouver 

un autre exemple de tel problème elliptique dans [23J . 

T H É O R È M E 1 2 . - a a i l T T = * 2 x 2 0 i l + Z l * 2 x 1 1 / r +

 z

2 î f : + Z 1 ï t r ^ 

n n—'2 2 

champ de vecteurs dans \R = BR x jR de coordonnées ( y -j , . . . , y n _2 * z 1 9 z 2 ^ 

tel que X

2 0 £ X 1 i u - x

0 2 c

s o ^ e n t d e s e h a m i 3 S indépendants de y, parallèles à 

e 1 1 " 2 x { 0 } e ^ u e X 2 0 J T + X ^ ^ * 0 . 

Soit P T € ?^"(.z)VT(n) et X T = T T + P t . Alors l'équation X ̂  . f ̂  = h T 

admet une solution fTe7£~(z) pour tout h ^ Ê ^ ^ z ) . 

Démonstrat ion. - La composante deT^ parallèle au plan (z^9z^) dé­

finit une rotation. Nous allons voir que l'hypothèse x

2 Q t

+ X Q 2 t ^ 0 

implique que les orbites deT^. spiralent dans l'axe de la direction du 

vecteur J C ^ . 

Supposons que les coordonnées (y-j»...>yp) soient choisies telles que 

X 2 0 „ + X02,r= 377 ' A 1 ° r S = 

LEMME 1 3 . - Il existe a t , 3 C , Y x £ ̂ telles que si 
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2 2 

ft(y,z1 ,z 2) = y 1 + a£z-| + ^ Î Z I z 2 + Y r z 2 ' T T * F 2 soit une forme quadrati­

que définie positive ou négative en z ̂  , z 2 . 
2 2 

Démonstration. - Soit ( a

20t
Z1 + a11c z1 z2 + a02^ Z2^ l a c o m P ° s a n t e 

de T t sur . L'hypothèse X ^ * X Q 2^= implique que a^-h a ^ - 1 

Soit f comme dans l'énoncé. 
T 

T T ' f t = ( 0 t20/ 2 + °11,C

Z1Z2 + «O^?! 5 " Z2 ( 2 a, Z1 + ^ + Z1 ( % Z 1 + 2 ^ 2 } 

= ( 0 t20^
 + ePz2 +

 '«11/ 2 a C ~ 2 Y

C>
Z1 Z2 + (a02,r ^«2 

On doit choisir a c, $ t , y^tels que : 

( a n . « - 2°R-
 2 V 2 - *20,£

 + ^«02,*" l> K ° 

On choisit tout d'abord a , y tels que a. 1 - 2a - 2yr = 0 puis Gy , tel 

que : ( a 2 0 t + tyUQ2y > 0 

Un tel choix de 3-̂ est possible grâce à l'hypothèse a o n + a n n î 0. 

t c U/£ U e/T 

Le lemme précédent conduit à adopter un nouveau système de coordonnées, 

où ŷ  est remplacé par ,les autres coordonnées étant inchangées. Le 

champ T s'écrit toujours : 
2 2 3 8 

T T = X2Q Z1 + X11 / C

Z1 Z2 + X02tZ2 " Z 2 JT^ + Z1 "âT^ 

où X 2 0 , X 1 1 , X Q 2 sont constants et parallèles à F et où a une composan-

te A c(z,j,z 2) sur telle que A£ z 1 , z 2 ) soit une forme quadratique dé­

finie positive ou négative. Posons ẑ  = p cos 0 et z 2 = p sin 0 

T t = p 2 [ c o s 2 e x 2 0 > i + c o s e S i n e x 1 u + s i n 2 e x ^ J + f g 

2 3 
avec une composante : p A(cos0, sin0) sur -r telle aue A ( co s0 , sin9 ) ^ o 

c oy 1 r 
1 1 

pour V 0 € S . 

C'est à dire, si e est le signe de A^^il existe des constantes et 

a 2 : 0 < < a 2 telles que : 
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2 2 
a-j p < e A

r ( z

 1 »
 z

2 ) < ot2P 

Dorénavent, on supposera que e > 0. Dans le cas contraire, il suffit 

dfeffectuer dans toute la suite des changements de signe évidents. 

m 2 
De même, 3 «3 > 0 " f c e l Q-ue P o u r V i € £ 2 , . . ,p] , T^.y^ < a^P 

Soit un représentant du germe sur un voisinage V x Eo,l] de 

{0} x [0,1] C R n x [0,1] , où V est un voisinage de 0 € tRn. On désignera 

par le champ + P T sur V x [0,1] . 

On peut choisir V suffisamment petit pour que , sur tout V x [o,l]on 

ait : 

2 2 2 
a-jP $ X

T

7 1 * a 2 p e t q u e X r , y i * a 3 p P ° u r i = 2 , . . , p 

(Un tel choix est possible puisque P^ est plat le long de F x [ 0 , l j : 

X^.y^ est la composante de X^ sur TfyT ̂ ' 

On désignera par <f u(m) le flot de X^ dans V x [0 , l ] (m e. V x [0,1] ) 

et par ^>u(m) celui deT^, lorsque nécessaire. On adoptera les coordon­

nées (y 1,...,y p, p , 9 , T ) . 

Le flot ^ (m ) a pour coordonnées : 

tpu(m) = (y1 ̂ u(m) , . . . ,y p^(m) , p u(m) ,6u(m) , T ) 

Les inéquations précédentes se traduisent par : 

a i P U U ) 2 * i y, u(m) * V U ( M ) 2 e t d̂ T y i , u ( m ) * a 3 p u ( m ) 2 

(i * 2) 

valablestant que 4>u(m) e V x f 0 , l ] . 

Soit un sous voisinage W C V , de la forme : 

W = [- n, + n]xB 1 x B 2 

où [-n 9+n]co,1 , B 1 C { y 2 , . . , y p } et B 2 C { Z ^ Z G } sont des houles 

de rayon n , n 1

 e"t n 2 centrées à l'origine des plans de coordonnées 

{y-,} , { y 2 , . . . , y p } et { z ^ Z g } respectivement. Posons 
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•n 9 + n, ih i: 
On cherche W de façon que chaque trajectoire issue d'un point de 

W x [ 0 , 1 ] quitte W x [û,l] par un point de 

3.,W x [0,l] = (+n> x B 1 x x [ 0 , 1 ] . 

Pour cela, nous allons estimer les variations de P uCm) et y^^kn) dans 

un tel voisinage W x [ Q, 1]. 

Tout d'abord, comme P T est plat sur F x [ 0 , 1 ] , on peut estimer : 

k , 
|P T(m)| Q S fy | P T I U P(m)

4 

où |P T(m)l k désigne le sup. des valeurs absolues des dérivées d'ordre 

k des composantes de P T . 

Il s'ensuit que : 

p 

dp 2 
~dïT = 2 = Zi,u du" Zi e s t m a J ° r ê p a r : 

i = 1 9 

I^U k . ^ IP L 
I du I kl u 

so it : 

2 
. dp . 

- D w p u * -à * D w < ( 1 > 

avec ^ 

» w = k • h l p x U " 2 ( 2 ) 

Remarquons que 0 si n 2 0 . 

Par intégration de ( 1 ) on trouve : 

P(m) 2 2 K ( m ) 2 ^ p ( m ) 2 1 ( 3 ) 

1+D wp(m) u 1-D wp(m) u 

Inégalités valables tant que le point ^ ( m ) W x C0,l]. 

1 2 ? 2 Pour que -g p (m) £ P u(m)" £ 2 p(m) ( U ) 

2 1 . 1 il suffit donc que D„ p(m) u * -5- soit : u ^ 5- (5) 

W 2 2 V ( m ) 
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Tant que cette majoration est valable et que fuCni) ^ W
 x E°»0 on peut 

écrire que : 

1 2 -̂3̂ 1 u 2 d y i u 2 
2 o^pCm) $ d u

? $ 2 a 2 p(m) et $ 2 a 3 P( m) pour 2 £ i £ p 

Soit, après une intégration : 

1 2 2 
y 1 (m) + 2* a-, pCm) u $ ^(m) $ y 1 (m) + 2 a g p(m) u 

et 

2 
y i s U ( m ) $ y^m) + 2 a 3 p(m) u pour 2 £ i s p 

Donc pour que |y^ u ^
m ] <n<j , i * 2 , il suffit que ; 

1 1 2 
(|yi(m)| $ — N 1 ) : ̂  N 1 + 2 a 3 p(m) u < N 1 c'est À dire : 

. n 1 
U 2 

U a 3 p(m) 
D'autre part, pour que y 1 devienne plus grand que + n, il suffit que : 

i ,u 
1 2 

y 1 (m) + a 1 p(m) u * N 

Soit u 5t 2 

a 1 p(m) 

On est donc assuré que l'orbite ^>u(m) par une point m £ ~ W x fo , l ] 

quitte sans retour W par la partie 3.jW = {+n} x B 1 x X f o , l J tout en 

vérifiant (k), si 

j " ! < 1 e t lus < *J 
2 2 2 2 

a1 p(m) 2D W p(m) a 1 p(m) ha.^ p(m) 

Soit, compte tenu de la valeur D F L = -JJY |P ||, N 2 : 

U ! _fl 1 !tn K

 n 1 

D'où le lemme : 

LEMME 1 U . - Soit W un voisinage de 0 6. R N de la forme C-N,+ N] x B 1 X B 2 

où B 1 et B 2 sont des boules de rayons N., et N 2 centrés À l'origine des 
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Plans {y 2,...,y p} et { z^ , z^ } §_t [~n ,+n] C Oy1 . Alors si n , n-, et r>? sont 

kl a 1 1 Un n1 1 choisis tels que n 0 < —~ -pr—i— — et j— 1 < T , la TT tra.i ec t o îr e po-
2 2 9 l P

T U n a 1 4 a 3 2 

sitive issue d'un point m £ ̂  W x [ 0 , 0 (75 W = E~n s

+ n ] x 2 Bi x \ B 2 ^ 

monte en spiralant le, long de 1 'axe 0 y 1 et quitte W x 10 » -11 » défini -

t ivement, par un point de 3^W x [ 0, ij = {+n} x B^ x B^ x [ 0, 1~| au. bout 
d'un, temps u(m)., que l'on peut majorer par : u.(m) $ — - — ^ ( avec 

i! p (m) 
L = — 3 1) . Durant son parcours dans W x [0, 1J , c'est à dire pour 

a 1 

0 $ u ^ u(m), le point tf u(
m) vérifie constamment : 

\ p ( m ) 2 £ p u ( m )
2 ^ 2 p ( m )

2 . 

On choisit une fois pour toute un voisinage W comme dans le lemme 

1U et on désigne par Î?"(W x £0 , l] ) l'espace des fonctions § 0 0 sur 

W x [0, 1J , de support contenu dans (int W) x [0, 1] et par 

)gœ(T> W x [0,1] ), l'espace des fonctions g°° sur 7} W x I>, ij • 

Pour démontrer le théorème, il suffit de montrer que, quelle que soit 

h € g " ( W x [0,1] ), il existe f G 6^(75 W x [0 , l ] ) telle que X .f « h 

sur 75 W x [0,1]. 

Le lemme précédent justifie la formule : 

•00 

f (m) = - h( <f u ( m ) ) du (5) 
J 0 

pour Vm £ 75 W x [0,1] et h e 1g™ x [p, 1] ) . 

En effet chaque trajectoire ^>u(m) issue de m é. 75 W x £0, ij quitte 

W x r°» 1J
 a u bout d'un temps fini si m ^ F x [0, 1J. 

Pour intégrer jusqu'à + », il suffit de prolonger h( (^^(m)) par zéro 

pour u assez grand. Si m £ F x [ o , l J , la formule est encore valable 

et donne f(m) = 0. 

En fait, puisque U> (m) quitte W au bout d'un temps u(m) < —~ on a : 
p Cm) 

f u(m) 
f (m) = - h( lf (m) )du 
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La majoration de u(m) montre que l'intégrale définit une fonction {5*°° 

en dehors de F x [0,lj. 

Il reste à démontrer que f est et plate le long de F x fo,lJsur 

W x [O, l] en montrant que f tend vers 0 ainsi que toutes ses dérivées 

pour m -* F x £o,l] . 

Commençons par démontrer la continuité de f (aux points de F x f 0, ij ) . 

Comme h est plate le long de F x [ o , l ] , on a : 

l h ( t f u

( n 0 ) l 5 § T I h l 3 P ^ u C * ) ) 3 

tant que cp u(m) € W 

en utilisant les majorations du lemme 1k : 

|f(m)| = \[ h(<f (m))du| * [U{m\h{ Cf (m))|du 

d'où : 

|f(m)| < ^--^-2 • M 3 P ( M ) 3 

|f(m)| * | T L|h| 3 p(m) 

Ce qui montre que f(m) 0 pour m -»• F x [.09l] et donc que f est conti­

nue . 

Pour montrer que f est et plate le long de F x [ 0 , 1J , il suffit de 

montrer que pour tout multi-indice a» l'intégrale f - h(<f (m) )du 

J o 3 m a 

est définie,converge uniformément pour u oo et tend vers 0 pour 

m -> F x [O 9 1 J . 

Pour cela, nous devons estimer les dérivées par rapport aux déri-
3 (p 3m 

vées partielles correspondantes à T -
dm 

Nous allons commencer par comparer <*pu

 a v e c cj?̂  : 

LEMME 1 5 . - Soit m £ i W x [ 0 , 1 ] . Alors si u $ u(m) , on a : 

tp u(m) H > u ( m ) | s K k p ( m ) k 

[Où |^u(m) - <fu(m) | désigne le sup. des coordonnées de R
n x [0,ljet 
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K = C | P | 0 avec C : constante numérique). 

Démonstration. - Sous les hypothèses de l'énoncé, on a : 

p((P (m)) $ 2 p(m) et u $ u(m) $ Ï F _ 

P(m) 

Nous allons comparer les composantes y^ u (m ) , . . . , 9 u (m ) de tf>u(m) aux 

composantes ^(m),..., Ô^Cm) de ip u(m). 

Commençons par la composante radiale p . 
De p~ = p (m) et de u K 

^(k+2) , ^ 

on tire : 

d p u I d p u d z i 2 ( k + 2 ) , , k+3 

d p u 22(k+2) k + 2 

Soit : -TJ— $ (fc»2)l ' P T l k + 2
 P
 " ^ i n t ê 8 T a t i o 1 1 o n a : 

K ~ PL < Kp,k P ( m ) k  

? 2 ( k + 2 ) 
O U K

p , k = M k l P

T l k + 2 a v e c M k = Ut2)l L 

Considérons la variable 0 : 

dô~ de 

- £ = 1 et 1 - P f c p ( T u ( m ^
1 « s 1 + P k . p ( H ) u ( m ) ) ^ 

où Pfc est proportionnel à I P

T 1^2 

D'où : 

fër-^u- I * P k [p<Vm>> - P ( m> + P ( m ^ + 1  

t P k [1 +K p ) l]
k + Ip(m) k + 1 

D'où, par intégration: 

| 9 U U ) - e" u(m)| s K e > k p ( m )
k ~ 1 

où K . est proportionnel à |P I 

6 , k * T k+2 
Maintenant pour y^ on a de même : 
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|y. - y - I £ K , 0(m)k 

D'où, au total, on trouve une constante K^, proportionnelle à I P

T l k + 2 

telle que : 

|cpu(m) - <f^(m) | s K f c p ( m ) k . 

Nous allons maintenant passer aux dérivées premières de <f (m). 
3f U 

Posons X u(m) = g m la matrice (n+1) x (n+1) des dérivées premières du 

flot ; X^Cm) est assujettie à lféquation : 

3 X 

Posons A(u,m) = TT- 1 ( <f (m) ) et Â(u,m) = |£ (<f~(m)) dm 1 u dm 1 u 
La matrice A(u,m) est telle que : 

|A(u,m)| $ Mp où M est une constante numérique (dépendant 

de la forme quadratique A(z.j,z2) introduite plus haut). |A| désigne la 

borne supérieure des valeurs absolues des coefficients. Mais surtout, 

si u.j , u 2 e IR, on voit facilement que A(u,m) .A(u2,m) = 0 

(Ce qui traduit le caractère elliptique du champT T). 

Ecrivons : A(u,m) = A(u,m) + e(u,m). 

Nous allons pour commencer estimer £ (u,m) : 

LEMME 1 6 . - Il existe une constante M f e de la forme M f c = ̂ + BiJ p

T 12''PJ 2k 

A f c, B f c étant des constantes numériques « telle que : 

|e(u,m)| $ M f c p(m)
k pour u $ u(m) 

Démonstration. -

e(u,m) 
3X 

3 ^ <<Pu<»> 
3T _ 

: v p t t ( » ) ) 
a A 

3X 3T __ 

Comme P = X — T est plat, pour Vk on a : 
T T T 
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3, 

к! I lk+1 P ( M ) K 

D 1 où : 

3X 

•r—— ( H> (m: 
3m T u 

3T 

к! 4- 1 P ( f U ( - ) ) k 

| P T l k + 1 P U ) * 

3X 3X 
Considérons maintenant -——( 10 (m)) - -—— (<p (m)). 

3m »u v 8m Tu ' 
Par la formule des accroissements finis, on a : 

3X T 

3m~~( ^u 

3X __ 

^ m > 
| l f u(m) - Y u ( m ) | 

D'où en utilisant le lemme 1 5 : 

1 3 X 8 X 

a ï T ( V » » " à l T ( i f > > ) .< ( h + D | x j 2 K K p (m) k ( 8 ) 

On obtient le résultat en regroupant les inégalités ( T ) et ( 8 ) . 

Nous allons maintenant estimer les dérivées premières de Lfu' 

Pour cela intégrons l'équation différentielle ( 6 ) donnant x(u,m) : 

r u 

X(u,m) = Id + / A(s,m) X (s,m) ds 
JO 

La solution X(u,m) peut être calculée sous forme de série : 

X(u,m) = Id + Z C r(u,m) 
r * 1 

r T U f u r - 1 f u 1 où C (u,m) =/ A(u ,m) / A(u 9 m ) ... / A(s,m) ds du 1..du 
JO JO JO • r-i 

Développons C r(u,m) compte tenu de A(u,m) = A(u,m) + e(u,m). Nous obte­

nons 2 r termes où sous les symboles intégraux se trouvent soit A(u^,m), 

soit e(u^,m). Le fait capital est le suivant : chaque fois que deux 

A(u^,m) sont consécutifs, le terme est nul, en raison de la relation : 

A(u.,m).A(u . ,m) = 0. Donc, un terme non nul dans le développement de 

C r(u,m), pour n $ 2 , contient nécessairement moins de j ^ J + 1 facteurs 
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A et donc plus de facteurs e . ([r] désigne la partie entière de 

r € 

En utilisant les majorations : |A| $ Mp et | e| $ M k p(m) k, on obtient 

que chaque terme est majoré par : 

(n+l) r ^ N£ p ( m ) ^
( k 1 ^ 2 " J ^ pour V k (Nfc = Sup {M ,Mfc} ) 

Comme u ^ , chaque terme est majoré par : 
p (m) 

>r Lr K , >- i> l tH 
^Tj P ( m ) 

Compte tenu que C r comporte au plus 2 r termes, nous obtenons : 

(2(n + 1)L N k ) ^ [U -1 ) [§ ] - ] 
I e ! * 7 1 P(*> 

et comme (k-l)[~] -r 5 k ^ 

(2(n+1)L N , ) r 

| c r | « rt ±- p(») 2 

d*où | Z C r| * exp (2(n+1)L N ) p(m) 2 

r * 2 

Maintenant, remarquons que : 

- fU r \(u,m) - x(u,m) =/ e(s,m)ds + z C (u,m) 
^0 r * 2 

3f u (m) 
( x ( u ' m ) = 

\ fU I M k k - 2 et comme : | J e(s,m) ds £ p(m) (u * u(m)) 

On en déduit le lemme suivant : 

LEMME 1 7 . - Il existe une constante L f c (Lfe = Sup(exp 2(n+l) L N

2 k + 5 * 
^ k + 2 — k 

— )) telle que : |x(u,m) - x(u,m)| * L f c p(m) pour u * u(m). 

En particulier, cette différence est bornée et comme x(u,m) est 

bornée, il en est de même de X(u,m) dans toute domaine utile. 

Nous allons utiliser tout de suite cette estimation de — pour montrer 
3m 
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que la fonction f(m) = 
»00 

h(4>u(m) )du est de classe . Pour cela, 

il suffit de montrer que : 

à h(4» u(m))du converge uniformément et tend vers 0 pour 

m •> F x [ 0 , 1 ] 

(n+1)|h|u|p( cpu(m))1
3 $ 8(n+1) |h|acluam 

et U ( vp u(n))| $ (n+1)|h| u|p( c p u ( m ) ) 1
3 $ 8(n+1) |h| u p(m)

3 

et 
' 9m 

reste borné par une constante, disons K. 

On obtient donc ; 

f" A h { V » > > 4 * 
«y 0 

$ ( N + 1 ) L i ï • a i " d u 

$ 8(n+1 ) 2K 1 p(n) 
L 

ce qui est le résultat cherché. 

P 3 a 

Pour montrer que h ( ^ (m))du converge pour tout multi-indice a, 
^0 3 m a ^ 

nous devons estimer les dérivées successives de Lf> . Le plus simple est 
3(p U 

de partir de la formule : = Id + E C (u,m) utilisée précédemment 
r * 1 

et de dériver cette série terme à* terme pour montrer que les dérivées 

successives de lp restent bornées. Cela peut se faire par récurrence 

de la façon suivante : Supposons que pour Va,|a| < r on ait montré que 
est bornée par une constante Q (dépendant des dérivées 

3 m a a 

d'un certain ordre de P ). 
T 3 3 E 

Soit 3 9 tel que |&| = r . Alors ne fait intervenir qu'une somme 
3 m 3 

de produit de dérivées de P d'ordre ^ r, et de dérivées de d'ordre 

< r, avec dans chaque terme une dérivée de P en facteur. Compte te-
T 3 3 e I 

nu de l'hypothèse de récurence il en résulte que -I $ R p(m) 
3 m 3 I 3 ' k 

pour une certaine constante R. . 
P , K. 

Soit maintenant un multi-indice y ,|y| = r ; dérivons la série par 

3 Y 

l'opérateur . Nous obtenons une sommation de termes, intégrales ne 
3 m Y 
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faisant intervenir que des dérivées d'ordre £ r de A(u,m) et de 

e (u,m) . 

On peut alors estimer la somme de cette série, comme il a été fait plus 

haut pour la série EC r, en utilisant A.(u.,m) A(u.,m) = 0 et les majo-

3 B e 3 Y Â 1 / . J 

rations des ,r et — (Ces dernières dérivées restant toujours bor-
3m P 3m Y 

nées)• 

On en déduit : 

LEMME 1 8 . - Pour tout multi-indice y , | y \ £ 1 , la dérivée <f (m) 
3m Y U 

reste bornée pourvu que u £ u(m), par un majorant dépendant de la nor­ 

me |P T[ rj j pour r(y) assez grand. 

Il est très facile alors de montrer que : 

LEMME 1 9 . - Pour tout multi-indice y , |y\ 2 1 , 3 Y 

— h( 4> (m) )du 
. Y U 

est uniformément convergente t tend vers 0 pour m •+ F x L 0 ,1J . 

Démonstration. - On développe la dérivée et on obtient une somma-

3 Y h 3 Y 

tion de termes, produit de dérivées . ( 4> ) et f . Les premiè-
dm dm 

res peuvent être majorées par p(m) à un facteur près et les secondes 

sont bornées pour u $ u(m). Mais puisque l'intégration se limite à 

[o,u(m)] avec u(m) $ L ^ on a ainsi le résultat souhaité. 
P (m) 

3 . QUELQUES RESULTATS EN CLASSE 

Nous allons tirer ici les conséquences immédiates des résultats 

des deux paragraphes précédents. D'autres conséquences moins directes 

seront obtenues dans le chapitre II en ce qui concerne les champs de 

vecteurs et dans le chapitre III en ce qui concerne les 2-formes fer­

mées . 

On pourra se reporter à l'introduction générale pour y trouver le pas-
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sage de la solution de l'équation II à l'obtention d'un chemin de dif-

féomorphismes, passage qui sera utilisé dans ce qui suit sans plus de 

c omment aire s. 

Nous établissons tout d'abord un théorème de linéarisation qui est une 

généralisation directe de celui de Sternberg [ 2 1 ] : 

THÉORÈME 20 . - Soit X Un germe de champ en 0 e R N , dont l'ensemble des 

zéros est le germe de F = B P x {0 } c (RP x (Rn~P = /Rn. Soient (y 1 , . . . ) 

des coordonnées sur (RP et ( z....... z ) des coordonnées sur IRn P . Sup-

. • — i * n—p : ' 

posons X = X Q + X.j avec : 

n-p a 

i / X N = E a. -(y) z. a telle que la matrice (a. .(y)). . ait 
u 1 »J J dZ^ 1jJ 1 9 J 

j = 1 des valeurs propres X ^ y ) , . . . , ^ n - p ^
v ^ (pour 

un représentant de X N ) vérifiant (P Q) : X.(y) — E C X,(y) f 0 pour 
u d. j ^ K. K. 

tout mult i-ind.ic e (i 1 9...,i ) . i- + ... + i ^ 2 et Vy dans le \ ' n—p ' l n—p — 17  

domaine de définition du représentant. 

i i / x l É ^ ( O J î f - ^ I f U ) ^ 
I p 1 n —p 

Alors il existe un germe de difféomorphisme g en 0 e IRn

9 préservant 0 , 

tel que g^ X Q = X . 

Démonstration. - Nous allons tout d'abord montrer qu'il existe 

2 

un premier difféomorphisme h tel que h X = X Q modulo Tl[,( z ) V(n). 

X = Z a. .(y) z. + I b. .(y) z. modulo 7?£ ( z ) 2 V(n) 

Il suffit de montrer qu'il existe un difféomorphisme formel h, tel que : 

V S a i , j z j 3 7 7 + E z j ^ " x o m o d u l ° ^ 2 ( Z ) V ( F ) ( D 

On cherche h de la forme : 

Y 1 = V * 1 > Y 2 « V ? 2 — Y

P - V V Z 1 = Z 1 Z n - p = Z n - p 

avec f i € ^(z ) . 
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La condition (1) est équivalente à" : 

X.(y i + = 0 modulo %(z)2 

Soit X. tpi = - Xy i modulo %{z)
2 (2) 

La dérivation y> —> X Q . lf admet un inverse de degré 0 sur 77£ ( z ) . 

Comme X - X Q € 7?( z ) + % ( z ) 2 {-|- } , 
U 3 y 1 9 y p 3 Z 1 3 Zn-p 

la dérivation par le champ X admet également un inverse de degré 0 sur 

TT^Cz) en vertu de la proposition 2. L'équation (2) a donc une solution 

ip .€ % ( z ) . 

Donc, on peut supposer que X-X Q € z ) V(n) 

Soit X t = X Q + T ( X - X 0 ) 

P T = T ( X - X 0 ) € ?% T(z)
2V T(n). 

Comme le crochet par X Q admet un inverse d'ordre 0 sur ( z) V ^ C F ) 

et que P T

 € ^ ( z ) 2 V T ( F ) , le crochet par X^ admet un inverse O*t , sur 

WL ( z ) 2 ^ ( F ) , toujours d'après la proposition 2. 

T T 

L'équation : 

• ^ 

f x ,Y 1 = ? = ~ a donc une solution Y £ ^ ( z ) 2 ^ ( F ) 

Soit Y t un prolongement *6 °° de Y^ . 

Alors H T = [ X T , Y J - P t € î?T(z)°°VT(n). 
Comme le chemin X est hyperbolique, puisque les conditions P Q sont T EL 

vérifiées, l'équation : 

[x ,G 1 = H a une solution G £ % ( z ) °°V (n) 
L T TJ T T T T 

d'après le théorème 10. 

Le chemin K = Y - G vérifie 
T T T 

[ X T , K J = P t et K Te ^ T ( z ) 2 v T ( n ) 

Par intégration de K T on obtient un chemin de difféomorphismes g T 

tel que g T(0) = 0 et dg T ( 0 ) = Id (car % ( z ) 2 V t ( n ) ) et tel que 
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*x* X 0 » X x -

Il suffit de prendre g = g-j • 

Voici un autre résultat du même type : 

THÉORÈME 21. - Soit X un germe en 0 e R n tel que l'ensemble des zéros  

de X soit le germe de F =R P x (o) c R n comme plus haut. Supposons qu'en 

0 € R n, le champ soit normalement non dégénéré et que les valeurs pro­

pres A .j(0 ),..., À ( 0 ) de la partie linéaire transverse à la singula­

rité aient toutes une partie réelle soit > 0, soit < 0 (champ dilatant  

ou contractant). Alors si k+1 est le plus petit entier strictement su­

périeur à Sup|Re A.| / Inf|Re A.| le champ X est équivalent à un champ 

i 3 i 
X, = Z a Cy) z r ( a B(a 1,...,a ) un (n-p)multi-indice) par 

CL 9 2. d Z . I n p 
|a[.$k i * 

un germe de difféomorphisme fixant 0. 

Démonstration. - Comme dans la démonstration du théorème 20, on 

montre tout d'abord qu'il existe un difféomorphisme formel g de la 

forme : 

Yi • * i + * i Y

P - V v p » z i - z i 

avec € ^(z) "tel que pour tout i, i C L 1 3 ' « » 9 p J
 o n ait : 

X ^ = 0 soit X. V>± = - Xy± (1) 

Cette égalité implique que g^X a une composante nulle sur R P x {0}. 

En effet, si X N = Z a. .(y) z. est la composante parallèle à 
u ijJ J o Z ^ 

{0} x lRn ^ de la partie linéaire de X, la dérivation par XQ admet un 

inverse sur 1̂ ,(z) de degré 0 (car l'hypothèse faite sur les valeurs 

propres A 1 (O ) , . . . a*n__p (0 ) implique X Q vérifie les conditions (P-j) du 

paragraphe 1). Comme X - X Q £ \ ( z ) { gj-, . . . 9 ~ - } + ( z ) 2{ . . . } 

la dérivation par X admet également un inverse sur TTJ, ( z ) d'après la 

proposition 2, et les équations (1) sont résolubles. 
~ ~ ~ 1 

Le champ g^X a un champ taylorien X d'ordre 1 le long de F égal à X Q 
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et est parallèle à {0 } x R n~ p. 

D'après la proposition 6 , le crochet par est inversible sur ^V^ÇF) 

par un inverse de degré 0. Il est facile de voir qu'il en est de même 

pour le crochet par le champ X, = E a. -(y) z a тг§— 9 champ taylorien 
К. . Л , 1 a Z . 

d'ordre к de g^X et donc en utilisant la proposition 2 puis une integra-
tion, que X f c est équivalent a X par un difféomorphisme formel. Autrement 
dit, il existe un germe de difféomorphisme h, préservant 0 , tel que : 

h. X = X, + P où P € 'ÏÏL(z) V(n) 

Pour démontrer que h^X est équivalent à X^ , il suffit maintenant d'ap­

pliquer le théorème 10 au chemin hyperbolique X f c + тр comme on l'a fait 
dans la démonstration du théorème 2 0 . 

Pour finir, nous allons établir le résultat suivant, qui trouvera son 

application au chapitre III : 

THÉORÈME 2 2 . - Soit 

Т т " 2 ? Х 2 0 , т С У ) + Z 1 Z 2 X 1 1 , T ( y > + 2 2 Х 0 2 , т ( У > + e z 2 ЭТ7 + Z 1 ЭТТ ™ J * É T 
^ n~2 2 n 2 2 

min de germes de champ en 0 fi E = R x (R les facteurs R et R 
ayant pour coordonnées (y 1,...»У П_ 2^ — (z 1,Zg) respectivement. Les 
сhamps Х^^ ^ ,X^ ̂  ^ * X 0 2 т s o n" b d e s chemins de germes de champs le long 
de (0 } x [0, i] с F x [0, 1] où F = Rn"~P x { o } tels que X 2 Q т (0) - e X ^ ^ °» 
e = ±1 ( + 1 : cas hyperbolique, - 1 : cas elliptique). Soit P T 3 

Р т € T T J ; ^ ( z 1 z 2)V T (n) et Х т = Т т + Р т . Alors l'équation Х т . f т = h T admet 
une solution f T С 6 j n ) pour tout h T e ÏÏ^T ( z 1 , z g ) . De plus si 

h T € 7T(j^(y»z1 ,z 2) on peut trouver une solution f T €7T|,^(y»z 1,z 2) (y 
mis pour (y 1,...,y p)). 

Démonstration. - Soit h^ e 7T},T С z 1 , z 2 ) . Par la proposition 7, il 
existe un champ taylorien <*T solution de : 
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X . a = h (et tel que a e ÏÏK^(y>z ,z ) si 

T T T T W T I ^ 
h T e 7H,^(y,z1 ,z 2) ) 

Soit f un prolongement YJ00 de a : f = a . 

T T T T 
Alors g = X .f - h e 7Tî»C°(2 , z ) . Pour conclure il suffit qu'il existe 

T T T T W T i ^ 

^ T € ïïl,"Cz19z2) solution de : 

X z = g (1 ) 
T T T 

Si e =+ 1 , le chemin X est hyperbolique et l'existence de £ est 

T T 

assurée par le théorème 1 0 . 

Si X est elliptique (e = - 1 ) , le lemme 9 nous apprend qu'il existe 

un chemin de germes de difféomorphismes G et un chemin u e (5 (n), 

T T T 

avec ^^(O) ^ 0 tels que : 
~ % * - ï ,

T - « ? x

2 ( 4 o ) + « i " 2

ï i i r t o ) + « | K 0 2 T ( o ) - » 2 i f - + « l 5 i - + P t 

T l e 

avec P e 7IU°°Cz)V (n) 
T T T 1 œ 

Soit alors g' = g o G €L ÏÏI, (z). 
T T T ° T Le théorème 1 2 nous apprend que l'équation X' £' = h' a une so­ir T u T 

T 

lution £' ^ T T ? " ^ 2 ) . Alors, si £ = £ ' o G , £ e ï ï î , 0 0 ^ ) est solution 

T U T T T T T T 

de l'équation ( 1 ) . Ce qui achève la démonstration du théorème. 

Pour clore ce chapitre, nous allons montrer que dans les théorèmes 

20 et 21 ci-dessus, le difféomorphisme de conjugaison peut être trouvé 

continu par rapport à* la perturbation. Nous allons nous limiter au ré­

sultat de linéarisation d'un champ à singularité isolée (c'est à dire 

au théorème de linéarisation de Sternberg), mais les considérations 

développées ci-dessous s'appliquent à tous les problèmes analogues, en 

particulier aux résultats sur les formes différentielles établis dans 

le chapitre III. 

Considérons un champ linéaire X sur IRn vérifiant les conditions 

(P 2). Si B est une boule centrée en 0 £ R n , on désigne par x ^ B ^ l'es — 
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pace des champs de vecteurs sur B, muni de la topologie de la conver­

gence uniforme sur B et par 7)^(B) l'idéal des fonctions sur B, 

s'annulant en 0. Pour tout k ^ 0, 77̂( B ) x ( B ) es"fc u n sous espace liné­

aire fermé de x ( f î ) * 0 n désigne également par Diff Q(B) l'espace des dif­

féomorphisme s fixant l'origine, de B dans R n . On peut alors énoncer le 

théorème de linéarisation sous la forme suivante : Soit X un champ li­ 

néaire vérifiant les conditions (P 2). Alors il existe des "boules B,B' . 

B" centrées en 0 e Bn, B' c int. B , B" C int B' , et un voisinage IL 

de 0 € 7rj,(B)2

 X(B) tel que pour tout P € % , il existe g e Diff Q(B') 

vérifiant g ( B » ) 3 B" et g^X) = X + P sur B". 

Le seul changement par rapport à l'énoncé du théorème 22 ci-dessus 

tient dans l'affirmation que les supports des difféomorphismes g et g 1 

peuvent être choisis localement indépendants de P : cela résulte faci­

lement de la démonstration du théorème 20 . 

On se pose maintenant la question suivante : peut—on choisir g 

continuement par rapport à P ? Pour répondre à cette question, nous 

allons suivre à nouveau les étapes de la démonstration du théorème 22, 

dans le cas où F = {0} . La première étape est une étape formelle. No-

tons tout d'abord que l'application TT : P P qui a chaque P e x(B) 

fait correspondre son champ formel P en 0, P € V(.n), est une applica­

tion continue (B étant une boule quelconque centrée en 0 e R n et V(n) 

étant munie de la topologie naturelle des jets infinis, limite projec— 

tives des topologies sur les jets d'ordre finis. En fait, on sait bien 

que V(n) s'identifie topologiquement au quotient x ( B) /TTJj (B)°° X ( B ) , 

grâce au théorème de prolongement de Borel). Le champ X^ = X + T P 

dépend continuement de P donc de P ; si on revient à la démonstration 

de la proposition 2, il est facile de vérifier que l'opérateur , 

inverse à droite du crochet formel par X dépend continuement de X . 

T T 

Donc la solution Y de l'équation : 
T 
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[XT,YT]J = VT = P , donnée par Y T = ^ T p' dépend continuement de P. L'in­

tégration de Y T fournit un chemin gf T€Diff 0(n) tel que g T ± X = X T dépen­

dant continuement de YT . En particulier, si g = ̂  on a g^X = X + *P 

et g dépend continuement de P. On peut résumer cela dans le lemme sui­

vant : 

LEMME 23. - Il existe une application continue P 1 :7TJ,(B) X ( B ) Diff Q(n) 

telle que p 1 ( P ) +xf = X + P. 

Pour se ramener à une conjugaison "6 on doit prolonger gf = P ^ C P ) . 

Le théorème de prolongement de Borel permet d'affirmer qu'un tel pro­

longement existe par exemple dans D i f f Q ( R n ) . C'est à dire que l'appli­

cation TT : Diff Q ( R n ) -> Diff Q(n) qui à un difféomorphisme de R
n dans (R n 

préservant 0, associe son jet » en 0 est une application surjective. 

Cette application n'admet pas de section linéaire continue (Diff Q ( lR n ) 

étant muni de la topologie de la convergence uniforme sur IRnqui en fait 

un espace de Frechet). Cependant une telle application linéaire conti­

nue et surjective possède toujours une inverse à droite continue (mais 

non linéaire) (voir dans E. Michael [l l] le théorème 3.2 et la première 

remarque du dernier paragraphe page 36k). C'est l'utilisation d'une 

telle section qui va nous permettre d'assurer la continuité, comme me 

l'a suggéré M. Hermann que je remercie ici. Soit donc y une section 

continue de l'application ir. Posons P 2 ( P ) = y op^P)
 1. Le champ 

PgfPj^fX+P) est défini sur le voisinage Pg(P)(B) de l'origine. Pour 

lever cette dépendance par rapport à P, on remarque tout d'abord que 

si B.j est une boule centrée en 0, telle que B^ C int. B, il existe un 

voisinage V de Id E Diff Q ( R n ) tel que pour y g e lT , g(B) 3 B 1 . Comme 

P 2 est continu, il existe un voisinage It^ de 0 €. Ffy ( B ) 2x ( B ) tel que 

On peut donc finalement énoncer : 
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LEMME 2k. - Soit B 1 une boule centrée en 0 e. fln, B 1 C int B. Alors il  

existe un voisinage 1 i de 0 € 7)X,(B) 2X(B) et une application continue 

P 2 : T i 1 -> Diff Q(R
n) telle que : 

D P I ( P ) ( B ) D ï 1 pour y p e 1 L 1 

2) P ^ P ) * (X+P) = X modulo 7) U(B)
0 0X(B 1 ) sur B 1 

Soit une boule B^ comme dans le lemme précédent. Nous allons nous 

restreindre aux champs X+P avec P €. ÏÏ|,(B) X ( B ) . On pose à nouveau 

X T = X + T P et l'on veut résoudre d'une façon continue par rapport à 

P r 

[ X T , Y T ] = X t = P 

Pour cela il convient de revenir à la démonstration du théorème 

10. Désignons par X T ( B ) l'espace des champs ̂  sur B x [0,1], parallè­

les au facteur B et par TT^^CB) l'idéal des fonctions sur B x [ o , l ] , 

nulles sur {0} x [ o , l ] pour toute boule B centrée en 0 e R n . Une lectu­

re attentive des démonstrations de la proposition 11 et du théorème 10 

convaincra le lecteur que l'on y démontre en fait le résultat techniqque 

suivant : 

LEMME 25. - Soit B 1 une boule centrée en 0 € R n. Alors il existe un  

voisinage 1 L 2 de 0 € TTLT ( B 1 )°°XT(B1 ) et une boule B 2 , centrée en 0 e IR
n, 

B 2 C int B 1 , telle que pour tout X , X il existe un opera­

teur continu : 

a(X T) : TïlT{B,)\(B,) - Ï Ï J , T ( B 2 ) " X T ( B 2 ) 

inverse du crochet par X ^ sur B 2 x [o,lJ(C'est à dire tel que : 

[ X T , Œ ( X T ) ( Z T ) J = Z t sur B 2 x [0,1] pour tout Z ^ € ÏÏ(,T CB1 ) °°X T (B1 ) ) tel 

que : 

| a C X T ) ( Z T ) | * K P > K IMB ( p t k ) 

E o u r z T e 7 T J , T ( B 1 ) " X T ( B , ) . 
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( | | ̂  _p désigne la borne supérieure des valeurs absolues des dérivées  

d' ordr e $ p des composantes de Y £ v (B) , sur B). La constante K , 

dépend de l x

Tlg ^) » les nombres q(p,k) 9 £(p 9k) sont des fonctions 

de N x N -» N. 

Soit donc P € TT̂ C B 1 )°°x (B1 ) . L'application P X̂ . = X + T P est une 

continue et on peut trouver un voisinage 1£ ̂  de 0 € 7T^( B ̂  ) °°x ( B ̂  ) tel que 

si P e IL^ a l o r s x

r

 e ( V O x S x n a ê e défini dans le lemme précédent). 

Les inégalités énoncées dans le lemme, pour yk 9p assez grands, permet­

tent de montrer que l'application P -»• a(X )(P) est continue. (En fait, 

pour chaque X^, a(X^) est un opérateur continu. D'autre part, la conti­

nuité de X^ •+ ff(X ) suit de la continuité de l'intégration le long des 

trajectoires d'un champ sur une intervalle de temps fini, par rapport 

aux conditions initiales et de la majoration uniforme, permise au voi-

n * k sinage de 0 £ |R , par la présence du facteur p dans l'inégalité ; on 

rappelle en effet que a(X T) est défini à l'aide d'intégrations le long 

des trajectoires de X T ) . L'intégration du champ Y t = a ( X T ) ( P ) définit 

un difféomorphisme p^(P) de classe "C" et tel que ; 

P 3 ( P ) ± ( X ) - X + P 

sur l'image du domaine de définition de p ^ C P ) , qui est un voisinage de 

0 e /RN dépendant de P. Comme Y t dépend continuement de P, on peut se 

débarrasser comme plus haut de cette dépendance en restreignant éven­

tuellement %, ̂  et en se limitant à une boule B^ 9 B^ c . 

On peut alors énoncer : 

LEMME 2 6 . - Soit B^ une boule centrée en 0 e. R n. Alors il existe des  

boules B

2 ' B 3 c e n"trées en 0 £ JR N, c. int , C int B^9 un voisi­

nage I L ̂  de 0 e ̂ ( B ^ ^ B ^ et une application 

P 3 : ^ 3 D i f f o ( B 2 ^ t e l s Que : 
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1 ) p 3(P) (B 2) Z> B 3 pour yPe IL 2 

2) P 3 ( P ) ± (X+P) = X sur B 3. 

Clairement, en combinant les lemmes 2k et 26 on obtient le résul­

tat final exprimant la continuité de la linéarisation de X+P : 

THÉORÈME 2 7 . - Soit X un champ linéaire en 0 e JRn, vérifiant les condi­

tions (P 2). So it B une boule de IR
n centrée en 0 € IRn. Alors, il existe  

un voisinage TJL d e 0 e 7 r ç , ( B ) 2 x ( B ) , des boules B 1 , B" telles que 

B" C int B' et B' C int B et une application continue 

p :7Tk(B)2 x(B) + Diff 0(B*) telle que 

1) p(P)(B f) D B" pour tout P€77£(B) 2 x(B) 

2 ) p(P)*(X) = X+P sur B". 
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CHAPITRE II 

SINGULARITÉS DES GERMES DE CHAMPS DE VECTEURS EN 0 6 IR2. 

A la fin du chapitre précédent, nous avons établi quelques résul­

tats relatifs aux germes € de champs de vecteurs (Théorème de linéari­

sation et théorème de réduction à un champ polynomial de toute contrac­

tion hyperbolique). Ces résultats ont été obtenus grâce à la résolution 

d'une équation formelle et celle d'une équation pour les éléments plats 

le long de la singularité du champ. La première équation a des solutions 

si des conditions (P 2) sont vérifiées par les valeurs propres et la 

seconde, dès que la singularité est hyperbolique . 

Nous allons reprendre ici cette étude pour l'approfondir , dans 

le cas des germes de champs en 0 £ E et à singularité isolée (0 est 

l'unique singularité), en conservant encore la séparation entre problè­

me formel et problème plat. 

Tout d'abord, nous allons examiner les réductions formelles possi­

ble d'un champ lorsque les conditions (Pg) n e sont plus vérifiées. Le 

champ n'est alors plus linéarisable, mais nous établirons qu'un champ 

formel est toujours équivalent à un champ polynomial, lorsque sa partie 

linéaire est non nulle et non équivalente à z .Ce résultat géné-

d a Z ̂  

ralise un résultat de F. Takens pour les champs ayant un 1-jet de ro-
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tation [23] • L'outil utilisé à ce sujet est la notion de forme normale 

formelle associée à tout 1 - j et de champ en 0 e lRn. Cette notion a été 

introduite par F. Takens [2U] . 

On étudiera ensuite le problème plat pour les champs non hyper­

boliques en utilisant la méthode de lféclatement de la singularité 

(Cette notion d'éclatement a été introduite et utilisée systématique­

ment par F. Takens ; voir ). Nous utiliserons plus précisément des 

résultats de F. Dumortier qui vous permettrons de montrer que les 

équations I et I I associées au champ ont des solutions pour une lar­

ge classe de champs. Pour ces champs on pourra démontrer que les pro­

priétés formelles impliquent les propriétés "6 comparables. Par exem­

ple, en dehors d'un ensemble proalgébrique de codimension infinie, 

l'existence d'une intégrale première formelle a pour un champ ayant au 

moins une séparatrice implique celle d'une intégrale première XC°° de 

jet a . 

1 . ÉTUDE FORMELLE DES CHAMPS DE VECTEURS. 

1 . 1 . Forme normale pour les champs de vecteurs formels en 0 e DRn. 

Nous eonsidérc-ns ici un germe de champ X en 0 e R n , dont 0 est 

l'unique singularité. Les champs tayloriens le long de la singularité 

se réduisent alors aux espaces de jets en 0 . Soient <£ (n) et V (n) les 

espaces de k-jets de fonctions et de champs de vecteurs en 0 e. IRn : 

£ k(n) = t (n)/7n,(n)k+1 et V k(n) = V(n)/7rç/ n)
k + 1 V(n) 

Nous noterons par S(n) et V(n) les espaces de jets d'ordre 00 . 

Les coordonnées (z^,...,zn) étant fixées, on identifie un k-jet 

avec un polynôme de degré $ k ou avec un champ à composantes des poly-
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nomes de degré $ k respectivement. Les polynômes sont remplacés par 

des séries formelles si k = 0 0 

Soit alors : 

V(n) = V 1 e ... & V k e ... 

la décomposition de V(n) en somme directe, l'espace étant formé par 

les k-jets de (k -1) jet nul, c'est à dire par les k-jets de champs de 

vecteurs dont les composantes sont des polynômes homogènes de degré k 

(ou "bien sont nulles) 

Soit X un champ linéaire : X = S a. ^ 9 g (c'est à dire un 1-jet 
1 » J 1 

de champs). 

On a [ x , V k ] C V k 

Le crochet par X induit une application linéaire p x de V"k dans 

V" k. Rappelons que les conditions (P 2) introduites dans le chapitre pré­

cédent sont équivalentes à la condition : k est surjectif pour k > 2, 

ou encore [x,ÏÏL 2v(n)] = *nl 2v(n). 

Si les conditions (P 2) ne sont pas remplies, pour certain k, l'image 

H k = [ x , V k ] C V k est différente de V^. 

Le résultat de linéarisation formelle établi au chapitre I a été géné­

ralisé par F. Takens par l'introduction de la notion de forme normale 

formelle. Pour cela, on choisit dans chaque V"k un sous espace G f c sup­

plémentaire de î T k (cT k = {0} si H k = V k ) . On a : 

PROPOSITION 1 [24] . - Soit X un champ linéaire et ( G k ) k > 2

 u n c h o i x  

d'un facteur direct de l'image H k = L X 9 V k J d a n s chaque V k . Alors si 

P £ iT̂  ( n ) V ( n ) , il existe un dif f éomorphisme formel g* tel que : 

g ±(X+P) = X + g 2 + ... + g k+ ... 

avec g k G G f c. 

DÉFINITION 2. - Le champ X + g 2 + ... + gfc + ... sera appelé ; une for-

me normale formelle de X+P. 
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^ ~J ~> ~ r>J 

On désignera par : G x , G x = G 2 © G^ © ... , la somme directe des 

G k et par F x = {Y | Y - X Ê G x> . F^ qui est un espace affine de V se­

ra appelé : espace des formes normales. Cet espace dépend évidemment 

du choix des G^. 

^ *°k *̂ k / ^ 1 
Enfin on désignera par V x = {Y € V (n)| Y = X } ; l'espace des k-jets 
dont le 1-jet est égal à X . 

DÉFINITION 3 . - Soit X,Y €. V(n). S'il existe un difféomorphisme formel 

g tel que g^X = Y , on dira que X et Y sont formellement équivalents  

et on écrira : X ^ Y. 

La proposition 1 assure que chaque Y €. V x est équivalente à une 

forme normale dans F x. On peut se demander si l'on peut réaliser cette 

correspondance en construisant une application explicite de V x -* F x, 

par exemple une application algébrique. 

>• ~ Considérons par exemple un champ X tel que H = © H, soit un 

idéal d'algèbre de Lie de TU, V(n) et tel que l'on puisse choisir 

G^ = Ker p x k . (C'est le cas si le champ vérifie les conditions (P 2)). 

Pour démontrer la proposition 1 , ci-dessus en utilisant la proposition 

Î.2 , on décompose P = P + p

2

 a v e c ^ 1 e **x e t ^2 E G X E T ° N P O S E 

X T = X + T P 1 + P 2 = X + P T 

Si Ex t = [0,l]$> H x 

Alors f? , Î L 1 C H Y 

L T X , T J X 9 T 

et X admet un inverse a de H„ dans H v de degré 0. On peut donc ré-
X ,T X,T 

soudre l'équation : 

[x^jY^] = X^ et par intégration de Y^ , démontrer que 

X+P <v x + ? 2 . 

On voit ici que la forme normale est obtenue en prenant la projection 

de P e H x © G x sur le facteur G x. 

Ce n'est pas le cas en général. Mais nous allons construire dans tous 
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les cas une application algébrique de V x -> F x donnant la forme normale. 

On désignera par Diff—(n) l'espace des germes de difféomorphismes 

fixant 0 e IR et tangent à l'identité en 0, et par Diff-(n) l'espace 

des k-jets de tels difféomorphismes (que l'on identifiera à des diffé-

omorphismes po|ynomiaux ) . On désignera également par £ k(n,n) les jets 

d'ordre k d'applications de IR dans IR . Diff^(n) opère sur V et sur 

*̂ k "̂'k ^k *?k 

V x : Diff^(n) ainsi que V (n) et G (n) sont des espaces de dimension 

finie. On peut parler d'applications polynomiales entre ces espaces : 

ce sont les applications dont les composantes sont des fonctions poly­

nômes dans un système quelconque de coordonnées : (z 1 z n ) . 

On désignera par F k ={01 = X + g Q + ... + g I g. s G*. } et par tt, la 

projection canonique entre l'espace des k-jets et l'espace des jl-jets 

d'un espace donné. 

Alors : 

PROPOSITION k. - Soit X un champ linéaire. Alors il existe des appli-

^k k r 

cations polynomiales : v x "* D i f f ô ( n ) * k £ 2jtelles que : 

1 5 *k,k-1 ô ^k = tk-i 0 *k,k-1 * ^ k * 3 

ii) ̂ ( Y 1 ^ ) * Y k €. F k pour tout Y k dans V k 

iii) f k ( Y
k ) = Id si Y k 6 F k C V k 

Remarque. - La condition i) implique que les f k induisent à la limite 

une application f = vp ̂  • y + Diff^(n). 

On dira que vp est une application algébrique. Le champ ^(Yj^Y est une 

forme normale de Y. 

La proposition k montre que l'on peut obtenir les formes normales par 

une application algébrique. Elle implique évidemment la proposition 1 . 

Démonstration. - Nous commençons par démontrer le lemme suivant : 

LEMME 5. ~ Soit Y k = X + g 2 + ... + g + X k , k * 2 (si k = 2 on 
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suppose que tous les sont nul s ) s tel que g^ C G^ et. X f c €. V k . Alors 

il existe un h £ Diff-(n) de la forme : 

h = (z + h 1 , . . . , z +h ) avec h. e £ k tel que h f e F k et 

I I n n X Je Jv 

tel que h = Id si Y k e F k. 

De plus , on peut choisir h de façon que les coefficients des h^ dépen-

dent polynomialement de ceux de X̂ .. 

Le lemme implique, par récurrence sur k, les conclusions de la 

proposition. En effet : 

Si Y 2 • X + X 2 avec X 2 € V 2-

Le lemme implique qu'il existe h € Diff Q(n) ; h = Id modulo i/J, Q (n,n) 

et tel que h^Y G F^ et que h dépende polynomial ement de X 2» 

On pose yi2d
2) = h 

Supposons que l'on ait établie la proposition pour tout £ £ k . Soit 

Y k + 1 e v £ + 1 . 

Les coordonnées (z^9...,z^) étant fixées, on peut identifier Diff-(n) 

k+1 k avec un sous-espace de Diff- (n) et faire ainsi agir Diff-(n) sur 

V"x . Considérons le dif f éomorphisme : Yk^k+I k ^ ^ " ^ e S c o e f f ^ c i e n * s 

• ^k+1 dépendent polynomialement de ceux de Y - et 

? k ( i r k + 1 , k ) * Y = x + g 1 + . . . + g k + x 

Les composantes de X dépendent également polynomialement de ceux de 

Y k + 1 . 

Par le lemme, il existe h G Diff g- (n) tel que 

h * * t k ( ï k + 1 , k * e F k + 1 

Posons ^ + 1 ( Y k + 1 ) - h ± . f k U k + l i k ? k + 1 ) . 

Les composantes de h dépendant polynomialement de celles de X , 1'ap-

plication ^k+i e s t polynomiale de V x dans F x ce qui est la conclu­

sion ii). La conclusion i) suit du fait que h = Id mod 17£ k + 1£(n,n) et 
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1 1 1 ) du fait que, dans le lemme on a h = Id si Y £ F 

y . . ^k ~* 

Demonstration du lemme 5 . - Soit Y = X + + ... + Sk_-j
 + X 

comme dans l'énoncé du lemme. 

Décomposons X^ en X^ = Z f c + T f c avec e Gfc et T f c e H k et posons : 

Y T = X + g, + ... + g ^ , + d-x)T k + Z k 

On cherche Rfc € , champ homogène de degré k, tel que : 

[ï k,R k] = Y T = - T k modulo 7TL k + 1 V(n) 

Mais, modulo Tfy V(n) , cette équation est équivalente à : 

[ x , R k] = - T k modulo 7*1 k + 1 V(n) 

qui a une solution puisque T f c £ Hfc. D'autre part, on peut choisir cette 

solution Rfc à coefficients dépendant linéairement de ceux de puis-

que R^ [X, R^J est une application linéaire surjective de sur H^, 

il suffit de choisir un facteur direct du noyeau de cette application. 
Soit R. = E a . z a — la solution trouvée, k . a,i 3z . a, i ' i 

a est un n-multi-indice ,|a| = k . Soit X^ le groupe à un paramètre 

défini par le champ polynomial R^ dont le k—jet est R^. Alors il est 

facile de vérifier que : 

a 
A ( z ) = ( z . + Z a . z T ) . „ 
T V i a a,i 'i=1 , . . . ,n 

Comme : X k Y k = Y k 

rk ^k ~k -k 
on a X 1 Y 0 = X 1 Y e F x 

~ ~k On peut prendre h = . 

Les coefficients de h sont égaux à ceux de champ Rfc qui dépendent eux-

mêmes linéairement de ceux de Xn . 
k 

^k "*k <~ ^ 
De plus, si Y € F x , on a T f c = 0 ; le choix linéaire pour Rfc conduit 

~, ^k 
à prendre Rfc = 0 et donc X T = Id. D'où le résultat. 
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Considérons un sous-ensemble algébrique réel Z C F̂ . (c'est à 

dire un sous ensemble défini par l'annulation d'un nombre fini de po­

lynômes et ayant pour partie régulière une variété de codimension i). 

Il est connu que : 

Z = {Y € V k | 3 g € Diffg(n) tel que Y € Z } 

est un ensemble semi-algébrique . Que Z soit un ensemble semi-algébri­

que résulte du théorème de Tarski-Seidenberg (voir [17] ) . 

La proposition k permet d'améliorer ce résultat. 

— ~*k ~k 

LEMME 6 . - Soit Z C F^ un sous-ensemble algébrique de F x , tel que si 

g £ Diff^(n) ̂ t a é Z vérifient g^a € F x alors g^a € Z . Alors le sous-

ensemble 

Z = {Y € v£ | 3 g € DiTfï(n) , g^ 'Y € Z } 

est un sous-ensemble algébrique de V y. De plus : cod^, Z = cod Z 

V X X 

Démonstration. - Soit Y € Z . Par définition, il existe 

g a Diffjj(n) tel que Z = g* Y € Z . 
~k ~*k ^ 

Soit : v x F X 1 1 a P P 1 ^ - c a " t ^ o n polynomiale donnée par 

t v 4V 
Nous allons montrer que i// ̂ (Y) é" Z et donc que Z est l'ensemble algé­

brique ( Z ) . 

^ — 1 — ->/ _ 

Notons que Y = g^ Z et que Z e Z 

Comme yf fc( Y ) % (g"
1 ) ± Z e F* 

par l'hypothèse faite on a 
g 1 ) t z e s 

s o i t t | > k ( Y k ) e Ê 

Montrons que si i = cod^ E alors cod E = i également : Prenons 
F 

— X — — x Q 6 E un point régulier de E : ̂  i polynômes f ̂  9.. . 9f^ c i l s que E ait 
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localement en x Q les équations : 

î" = tf1

 =--=fi = °> e t <lue (df 1 (x Q) . . ,df i(x 0) ) 

soit un système de rang i. 

Sur F v , ^. induit l'identité. Donc x~ 6 Z et Z est localement, en X ' ' k 0 ' 

X q , défini par les équations : 

2 = < V V * * k - °> 

La codimension de E = rang(d(f 1 o v^) ( X q ) , . . . ,d(f ̂  o ) ( X q ) ) est $ i. 

~k 

Mais comme vffc | F x = Id , 

rang(d(f1 o vf k),.. .,d(fi • f k ) ) * rang(df1 , ...,dfi) = i 

Donc la codimension de Z est exactement égale à i. 

Remarque. - Le lemme permet de donner des équations explicites de Z 

connaissant celles de Z. 

Exemple de formes normales. 

Nous allons décrire toutes les formes normales associées aux champs 

linéaires de R , différentsde 0 (Si un champ linéaire est nul, l'espa­

ce F x = V*x. Le résultat est sans intérêt). 

Compte tenu de la réduction de Jordan des matrices 2 x 2 , tout champ 

linéaire X = Z a. . z. -r ^ 0 , est équivalent au champ , de matrice 
i » J J d z ̂  

(a. •) égale à : 
1 9 J 

1 ) M .j e \ avec e = 0 sauf e = 1 éventuellement pour 

\ 0 X^J ^ 1 = ^2 ' ̂ "l'^2 ̂  ^ n o n t o u s l e s d e u x nuls. 

Les champs en question sont les champs hyperboliques à valeurs propres 

X^jX^ réelles, si ^-|-^2 ^ ^ o u Par"k iellement hyperbolique si X ^ .X ^ = 0 
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2) /a -b\ avec a et b ? 0 ; X ̂  2 = a ± i 3 avec a J 0 

\b a / a,b e B et 8 ^ 0 

Ces champs sont des contractions ou dilatations hyperboliques à valeurs 

propres complexes. 

3) /0 -A> 
{ , A C B - {0> : rotation d'angle A 
\ A 0 J 

h) /0 1\ 
I J : champ dans les 2 valeurs propres sont nulles. 
\0 0/ 

Les champs correspondants s'écrivent : 

X = (A l Z l +e z 2 ) ^ - + X 2z 2 , (az r bz2)g|- + (bz , + az2) gf-

3 3 3 + • 

= - z_ + z. T: , z 0 respectivement. 
d dz^ 1 d Z 2 ^ \ 

H est commode de classifier ces champs d'après la complexité de leur forme normale. 

a) Les conditions (P2) sont vérifiées : cela correspond au cas 1 ) lorsque 

A^/A2 £ R \ Q (est un irrationnel négatif) ou bien lorsque X^/X2 et 

A2/A^ € IR
+\ (N - {1}) ainsi qu'au cas 2) (contractions ou dilatations hyperboliques 

complexes). 

Dans ces cas, l'espace F x = lX> et tout champ X+P , P e TFjj (2)V(2) est formellement 

linéarisable comme on l'a vu dans le chapitre I. 

b) Un nombre fini seulement des relations (Pg) ne sont -pas vérifiées : 

Cela correspond au cas 1) lorsque o u ^2^1 aPP a r" t^ e r r t à N - {1} . Suppo­

sons par exemple que Â  = \ ^ 0 et que = avec m £ N - {1} . 

Une seule forme possible pour la matrice : / X 0 \ 

\ 0 mX/ 

~k . . . . ^ 
Dans ce cas F x sera un sous-espace de dimension fini. Pour le déterminer, formons : 

[X>44 3^] - M i + m j - 1) z } z 2 
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et [X'zl"z2 37^] = X ( i + mJ - m ) z i z 2 "37^ 

On peut choisir G* k = ( o ) pour k 4 m 

m 1 3 z ? 

D foù : 

3 3 
LEMME T . - Si X = X ( Z i -5 + m z n -5 ) avec M 0 et m € JN alors la for-

me normale de tout champ X+P avec P g ]7L v ( 2 ) est : 

X+P ^ X z, -w— + (Xmz. + a z m ) - ~ — 01 € R 
1 o Z ̂  2 I d Z p 

Remarque. - m € IN car la formule est encore valable pour m = 1 : on 

retombe alors dans le cas a) où les conditions (P 2) sont vérifiées. 

c) Une infinité de relations (P^) ne sont pas vérifiées. 

Nous allons discerner trois cas différents : 

3 3 

C-1 Le cas diagonal : X = ^ z 1 3~z~~ + ^2 Z 2 3 z 

avec *-|-*2 ^ 0 e t e ^ (rationnel négatif) ou bien X ̂  . X = 0 . 

Le premier est un point de selle hyperbolique, le second est semi-

hyperbolique ; on supposera que X̂  ^ 0 et ^ = 0. 

Il existe alors des entiers ^ 0 p et q tels que pX^ + qX = 0. Dans 

le cas hyperbolique on choisira p et q premiers entre eux , dans le cas 

semi hyperbolique : p = 0 et q = 1 .On pose p + q = m : c 'est un entier 

* 1 . 
Pour déterminer les formes normales, on calcule: 

(ix1 + J X 2 - x , ) 2 i Z J j i -

X , Z 1 Z 2 3z 2 

i*, * jx 2 - x 2) , y 2 

On peut donc choisir : 

G k =(0> si k ? Hm + 1 
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"G 

Лт+1 
£p+1 £q _Э_ 

Z1 Z 2 3z. 
A p Э 
'1 Z 2 3z 2 

pour £ £ 1 . 

3 3 
C-2 La rotation : X = X (- z 0 + z 1 r—— ) 

d a Z ̂  I d Z ̂  

Le plus simple pour traiter ce cas est de remarquer que l'on peut se 

ramener à une forme diagonale, après avoir généraliser la notion de for­

me normale aux champs complexes. On ne retient ensuite, parmi les for­

mes normales trouvées, que les formes normales "réelles". On pourra 

également trouver la réduction dans |2U] . Le résultat est le suivant. 

Gfc = {0} pour k j 2% + 1 

et 

r/22x£/ 3 3 N / 2 2 X f

 3 3 N 1 
G2£+1 = { ( V Z 2 } (- Z2 3 ^ + Z1 » ( V Z 2 J ( Z1 3̂ 7 + Z2ÏT^ i 

3 
C-3 Le champ z 2 ̂  z 

r 3 i j 3 , . i-1 j + 1 3 
on a : Cz2 37;» Z 1 Z 2 Sz^l

 =
 1 Z 1 Z 2 3 ^ 

et 

r _3 i j J -, . i-1 j + 1 _3 i j 3 
L Z2 3 Z l ' Z 1 Z 2 3 z2'J"

 1 Z 1 Z 2 3 z 2

 Z 1 Z 2 3 z 2 

Il est clair que est engendré par H k, z
k et z k

 9^ . On peut 

v , . - * j k 3 k 3 , 2 1 

donc choisir G, = tz. -g , z* -5 / . k 1 «z 1 ' 1 o z 2 

Résumons ces résultats en un lemme : 

LEMME 8 . - Soit X+P € Vj un champ formel de 1-jet X. Alors 
— 3 3 

i/ Si X = X1 z 1 -ĝ — + X 2 z 2 » ° A PÏQ. sont tels que pA., + qX 2 = 0 

et premiers entre eux si X ^ . X ^ ^ o , p = 0 et q = 1 s_i X ̂  = 0 et p = 1, 

q = 0 s_i X = 0 , X+P a pour forme normale : 

Ï+P * S », ¿7 + X 2 Z 2 5 ^
 +

t J / W 4 » Z1 \ Z 2 ^ } 

avec a^ , b^ € E 
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1 1 / Si X = A(-z — + z 1 ), une forme normale de X+P est : 

2 + P „ ( _ Z 2 _ 1 _ + Z i _|_) + ^ ( . ^ ) * [ . Ä ( - . 2 + 

51 3z
 Z2 3z2 

ß * 6 

iii/ Si X = z 0 , une forme normale de X+P est : 
— d 3 z ̂  

X+P % z -rf- + Z ( a zf + b. zf -r|-) avec a . , b e IR 
1 £*2 1 2 

1.2. Réduction formelle des champs de degré de dégénérescence nul. 

Suivant F. Dumortier £5] , nous dirons qu'un germe Y, ou un champ 

formel Y, a un degré de dégénérescence nul si Y(0) = 0, j*(Y)C0)=Y1f 0 

et que Y n'est pas équivalent à un automorphisme linéaire près, à z^——* 

Nous allons établir pour les champs formels de degré de dégénérescence 

nul un résultat de réduction généralisant celui obtenu par F. Takens 

pour les champs ayant un 1-jet de rotation[23]. 

(Voir aussi [7J pour un résultat analogue en terme d'équations différen­

tielles ) . 

Pour cela, nous allons travailler dans les espaces de formes nor­

males formelles décrits plus haut. Nous avons déjà indiqué des cas où 

le champ X+P était linearisable ou bien équivalent a un champ polynomial 

(lemme 7 ) . Pour clore la liste des champs de degré de dégénérescence 

nul il nous reste à considérer le champ diagonal et le champ de rota­

tion du cas C- dans la classification faite plus haut. 

L'intérêt des espaces de formes normales choisis ci-dessus est que 

l'espace G Y est une sous-algèbre de Lie de V v (G v est tout simplement 

le noyau du crochet de Lie par X sur 7/J, V(2) : Ce n'est pas le cas 

pour l'espace associé à X = z^ 3 z )« 

Nous allons étudier uniquement le cas diagonal. Le cas de la rota-
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tion a déjà été étudié par F. Takens [23] et peut d'ailleurs se déduire 

du cas diagonal par passage dans le domaine complexe comme il a déjà 

été dit plus haut. 

Rappelons que : 

G v = © G, se réduit a : 
X k*2 k 

G x = » G m £ + 1 (m = p +Q) 

avec G = {z*1*"1 z** — z A p z A c i + 1 

a V 6 C m*+1 i Z 1 Z 2 3 Z l

 9 Z1 Z 2 3 z 2

i 

Nous allons adopter comme vecteurs de base dans ^mk+-|
 l e s °\ e u x vec­

teurs : 

5ck = (.P .£>*(*,., £-+ x 2 z 2 JL-) 

Y k = (.? z|) k("X 2 X ^ 2 £ - ) 

avec X = X Q et Y Q = -X g Z l y j - + X, * 2 

Comme nous l'avons remarqué plus haut, G x est une algèbre de Lie, Le 

crochet y est donné par : 

LEMME 9. - Soit X f e et Y^ les champs définis ci-dessus. Alors, pour 

k,* * 0 :[ï k,X A]= 0 , [ïk.T,J- -*« X k + 1 et [ï f c,ïj = (i-k)« Y f c + J t 

avec 5 = - ^ 2 P
 + ^ i q - ? É 0 

^ '"kni+l 

Considérons maintenant Z f e = a f c X f c + b f c ï f c 6 G et 

T £ s a £ x A + B £ Y £ € G A m + 1 . Le crochet T ^ + k = [z k,T £] a des composan­

t s a

k + a
 e t \+l

 s u r * k + A
 e t ?

k + A
 d o n n g e s P a r : 

3k+* 

^b k - k a k 

0 U - k ) b } I 
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Si £ Gkm+1 ' k * 1 e s t f î x ^ j o n voit que l'application 

G£m+1 G(k+£)m+1 d ^ f ^ n ^ e P a r l e crochet par Zfc est un isomorphisme si 

t>k ^ 0 et l i= 0 et k. Il en résulte que : 

PROPOSITION 10. - Soit Z = X + Z Z*. un champ formel sous forme nor-
JU1 * 

maie, avec Z^ = a^ X^ + "b̂  Y^ pour £ 1 . Supposons que h^ = 0 pour 

H S k-1 et que "b>k ̂  0 pour un certain k £ 1 . 

Alors il existe b 2 k € IR et une série formelle f (z^ ,Zg) » f(0) 9
e 0 t el s  

que : 

f Z ~ X + t f c Y k + b 2 k Y 2 k modulo G 2 m f c + 1 »... 

Démonstration. - Si b ¿ = 0 pour ¡L $ k-1 , Z s'écrit : 

Z = X + ill a£X* 

Or : 
*i - J1 Z2 X 

En posant ^(u) = ( 1 + Z a 0u ) 9 on a : 
1 JU1 * 

T = ̂ (z*z|)Z = X 
JUk * 16 

qui est de la forme : 

T = X + Z b! Y. 
iUk * * 

avec "b^ = t>k o 

On va maintenant démontrer par récurrence que si : 

- T 1 = X + D k Y k + ^ 1% 

avec k<l : k < k 1 ^ 2k-1 

Alors T ~ = X + b. Y, + *Z Z' 
2 k k iUk1 + 1 * 

Il en résultera que : 

T * X + t f c Y k modulo G 2 a k + G 2 m k + 1 9 . . . 
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Soit donc T'1 = X + b k ? k + b k Y k + ... 

e t * 1 . x - * + b k \ + ( l - T ) \ / k l

 + ••• 

Alors * =~VV 

Il existe U e G m ( k i _ k ) + 1 tel que 

b k V Y • bk 1'
?k 1

 C a r b k * 0 

D'où : 

[T. ,ÏÏ, ] = "T. modulo G , ® . . . L 1 , T ' k^ 1 , t m(2k.!-k) + 1 

Si g est le difféomorphisme formel obtenu par integration de U, , on 
T K L 

g 1 ± T 1 = X + b k Y R mod III v ( 2 ) 

En application la proposition k on trouve un difféomorphisme formel 

g 2 = Id modulo ïïl 0(2,2) tel que : 

S 2 * « 1 ± T 1 € % et que : 

*V 

g 2 * S U *i = 1 + Ъ Л + ••• 

On a montré que : 

Cf (zPz|)Z * X + b k Y k + ^ Z' 

en décomposant Z^ k = a^ k X 2 f c + b^ k Y 2 k 

on a : 

Z ^ X(1 - a 2 k( ZPz|)
2 k) + b k Y k + b 2 k Y 2 k mod G 2 m k + 1 9 ... 

D'où par division, on obtient une fonction f{z^9z^) , qui est égale 

à 1 modulo ni et telle que : 

?Z * X + b k Y k + b 2 k Y 2 k modulo G 2 m k + 1 9 . . . 
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DEFINITION 11. - Soit X e V k un .jet d'ordre k. On dira que X est for­ 

mellement détermine si pour y U 6 77^ k + 1V(2) on a : X* + U ^ X. 

PROPOSITION 12. - Soit T le (2km+1 )-.jet : 

T - X + ^ + * 2 K Y 2 F C avec ^ f 0. 

Alors T est formellement déterminé. 

Demonstrat ion. - Si b k f 0, le crochet par "t>kYk induit un îsomor-

phisme de : G A m h 1 ^(£+k)m+1 P
o u r A * k + 1 . Comme [ x,F x^ = 0 , il est 

facile de vérifier que : 

T = X + + t >2k Y2k i n d u i ' t également un isomorphisme for­

mel , de degré -k (au sens du chapitre I) de 

G(k+I)m+1 • Gfe+2)m+1 + d a n s G(2k+I)m+1 a G(2k+2)m+1 + "•• 

Soit de 7 Î i k m + 2 V n F x dans 7 T l , 2 k m + 2 V H ? x . 

Donc le crochet par T admet un inverse à droite, de degré +k,défini 

sur T^2km+2~ n ~ x t o ù ^ „ [ 0 j 1"J x ^ 

9 9 T 

Il en résulte, d'après la proposition 1-2 que l'équation 

[ï + P , Y ] = Z est résoluble pour Z e 7 n , 2 m k + 2 V r\ F v et pour 

L T T J T T T X,T 

p

t € 7 R , T V ° F X , T e t d o n c ÇL̂ e T + U ~ T pour y U € 7TL m V O F x. 

Maintenant, si U'€ TY\> 2 m k + 2 V j o n applique la proposition k pour montrer 
** *** ~ *YN 2mk+ 2*** que T + U' ^ T + U avec U € TfL Vn F x ce qui nous ramené au cas 

préc édent. 

Dans l'espace F x des formes normales, on définit : 

\ = a = X + ^ a ^ + T ^ Y J b, = ... = b. = 0} 

et î 0 = F x 

On a F v = Z. 3 f o .. . 3 Î . r> . . . 

A U 1 1 
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On notera également par Z_̂  l'espace défini dans F m i + ^ . L'espace li­
néaire Z. est de codimension i dans F m l + 1 (et dans F v ) . De plus : 

i X 1 * 

LEMME 13. - Zi C F m i + 1 est invariant par l'action de Diff m- 1 + 1 ( 2 ) au 

sens du lemme 6 . (Si a € Z^ e_t g e. Diff? l + 1 ( 2 ) tels que g^a *s F m i + 1  

alors g^a e Z^). 

Démonstrat ion. - On va montrer que : 

ï € ïi ï. £ m l + 1 £ -ffL m i + 1 dans 2 m i + 1 

En effet si Y 6 Ê. alors : 

Y = X + E \ avec Z f c = a ^ + 

k> 1 

et b f c = 0 si k £ i 

Donc, si Y é l , =[f e & m i + 1 , f(0) ^ 0 telle que : 

f.Y = X 

Mais, X. "£m :*-+ 1 n 7 r ^ m ^ + 1 où TT\ , désigne l'idéal maximal dans £ m:i" + 1 est 

engendré par (zij"ẑ ) avec (i,j) * (p+1 ,q) et (p,q+l) 

^ ~ ?mi+1 -/s Tn mi+1 _ , v . -, ^ .. , ^ ^mi + 1 ^ <jnmi+1 Donc X. £ P "u d'où il resuite que Y. G 7> 'lu 
~ y'mi+l ™ mi+1 

Inversement, supposons que Y. G y3 ' ' U 

alors 7 F. . Sinon Y 6 Z . avec j < i 

Alors, ^ ? tel que 

f.Y ^ X + a.Y. + a . Y . avec a. 0 

Le champ a droite T étant tel que : 

î . £ m i + 1 3 № + 1 on a également 7 . £ M I + 1 3 7 T L ^ + 1 3 7 F I M I + 1 . 

Maintenant la condition 7 . J M ^ + 1 ^ > 7 l 7 , m ^ + 1 est invariante par l'action 

de D i f f ( 2 ) , d'où le résultat. 
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I l suit du lemme 6 que si E i = {Y € V
m i + 1 | ] g e Diff^1"1"1 ( 2 ) , 

g Y 6 Z•} est un sous-ensemble algébrique de V m l + 1 . Il est clair que 

si T m £ + i
 e s t l a projection de V"x sur alors 

^mi+^i = { ^ € I 3 ^ ' € Di??ô (2 ) f g^Y e I±} (grâce au iii) de la 

proposition h). On désignera rcm|+1 Z^ par £^ également en accord avec 

la convention faite pour "ẑ  (on dira que Z^, Z^ définis dans les jets 

infinis, proviennent des (mi+1)-jets). Il suit des propositions 10 et 

1 2 que Y e si et seulement s'il existe f € £ ( 2 ) , f ( 0 ) ï 0 tel 

*ue fY . X + [ . ^ . ' « g ) 1

 + a 2 i ( Z P z | )
2 i ] ( - x 2 - , ^ + X , > 2 ^ ) 

avec a^ ^ 0. 

Un résultat analogue est vrai lorsque X est un 1-jet de rotation. (On 

en trouvera une démonstration partielle dans [23J )» et on peut construi-
• -~2 i +1 A re des ensembles algébriques Z^ C V x avec les mêmes propriétés. D'où: 

THÉORÈME 1 U . - Soit X = X, z 1 + \. z. ( 1 ) ou bien 
l 1 9 z d. c. 3 z 

3 3 X = X(-z — + z ) (2) un champ linéaire dont les valeurs pro-
c. a Z ̂  I £ 

près ne soient pas toutes les deux nulles et tel qu'il existe p, q € (N 

premiers entre eux, tels que p X 1 + q X 2

 = °- Po sons p+q = m (p=q=1 

dans le cas ( 2 ) , p = 1 , q = 0 ou bien p = 0 et q = 1 si dans le cas(1 ) . 

X^X 2 = 0 ) . Alors il existe une filtration décroissante par des ensem­ 

bles algébriques Z i de V x = {Y € V (2 ) | Y 1 = X} , invariants par Diff - ( 2 ) , 

de codimension i et provenant de V x

l + 1 respectivement tels que 

Y € S i \ s i + 1 si et seulement s'il existe f € , f(0) ï 0, telle que : 

H * X + [a i ( zP Z|)i + a 2. (-X, Z 1 ^ + X , z 2 ^ ) 

avec a^ ^ 0 dans le c as (1 ) ou bien 

H * î + [-iC-î—lî1 + °2i(zK)2i] C , + - 2 

avec ^ 0 dans le cas ( 2 ) . 
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De plus, les champs polynomiaux du second membre sont formellement dé­ 

terminés . 

Remarque. - On peut poser E^ =/r>) Z. ; Z œ est un ensemble proalgébri-
i ^ 

que de codimension °°. On voit que Y est linéarisable à une fonction 

près si et seulement si Y € T.œ et qu'en dehors de E œ , Y est équiva­

lent à un champ polynomial (toujours) à une fonction près. Donc le champ 

Y 6 V x lorsque X est un champ linéaire non nul et non équivalent à 

z^ g z est formellement équivalent à un champ proportionnel à un champ 

polynomial de degré plus ou moins élevé. 

2. LES EQUATIONS I°° ET . 

2 oo 

Soit X un germe de champ en 0 e R et P T eT/(;T ( 2 ) V T ( 2 ) . Posons 
^ oo oo 

X T = X + P T . Nous appellerons équations I et II , respectivement les 

équations : 

X. f = h T et : fx . Y 1 = Z T 

avec h T 6 T T X " ( 2 ) e t Z

T € Tfy ~( 2 ) V T ( 2 ) , à résoudre avec f T £ 77l,™(2) et 

Y T € 1 I L T ( 2 ) V T ( 2 ) ' 

Nous avons déjà étudiés ces équations d'une façon générale dans le 

chapitre I. Nous allons compléter ici cette étude en dimension 2. Rap­

pelons que les solutions de ces équations permettent de déduire des ré­

sultats l Ê * de résultats formels relatifs à X. Cela sera développé dans 

le paragraphe 3. 

2.1. Champs de degré de dégénérescence nul. 

Un germe de champ X de degré de dégénérescence nul est un germe 

dont le 1-jet est ^ 0 et non équivalent à z 0 -r . Nous avons indiqué 
c. à Z -j 

dans le premier paragraphe la classification de Jordan des 1 —jet s et 

nous avons établi des formes normales formelles pour les champs de de-
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gré de dégénérescence nul. Nous allons baser la discussion sur ces ré­

sultat s. 

Commençons par le cas où le champ X est non dégénéré. 

a) Si X est un germe hyperbolique (les valeurs propres ont des 

parties réelles ^ 0 ) , il suit du théorème 1 . 1 0 que les équations I°° et 

II sont toujours résolubles. 

b) Si X a un 1-jet de rotation, l'existence de solutions pour I°° 

et II°° va dépendre d'un jet d'ordre supérieur de X. Par exemple si X 

est une rotation, l'équation I°° n'est pas résoluble pour tout second 

membre h, car l'intégrale de h sur toute orbite fermée de X doit être 

nulle. En utilisant les ensembles algébriques E^ d introduits dans 

l'énoncé du théorème 1 U , on peut montrer que si X € E^N a v e c i<0° 

alors les équations I°° et II°° sont résolubles. On peut donner de ce ré­

sultat une démonstration (très laborieuse) analogue à celle fournie 

dans le paragraphe 2 du chapitre I. Nous ne le ferons pas, les consé­

quences pratiques, que nous indiquerons dans le paragraphe 3 , ayant 

déjà été démontrées par F. Takens [23j-

c) Reste le cas d'un champ partiellement hyperbolique dont le 1 -

jet est égal à X^ = Xz^ ^ — avec X ^ 0 . Nous avons établi par le théo­

rème 1 U , l'existence d'une filtration de V Y par des ensemble algébri-
1 

ques E^, tels que si X € E f c\ alors pour une série formelle f, 

f(0) ? 0 , on ait : 

n * . (afc z f
1

 + c 2 k avec « f c f 0 . 

De plus, il est connu que si X est un champ partiellement hyperbolique 

en 0 6 IR , il possède une variété centrale de classe U ; cette variété 

est une variété invariante par le flot de X et tangente en 0 à la direc­

tion propre de la valeur propre 0 [8] . Il est clair que X* € E^\ E^+1 

si et seulement si la restriction de X à sa variété centrale a un k-jet 

non nul en 0 . 
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Pour les chemins de champs semi-hyperboliques nous avons le résul­

tat suivant : 

THÉORÈME 1 5 . - Soit X T un chemin de germes de champs tel que 

= X 1 _ , X ^ 0, et que pour tout T , X^ e Z k ^ E k + 1 — 

E. c V Y est l'ensemble algébrique du théorème 1 U . Supposons de plus 
j A 1 

que chaque X T ait une même variété centrale en 0. Alors les équations 
00 00 

I et II sont résolubles pour X T. 

Démonstration. - Dans la démonstration, on peut supposer que X = 1 

et que l'axe Oz^ est la variété centrale fixe (indépendante de T ) . 

II s'ensuit que, dans les coordonnées (z^,Zg), le champ s'écrit : 

T T 8z 1
 R T 3z 2 

1 ^ k k+1 
•avec * T(0) = z 1 et ^ T(0) = y z 2 pour u ^ 0 et $ t(0,Z 2) = 0 

a) Nous allons tout d'abord traiter l'équation I . 

Le germe X T est normalement hyperbolique à F x [0,1] , où F={0z 2}, 

est invariante par X T . On peut appliquer à un tel champ la propo­

sition 1 . 1 1 : si *iï T̂(F) = ̂ "(z^) désigne l'espace des germes de fonc­

tions plates le long de 0z 2, l'équation X^.f^= h^ pour h^elïl™ ( 2, ̂  ) a une 

solution f T6 TT̂  T ( z ̂  ) . Cela étant, on va appliquer la même idée que celle 

utilisée tout le long du chapitre I : pour résoudre I dansTTJ, (z 1 , z 2) 

il suffit de résoudre l'équation correspondante dans les champs taylo-

riens de fonctions de ^ 1 ™ ( Z

1

Z

2 '
 l e l o n S de F * [0 , 1 ] et dans 77{,"(z1 ) 

ce qui est déjà fait. 

Nous allons noter par 77}^ ( z 2 ) (F ) cet espace de champ tayloriens: 

p** ^ 

f T€7]^*(z 2) Î T ( F ) soit encore : 

f = germe le long de E a^(z 2,T)z
1 

de { 0} x [ 0 , 1 ] 1 
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où chaque a^(z 2,T) est une fonction £̂ sur Oz^ x [ o , 1 ] , plate sur 

{ 0 } x [ 0 , 1 ] . 

Le champ taylorien X de X^ opère dans (z

2^ £ T(F). 

S O I T * T - *x Ï 7 7 + * T a f ^ 

avec $ t = Z f i(z 2,T)z^ et Ï t = Z * .(z g,* )z^ 
i*1 j^O 

On a : 

*f0 = 0 car 0 z 2 est invariant par X^ 

^ ( 0 ) = 1 

j ^ q ( O ) y z 2 avec y f 0 

Nous voulons résoudre I°° : X .f = h dans TTÎ (z 0) c (F) 

T T T T * - T 

Soit : f = Z a (z ,T)z k et h = E b (z O z * 
T k*0 * 2 1 £ ^ 0 

Lféquation I se développe en : 

1 , K J , K. 

3a k 

o ù a , k - àr^ 

Ce qui se traduit par un système E dont nous écrivons seulement les 

premières lignes : 

< 1 > *o a ' o - * 0 

(2) vf, a, + *, a' Q + tQ a", = b, 

( 3 ) f 2 a, + 2vp, a 2 + * 2 a' 0 + a » , + <|<0 a' 2 = b g etc.. 

Pour résoudre l'équation I , il suffit de résoudre E avec \ a£'i 

telle que TT\^{z2) ^°°(B x [ 0 , l ] ) pour toute suite telle que 

"bj e7I]^(z2)
 %£œ(B x [ 0 , 1 ] ) , où B désigne une houle centrée en 0 € 0 z 2 , 

suffisamment petite et ^"(B x [O , ij ) désigne l'espace des fonctions 

ï a sur B x [O, 1 ] . 

v k+1 Dans la 1 è r e ligne du système, Dq est plat en 0 et *\* yz 2 en 

zéro : b Q/ \j; 0 e 7TL"( z 2 ) ̂  "( B x [o , l] ) et a Q s'obtient par intégration. 
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La 2ème ligne s'écrit : 

+o a ' i +
 *1 а 1 = ъ 1 - *1 a ' o - 5 i 

où b^eVfx(z2) ^ " ( B x [ 0 , 1 ] ) . 

k+1 

On voit que a^ est solution d'une équation singulière (i/Jq ̂  y 

et f 1 ( 0 ) = 1 ) . 

Supposons que cette équation ait une solution a^eÏÏ^Cz^) ^ " ( B x [ 0 , 1 ] ) , 

la 3ème ligne du système fournit une équation singulière en a 2 analogue 

à la précédente avec un second membre dans Tïf^iz^) *6°°(B x [O , 1] ). Et 

ainsi de suite. 

On voit que l'on aura fini, lorqu'on aura démontré la proposition sui­

vante : 

PROPOSITION 1 6 . - Soit В C ( 0 z } une boule à l'origine et soient a T(z) 
et B T(z) e ^°°(B x [ 0 , 1 ] ) telles que : 

i) a T(z) ^ y z en zéro, avec к £ 1 et y ф 0 

ii) а т (z) 4 0 pour y ( Z , T ) € (B — { 0 } ) x [ 0 , 1 ] 

iii) B T(z) Ф 0 pour y (z .T ) € В x [ 0 , 1 ] 

On considère dans (z) l£ °°( В x [ o,l]) l'équation singulière : 

da 

(E) a T(z) + 3 T(z) a T(z) = b T(z) 

Alors (E) est résoluble pour y b^cTJ\^{z) *"6 °°(B x t.0 , 1 J ) avec une solu­ 

tion unique d^eJJl^iz) ^ " ( B x [ 0 , 1 ] ) 

Démonstration de la proposition. - Prolongeons tout d'abord a et 

& т sur IR+ de façon que : 
- pour y z €IR + et y т 6 [0,l] 0 < m * | 3 T (z) |$ M 
où m,M sont deux constantes positives et в (z) est constante pour z 

assez grand. 
- a (z) soit Ф 0 sur (R+ - { 0 } ) x [ 0 , 1 ] 

- a T(z) = y z pour z assez grand 
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Soit maintenant b e7ï}~ ( z ) t?°°(B x [0,1] ). On va prolonger b en 

une fonction sur ÎR en prolongeant b^ en une fonction à support compact. 

Pour résoudre (E) on va opérer la transformation y = Qui trans­

forme (E) en une équation régulière (Ê) et b en une fonction de (y) 

T T 

espace des fonctions en y , T à décroissance rapide en y, c'est à dire 

telle que , pour W j et V / i * | b ^ ( y ) | • 0 (—U-) où b ^ désigne la déri-
T lyl 1 T 

vée j e m e de b par rapport à y. Inversement un élément de (y) est 
T T 

transformé par z = - en une fonction de TTJ^Cz) . 

y T 

Précisément j il suffit de résoudre (E) pour z £ 0 c'est à dire de 

montrer que (E) a une solution a ÊTJÎ^CZ) ^ " ( [ O , » ) X Lo9ll) pour tout 

T T 

b TÊ7T|*(z) ^c°°(L0,COJ x [0,1]), où ^~([0,CO) x[0,l]) désigne l'espace 

des fonctions
 vf°° sur [o,») x [0,1] à support compact. Effectuons le 

changement de variable y = ~ de |R + U {+«>} sur IR+ \J {+«*}. L'équation (E) 

sur R + devient l'équation (Ë) : 

A D * 

<*> V*> fi • + ë T ( y > = \ < y ) 

avec â^Cy) = (—) etc... 

Soit : 

(S) - y 2 â T ( y ) ^ + g T ( y ) i T ( y ) = b T ( y ) 

avec b^ (y) ,fi00 à décroissance rapide pour y -*•+«> . 

En ce qui concerne les coefficients, notons que : 

— u 2 

- au voisinage de 0, a (y) ̂  g et donc que -y a (y) - u ^ 0 
T y T 

pour y •> 0 et est ""6°° en 0, 
2 k— 1 

- pour y-»- + 0 0 , -y a T ( y ) ^ - y / y (k * 1 ) 
De plus, la fonction - y 2 a (y) est °° en +00 , c'est a dire transformée 

T 

d'une fonction de z9*€°° en 0,par y = ~ . 

— 2 — 

- pour tout y 4 0 » ct̂  (y) î 0 . Le coefficient - y ct̂  ty) est donc dif­

férent de 0 pour y (y»T ) e [O,») x[0,l] , 

- enfin, on a pour y ( y , T ) €. [0,«>) x [0,1] : 
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3 T ( y ) est tel que : 0 $ m $ 3 T ( y ) $ M et est en 0 et en + °°. 

Pour se ramener à une équation dans JR on prolonge â T ( y ) et $ T ( y ) de 

façon ^C" sur (-«>,0] x [0,1] de façon que : 

- y 2 â T ( y ) soit €°° en - ~, partout différente de 0 , que - y 2 * t ( y ) 
2 — / \ u — 00 - y a ( y ) * - r—y pour y -* - «>, que $ ( y ) soit U en - » et que 

0 < m £ | e T ( y ) S M. 

Pour résoudre (E) sur [0,«>) , il suffit de montrer que l'équation (E), 

prolongée à R admet une solution a € ( y ) pour tout b € ( y ) . Ou 
•r / \ T T T T 
* T(y) . 

encore, en remarquant que é J (y)» i 1 suffit de montrer que 
-y â T ( y ) T 

1'équat ion : 

(E 2) : f^(y) + y T ( y ) f T ( y ) = g T ( y ) 

3_(y) » 
avec y ( y ) = - : , admet une solution f ( y ) €. J ( y ) pour 

~ -y a T(y) 
yg T(y) € J T ( y ) . 

Dans cette équation, Y t (y) est partout différent de 0 , et reste 

"borné par une puissance de y pour | y | -*• 00 , ainsi que toutes ses déri­

vées successives. 

Il est maintenant facile de voir que l'équation (E 2) se ramène à 

une équation à coefficients constants. En effet, considérons le diffé-

omorphisme à paramètres de R dans IR défini par : 

u ( y ) = f Y (y) <*y 
^0 

Clairement, en raison des propriétés de Y t mentionnées ci-dessus, ce 

dif f éomorphisme échange ^ ( y ) et ^ ( u ) par g T(u) -> g ^ C u C y ) ) . Soit 

y^(u) le difféomorphisme inverse. 

Si l'on pose h (u) = f (y (u)),.-., £ T(u) = g T(y T(u)), l'équation (Eg) 

est transformée en : 

du 

h^(u) j^E + Y T(y T(u)).h T(u) = £ T(u) 

d y T 1 

Soit, compte tenu de = : 
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(E 3) h^u) + h T(u) = HT (u)/Y(yT (u) ) = T U ) 

avec comme second membre l ̂  T (u) fi CfT (u ) . 

Il suffit de montrer que (E^) a une solution dans Cf T(u). Mais cela est 

trivial si l'on utilise la transformation de Four ier jfT ( u ) ̂  Cf^(X), 

définie par : 

f T(X) = / * " e " 2 T i X u f T ( « ) ^ M 

L'équation (E^) est transformée en : 

(E 3) : 2 TriX h T(X) + h T(X) = Î 1 > T(*) 

soit h(X) = î (X )/( 1+2iviX ) 

T I ,T 

Clairement, si ^ T ( * ) € ^ f T ( M alor s k T ( X ) € $ T ( X ) 

Et comme la transformée de Fourier est un isomorphisme sur les espaces 

\f , la démonstration de la proposition est achevée. 

b) Poursuivons maintenant la démonstration du théorème en passant  

à 1'équation II . Nous allons suivre la même démarche que plus haut. 

D'après la proposition 1.11, l'équation II est résoluble pour 

Z eTD^Cz.) (2) puisque {0z o} x [0,ll est invariant par X T et que X„. 

est normalement hyperbolique à cette variété. Il suffit donc pour con­

clure, de résoudre l'équation : 

(il ) [X

X»
Y

T1 = z

x dans l'espace des champs tayloriens le long 

de {0z2> x [ o , l ] , de champs de vecteurs plats en (o) x [o , 1̂  . 

Soit X T = $ T 9 z + ̂ . comme plus haut et posons : 

•v, 3 - 3  
Y T = f1 3 Z l

 + f 2 3z 2 

~* 3 3 
Z T = « 1 377 + s 2 aT^ 

Le crochet [ x^jY^se développe en : 

95 



MODÈLES LOCAUX DE CHAMPS ET DE FORMES 

[X , Y L T ' T . 

u O Si* 3 
3 z i 

T T 3 z ^ 1 3z 2 3z 2 

et l'équation (il ) est donc équivalente à : 

9$ 3$ 

"977-?1 TzT f 2 = ^1 (1 ) 

Эф 
f 2 - f-

Эф 
f 2 - ï 2 (2) 

On développe maintenant f 1, f 2 etc... 

? 1 • ? » 1 j < » 2 '
T > » 1 

? 2 - ? a 2 j z 1 «2 = ? *2j Z 1 
J 

ainsi que 
= ?! »1 + % A + • 

. " * 0

 + *1 Z1 + ^2 Z2 + ''• 

On retrouve le système z du a) pour les lignes (1) et (2), mais pertur-
3? _ 

bé par la présence des termes - ——- f 1 , etc... 

3 z .j i 
On a d'abord, en prenant le coefficient indépendant de de (1) : 

*o a î o - fi
 a i o - *10 

qui fournit a^Q par une équation du type (E) 

La ligne (2) a pour coeffient indépendant de z^ : 

*0 a20 ~ *0 a20 *1 a10 = b20 

qui fournir a^Q modulo a^ Q déjà trouvé. 

Puis, en prenant le coefficient de z 1 dans (1), on a : 

( f 1

a l 1 + « ' l a î o + ' < ' o a î l ) ~ V i l " V l O " ^ » 2 0 = b 1 1 

qui fournit a ^ modulo a 1 Q et a^Q déjà trouvés . 

Puis avec la ligne (2) : 
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( Vfl a 2 1 + V 2 0 + V ï l 1 " * 1 a 1 1 " * 2 a 1 0 - * ô a 2 1 " * î a 2 0 * b 2 1 

qui fournit a 2 1 modulo a 2 Q a^ Q et a ^ déjà trouvés. 

Plus généralement, le coefficient de dans (l ) fournira a ^ par une 

équation du type (E) modulo les a ^ ; a 2^ pour i < j et le coefficient 

de ẑ  dans (2) fournira a 2^ par une équation analogue, modulo les a ^ 

a2i P o u r i < j ©"t a i j " Ceci achève la démonstration du théorème. 

Remarque. - Par construction, si h T e 7ï£,~ ( z .j ) ou "bien si Z^.elT^Cz^) 

la solution de I ou de II du théorème appartient au même espace. Si 

maintenant h T 6 Iff^iz 2 ) ou bien Z Te7J2*(zg) V T C 2 ) , on peut également 

trouver la solution dans ̂ ^(zg) ou bien dans 7TT^(z2) V T(2) respecti­

vement . 

En effet, si h T6? T J / T(z 2) o T ( F ) est le champ taylorien de h T par 

exemple, et f T la solution de X ̂,. f ̂  « h T , par le théorème de prolonge-

ment de Whitney, on peut prolonger f^ en une fonction f , plate le 

long de l'axe (Oz., h Alors g T = X T f T - h T e Ul* ( z 1 ) n 7ft* ( z 2 ) . Si l'on 

regarde la construction de la solution de l'équation XT.f.J. = g T, dans 

la proposition 1.11, on remarquera que est plate le long de {Oz^}: 

en effet f̂  étant obtenu par intégration le long des orbites est pla­

te le long de toute orbite tendant vers F si c'est le cas pour g T , 

Donc la solution f T - f± de X T(f T - ) = h T est plate le long de 

{0z 1 } . Le même raisonnement est valable pour Z T € ÏÏJJ^ ( z 2 ) V T ( 2 ) , 

De même si h T e Tn~ ( z 1 ) O Tfl~ ( z 2 ) ou bien si Z^ 7)l~(z^) V t ( 2 ) 0 

TfC^^z^) V T(2) le même raisonnement que plus haut prouve que la solution 

appartient au même espace. 

Notons que cette remarque est valable à fortiori pour un point de 

selle hyperbolique par application directe de la proposition 1.11. 

2.2. Champs de degré de dégénérescence non nul, 
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Pour traiter des champs plus dégénérés que ceux considérés jusqu'­

ici, nous allons utiliser la méthode d'éclatement de la singularité. 

Cette technique a été utilisée systématiquement par F. Takens (voir 

J2U] ) et par F. Dumortier [5J , entre autres. C'est les résultats de 

ce dernier auteur que nous utilisons ci-dessous (en particulier le thé­

orème A de , dont nous rappelons l'énoncé , donne un résultat géné­

ral sur les germes de champs dans le plan qui sera à la base des résul­

tats exposés ici). 

2 . 2 . 1 . Rappels sur la méthode d'éclatement dans le plan 

Considérons un germe de champ de vecteur X, en 0 6 R »X(0) = 0. 

1 2 * 
Soit * : S x IR -> IR , l'application définissant les coordonnées polai­
res *(a sr) = (r cos a, r sin a) 

Alors il existe un germe de champ ^6 , X , le long de S 1 x { 0} C S 1 x (R 

tel que pour y q € S ̂  x IR : 

= X. *(q) 

(Voir [2V] pour les détails en dimension 2 et plus ) 

Le champ X sur S 1 x R n'est autre que X écrit en coordonnées polaires. 

k ""*k 

Si maintenant le champ X est tel que j X (0) = X = 0 et que 

X k + 1 4 0 , on peut diviser X par r k : il existe un germe X tel que 

X = r X . Dans la suite, par éclatement de X nous entendrons la cons-
truction qui conduit à X = —^ X , où k est le plus grand entier tel que 
-k r 

X K = 0. 

3 3 2 
Notations. - Soit X = a 1 -~- + a 0 — — un germe en 0 e R ; 

i a z -j 3 
a 1 ( 0 ) = a 2 ( 0 ) = 0 

Le champ X peut être écrit : 

* = n i à + r n s h o ù £r e t r h s o n t d o n n ê s p a r : 

98 



SINGULARITÉS DES GERMES... 

ф* (а»<«,т) = (- z

2 э т ; + z i ai;)- $("'T> 

* * ( r э 7 ) ( а > г ) - ( z1 Э77 + Z 2 âTT,*- Ф ( а ' г ) 

et 
n i " 4̂ 2 < x ' Z 1 э77 ~ z

2 ¥ 7 7 > " ( a ' r ) 

r 2 1 

n 2 " 4 _2 < X • Z1 Э77 + z 2 3i~ > ( a ; r ) 

Г Л d 

où < , > désigne le produit scalaire euclidien de IR . 
• 2 x L'éclatement fait donc passer d'un germe X en 0 e |R à un germe 

X le long de S 1 x {0} С S 1 x R. Clairement les singularités de X sont 
les points (a, 0) e S 1 x {0} où n.j(a,0) = 0. 

Il est facile de voir que : 

- ou bien X n'a pas de singularités 

- ou bien X a un nombre fini et pair de singularités (nombre in­

férieur à 2k + U ) 

- ou bien, pour y а в , ( a , 0 ) = 0 

De plus, le n-jet de X en chaque point de S 1 x {0} ne dépend que 
du (n+k+1 )-j et de X. 

Il peut se faire qu'après un premier éclatement de X, le champ 

X possède des singularités sur S 1 x {0} et que pour certaines d'entre 

elles, il soit intéressant de procéder à un nouvel éclatement. 

Tout d'abord, il est facile, modulo un choix de coordonnées de 

définir l'éclatement en un point quelconque p d'une variété différen— 

1 2 
tiable, analytique V de dimension 2 . L'application Ф de S x R dans R 
est remplacée par une application d'une variété 'v - V - {p} dans V. 

2 

Plus précisément, si ф^ : IR -*• V, ф^(0) = p est l'inverse d'une appli­
cation de carte, on prendra Ф^ = ф^ о Ф , en identifiant par ailleurs 
S 1 x В avec un voisinage collier dans V. Le cercle x {0} est envoyé 
par Фр sur p. 

^ 2 ^ On peut donc itérer l'éclatement de 0 € IR , en éclatant le germe 
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de champ X défini au voisinage de S 1 x {0} en un point p e x |R. 

Plus généralement il est possible de procéder à un nombre fini d'écla­

tements successifs d'applications $<|»...»$n en un certain nombre de 

points (Quand on éclate un point singulier, on convient toujours d'é­

clater aussi l'autre point singulier qui lui était associé de façon à 

avoir toujours un nombre pair de singularités isolées). On obtient de 

cette façon des germes de champs successifs X,X^,...,Xn définis au voi-

2 1 1 

sinage de 0 € IR a S x {0} c S x IR = et finalement, au voisinage 

d'un ensemble r n = (*1 o ... o $ Q)
 1(0) C U n. L'espace U n résultant de 

l'éclatement peut être identifié (analytiquement) à un ouvert de IR . 

L'ensemble r n » formé d'une réunion de cercles ayant des points en com­

mun à le type d'homotopie d'un bouquet de cercles. Pour avoir un objet 

plus facile à manier, on restreint le domaine de l'éclatement U n en un 
domaine A , tel que »A C r soit homéomorphe à et A_ soit homéomor-n n n r n 

phe à S 1 x [O ,oo) . 

Pour cela, au premier éclatement $^ , on prend A^ - x [0fa>) 

(gA1 = S 1 x {0}). On peut choisir un voisinage V de p dans homéomor-

2 1 phe à IR tel que si $ 2 : S x (R est l'application du deuxième 

éclatement, en p par exemple, on ait : 

* 2

 ( t 0 » * ] x E + ) = V ° A 1 

Dans le domaine de l'éclatement en p, on peut donc se limiter à 

[0,tt] x IR + de S 1 x IR. On obtient de cette façon un domaine A 2 pour $ 2 

qui est une variété à bord anguleux (formé de deux arcs lisses se rac-

1 + 1 
cordant à angle droit) : A 2 est bien homéomorphe à S x |R et 3A 2 à S 

• 2 
Plus généralement A sera une sous variété de dimension 2 de IR s n 

homéomorphe à S 1 x R , dont le bord 3 A q , homéomorphe à S
1 est formé d'un 

nombre fini d'arcs lisses y-j » • • • »Y A

 s e raccordant à angles droits. 
.A. 

D'autre part, le rapport entre le champ X n tel que 
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( * 1 o ... o * n ) s (î n) = X 

et le champ X R est décrit par le lemme suivant : 

•s — oo 
LEMME 1 7 - - X_ = F X_ ou F est un germe de fonction o sur A_, au voi-n n n — n B n' 

sinage de 3 A q , positive sur int A Q = A N \ 9 A N et il existe des nombres  

entiers , . . . associés aux arcs Y<J»---»Y£ tels que : 

i) Si p est un point de 3 A N appartenant à l
fintérieur de 1'arc 

Y• et (x,y) des coordonnées en p telles que, localement A = {y ^ 0} 
1 k. n 

alors : F n(x,y) = y
 1 \J>n avec \pn différent de zéro localement. 

ii) S_i p est un angle de 3 A N , intersection des arcs y ̂  et y j » et 

x,y des coordonnées telles que localement A N = {x £ 0 , y £ 0} et que 

y. corresponde à {x = 0} , y. à {y = 0} , alors : 

k • k • 

F (x,y) = x r y J i[».-(x.y) avec . (x,y) ï 0 localement. 
n J- J 1J 

Cela étant, nous allons introduire la : 

DÉFINITION 1 8 . - On dit qu'un germe X = a- -r^— + a 0 r-^— , avec X (0) = 0 , 

I o Z ̂  c. d Z g 

est à singularité algébriquement isolée si l'idéal (a.|,a2) engendré par  

les séries formelles de a 1 et a 2 dans o ( 2 ) , contient une -puissance de  

l'idéal maximal 77£ : (a1 ,a 2 ) oTfL( z 1 , z 2 ) pour un certain k. 

Désignons par A , l'ensemble des jets ~ ne vérifiant pas cette dernière  

condition : X est à singularité algébriquement isolée si et seulement 

si X 4 A-

La proposition suivante, dont on pourra trouver une démonstration 

dans [5J , montre que presque tous les germes sont à singularité algébri­

quement isolée. 

PROPOSITION 19 [5] . - L'ensemble A C V°° (2) est un sous ensemble proal-

gébrique de V (2) , de codimension » (c1 est à dire que A est intersec­ 

tion d'une infinité dénombrable d'ensemble algébriques de V°° ( 2 ) , de 

codimension strictement croissante). 
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Remarque. - La condition d'être de codimension °° est équivalente au 

v ^k critère suivant, pratiquement très utile : si z e V ( 2 ) il existe 

z' € V ( 2 ) , de k-jet égal à z, tel que z' n'appartienne pas à A. 

Nous pouvons maintenant énoncer le théorème A de F. Dumortier sur 

lequel va être basé toute la suite. Rappelons qu'un germe de champ X 

2 

en p e R est dit de degré de dégénérescence nul si X(p) = 0 , 

j^X(p) = X 1(p) ^ 0 et n'est pas équivalent (après translation de l'ori­

gine en p) à z c T-^— . Alors : 
d a Z .j 

THÉORÈME 20 [5] . - Soit X un germe de champ en 0 € R 2 , X ( 0 ) = 0 à singu­ 

larité algébriquement isolée. Alors il existe une suite d'éclatement 

$ ̂  n conduisant à un champ X n tels que les seules singularités 

de X^ sur A^ sont : 

1) ou bien des singularités isolées p, en nombre pair, de degré 

de dégénérescence nul. Si X Q n'est que partiellement hyperbolique en p, 
alors ï ( p ) € S j \ S - . i , i < ~ , où les E . C . sont les 

n 1 1 1 X ^ p ) — 3 J X ^ p ) 
ensembles algébriques introduits dans le théorème 1U ci-dessus. 

2 ) Ou bien des arcs lisses y de 3 A q ; en chaque point p ^ y 9 

le degré de dégénérescence de X n est nul, (en p, X n est partiellement 

hyperbolique avec cette fois X (p) £ E CT V«/- ). (On peut avoir  v * * • • n 00 5J? I r \ 

x n ( P ) 
Y = 9A si n = 1 ). 

n — 

De plus» la position et les propriétés des singularités de X n ne 

dépendent que d'un jet d'ordre fini de X en 0 . 

Pour des raisons techniques, nous aurons besoin de considérer des 

familles X = X + P o ù P € Jf) " v ( 2 ) . Mais, si X est à singularité 
T T T 0 T T 

algébriquement isolée, il est clair (en utilisant le lemme de Nakayama) 

qu'il en est de même pour X^ pour chaque T . De plus, grâce à la conclu­

sion du théorème 2 0 , il est clair qu'au cours des éclatements successifs 

la position et la nature des singularités des champs X 1 ,...,X 
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sont indépendantes de T , dans un domaine d'éclatement ,...,An commun 

à chacun de ces champs. 

On désignera par X n ^ le résultat de l'éclatement de : c'est une fa­

mille de germes de champs ^ , le long de 3A n dont les singularités 

sont fixes en position et nature et décrites par le théorème 2 0 . On dé­

signera par V T(3A n) l'espace des familles ̂  de germes de champs de vec­

teurs, le long de 3A : X g V (3A ). De plus, comme les nombres 

k 1 9...,k 0 associés à la fonction F dans le lemme 1 7 ne dépendent que 
I Jo n 

d'un jet fini de X, on peut trouver pour X T, une famille de germe 

F n T C ^ T ^ ^ n ^ : e s P a c e d e s familles des germes ̂  de fonctions le long 

de 3A n , vérifiant les conditions i) et ii) du lemme 1 7 et telle que 

F _ = F „ modulo TT7,T(3An) (où T T i T (3A n) désigne l'idëal de s germes 

des fonctions ̂  de A R

 x f o , l ] , le long de 3A n * C0»1] et nulles sur 

3A n * [0,1] ). 

Résumons ces propriétés : 

p 
COROLLAIRE 2 1 . - Soit X un germe en 0 € IR à singularité algébriquement 

isolée et P T € 7T^ ( 2 ) . On peut trouver une suite d'éclatements 

.... .4 , conduisant à un champ X e V (3A ) éclaté de X = X + P 1 ' 9 n 9 K n,T T n' T T 

dont les singularités sont fixées par rapport à T » en position et en 

nature et sont décrites par le théorème 20. De plus il existe 

F„ ^ £• ̂  ( 3A ) tel que si î = F„ ï alors ($ - o. . . 0 $ ) Jx =X 
n,T T n' ^ n,T n,x n,T 1 n'* n ,T T 

et telle que F = F ~ modulo Tïl^id A ) (en particulier, F vérifie  i — n,T n,0 *-T n c ' n,x 

les conclusions du lemme 1 7 pour des k ̂  ,...,k^ fixe s). 

2 . 2 . 2 . Questions topologiques liées aux équations I°° et 1 1 ° ° 

Le but de ce qui suit et qui sera complètement réalisé au paragra­

phe 3 est de démontrer que, pour un champ à singularité algébriquement 

isolée et avec quelques autres conditions supplémentaires, les proprié­

tés formelles impliquent les propriétés ^0°° analogues* 
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La clé de ce résultat va résider dans la démonstration que, pour le 

champ X associé à X+P , P eTfl V , on peut résoudre les équations 

I et II moyennant quelques conditions supplémentaires sur X, c'est 

à dire résoudre les équations : 

I*° : X . f = h et II°° i T X , Y "J = Z 

dans TD^CaA ) et 7r)°°(3A ) V ( 3A ) respectivement. 
L T n L T n T n * 

Nous allons commencer par donner plus de précisions sur les singulari­
tés de X . On a successivement : 

n,T 

a) des singularités isolées pouvant être situées soit à l'intéri­

eur d'un arc lisse y cLe 3A n, soit à un angle de 3A n intersection de 

deux arcs lisses y^ et y2« La singularité peut être hyperbolique ou 

semi-hyperbolique. A chaque singularité semi—hyperbolique aboutissent 

au moins 2 séparatrices formant une variété centrale W Q. D'autre part 

les arcs de 3A aboutissant à p, étant invariants par X sont aussi n * 9 n, T 

formés de séparatrices de p. Les types topologiques de singularités p 

possibles sont schématisés ci—dessous (voir [5 "\ pour les démonstrations). 

Les types ne différant que par l'orientation des trajectoires de ceux 

représentés ne sont pas inclus dans la liste. Par contre on tient com­

pte de l'existence et de la position de W Q par rapport à 3A n (position 

très importante pour la suite) : 

104 



SINGULARITÉS DES GERMES... 

n w c p w c p w c p w c 

(a) semi-hyperbolique (b) hyperbolique (c) semi-hyperbolique 
et semi-hyperbolique 

Wc 

3A ^ ^ ^ ^ 
n * * * 

P P 

(d) hyperbolique (e) semi-hyperbolique 

Points p intérieur à un arc y 

dA W n c 

C L 1 ^ 
P P P 

(f) hyperbolique (g) semi-hyperbolique (h) hyperbolique 
et semi—hyperbo­

lique 

Points p dans un angle de 3A n 
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Nous appellerons point de selle les points du type c,d,e,f,g. Ces points 

se distinguent par leur position (à l'intérieur d'un arc ou dans un an­

gle de 3 A n ) , par leur nature (hyperbolique ou semi-hyperbolique : dans 

ce dernier cas on dira que la singularité est un point de selle topolo­

gique ) et par la position de la variété centrale. Nous appellerons 

point de selle-noeud les points du type a. 

Si p est semi-hyperbolique, il n'est pas sûr à priori qu'une varié­

té centrale W Q de p dépende d'une façon 16°° de T . Dans la suite, nous 

supposerons que chaque point semi-hyperbolique de X possède une va-
*—~~ — n ,T 

riété centrale fixe, c'est-à-dire, indépendante de T ) . 

b) des singularités non isolées : il s'agit de segments y d&n ou 

bien de 3A„ tout entier, éventuellement, si n=l. Il est facile de choi-n ' 

sir des coordonnées locales en p : (x,y) telles que A n soit localement 

égal à {y^O} ou bien à {x^O , y^O} et que X = ± y-— . Le segment y 
n 9 T 3 y 

est attractant ou dilatant suivant le signe ± . 

Revenons à la construction des solutions pour les équations I°° et 

Iï°°. Le point de départ de la construction réside dans le fait que ces 

équations sont résolubles localement, étant donné la nature des singu­

larités de X . Précisément, on a : 

n,T 

LEMME 22.- Soit un représentant de X q ^ sur un voisinage W de 3A QX [0,l] , 

tel que les singularités de ce représentant encore noté X N ^, soient  

toutes sur 3A n- (Tout point semi-hyperbolique ayant une variété centra­

le fixe). Soit p e 3A n. Alors il existe un voisinage V(p) de p x[o,l] 

dans W tel que les équations I°° et II°° aient des solutions respective­

ment dans les espaces de fonctions et champs de vecteurs sur V(p) , plat s  

sur 3A n x [o,l] pour tout second membre à support compact dans int. V(p) 

et appartenant aux mêmes espaces. 

Démonstration.- Si p est régulier pour X le résultat est évi-
n, T 
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dent par intégration sur les trajectoires, de même si p est une singu­

larité non isolée. Si p est une singularité hyperbolique ou semi-hyper­

bolique on a démontré que les équations I°° et II°° étaient résolubles 

dans les espaces de germes en p pour les points hyperboliques (théorème 

1 - 1 0 ) et pour les points semi-hyperboliques ayant une variété centrale 

fixe et un jet fini différant de 0 en restriction à cette variété (théo­

rème 1 5 ) . Si h T , par exemple est un germe en p dans7^™(3An) on peut 

trouver un germe en p d'un élément &elflœ(dA ) tel que X f = h . 

T n n,T T T 

(voir remarque suivant théorème 1 5 ) . 

Cela signifie qu'il existe 2 voisinages et V"2 de{p}x[o,l], 

V 1 D o|pJ * £o,l] , tels que si h^ est une fonction sur V^plate sur 
3A x [ 0 , 1 1 , il existe une solution f dans V 0. n u J

 T 2 

Il suffit de prendre V(p) = V 2, car une fonction à support compact dans 

int. V 2 peut être considérée définie partout. 

Maintenant, il est clair, si l'on examine les démonstration des théorè­

mes 1 . 1 0 et 1 5 > que l'on peut choisir et V"2 indépendants de h T . 

(De toute façon cette indépendance n'est pas de grande importance pour 

la suite). 

Pour pouvoir tirer des diffférentes solutions locales données par 

le lemme 2 2 , une solution globale, la difficulté tient au fait que les 

solutions locales ne sont pas en général à support compact et que l'on 

ne peut pas procéder a un simple recollement de ces solutions. 

Nous allons voir d'ailleurs que d'autres conditions sont nécessaires 

pour pouvoir construire une solution globale. 

Dans la démonstration du lemme 2 2 , on peut choisir le voisinage 

V(p) contenu dans un voisinage arbitraire de p. On peut profiter de 

cela pour choisir V(p) d'être une variété de dimension 3 à bords an­

guleux dont les faces sont transverses ou tangentes au champ X ; 
n,T 

précisément tel que l'intersection de V(p) avec A n x {T} pour T € £ 0 , 1 ] 
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soit conforme au schéma ci-dessous : 

e3à 
8 A n P P P 

P P P P 

"Soit p 1,p 2,...,p m une suite de points de 3 A n telle que si V(p.| ) , . . . , 

V(p ) sont des voisinages comme ci-dessus on ait m 

3 A n * [ 0 , 1 ] C int V ( P l ) U ... U int V(p m). 

Clairement, on peut choisir un représentant du germe X (et donc 

n, T 

du germe X T en 0 6 P ) tel que les voisinages V (p^), . . . , V( p ) soient de 

la forme : 
V ( P i ) = U(p.) * [0,l] , 

où U(p^) est un 2-disque à bord anguleux conforme au schéma ci-dessus. 

On supposera dorénavant qu'un tel représentant du germe X est choisi. 
n, T 

On le notera également X . Son domaine de définition est W = U x [o, fj 

où U = u ( P l ) u ... u u ( p m ) . 

Rappelons qu'une séparatrice par une point singulier p d'un champ 

est une trajectoire tendant vers p lorsque le paramètre tend vers + ou 

- 0 0 , de telle façon que la direction tangente ait une limite (une sépa­

ratrice pour un germe de champ en p est le germe d'une séparatrice pour 
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un représentant du germe du champ). Iç_i, si le germe de champ X a une  

séparatrice en 0 , le champ éclaté X pour tout T , a un point singu-

n 9 T 

lier p e 3A n avec une séparatrice non contenue dans 3A n (on dira : sé-

paratrice extérieure). Cette circonstance permet de pouvoir choisir les 

U(p.) de façon que les tords des U(p.) tangents à X se raccordent 
i i n ,T 

entre eux conformément au schéma ci—dessous 

p 3 vk P 5 

(On a dessiné un segment de 3A n avec quelques points p^ possibles). 

On suppose dorénavant que X possède au moins une séparatrice et 

que l'on a fait le choix d'un voisinage W = U x [o,l]avec les proprié­

tés décrites ci-dessus. Pour résoudre l'équation I°° dans les germes de 

fonctions plates le long de 3A n x [ 0,1] , il suffit de démontrer que 

pour tout h T€TR"(3A n) "£"(int W) , espace des fonctions
 >6°° sur W, plates 

le long de 3A n x [o,l] , à support compact dans int. W, il existe une 

solution f de I™ : X f = h appartenant à ̂ "(gA )€°°(int.W) espace 
T n , T T T T n * 

des fonctions sur int.W, plate le long de 3A^ x [o,ll.(lci, X dési-
n ™ J n 9 x 

gne le représentant du germe sur W). Mais une fonction 

h^ € 17i~(3A n)£ "(int.W) se décompose toujours en une somme de fonctions 

de support compact contenu chacun dans l'intérieur d'un des Vtp^). On 
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peut se limiter à une telle fonction h . Cette remarque est également 

T 

valable pour lféquation II™. Dans la^suite on supposera que le second 

membre des équations I°° ou II°° est une fonction ou un champ, plat le 

long de 3A n x [ o , i ] à support compact dans l'intérieur de l'un des 

V(p^). On cherche une solution, fonction ou champ sur W tout entier. 

Considérons tout d'abord l'équation I°° : soit h T à support compact 

dans int V(p i), pour un i <f [ i , . . . ,mJ , et f la solution de I°° dans 
V(p.) fournie par le lemme 22. On va essayer de prolonger f en une 

1 T 

solution de I dans W tout entier. Désignons par V(p^) l'ensemble des 

trajectoires passant par les points de V(p^) : V(p^) est le saturé de 

V(p.) dans W. Dans V(p.), le prolongement f , s'il existe a une valeur 

i l T 

bien déterminée : en effet, si p est un point de V(p^) la trajectoire 

de p vient de V(p^) ou y va. Si q est le point d'entrée ou de sortie 

de cette trajectoire dans V(p.) , on a nécessairement f (p) = f (q). 

i T T 

Si l'on convient de poser f = 0 en dehors de V(p.) on a ainsi un pro-
T i 

longement unique de f . Ce prolongement soulève plusieures difficultés: 

il n'est pas sûr qu'il soit bien défini ni qu'il soit de classe l£°°. 

Nous allons tout d'abord examiner la question de la bonne défini­

tion de f . Pour que f soit bien définie, il suffit qu'aucune trajec-

T T 

toire quittant V(p^) ne puisse y revenir. Cette propriété sera assurée 

par l'existence pour le champ X n , éclaté de X, de deux points singuliers 

au moins, à séparatrice extérieure. Avant de démontrer ce résultat, ré­

glons le cas d'un champ X R n'ayant qu'un seul point singulier à sépara­

trice extérieure. Cette circonstance implique que toutes les trajectoires 
de X sur 9A ont une même orientation. Le point singulier p à sépa-

n ,T n 

ratrice extérieure (qui doit faire partie des p^!) est nécessairement 

semi-hyperbolique du type point de selle-noeud. Il est facile de voir 

que toutes les trajectoires quittant V(p) du "côté point de selle" re­

viennent vers p après avoir contourné 3A n > Nous verrons que dans ce cas 

on peut tout de même prolonger f , quitte à modifier préalablement cette 
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fonction dans V(p). Remarquons que pour les p. ^ p le prolongement f 
J T 

est bien défini. Lorsque a deux points à séparatrices extérieures 

on a : 

LEMME 23.- Soit un représentant du germe , encore noté X n , sur 

un voisinage W de 3A x [o .il , comme plus haut. Alors» si X = X ~ ad-— n * j * j= » — n n,0 — 

met au moins deux points singuliers à séparatrice extérieure, toute tra­ 

jectoire de X^ ^ quittant un voisinage V(p^) ne peut y revenir (et in­

versement , toute trajectoire entrant dans V(p_^) ne peut en provenir). 

Démonstration. - Le champ X pour T fixé admet des singularités n, T 

sur 3A n indépendantes de T . Donc, il existe deux points p^ et p^ <^n» 

points singuliers à séparatrice extérieure pour chaque X n 

Prenons une valeur de T quelconque et désignons par yn e t Yo d e s 

séparatrices extérieures de X par p_ et p 0. Alors A n = U\(vn u 3A ) 
n,T J- ^ i } T J-»T n 

et t = u\(ï2 T ^ ^
A n ^ o n t d e s ^ n " t ® r ^ e u r s boméomorphes au 2-disque. Soit 

p^ un point quelconque de la liste p^,-.»p • Supposons que p^ f p^ et 

qu'une orbite de X n ^ quitte U(p^) en p pour y revenir en q. 

Clairement, le segment dforbite y entre p et q est contenu dans int A i 

Il est facile de vérifier que dans U(p^)\(U(p^)H 3A n) on peut choisir 

un segment y1 allant de p à q et transverse aux trajectoires de X 
n, x 

On peut approximer le cercle yu y1 par un cercle différentiable r » plon­
gé dans int A., et transverse à X . Un tel cercle r borde un disque 

l,x n,T 

D C A . Par un argument homotopique simple on peut montrer que D con-
9 T 

tient au moins un point singulier de X n ^ , ce qui est impossible. Si 
p^ = p 2 9 on peut répeter le même raisonnement en utilisant le disque A 2 ^ . 

Le second problème posé par le prolongement f T est de démontrer 

que f t est de classe N6°°. Supposons donc que h^ ait son support dans 

V(p.) et que l'on ait un prolongement f bien défini. La difficulté du 
i T 

problème est mis en évidence par la brève discussion qui suit, faite 
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pour justifier le paragraphe suivant. Soit p un point de 3 A N » Si ce 

point est porté par une séparatrice issue de p., contenue dans 3A , f 
i n T 

est manifestement en p. Une première difficulté apparaît si p est un 

autre point singulier dans la fermeture d'une séparatrice de p^ conte­

nue dans 3 A N - En effet, si p est un point source par exemple, la solu­

tion f̂_ obtenue par prolongement de f̂  , ne se prolonge pas en général 

en p. (En ce point on doit avoir nécessairement f̂  (p) = 0 ! ) . Supposons 

maintenant que p soit un point de selle placé dans un angle de 3 A q par 

exemple. Le problème de la différentabilité en p et aux points au-delà 

de p (lorsqu'on suit 3 A N au-delà de p) peut se préciser de la façon sui­

vante. On choisit des coordonnées locales (x,y) en p telles que 

A N = {x^O, y^O} , localement,que l'axe Ox soit localement porté par la 
séparatrice issue de p. et que le champ X soit transverse aux droites 

* * 1 ^ * n,T 

{x SB Constante}, pour x>0. Soit I = {a}x£o,e]un segment dans la carte, 

issu du point ( a , 0 ) € 3 A N . La restriction de f à I est une fonction 

g (y)» de classe^"et plate en y=0. On peut définir f au voisinage de x T 

p, comme étant une intégrale première de X^ ^, prenant les valeurs 

g^(y) aux points {a} x [o,«i]. Nous avons ici le problème de prolonger 

g^ en une telle intégrale première >£ c o. 

Une discussion analogue peut être faite pour l'équation II°°. Le 

problème de la bonne définition conduit aux mêmes considérations que 

celles faites plus haut au sujet des trajectoires de X . Celui de la 
n ,T 

différentabilité conduit à se préoccuper de l'existence de champs in­
variants (par X ) au voisinage d'un point de selle. C'est le sujet 

n, T 
du prochain paragraphe. 

2.2.3. Existence de fonctions et de champs invariants au voisinage  

d'un point de selle. 

Nous allons considérer successivement les points de selle hyper-
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boliques et les points de selle topologiques ou points de selle-noeud. 

Nous désignerons par H = {x^O, y^O} le premier quadrant de |R2. 

PROPOSITION 2k. - Soit T t un chemin de champs de vecteurs £°° sur le 1er  

quadrant H. Supposons que (0,0)£H soit un point de selle hyperbolique  

dont Ox et Oy soient des séparatrices et qu'il n'existe pas d'autre  

singularité de T^ sur H. Soient a et e>0 tels que le segment 

I={a}x [ o,e] C H soit transverse à T- pour T . So it 

g T : [o,e[ x [o,l] -* R ou R 2 une fonction et plate en {0} x [09l] . 

Alors il existe une fonction sur H x [o 9l] 9 plate sur {Ox} U {0y} 9  

ou bien un champ Y T sur H x[o,l] 9 plat sur {Ox} U {0y} 9 invariants par 

T T(T Tf T= 0 ou bien [T T,Y T] = 0) et tels que : 

f T (
a » y ) = S T ( y ) pour 0<y<n$e où n est une certaine 

ou bien Y T ( O , T ) = g T(y) valeur > 0. 

Démonstration. - Soit n une valeur quelconque : 0 < n < e . On mo­

difie g T sur [n*e] de façon que g T soit identiquement nul au voisinage 

de e. Soit p un point de H x [o,l] ; notons
 vP u Cp) le flot de T T par 

p. Nous désignerons par g T le prolongement cherché de g T (que g T soit 

une fonction ou un champ). Si la trajectoire de T T par p rencontre I 

en un point (a,y) et que p = v^u(ot,y) on pose g T(p) = u ± (gT (y ) ) . Si­

non on pose g T(p) = 0. Il est clair que g T(p) ainsi définie est V6 f l° sur 

H x [ 0 s 0 \ ^ 0 y ^ * C ° » 1 3 e t 9-ue c e prolongement est plat sur {Ox} x [o 9 i] 

moins {(0,0)} x [o 9l] . D'autre part, il est facile de voir que si g^ 

est plat aux points {(0,p)} x [o , 1 j pour un certain p > 0 ((0,p) g 0y\ 

{(0,0)} ) alors g T est aussi plat aux points de {0y} x [o , \ { (0 , 0 ) }x [o , i] 

Donc pour montrer que g T est plat sur {0y} x [o,l] il suffit de montrer 

qu'il est plat aux points de J x [o,l] où J C {0y}est un voisinage de 

(0,0) £ Oy. 

Prenons J - [o,a] . Il existe une valeur n 1 > 0, et n 1 < etelle 
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que les trajectoires de issues des points ((a,y),T) pour 0 < y <r\^ 

atteignent chacune un point de la forme ( ( X , C L ) , T ) et un seul. La réunion 

des segments de trajectoires entre ces deux points union (f0,ct][ x 0)* 

[o,l]et (0 x [o,ctJ) x £o,l] est un voisinage V de {0,0} x [o,l] C 

H x [0,l]. 

Soit vf u(p)
 = ( x

u(p)» y u ( p ) » 0 les composantes du flot de . Pour 

chaque p € V il existe une valeur u(p) $ 0 telle que a = x^^j(p). Pour 

fixer les idées, nous allons supposer que le 1-jet de T T est de la for­

me : 

= X ^ T ) X + X 2 ( T ) y avec X . , ( T ) < 0 et X 2 ( T ) > 0 

Alors, on peut choisir suffisament petit pour qu 1 il existe des cons­

tantes c-j , ° 2 > ° s c 1 < c 2 " t e l l e s 9 

si T = a T ~ + h J~—— 
T T 3 x T 3 y 

on ait : c.jy £ b T(x,y) $ c 2y 

-c 2x $ a T(x,y) £ - ^ x 

Par intégration, on obtient : (p = ( x , y , T ) ) 

uc 1 uc 2 

y e ^ y„(p) ^ ye 
(1 ) 

xe~ u c2 , x u(p) < x e "
U C 1 

tant que le point ^f u(p) demeure dans U : en particulier tant que 

u(p) * u s 0. Les inégalités (1) nous permettent d'ailleurs d'estimer 

u(p) : 

|u(p)| * f- Log f (2) 

c 2 Ji. 

(où p = ( x , y , T ) ) 
3 Yy 

I 1 U I 
Nous avons besoin, pour poursuivre, des estimations de 

3 p Y 1 

qui ont été établies dans la démonstration de la proposition 1.11 : 
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- il existe une constante K ^ pour tout multi-indice y tel que : 

|^-^ (p)j $ e M ^ ' valable tant que ^u^P) € V. 
3p 

En particulier, on a : 

i ^ c , ) i . . K H W 

* 9 *̂ u On va également estimer — (p). Partant de lféquation x
u(p)(p) = a 

on obtient par dérivation : 

3 x u ( P ) 
3u 

3u 
3p ' Эр 

!u(p),p) 

C o m m e s |!f«ipi ( v f u ( p ) ( P ) ) i >, ° 1 i * u ( p > ( p ) | = c,.» 

on a la majoration : 

|"!̂  (p)| $ K e 1 pour une certaine constante K. 

On peut, par récurrence établir que les dérivées successives de u 
sont majorées par des exponentielles de |u| . En utilisant l'inégalité 
(2) on trouve qu'il existe des constantes P. , et Q> i > 0 des nom-

IY I IYI 
bres entiers n|y| e - t m\y\ tels que l'on ait les inégalités : 

— 7 " ( p 

P 
-X m y x 1 

(3) 

^ (P) m y (4) 
x 

Enfin, de l'encadrement : 

c 2 x c 1 x 

on tire que, dans V : 
1 1 

I M P ) ( P ) I « г Ф ° 2 (5) 
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Plaçons nous dans le cas où g T est une application à valeur dans 

P. Le prolongement f T est donné par : 

f r(p) = g T ( s
,

u ( p ) ( p ) ) -

Les majorations (3)9{h) et ( 5 ) 9 jointes au fait que g T est plate 

en ( o ) x [ o , l ] C [o,e [ x [ o , l ] impliquent que toutes les dérivées succes­

sives de f T s'annulent pour x -* 0 uniformément en (V,T). D'où le résul­

tat dans ce cas. 

Supposons maintenant que g T soit une fonction à valeur dans IR et 

que l'on recherche un champ invariant par le flot^prolongeant g T- La 

solution Y T est donnée, comme on l'a dit plus haut, par transport le 

long des orbites de T T. Pour établir que cette solution est plate le 

long de J x [ 0 , 1 ] on peut procéder comme dans la démonstration de la 

proposition 1.11 ; il existe une application matricielle A..(u,p), 

admettant des majorations : 

1 3YA.. , L, , |u| 
I ^ | * e M ( 6 ) 

3p T 

avec L|^| £ 0. 

si g T(y) - (gT ^(y)9&T 2(y)) 

3 3 
Le champ Y T(p) =

 f

T ! âx" + f

 T ^ 2 3y
 e s t d o n n é P a r : 

f T > i(x,y) = Z A i f j(«(p),p) 6 T ).(y u ( p )(p)) 
J 

Les majorations ( 3 ) , ( U ) , ( 5 ) et ( 6 ) impliquent alors la platitude de Y T. 

PROPOSITION 2 5 . - Soit T T un chemin de champ de vecteurs C sur 

H = {x £ 0,y £ O). Supposons qu'en 0 , le germe de T T soit de la forme 

T T = T + P T, avec P T € TT^^Cx,) V T ( 2 ) que T soit semi-hyperbolique : 

T 1 = X y pour X 7* 0 , et que T e Z F C \ Z F E + 1 (où Z i C est défini 

dans le théorème lk) . Supposons de plus, que dans H, T t ait le type to­

pologique d'un point de selle, dont Ox et Oy sont 2 séparatrices et que 
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0 soit l'unique singularité de (Ox est nécessairement dans la varié­

té centrale de en 0 ) . Soit a € (R+ et e e IR+ tel que I = {ct}x[0,e[ 

soit transverse à pour y T . Alors on a le même résultat de prolonge­

ment que dans la proposition 2 6 , pour g^ : [o,e[ x [ o , l ] •+ [R ou IR2 , 

plate sur { 0 } * [ o,l]. 

Démonstration . - Comme dans la démonstration de la proposition 2k, 

la seule difficulté est de démontrer la platitude de la solution f , 

aux points d'un voisinage arbitraire de 0 e Oy , dans Oy pour . 

On verra dans le paragraphe 3 , comme conséquence des théorèmes *\k et 1 5 , 

que l'on peut choisir de nouvelles coordonnées dans H x [0,lj: (x,y,-r), 

telles qu'en ( 0 ,0 ) € H, le germe de soit de la forme : 

TT = r T ( x > y ) ( y ^ + y ( T ) X - ^ + x ( T ) X

2 k + 1 è ) 

avec y(T) ï 0 et k £ 1 . 

On peut donc trouver un voisinage W de { 0 , 0 } x [ 0 , l ] C H x [ o , l ] dans 

lequel, pour des constantes , Cg : 0 < ĉ  < c^ on ait : 

X = a b 
T 3x 3y 

avec, en posant p = (x,y,x) : 

c,y S b(p) $ c 2y 

k+1 ^ , > k+1 - c 2 x < a(p) ( - c ^ 

Si 4*u^ p^ » flot de X T s'écrit vj>u = (x u (p ) ,y u (p ) ) , on obtient par in-
c.,u CgU 

tégration : y e s y u ^ p ^ "* y e 

On peut toujours supposer que ({a} x [o,e[ ) x [ o , l ] C W. Si V est un 

voisinage, réunion d'orbites issue de {a} x [ o,e£ x [ 0 , l ] comme dans la 

démonstration de la proposition 2k 9 chaque orbite atteint {a} x [o,e[ 

au bout d'un temps u(m) : 
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c 2( 41(0) - (x)) < u(m) 5 c,(i[>(a) ~ 

où ip(x) = î 
(k+1)x k 

Lorsque g est une fonction à* valeur dans B, la solution f (p) est don-
T T 

née par : 

f

T

( P > - e T

( r u ( P )
( i > » 

Comme est plate en 0, on a : 

[g T(y)l « lg Tl, |y| 

c , ( * ( a ) - • ( x ) ) 
d'où : |f T(p)| S |g Tl 1 I y I e 

qui tend vers 0 pour x 0 , uniformément par rapport à y et r . 

Pour montrer que f est plate le long de l'axe Oy on utilise comme dans 

la proposition 2k, des majorations 0 de la forme : 

3 Yf Ki ilul 

3p 

d'où l'on tire la platitude de f̂  . 

En effet, on peut établir des majorations de la forme : 

3 Yf Mi .u 
|—^r-l* K g e lY« | y u ( p ) ( p ) |

S pour y s e IN ; M ^ j étant une 
3 p constante 

3 Yf c s.^(a) CM t i —c= s) if,(x) 
soit : 1 £ K e . e 1 Y I 

1 3 p Y l S 

En choisissant s assez grand on a M|^| ~ c-|s < °» c e <lu:*- entraine que 

3 Yf T 

0 pour x 0, uniformément en y,T . 
3 P Y 2 

Lorsque g = (g i »8 o) e s" t u n e fonction à valeur dans E , on uti-

lise une formule du type : 

f T , i ( p ) = Z. Ai,j(^P).P) g X j < j ( y u ( p ) ( P > ) 
J 
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Remarque. — Les séparatrices Ox et Oy , dans la proposition 2 7 » ne 

jouent pas des rôles symétriques, alors que c'est le cas pour un point 

de selle hyperbolique. On peut facilement trouver des fonctions g T 

plates en 0 tel qu'il n'existe pas d'intégrales premières f se restrei­

gnant en g T sur le segmet [o,e[ * {a}: (fT(x,a) = g T(x)). 

2 . 2 . U . Démonstration des théorèmes I et II . 

^ 00 oo 

Nous allons maintenant démontrer que les équations I et II ont 

des solutions sous certaines conditions. Pour énoncer convenablement 

ces conditions, nous avons besoin de la définition suivante : 

DEFINITION 2 6 . - Soit X un germe de vecteurs en 0 e IR , de degré de  

dégénérescence non nul, à singularité algébriquement isolée, et X n son  

éclaté comme dans le théorème 2 0. Soit C l'ensemble des points singu­

liers isolés de X n ainsi que des extrémités d'arcs singuliers. On dira  

que deux points p e t q d e C , p ^ q sont connectés, s'il existe une sui­

te qlS---»q.k de points de C, tels que q̂  = q et qfc = p et que : 

1 ) pour H , 1 $ l S k - 1 , il existe une trajectoire sur 3 A n al — 

lant de q £ à q £ + 1 , 

2 ) toutes les trajectoires du 1 ) décrivent <*An dans le même sens , 

3 ) Aucun des points intermédiaires q^ , 2 £ i $ k - 1 , n'a de sépa­

ratrices extérieures (Ces points q^ ne peuvent être que des points de  

selle placés dans des angles de 3 A n ) . 

La réunion des points q^ et des trajectoires les reliant sur d A n , 

définies dans 1 ) est appelée : une connection de p à q. 

Nous pouvons maintenant énoncer : 

THEOREME 2 7 . - Soit X un germe de 0 € R 2 » de degré de dégénérescence  

non nul, et à singularité algébriquement isolée. Supposons que X possè­

de au moins une séparatrice et que si X n est l'éclaté de X, donné par 
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le théorème 20 et C, l'ensemble défini ci-dessus, chaque fois que deux  

points de C sont connectés, l'un d'eux est un point de selle hyperboli­ 

que ou bien un point de selle topologique ou un point de selle noeud dont  

une séparatrice centrale est contenue dans la connection. Soit 

P € TT7 °° V et posons X = X + P . Supposons que l'éclaté X de X 
T T T * T T — — n, T — T 

possède une variété centrale fixe (indépendante de T) en chaque point 

s emi-hyperbolique. Alors les équations I °° et 11 °° sont résolubles pour 

3É dans 7n*°(3A ) et 717°" ( 3 A ) V ( 3A ) respectivement. 
n,T c T n — LT n T n  

Démonstration. - Soit X q t le champ éclaté de X T avec la condition 

supplémentaire que chaque point semi-hyperbolique de X possède une 
n , T 

variété centrale fixe. Ce sont les hypothèses dans lesquelles nous nous 

sommes placés pour l'étude topologique du 2 . 2 . 2 . Nous avons vu dans ce 

paragraphe que le germe X r t admet un représentant, encore noté X N T 

sur un voisinage W de 3A R X [ o , l ] de la forme U * [ o , l J où 

U = U(p 1) vj ... U U ( p m ) , p 1,...,p m étant des points de 3A n et UCp^),..., 

U(p m) des voisinages d'un type particulier, décrit plus haut. On sup­

pose également que les parties du bord des U(p^) tangentes à X r t se 

raccordent entre elles. Comme on l'a remarqué dans 2 . 2 . 2 . , il suffit de 

résoudre I et II pour une fonction ou un champ de vecteurs à support 

compact dans l'intérieur de l'un quelconque des vCp^). Nous allons rai-

00 œ 

sonner sur l'équation I , la transposition à l'équation II étant immé­

diate . 

Soit h T une fonction plate sur 3A n * [0,1] de support compact con­

tenu dans int. V(p^). Grâce à la condition d'existence d'une variété 

centrale fixe pour les points semi-hyperboliques, on sait qu'il existe 

une solution f T de I dans V(p^) pour ce second membre h T (voir 2 . 2 . 2 ) 

On va s'efforcer de choisir convenablement f T , grâce aux propositions 

2k et 25 ci-dessus, de façon que cette solution f T se prolonge en une 

solution f T dans W tout entier. 
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Pour mettre en oeuvre les propositions 2k et 25 remarquons que si 

p. est un point de selle hyperbolique ou topologique, ou un point de 
3 

selle-noeud, le germe de X n t en p^ est équivalent, par un chemin de 

germes de difféomorphismes fixant 3A n, à un chemin de germes de champ 

dont les 3 séparatrices de point de selle ou les 2 séparatrices de 

"quadrant selle" du point de selle-noeud sont fixes (Pour un point sur 

3A n 1 ou 2 séparatrices sont déjà contenues dans 3 A n ) . En effet, si 

p. est un point de selle hyperbolique, cela résulte des théorèmes d'exis-
J 

tence de variétés stables et instables pour un champ normalement hyper­

bolique à son lieu de zéros [6] . Si p . est semi-hyperbolique, on a 
3 

supposé que p. possédait une variété centrale fixe. Le théorème 1 5 im-
3 

plique qu'il existe un chemin de germes de champs en p. , Y , solution 
3 T 

de l'équation [X ,Y 1= X et plat sur 3A . On verra plus loin, que 
L n , T T J n , T n * ' ^ 

par intégration de Y on obtient un chemin de germes de difféomorphis-

mes g , fixant 3A , tel que g X = X .Le chemin des germes 

T n T * ^1)1) n,f 
de X en p. est donc équivalent au chemin constant des germes de X _ n ,x j n, u 
en p.. Donc dans le cas hyperbolique ou semi-hyperbolique on peut appli-

J 

quer les conclusions des propositions 2k ou 25 dans une carte H paramè 

trant la moitié du point de selle d'un champ équivalent à X n . Les con­

clusions sont encore valables pour le germe de X lui—même. On peut 
n ,x 

l'énoncer précisément de la façon suivante : Soit un des quadrant dans 
U(p . ) du point de selle p. ou le quadrant-selle de p. sip. est un point 

J 3 3 3 

de selle-noeud. Ce quadrant est bordé par deux segments de séparatrices 

[Pj » a] et £pj, d] et par des arce [a,b], transverse à X R t > [ D , C J tangent 

à X n ^ et [c,d] , transverse à X Q ^ . Si Pj est semi-hyperbolique. 

supposons que fp'»a| soit dans une variété centrale. Alors si g est 

une fonction o 9 plate en a, de [a, b] dans (R ou R , il existe un unique pro -

longement g de g dans le quadrant, invariant par X , (Les proposi-
T T n ,T 

tions 2k ou 25 impliquent que g T est plate le long de £p^,aj U £p^ ,dj 
y)oo 

et C dans un voisinage. De toute façon l'existence et la différentia-
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bilité de à l'extérieur de [Pj> a3 V [ pj' d] s o n" t d e s Propriétés 

tr iviale s). 

Nous allons montrer maintenant comment choisir f^ pour que le pro­

longement f^ existe et soit v6°° . Nous allons pour cela, examiner quatre 

hypothèses possibles sur le point p^ : 

1) Supposons que p^ ne soit ni un point de selle hyperbolique, ni  

un point de selle topologique ou point de selle noeud, à séparatrice  

centrale dans 8A n, ni un point régulier. Dans ce cas, on choisit une 

solution f avec la seule condition que f soit localement nulle sur 

T T 

les parties de la frontière de V(p.) auxquelles X est tangente. (Un 

tel choix est toujours possible car h^ a un support compact dans 

int V(p.))« On sait, grâce à 2.2.2. , que f a un prolongement "f uni-

i T T 

que, bien défini dans V(p^), en imposant la condition : f^ = 0 dans 

W\V(p^). Soit p € W. Nous voulons montrer que f est en p. Pour 

cela nous allons examiner différentes possibilités : 

- p appartient au complémentaire de la fermeture de V(p^) (satu­

ré de V(p^) dans w ) . Alors f est localement nul donc . 

- p 6. int V(p^) : p est alors sur la trajectoire d'un point 

q €. int V(p^) tel que le segment de trajectoire entre p et q ne rencon­

tre pas support h^ . Il est clair, en utilisant la différentiabilité 
du flot de X et la compacité de support h que f est en p. 

n,T x T 

- p appartient à la frontière de V(p^) : dans ce cas, et parce 

que les parties du bord des différents U(p.) qui sont tangentes à X 

0 N
 9 T 

se raccordent entre elles, on est sûr que p est sur la trajectoire d'un 

point q qui appartient à la frontière de V(p^) et où f^ est localement 

nulle ce qui implique que f est aussi localement nulle en p, ou bien 
T 

que p est sur la trajectoire d'un point q £ V(p i)H "àAn. Dans ce der­

nier cas le point p appartient, soit à une connection de p. à p. £ C, 
J 

soit à une séparatrice extérieure de p., bordant un quadrant selle de 
J 

p. , qui est encore connecté à p.. Dans l'un ou l'autre cas nous allons 
J ^ 
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montrer que f_ est plate en p. Rappelons que les points intermédiaires 

de la connection : ^*"""'^k-1 s o n t "tous des points de selle situés dans 

des angles de 3An« Par hypothèse, si un tel point q^ est semi-hyperbo­

lique, la trajectoire entre et ÇL̂  est nécessairement dans la varié­

té centrale.De même la trajectoire de q.k_1 à p^ est dans la variété cen­

trale de p. si p. est semi-hyperbolique. Il en résulte que l'on peut 

o u 

démontrer la platitude de f̂  par récurrence sur les q^ : si est pla­

te en tout point de la connection situé entre p^ et q^ , q^ non compris, 

la proposition 2k ou 25 (et précisément la conséquence de ces proposi­

tions, soulignée plus haut), implique que f est plate aux points de la 

trajectoire de q̂  à » ÇL̂ +i n o n compris. Enfin, si f est plate aux 

points de la connection entre p. et p. , p. non compris, alors f est 
1 J J T 

plate aux points de la séparatrice extérieure de p . ,bordant un quadrant 
J 

de selle de p^ où peut être situé p. 

2) Supposons que p^ soit un point de selle-noeud , unique point  

singulier à séparatrice extérieure. Soit f̂  une solution de I°° dans 

V(p^) (toujours pour un second membre h^ à support compact dans 

int V C p ^ ) ) . Soit U ( p i ) 1 le "quadrant selle" en p i de X N ^ (indépendant 

de T par choix de X r ^ ) . On peut prolonger f̂  en f̂  d'une façon unique 

et bien défini sur W \ U ( p ^ ) 1 B Ce prolongement est de plus "C00 et plat 

sur 3A n (même démonstration que dans le cas 1). 

Notons, comme plus haut, les côtés de U(p^).j par [a,b],[b,c] et [c,d], 
où [a,b| est transverse à X avec a € 3A . Comme on l'a vu dans 2.2.2. u J n, x n 

[p^ »a] est porté par une séparatrice centrale de p^ . Sur [a,bj : 

f T|[a,b]^ f̂  | [a,b] . Mais (f T~ ? T)|[
a» D] e s t u n e fonction plate en a. 

Comme on l'a vu plus haut, il existe une unique fonction & , invarian-
T 

te, prolongeant (f^ - f^) j [a,b] et plate sur [p^9aj vj [p£»d]. On pose 

f = l + f sur U(p.)-, . Cette définition se raccorde avec celle de 

T T T i i 

f sur W \ U ( p ^ ) 1 , d'une façon v6°°. 
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3} Supposons que p^ soit un point de selle hyperbolique ou un point  

de selle topologique ou un point de selle-noeud avec une séparatrice  

centrale dans àA n. Supposons de plus que p^ ne soit pas dans un angle  

de 3A n, et que p^ ne soit pas l
funique point singulier avec une sépara­ 

trice extérieure. Ici on peut choisir f tel que f^ soit localement nul­

le sur les parties de la frontière de V(p^) auxquelles X N est tangente 

(comme dans 1)) et tel que si U(p^).j est l'un des quadrant-selle quel­

conque de p^ décrit comme plus haut, on ait f | [a,b] = 0 (où a g 3^ n^ 

Alors f possède un prolongement unique ? T (grâce au lemme 23) qui est 

et plat sur 3A n (même démonstration que dans 1)). 

h) Supposons que p^ soit un point de selle hyperbolique ou topo­ 

logique dans un angle de <*An, ou bien un point régulier « ou bien un  

point dans un arc singulier pour X R T. 

Supposons tout d'abord que p^ est un point de selle hyperbolique, 

en angle. Alors p^ appartient à une connection maximale de q̂  q^ avec 

q̂  ï q 2 ou bien X N possède un unique point singulier à séparatrice ex­

térieure. Dans l'un ou l'autre cas, en quittant p^ il existe une direc­

tion pour laquelle on se dirige soit vers un point de selle hyperboli­

que à séparatrice extérieure, soit vers un point de selle topologique 

ou un point de selle-noeud abordé par une séparatrice centrale. Si 

U(p^) est le quadrant-selle, voisinage de p^ , et si d appartient à 

la direction trouvée ci-dessus, on choisit f d'être identiquement nul­

le sur [a,b] . 

Supposons que p^ soit un point régulier. On doit choisir f^ d'être 

nul sur l'un des côtés du rectangle U(p^) voisinage de p^. Ce côté est 

choisi par un raisonnement identique à celui fait ci-dessus. 

Supposons que p^ soit semi-hyperbolique. Dans le quadrant selle 

U(p^) voisinage de p^ on choisit f T = 0 sur [a,b] si a appartient à 

la séparatrice centrale. 
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Supposons que p^ soit un point d'un arc singulier. U(p^) est 

donc dans ce cas un rectangle dont un des côtés est l'arc singulier 

(cf. 2.2.2.). On doit choisir f^ nulle sur cet arc, ce qui impose une 

valeur nécessaire à f ̂. 

Dans l'un ou l'autre cas les hypothèses faites sur les connections 

impliquent que f̂  existe et est l£ , 

3. LES RÉSULTATS £**RELATIFS AUX GERMES DE CHAMPS DE VECTEURS EN OgtR 2, 

Nous dirons que deux germes de champs X et Y sont ^ ^équivalents 

s'il existe un germe de difféomorphisme g €. DiffQ(R ),préservant 0, 

tel que g^X = Y et qu'ils sont formellement équivalents s'il existe un 

difféomorphisme formel g € DiffQ(R ) tel que ĝ  X = Y ; on écrit X ~ Y , 
~» ~ 
X *w Y. D'autre part, un jet d'ordre k de champ X est dit formellement 
^ ^ '̂ k 

déterminé si tous les (jets infinis) germes de champs de k^j et X sont 

(formellement) équivalents entre eux. 

Je rappelle que l'équation II** pour X x = X + P T permet de passer 

de l'équivalence formelle à l'équivalence 6̂*° % Précisément, on a : 
2 

LEMME 28 . - Soit X un germe en 0 g" IR de champ de vecteurs. Si pour 

V P T e ITÊ^x ̂
2 ) » l'équation II*° associée à X T = X + P^ est résoluble, 

alors on a l'implication : 

Y germe en 0 tel que Y ~ X Y ~ X. 

Démonstration. - Soit % tel que X = g ? 

Soit g un difféomorphisme € dont le jet « est égal à g (L'existence 

de g est assuré par le théorème de Borel). 

Alors g^ Y = X + P avec P e Tr£°V 

On considère P T = TP , X^ = X + X p et l'équation : 

II°° [XT»Yt] = P " P a r hypothèse, cette équation est résoluble avec 

Y , e тп>, • 
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L'intégration de fournit un chemin de germes de difféomorphismes 

fixant l'origine, tel que h X Q = et en particulier 

h 1 * X " X + P " ** Y 

D'où (g""1 ) ± h l A X = Y. 

Nous allons appliquer tout d'ahord ce résultat aux champs de degré 

de dégénérescence nul, c'est à dire dont le 1 -jet en 0 est non nul et 

non équivalent à z 2 ^ — . Les différents cas possibles sont décrits dans 

le paragraphe 1. 

a) Les champs vérifiant les conditions (Pg) ou bien les champs 

contractants ou dilatants sont hyperboliques : on sait que les équations 

sont toujours résolubles (pour y P^) et les conséquences ^0°° ont 

été tirées dans 1.3 . On a une petite précision supplémentaire en dimen­

sion 2, grâce au lemme 7 : 

THÉORÈME 29. - Si un groupe X a un 1-jet X 1 équivalent à 

X 1 = >(z 1 + m z 2 |^-) , >£|R-{0} , m € IN - {0} 

alors X est équivalent au champ polynomial : 

Y = A ( z A v — + m z 0 v ) + ai z m . 3 — avec <* € IR 

1 dz^ 2 az 2 1 a z 2 

b) Considérons maintenant les champs dont le jet relèvent du 

théorème 1 h . En ce qui concerne les équations II , on a : 

- dans le cas où X est diagonal et hyperbolique, l'équation II 

est toujours résoluble (Théorème 1.11) 

- Dans le cas où X n'est que partiellement hyperbolique : 

X 1 = ^ z 1 avec ^ 0 et que X e Z f e \ ^ k + 1 > k < 0 0 > il n'est pas 

certain à priori que l'équation II°* soit résoluble pour X , pour tout 

P é 7R*V (2). Cependant, grâce au théorème 1 h, on sait qu'il existe 

un germe de fonctions f a £ fc) , f(0) 4 0 telle que fX ̂  Y + P , où Y 
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est le modèle polynomial du théorème 1k et P € TT^'V ( 2 ) . Le germe Y+P 

possède des variétés centrales tangentes en 0 à l'axe Oz^. Le champ 

Y+P est donc équivalent à un champ Y 1 tel que Y 1

1 = \ z — et que 0z o 

soit variété centrale de Y i . Le chemin Y = Y + T(Y- - Y) est un chemin 

i T i 

vérifiant les conditions du théorème 15 pour lequel l'équation II est 

résoluble. Ce qui implique finalement que fX ^ Y. 

— Dans le cas où X^ est un 1-j et de rotation : X. = X(z 0 — ~ z„ —) 

1 2 3z 1 1 9 z 2 ' 

X # 0, les résultats de Takens [23] (établis par une méthode différente 

de la nôtre) s'interprètent justement, en disant que si X € E ^ X ^ + i > 

k < 0 0 , il existe f, f (0) = 1 , tel que fX soit équivalent au modèle 

du théorème 1 U . ( Il ne fait pas de doute que les équations II sont 

résolubles pour le champ polynomial du modèle. On peut essayer d'en don^ 

ner une démonstration s'inspirant du traitement du champ elliptique con­

sidéré dans 1-3). On a donc : 

THÉORÈME 30. - Sous les hypothèses du théorème 1 U , et si X est un germe 
tel que X € 2

k \
 s

k + i
 c v~-| » alors il existe un germe de fonction f, 

X y& 00 

f (0) = 1 , tel que fX so it U - équivalent au modèle polynomial du thé-

orème 1 1 . Ce modèle est U — déterminé. S_i X est h y p e r b o l i q u e , le ré —  

sultat reste valable pour X € I M . 

Remarque. - Si X^ est un 1 -jet de rotation ou bien égal à ẑ  y|— , la 

conclusion du théorème précédent est fausse pour X € Zœ ; En effet par 

exemple, un champ qui est formellement proportionnel à une rotation 

n'est pas en général € proportionnel à une rotation. 

Passons maintenant aux champs de degré de dégénérescence non nul. 

En l'absence de résultats formels, nous n'aurons ici que les résultats 

GO 00 

des équations I et II à exploiter. 

Remarquons tout d'abord que les fonctions plates passent bien l'éclate­

ment : 
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LEMME 3 1 . - Soient ^ , . . . ,$ n n éclatement successifs de 0 e P 9 A

n — 

domaine de * n« Alors, la composition par *^ 0...0 $ n induit un isomor-

phisme de 77£ T sur ^2*(
3 A- n) . De même ( $ 1 o. . . o$ n ) ̂  induit un isomorphis-

me entre 77^ T

Q P(3A n)V T ( 3A n) et 7 7 ^ ° ^ ( 2 ) . Enfin si ̂  est une famille de  

germes de difféomorphismes en 0 e R , ne différant de l'identité que  

par des termes plats, il existe une famille ^ de germes de difféomor-

phism.es le long de 3A n, ne différant de l'identité que par des termes  

plat s, telle que 

f o * - o . . . o * = * , o . . . o * o *P_ 
T 1 N I n 1 T 

Et inversement, l'existence de implique celle de *f * 

Démonstration. — Triviale par récurrence sur l'éclatement* 

Un autre résultat utile pour la suite est le suivant ; 

LEMME 32. - Soit F n ^ un germe de fonctions sur A n x [ o , j ] , le long de 

3A n

 x [ o , l ] , vérifiant les conditions du lemme 1 7 pour tout T k Alor s. 

toute fonction ^ T € 17£ 3A n ) est divisible par F^ T^3
1('^ tel que 

IF; = F - ) 
Y T n,T Y T 

Démonstrat ion * - Plaçons nous tout d'abord en un point intérieur 

à un arc lisse de3 A n : il existe des coordonnées (x,y) sur voisinage 

de p , telles que, localement A = {y £ 0}. Alors : 

*i n 

Fn,x = y Gn,x a v e c Ga,i * 0 

et si t|̂ t est plat sur 3A n, on peut la diviser localement par y ; 

£ 1 

^ = y K d ' o ù i p = F r , K /G 
R T J T T II,T T N , T 

Si p £ y. n Yj 9 o u Y-j. e t Yj s o r r t deux arcs lisses de 3A n se rencon^ 
trant en p, il existe des coordonnées (x,y) au voisinage de p telles 
que l'ocalement A = { x * 0 , y * 0 } et F ^ = y x G _ avec ^ n n, T " n,T 

G ï 0. 
n,T 
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Si est plat le long de 3A n ; i/i est plat le long de Ox en parti­

culier , d 1 où : 

i|>t = x
 J IP avec plat le long de 3An-

A . 
K f est plat le long de Oy : K 1 = y 1 K 

T A. A- J
 T J T 

d foù if; = x 0 y 1 K et ii = F . K /G 
R T 1 7 T T n,T T n,T 

Donc, la fonction ib étant localement divisible par F est aussi glo-
' T * n, T 

balement divisible. 

Nous somme maintenant en mesure de démontrer : 

THEOREME 33. - Soit X un germe de champ en 0 € B à singularité algébri­

quement isolée. Supposons de plus que : 

i) X possède au moins une séparatrice 

ii) Le champ X r associé à X par le théorème 20 est tel que chaque  

fois que deux points singuliers sont connectés, l'un d 1 eux au moins est  

ou bien un point de selle hyperbolique ou bien un point de selle topo-

logique ou un point de selle-noeud dont une séparatrice centrale est  

contenue dans la connection. 

Alors si Y est un germe de champ et f une série formelle telle que 

f(0) 4 0 et f X ^ Y , il existe un germe de fonction 1 9 l = f telle que 

AX * Y. 

Demonstrat ion. — Soit h = -̂r : on a X % hY ce qui implique l'exis-

t ence de P e % V(2) tel que X+P ^ hY si h est un prolongement de h. 

Soit X n le champ éclaté de X donné par le théorème 20. Par le même ré­

éclatement appliqué à X + P on obtient un champ X n + P^ où 

P € 7n,°°(3A ) V(3A ). Ce dernier champ a les mêmes singularités que X , n v n n n 

aux mêmes points. Soit p un point semi-hyperbolique isolé de X n, et 

donc de X +P . Les champs X et X +P ont en p ou bien une variété n n * n n n r 

centrale contenue dans 3A n, ou bien une variété centrale transversale 
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à 3A . Dans ce dernier cas, il est facile de vérifier que toutes les 
n 

variétés centrales de X et de X + P , transverses à 3A ont un contact 
n n n n 

d'ordre infini en p. Le même raisonnement étant valable en tout point 

semi-hyperbolique isolé de X n , on peut trouver un nouveau champ 

P e 7 7 l v ( 2 ) tel que X+P soit équivalent à hY et tel que pour chaque point 

semi-hyperbolique isolé p de X , les champs X et X +P aient une va-

n n n n 

riété centrale en commun. Soit X T = X + tp . Le champ éclaté X n T de 

X T, fourni par le corollaire 21, a en chaque point semi-hyperbolique 

isolé une variété centrale fixe . La famille X T vérifie alors toutes les 

conditions du théorème 27- Désignons par F la fonction telle que : 
n, T 

X « T = F ï avec (* 0...0 * ) X = X n," n," n,T 1 n * n,T T 

Le champ X s1écrit : 

X = X n + P (où P est le champ relevé de P donne par 
n, T n,0 T T T 

le lemme 31 ) 

comme P e 777 °°(3A )V ( 3A )) , on a d'après le lemme 32, : 
X "Z n T n 

p = p /f € 777 "(ba^ )V (3A n) 

et X = X n + P 
n , T n,0 T 

D'après le théorème 27, on peut résoudre l'équation 

f x ,Y 1 = ? avec Y e 77? °°(3A ) V ( 3A ) . 
L n,T T J T T n T n 

Par intégration de , on trouve une famille de germes de difféomor-

phismes ^ , le long de 3A n, ne différant de l'identité que par des 

termes plats et telle que : 

£ * X _ = X en particulier si g = g 1 B T n,0 n,T 1 

«1* Xn,0 = Xn,1 

D'où : 
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î î ( î n | 0 ' " V Fn ,o fn.oJ =( Fn , o ° Ê ±(x- n f 0> - (F n, 0 o 8)rn§1 

0 r Fn,0 ° « " Fn,0 " Fn,1 M o d u l ° H " O A n ) 

D'où g ± X n j Q = X n ̂  avec î €THT(3A n). 

En passant au quotient grâce au lemme 3 2 , on obtient un germe de 

^ 2 „ 
diffeomorphisme g, en 0 € R , ne différant de l'identité que par des 

termes plats et un germe de fonction k 77^ tels que : 

g ± X Q = (1+k) x 1 

Soit g^X = (1+k)(X+P) ~ h.y 

Soit g^X *\# h f.Y pour une fonction telle que h 1 = h . 

Comme — = f et que g ne diffère de lfidentité que par des termes plats, 
h' 

il existe un germe de fonction tel que ï = f et que : 

IX ~ Y. 

Remarque. - Les conditions sur les connections portent sur le champ 

éclaté X , ce qui est assez indirect ; les conditions ne dépendent en 

fait que d'un jet d'ordre fini de X. Il serait intéressant de poursui­

vre l'analyse des champs à singularité algébriquement isolée de façon 

à obtenir un critère directement lisible sur un jet fini de X. 

Nous allons donner quelques exemples de résultats fournis par le 

théorème dans des cas particuliers. D'autres exemples pourrait facile­

ment être tirés de la liste de singularités de détermination topologi— 

que finie établie par F. Dumortier dans [5] . 

Exemple 1. La singularité z Q ; 
t— o Z ̂  

C'est la seule singularité linéaire de degré de dégénérescence non nul. 

Rappelons que si X est tel que X = z 0 , alors X est équivalent à 
9 z ̂  

la forme normale : 
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Э ^ / а Э , , £ _9 ч 

Notons par T. 9 l'espace linéaire de formes normales défini par : 

ï = { Y é F | y 0} 
X 

et par E le sous ensemble algébrique de , de codimension 1 des jets 

Y, Y = X tel que Y ait une forme normale dans ¿ 1 . 

PROPOSITION 3b. - S i X est un germe en 0 € IR de champ de vecteursttel 

que X 1 = z —^— , et si X ^ E , alors on peut appliquer à X le théorè-
d a Z ̂  

me 33 : si fX ^ Y pour un f, f (0 ) f 0 , " 3 6 e £ ( 2 ) > S = ? tel que 

gX * Y. 

Démonstration. - Il suffit de démontrer que X vérifie les hypothè­

ses du théorème. Si X = a —^— + b —--— , il est clair que (a,b) 3 . 7 7 J ^ • 
3 z -j 3 z g J 

Pour vérifier l'existence de séparatrices et les autres conditions, le 

plus simple est de chercher directement un éclatement de X. Un tel écla­

tement a été décrit par F. Takens dans [24] : après 3 éclatements succes­

sifs , on obtient un champ X^ possédant exactement 6 points de selles 

hyperboliques dont 2 à séparatrice extérieure. 

Exemple 2 . — Considérons un champ 

Z (a. 

(i+j-k) " 

i J Э 
zi z 2 эт; ъ ^ A4 aï? 

dont les composantes sont des polynômes homogènes de degré k £ 2 . 

Posons = {X | X k = Xfc} 
k 

Soit X,X € V , et éclatons une fois l'origine. 
X k 

Le résultat est un champ X^ : 

x 1 = - ^ y x 1 = [ g(co S e 9sine )+g'(r , e ) ] + f(cose,sine)r ~-
r 

o ù f - « X k > z 1 3 7 ; + z 2 3 7 ^ " ' s = < V z 2 ^ - z , > 
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et F ( o , e ) = g (o> e) = o. 

On a, pour un tel champ : 

PROPOSITION 3 5 . - [ 2 U ] Soit X, tel que X k = Xfc. Si l'application 

9 -> g(cos0 ,sin8 ) est générique et si chaque fois que g(cos0,sin0) = 0 

alors f(cosô, sine) f 0 (on dit que f,g sont en position générale) alors 

X^ ne possède que des singularités hyperboliques sur 3A^. 

Clairement, les couples (f,g) en position générale correspondent 

à des X^ situés dans le complémentaire d'un ensemble algébrique Z f c €. 

espace des champs polynomiaux homogènes de degré k. Pour de tels champs, 

on peut classifier le type topologique des orbites (cf. [24]). 

Si k ^ 2, les orbites de X sont obtenues, à homéomorphisme près par 

recollement de secteurs pris dans l'un des quatres modèles suivants : 

z L A , 
secteur secteur secteur secteur 

dilatant type selle de boucles attractant 

Le critère sur les connections du théorème 33 équivaut ici à 

interdire toute connection entre source et puits de X^, Il s'interprète 

en disant que X ne possède pas de secteurs de boucles. D'où : 

THEOREME 36 . - Il existe un ensemble algébrique E k ^ V̂ . , espace des  

champs polynomiaux de degré k, k £ 2, tel que si X est un germe, 
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*̂k— 1 *** k 
X = O, X ^ £ k et que le type topologique de X ne contienne aucun 
secteur en boucles, alors si fX ^ Y pour ?( 0) ^ 0 , 3g , g* = f tel 

/ ^k que gX ^ Y. (La condition sur les secteurs pouvant se lire sur X ). 

Remarque. - Le grand problème restant posé est celui de la classifica­

tion formelle des germes. Cette classification n'a été faite complète­

ment que pour les germes de degré de dégénérescence nulle dans le théo­

rème 1 k. 

Nous allons maintenant passer aux conséquences de la résolution 

de l'équation I°° en remarquant que cette équation est liée à la recher­

che d'intégrales premières. Remarquons pour commencer que si X = X + P 

T T 

et que si l'équation I 0 0 est résoluble dans TJ7 pour tout P , alors 

l'équation sans paramètre X.f = h est résoluble dans . Il suffit 

de considérer P = 0 et h comme un chemin constant. On trouve une so-
T 

lution f^ vérifiant X.f^ = h et il suffit de retenir f = f Q par exemple. 

Soit X un germe en 0 € E . Nous appellerons intégrale première 

formelle tout a € Tfj^ telle que X.a = 0 avec ct(0) = 0 . 

On veut chercher à quelles conditions il existe une intégrale première 

^C°°, f , telle que 7 = a. Le lemme suivant montre l'utilité de l'équa­

tion I°° dans cette question : 
2 

LEMME 37. - Soit X un germe en 0 €. R . Pour que , quelle que soit l'in­

tégrale première et, il existe une intégrale première , telle que 

? s a , il suffit que l'équation I°° : X.f = h ait une solution f € ^ J \ T 

pour tout h ^ 

Démonstration. - Soit en effet g' un germe de fonction , tel 

que g' = a . Alors X.g' € . Si g € TTC° est solution de : 
Xg = Xg' alors f = g' - g est une intégrale première telle que 

f = oc 
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Considérons maintenant un germe X à singularité algébriquement 

isolée, et X n le champ éclaté de X, défini par le théorème 20. 

LEMME 38. - Pour que l'équation I : X.f = h soit résoluble dans 77£ 
00 __ _. . 

il faut et il suffit que l'équation I X

n "
f = h s o ^ ^ résoluble dans 

7 K > A n ) 

Démonstration. - Conséquence immédiate des lemmes 32 et 33. 

Nous pourrions maintenant énoncer un théorème d'existence d'inté­

grales premières ^ sous les mêmes hypothèses que le théorème 3^. Mais 

l'existence d'une intégrale première formelle limite les types possibles 

de singularité pour X n , d'une façon tout à fait avantageuse : 

2 

LEMME 39» ~ Soit X un germe en 0 ̂  (R , à* singularité algébriquement  

isolée. Supposons que X possède une intégrale première formelle non  

identiquement nulle. So it X n , le champ éclaté de X , défini par le thé­ 

orème 20. Alors, ou bien X a un 1-jet de rotation ou bien toutes les  

singularités de X n sont des points de selle hyperboliques. 

Démonstrat ion. — Si X est de degré de dégénérescence nul et a 

un 1-jet non équivalent à une rotation, le 1-jet de X, X est un point 

hyperbolique ou bien partiellement hyperbolique . Dans le 1er cas, il 

est clair que le point est nécessairement un point de selle. Dans le 

deuxième cas, il existe une série formelle f, f(0) ?= 0 tel que : 

? ï * Z1 T Ï 7 + ( a k Z 2 + 1 + a2k Z 2 k + 1 ) T z ^ a v e C a k * 0 

(Théorème 1 k ) . 

L'hypothèse faite implique que le champ polynomial de droite Y a une 

intégrale première 3, non identiquement nulle. Mais cela est impossible 

En effet, si 3^ est le terme de plus bas degré H de 3* , £ £ 1 on doit 

avoir : 
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zi 7 ^ 7 ' 0 

D foù 3^ = d^ z 2 pour Y j l ^ 0 

Alors? .ffA = & a k d £ z* +* + ( & + 1 ) a 2 k d £ z* + 2 k 

avec £ a k d^ f 0 

Mais aucun polynôme P ne peut être tel que : 

z _3_ p = d k+£ 

1 3 Z 1 £ £ 2 

et les coefficients de : 

(Y - z —^—) (3 - 3 ) sont tous de degré > k + £. 
I d Z ̂  X, 

Ceci implique que y. 3 r 0. 

Supposons maintenant que le champ X ^ t un degré de dégénérescence 

non nul. Le champ X admet un éclaté X avec n > 1. Soient 

n i * n 
les applications d 1 éclatement. Les applications sont analytiques. Donc 
ot = a o $ o . . . o $ est en chaque point de 3A une série formelle non I n n 
identiquement nulle, mais nulle sur 3-Â . La série a est intégrale pre-

^ - . 
miere de X et donc également de X . Le même raisonnement que celui fait n n 

plus haut permet d'éliminer l'existence de points hyperboliques qui ne 

sont pas points de selle, ainsi des points semi-hyperboliques pour X n« 

Aux points singuliers non isolés le champ X n est if°° équivalent à y : 

un tel champ n'admet pas d'intégrale première formelle non identiquement 

nulle, mais nulle sur l'axe {y = 0} . D'où le résultat. 

Comme conséquence du théorème 28 et des lemmes 3 8 , 39 et ko , on 

a immédiatement : 

THEOREME ko. - Soit X un germe de champ de vecteurs à singularité algé­

briquement isolée. Si X possède au moins une séparatrice en 0 , alors  

à toute intégrale première formelle a, correspond une intégrale premiè-

r e \t , f , telle qu e f = a . 
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Exemple : Pour un 1—jet diagonal hyperbolique : 

X1 = X1 Z1 Tz"" + A 2 Z 2 3~z~~ ° n a c o n s t r u i t > si p X 1 + q X 2 = t) , une 

suite d'ensembles algébriques £ . c V v . Il est facile de voir que 
i X 

X, X e V Y 9 possède une intégrale première non identiquement nulle 
X1 

si et seulement si X € E w .Le champ X est alors œ équivalent, à un 

facteur près, au champ X 1 z 1 —-— + X 0 z 0 — qui possède l'intégrale 

I I d Z ^ c d. a 7i ̂  

première z^ z^. Ce résultat est faux si le 1-jet de X est z^ ^^ ou 

bien un 1-jet de rotation. 

On peut exprimer le résultat du théorème kl, un peut différemment 

en terme de 1-formes différentielles. 

Soit o) = a dz^ + b dz 2 un germe de 1-forme différentielle en 0 é (Fp. 

Un facteur intégrant f de w est un germe de fonction, tel que f ( 0 ) = 0 , 

associé à un autre germe g, g ( 0 ) ^ 0 , les 2 germes étant tels que : 

w = g df. 

Soit X = - b — 2 — + a —-— le champ orthogonal à OJ . Dire que X.f=0 
3 Z 1 à Z _ 

f 0 

est équivalent à l'équation df A ^ = 0 . Supposons que (â,b) Z> 77J, pour 

un certain & (c'est à dire que X soit à singularité algébriquement 

isolée. On dira que ai est à singularité algébriquement isolée). Alors, 

il est connu que l'équation df A w = 0 est équivalente à la divisibilité 

de df par o> fi 2] • 

Supposons maintenant que ai , à singularité algébriquement isolée, pos­

sède un facteur intégrant formel T : ^g, g (0 ) ï 0 tel que w = g df . 

Alors X.f = 0 . Si l'on peut appliquer le théorème U 0 , on sait trouver 

un germe f ' , f ' = f tel que X.f = 0 4=̂> df'A u) = 0 . 

Comme d f est divisible par oj , j g' tel que : 
d f = g'oj 

Mais df = df ' = g' % = 4; w 
g 

D'où il résulte que g ( 0 ) £ 0 et que : 
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g 1 

On a donc : 

THÉORÈME U1 . - Soit o) = a dz 1 + b dz 2 un germe de 1-forme différentiel­

le à singularité algébriquement isolée ( (a ,b ) D Jfl * pour un certain il ) . 

Supposons que le germe a) possède au moins une feuille séparatrice ( 

c'est à dire adhérente à l'origine, de façon que la tangente ait une  

direction limite à l'origine). Alors si OJ possède un facteur intégrant  

formel a 03 possède aussi un facteur intégrant o . 
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CHAPITRE III 

SINGULARITÉS GENERIQUES DE GERMES DE 2-FORMES FERMEES. 

n) désigne l'espace des germes en 0 €, B de 2-formes différen­

tielles fermées. Le groupe Diff^(n) des germes de difféomorphismes en 

0, préservant 0, agit naturellement sur 2f(n) : 

Diff Q(n) x Stf(n) -> ZJ(n) par (g,a,) g-lfu 

On désigne par 2f K(n) et S5(n) le s espaces de jets d'ordre k et 

d'ordre co de 2—formes fermées en 0 e. IRn. Les éléments de seront 

identifiés à des formes à coefficients des polynômes de degré $ k, une 

fois choisies des coordonnées. L'action de Diffg(n) induit au quotient 

une action de Diff Q(n) et Diff^(n) sur » " ( n ) et lô{n) respectivement. 

Soit i c 2 f k ( n ) une singularité, c'est à dire une sous variété in-

variante par l'action de Diff Q(n) . L'ensemble des (k+l)-jets dans 

2J k + 1(.n) correspondant à des germes d'applications x -> uTk(x) transver­

ses à Z, forment une sous-variété ouverte E c tt k + ^
 1

 k ( Z ) (où n k + 1 k est 

ĉ* k+ 1 n e k 

l'application naturelle de 5j (n) dans ,2? (n) ; le complémentaire de 

ipZ dans 7 r

k +-j
1i c^^

 e s - t u n ensemble stratifié , de codimension ^ n+1 

d'après le théorème de transversalité). On désignera par 2^(n,£) l'en­

semble des germes en 0 de 2-formes fermées, dont le (k+1)—jet appartient 
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a, \¡>Z : on dit encore que Z est une singularité générique de o> ; la 

contre image (uf̂  ) ^ (Z ) C E**1 es"t alors un germe de sous—variété par 0, 

noté Z(w) de codimension égale à celle de Z dans 3/ (n). 

L'espace 25(n , z ) est invariant par l'action de Diffg(n). Un pro­

blème essentiel est de classifier les germes de <£i(n,z) pour la rela­

tion d'isomorphisme : 2 germes œ et w' sont isomorphes, s'il existe 

g e Diff^Cn) tel que. g* w = œ 1 (ou encore w et ID1 sont dans la même 

orbite de l'action de Diffg(n) sur 2f(n)). On écrit w ^ w ' . Le cas le 

plus simple est celui où S ( n , z ) n'est formé que d'une seule orbite. 

DÉFINITION 1 [10]. - On dit que la singularité Z est rigide si tous les  

germes de 2) (n,Z) sont isomorphes. 

Il est facile de vérifier que la rigidité d'une singularité Z im­

plique que tous les germes de (n , z ) sont stables (au sens défini par 

J . Martinet dans [i oj ) . 

DÉFINITION 2. - On dit que LÚ € 35 ( n ) est de k-détermination f'inie si  

pour y a de k-jet nul, on a w + a ^ o ) ( w et u + a sont isomorphes ) . 

Le théorème de Darboux sur les 2-formes de rang maximum, ainsi 

qu'un certain nombre de résultats de J . Martinet , montrent que les 

singularités les plus simples du rang des 2-formes fermées, sont rigi­

des. Le but essentiel de ce chapitre est de montrer que les singulari­

tés Z^ et Z^ , décrites ci-dessous, sont également rigides (pour 

n = h). Ce résultat avait été conjecturé par J . Martinet dans , Nous 

montrerons également, pour n = 2p > k , que les germes dans (2p,Zg°^ q) 

sont de détermination finie en dehors d'un ensemble algébrique de co­

dimension * h. 

Dans un premier paragraphe, nous donnons sous forme de rappels, 

quelques précisions sur les singularités du rang des 2-formes fermées. 

Dans le deuxième paragraphe, nous commençons la démonstration de 
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la rigidité de certaines singularités I (Nous reprendrons, à titre 

d'exemple, les cas traites par Darboux et Martinet). Un problème essen­

tiel est traité dans ce paragraphe : étant donné deux singularités 

et w c J25(n,Z), construire un chemin entre Wq et w , dans 2f(n,E), 

tel que l1équation : 

L w = - ô) ( 1 ) 
I T T 

T 

admette une solution Y^ , Y (0) = 0. (L y désigne la dérivation de Lie 
T 

par le vecteur Y^). Nous savons que l'intégration de Y^ fournit un che­

min de germes de dif f éomorphi sme s g T tel que (g )* o)Q = UĴ  . (Si 

£xk 

Z C fô (n), on peut prendre pour m^ une 2-formes à coefficients des 

polynômes de degré $ k+1 : un modèle polynomial). 

Dans le troisième paragraphe, on montre comment simplifier l'équa­

tion (1). Dans les cas traités par Darboux et Martinet, il est très 

facile de trouver Y directement : on montrera comment. Dans le cas 
T 

de la singularité ^2 2 0 9 ° n m o n t r e r a (suivant J. Martinet) que l'équa­

tion (1) peut être réduite à une équation (i) : X^ f̂  = h^ où X̂ . est 

un champ singulier. Ceci nous ramène au sujet du chapitre I. 

Dans le quatrième paragraphe, on montre justement que le champ X̂ . 

est équivalent (à un facteur près) à l'un des champs considérés dans 

le chapitre I et que l'on peut ainsi démontrer les théorème concernant 

les 2-formes à l'aide des résultats obtenus dans le chapitre I. On trou­

vera les énoncés précis de ces théorèmes dans le quatrième paragraphe. 

1. LES SINGULARITÉS DU RANG DES 2-FORMES FERMEES (D'après J. Martinet) 

1.1. Quelques définitions et résultats d'algèbre extérieure. 

^ 2 
Soit a une 2-forme extérieure, a € A B^9 où R n désigne le dual 
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de P n . 

Le support de <x , S^ , est le sous espace de |Rn engendré par 

e .j J o< » • • • » e n J 0( 9 (e
1,...^ 1 1) étant une base de Rn : autrement dit , 

S w est le plus petit sous—espace de IR nécessaire à l'expression de oí . ™ n 

L'espace associé à d, ^ c P n , est l'orthogonal de S , ou encore : 

A « = (v e R n j v J o< = o] 

(v J ot désigne le produit intérieur du vecteur v par la forme or) . 

Par définition, le rang de oc est égal à la dimension de ou à la co-

dimension de . On utilisera plutôt le corang o¿ = n-rangoí 

On rappelle la : 

o 

PROPOSITION 3. - [i o] Toute 2-forme o< £ A Œ*n est de rang pair et les con­

ditions suivantes sont équivalentes : 

1 ) oc est de rang 2k 

2) crfk ?É 0 et o < k + 1 = 0 (ctfk = oi A ...A©< k fois) 
3 ) Il existe des formes indépendantes o( 1 , . . . 9s* k , , . . . ,p k Œ*n 

k 
telles que : ot = o< . A S . . 

i=1 1 1 1 

Ainsi que : 

PROPOSITION k. - [i pj Dans A 2ff*n , les ensembles X g = |o(€:A 2/R n | corang c * c } 

sont identiques aux trajectoires de GL(n,B) (groupe linéaire) ; pour  

tout c , tel que n-c soit pair et que 0 <" n-c < n, Z.Q est une sous-

variété régulière de A R n et : 

cod _ c(c-1 ). 
2 

Remarque. - Pour n = 2p on a c = 0 , 2 , U , . . . . Pour n = 2p+1 on a c=1,3,59--

1.2. Singularités d'ordre 1 . 

L'espace des O-jets 3°(n) s'identifie à A E n . Les 2-c étant in-
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variants par l'action de GL(n,B) définissant des singularités que l'on 

désignera encore par Z ! c . Chaque 2Lc est la singularité des formes de 

corang c de codimension 0 ^ c ̂ 1 ̂ . On sait que si M est une variété compac­

te, pour un ensemble résiduel de 2—formes fermées u> les ensembles 

Z„(w) = {x € M ( corangxu> = cj- sont des sous-variétés de M de codi­

mension ° ̂  ̂ — ~ . (ou encore qu'en chaque point, 2 ^ est une singularité 

générique du germe). 

1 . 3 . Singularités d'ordre supérieur. 

Les singularités Z c sont a rapprocher des singularités d'ordre 1 

2Î ̂  des fonctions. Il n'existe pas jusqu'à présent de théorie générale 

des singularités d'ordre supérieur des formes, qui correspondrait aux 

singularités 2 . . de Thom—Boardmann. 
i 1 . . .i f c 

Cependant, Martinet a esquissé dans £l 0] une construction de quel­

ques singularités d'ordre supérieur de 2-formes fermées et en particu­

lier de toutes les singularités génériques possibles en dimension k. 

La construction de Martinet semblant inexacte sur un point mineur ( 

2 2 0 ' singularité définie ci-dessous)appartient à 2 / ( 2 p ) et non à 
1 

¿6 ( 2 p ) ) le lecteur pourra se repporter pour les détails à la mise au 

point faite par F. Pelletier [l 3] ; je vais maintenant donner une brè­

ve esquisse de la construction de ces singularités. 

Soient des coordonnées ( x ,y ̂  , . . . ,y 2^_^ , z ,t ) dans 1R
2 P, 2p > k. Un 

1-jet U) C 31 ( 2 p ) s'écrit : 

W = u) Q + to 1 

o ù u j 0 est une 2-forme extérieure et u)1 une 2-forme différentielle à 

coef fie ients linéaires et telle que dw^ = 0 . 

On peut décomposer 2 5 1 ( 2 p ) en : 

2 ! 1 ( 2 p ) = V Z Q v Y Z 2 u ... u I I u Z * u... 
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où Z\ = 2 5 1 E £ \ V Z i 

(Rappelons que ^£. désigne la singularité des 1-jets transverses à 

la singularité E^). 

La première singularité d'ordre supérieur, £_ n va être obtenue 

en stratifiant i|>E2 de la façon qui suit. Soit donc u)q €. \ on peut 

supposer que les coordonnées ont été choisies, grâce à la proposition 

3, telles que : 

o)0 = dx A d 7 l + dy 2 A dy 3 + ... +
 dy2p-l+

 A d y2p-3 

Et on va opérer en restriction à la fibre de cet^e forme w Q dans 

â 1(2 P). 

Soit alors tu .j - h dz A dt + ... où h,... sont des fonctions liné­

aires. Il est clair que "w transverse à E^" équivaut à "h est une 

forme linéaire non nulle". 

L'équation de E" 2 dans la fibre de est donc : h = 0 : E" 2 

est donc une sous-variété de 2$ (2p) de codimension 2p+1. 

Soit H l'hyperplan noyau de h. 

On définit 2 C *pE2

 c o m m e l'ensemble des w telles que la restriction 

de UQ 1 à H soit nulle, ce qui est équivalent à l'équation -|-— = -|~ = 0. 

Ces conditions définissent une sous-variété de codimension 2 dans ^E 2» 

donc de codimension 3 dans 93 1(2p). 

On pose E 2 0 = i|>E2\
 £22 

Les autres singularités d'ordre supérieur vont être obtenues en 

stratifiant £ 2 2 = \p C 2 2 ( 2p ) . Un 2-jet w de 2-forme fermée peut se 

représenter par w = u)Q + + u)2 où w Q , , o>2 sont des 2-formes fer­

mées à coefficients constant, de degré 1 ou 2 respectivement. Un élément 

de ^ 2 2 e s t "toujours équivalent à un 2-jet tel que : 

co0 = d x A d 7 l + dy 2 A dy 3 + . . . +
 d y 2 p - U

 A d y2p-3 

W l = x dz A dt + k dy 1 A dz + % dy 1 A dt + ... 
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et tel que ait un 2-jet égal à* x.Q où Q est la forme volume cano­

nique dx a dy-j a . . A dy2p-3 A d z A d t • 

Soit F C ^^^2 l a s o u s _ v a r é de 2J ( 2p ) définie par ces conditions. 

Pour une 2-forme w € F, désignons par 5 la restriction de w à H, ici 

l'hyperplan x = 0. 

On a w = <iï0 + Û5.J + 

avec 5 Q = dy 2 A d y 3 + . . . + d y 2 p _ ^ dy 2p-3 

et G 1 = k d y 1 a dz + I d y 1 a dt + ... 

La transversalité à E^ 2 se traduit par le fait que k et ï sont 2 

formes linéaires indépendantes. Le plan tangent à E^ 2 en 0 est contenu 

dans H et est donné par k = Z = 0. L'espace associé à OJ est également 

contenu dans H : c'est le plan {z,t}. On peut comparer la position res­

pective de ces deux sous-espaces de H. Leur non-transversalité s'expri­

ment par la condition : 

91 9k . 3£ 3k _ Q 

3z ' 3t 3t ' 3z 

Cette équation définit un sous-ensemble algébrique C F, de co­

dimension 1 (Lorsque 2p = k9 F 1 est en fait une sous-variété de codi-

mension 1, car les coefficients -— 9.-. ne peuvent pas être simultané­es z 

ment nuls dans F). 

On définit £ 2 2 1 C Z^ 2 = ^^2£ comme étant l'ensemble des 2-jets 

équivalents à un élément de F 1 et on pose 2 Q Q n = E 0 0 \ E ~ o i • L'ensem-

1 ^.¡¿.¡3 D , D D 9 D 9 L 
ble Z0 Q 1 est un sous-ensemble algébrique invariant, de codimension 1 

D , D , i 
de Z 2 2 (et une sous-variété si 2p = h). La singularité £ 2 2 Q est un 

ouvert dense dans E ; elle est formée par les 2-jets équivalents à 

un élément de F\F^ . Elle se décompose en une union de 2 ouverts dis-

e h 

joints E et Z0 0 n formés par les 2-jets équivalents à un élément 

de F \ F 1 pour lequel la quantité - |̂|- . |£ + . |-| est > 0 (respec-

t ivement < 0) . 
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En conclusion, les seules singularités pouvant apparaitre généri-

quement pour les 2-formes fermées sur R ̂  sont les singularités Z Q, T.^ Q, 

e h 

^ 2 2 0 9 ^ 2 2 0 9 ^2 2 1 d e c°dimension 0 » 1 » 3 9 3 et h respectivement. 

Plus généralement, les seules singularités de codimension $ 3 sur IR2^, 

e h 
2 p quelconque, sont les singularités Z

0

 9 Z 2 0 9 Z 2 2 0 e t Z 2 2 0 * 
Enfin, remarquons que les singularités Z® ° u h appartenant à 2 f 2 ( 2 p ) 

d , d , u 

sont ouvertes dans !pEg2 ( à L e f i n i e ci-dessus) ; il en résulte que 

-1 ye ou h .-e ou h . . _ . . 

3 2 2 2 0 2 2 0 9 0 6 °-ul l m P l l ( l u e <lue 1 appartenance trans­

verse à Z® ° u

Q

h (c'est à dire w e 2? ( 2 p , 2 ® 2

U

Q

h ) ) e s t équivalente à la 
n , ^ ve ou h . „ e o u h ^ . o f 2 / ^ . 

simple appartenance a 2 2 0 : a u s S 1 * bien que £

2 2 0 p 9 l a 

condit ion o) é 2J ( 2 p , 21 ® Q U n h ^ est une condition portant uniquement sur 
d , d , u 

les .jets d'ordre 2 . 

1.h. Description des germes génériques. 

a) u) € < 0 ( 2 p , Z Q) : le rang de w en 0 est maximum et égal à 2 p 

"b) (a) € 2K 2 p +1 , Z ) : le rang de w en 0 est maximum et égal à 2 p 

c) m € ffi(2p, Z^) : ^ ( O ) € ^ 2 et le 1 - j et coupe Z 2 transver­

salement. Cela se traduit par le fait que w P = f.fi où est un germe 

de forme volume en 0 , f est une fonction telle que f ( 0 ) = 0 et d f ( 0 ) ^ 0 . 

Le germe E 2(u) ) est défini par l'équation f = 0 : C'est une sous-variété 

de codimension 1 dans /R2^. 

Notons que l'on peut définir une orientation naturelle sur Z2(a>) 

par la donnée de (fi,df) : le changement de fi -> - fi transforme df - df, 

et l'orientation induite sur Z2(o>) ne change pas. 

d) o) €. 2 f ( 2 p , E 2 Q ) : On a encore a> e 2 f ( 2 p , Z 2 ) : donc w est de 

rang 2 p - 2 en 0 et le lieu défini par u)P = 0 est la sous-variété Z 2(w ) 

de codimension 1. Si û est la restriction de m à Z 2 (co ) , l'appartenance 

à 2 5 ( 2 p , ^ 2 Q ) signifie que w p 1 ( 0 ) ? 0 . Cela peut se traduire de la 

façon suivante : en chaque point x de Egtu), l'espace associé à w(x) 
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est un sous espace A^(x) C T X fR
2ï> de dimension 2. Si 0 ^ ^ 2 ^ (w ) c: (w ) , 

l'espace A^(x) est transverse à T X E 2(w) pour x voisin de 0. Cette in­

tersection définie donc au voisinage de 0, un champ de directions cano-

niquement orientées. Cette direction en x peut également être interpré-

tée comme l'espace associé de ôT(x) (ou de 1(x)). Si l'on choisit une 

forme de volume, sur E 2(OJ), positive par rapport à l'orientation natu­

relle de E 2(a>), on peut dire que le champ de directions est celui du 

champ de vecteur X, tel que : ¡3̂  1 = X J fi . Ce champ X est défini à 

un facteur positif près si l'on change de forme volume Q . 

e) o) é 2 f (2p »S o 2^ : l f e s P a c e associé A^(0) est contenu dans 

T Q Z2(u>). Le lieu des points Z 2 2(o>) = {x e E 2(io ) J A^ (x ) C T X Z2(u>)} 

est un germe de sous-variété de E 2(w) de codimension 3 dans R
2^. 

On a évidemment E 2 Q(w) = E 2 ( u ) \ E 2 2 (ai ) 

Le champ X construit plus haut s'annule sur E 2 2(OJ). Sa matrice jaco-

bienne en 0 est de rang 2. 

f) o) € Çô ( 2p o q n ) : La situation décrite dans e) est complétée 
2 9 2 j U 

par l'hypothèse que A Q (w ) est transverse en 0 à T Q E 2 ^ ( W ) dans T Q E 2 ( O ) ) . 

La jacobienne de X en 0 a deux valeurs propres opposées : 

- réelles si w e 2 J(2p,E 2 2 Q ) 

- imaginaires si ai € 2J(2p, E | 2 Q ) 

On dira que u> est un germe hyperbolique dans le premier cas, elliptique 

dans le second cas. 

g) o) € 2 f ( 2p ,E 2 2 1̂  1 L a si" t u a" t ion décrite dans e) est complétée 

par l'hypothèse que AQ(a)) est TQE 2 2(o>) sont tangents. Le lieu des 

points E 0 1 = {x £ E 0(w) I A (ai) et T E 0 0 (ai ) sont tangents} est 

¿.,¿1,1 D. 9 CL X X ¿1 , cl 

un sous-ensemble algébrique de E (OJ ) de codimension 1 passant par 0. 

(Si 2p = h9 E (OJ ) = {o} uniquement). On peut encore dire que 
2 s 2 , \ 

2 2 2 .j (ai ) est formé des points où la matrice jacobienne de X est nil-

potente. 

En dimension h9 E 2 2(OJ) est une variété de dimension 1. Si 
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0 G . Z 0 o 1 ) 9 il aboutit en 0 un arc de points elliptiques et un arc 
d , d , l 

de points hyperboliques. 

1.5. Modèles de germes. 

Donnons un exemple de quelques types singuliers décrits ci—dessus : 

a) Modèle dans 2 f(2p , z Q ) : lR 2 p de coordonnées ( z 1 , . . . , Z g ) 

w = d z 1 A d z 2 + ... + d z 2 p _ 1 A
 d z 2 p 

b) Modèle dans ffi ( 2p+1 az-j ) : JR 2 p + 1 de coordonnées ( z ̂  , . . . , z ^ ) 

w = dz 1 A dz 2 + .. . + d z 2 p _ 1 A d z 2 p 

c) Modèle dans 2)(2p , z 2 Q ) : d e c o o r d o n n ® e s (z-|»,,'»Z2p^ 

w = z 1 dz 1 a d z 2 + dz^ a dz^ + ... + d z ^ _ 1 A d z ^ 

d) Modèle dans 2) (2p a z 2 2 Q ) : IR2ï> de coordonnées (x ,y, . -y2p-3 » 
z,t) 

a, = d x A d y 1 + dy 2 A dy 3 + ... +
 dy 2 p_lj. a

 d y 2 p - 3
 + z d y 1 A d z + 

+ d(xz + t y 1 - Z 3 / 3 ) A dt 

Dans ce cas, Z2(a)) est défini par x = 0. 

Un volume positif q sur £2(u)) est défini par dy 1 a ...
 A d v

2 p - 3 A d z A d t 

ÛT = d y 2 a d y 3 + ... +
 d y 2 p - U

A d y2p-3 + Z d y 1 A d Z + t d y i A d t " 

- z 2 dz A d t 

et le champ X, tel que w P 1 = X j fi est égal à : 

X = - z 2 t - 3 - + z -̂ r 
3y 1 3z 3t 

e) On obtient un germe de 3 ( 2p, zîj Q n ) en changeant un signe 
d , d, u 

dans l'exemple précédent : 
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u> = dxAdy 1 + dy 2 a dy 3 + ... +
 dy2p-li

 A d y2p-3 + z d y 1 A d z + 

2 
+ d(xz - ty 1 - •£-) A dt 

Dans la suite nous verrons dans quelle mesure le modèle donné re­

présente "bien tous les germes de la singularité, à isomorphisme près. 

2. CONSTRUCTIONS DE CHEMINS A SINGULARITÉ FIXE. 

On désignera par Q f T ( n ) l'espace des familles de germes de 2-formes 

fermées (autrement dit des germes de 2-formes fermées dans (Rn x [0,1] 

le long de {0} x f 0 » 1 J 9 telles que le support en chaque point soit 

dans dx 1,...,dx n) . Un élément de 25 T(n) s'écrit : 

w = Z a. .(x,t) dx-Adx- (si (x-...x ) sont des coordon-
T • • 1 J J 1 J 1 n 

n 

nées de R ) 

On désignera par Diff Q T ^
n ) l'espace des familles de germes de difféo-

morphismes, préservant 0. 

Soit Z une singularité de 2-formes fermées sur E N . Le "but de ce 

paragraphe est de relier certains couples de germes o)q ,oj^ € 25(n,Z) par 

un chemin w x ^ 2 ^ T ( n ) , tel que pour t, o>t € 25(n,Z) , lorsque Z est 

l'une des singularités Z Q ,Z^ 9 Z 2 Q , Z® ^ 0 ^ * 0 n d ^ r a <lu 1 u n t e l che­

min est à singularité (Z) fixe. 

Dans les applications faites plus loin, sera le modèle polyno-

mial donné dans le sous-paragraphe 1.k9 et le chemin a>T devra avoir 

quelques propriétés particulières utiles pour la suite. 

Soient donc œ^, tu 2î(n,Z) deux germes à comparer. On cherche 

tout d'abord un germe u) isomorphe à m et ayant suffisamment d'éléments 

en commun avec w^. (variétés singulières communes par exemple), pour 

que le chemin linéaire = (1-t)oj0 + TLÙ^ soit un chemin à singulari­

té fixe. 
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Supposons par exemple que w £ 2 H 2p, E6, ^ri^^' 0 n P e u - t écrire 

w • a>2

 + w f

2

 a v e c w f

2 de 2-jet nul. Le chemin linéaire : 

oj = ui0 + TUJ 1

0 allant de o>0 à 03 est à singularité fixe car 
T 2 2 2 

oT2 = OTQ et que l'appartenance à 2)(2p,E$ o U

n

h ) e s t u n e condition por-

tant uniquement sur le jet d'ordre 2, comme on l'a déjà remarqué plus 

haut. 

Pour 2p = k9 on démontrera ci-dessous un résultat plus précis. 

2.1. Chemins dans 2?(2p,E Q) et 2F(2p+1,E.,). 

Soit a)€2T(2p,EQ) ou "bien a) e 35 ( 2p+1 , E ̂  ) . Grâce à la proposition 3, 

il existe un isomorphisme linéaire g, tel que si w-j = g*w : 

(^(O) = ca0(0) = dz 1 A dz 2 + ... +
 d z2 p-i

 A d z 2 p 

(où a>0 est la 2-forme constante). 

On peut donc écrire : o)1 = O>Q + œ 2 , u>2(0) = 0 et le chemin 

0)^ = o)0 + T o) 2 est un chemin de O)Q à œ 1 , tel que pour tout T , ID^ € 

3(2p,E 0) où 3(2p+1,E 1), car u)T(0) s u)Q(0). 

2.2. Chemins dansffi(2p,Ep Q ) . 

Soit o>^25(2p 9E 2 Q ) - On peut choisir une forme ui-j , isomorphe à <D , 

telle que 

0)^0) = dz 3 A dz^ + ... +
 d z 2 p _ 1 A d z 2 p 

et telle que le 1-jet de soit égal à : 

Z] =± z 1 dz 1 A dz 2 + dz 3 Adz^ + ... + d z 2 ? _ 1 A d z ^ 

Le signe de ±1 dépend de l'orientation naturelle de EgCœ^). Si le signe 

est négatif, on peut par le changement de coordonnées z^ ~z-|» z

2 ~ z

2 

se ramènera +1. Finalement, il existe o)1 ^ OJ tel que : 

= u)0 = z 1 d z 1 A d z 2 + d z 3 A d z ^ + ... + û^p-i
 A d z 2 p 
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Le chemin linéaire w entre u). et w 0 est tel que pour tout 

T I u 

V T : Z\ = 03Q 

Il en résulte que si a = ^ : H T T 

~1 
a = z. dz i A ... A d z _ 
T 1 1 2p 

Ce qui implique "bien que pour tout T, a) T€25(2p,E 2 Q ) et de plus que 

T 0 Z 2 U t ) E { Z l = 0}. 

2.3. Chemins dans 2J(U,E® ^ n * 1 ) -

Nous appellerons les germes de 2)(2p,E^ ) (respectivement 

25(2p,Z 2 2 Q ) les germes elliptiques (resp. hyperboliques). 

Considérons dans IR^ les coordonnées : (x,y,z,t) et les deux germes : 

= dxAdy + z dyA dz + d(xz + ty - z / 3 ) A dt elliptique 

o 

L30 = dx A dy + z dy A dz + d(xz - ty - z /3 ) A dt hyperbolique 

Soit w un germe quelconque elliptique (respectivement hyperbolique) 

Nous voulons montrer qu'il existe ^ w et un chemin dans les germes 

elliptiques (resp. hyperboliques) de WQ à u> ̂  . 

Tout d'abord, on peut trouver w 2 ^w tel que la singularité S 2(w 2) 

soit le plan {x = 0} , que la singularité I 2 2<o)2) soit la droite 

{x = z = t = 0} et que w 2(0) = dx A d y . 

Le 1-jet de u>2 est alors de la forme : 

^1 
w 2 = dx A dy + a.x dz A dt + dy A tt + . . . 

où tt désigne une 1-forme de l'espace {dz, dt } , à coefficients linéai­

res engendrés par z et t . (ici et dans la suite, + ... indique que of̂  

contient d'autres termes contenant x ou bien dx en facteur). 

On a : a 4 0 , ce qui est équivalent à la transversalité du 1-jet 

à On peut faire en sorte que a soit positif : si a < 0 , on change 
* (X = -x 

o)2 en œ 3 = g o>2 où g = < Y = -y 
l z,t inchangés. 
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Comme doi = 0, il est clair que dir = 0 . D'autre part, dir est non 

dégénéré car o>€55(2p,E 2 ^ O ^ ' 0 n I > e u" t d o n c supposer que a) ̂  ^ w 1; P a r 

un difféomorphisme linéaire en z,t tel que o> ̂  conserve les propriétés 

de et que : 

ÏÏ = e(z dz + t dt) si w est elliptique 

ÏÏ = E ( Z dz - t dt) si w est hyperbolique où e 58 ± 1 

Si e 5 1 , on prend u 1 = (D^ ; si e = - 1 , on peut remplacer u>̂  par 

w ̂  = a) 1 tel que a) ̂  = h*a) ̂  où h est le difféomorphisme X = -x, Y • -y 

Z = -z, T = t. La forme trouvée pour o> ̂  décrite par le lemme suivant: 

LEMME 5 - — Soit ai un germe elliptique ou hyperbolique. Alors a) est iso­

morphe à w tel que : 

Z 2(w 1 ) = (x = 0} , E 2 2 (w 1 ) = {x = z = t = 0> et que : 

uî !j = dx A dy + a 1 x dz A dt + dy A ( z dz ± t dt ) + ... 

avec a^ > 0 et modulo des termes linéaires contenant x ou dx en facteur. 

On va montrer que le chemin ŵ . = ( 1 -T ) aiQ + TOJ1 est à singulari­

té fixe. Pour cela, on va prouver que le résultat ci-dessus admet une 

sorte de réciproque: 

LEMME 6 . - Soit w un germe de 2 ) (U) tel que 

to1(0) = dx A dy + a ^ d z Adt + dy A ( z dz ± t dt ) + ... modulo x, dx 
11 

et tel que a 1 > 0 . Supposons que £2(oi) coïncide en 0 € R , à l'ordre  

3 près avec le plan {x = 0}. (La forme de o?1(0) implique que le 0-jet 

de o> est transverse à E 2 en 0 et que T Q Z2(o)) = {x = 0>). Alors ,a) appar­

tient à 2 î ( ^ ^ X 0

n )• 

Démonstration. - Comme a^ > 0, w est transverse à la singularité 

E 2. Comittè de plus E2(u>) est tangent à l'ordre 3 en 0 au plan (x = 0>, 

il existe un germe de difféomorphisme g e D i f f Q ( U ) , tangent à l'ordre 3 

à l'identité en 0 et tel que si u) ̂  • g* ujjE^u^) = {x = 0} . 
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Alors la restriction S'1 de w ̂  au plan {x = 0} a un 1-jet : 

ôT = dy A ( z dz ± t dt ) 

. . . «/1 V . 

ce qui implique que a> ̂  est transverse a Y. ̂  2 et que le jacobien du 

champ associé à w^ a 2 valeurs propres différentes de 0. Autrement dit : 

e d C U j Z g 2 U() H^' ( V o i r l a description de 2 f (h ^ O ^ donnée ci-

dessus dans 1 . U . ) . 

Considérons maintenant le chemin linéaire entre o>0 et OJ 1 donné par 

le lemme 5- Nous allons montrer que ce chemin est à singularité fixe : 

PROPOSITION 7 . - Soit ( o e ^ t ^ r ^ o U

n

h ) - Il existe un germe M * w et 

un chemin de WQ (le modèle polynomial donné plus haut de germe el­

liptique ou hyperbolique suivant le cas) tel que soit à singularité  

fixe : w T e.^3{h9H^ ^ O ^ pour T . 

Démonstration. - Soit w^ le germe donné par le lemme 5 et 

0)̂ . = (1 -T)(A)Q + T0J-J 

Pour y T on a : 

= d x A d y + a^x dz A dt + dy A (z dz ± t dt) + ... 

avec a = (1 - T ) + T a. > 0. 
T i 

La proposition 7 suivra du lemme 6 lorsqu'on aura démontré que E^Cw^) 

est tangent au plan {x = 0 } à l'ordre 3 en 0. 

Pour c e l a , si une 2-forme fermée quelconque co est écrite : 

w = dx A (u dy + v dz +(D dt ) + h dz A dt + k dy A dt + i dy A dz , 

on a : oj = (uh - vk + oj £ ) dx A dy A d z A dt 

et l'équation de E 2(OJ) est alors : uh - vk + <a>£= 0 

Soient u~ ,u...... ,u les coefficients des formes a)r.,u).l,u) 
0 ' ' 1 ' ' T 0 ' 1 ' T 

respectivement et û^,... leurs restrictions au plan {x = 0 } . 
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L'équation de Z^(oi^) est : 

u Th — v k + eu & = 0 
T T T T T T 

Dire que £ 2 ( a > T ) est tangent à l'ordre 3 près est équivalent à dire que : 

ïïThT - 7 T k T + S T £ T € 77^(y,z;t) 

où 7Tl T(y,z,t) dé signe l'idéal des germes de fonctions le long de 

{0> x [ o,l] , nulles sur {0} X £ 0 , 1 } , avec 0 € /R^, plan de coordonnées 

Cy,z,t). 

Or û T = 1 modulo ÏÏ[T(y,z,t) 

h T = 0 modulo ty^Cy , z ,t ) 

v T, w T eî| T(y,z,t) et k T - z , T t = t modulo 7# 2(y,z,t) 

Il en résulte que : 

u T H T - v T k T + W T Ï t = h T - 7 T z + w T t modulo 7J^(y,z,t) 

Cette dernière expression est linéaire en h T, vT,(J)T . Comme h T ,. . . . 

sont combinaisons linéaires de hg , »... et que : 

h Q - v Qz + w 0t = îî1 - v 1 z + w^t = 0 modulo ^^(y,z,t) 

On a que : ïï" h - v k + û I = h - v" z + ôT t = 0 modulo 717;? (y , z ,t ) 

et donc que EgCw^) reste tangent à (x = O) à l'ordre 3 près. D'après 

le lemme 69 il en résulte que o>T e HÔ(k9Z^ ^ o ^ " 

Remarque • - On a démontré en fait que si o)Q et w-j sont deux germes tels 

que : 

afl = dx A dy + a^x dz A dt + dy A (z dz ± t dt ) + ... i = 0 , 1 

avec a^ > 0 

et tels que Z 2 ( O K ) soient tangents à l'ordre 3 au plan {x = O) , alors 

le chemin &>T *= ( 1 - T ) U>Q + TU)^ est un chemin à singularité fixe dans 

q ( k e ou h ) 
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2.h. Amélioration du chemin dans ° U

n

h ) . 

d 9 d 9u 

Dans le sous-paragraphe 2.3 , nous avons construit un chemin à 

singularité fixe entre le modèle et une forme équivalente à une 

forme quelconque w g 2J(1|9Z^ ^ O ^ ' P o u r pouvoir résoudre dans les 

paragraphes 3 et k9 l'équation différentielle associée à ce chemin : 

L w = - o>T , nous aurons besoin d'un chemin w avec des caractéristi-

ques plus précises. Celles-ci sont détaillées dans la proposition sui­

vante : 

PROPOSITION 8 . - Soit u> € 2J(U,E® °> U

n

h). Il existe un chemin u) à sin-

d , d 9 U T 

gularité fixe entre WQ , le modèle polynomial et o) ̂  ^ w tel qu e : 

i) E 2 ( W t ) = (x = 0> , S 2 2 ^ ( A ) T ^ = ^ x = z = t = °* et en chaque 

m ^ S 2 2 ^ W T ^ l'espace associé à w T(m) est le 2-plan (x = y = 0 ) . 

ii) = dx A dy + a Tx dz A dt + dy A ( Z dz + et dt) + ... avec 

a T > 0 pour tout T (e = + 1 dans le cas elliptique, - 1 dans le cas  

hyperbolique). 

iii) Si ô3"T est la restriction de u>T _à_ E 2 C ^ T ) = {x = 0 } , alors le  

2-jet de o>T est égal à : 

^ 2 2 

o>T = - z dz A dt + dy A (z dz + et dt ) 

Démonstration. - Si l'on prend le chemin o>T fourni par la proposi­

tion T» il est facile de trouver un chemin g^ Diff Q T(*0 tel que 

g Q = Id, et que g* vérifie les conditions i) et ii) (Le chemin est 

alors automatiquement à singularité fixe). Pour cela on cherche d'abord 

1 1 1 * un chemin g T tel que g^ = Id et que g T u>T vérifie i) ; puis par un 

2 2 

nouveau chemin g^ , g Q = Id , et respectant {x = 0} et {x = z = t = 0 } 
2 3fc 1 3fc y 2 1 on s'assure que (g T) (g T) vérifie ii). On pose alors g^ = g^ g^. 

Nous désignerons encore par oî  le chemin ainsi obtenu, vérifiant 

les propriétés i) et ii). Nous allons modifier à nouveau ce chemin de 
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façon qu'il respecte la condition iii). Nous allons trouver cette modi­

fication par étapes successives. Il nous faut tout d'abord dégager quel­

ques propriétés générales des w €. 35{k 9Z^ o^ri^^' 
d , d , u 

Soit donc U ) ê 2 5 ( U 9 E ® 5 U

N

H ) d'écriture : 
d 9 d 9ü 

w = dx A (u dy + v dz +w dt ) + h dz A dt + k dy A dz +£ d y A d t 

On désignera par ^ la 1—forme : f = u dy + v dz + w dt. 

Supposons que u) vérifie les conditions i) : E^Cw) = {x = 0} , ^22^°°^ = 

= (x = z = t = 0} en chaque point m C ïggtw) , l'espace associé est 

{x = y = 0> et ii) t ? 1 = d x A d y + ax d z A d t + dy A ( z dz + et dt) + . . . 

avec a > 0. 

Alors on a : 

LEMME 9. - f A d f (0) / 0 o ù fest la restriction de <f . L ^ C w ) . 

Démonstrat ion. - Comme T Q E 2(w) = {x = 0} , on a : 

~ c o 2 = f d x A d y A d z A d t avec f (0) = 0 et j f ( 0 ) t 0 

Or : 

L 3/^ ( - 1 w 2 ) = ( L 3 ^ u ) A w = |^ dx A dy A dz A dt 

et L 3/ôx w = d(^Jo)) = d f 

D'où l'on tire que : 

d^f A U)(0) i 0 

Posons ÏÏ = u — dx A f . On a : 

d f A [dx A f + T T ] ( 0 ) ^ 0 

Or TT(0) = 0 d'où il suit 

dx A d f A f (o) + 0 et en particulier : f A d f ( 0 ) ̂  0 
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LEMME 10. - So it w un germe comme plus haut et h la restriction de la 

- — 2 
f onc t ion h au point {x = 0} . Alors le 2-j et h de h est de la forme : 

c*2 2 2 

h = h 2 Qz + h^zt + h Q 2t avec h 2 Q ,h1 1 , h Q 2 E et 

h20 + e h 0 2 * 0 

Démonstrat ion. — Désignons par û, . .. les restrictions de u,... 

à Z 2(OJ) = {x = 0} . Comme w = (uh - v£ + wk) dx A dy A dz A dt 

on a : un - vj + wk = 0 

Rappelons que par hypothèse û(0) = 1 , que -w e7J^(z,t) (idéal engen­

dré par les fonctions z et t) et que l = z , k = et modulo 77L(y,z,t) 2. 

On a donc pour 2-jet de h : 

"2 "B") z 2

 + (g(0) - f f ( 0 » . t - e f|(0) t 2 

Mais par le lemme 9 : 

d<f A f (0) * 0 | * ( 0 ) - | | ( 0 ) * 0 

D'où le résultat. 

Considérons maintenant un chemin OĴ  de UQ à (o1 ^ u , et vérifiant 

les conditions i) et ii) de la proposition. Alors : 

LEMME 11. - Si a) est un chemin vérifiant les conditions i) et ii) de — x 

la proposition, il existe g^ eDiff Q ^ (̂  ) , de la forme ; (X1 = X 

y, - y 

avec g Q = Id 

z 1 = z 1(x,y,z,t, T) = z + ... 

t 1 = t 1(x 9y,z,t,T) = t+... 
tel qu e : 

&~ • 2 ^2 , 
g T O) t = h 1 T dz A dt + dy A (zdz + etdt) 
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Démonstrat ion. - Soit ai = dx A (u dy + . . . ) + h dz A dt + . . . 

T T T 

Ecrivons que Û7 est fermée : 
T 

3h 3k 3l 
— + — 1 = 0 

3y 3t 3z 
— 3 k 3 "% — 

Comme h £ ^ ( z . t ) , on a : — l - - —l- 6 7Tl2(z,t) 
T o t o Z 

Il s'ensuit que la forme : 

~ 2 a 2 

k dz + a dt est fermée. 

T T 

On peut donc trouver un changement de coordonnées : ÎX, = X 

y 1 = y 

z 1 = z 1(y , Z 9t , T ) = z + ... 

t 1 = 1 1 (y ,z ,t > T ) = t + ... 
tel que : 

p ̂ 2 2/2 -r 
g h dz + l dt = z dz + et dt 
T L T T J 

D'où le résultat. 

LEMME 12. - Considérons un chemin vérifiant les conditions i) et ii) 

*̂ 2 — 2 

de la proposition et tel que ^ T = dz A dt + dy A ( z dz + et dz). Alor s  

il existe un g € Diff (U) , g n = Id , tel que g* w répondent aux  

conditions i) , ii) et iii) de la proposition. 

Démonstration. - Soit un chemin de dif f éomorphismes e D i f f

0 T ^ 9 

dans le plan {y,z,t} , de la forme : 

2 2 

( y-, =^f(y , T ) + a 2 Q( T)z + a n ( T ) z t + a 0 2( T)t 

z1 " 2 

t 1 = t 

avec H Q = Id 

Soit Û7 la restriction de w au plan {x - 0} 

T T 
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Si le 2-jet de 5f a pour expression : 

af2 = ( h 2 Q ( T ) z
2 + h 1 1(T)zt + h Q 2 ( T ) t

2 ) d z A dt + dy A(z dz + et dt) 

Celui de H * w s'écrira : 
T T 

( H ^ t ) 2 = ( h 2 Q ( T ) z
2 + h N ( T ) z t + h Q 2(T)t

2)dz Adt + 

+ f ( 0 ) d y A (z dz + £t dt) + [e(2a 2 Q z + a T 1 t)t -

- (a-j-j z + 2 a

0 2
 t ^ z l d z A d t 

Soit : 

(H^fï T)
2
 = [(h 2 Q - a n ) z 2 + ( h n + 2(ea 2 Q - a Q 2))zt + 

+ ( h Q 2 + ea 1 1 )t
2]dz A dt + ' ( 0 ) dy A ( z dz+£t dt ) 

Maintenant, d'après le lemme 5, h 2 0 ^ T ^ + E h 0 2 ^ T ^ ^ 0 

Comme h 2 Q(0) + e h Q 2(0) = -1 , on a , pour tout T : 

h 2 0 ( T ) + h 0 2 ( T ) K °" 

Si l'on choisit : ^ ( y j ) = - ( h 2 Q ( T ) + Êh Q 2(T))y 

et a n = -e h Q 2 

et a 2 Q , a 2 Q telles que : e a 2 Q - a Q 2 = - ^ h 1 1 , on voit que : 

( H ^ 5 x )
2 = - ( h 2 Q ( T ) + E h Q 2 ( f ) ) [ - z 2 dz A dt + dy A ( Z dz + et dt )] 

Par un dernier chemin G T e Diff Q T(h) de la forme : 

G t : (z1 = X ( T ) Z , t 1 = A(*r)t , y 1 = M (T )y , X l = y~ 1x) 

^ , 1 A 4. ,1/2 v , / \ 1 avec X = k , et y = k où k(T) = - — 
h 2 0 + £ h 0 2 

on obtient que, si g = G . H : 

(g^ ôT^ ) 2 = - z 2 dz A dt + dy A (z dz + et dt ) . 

La condition ii) est toujours vérifiée car : 
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g* (o^1 = dx A dy + A ^ T ) X D Z A D T + A ( Z dz + et dt) + ... 

et la condition i) est également toujours vérifiée. Ceci achève la 

démonstration du lemme. 

La proposition suit des lemmes 9 à 12. 

3. REDUCTION DE L'EQUATION L v w = ~ û 
Y T T 

Soit un chemin à singularité fixe. On veut trouver un chemin 

de germes de di f f éomorphi sme s g^ tel que g"^*wQ = O>t a g 0 = Id.Notons 

V^(n) l'espace des familles de germes de champs de vecteurs. Rappelons 

que : 

LEMME 13. - L'existence d'un chemin , tel que S^^WQ = OJt avec 

g n = Id (1) est équivalente à l'existence de Y e V (n), Y (0) = 0 tel y T T T 

que L v w = - d (2) . 
Y T T 
T 

Dans le paragraphe 2, nous avons établi l'existence de chemins u 
T 

à singularité fixe, pour les singularités £Q , E-] , E 2 Q
 e t ^2 2 0" 

Nous allons voir comment pour chacun de ces chemins, l'équation (2.) 

L., ai = - w est réductible à une équation résoluble. Nous verrons 
Y T x 
T 

que la complexité de la réduction et de l'équation finale varie consi­

dérablement d'une singularité à l'autre. Pour la singularité £ n , 
d, d, u 

l'équation finale est une équation différentielle singulière que nous 

ramènerons dans le paragraphe h à une équation étudiée dans le chapitre 

I. 
3.1. La singularité Z Q ( d ' aprè s Mart inet [i o] ) . 

On a vu que si ai e 2 5(2p,E 0), U * u 1 8 tel qu'il existe un chemin 

œ de tùn = dz. A dz 0 + . . . + dz 0 . A dz 0 à u) avec la propriété que : 

T U I £- -̂P"~ ' *-P ' 
O>T (0) E o>0(0) . 
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L'équation L v w = - J> (2) compte tenu de d w = 0 est équivalente 
If T T T 

à : 

d(Y T J O>T) = - Ô) T avec û T(0) = 0 

Il existe un chemin de 1-formes 3 T € D T(2p), (où D T(2p) désigne 

l'espace des chemins de germes de 1-formes) tel que : 

3 T(0) = 0 et d3 T = - < I > T 

L'équation (2) est alors impliquée par l'équation : 

Y T J m T = 3 T (3) 

Mais ici, le rang des oiT étant maximum (égal à 2p ) en 0 et donc 

en tout point pour un représentant bien choisi de a>T , l'équation (3) 

admet une et une seule solution Y T , de classe *C . De plus, comme 

B (0) = 0 , on a : Y T(0) = 0. 

En appliquant le lemme 13, on peut énoncer ; 

THÉORÈME 1k (Théorème de Darboux en dimension paire). — Soit w un ger­

me en 0 c IR̂ ^ de 2-forme fermée de rang maximum. Alor s w est isomorphe  

au germe o)Q = A dz 2 + . . . +
 d z

2p-i
 A d z 2 p 

3.2. La singularité 21 . 

Soit u) € 3(2p+1,Z 1). On a vu qu'il existe un chemin cô  de 

w~ = dz., A dz. + . . . + dz_ . A dz_ à o). isomorphe à w et tel que 
0 1 2 2p-1 2p 1 r 

U)T(0) = a)Q(0) . 

Ici aussi, soit $ T e D T(2p+l) tel que d$ T = -ô>T et que 3 T(0) = 0. 

L'équation (2) est équivalente à* : 

d(Y T J w T - B T ) = 0 (3) 

Ici, l'équation Y^J = 3 T n'admet pas toujours des solutions. (Mais 
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cette équation n'est pas équivalente à ( 3 ) ) . 

Désignons par : 

MU>T = { T t e D^ ( 2 p + 1 ) | pour y x , TT ̂  ( x ) e. Support U>T ( X ) } 

Alors : 

LEMME 1 5 . - L'existence d'une solution Y^ , (0) = 0 , à l'équation  

( 3) est impliquée par l'existence de f Ê ^ T ( 2 p + 1 ) telle que : 

3 - df € Mm et que df (0) = 0 (k) 
T T T T 

Démonstration . - Supposons qu'une telle fonction f existe. Alors 
x 

pour y x (dans le domaine de définition de représentants convenables), 

on a : 

($ t - df^Mx) e. Image(. Joi^x)) = Support o)T(x) 

Maintenant l'application Y + Y J ^ (x) est de rang 1 en tout point. 
T 

Il en résulte que le champ des espaces associés est un champ de droites, 

de classe : Soit un champ de 2p-plans transverses à ce champ des 

espaces associés, de classe "6°° par rapport à (X,T). 

L'application Y €. H (x) Y J IÛ (x) est un isomorphisme de H (x) sur 
T T T 

Support O> T(X). Il existe donc un champ Y^ , unique tel que Y^ et 

que Y J w = 6 - df .De plus comme (g - df )(0) = 0 , on a : 

T T T T T T 

Y (0) = 0. 
Soit maintenant X £ V (n) un champ tel que : 

T T 

r \ J » t = « 

( X̂_ (x ) f 0 pour y x 

Un tel champ, engendrant le champ des espaces associés à ^ est défini 
T 

à une fonction partout ^ 0 près. Soit TT €. D ( 2 p + 1 ) . Dire que TT £ Mu 
T T T T 

est équivalent à dire que ; 
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T T T ( X T ) = 0 

Donc une fonction f comme dans le lemme 1 5 est donnée par l'équation 

X T f T = 3 T ( X X ) avec df T ( 0 ) = 0 ( 5 ) 

On obtient une telle fonction par intégration de la fonction 3 t ( X T ) 

le long des trajectoires du champ X^ à partir d'un élément d'hypersur-

face transverse à , passant par 0 . 

La condition df^CO) = 0 est impliquée par la condition 3 T ( 0 ) = 0 . 

D'où le résultat : 

THEOREME 1 6 (Théorème de Darboux en dimension impaire). - Si u est un 

germe en 0 € . R 2 p + 1 de 2-forme fermée de rang maximum, alors w est iso-

morphe à a)_ = dz, A d z + ... + dz_ „ A d z _ . u i d. dp—i dp 

3.3. La singularité E 2 Q • 

Soit w € 25 ( 2 p,Z 2 0 ) . On a vu qu'il existait un chemin de 

u)Q = z ̂  dz 1 À dz 2 + d z ^ A d z ^ + ... + d z ^ ^ A dz^ à tu ̂  isomorphe à 

tel que : 

T 0 Z 2 ( u ) T ) = { z 1 = 0 } 

On peut modifier ce chemin de façon que EgCaj^) = {z^ = 0 } . Ce­

ci fait, remarquons que si désigne la restriction de à E^Cw^) 

w T €. 2 5 ( 2 p - 1 , E 1 ) pour yx . 

On peut alors appliquer le théorème précédent au chemin 5T T. On trouve 

ainsi un nouveau chemin entre WQ et *\* w tel que E^Cœ^) = {z^=0} 

et que : 

ÔTT = d z 3 Adzk + . . . + d z 2 p _ 1 A d z 2 p 

et que le champ des espaces associé à a>T , le long de Eg(o)T) soit en 

chaque point le plan {z^9zQ} . Il en résulte qu'aux points de £ 2(O> T) : 
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w T(x) = dz 3 A d z ^ + ... + cLz2 A d z 2 p pour yx é Z 2(a> T). 

C'est à dire que (I>t(x) = 0 pour y x € Z2» 

Nous voulons résoudre l'équation : 

L Y OJT = - J) T , Y T(0) = 0 (2) 

T 

Il est clair qu'il existe 3 T £ D T(2p), tel que 3 T(x) = 0 pour yx 

x 6Ï 2(u) T) 9 que 3̂ .(0) = 0 et que d3 T = - u>T . 

Je dis que l'équation (3) : Y^ J ojt = 3 t admet une solution Y^, avec 

Y^(0) = 0 (Solution qui sera à fortiori solution de (2)). En effet, si : 

w i = 3~z7 W t P o u r ^ = 1 » • • • » 2P » l'hypothèse de transver salité à Z 2 

est équivalente à la propriété : 

dét |u1 , . . . 8o)2p |
 = z-i ^(x) avec i|j(x) 4 0 sur E g C w ^ ) . 

En dehors de Z0(w ) ({z. = 0}), un champ Y = z a. est défini par 

d. T I T ^ l d Z ^ 

les formules de Cramer : 

dét | B .. ftj,... a g | ^ 
a. = 777—i 1 c— ta), signifie oj. excepte) 

i d e t | OJ 1 , . . . , a>2^ | i i 

Mais comme 3 T | Z 2(OJ T) = 0 , la fonction dét | 3 T .co-j , . . ,OJ^ , . . , 0 ) ^ | est 
2 

divisible par z 1 (car le système u 1 u 2 est de rang 2p-2 aux points 

de ZQ(o) )). 

Les fonctions a^ se prolongent donc d'une façon "6°° sur Zg. De plus, 

puisque ^ ( 0 ) = 0, le 2-j et de dét | 3 T 9w 1 , . . , w .,(112p | est nul : On a 

donc que a^O) = 0 pour y i et la solution Y s'annule en 0. D'où le 

résultat : 

THEOREME 17 (Martinet ) . - Si u é 2J(2p,Z 2 Q ) alors u> est isomorphe à 

w 0 = z 1 dz 1 A dz 2 + dz 3 A dz^ + . . . + d z ^ ^ A & ? > 2 ^ • 

^ \ T • -, • J_ ̂  e ou h 
3.4. Les singularités £

2 2 0 
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Considérons un chemin w à singularité fixe dans 2T(2p,z| o ^ * 1 ) • 

On va supposer dans la suite que pour , Eglw^ ) = {x = 0} dans lR 2 p 

de coordonnées (x,y1 , . . . Jy 2p_3'
z» t) • On ne supposera pas que 2 2 2 ^ U ) T ^ 

est une variété fixe. Cependant, la réunion des E^Ca^) forment un ger­

me de sous-variété le long de {0}x ["o,1~I. 

On note vp 9 la restriction de toute formera R
2 p 1 = z2(m ) ainsi que f 

la restriction de toute fonction f . ^ T ( 2 p-1) , 3 ) T ( 2p-1 ) ,D T ( 2p-1 ) dési­

gnent respectivement les espaces de familles de germes de fonctions,2-

formes fermées et 1—formes sur IR 2 p ^ = {x = 0) . 

Si f^...f^ sont des germes de fonctions en 0 ^ f T ( 2 p ) , on désigne par 

7J T̂ (f «I , . . . s f ̂ ) l'idéal engendré par ces germes. De même, si f 1 9...,f^ 

£ ( l T C 2 p - l ) , on désigne par 7)| T ( f 1 ,. . . , f ̂ ) l'idéal engendré par ces 

germes dans ^ 2 p - 1 ) . T11T et7ïiT désignent l'idéal engendré par toutes 

les coordonnées de R 2 p et de R 2 p 1 respectivement. 

2T)—1 

On choisit une fois pour toute une forme volume fi sur R 5 , et on 

définit X T par : X J Q = w p. 

T * T T 

Rappelons que X T é V T (2p-l) admet comme germe de zéros, la variété %22 T 

et lui est transversalement non dégénéré . 

Le rôle de X T est fondamental dans l'étude des singularités de 

2 ) (2p,Z 2 2g) comme le montre la proposition suivante dont l'idée vient 

de J. Martinet : 
PROPOSITION 18. - Soit a> un chemin de 2-formes fermées dans T 

^ 2 p , E 2 , 2 % h ) ' S u P P ° s o n s q-ue E 2 ( ( U T )
 = = 0> , OUfi. ^ Q

Z

2 2 ^ T ) = 

= (x = z = t = O) , que w^fo) = dx A dy^ + E dy^ A dy^+-j et que si 

i a - ^2 1 = 2 

a

T = W

T = y? W T » le 2-jet « t soit nul. Alors, pour que l'équation : 

(2) L Û»T = - W t admette une solution Y T £ V T ( 2 p),Y T ( 0 ) = 0; il 
T 

suffit que l'équation : 

(3) X T.g T = h T admette une solution g T C £ T( 2p-1 ) pour 
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y B (l^p-l ) , nulle sur £ 2 2 ^ ,telle que si Ê TTL^ alors 

Ey E M41. 

Démonstration. - La démonstration va résulter d'une suite de lem-

mes permettant de passer de l'équation (3) à l'équation (2). Tout d'a­

bord, cô étant une forme fermée, il existe e D ( 2p ) telle que 

T T T 

- (L = d f 
T 1 T 

Comme ù (0) = 0 et que oc = 0 avec a = ÛT on peut choisir v/> telle 
T T T T I T 

que : 

vf^(O) = 0 et ^ 3 ( 0 ) = 0 

L'équation (2) est équivalente à l'équation en Y £ V (2p), f €c (2p): 

T T T T 

Y J ai + df = M> (1+) 

T T T T 

Comme plus haut, on pose : 

Mu = { a (2p)[ pour W x , a (x) € Support ^ (x)} 

T T T T T 

Alors si f est une solution de ) on a : vl> - df e MM . Inverse-
T ' T T T 

ment : 

LEMME 19. - Pour qu'il existe un champ Y t e V T(2p), Y t(0) = 0, véri­

fiant l'équation (2), il suffit qu'il existe f^ €. <£^(2p) telle que : 

i) f t - df T € MU>T 

ii) f TeTTl
3 

Démonstration. - Montrons tout d'abord que si ÏÏ = f - df e Mai 

T T T T 

alors, i Y e V (2p) tel que Y J o> = TT . 

J T T T T T 

Soit a)1 T u>2p T les 2p formes égales à ^ J U T , ay"~-'ÙLT ...» 

-rr- J a) . En chaque point {a)1 , . . . ,OJ0 } engendre le support de w -

La transversalité de a>T à la singularité s'exprime par ; 

A t = dét | w 1 > T , . . . , I D 2 P s T | = x n T avec 
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n T | Z 2(OI T ) = nT|(x = 0} * 0 

Maintenant, à l'origine, le support de OĴ  est engendré par les 2p-2 

formes o) 1 . T . . .
 a)2p-2 T * Comme le rang de est constant sur H^(ui^)9 

le support de W t est engendré par -̂j » • • • > W2p-2 l o c a l e m e n " f c a u voisinage 

de 0 sur S ̂  ( LO ̂  ) (Donc partout, puisqu'il s'agit de germes). 

Si Î £M , on peut donc trouver 2p-2 fonctions X , ...X Ê 

2 T(2p-l) telles que, sur Z 2((D T) : 

2p-2 
TrT(m) = ^ ^ i T w i p o u r V m Z 2 ^ T ' 

i= 1 9 9 

Il existe donc un 1-forme V T ^ D T ( 2 p ) , telle que, si l'on note encore 

A ,...,X les fonctions précédentes prolongées à IR2^ d'une ma-
i , 1 dp d , T 

nière quelconque, et ^ 2p-l T
 = ^2p T E 0 , on ait : 

2p 
T T = Z X . w. + x y 
T I = 1 1,T i,T M T 

Soit D. = dét|ir ,w | 
I,T 1 T 9 1, T i 9

T 2p,T 1 

En dehors de Z 2(u> T) f il existe un champ unique Y T = Z T 

(x^ = x , . . . ,z 91 ) solution de Y T J ÛĴ  = ÏÏ^. 9 dont les composantes 

sont égales à a. = —A ' T . 
1 9 T 

Ces fonctions a. se prolongent de façon <tf°° en {x = 0} . En effet : 
1 9 T 

D. ^ = dét I Z X. + x vi , a). T ,..OJ\ ^ w~ „. I 

= (-1)1 X. A + x dét |y , ,.o>. ,..,oj_ I 
I,T T ' T 9 1 , T' I , T 9 9 2p,x' 

Mais, le long de Z 0(w ) le rang de w est 2p-2 et on a donc : 

d. T T 

d é t | y T , a J l 5 T , . . . , a ? i î T , . . . , a ) 2 p 9 T | = x pour n i s T G ^ ( 2 p ) 

d'où : a. = (-1)1 X- + n.- / n e s t u n germe 

Supposons que f^eTT},^ alors : 

TT = f - df e Ï Ï ? * D (2p) 

167 



MODÈLES LOCAUX DE CHAMPS ET DE FORMES 

o _ 

Il s'ensuit que D. é 77?, et donc que les a. £ ID 

Le champ Y T s'annule donc en 0 . 

La condition ir̂  €. Mw^ n'est non triviale qu'aux points de Zgtu^ ) . 

Ce qui explique que l'on va pouvoir la remplacer par une condition ne 

portant que sur la restriction au plan {x = 0 } . 

Auparavant, nous allons caractériser les éléments de D (2p-l) se 
T 

prolongeant en une forme de Mu)^ . 

LEMME 2 0 . - Soit U t € D T ( 2 p - 1 ) . Alors H T(X T) = 0 < ^ JTT € M« telle que 

TT = y . De plus, si y e 7T7 D ( 2 p ~ 1 ) alors on peut choisir 
T T — T U T T ' 

TT 
T 

: 2 p ) . 

Démonstration. - Clairement si y se prolonge on a que 
T 

y^ €. Support W t et donc que y^ (X^ ) = 0 . 

Nous allons montrer l'implication dans l'autre sens. 

3 3 

Soient w ,u> ,...,(i> les 2 p - 2 formes : TTrJw_ , • . , 7 7 T - J w 
X » T y 1 ,T

 y 2 p - 3 9 V ^ > - 3 
Ces formes engendrent aux points de Z^Cw^) le support de , comme on 
l'a noté plus haut. 

Notons w .....S les formes restreintes à {x = 0}. J'affirme que 
y 2 p - 3 ' T 

la condition y (X ) = 0 implique qu'il existe A % . . € G _ ( 2 p - 1 ) 
T T X , T y -j , T T 

telles que » T = X ^ Û X ) T + X ^ > T j T + ... 

Si de telles fonctions existent, en les prolongeant arbitraire­
ment à R 2 p , on pourra prendre T T = A 0 (D + A W +..., forme 

* * T 2 , T X,T y 1,T y 1,T 

qui appartient bien à Mu>T 

La condition y T (XT)(m) = 0 signifie, si m $ 2 ^ T ^ Q- U E ^ T ^
M ^ 

Supportm W t (En effet, le support de w"T qui est aussi celui de w
P 1 

est la direction de X^ , en dehors de 2 ^ W T ^ ' 

Maintenant, je dis que, si m ^ÉE^tw^), le support de est .engendré 

par les 2 p - 2 formes SJ , . . . , ÔT . 1 1 suffit de montrer que ces 
X , T y 2 p - 3 ' T 

2 p - 2 formes indépendantes sont dans le support de ôTT : 
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- pour les 2p-3 dernières formes : w* »••• cela résulte de 1 1 ex-
y-i 9 T 

a . 

pression : a) = J w . 
x s J-

- pour la forme ôT , écrivons : 
x, x 

w = dx A o) + TT avec Support TT C {dy1 , . . ,dy _ ,dz ,dt } 

on en tire ; w P = dx A w A TTJ? 1 + irj? = 0. 

T x, T T T 

Mais, TTP = 0 car le support de irrest dans un sous espace de dimension 

2p-1 . Il en résulte que sur Z0(w ) : 
d T 

dx A w 
X , T 

p-1 
Soit w A C = 0 
Or TT P ̂  = w P 1 . On a donc : u> A w P ^ = 0 

T T x, T T 

Mais, comme en dehors de ^22^7^ o n a w P 7e 0 , cette dernière rela­

tion implique que w x ^ £ Supp ôT̂  sur Z^{UÒ^) \Z^^(UÌ^) . Donc , 

y (X ) = 0 pour y m £ Z2(w ) \ Z 2 p(to ), 

y T é{o)x • ÜJ ..... 0) } 

Soit encore dét 
г У1 > т 

у2р-3' Т Х , Т 

Maintenant, en 0 : 

S r y 2 9 T ( 0 ) ' • • • ' S X , T ( 0 ) = ^yi-'- dy2p-3 } 

et ET (0) = k dz + H t + ... k 1(0) = z et Jl1 ( 0 ) = t. 
y 1 9 T 

Rebaptisons les formes ¿7 ,...,ôJ : , . . . , cô _ 0 et choi-

y., , T s s x , x 1,T* 2p-3,T 

sissons des coordonnées y^,.. .*y2p_3»
 z» * d e façon que (m^) = {z=t = 0 } 

dans {x = 0}. Comme on avait par hypothèse que t O S 2 2 ^ w T ^ = ^ z =" t = ^ ï » o n 

peut choisir un changement de coordonnées tangent à l1identité à l'ori­

gine en sorte que l'on ait encore ffi^ T^°)
 = 7̂«]» ^2p-3 T = d y2p-3 

et _ = k dz + dt + . . . avec k 1(0) = z, £,1(0) = t. Il en résulte 2p-2 

que : 7?£T(k,*,) = 77}T(z,t). 
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Désignons par m z(D) , m^CD) les (2p-2) x (2p-2)-mineurs de la ma­

trice représentative des a) 1 sur la base dy 1 , . . . ,dy , 

dz,dt formé en ne prenant pas les coefficients sur dz et dt respecti­

vement : 

Clairement 7 l î T(m z(D), m t(D)) = W T(z,t) 

Maintenant, si l'on désigne par D^ la matrice des coefficients de 

Y T »w1 ,T 9 * ' * j ù ii,T 9 ' ' ' , S r2p-2,T * 9 wi,T e x c l u » l e s mineurs m ^ D ^ et 

m.(D.) formés comme plus haut s'annulent respectivement sur les zéros 
"G 1 

de m z(D) et m t (D ) . (car y T €{«.,,... ^ 2 ^ - 2 9 T } ^ ' 

Il en résulte que mz(D^)/m^(D) se prolonge en une fonction "C" sur 

m zCD)'
1(0). 

Or sur le complémentaire de m z(D)
 1(0) on a : 

y = Z A. w. avec A. = m (D.)/m (D) 
T 1,T 1,T I,T z i z 

Cette formule se prolonge donc partout d'une façon ̂ Ê" . 

Supposons que u ^ e T T ^ .
 D (2p-l). Alors, m z (D i ) e 771^ et les t 

obtenus par division par une fonction régulière, appartiennent à TiĴ . 

Donc le prolongement TT t = £A^ ^ ^ appartient à 77£2-

Nous pouvons maintenant démontrer : 

LEMME 21. - Pour qu'il existe une fonction f^e î f T(2p) vérifiant les 

conditions du lemme 19» il suffit qu'il existe g T € 'c?

T(2p-l) telle que 

g T € ffjt et que X T.g T = f T ( X T ) . 

Démonstration. - Si g T e TT^ alors dg T - ^ £ 77^ D T(2p-l) et 

U g T - f T ) ( X T ) = °' 

On identifie dg T et Cf"T a des formes sur I R 2 p , indépendantes de x. D'apè 

D'après le lemme 20, dg^ - v f T admet un prolongement, appartenant à Mŵ . 

autrement dit, il existe a e. (2p) et une 1-forme 3 telles que : 

' T T T 

TT t = a Tdx + x 3T + dg T - V ^ T e 
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2 
et telles que tt̂  € T T ^ D - ^ p ) . 

De même, la forme *f peut s'écrire : 
1 T 

7 = a dx + x Y + *f avec oT dx + x y € . T 7 ? 2 D 1 ( 2 p ) 

En remplaçant 

a dx = d(xa ) — x da 
T T T 

a dx = d(xa ) - x da on obtient 
T T T 

vp - dg - d(x a ) + d(xa ) + x fd a - d3 + 3 + Y ] ^ Mu 
I T T T T *• T T T T -i T 

Mais, il est clair que x |"da - dn + 8 + y 1 J divisible par x, appar-
T T T T -* 

tient à Moi 
T 

On en tire donc que , 

V - df £ Mu où f = g + x ( a - a ) 
1 T T T T T T T 

Or on sait que : 

ta e 71} ainsi que « Ê 1ÎL 
T LT T T 

Donc f ^ 777 3 

T ^T 

La fonction f trouvée vérifie donc les hypothèses du lemme 20. 
T 

Nous pouvons maintenant achever la démonstration de la proposition 

1 8 .Par hypothèse € y j j ^ donc ^ U ^ ) e Tf[? e t y f T ̂
X

T ) s'annule 

sur E 2 2 ^ W

T ^ " 
D'après les hypothèses de la proposition, il existe donc g , tel que 

T 
X g = (X ) et tel que g € 77] • Les lemmes 2 1 et 1 9 permettent alors 
T T 'T T T ^T 

de trouver un champ Y solution de L ^ = - J, et tel que Y (0) = 0. 
T ï T T T 

T 

Ce qui démontre la proposition 1 8 . 

k. LES RÉSULTATS RELATIFS AUX 2-FORMES FERMEES. 

Dans ce paragraphe, nous allons établir des résultats concernant 
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les singularités zf> " ̂ e s r^ s ultats complètent les théorèmes de 

Darboux et Martinet dont on a donné des démonstrations dans le paragra­

phe 3 . 

THEOREME 22. - Soit w € #Zf(U,Zg ° u h ) ( c 1 e st - à-dir e LÙ est un germe dont  

le 2-jet appartient à la singularité ^220 U -̂ 2f 2( ^ ) alors o) est iso­

morphe , respectivement à : 

o)0 = dx A dy + z dy A dz + d(xz + ty - z /3 ) A dt dans le cas elliptique 
o 

O)Q = dx A dy + z dy A dz + d(xz - ty - z /3) A dt dans le cas hyperbolique. 

Pour n > U on peut montrer le résultat suivant : 

THÉORÈME 23. - Soit z t ° U h c j# 2(2p) pour p > h. Alors il existe un 

d , d , u 

ensemble semi-algébrique Z C Z !? Q U

n

h de codimension * 1 dans Z 6 , ° U

n

h 

2 
(donc de codimension ^ 1+ dans 3 (2p)) tel que pour tout OJ dont le 

2-j et S?2 € Z ^ o U

n

h \ 2 , est de 3-déterminât ion finie : c'est à dire 
. -3 

que si a = 0, alors w + a ^ to . 

Remarque. - Si w est tel que o?2 €. 2 g 2 2 U ^ ̂  2 ' alors w admet pour mo­

dèle polynomial, la 2-forme à coefficient des polynômes de degré $ 3 

représentant w dans un système de coordonnées choisies. 

Dans le paragraphe 3 9 nous avons montré que la résolution de 

l'équation L y = - (î)̂  9 pour un chemin OĴ  convenable se ramène à 
T 

la résolution de l'équation X .g = h , où X € V (2p-1 ) est une fa-
T T T T T 

mille de germes de champs de vecteurs à l'origine de E p associée à 
U) 
T 

Nous allons démontrer que le champ X^ est, à un difféomorphisme g T et 

multiplication par une fonction près, équivalent à un champ singulier 

étudié au chapitre I. Je rappelle le résultat établi (en utilisant les 

notations de ce chapitre) : 
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THÉORÈME (1.22). - Soit 

T T « ^ X 2 0 9 T ( y ) + z t X 1 1 , x ( y ' + t 2 X 0 2 9 T ^ ) " E T h + Z I t e - ± 1 . 

iin chemin de germes de champ en 0 € IR p = f R p *1R (de coordonnées 

(y-j » - * • > v

2p-3 )
 G , r 2 P 3» C 2»*) € r 2 ) - Les champs x

2 o 9 T ' X 1 1 9 T » X 0 2 9 T S O N T  

des chemins de germes sur IR 2 p ^ x (0> en 0 tels que (X 2 Q T + e X Q 2 T)(0) 

?É 0. Soit P T e ^ ( z ,t)V T(2p-1) et X T = T T + P t . Alors l f équation 

x T g T = h T 

admet une solution g T 6 ? T(2p-1 ) P °
u r V h

T

 € ^ z 1 » z2^ * De plus, si 

h T € 7/̂ T alors on peut trouver une solution f €.7JlT. 

Démonstration du théorème 22. - Soit id 6 S f f ^ ^ J 1 1 h ) . Grâce à 

la proposition 8, nous savons qu'il existe un chemin w T de w q à o>1 ^ w 

tel que : 

Z2(.wT) = (x = 0} et £ 2 2 ( w t ) = (x = z = t = 0} 

et répondant aux autres conditions de la proposition 8. 

En particulier : 

5) = - z dz A dt + dy A (z dz + et dt ) 

Soit X T le champ associé à ¡3̂  par : 

X T J fi = w où fi = dy A dz A dt 

Ce champ X T s
1 écrit : 

X T - K § 7 + K h + Ï T I t 

avec h Te7T^
2(z,t) car l'espace associé en m e Z 2 2(o) t) est le plan {z 9t} 

Comme du = 0 on a que ; 

3 n 3 k 3 l " 

L v fi = 0 <F> — + — X X = 0 

X̂ . 3 y 3 t dz 

D'où il suit que — L - — ^ € /7^ (z,t) 
3 1 3 z T 

Comme 9 d'autre part : 
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~2 2 3 3 ^ 3 
X = - z t — - et *— + z "5"T* 
T 3 y 3 z 31 

Il est possible de trouver g T € Diff Q T ( 3 ) 9 fixant la variable y , 

dg T ( 0 ) = Id,tel que : 

g * xx = V T af + V y ) ( z 3 T " e t 3 7 } M ° d u l ° ^?(*.t) 

et où (n^) 2 = - z 2 et A T ( 0 ) = 1 

Le germe de champ g* X T répond donc aux conditions de l'énoncé 
T 

du théorème 1.22. 

Comme X T ne diffère de ce champ que par la multiplication par la fonc­

tion t — et le difféomorphisme g_, la conclusion du théorème 1.22 est 

A T T 

également valable pour le champ X T. On peut donc, en appliquant la pro­

position 18 résoudre l'équation L u>T = - ô>Tce qui établit le théorème 
T 

22. 

Démonstration du théorème 23. - Considérons maintenant 

w e 2 5 ( 2 p , z 2 2 ° u h^ a v e c 2 p > S o i e n t (x>y-| » • • >y 2p-3'
Z^^ d e s c o o r d o n " 

nées dans E 2 p . Le germe u> est isomorphe à un germe w' tel que : 

Z2fo)') = {x = 0} , Z22(o)') = (x = z=t = 0} , pour y m € E

2 2 (
a ) l ) l'espace as­

socié en m est égal à (z,t) et enfin : 

2p-U 

w = dx A d y 1 + Z dy . A d y . + a' x dz A dt + d y A ( z dz+ et dt ) +. . 

i pair 

avec a ; > 0. 

(Cette dernière affirmation se montre comme en dimension k). 

Soit X' le champ associé à ( w ! ) p 1 par : 

X' J n = (Û7' ) p ~ 1 avec fi = dy 1 A . . . * d y 2 p _ 3 A d z Adt 

La composante X' y de X' sur le plan { y 1 , . . > y 2 p _ 3 * =
 Z 2 2 ^ f ^ e s t d e l a 

forme : 

X' y • z
2X£ Q + zt X ^ + t ^ 2 modulo 7?[3(z,t) 
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où X - 0 ( y ) , X ' ^ y ) , X' 2(y) € îf(ï 2 2) ^ F ^ } 

a) Nous allons tout d'abord montrer que si (X 2 Q + eX^2)(0) 4 0, 

alors 03' est de 3-dét erminat ion finie : alors œ qui est isomorphe à* 03 1 

sera aussi de 3 -détermination finie. 

Comme E^ ° U

n ^ ^ 2 7 *( 2P) 9 nous savons que si w" est tel que 
d , d 9 U 

o T ' 3 = o T " 3 , alors le chemin : 

w T = (1-T)O)' + TW" est à* singularité fixe. 

En fait, il est facile de vérifier que : 

TQZ 2(O) t) = {x = 0} et que E^fw^.) est tangent à l'ordre k près au 

plan {x = 0} en 0. (Pour cela, on remarque que OJP = oĵ  modulo Qf ( 2p ) r\ 

Tt\ Q (2p) ) . Mais alors, il existe un chemin de germes de difféomor-

phismes g T , tangents à l'identité à l'ordre h avec g Q = Id , tel que 

Z 2(g* c u T ) = {x = 0} . 

On a ; g* w = w = w 1 Modulo 2T (2p)n 77? 3 ( 2p ) . 

T T T T U T T 

Notons Xy t la composante sur {x=y=t=0} du champ associé g^ ô)P 1. 

On a : 

X T = X | £ : donc X s'écrit : 

Xy,x • z " X20,T + Z T X 1 1 , T

 + t 2 X02,T M O D U L ° ^ l ^ t ) l ï 7 l \ 

avec ( X 2 Û 9 T + eX 0 2 9 T)(0) = (X£ Q + eX' 2)(0) * 0. 

Remarquons que cela implique T Q E ^ ^ ^ ) = (x = z=t = 0} 

On peut donc trouver un chemin de difféomorphismes h^ de la forme 

(X = x 

K = ^ Yi = -i 

(y,T),T(y,T) avec dZ=dz, dT=dt 

tel que ^ ( h * g* " T ) = (x = z=t = 0} . 

Notons encore X T le champ associé à h* g* et X^ ^ sa composante 

sur (x = z = t = 0} . On a toujours que : 
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Xy,x ' Z 2 X 2 0 , T

 + Z t X 1 1 , T

 + ^ X 0 2 , T

 M 0 d U l ° tj(«.t){ ^ 7 } 

avec ( X 2 0 j T + E X 0 2 ) T ) ( 0 ) * 0 

Maintenant, comme en dimension k, il est facile d'utiliser la 

condition d w p 1 = 0 , soit encore L x fi = 0, (fi = dy^ A . .Ady2p_3 Adz A d t ) 

pour trouver un dernier chemin de difféomorphismes k T et un chemin de 

fonctions U T 9 y T ^ 0 tels que : 

y . k X = z 2 X o n + zt X, + t 2X„ 0 - et 7 - + z 7 7 
T T* T 20,T 11.T 02,T 3z 3t 

Modulo 77£T(z,t)
3VT(2p-1 ) 

et avec toujours la condition : (X_- + eX_^ )(0) ^ o ° 20,T 02,T 

On peut donc, comme en dimension U , appliquer la proposition 18 de ré­
duction au chemin g* w qui est tel que E n(g* w ) = {x=0} et que 

T T 2 T T 

*a = 0 pour a = g^ U) t et au champ X^ associé. (Ce champ ne diffère du 

2 2 3 3 
dernier champ égal à z X n_ + ztX-- + t X n n - et -r— + z irr » * 20,T 11 ,T 02,T oZ dt 

modulo 7T{ > T(z,t)
3 V T(2p—1) que par des dif f éomorphi sme s et multiplica­

tion par une fonction). Ce qui achève la démonstration de 11isomorphis— 

me du 2-formes ai1 et w". 

b) Nous allons maintenant déterminer l'ensemble semi-algébrique E. 

Remarquons que la condition (X^Q + eX^2)(0) = 0 pour w' est une condi­

tion portant sur le jet d'ordre 2 de la forme w'. Comme les composan­

tes des 2-jets des vecteurs X^ Q et X^ 2 sont des fonctions algébriques 

des composantes du 2-jets de w', la condition ( X ^ Q + eX^2)(0) = 0 défi-

— oc 2 

nit un ensemble algébrique Ê dans cô (2p). 

Posons maintenant : 

E' = {S>€2J 2(2p)| g g e Diff 2(2p) tel que g w e I } 

Par le théorème de Tarski-Seidenberg, E' est un ensemble semi-algébri­

que de 2f 2(2p). et donc E = E ' O E^C^ ^ e s t u n e n s e m l : ) l e semi-algé­

brique de £220° U h" L a c o d i m e n s i ° n d e c e < f c ensemble E est au moins 1 
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dans ^220 U ^ C a r S220 U ^ ̂  2 n'est pas vide : (voir l'exemple exhibé 

dans 1.5. ci-dessus). Ceci achève la démonstration du théorème 23. 

Si maintenant M 2 p est une variété de dimension 2p, le théorème 22 

ci-dessus implique, pour 2p=U , qu'une 2-forme fermée a génériquement 

en dehors d'un ensemble de points isolés, des germes en chaque point 

équivalents à l'un des quatre modèles décrits pour les germes de 

S F ( U , E 0 ) , 3i{h9z2) , Ç 2 K U , z 2 2 °
U h ) et le théorème 23 implique que si 

2p £ k, une 2-forme fermée a génériquement , en dehors d'un ensemble 

stratifié de codimension £ k des germes de 3-détermination finie (donc 

isomorphes à des modèles polynomiaux). 

D'autre part, il est intéressant de remarquer que le théorème 22 

peut s'interpréter comme un résultat de stabilité pour les éléments de 

i 3 ( U , E 2 2 °
U h ) . (C'est de cette façon que l'auteur de cet article avait 

initialement énoncé ce résultat dans[l6] ; la démonstration esquissée 

dans cette note, basée sur l'utilisation d'un théorème de fonctions 

implicites de Nash-Sergeraert n'a malheureusement pas pu être menée à 

bien). Nous dirons que : 

DEFINITION 2k. - Un germe w de 2-forme fermée en 0 £ lRn est stable, 

s'il existe un représentant u>B de w sur ^ boule B centrée en 0 € R n  

et un voisinage de u) ̂  dan s 2 ( B ) ( espace des 2—formes fermées sur 

B, muni de la topologie de la convergence uniforme sur B) tel que 

tout u) ' € ait un germe en un point x' € B , isomorphe à w . 

Clairement, chaque u) 

Z220 ' e s t s t a l : ) l e : e n effet, si w B 

est un représentant de w sur une boule B centrée en 0, et si w 1_ est 

suffisamment voisin de u , le 2-jet w 1

B coupe encore la singularité 

^220 U h e n U n P 0^ 1 1^ x ? v o i s i n d e 0. Tous les éléments de ^ ^ 9 ^ 2 2 ^ ^ 

étant isomorphes, il en résulte que le germe de w'^ en x' est isomorphe 

à w . 
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Comme pour le théorème de linéarisation des champs de vecteurs, 

on peut se poser la question de l'existence d'un difféomorphisme de 

conjugaison dépendant continuement de CJ'e» Effectivement, une discus­

sion comparable à celle faite à la fin du chapitre I peut être répétée 

pour les 2-formes fermées. Je me contenterai d'énoncer le résultat : 

THÉORÈME 2 5 . - Soit w une 2-forme fermée sur B^ dont le germe en 0 

appartient à 3f {h ^ *L) . Alors il existe des houles B et B' c entré es 

en 0 € R \ B' C int B , un voisinage \L de w | B dans 2f (B) et une appli­

cation continue p : T/,-»- Diff(B') (Espace des dif f éomorphi smes de B' 

dans IR**, muni de la topologie de la convergence uniforme >£c° sur B ' ) 

tels que pour tout w ' € iL 9 p(w')*ü) = w ' sur B' . 
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ABSTRACT 

In this paper, we obtain some results of finite determination for vector fields 
and 2-closed forms, (Finite determinated vector fields or forms admit polynomial mo­
dels). The whole paper is based on a study of certain singular differential equations 
such that X.f = h where X is a singular vector field. The most important results con­
cerning vector fields are obtained for germs in the plane. We give conditions under 
which formal equivalence or existence of formal integral implie *6 -equivalence or 
existence of ̂ ""integral. For demonstrations, we use the "blowing up" method and some 
other results of F. Takens and F. Dumortier. We also study germs of 2-closed form6 

k 
in R and show that all the germs of codimension less than 3 are stable. 
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