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SUR CERTAINS ASPECTS DES PROBLEMES
AUX LIMITES NON HOMOGENES
POUR DES OPERATEURS PARABOLIQUES

par J. L. LioNs (Paris) et E. MAGENES (Pavie)

Introduction.

1) Soit @ un ouvert d’un espace Euclidien et P un opérateur diffé-
rentiel linéaire donné dans @ (3 coefficients variables); désignons par P*
Vadjoint (formel) de P.

On suppose que Von a pu attacher & P* un probléme aux limites
différentiel (i. e. avec conditions aux limites différentielles) bien posé dans Q.

De fagon plus précise, on suppose que l’on a pu construire deux espa-
ces F et F de fonctions ou de distributions sur @ tels que P* soit un
isomorphisme de E sur F.

Soit ensuite F, un sous espace de F, contenant D (@) (= fonctions
indéfiniment différentiables et & support compact dans @); donc

D(Q)c F,c F,
avec injections continues (1). Définissons alors X comme suit:
X={v|veE, P*%eFy.

On munit X de la topologie telle que v — P*v soit un isomorphisme de
X sur F,. Alors, par transposition (tout ceci est évident!) on a: si v— L(v)
est une forme anti-linéaire () continue sur X, il ewiste un élement u et un seul

Pervenuto alla Redazione il 18 Febbraio 1964.
(!) F, est muni de sa propre topologie, non de la topologie induite par F.
(?) On prend L anti-linéaire parce que P* est définie & partir de P par (¢, P*y)=

={(Py,y).
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de Fy (dual de Fy) tel que
* (uy P)=L(v) MoveX,

le crochet dans (*) désignant la dualité entre F, et F,.
Les questions qui se posent sont maintenant les suivantes :

(i) si Yon décide de #’intéresser uniquement & des solutions w qui
soient des distributions sur Q (%), il faut choisir F, de sorte que QD (Q) soit
dense dans F,; ce choiz étant fait, il faut expliciter X au maximum ; cela
est un probléme de régularité : ayant des renseignements supplémentaires
sur le second membre &, obtenir des renseignements supplémentaires sur la
golution v de P*v =h;

(i) l’espace X ne sera pas en général un espace normal de distribu-
tions : D (Q) n’est pas dense dans X; il conviendra alors d’interpréter la
condition d’appartenance au dual de X; on choisira, en général, certains
éléments de ce dual de la forme f-} g, ol f est une distribution convenable
sur Q et ol g est une fonctionnelle convenable sur I (partie de la frontiére
de @ «portant » les données): distribution sur X (supposant X variété C =),
ou bien fonctionnelle analytique sur X (supposant X variété analytique)
ou fonctionnelle plus compliquée (cf. le présent travail);

(iii) choisissant, dans (*),

L)=f0)+g @ (*
il faut enfin interpréter (*). Formellement, on arrive &
™" Pu =f, Bu =g,

B étant un opérateur frontiére. Il s’agit alors de préciser le sens des condi-
tions aux limites Bu = g (théorémes de traces).

2) Dans une série de travaux (cfr. [13] travaux (I) & (VI)) nous avons
développé les idées précédentes en prenant pour P (et P*) un opérateur
elliptique et pour F et F des espaces de Sobolev (qui sont en particulier
des espaces de Banach).

Par exemple prenant F0=H0k(()) (o Ho" (@) est Padhérence de D (Q)
dans Pespace des fonctions v € L? (@) telles que toutes leurs dérivées jusqu’a

(®) Comme on a déja vu dans [18], (VII) et comme on verra dans le présent travail,
ce choix — que nous ferons — ne s’impose pas absolument.

(%) I faut evidemment préciser le sens de ces expressions; cf. [13] et le présent
travail.
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Vordre & soient dans L2(Q)) et faisant augmenter % indéfiniment, (**) ré-
soudra, entre autres, le probléme de Dirichlet avec données frontieres g
distributions quelconques sur 3.

Il n’y a pas de raison de se borner aux espaces de Banach pour F,,
Ainsi, dans [13], (VII), nous avons pris F,= D (Q) ce qui conduit & une
large généralisation de résultats de [4]: on peut prendre, dans le deuxiéme
membre g, pour le probléme de Dirichlet, une fonctionnelle analytique (la
frontiére de ¢ étant supposée analytique). L’interprétation de (**) repose
alors sur un théoréme de trace dont un cas particulier est le suivant:
si P est un opérateur elliptique dans @ a coefficients analytiques
dans @ et 8i » est une distribution quelconque dans @ telle que Pu = 0 (5),
alors on peut définir, entre autres, les valeurs sur 3 de u et de ses déri-
vées d’ordre << m — 1 (2m = ordre de P) et ce sont des fonctionnelles
analytiques.

3) 11 est clair qu’il »’y a pas lieu, dans le schéma général indiqué
au 1), de se borner aux opérateurs elliptiques.

Nous avons d’ailleurs briévement annoncé dans [14] quelques résultats
dans le cas hilbertien pour certains opérateurs paraboligues & partie elliptique
auto-adjointe (cf. aussi Baiocchi [19]).

Nous allous ici poursuivre dans ce sens pour des opérateurs paraboliques
(non nécessairement a partie elliptique auto-adjointe), en nous plagant dans
Panalogue du cadre de [13] (VII). Précisons. Soit d’abord @ un cylindre
infini: Q=02>] —oco, +o[, et P=A4 (w, t; 565) —+ ;t— un opérateur para-
bolique dans @ ; A est supposé elliptique d’ordre 2m, a coefficients indéfi-
niment différentiables en (z,¢) dans @ et analytiques en x pour chaque ¢
dans ﬁ, (non nécessairement auto-adjoint); notre objet essentiel est alors
Pétude du probléme miuxte :

(***) Au+ Du =,

f 6tant une distribution donnée convenable (cf. NO 4 et N° 35), & support
limité & gauche (i. e. nulle pour ¢ <ts, ¢ dépendant de f) (4 vrai dire on
considere dans le texte un cas un peu plus général), la distribution w étant
A support limité & gauche et w satisfaisant aux conditions aux limites :

o*u

P ov
) ok

= g sur 3 (frontiére de ¢) k=0,1,...,m — 1),

(5) Donc u est analytique dans @, mais il n’est fait aucune hypothdse sur le compor-
tement de » au voisinage de la frontiere de @.
k
o
& —
i

une classe trés générale de conditions aux limites donnant lien & des problemes bien posés.

= dérivée normale d’ordre k su 2. On peut, par les mémes méthodes, traiter
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Dans (****) les g; sont des fonctionnelles (convenables) sur X, les con-
ditions (****) ayant un sens d’apreés le théoréme de traces du NO 4.

Le dernier probleme est alors une caractérisation aussi constructive
que possible des fonctionnelles g, dans (****), Quelques indications frag-
mentaires sur le probléme général sont données dans le texte et au N° 5
et des résultats précis sont donnés au N° 8 dans le cas trés particulier de
Péquation de la chaleur & une dimension d’espace; on y fait essentielle-
ment usage de résultats de Holmgren [10] et surtout de Gevrey [7]; il
nous semble intéressant de noter qu’on obtient, entre autres, le résultat
suivant : chaque solution de ’équation de la chaleur dans la bande @ =]0,
1[>] —oo, +oco[ admet une trace sur les droites frontieres, » = 0, » = 1,
qui est une fonctionnelle du type de Gevrey.

4) De fagon analogue par les mémes méthodes on peut considérer le
probleme mixte pour le méme opérateur parabolique P dans un cylindre fini
Q=02><]0, T[, X étant alors décomposé en 5 = 3'U 3", 3'=1I><]0, T[,
S"={x€eQUI, t =0} (I frontidre de ), et les conditions aux limites
étant alors

k
%—y’i:gk sur 3 k=0,1,...,m —1.
u = u, sur 3"

La principale difficulté réside, méme dans ce cas, en la caractérisation
« constructive » des fonctionnelles ¢ et u,; nous donnerons des résultats
précis dans le cas de P’équation de la chaleur en une dimension d’espace.

De trés nombreux et, pensons-nous, intéressants problémes restent &
résoudre dans la caractérisation des divers espaces de traces rencontrés
dans ce travail.

5) Etant donnée le grande variété possible de choix de F, {avec les
notations de 1) on obtiendra, & partir de (**), plusieurs théorémes d’iso-
morphismes pour Popérateur (P, B}; il est alors tout indiqué d’utiliser la
théorie de Dinterpolation des opérateurs lincuires ; c’est ce que nous avons
fait dans [13] (I) & (VI) et dans [14].

Nous n’utilisons pas ici cette théorie, puisque nous étudions des choix
de F, qui sont des cas «limites ».
D’autres choix de F, seraient possible et, semble t-il, intéressants :

i) F, = espace de Sobolev convenable ;

ii) F, = espace de Gevrey an t a valeurs dans @ (Q).

De méme dd’autres classes d’opérateures (hyperboliques, Schroedinger
ete.) semblent conduire dans le présent contexte, & des problémes intéres-
sants. Nous reviendrons sur ces sujets.
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6) Le plan est le suivant

1. — Le cas du cylindre infini. Notations et hypotheses.
2. — L’espace X.

3. — Espaces G_(2) et G (2).

4, — L’espace Y. Théoréme de traces.

5. — Probléme aux limites non homogéene.

6. — Le cas du cylindre fini.

7. — Le cas de l’équation de la chaleur dans le rectangle.
8. — Le cas de ’équation de la chaleur dans la bande.

1. Le cas du cylindre infini, notations et hypotheéses.

1.1. On désigne par £ un ouvert borné de R" (variable x = (x,, ..., 2,))
dont la frontidére I' est supposée analytique réelle de dimension n — 1,
orientée, 2 étant d’un seul coté de I

Dans lespace Euclidien R} > R; des variables (x,t) = (%) y oee yTny t),
on counsidere le cylindre

Q = Q><R}
de frontitre
S =I>Ri.

Pn

On posera: D} = D:11 w DMy p= (P, ey p,)y, D, =00z, |p|=

i
=pi+ . +pu, De=20/0t.
On considére dans @ Vopérateur différentiel () A donné par

(1.1) .M:u%@W%u: > (— '21 DY (ap, (», t) Df u)
o Ipll¢l<=m

ol les coefticients a,, satisfont aux hypothéses suivantes :

ayg est indéfiniment différentiable dans Q=29 Uz, et, pour
(1.2)
chaque t, x — ap, (x,t) est analytique réelle dans Q=0UT.
Nous alons étudier dans ¢ des problemes aux limites non homogeénes

relatifs & Dopérateur 4 (m, t %) + % .

(") On pourrait aussi bien considérer des systémes différenticls
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Nous allons d’abord faire les hypotheéses d’ellipticité sur A indispen-
sables pour la suite.

1.2. On désigne, comme de coutume, par H™ (£2) l’espace :
H™(Q) = {u|u€ L*(Q), D*uc L*(Q),|a|<m),
qui est un espace de Hilbert pour la norme

Hullame = 2 [ID"w[Gg)"

Si @ () désigne ’espace des fonctions indéfiniment différentiables dans
0 et 4 support compact, dont le dual P’ (£2) est I’espace des distributions
sur 2[16], on désigne par H," (2) 'adhérence de D (2) dans H™ ().
Pour w,v € H™(£2), nous posons

(1.3) at;u,v)= I i[a,,,q (x, t) DI uDfvdx;
Iplilgt=m

ce sont 13 les formes sesquilinéaires attachées & A ; nous allons uniquement
considérer dans la suite les conditions aux limites de Dirichlet relatives &
A ; nous ferons donc I’hypothése suivante (de coercivité sur Hy" (Q))

i 1l existe deux constantes A et o, a > 0, telles que, pour tout

(1.4) t, on ait
. Reaf(t;v, 'v)+’:”v”2p(a)2°‘”””23"‘(.0) ’ ¥ ’leHom (L)
D’aprés ’inégalité de Gérding, (1.4) a lieu si et seulement si

Re 2 (._.1)|Pla,pq(w,t)§1’+(12ﬁ]§|2"‘,ﬁ>0, & =(& 4, &n) ERY

lpl=lgl=m

| €] = (& + ... + &2

REMARQUE 1.1.

On peut aussi supposer, au lieu de (1.4), que pour chaque T < oo, il
existe 4 et a tels que (1.4) ait lieu, pour |¢| < T. Les modifications &
apporter & la suite dans ce cas sont faciles et non détaillées.

Sous I’hypothése (1.4) le résultat suivant est connu ([12], théordme 8.1
p. 121; le résultat du théoréme 8.1 est d’ailleurs plus précis que I’énoncé
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ci aprés); on désigne par D (2) lespace des fontions indéfiniment différen-

tiables dans 2, muni de la topologie d’espace de Fréchet de la convergence
uniforme dans £ des fonctions et de chacune de leurs dérivées ; ceci posé:

8i f est donnée indéfiniment différentiable en t & valeurs dans @(ﬁ),
nulle pour ¢t < t,, il existe une fonction u et une seule, indéfiniment
différentiable en (x,t) dans £, nulle pour t <t,, vérifiant:

(1.5) Au+ Dyu=Ff,
au 3m—-1u_
U= = = =0 sur 3.

(v normale sur 3 intérieure & Q).

1.3. Opérateur adjoint.
On pose :
(1.6) a* (t;u,v)=ua(t;v,u) u, v € H™ (Q),

formes qui définissent 1’opérateur

8 —
(1.7 A* (x, t, %) = o |§| - (— 121 D2 (agp (%, t) D3).
Formule de Green.

Soient u et v deux fonctions de D (2) (espace des fonctions indéfini-
ment différentiables dans Q et & support compact); on a (ef. [1]):

- - m—1 —_
(1.8) f(Au+D,u)vdwdt—fu(A"v—Dtv) dedt= 3 | 8juyjvde —
j=0
Q Q z

m—1 —
-2 7ju-ijdo,
1—02

do = élément de surface de X,

__8lu
Vju—w’

8;, Tj = opérateurs différentiels linéaires d’ordre 2m —j — 1 & coeffi-
cients indéfiniment différentiables en (x,?) sur X, analytiques en « sur I"
pour t fixé.
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Les systtmes (¥g,.., Pm—1y Sm1yeey o)y Yoy ooy Pme1y Tne1yoeey T}
sont « normaux » et «de Dirichlet » au sens de [1].

1.4. Remarque 1.2

Les résultats ci aprés s’étendent & d’autres conditions aux limites que
celles de Dirichlet. Si V est un sous-espace fermé de H™ (L), tel que
H"(2)c VcecH"™(Q), V étant défini par des relations différentielles a
coefficients indéfiniment différentiables en (x,t) et analytiques en z, et si
les formes a (t; u, v) sont coercives sur V, les résultats ci aprés s’étendent
aux conditions aux limites définies par a (¢;u,v) et V.

2. L’espace X.

2.1. Quelgues notations générales tout d’abord. On désigne par D
(vesp. D4, resp. D_) l’espace des fonctions indéfiniment différentiables sur
R} 3 support compact (resp. limité & gauche, resp. limité & droite) muni de
la topologie de limite inductive de Schwartz [16]. On désigne par )’ (resp.
DL, resp. D), Pespace dual fort de QD (resp. D4, resp. D_), qui est
lespace des distributions sur R, (resp. & support limité & cdroite, resp. a
support limité & gauche).

Soit maintenant F un espace vectoriel topologique localement convexe
séparé sur le corps complexe; on désigne par QD (F) (resp. D, (F'), resp.
D_ (F)) Vespace des fonctions indéfiniment differentiables sur R} & valeurs

muni encore de la topologie de limite inductive de Schwartz [18], [17].

REMARQUE 2.1.

La proposition (1.5) peut alors étre précisée par: st f € Dy (D (L)),
alors u € D, (D(RQ) et u depend continiment de f.

2.2 Revenons & notre situation dans le cylindre ¢ ; nous définissons

(21) X ={v|veED_(D(Q),A* v — D,veD(Q),

av am—-l v
w=———=0 .
oy ov™1 sur 2
Nous munissons X de la topologie localement convexe la moins fine
rendant continues les applications v—v et v— A4*v — D;v de X dans

D_ (D (2)) et D(Q) respectivement,
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On a le

THEOREME 2.1. On suppose que (1.2) et (1.4) ont lieu. L’application
(2.2) v— (A* — D) v

est un isomorphisme de X sur D (Q).

DEMONSTRATION.

L’application (2.2) est continue, par définition; par passage a l’adjoint
(et inversion du sens du temps) dans (1.5) on voit que l'application est su-
rjective et biunivoque.

Reste 4 montrer que linverse de (2.2) est continue. Comme <D (Q) est
un (LF) strict (c’est & dire au sens de Dieudonné-Schwartz [5]) il suffit ([5]
prop. 6, p. 71) de montrer que si ¢ demeure dans un borné de D (@), alors
v, donné dans X par A*v — D,v = ¢, demeure dans un borné de X. Or
ceci résulte de la -définition des bornés de X et de (1.5) et de la Remarque
2.1. D’ou le résultat.

Notons que le Théoreme 2.1 implique que X a une topologie d’espace
(L) strict. En fait, si on note que D_ (D (2)) est limite inductive de
D_. o (D (2)) (= fonctions de D_ (D (2) nulles pour ¢ > «) et que D (Q) est
limite inductive de CZ)Kﬂ (= fonctions de D (Q) a support dans le compact
K, (les Kz étant une suite croissante de compacts < @, de réunion @))), alors
X peut étre considéré comme limite inductive des X, ; ou

Xo p= v]vE(D_,a((D(TJ)),A"v—]),'vEfDKﬁ,

—ov_ _dmiv

V= e =2 e == ——— =
oy oym—1 !

chaque X, ; étant muni de sa topologie naturelle d’espace de Fréchet.

La topologie ainsi définie sur X est & priori plus fine que celle définie
initialement; mais, appliquant le théoréme du graphe fermé (étendu aux
(LF); [5), [8]), on voit que le Théoreme 2.1 est encore vrai pour X muni
de la nouvelle topologie, d’olt résulte que les deux topologies que mous avons
définies sur X sont identiques.

REMARQUE 2.2.

Nous allons d’abord définir un nouvel espace @, (Q) de fonctions sur @.

Soit Eﬁ une suite croissante de compacts < 2, de réunion £2; soit ((D)a,ﬁ
Pespace des fonctions, indéfiniment différentiables dans ¢), & support dans
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B, 5= ffvp ><] — oo, a|, et en outre bornées ainsi que chacune de leurs dé-
rivées (lorsque ¢ — — oo0); on munit (D), 4 de sa topologie naturelle d’espace
de Fréchet; on pose ensuite

Dy (@) = Uﬂ((D)a, I}

et 'on munit P, (Q) de la topologie de (2F) correspondante.

On désigne par D, (¢) Vespace dual de D, (¢); c’est un espace de di-
gtributions sur @, « somme de distributions sommables lorsque ¢t — — oo et
de distributions dont le support tend vers la frontiére =" lorsque {— — oo ».

Nous posons maintenant

(2.3)  X,=o|veD_(D @), 4*v — D, vED, (Q),

o o™l
V= — == ¢0s

oy =—a—v".T1=08urZ.

Nous munissons X, de la topologie localement convexe la moins fine rendant

continues les applications v —v et v — A*v— ,v de X, dans D_ (D o))
et de X, dans D, (¢) respectivement.
Alors, comme pour le théoréme 2.1, on a:

THEOREME 2.1 bis, On suppose que (1.2) et (1.4) ont lieu. L’application
(2.2) est un isomorphisme de X, sur D, (Q).

REMARQUE 2.3

Aucune des hypothéses d’analyticité n’est intervenue jusqu’ici.

REMARQUE 2.4

Si v€ X, alors » a un comportement pour { — — oo qui ne dépend que
des coefficients a,, de A.

2.3. Transposition,

Du théoréme 2.1 on déduit aussitot par transposition :

THEOREME 2.2. On suppose que (1.2) et (1.4) ont lieu. Soit v — L (v) une
Jorme antilinéaire continue sur X ; il existe une distribution w € D’ (Q) et une
seule telle que

(2.4) CuyA*v— Do ) = L (v) W vE X,
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(ot le crochet désigne la dualité entre @' (Q) et D (Q)); Vapplication L — u
est continue de X' (anti-dual de X) dans D' (Q).

Naturellement, on a un résultat analogue en transposant le théoréme
2.1 bis.

2.4 Le probléme est maintenant d’interpréter le Théoréme 2.2, Il faudra
pour cela chotsir L dans (2.4) et interpréter cette équation a Vaide du théo-
réme de traces que nous établirons au N° 4, le N 3 qui suit introduisant
les espaces nécessaires & cet effet.

3. Espaces G_(Z) et G} (2).

3.1. Si ve X, les fonctions 1';v (les opérateurs T; étant définis par (1.8))
gont dans D_ (D (I")) (notations du point 2.1 avec F = QD (I")).
Posons:

(3.1) Co={Ty 0y ey Ty v};

on définit ainsi une application linéaire continue v — Tv de X dans
(D (D ()™ (de fagon générale F™ = F >< ... < F, m facteurs).
On définit (algébriquement) G_ (Z) comme Vimage de X dans Vapplication C.
Comme il est naturel, nous munissons G_(Z) de la topologie « quo-
tient » suivante: désignant par Ng le noyau de C (i. e. ’ensemble des v € X
tels que CTv = 0), on considére Vapplication quotient

(3.2) v — T o

de X-=X/Ng sur G_(2)

et on munit G- (2) de la topologie telle que (3.2) soit un isomorphisme topo-
logique de X* sur G_(2).

Un quotient d’un espace (L2F) (au sens de Grothendieck [8]) étant en-
core du méme type (cf. [8] chap. I, p. 13), on voit que G_(Z) est un
espace (LF).

Toutefois G_ (Z) n’est peut étre pas un espace (L2F) strict; en effet on
sait (cf. [9] contre ex. 1% p. 92) que le quotient d’un (L F) strict peut
n’étre pas un (LF) strict.

REMARQUE 3.1

On définit de méme @, (2) image par T de X, .
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3.2, On définit
(3.3) G4 (2) = (G- (2)), dual fort de G_(2).

REMARQUE 38.2.
On définit de méme
G, (2)= (@G, (2)

De toutes fagons, le probléme pratique important sera de donner une
caractérisation plus coustructive de G_ () (Cf. N¢ 8).

4. 1’espace Y. Théoreme de Traces.

4.1. Espace E(Q).

On a besoin das la suite d’un espace E(£2) qui soit un espace normal
de distribution sur 2 (donc¢ @D () doit étre dense dans Z(2)), tel que
D(Q) c Z(N) et tel que E(L2) soit «le plus petit possible ». Nous ignorons
si un tel espace optimal existe (cf. déja [13], (VII), N° 5); mais nous uti-
liserons Despace = (£2) construit comme suit; soit d (x, I') la distance de
2€Q2 & I' et soit g (x) une fonction continue dans £2 telle que g (x) = d (2, I)
si d(w, ') < g,,0, assez petit, et telle que o (x) =g, si d(z,1') > g,; on
définit alors Z(£2) par:

(4.1) E(Q2)={u] olel D*ue L*(8), M a} ;
On munit & (2) de la famille de semi-normes

| e'*! D4 u || @)

on obtient ainsi un espace de Fréchet; c’est un espace normal de distri-
butions sur 2 et & (Q) est rétlexif. (Cfr. [13], (VI1), N° 5).

On désigne par =’ (L) Pespace dual fort de = (£2); cf. [13], (VII), N° 5
pour la structure de cet espace.

4.2 On considére ensuite espace D_ (Z(£2)) (notation du point 2.1) et
son dual (D_ (Z(2)).

Considérons les espaces: D_ , (cf. 2.2) tels que D_ soit limite indu-
ctive des D_ 4 (p€D_, , si et seulement si p€D_ et » =0 pour ¢t > a) et
D, o (E(Q) (PED_, o (Z(2) si et seulement 8i ¢ € D_(Z(Q)) et = 0 pour
t > a) muni de sa topologie d’espace de Fréchet. On a D_ , (5 (2) = D_, .
® Z(2), od @ désigne le produit tensoriel inductif complété (cf. [8], chap.
I, p. 74, pour la définition de ce produit tensoriel; il correspond aux formes
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bilinéaires séparément continues sur D_ , >< Z(R)), Videntité ci dessus ré-
sultant de ce que D_ ,Q Z(Q) =D_,. @ E(Q) = D—, . (5 () (cf. [8], chap.
II, variante de P’exemple 1, pag. 80, 81). Alors ([8}, Chap. I, Prop. 14, p. 76)
QD_(E(Q)) = lim inductive des D_ ,(Z () =D_Q Z ().

Définissons alors D} (5 (82)) par: Dy (5 (Q) = L(D-; E' (2)) = espace
des distributions & valeurs dans = (Q) et & support limité & gauche (puisque
E'(Q) est le dual d’un Fréchet — cf. [18], 1, p. 62; en général, L(D_; E)
est Dlespace des distributions & valeurs dans F et & support scalairement
limité & gauche).

On a:

(D-(E(Q) = Dy (E" (Q)).

En effet la difficulté est de voir que si T€ DL (£’ (2)) alors T€(D_ (E () ;
mais 7T définit canoniquement une application bilinéaire séparément continue
sur D_ < Z(0) et done, par définition de @, une forme linéaire continue
sur Q_ @ £ (Q), d’olt le résultat, puisque cet espace est identique & D_(Z(£2)).
Montrons maintenant que D_ (= (L)) est réflexif.
Tout d’abord Z () est tonnelé ([3]) puisque Fréchet, et (D_ est tonnelé (cf.
[17] ou [8]), done ([8], chap. I, p. 78) D_ @ E () est tonnelé. Done D_ (& (2))
est tonnelé et complet; il est done réflexif (8) si son dual est réflexif. Or ce
dual est D4 (E' (L)), qui n’est autre que (DQ_®E () (notation de [8)); D}
¢tant nucléaire ([8]), il résulte de [8], Chap. II, Prop. 13, p. 76, que
D4 ® 5’ (@) est réflexif, d’ott notre assertion suit.

REMARQUE 4.1.

Dans la sunite nous avons besoin que X soit contenu dans Q@D_ (& (£))

et que QD_ (D (£2)) soit dense dans D_ (& (£2)). Nous n’avons pas tenu compte
m—1
ici de ce que v = g—: = .= g;% =0 sur X, si v€X, pour construire

E(Q); Vespace Z (£2) construit ici serait valable pour toutes les conditions
aux limites qu’on peut considérer (cf. Remarque 1.1).

4.3. HEspace Y.
(4.2) Y={u|ueD (@), Au—+ D ucDy (' (2)).

On munit cet espace de la topologie localement convexe la moins fine
rendant continues les applications w—u et u— Au+ D,u de Y dans

(8) On utilise le lemme snivant: Si K est tonnelé et complet et si E' (dual fort) est
réflexif, alors E est rétlexif.



316 J. L. Lions et E. MackNks : Sur certains aspects des

D’ (Q) et Y dans D} (5’ (2)) respectivement, V’espace D, (£’ (£2)) étant
muni de la topologie de dnal fort de D_ (Z (£2)).

Comme D_ (F(2)) est réflexif (cf. § 4.2), si u—> M (u) est une forme
anti-linéaire continue sur Y, il existe f€D(2) et g€ D_(Z (2)) tels que

(4.3) M) =< fiu)+4+<{g, Au+ D, u )

De 14 Von déduit facilement que tout ensemble borné de Y est faible-
ment relativement compact, de sorte que (cf. [3] chap. IV) Y est semi-
réflexif (autrement dit Y’/ = Y algébriquement). Nous ignorons si ¥ est
tonnelé (ce qui impliquerait que Y soit réflexif).

Le résultat suivant est essentiel dans la suite:

PROPOSITION 4.1: On suppose que (1.2) et (1.4) ont liew. L’espace
D (D (RQ)) est dense dans Y.

DEMONSTRATION.

Soit 4 — M (u) une forme anti-linéaire continue sur Y; elle est de la
forme (4.3). Supposons que M (p) = 0 pour tout @€ D (D(L2)). Nous allons
montrer que dans ces conditions M = 0, ce qui démontrera la Proposition.

Soient f,' 'J les prolongements de f et g 4 R"t! par 0 hors de @ et
soit o{ un prolongement de A a R»+l, i coefficients indéfiniment différen-
tiables en (z,t) et, pour chaque ¢ fixé, analytiques en x dans un voisinage

convenable O, de .Q_, A étant elliptique en « dans O,. Un tel prolongement
est possible car (1.4) entraine Dellipticité de A.
Soit @ quelconque dans D (R"+1); on a:

(4.4) (Fi D)+ (g, AP + DD )= 10

puisque cette expression vaut M (@), @ = restriction de P & Q; or ¢ est
dans D (D (2)) et done M (p) = 0 par hypothese.
On déduit de (4.4), of* étant Padjoint formel de A :

(4.5) 4+ A*9g— Dig=o.

De résultats connus sur les équations paraboliques (cf. par ex. [G]) et
de (4.5), il suit que '(7 est indéfiniment différentiable en (z,t) dans U O,
te R

et que, pour chaque t,}; cst analytique en « dans O, — K,, K, = support

de « — f(x, t); or, par définition, ; est nulle dans O, — 2, donc elle est
nulle dans O, — Iy, donc nulle hors du support de f est par conséquent
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gE€ED(Q). Alors (4.5) implique (par restriction 3 @Q):
(4.6) A*g—Dyg+f=0 dans Q.
Dans ces conditions, g, Au 4 D,u)=(A*g — D, g, u) M} u€ Y, et donc
Mu)=0,MueY. c q.f d.
REMARQUE 4.2,
Les hypotheses d’analyticité sont intervenues ici pour la premiére fois.

REMARQUE 4.3.
On définit de méme

Y, = (u|u€D,(Q), Au + D, ue Dy (5" (Q))

muni d’une topologie analogue & celle de Y; Y, est encore semi-réflexif
(nous ignorons &’il est tonnelé) et on montre comme pour la Prop. 4.1
que D (D)) est dense dans Y.

4.4. Théoréme de traces.

Soit @ = [y, .ee y Pu—r} € D (D (I')™); la forme

m—1

Y —>j20 ®;j y; do, Y= {Poyees Yo}
P

est linéaire et continue sur G_(2), donc s%écrit (L,, y) L,€ G4 (Z). On
va dans le suite identifier ¢ et L, ce qui est légitime, car, comme nous
allons voir, Papplication ¢ — L, est biunivogue de D (D (I'y") dans G4 (2);
en effet, si Lg, = 0 alors

m—1

2 | pj-yjdo=10 Lo Mypye G2
J=0

Soit u € Dy (D (2)) 1a solution de
Au 4+ Dyu = 0, yiU = @j, Jj=0,u.,m—1
Alors, pour » quelconque dans X, on a, 8i on pose (f,g)= J fgdxdt :

m—1
(Au-+-Dau, v) — (uy, A*v — Dyv) = — (u, A*v — Dyo)=— 3 @i Tjvde =0

om0
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et donc
(uy A*v — Do) = 0 Moe X,

Mais, pour 6 quelconque dans (@), il existe v € X avec A*»— Dv=20,
et donc (u, 6) = 0 3 0 € D(Q), donc =0 dans @ et donc ¢; = 0, ce qui
démontre notre assertion.

Cette identification étant supposée effectuée, on peut énoncer le

THEOREME 4.1. On suppose que (1.2) et (1.4) ont liew — IL’application
linéaire
(4.7) U—> pU = (Yo%, cee y Ym—1 U}
de D (D () dans (D (D ()™ se prolonge par continuité en une application
lindaire continue, encore notée w— yu, de Y faible dans Gl (2) faible (donc
on considere ici ¥ muni de la topologie affaiblie ¢ (Y, ¥Y’) et G4 () de la
topologie faible o (G4 (2), G- (Z)), dans les notations de [3], chap. IV).

REMARQUE 4.4.

Par définition yu sera la trace de w sur I, u€ Y.
HEn particulier, si w€ D’ (Q) et 81 Au + D,u=0, alors on peut definir
la trace de w sur X, au sens du théoréme 4.1, '

DEMONSTRATION DU THEOREME 4.1.

1) Soit » donnée dans Y.
Pour y dans G_(2), posons:
(4.8) vr=(T) 1y (ef. 3.1)

et pour » quelconque dans v* (v € X) posons
(4.9) Z(y) =(u,A*0 — D,v) —{Au + D, u, v),

ot le lr crochet désigne la dualité entre D’ (Q) et D (), et ol le gime
crochet désigne la dualité entre D4L(Z'(Q2)) et D_ (& (L)) (puisque veD_(D(Q))
c D_(E ().

Vérifions que Z(y) ne dépend que de w. Soient donc v, et v, deux
éléments de la classe v'; alors, posant w = v, — v, , on a:

(4.10) Are—Dw=g, @eD(Q), w € D_ (D (),
(4.11) yjw=20 Tjw=0, J=0,1,..,m—1,

Comme le systéme {yg,...yPm—1y Ton—1y .oy Ty} est un systdme normal
et de Dirichlet d’ordre 2m, il résulte de lunicité dans le probleme de
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Cauchy que w est nulle au voisinage de 2. Comme déja vu, w est analyti-
que en z, ¢ fixé, hors du support de ¢, donec w €D (Q). Mais alors
{u, A*w — Dyw) =CAu + D,u, w) de sorte que

(u, A%, — Dyv,> — CAu + Dyu, v, ) = Cu, A%, — Do, ) — ( Au + Dyuyvy),

d’o0t le résultat désiré.
2) On a donc défini une forme anti-linéaire v — Z(y) sur G_ (2)
(qui, évidemment, dépend de w). Montrons qu’elle est continue. Posons

& (v)=(u, A% — Dyv) — (Au+ D, u,v);

la forme v — @ (v) est continue sur X, et nulle sur Ng (c¢f. 1)); donc la
forme v — @ (v) = P (v), v€ v, est continue sur X' et donc yp —> Z () =
= @ ((CT*)~ly) est continue sur G_(2).

3) Par conséquent

(4.12) Z(p) = u, ), e QL(S),

et on a ainsi défini une application linéaire

(4.13) U —> TU

de Y dans @4 (2). On va montrer qu’elle est continue pour les topologies

o(Y,Y) et 0(@4(3), G_(Z); donc que u—>(ru, p), we G_(3) est faible-
ment continue sur Y. Or

(4.14) (ou,p ) =Cu, A% — Do) — (Au+ D,u, v) ve X fixé

et si u— 0 dans Y faible, alors 4 — 0 faiblement dans @’ (Q) et Au -
-} D,u — 0 faiblement dans D (= (), d’ou le résultat.

4) Le théoréeme sera alors démontré (grdce & la Proposition 4.1 et
la remarque précédant I’énoncé du Théoréme) si lon vérifie que, pour
u€D (D () on a
(4.15) T = yu.

Or cela résulte de la formule de Green; si v€ X, u€D (D (2)), on a
Cruyp ) =Cu, A% — Do) —(Au+ D, u, v) =
m—1 —_—
= 2 |yjuTjvdo
j=0
ce qui achéve la démonstration du Théoréme.

5. Annali della Scuola Norm. Sup. - Pisa.
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REMARQUE 4.5.

Nous avons, chemin faisant, démontré la formule da Green

{uy A% — Dyv) — ( Au + Dyu,v) = yu, To ),
(4.16)
€Y, ve X,

Dans (4.16) le 1°* (resp. 2¢™, resp. 3¢m¢) crochet désigne la dualité
entre D’ (Q) (resp. Dy (E’(RQ)), resp. G4 (Z)) et D(Q) (resp. D_(Z(R)),
(resp. G_(2)).

REMARQUE 4.6.

Il nous semble probable que Dapplication v — yu est également con-
tinue de Y dans @4 (3) pour les topologies fortes, mais ce point n’est
pas encore démontré.

On peut Dobtenir facilement si ¥ est tonnelé (et donec réflexif), par
la méme démonstration, en utilisant en plus lu Proposition 6, chap. IV,
§ 4 de [3]. De méme on peut l’obtenir si ’on conpait un «relévement »
continu de l’application v— Tv de X dans G_(Z), c’est & dire si l’on
peut démontrer qu’il existe pour chaque ywe G_(Z) une fonction v(yp)eX
telle que T (y) =y, de fagcon que Dapplication yw —> v (y) soit linéaire et
continue de G_(3) dans X ; on utilise alors cette application au lien de
(4.8) dans la démonstration donnée. Une généralisation de cette derniére
gituation sera utilisée dans le cas particulier que nous étudierons au n. 7
(cf. Remarque 7.1).

REMARQUE 4.7.

On démontrera, comme au Théordme 4.1, avec une identification du
méme type que celle effectuée pour le Th. 4.1, le

THEOREME 4.1 bis: On suppose que (1.2) et (1.4) ont lieu. L'application
lindaire w—> yu de D (D (RQ)) dans (D (D ()Y se prolonge par continuité en
une application linéaire continue, encore notée u—>yu, de Y, faible (i. e.
muni de la topologie o (Y, , Y,)) dans @, (Z) faible (i.e. muni de la topolo-
gie 0 (G, (2), G, (2)

On notera d’ailleurs que l'on peut construire sans peine d’autres espaces
que P, (@) mais de méme type, & partir desquels on peut construire les
espaces analogues & X, X,, Y,Y,,... et pour lesquels on aboutit & des

résultats analogues aux précedénts.
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5. Probleme aux limites non homogene.

Nous pouvons maintenant revenir au Théoréme 2.2
Choiz de L:
Soient f, g donnés avec

(6.1) FEDL (5 (Q)
(5.2) 9EGY (D)
On choisit alors:
(5.3) L) =<f, 0>+ (g, Tv),
le 1° (resp. 2¢™) crochet désignant la dualité entre DY (5 (2)) (resp. @4 (X))
et D_(Z(0) resp. G_(2)); (5.3) définit bien une forme antilinéaire con-

tinue sur X,
Le Théoréme 2.2 donne alors l’existence et 'unicité de u € @’ (@) tel que

(5.4) (u, A% — Do) = (f,v) + (g, Tv) W veX.
Done (prenant v€D (Q))

(5.5) Au+ Dyu=f

de sorte que u € Y et utilisant (4.16):

(5.6) yu=g.

En outre, toujours a cause du théoréme 2.2, w dépend continfiment de
f et g; donc

THEOREME 5.1. On suppose que (1.2) et (1.4) on lieu. Btant donnés f€
EDY (5" (Q) et g€ G (2), il existe w€ Y unique satisfaisant & (5.5) et (5.6).
En outre Vapplication |f, g} — u est continue, pour les topologies fortes, de
QY (E(Q) < G4 (Z) sur Y.

Naturellement la condition (5.6) contient les diverses conditions :

Vit = Gj,
Jj=0,1,...,m —1.
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REMARQUE 5.1.

Notons que dans le probléme mixte (5.5)-(5.6) la solution % est une
distribution de ' (Q)= D' (D' (£2)), donc une distribution en t & valeurs
dans ' (2)) (théoréme des noyaux de L. Schwartz); ce genre de situation
généralise considérablement les résultats sur ce sujet existants dans la
littérature.

REMARQUE 5.2.

Donnons ici une autre interprétation de Pespace G: (2) introduit an
N 3. Pour f€D(Q) soit v = f la solution dans D_ (D (£2)) de

A* — D = f,

ov om—ly
7)—5——...—87_—_1“ 0 sur 3.

Lapplication f— TJSf =T/ est un isomorphisme de D (Q)/ Ny sur G_(23),
ol N’E est le noyau de <.

Soit donc f€ Nfz, et supposons que les coefficients de A (x, t, 585) soient

analytiques en x et t. Il semble extrémement plausible (%) que » =dJf est
alors analytique en z et ¢t pour € £, ¢t <, t,= borne inférieure en ¢t du
support de f. Or, si f€ N?,:, les données de Cauchy de v sont nulles sur J,

donc » =0 pour t <t et douc v€D(Q). Donc (si la conjecture ci dessus
est vérifiée):

Ny = (A4* — D) D (@) (image de D (Q) par A* — D)),

et par conséquent :

F—Tr

est un isomorphisme de D(Q)/ 4+ . -DpQ) Sur G_(2).

Alors, par transposition, T* est un isomorphisme de G.,. () sur

(D(Q(a*—Dyacg) = (v €D’ (Q), Au+ D=0},

(?) Mais ceci ne semble pas démontré. La remarque relative a V’analycité dans [12],
pag. 123, est probablement correcte mais non démontrée.
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Si g€ G4 (2), T*g est détinie par

(Cg, 9> ={g, T, P e, ‘VECD(Q)/(A*—-Dt)Q(Q) .
Or, soit « la solution dans @' (Q) de

Au 4+ Du=0
(6.7)
Yu =19,

et soit v € D_(D(2)), avec A*s — Dw = @, yv = 0.
D’apres la formule de Green (4.16), on a:

(u, @) =1{yu, Tvd =g, T

donc {u, @) =(C*g, @) Qo u=T*.

Donc (toujours moyennant la véracité de la conjecture ci dessus), I’ap-
plication ¢ —»> u (= solution de (5.7)) est un isomorphisme de G (Z) sur
Vespace des u€D' (@), tels que Au 4 Du =0 (ceci pour les topologies
Jfortes).

REMARQUE b5.3.
Il suit de la définition de G_(2) que

(5.8) G_(Z) (D (DI)NH™.
Par conséquent, 8i g = {gy, ... , gm—1] €st donné avec

5.9) ‘ng D=(DI))Y =Dy (D (I')), espace des distributions en t a
5.

Y

}valews dans P’ (") et & support limité a gauche (1)

g définit en particulier un élément de @ (Z), qui peut étre utilisé dans le
théoreme 5.1.

Mais en fait on a perdu beaucoup en utilisant seulement (5.8). Des ré-
sultats plus précis ne peuvent évidemment étre obtenus qu’en caractérisant
G_(Z) de facon constructive. On reviendra sur ce point au n. 8,

(49) On démontre que (2_ (D (" )))’=9f‘_(9’ (I")) par les mémes raisonnements utili-
8és au n. 4.2 pour démontrer que (?_ (£ (2))) = 9;_ (E7 ().



324 J. L. Lions et E. Macenus : Sur certains aspects des

REMARQUE 5.4.

On a, de fagon analogue au théoréme 5.1, le

THEOREME 5.1. bis - On suppose que (1.2) et (1.4) ont liew. Etant donndes
JEDYL(Z'(Q) et g€ Gx(Z), il existe u€ Y, unique satisfaisant & (5.5) et (5.6).
En outre Vapplication {f,g) — u est continue, pour les topologies fortes, de
DL (E' () >< G (Z) sur Y.

6. Le cas du cylindre fini.

6.1. D’aprés ce qui précéde et d’aprés les remarques de l’introduction,
il est clair que Von pourra étendre les résultats des N° 1 4 5 au cas d’un

opérateur parabolique A (:v, t, 8%) -+ % dans un cylindre fini:
(6.1) Q=02x]0,T[, T < co.

Désignons par D_ (F') espace des fonctions indéfiniment differentiables
dans ] 0, T[, & valeurs dans un espace F et «a support limité & droite »,
c’est & dire nulles dans un voisinage (variable) de 7. On définit alors X
comme suit:

m—1
=P =" sur 3=I'x<]0, T],

=T

(6.2) X={v|veED_(D(Q), v
A* — DweD(Q)),

muni de la topologie localement convexe la moins fine rendant continue les appli-
cations v — v et v— A*» — Dw de X dans D_ (D (2)) et D (Q) respectivement.
Notons qu’il résiillte de la définition (6.2) que si v € X, alors v € D (Q).

La formule da Green va maintenant faire intervenir la «base» 3" =
= |(x, t) | € 2, t = 0} du cylindre Q défini par (6.1); plus précisément, soient
wED(Q), vED_(D(Q)ND(Q); alors (cf. aussi (1.8) pour les notations):

— - R m—1 _
f (Au 4+ D) vdzdt — |u (A* — Dp)de dt = 3 S yjv do —
j=0
Q =z

(6.3)

m—1 —_ ) [

- 2 fyju_’l}vdo—/u(w,O)v(a:,O)dw.
=0 2

Lopératewr T (N° 3) doit maintenant contenir non seulement les opéra-

teurs T;, sur 3’, mais Popérateur « trace sur ¢ = 0». On pose done, pour
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vE X,
(6.4) CTo={v(x,0), Tpvy., Ty}

ce qui définit une application de X dans @ (2)><(D_(D ()™ ; on désigne
par G_(3) (T =23'"u2") limage de¢e X dans cette application (muni de la
topologie « quotient » de fagon analogue au n. 3.1), et par G, (2) son dual
Jort.

Les méthodes des N° précédents étendues a la situation actuelle — ce que
Von peut faire tout de suite — permettent de résoudre le probléme mixte

Au+ Du=f dans @
(6.5) U =gz sur 3"
YU = g5 sur 3’

Plus précisément, on définit Vespace Y des u€ D (Q) telles que Au 4
+ D soit dans DL(F'(Q)) = (D- (5 (£2))) (définitions et résultats analogues
a ceux du n. 4.1), muni de la topologie localement convexe la moins fine
rendant continues les applications v —u et w— Aw 4+ Dw de Y dans
D' (Q) et de Y dans Dy (&' (2)) respectivement. On démontre alors, par les
mémes méthodes qu’a la Proposition 4.1 et qu’au Théoréme 4.1 et sous des
hypotheses analogues, que ’espace D (Q) est dense dans Y et que Vapplication

u—>y % = {u (@, 0), YoU 5 v0r y Ym—1tt},

linéaire de D (Q) dans Vespace D (Z")>< (D ()™ (1), se prolonge par conti-
nuité en uwne application linéaire continue, encore motée u—>y~ u, de Y faible
(muni de la topologie o(Y,Y') dans Gy () faible (muni de la topologie
6 (@4 (), G- (2)). Et enfin on obtient le théoreme principal, qui résout le
probléme mixte (6.5):

THEOREME 6.1: On suppose que (1.2) et (1.4) ont liew dans le cas du
cylindre fini Q. Etant donné feDly (£ (Q)) et g€ G4 (2), il existe u € Y unique
satisfaisant a

(6.6) Au+ Du=f

(6.7) yu=g,

M) (2" et 9(?’) sont les espa.ces_des fonctions indéfiniment différentiables re-
spectivement sur 2’ (qui est fermé) et sur 2’ =TI =< [0,T].
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u dépendant contindiment de f et g (pour les topologies fortes respectivement
de Y, DL (Z' () et G4 (2)).

On peut aussi faire des remarques analogues aux remarques 4.1, 4.2,
4.4, 4.5 (en s’appuyant sur (6.3)), 4.6, 5.1, 5.2.

7. Le cas de I’équation de la chalenr dans le rectangle.

7.1. Dans les NO précédents, aussi bien dans le cas du cylindre infini
que dans le cas du cylindre fini, on n’a pas donné une caractérisation in-
trinséque de l’espace G_(Z) (et donc de G (X)) c’est a dire une définition
de cet espace comme espace de fonctions définies sur 3, indépendamment
de lopérateur A. Une telle question se pose évidemment et dépend d’un
certain nombre de résultats sur les solutions classiques du probléme aux
limites étudié et du probleme de Cauchy.

Nous conjecturons que, sous les hypotheéses de ces travail et si les
coefficients a,, appartiennent o des classes de Gevrey (cf. [7]) en ¢ et sont ana-
lytiques en x alors G_(Z) consiste aussi en des fonctions de Gevrey en t et
analytiques en w.

Mais nous vérifions seulement cette conjecture dans le cas trés parti-
culier de I’équation de la chaleur en une seule variable d’espace.

Nous considérons d’abord le cas du «cylindre fini»: @ = 2><]0,T|

2
avec 2=10,1[ et A=—a%2—.

7.2. Espace G_(0,T).

On détinit G_(0,T) comme ’espace des fonctions ¢ — ¢ (t) indéfiniment
différentiables sur [0, 7'), nulles au voisinage de T, analytiques au voisinage
de 0, telles qu’il existe deux constantes L et M (dépendants de @) telles que

(7.1) sup |o@® (1) | << LM? (2k)! Mk
telo, T)

On munit G_(0,T') de la topologie suivante: on désigne par G(_’l”(O,T)
M fixé, Pespace des ¢ de G_(0,T) telles que:

. . 1
i) p=03sit> T—-J—II (M>1, T est supposé =1 pour fixer les

idées).
ii) (7.1) ait lieu
iii) sup |¢@®(t)|<< LM*k! M k.

tel0, —
M
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On munit G20 (0, T') de la norme

1 1
k k
ol o oy =sup Sup | g | P9 O+ s sup gy |90 0]
te O,E
qui en fait un espace de Banach.

On aalors G_(0,7)= U 6% (0, T); et on munit G_(0,T) de la
M=1,2,..

topologie de limite inductive qui en fait un (LF).

7.3. Espace G,.

On définit G, comme D’espace des fonctions & — w (x) indéfiniment dit-
férentiables dans [0, 1] telles qu’il existe deux constantes L et M (dépen-
dants de y) telles que

(2k)!
|wion (0)] < 2+

(7.2) ('210 ey E=0,1,..
| @40 (0) | < LM ¥ —5—

ce qui implique, en particulier, que chaque v est la restriction & [0,1] d’une
fonction entidre (12),

On munit @, de la topologie suivante. On peut considérer 1’ espace
GSM), M fixé, des y de @G, telles que (7.2) ait lieu avec cet M fixé et L
dépendant de yw. On muanit é™) de la norme

k!
= _— | k)
[l llgp) = sup yorrmmy | w0 O |+ 2,c+1 ,Mklw 0]
qui en fait un espace de Banach.
On a alors G,= U GE,M): et on munit G, de la topologie de li-
M1z, ..

mite inductive qui en fait un (LF).

7.4. Espace G_ (),

Rappelons que dans le cas actuel X est lespace des v tels que v€
€D_(D([0,1]), v(0,t) =v(1,t)=0, — Div— D,v€D(Q); nous allons dé-
montrer la

(*?) On dit parfois qu’'une telle fonction admet une « majorante » au sens de Cauchy
pe la forme L (1 + x) e¥%,
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ProrosiTioN 7.1: 8i v€ X alors

o . .
(7.3) a—z (6, 8)€ G_(0, T), i=0,1;
(7.4) v (2, 0)€ Gy ;

on a les relations, pour k=10,1,2,...:

2% 0 (@, 0) [smo = O, D¥ v (@, 0)|pm1 =0
(7.5) DI v (@, 0) |smg = (— 1)* D{ (D20 (0, 1)) |emo

D:k-}-l v (@, 0) |z_1 =(— 1)" Df (Dzv(1,1) Il—o .

DEMONSTRATION.
1) Si ve X alors

(7.6) — Div — Do =, JED(Q)
et, comme v est nulle au voisinage de 7|,
(7.7) v (2, T')=0.
Enfin on a aussi
(7.8) v(0,8) = 0, v(l,t)=0.
Définissons f dans la bande: — oo < & <+ oo, 0 < t < T, par

~

J (@ t)=—f(—ax,1), 8i —1l==ax<0

f(x,t) périodique en x de période 2.

Soit alors w la solution du probléme de Cauchy :

(7.9) _8_w7_3t—=f
(7.10) w(@w I')=0 —oLlr+ oo

et telle que, par exemple, w soit & croissance lente pour chaque ¢ fixé < T.
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La fonction w est (!%) anti-symétrique en x, par rapport & x = 0 et par
rapport &4 e =1: w(@, t) = —w(—x, t), w1+ 2, )= — w(l — &, t); donc

w(0,t) =w(l,t) =0

ce qui montre d’aprés Punicité de la solution du probléeme mixte (7.6), (7.7)
et (7.8) que:

(7.11) w (z, t) = v (x, t) dans @

2) Maintenant il est facile de vérifier (7.3), (7.4) et (7.5) en utilisant
la fonction w.

D’abord ﬂ(i HeEQE_(0,T), i=0,1 & cause des résultats de [7] et
aw ) b ) ’

[10]; done on a vérifié (7.3).

En suite, puisque f € D (Q), il existe y > 0 telle que le support de _7
soit dans la bande: 5 <t <<T, — oo < # < + co; alors w (w, t), solution
du probleme de Cauchy (7.9) (7.10) est analytique en (x,t) dans la bande:
0<t< g, —oc <& < -+ oco; donc par un résultat classique sur les solu-
tions analytiques de ’équation de la chaleur (cf. par ex. E. Goursat —
Cours d’Analyse Mathématique — Paris (1927), t. 111, p. 293) w (a, 0) vérifie
(7.2), ce qui démontre (7.4).

Enfin on vérifie tout de suite (7.5), parce que w satisfait & Diw=— D,w
au voisinage des points (0, 0) et (1, 0); c. q. f. d.

On définit maintenant G_ comme le sous espace (algébrique) de
Gy>< G_(0,T)> G_(0, T), formé par les triplets de fonctions (y, ¢,, @,)
tels que

Y (0) =0, @+ (0) = (— 1)k {0 (0)
(7.12) (Y@ (1) =0, ) (1) = (— 1) b (0)

k=0,1,..

(13) La fonction w admet la représentation suivante bien connue :

I +oo (—2)?
- 4(z—t)

1 e ~
w(xtt)='—ﬁ;—’/ [ V: f(& ) dvdE .
't .-/—oo
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On munit G_ d’une topologie (peut étre) plus fine que la topologie
induite par @, >< G_(0, T) >< G_(0, T'). Soit ) Pespace des fonctions
(v, @y ;) satisfaisant & (7.12) et appartenant a G((,M)XGEI )(0, T )><G(_{l J 0, T):

c’est un sous espace fermé, donc un espace de Banach et G_ = llJ2 et s
on munit G_ de la topologie de limite inductive correspondante. v

On a alors la

PROPOSITION 7.2 : L’application v — Tv = (v (x, 0), D;v(0, t), — Dyv(1, t)}
est linéaire et continue de X dans G_.

En fait d’aprés la Proposition 7.1 il reste seulement & montrer que
v — Cv est continue. Comme X et G_ sont des espaces (L) il résulte de
[8] chap. I, th. B, p. 17, que le théoréme du graphe fermé est valable; or
I’application » — Tv est par exemple continue de X dans ’espace C°([0, 1])><
> 0°([0, T]) >< C°([0, T]), d’ol le résultat suit.

Montrons maintenant que lapplication v — Cv est surjective:

PROPOSITION 7.3: 8t (v, ¢,, ;) est donné dans G_, il existe veEX
telle que: :

s v (2, 0) = p(2)

(7.13)

[ Do (0, 8) = o, (t) — D (1, t) = ¢, (1)
DEMONSTRATION,

Si @, (t) € G0, T), on construit (cf. [10]) la fonctiou

wo(x,t)=k§0(2(k—__:)lk)!q)gf)(t)wk+‘, 0£w<QO=M};’0£t£T
qui est solution de
(7.14) —Diu— Diu=0 dans 0 <2< gy, 01T
avec les conditions (de Cauchy).
(7.15) wy (0, 8) = 0 Dz, (0, t) = ¢ (t)
A cause des (7.12) on obtient aussi que
(7.16) w, (2, 0) = ; w)(—o) 22+ = y () 0z <o,

k=0 (2k 4 1)!
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En outre w, (r, t) est analytique en (, t) au voisinage du point (0, 0),
parce que g, (t) est analytique en ¢ au voisinage de 0; et w,(z, t) est nulle
dans un voisinage de ¢ = T puisque ¢, a la méme propriété

Par un procédé analogue on introdunit & partir de ¢, (échangeant les
rdles de 0 et 1) une fonction w, (x,t) dans le rectangle o, < <<1,0 <<t << T'(on
peut toujours supposer 0 < g, < @, < 1), solution de (7.14) avec les conditions

(7.17) w, (1,t) =0 — Dyw, (1, t) = ¢, (t)
et telle que
(7.18) w, (@, 0) = y () e<zs<l1

et qui est analytique en (z, t) au voisinage du point (1,0) et nulle au voi-
gsinage de t = T.

Maintenant, puisque la fonction y € @,, on sait, par le résultat classique
déja mentionné dans la démonstration de la Proposition 7.1 (cf. Goursat 1. c.),
qu’il existe une fonction w (z, t) solution analytique de (7.14) dans un voi-
sinage de 3", c’est & dire dans un rectangle (0 <z <1, —e<t<e,e>0
convenable, telle que

w (2, 0) = y () 0l<z<1

Mais alors dans un voisinage du point (0, 0) on a w (z, t) = w, (z, ?) et
dans un voisinage du point (1, 0) on a w(x, t) = w, (x,%); et on peut tou-
jours supposer sans restriction que l’on a

w (x, 1) = w, (x, t) si 0=z < g, 0<t<e

w (z, t) = w, (x, ) si g<<er<l l<it<e

On considere maintenant une fonction « (x, t) indéfinimment différentiable
dans @, égale & 0 dans le rectangle [p, << <<o,, ¢ <t<<T]| et égale & 1 si

0 <z << ,0/2, 0o<t<?T
l<z<1, 0<t<¢?2

%gwgl, 0<t<T.
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Enfin on définit la fonction v (x, t) par
V= aw si l<zr<1, 0<t<e
v = aw, 8i 0=z <o, 0<t<T
v = aw, 8i u<r<l1, 0<t<T
v=20 ailleurs dans Q.

On véritie tout de suite que v € X et que v satisfait & (7.13) e.q.f. d.
Le résultat final est alors, avec les notations du n. 6:

2
THEOREME 7.1. Dans le cas @ =]10,1[><]0, T[, A = — %ﬁ Despace

G_(Z) du n. 6 est isomorphe & Vespace G_.

DEMONSTRATION,

L’application v — Cv est linéaire et continue de X dans G_ (Proposi-
tion 7.2) et surjective (Prop. 7.3). Comme X et G_ sont des espaces (.LF)
au sens de [8] le résultat suit de la généralisation de [8] du théoréme de
Banach sur les homomorphismes.

Par application des tkéorémes 6.1 et 7.1 on peut done résoudre le
probléme mixte

D2u—Du=f dans @=]0,1[x<]0,T|
u=g sur I={r=0, tc[0, T|}U{x€[0, 1], t=0}U (=1, t€[0, T}

lorsque f est donné dans Dl (Z/(0, 1)) et g est donné dans G (J) = dual
de G_.

REMARQUE 7.1.

Par les mémes procédés qu’a la Prop. 7.3 et qu’au théoréme 7.1 on
démontre le lemme suivant:
Soit (y, ¢y, ¢,) donné dans GM) M fixé; il existe alors » € X tel que

0@ 0) =@, Do, =g(t) —Dyv(l, ) =g,

et tel que Vapplication (v, ¢,, ¢,) — v soit linéaire et continue de Q&)
dans X,

En utilisant ce «relévement» (y, ¢,, ¢,) — v et en modifiant 1égere-
ment la démonstration du théor. 6.1 (de facon analogue & celle du théor, 8.1
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de [13] (VII)), on démontre que, dans le cas particulier de I’équation de la
chaleur ici considéré, l'application u — yu du théor. 6.1 est continue pour les
topologies fortes de ¥ et de G4 (Z) (cf. Remarque 4.6); et alors le théor.
6.1 peut étre précisé, dans ce cas, de la fagcon suivante: Vapplication

o%u
e
Dy (B (D) < G4 (3).

U ~ . o
U —> -+ g—t— , yu = trace de u sur I} est un tsomorphisme de Y sur

7.5. ESPACE G (2).

Il serait intéressant de donner une représentatiou explicite de l’espace
G4 (2); mais la caractérisation des formes linéaires continues sur G_ semble
compliquée. 11 est pourtant facile de donner une représentation de fonction-
nelles deja générales et qui sont dans (G_) = @4 (X); soient gi, hy, k=0,
i, 2, ... des mesures sur [0, 1] (g, hx € N (0, 1)), telles que

k!
19¢ llagz 0,y=© (m) pour tout M,
k!
” hk ”@ﬂ(o,l)= 0 (m) pour tout M;

soient ensuite g9, g1 des mesures sur |0, T'] (€ N (0, T)) telles que

. 1 .
” g‘k ”@”(0, T)= 0 (m) pour tout M; = 0, 1;

soit enfin {ty), {tix}] deux suites de nombres complexes telles que les fon-
ctions X t; 2%, (i = 0, 1) soient entiéres.

k=0

Alors soit (y, @9, ¢4) — L (y, ¢y, @,) défini par

oc ©o -]
Ly, 0o o) = 3 gy w®) - 3 Chy, 0> 4 3 (g0, o) 4
k=0 k=0 k=0

1 o) BULRA R LS Wi

+ 2800+ 2 12
(ott le premier et 2°"), (resp. 3°™ et 4°") crochet désignent la dualité en-
tre N (0,1) et Pespace C°(0,1) des fonctions continues dans [0, 1], (resp.
N0, T) et €°(0, T)); dans ces conditions L (v, @y, @,) est continue sur G_
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Nous n’avons pas tenu compte du fait que ¢, et ¢, sont nulles dans
un voisinage (variable) de 7. On peut en tenir compte et expliciter une classe
plus générale de formes linéaires continues sur G_ de la fagon suivante :
on considére denx familles de mesures f, (i=0,1), ¢, k=0,1, ..., fq"kE
N (0, T), telles que

1
i —
” qu I'@?Z(O,T)_ 0 (M 2k (2k) 1 e(T—1M)q

) pour tout M;

alors (les gy, by, tix étant comme ci dessus), la forme t suivante est encore
continue sur G_

TV @y ) = 5 (9 ,w‘”‘)H- 2‘ (hk ekt ) > 5 <f° y €2 @) ) |-
- 0

=0 [ =
2 tox @t
+q§0 ,,‘f Sgor et gD+ 2 Z1eP O+ 2 el 0

8. Le cas de I’équation de la chaleur dans une bande.

8.1. L’espace G_ (R).
Nous étudions dans ce numéro le cas de 1’équation de la chaleur dans
la bande @ = ] 0, 1[><] — oo, + oo [. Avec les notations du n. 1 on a alors

N=10,1[,2=(e=0,teRjyu{r=1, t€R} (R=]—oc0, 4+ o00[)) 4 =—
;:2, —{vlvEfD_(fD(Q)),—]),,v—-1),vefD(Q),v(o,t)=v(1,t)=0;,

Tv={Dyv(0,¢), — Dzv(1,1)}.

Désignons par G_ (R) Pespace des fonctions ¢ — ¢ (t) indéfiniment dif-
férentiables dans R telles qu’il existe 4 constantes t,,t,, L et M (dépen-
dants de ¢) telles que

i) @ (#) =0 pour t =1,

i) @® (t)—> 0 pour ¢ — — oo, N k.

iii) su}z) | p® (t) | << ZM2* (2K)! k.

te

iv) sup |@® (t) | < LM* k! M k.
st

Il s’agit donc de fonctions qui sont dans une classe de Gevrey dans R et
analytiques pour ¢t <¢,.

On munit G_ (R) de la topologie suivante. On désigne par GM)(R) M
fixé, Vespace des ¢ € G_ (R) telles que i), ii), iii), iv) sont valables pour cet
M et pour ¢, =—M, t,=M; GE’)(R) est un espace de Banach pour la
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norme

lo® @) | |o® @)
”‘P”glﬂ)(n) --sup sup (2k)]M2b+sl,‘lptiuBu EIME®

On aalors G_(R)= U G¥ (R); et on munit G_(R) de la topo-
M=1,2..

logie correspondante de limite inductive qui en fait un espace (LF).

8.2, L’espace G_ (2).

On définit maintenant G_ comme le sous espace de I’espace G_ (R) > G_ (R)
formé par les couples (qoo,tp,)’ @€ G_ (R) tels que

(1 — a1

2 ( 1) ‘ng) (t)m

0<<z =<1, t <min (¥ ()t ()

ou ¢, (¢;) est le nombre ¢, par rapport & ¢; qul apparmt dans la condition iv).

Désxgnons par ¢™ 1e sous espace de M (R) >< q (R) formé des cou-
ples (¢, ¢,) vérifiant (8.1); c’est un sous espace fermé de M (R) < G (R)
(en effet si (@, , ®1,v) —> (9o, ;) dans M) (R) < ¢ (R), on a:

% 21
— 1) ol
2,0 (2k+1)' =

2k+1 oo
M (¢) GEF DI f:o (= 1)% @B () oy

<l#0, = llear 2 G @y

de sorte que 2‘ (— 1)k (¢ —: Z (— 1) ¢¥ (§) ———— unifor-
-0

(2k + 1) ]
(1 — a)2k+1

ekF 11

au méme sens et done (8.1) est conservé par-

(2k + 1) 1
mément pour € [0,1], ¢t € B; de méme Z (— 1 g8 (2)
k=0 '

oo (1 — w)2k+l
2, TR O

passage & la limite). Donc G est un espace de Banach. On munit mainte-

nant G_= U  GH) de la topologie (L2 F) de limite inductive des GM), qui
M=1,2 ..

en fait un espace (.2F).
Nous allons démontrer la

PROPOSITION 8.1. 8i v€X alors Tve Q_ et Vapplication v— Tv est
linéaire et continue de X dans G_.

6. Annali della Scuola Norm. Sup. - Pisa.
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DXMONSTRATION.

S8i —Div— Dyv= L F€ED(Q); on peut donc prolonger f dans tout
Pespace R, >< R, de fagon analogue & ce qu’on a fait au n. 7.4, c’ect & dire
qu’on définit

f(w’t)=_f(w’t)’ —l<z<0
f(w, t) périodique en x de période 2.

Alors v (x,t) admet le prolongement suivant dans tout I’espace R, >< R;:
0 8i t > T, = borne supérieure

en ¢t du support de f

f;'_“’.’)
V f(f, Ddkdr si t< Ty
Y

w (z,t) = v (2, t) 8i (v, t)€ ¢ (considérations tout A fait analogues a celles du
n. 7.4).

En utilisant (8.2) on voit tout de suite que v (x,?) tend vers zéro ainsi
que chacune de ses dérivées lorsque ¢ — — oo, uniformément dans [0, i| par
rapport & .

Si on pose g, (t)= D;v(0,1), ¢, (t)=— D;v(1,?), on voit alors que
@, (t) et ¢, (t) satisfont & i) et ii).

Puisque ﬂw, t) est nulle au voisinage des deux droites £ =10 et x = 1,
et w (x,t) est borné, il en résulte d’aprés [7], pag. 165-167, qu’il existe L
et M tels que iii) soit valable pour ¢, et ¢, . Toujours d’aprés (8.2), le sup-

(8.2) w (2, 1) =

port de ? étant borné par rapport & ¢, on voit, par des considérations ana-
logues & celles du n. 7.4 (démonstration de la Proposition 7.1, 2)) que
w (z, t) est analytique en (,?) pour z € K, et ¢t < ¢, (¢ dépendant du support
de f); donc puisqu’on a déja signalé que v(x,t) tend vers zéro ainsi que
chacune de ses dérivées lorsque ¢t — — oo, uniformément dans [0,1] par rap-
port & x, on en déduit qu’il existe L et M tels que iv) soit valable pour

Po et @, .
En outre on a

( x)2k+1

2 (10 g G

+
(8.3) K=o 2k+1
0<r<1, tgt,.

=3 e
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En fait la fonction
© 22k+1

(8.4) wo (@) =2 (—1F o) G

est dans la bande ——;'T<w< %, — oo < t < 4+ oo solution de

— D2w — D, w = 0 et satisfait aux conditions w, (0,8) = 0, Dy wy (0, ) = @,(t);
donc par l'unicité du probléme de Cauchy, w,(»,t) coincide dans une bande
—o<<r<og —oo Lt 4+ oo avee w(z,t).

Mais w (@, t) est pour ¢t < ¢, analytique en (x,?) et alors pour t <"1, la
série de puissances en x qui définit w,(»,t) au deuxidme membre de (8.4)
est une fonction entiére en x et coincide avec w (z, ?).

On raisonne de fagon analogue avec la fonction

. oo (1 — w)2k+l
(8.5) w @)= 2 (—1F¢O) Gy

et on en déduit (8.3); donc Tve G_.

Il reste seulement & montrer que v — Cv est continue, ce qu’on obtient
par la méme démonstration qu’a la Proposition 7.2.

Montrons maintenant que ’application v — Cv est surjective.

ProposITION 8.2: 8t (p,, @,) est donné dans G_, il existe v€ X telle
que Dy (0,1) = @, (t), — Dy v (1,8) = ¢, (t).

DEMONSTRATION.

Si (@y,9,) est donné dans G._, alors ¢, et @, doivent vérifier (8.1)
c’est & dire (8.3) pour ¢, convenable. Donc si I’on considére les fonctions
w, (2,t) et w, (x,t) données par les formules (8.4) et (8.5), on a

w, (x, t) = w, (x, t) pour 0 <ax<<1,t<%¢,.

Nous définissons alors v (x,?) dans la demi bande 0 <2 <1, t<<t, —e
en posant

(8.6) v (2, t) = wq (2, t) = w, (x, 1) 0<zx<l1, t<t, —e (¢> 0 fixé)

Evidemment v (z, t) est dans cette bande analytique en (,?) et satisfait
a ’équation

(8.7) —Div®,t)— Dyv=0
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et aux conditions v (0,t) = v (1, t)= 0, D, v (0, t) = @, (t), —D v (1,t) = @, (t).
Ensuite soit ¢, tel que ¢;(f) = 0 pour ¢t =1, (condition i)). Alors on pose

(8.8) v(2,t)=0 pour 0 <2 <<1, t =1,

Il reste senlement & définir v (x,t) dans le rectangle 0 <z <1, {, — e <
<t<t,. On peut faire cela de fagon analogue & celle utilisée dans la

Droposition 7.3. En fait la fonction w,(x,t) donné par (8.4) est encore
solution de (8.7) dans le bande 0<a:<Mi, —oo <t < + oo (M, dépen-
0

dant de ¢, selon les conditions iii)), et satisfait aux conditions de Cauchy
w,(0,9) =0 D, w, (0, ) = @, (t).

De méme w,(r,t) donné par (8.5) est solution de (8.7) dans la bande
) J— lll% <r<l,— oot + oo (M, dépendant de ¢,) et satisfait aux
1

conditions de Cauchy
w, (1,8) =0 — Dy w, (1,t) = ¢, (t).

On considére maintenant une fonction o« (x,¢) indéfiniment différentiable

1
dans [0, 1] >< [t, — ¢, %], égale & zero si Fgwgl —l-;— , hht<t, et
0 1

. 1
égale & 1 si nggrﬂo, h—etit et 0oz <1, ¢t —e<t<t —e/2

1
et I—W;SQS], t'—agtstg.
Enfin on définit v («,t) dans {0,1] >< [t, — ¢, t,] par

awy == aw, 8i Ilsr<l ¢—est<t,
: 1
oW, 8i Os:vg—i{—,t,—egtgtg
o
v(x,t) =
) ) 1
aw, snl—ﬁgwgl, —et<t,

i

0 ailleurs dans [0, 1] >< [t, — ¢, t,]
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Et la Proposition 8.2. est démontrée.
Par la méme démonstration qu’au Théoréme 7.1 on alors le:

THEOREME 8.1. L’espace G_(2) est isomorphe & lVespace G_.
On peut donc¢ résoudre le probléme

Diu—Du=f dans Q =]0,1[><R
U=y sur S =(r=0, teR|U{r=1, t€ R}
lorsque f est donné dans D4 (5" (0,1)) et g est dans le dual de G_.

REMARQUE 8.1.

On peut faire une remarque analogue & la remarque 7.1: Papplication
u — po % du théoréme 6.1 est dans ce cas continue pour les topologies fortes
de Y et de G; (2); et Vapplication w — {— Diu + Dy u, Yo u} est un isomor-
phisme de Y sur DL (57 (82))>< @4 (2).

Il serait intéressant de donner une représentation explicite de ’espace
@4 (2) = GL . Mais cela doit étre compliqué; on pourrait, ici encore, don-
ner une représentation de certaines fonctionnelles générales, comme on a
fait dans le cas du rectangle (cf. n. 7.5).

En outre nous avons vu dans la théorie des n. 1-5 qu’on peut modi-
fier Pespace X en introduisant d’autres espaces analogues, par ex. l’espace
X, , pour lesquels la théorie générale peut étre aussi développée; on peut
alors trouver des espaces, tels que @', (Z) (cf. remarque 3.2), qui sont plus
simples que G4 (Z) et pour lesquels on peut donner facilement des théore-
mes de représentation. En fait on va maintenant étudier ce cas de 1’espace
X,, dans le cas de la équation de la chaleur considérée dans ce numéro.

8.3. Les espaces G, (Z) et G, (2).
Avec les notations des n. 1-5 nous aurons donc encore 2=1]0,1[, Q=
2

0
=0Q%<REZ=[{r=0, teR}U{x=1,tER| A=_W et X,={v|ve

€D_(D(Q), v(0,8) =v(1,t), — Do — D,veD,(Q) (D, (Q) défini & la Re-
marque 2.2).
Nous allons démontrer que Despace G, (Z) (définition & la Remarque
3.1) s’identifie dans ce cas & un produit d’espaces de Gevrey sur Vaxe réel.
Définissons d’abord cet espace de Gevrey. Désignons par G, (R) les-
pace des fonctions ¢ — @ (t) indéfiniment différentiables dans R teiles qu’il
existe trois constantes t,, L et M (dépendants de @) telles que
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Je®)=0 pour t =1,

ii) o™ () est borné dans R, k =0,1,2,...

jij) sup | ® () | < LM (2k)!, k=0,1,2, ..
teR

On munit @, (R) de la topologie suivante. On désigne par GX)(R), M
fixé, V’espace des @€ @,(R) telles que j) jj) jjj) aient lieu pour cet M et
pour ¢, = M, muni de la norme

= KUl
Il llagerzy = sup 8UP (o377 -

On a alors G,(R)= U G)(R) et on munit G, 'R) de la topologie
M=12..

correspondante de limite inductive qui en fait un espace (L2F).

On va donner quelques précisions sur la topologie de @G, (R), d’olt
suivra, & aide de résultats de Kothe et Roumieu, la structure des éléments
de G, (R), dual de G, (R).

Désignons par 3 lespace des fonctions ¢ —> f(t) continues et bornées
sur R, muni de la norme

17 llg = sup|s @]

qui en fait un espace de Banach.
On considére ensuite l’espace E des suites | fu); ¢,k = 0,1, 2, ... telles
que

(8.9) Ja€B Mok
et telles que

il existe L et des entiers m, et m, tels que
(8.10)
|fg 0] << Lm3* (2k) ! exp(gmy) ¥ g, k.

Désignons par E,, m, le sous espace des suites {f,} telles que (8.9)
ait lieu et que (8.10) ait lieu avec m,, et m, fixrds; munissons E,, , m, de la
norme (qui en fait un Banach):

e | far (8)]
e 1 72t) i, my = 20 m22k) ! exp (gm,)

On a: Ep,, m € Emin, m+n, 8Vec injection continue, si n; = 0; alors

(8.12) E= U E,, m, avec la topologie de limite inductive.
my , My
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L’espace F entre dans la famille des espace de Kothe (cf. Kothe [11],
Roumieu [15]).
Considérons maintenant ¢ € G, (R) et associons lui la suite:

(8.13) 8 (@)= {far}y for(t) = exp(qt) P¥ (¥)

Vérifions que S(p)€E. En effet, si @€ @G, (R), alors ¢ () = 0 pour
t=m,, m, convenable et alors

exp (— qmy) | far (t) | << (exp g (t — my)) | ® () | << | @™ (8) |,

de sorte que (8.10) a lieu et (8.9) a lieu puisque @™ (¢) est borné.

Réciproquement soit ¢ donnée indéfiniment différentiable, telle que S(g)€
€ E. Alors ¢ € @, (R). En effet, d’abord fo. €3 de sorte que ¢ (t) est borné.
Ensuite, il existe m, et m, tels que

(8.14) | @® (t) | < Lmi* (2K)! exp q (my — 1)

et done, ¥ (¢) =0 8i t > m, (faire ¢ — oo dans (8.14)). Pour ¢t << m,, (8.14)
donne :

| @® () | gqigt; Lm2 (2k) ! exp ¢ (m, — t) = Lm?* (2k)!

d’ol1 le résultat.

L’application ¢ — 8 (¢) est donc un isomorphisme algébrique de G, (R)
dans un sous-espace de E. Mais on vérifie directement et facilement que
si des @,— 0 dans @, (R) alors 8(p,)— 0 dans F et viceversa; donc
@ — S (¢), est un isomorphisme topologique.

Espace dual G (R).

Soit ¢ —> L (p) une forme linéaire continue sur G, (K). Alors
y— L8~ ()

est linéaire continue sur 8 (@, (R)) € E; d’aprés le théoréme de Hahn-Banach
et le théoréme de Kothe (cf. aussi Roumieu [14], p. 45) donnant la structure
des formes linéaires continues sur K, il existe des éléments (mesures)
Ugr € W', dual de PB, tels que

1
! exp (¢gm,)

(8.15) I Mok ”‘@,: 0 (mgk (2F) ) N omy , my
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et que

(L (p) = ,z; Cexp (qt) p® (t), pgr) =

(8.16) 4o
= 2; f exp (qt) ® () dpg .
(']

Les formules (8.15) et (8.16) donnent la représentation de tout élément L
de G4 (R).
Ceci posé, on a la

ProPosITION 8.1, bis: 8i veX,, alors D,v(i,t), s =0,1 appartient &
G, (R) et Vapplication v — D,v (i, t) est linéaire continue de X, dans G, (R).

La démonstration est la méme qu'a la premiére partie de la démonstra-
tion de la Proposition 8.1; il faut seulement noter que f= — D2v — D,v,
étant dans D, (¢), doit appartenir & (D), s pour o« et f convenable (cf.
Remarque 2.2): donc il existe « et § tels que f(x,t) =0 8i ¢>> « ou bien
si a:<—]p— ou bien si m>1—-1—.

p

Et aussi il faut noter que la fonction w (x,¢) définie par (8.2) est bornée
ainsi que chacune des ses dérivées, puisque f est bornée; donc v (x,?t) est
bornée ainsi que chacune de ses dérivées dans Q et D,v(i,¢), i =0,1,
vérifient jj).

On a aussi la

PRrOPOSITION 8.2, bis: 8i (py,p,) est donné dans @G, (R)>< G,(R) il
existe v€ X, telle que D,yv(0,t) = @, (1), — Dzv(1,8) = @, (t).

DXMONSTRATION.

On définit w,(x,t) et w, (x,t) par (8.4) et (8.5) de fagon que w, (2, ?)
goit solution de (8.7) dans la bande 0 <<z < Mi’ — oLt 4+ o (M, dé-
0

pendant de ¢,) et w,(x,t) soit solution de (8.7) dans 1 —-;T<w<1,
1

— oot 4 oo (M, dépendant de ¢,). Si «(x) est une fonction indéfini-

ment différentiable dans [0, 1], nulle dans [ﬂl- y 1 — A—;-] et égale & 1 au
0 1
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voisinage de 0 et de 1, on définit v (x, t) par

1
o (%) w, (@, ?) 8i Og.vsﬂ-, teER
0
. 1 1
’v(z‘,t): 0 81 EstI—E’ teER
. 1
o (®) w, (2, ?) si I—FSxSI, teER;
1

v (v, t) satisfait aux conditions de la Proposition.
Enfin par la méme démonstration qu’aux théorémes 7.1 et 8.1 on a

THEOREME 8.1. bis: L’espace G, (Z) est isomorphe au produit G, (R) ><
> G, (R).
Donc on peut résoudre le probléme

Dy — Dyu=f dans Q
u(0,1) =g,
u(l,t) =y,

lorsque f est donné dans Dy (Z'(R2)) et g; sont des fonctionnelles données
par (8.16).

REMARQUE 8.2.

On peut faire une remarque analogue aux Remarques 7.2 et 8.1.

REMARQUE 8.3.

Comme on a déja signalé a la fin de la Remarque 4.7 on peut construire
beaucoup d’espaces différents mais de méme type que X et X, ; par exemple
il parait assez naturel de considérer

X={(o|veD_ (D), A*—DveD_(D(Q)

yiv=0 sur J, i=0,..,m—1}

pour lequel on peut développer une théorie analogue.
Soit é(E) lespace parcouru par Cv, v€ X, Dans le cas particulier de

Péquation de la chaleur de ce numéro, on voit que si (¢,, @,} € 6(2), alors
@; est dans un espace de Gevrey sur tout compact, nous ignorons 8i ces
propriétés sont caractéristiques.
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