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THÉORÈMES DE TRACE ET D’INTERPOLATION (II). (*)

J. L. LIONS (Nancy)

Introduction.

Soit E un espace de Bauach, et A le générateur infinitésimal dans E
d’un groupe forteineiit continu et borné. On introduit (N° 2) des espaces

intermédiaires entre D (A2) (domaine de d2) et .E; on interprète ces espaces
comme espaces de traces (N° 3), par une technique du même genre que
celle utilisée dans Lions [1]. On déduit de là des tléorèmes d’interpolation
(N° 4). Des compléments sur les espaces intermédiaires introdnits (ainsi que
des problèmes non résolus) sont signalés au N° 5.

On peut réitérer le procédé (remarque valable ponr Lions [1]): on in-
troduit des espaces intermédiaires entre D (A4) et D (A2), disons 81 0 (p, a), et
ces espaces intermédiaires entre D (l1) et .E~ disons par un pro-

cédé analogue à celui du N° 2 on introduit alors des espaces intermédiaires
entre et 8() (_p, a), espaces qui ont encore des propriétés d’interpo-
lation (N° 4) et ainsi de suite. Une étude systématique de cette situation

sera faite ultérieurement.

1. Préliminaires. 

’

Soit E un espace de Banach complexe, d’élément générique e, de nor-

me Dans E on donne on opérateur non borné A, sur lequel on fera

l’hypothèse suivante (cf. E. Hille-R. S. Phillips [1]) : ,

(1. 1) 
est générateur infinitésimal d’un groupe G (t) fortement

continu dans .E et borné ; y 

(*) L’article (I) est paru dans ce Journal, t. XIII (1959). p.~ 389-403.
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antreinent dit : pour tout la fonction t -. G (t) e est continue de R
dans E fort, G (0) e = e, et Il G tt) Il  M, Il G (t) Il désignant la norme de

G (t) dans l’espace -P(E; E) des applications linéairey continues de’ E dans
lui même (de façon générale, on désignera par ~2(2~ ; Y) l’espace des appli-
cations linéaires continnes de X dans Y).

On désigne par le domaine de A, et par .D (M) l’espace des
tels que (et 11 = r12 e) ; 1) (A2) est le domaine de

l’opérateur A.2; si on munit cet espace de la 

on obtient un espace de Banach.

Mais comme G (t) est borné, l’opérateur (A - I)-l est borné dans E ;
si e E D (~12), on déduit donc de l’égà1ité

que

de sorte que la norme

est équivalente sur D (A2) à la première norme introduite. Nous utiliserons
désormais cette deruière iiorme.

On posera

G+ désigne la fonction (à valeurs dans É (E ; E)) égale à 0 pour t  0 et
v v

à 6 (t) pour t &#x3E; 0 ; G+ est la fonction nulle pour t  0 et égale à v (t)
pour t &#x3E; 0 ; on pose enfin

Si l’on considère 6~ comme une distribution vectorielle (cf. Schwartz [1]),
on constate que c’est une distribution en t à valeurs dans E(E; D (A)) et que

où 8 désigne la masse de Dirac à l’origine.
v v

on en et par conséquent
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De (1.3) et (1.4) on déduit

On déduit de (1.5) que AH est une distribution à valeurs dans .£(E; D(~)),
donc que H est uue distribution à valeurs dans ~2(~7; D (A2)).

Appliquons alors A à (1.5); tenant coiiipte de (1.6) il vient

~’ étant la déri vée de ô.

De façon générale désignions pur Yk la follction de t défiiiie par Yk(tj=0
si t  0, = tk-1/(k -1 ) ! si t &#x3E; 0, k entier. 

’

On déduit de (1.7) :

2. Espaces 80 ( p, ce), 8~ ( p, ce).

De façon générale, on désigue par b ; E) l’espace des (classes de)
fonctions mesurables définies sur (a, b), à valeurs dans E, et telles que

DÉFINITION 2.1. Soit p avec et ce avec

On désigne par 80 (~~ a) l’espace des e E E, tels que

Muni de la norme

c’est un espace de Banach,
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DÉFINITION 2.2. Soit p avec 1  p  oo, et a avec

On désigne (p, a) l’espace des e E E tels que

Muiii i de la norme

c’est un espace de Banach.
Vérifions le

LEMME 2.1. oit a les inclusions alébriques et topologiques :

(on verra un résultat plus précis que le (i) au No 5).

DÉMONSTRATION.

(i) Soit e E D (A2). On a : -.

d’où

de sorte que

et ceci est dans .L~ (0, 1), car a + 1/p &#x3E; 0.
Pour t ] 1 ~ on utilise la majoration :

(puisque ||G(t)|| est borné), et la fonction ta-2 est dans oo) car V  2.
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(ii) Pour on a:

et on raisonne comme au (i).

3. Théorème de traces.

On introduit un espace fonctioiiiiel qui va nous permettre d’in-

terpréter les espaces Si (p, a) comme des espaces de traces.

DÉFINITION 3.1. Soit p avec 1 ~ ~  oo~ et 1/p + a == e E ~ ] 0,1 [ . On
désigne par V (p, a) l’espace des (classes de) fonctions 1t telles que

où u" = est pris au sens des distributions en t sur l’ouvert t &#x3E; 0,
à valeurs dans .E (en effet, par (3.1), la fonction u est iocalenient sommable

pour t &#x3E; 0 à valeurs donc définit une distribntion sur ]0,oo[ [ à

valeurs dans E). Un munit cet espace de la norme

qui en fait uu espace de Banaeh.
Il résulte de (3.1) et. (3.2) que, pour tout T fini, u est daus Li (0, T;1)(~.2)),

et u" E Li (0, T ; .E) ; il en résulte que u (0) et u’ (0) sont définis (le façon
unique, l’application 1£ - (11 (0), u’ (0)) étant continue de V (p, a) dans E&#x3E;E.
De façon précise : 

THÉORÈME 3.1. Oit suppose que (1.1 ) (t lieu. On donne p avec 1[psoo,
et a avec l~p -~- a = ~ E ~ 0,1 ~ . A lors; _poui- u dans V ( p, a), on a

l’application étant continue de dans ce) X ce).
Si 1 eo , 1 est donné dans 80 (p, a) X S1 (_P, a) il existe u 81) = u dans

V (_p, a), vérifiant 2c (0) = eo, u’ (0) = el, l’application ~eo ~ - u étant conti-

nue de 80 (~, a) X Si (p, a) dans Y ( p, ce).
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DÉMONSTRATION.

1) Soit u donnée dans V(_p, a); alors u* définie par 
est également dans et tt* (0) =: it (0), jD~(0)==0. Donc pour définir

on peut toujours supposer que ~(())===0.
Posons -.A2U + D2u ==/; taf E LP (0, cxJ ; J~).
Désignons par ~/’y...~ la fonction prolongée de ~j~... par 0 pour

((). Alors, effectuant les dérivations au sens des distributions à valeurs

dans E, on obtient

Utilisant (1.8) on en déduit

d’où

et par conséquent

avec

011 va vérifier que

(3.7)) 
(t) E LP (0, - ; i E), i = 1, 2, et dépend continûment de 1t

’ 

dans LP (0, E),

ce qui démontrera (3.3). 

’

Pour cela on note que ta u" = v est dans LP (0, oo ; E), due sorte que

et d’a.près um variante d’une inéga,lité de Hardy (cf. Hardy-Littlewood et
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Polya [1], p. 245, (9.9.8)) on a:

eilstiite, Il (nonne dans L(.E; .E)), donc

et ou conclut comme 

2) Soit encore u donnée dans et inoiitrous (3.4). On introduit

u**(t) - 2 (u (t) ’--- u (t/2» ; f t’st dans = 0 et Du** (0) = u’(0); i
donc pour définir u’ (o) = e~ ~ ou peut toujours supposer que u(o) = o. Alors

d’où

on en déduit

d’où le résultat (3.4) d’après (3.7).
3) Soit maintenant donné da.ns 80 (p, a). Ou va construire. u, élé-

rrrent de avec u (0) = eo, u’ (0) = 0, et dépendant linéairelnent et
continûment de eo. On pose :

Si e E D (A2), on a
A2 K (t). e = t-2 (Y2 ~ ~12 H . e), ce qui utilisant (1.7), donne
~.2 K (t) . e = t-2 (Y2 * (Dz .H - 2ô’ (x) I ) e) = t-2 (H (t) e - 2e) ;

par prolongement par continuité cette relation est valable pour e quelcon-
que dans E. Si maintenant e = eo E 80 ( p, oc), il résvrlte de cette formule que

(t) E Lp (0, oo ; .E). Comme t - .K (t) . eo est continue de t &#x3E; 0 dans E,
¡
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on a donc

pour tout T fini.

On vérifie ensuite la formule :

Pour eo donné dans So (p, a) on va vérifier que

Ceci entraînera

Or, à des constantes multiplicatives près, les fonctions xz (t) sont majorées
en norme dans E par

Or, par hypothèse,

donc

et (3.11) suit d’après l’iiiégalité de Hardy.
De (3.10) et (3.12) on déduit que la fonction

q (t) deux fois continûment différentiable dans t &#x3E; 0, à supporto compact et

avec q (0) = i, q’ (0) = 0, vérifie: u E a), et dépend continûment de eo.
’ 

On vérifie que u (0) = eo = 0 (si cette dernière propriété nya-
vait pas lieu, il suffirait d’ailleurs de remplacer u par u*, u* étant défini
comme au 1)). On a donc constrnit la fonction avec les propriétés voulues.
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4) On donne maintenant ei dans Si ( p, a), et on va construire u dans

dépendant continûment de avec u (0) = 0, u’ (0) = et , ce qui
achèvera la démonstration du Théorème.

On introduit cette fois

et

et par prolongement par continuité ceci vaut pour tout e dans .E; par con-

séquent ta A2 w E Lp (0, oo ; E), d’où l’on déduit que

pour tout T fini.

Un note ensuite ceci :

On en déduit, comme au point 3) de la démonstration, que

Introduisant q (t) comme çi dessus, on voit que la fonction

est dans V (~, a).
On vérifie ensuite que w (0) = 0, w’(0) _ (1/3) e, (pour cela, noter que

Par conséquent la fonction u (t) = 3 U (t) répond à la question, et le Théo-
rème 3.1 est démontré.

2. Annali della Scuola Norm. S’Mp. ’ 
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On va maintenant généraliser la sitnation précédente en considérant
une famille -41 ~ ... ~ w d’opérateurs non bornés, avec

chaque lAi est générateur infinitésimal d’un groupe Gi (t)
(3.17) fortement continu et borné, et (ii (8) Gj (t) = pour tout i, j, 8 et t.

On désigne alors par 80 ( p, a) = 80 (~~ a ; Ai , ..., dy) l’esyace des e E E

tels que

On le munit de la norme

qui en fait un espace de Banach.

On désigne de même par Si (p, a) = S, (p, oc; l’espace des

e E .E tels que

muni de la norme analogue au cas v = 1, qui i en fait un espace de Banach.

On désigne ensuite par D (A2) pour tout i, muni i
de la norme Il e Il + ¿i Il . 01i désigne alors par 1"(p, ex) l’espace des
u telles E ~ (0, oo ; D (A2)) et

Ceci posé
THÉORÈME 3.2. On suppose (3.17) et les conditions du Théorè’lne 3.1

sont vérifiées. On a alo1..fl un énoncé analogue à celui du Tltéo¡’è,ne 3.1.

La déinonstration se fait, à partir de la démonstration du Théorème

3.1~ comme pour le Théorèlne 2.1 de Lions [1].

4. Théorème d’interpolation.

THÉORÈME 4.1. Soit Ei un deuxième espace de Banach et 

une deuxième famille d’opérateur’s non dans On suppose que les Ai
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vérifient (3.17), et que les Ai l’hypothèse analogue dans Et. O~a donne

un n, linéaire continu de E dans Et et de D (A2) dans j~((J.~)~).
Dans ces conditions, pour p et x donnés avec lCp 00, 1/p + et = 0 E ] 0,1 [ ,
(i) un linécr,ire continu de 80 ( p, a ; Ai) dans 80 ( p~ a ~ d~) ;

est un opérateur ( p, a ; Ai) (p, et; 
La démonstration est exactement analogue à celle du Théorème 3.1 de

Lions [1]; on utilise cette fois le Théorème 3.2. Par exemple, si e est donné
dans Ai), on considére u, élément de a ; Ai), dépendant liné-
airement et continûment de e, avec u (o) = e ; est, grâce aux

hypothèses faites un élément de ce ; ~li), ~ soit v (t) _ ~ (u (t)) ;
alors v (0) est dans So ( p, a ; di), et dépend continûment de e ; comme

v (0) = n e, on a (i) ; même chose pour (ü). 

REMARQUE 4.1.

Munissons et; Ai) et 81 (p, et; Ai) des normes

On a là des normes équivalentes aux normes des définitions 2.1 et 2.2. Il

serait intéressant de pouvoir calculer explicitement ces nouvelles normes à, B
l’aide des quantités :

et

on a en effet le résultat suivant : désignons par Ml la norme de 11- dans

E (E, El), et go la norine de 11- (A2) ; D ((~i’)2)) ; alors la norme de

11- dans E (So (p, a Ai) ; (p, a )) (resp. dans L (8} (p, a (-P, a; )) -

ces espaces étant munis des normes correspondant à III e et III e 
est majorée par Mf/2 (resp. par En effet, soit e dans

80 (~~ ce ; A;) ; alors
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où

Choisissons u dans avec u (0) = e. Alors ui (t) = u (Ât), l &#x3E; 0, a
la même propriété. Donc

et ceci quel que soit u avec u (0) = e, donc

d’où notre assertion. On obtient de même la deuxième majoration, en utili-

sant cette fois au lien la fonction u* =-- Â-1 u (~t)~ ~, &#x3E; 0. On peut faire
une remarque analogue à propos du Théorème 3.1 1 de Lions [1]. 

REMARQUE 4.2.

Nous ignorons si la conclusion (i) du Théorème 4.1 est valuble pour

5. Nouvelle iiéfinition de So (~, oc).

On a introduit dans Lions [1] l’espace T ( p, a) des e E .E tels que

c’est un espace de Banach pour la norme
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(Notons que cet espace est introduit et étudié dans Lions, loc. cit., en
supposant que G (t) est un semi groupe-et non un groupe, comme nous

supposons toujours dans cet article).
Introduisons (pour le cas général, cf. Lions [2]) l’espace Ti (p, a) des

e E D (.4), tels que e E T (_p, a), muni de la norme Il e 11 + 11 A e (qui en
fait un espace de Banach).

THÉORÈME 5.1. Pour 0  {}  1, l’espace 80 (~, a) coincide (algébrique-
ment et topologiquement) avec Tl (j~, oc), les hypothèses étant celles du Théo-

rème 3.1.

Tout ceci est encore valable lorsqu’on considère une famille ~.1, ... , ~iv
de générateurs infinitésimaux. ,

DÉMONSTRATION.

1) Soit e dans ~o ( p, a) ; alors

et comme G (t) est borné

Donc

Posant = t-1 ( G (t) e - e), on a donc

(cette transformation est analogue à celle faite dans Zygmund [11, Théo-
rème 3.4). On déduit de là :

et posant

il vient

d’où

Par conséquent
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on peut extraire VUi telle que v~~~ (t) - g (t)_p - _p., disons pour t ~ Z~ Z ensem-
ble de mesure nulle sur (0, oo). Donc, &#x3E; °1 u (/2) -&#x3E; (t) -

dans .E fort lorsque oo, ce qni montre que e E D (A), et que
u e dans .E. Alors

donc

avec Ou en déduit que

et alors

montre que tà-1 (G (t) Ae - de) E Lv (0, 00 ; ~7)~ ce qui montre que Ae E T (_p, a),
donc que e a).

2) Si on déduit de la formule

que

(Pou résulte que tçl--2 (G (t) e + G (- t) e - 2e) E LP (Oy 00 ; E).
Le théorème suit.

REMARQUE 5.1.

Il résulte de Lions [2] que est l’espace parcouru par v(0)
lorsque v vérifie : v E V (_p, ex) et en outre

Le point 2) de la démonstration du Théorème 5.1 en résulte.
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REMARQUE 5.2.

Il résulte également de Lions [2] que, si n est un opérateur linéaire
coutinu :

(a) de .E dans (b) de D (~1) dans D (~1), (c) de D (~12) dans D (Al)2),
alors n est un opérateur l iiiéaire continu de dans 

Ceci ne constitaeuait une nouvelle démonstration du Théorème 3.1, (i),
q ne si l’hypothèse (b) était conséquence de (a) et (c) ; nous ignorons s’il en

est ainsi (c’est vrai si l’on prend E = Lq et le groupe des translations ;
cela semble douteux en prenant encore le groupe des translations sur

l’espace E== C° des fonctions continues périodiques?)
Par des méthodes différentes nous montrons dans Lions [3] que

lorsque E est un espace de Banach réfleoeijl .

~ 
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