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THEOREMES DE TRACE ET D’INTERPOLATION (IT).(*

J. L. Lions (Nancy)

Introduction.

Soit E un espace de Banach, et 4 le générateur infinitésimal dans E
d’un groupe fortement continu et borné. On introduit (N° 2) des espaces
intermédiaires entre D (A42%) (domaine de A®) et E; on interpréte ces espaces
comme espaces de traces (N 3), par une technique du méme genre que
celle utilisée dans Lions [1]. On déduit de 13 des théorémes d’interpolation
(N© 4). Des compléments sur les espaces intermédiaires introduits (ainsi que
des problémes non résolus) sont signalés au N° 5,

On peut réitérer le procédé (remarque valable pour Lions [1]): on in-
troduit des espaces intermédiaires entre D (A4%) et D (A?), disons S}(p, «), et
ces espaces intermédiaires entre D (A) et E, disons §;(p, «); par un pro-
cédé analogue & celui du N° 2 on introduit alors des espaces intermédiaires
entre Sl(p, a) et 8 (p, ), espaces qui ont encore des propriétés d’interpo-
lation (N 4) et ainsi de suite. Une étude systématique de cette situation
gera faite ultérieurement.

1. Préliminaires.
Soit I/ un espace de Banach complexe, d’élément générique e, de nor-
me | ¢||. Dans F on donne on opérateur non borné A, sur lequel on fera

Phypothése suivante (cf. E. Hille-R. S. Phillips [1]):

(L.1) A est générateur infinitésimal d’un groupe G (¢) fortement
' continu dans E et borné;

(*) L’article (I) est paru dans ce Journal, t. XI1I (1959). p. 389-403.
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autrement dit: pour tout e€ E, la fonction ¢ -. G (f)e est continue de R
dans E fort, G (0)e=ce¢, et ||G{t)||<< M, || G ()| désignant la norme de
G (t) dans Vespace L(E; E) des applications linéaires continues de E dans
lui méme (de fagon générale, on désignera par L(X; Y) lespace des appli-
cations linéaires continues de X dans Y).

On désigne par D (A) le domaine de A, et par D (A2) l’espace des
e€ D (A) tels que Ae€ D(A) (et A (Ae) = A%¢); D (A?) est le domaine de
Popérateur A%; si on munit cet espace de la norme | e|| 4 || de|| 4 || 4%]|,
on obtient un espace de Banach.

Mais comme @ (t) est borné, opératenr (4 — I)~! est borné dans E;
8i e €D (A%, on déduit done de 1’égalité

Ae=(A—Iy1(A? —T)e —e
que
| dell<<e, (el + || 42 e]]),

de sorte que la norme

el +1l4%e]|

est équivalente sur D (A?%) A la premiére norme introduite. Nous utiliserons
désormais cette derniere norme.
On posera

v
G(t)=6(—1;
@4 désigne la fonction (a valeurs dans .2(E; E)) égale & 0 pour t<C0 et

a G() pour t > 0; (;'4_ est la fonction nulle pour ¢ << 0 et égale & é(t)
pour ¢ > 0; on pose enfin

(1.2) H= G4+ Gy.

Si 'on considére G4 comme une distribution vectorielle (cf. Schwartz [1]),
on constate que c’est une distribution en ¢t & valeurs dans L2(E; D(A4)) et que

(1.3) —AGL+ DGy =01, D=d/dt,

ol 0 désigne la masse de Dirac a D’origine.
Comme — AG 4 DG =0, on en déduit 4G -- DG =0, et par conséquent

(L.4) A6, + DGy =38R L.
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De (1.3) et (1.4) on dédnit

(1.5) — AH 1 D (G4 — G4) =0,
(1.6) — A(Gp— @)+ DH=2® I.

On déduit de (1.5) que AH est une distribution A valeurs dans 2(E; D(A)),
done que H est une distribution & valeurs dans L(H; D (A?)).
Appliquons alors A & (1.5); tenant compte de (1.6) il vient

1.7) —A2H4D*H =281,

¢’ étant la dérivée de 4.

De facon générale désignons par Yy la fonction de ¢ définie par Yi(t)=10
si t<C0, =t¢1/(k — 1)! si t > 0, k entier. ’

On déduit de (1.7):

(1.8) Sy (—; Y, » H) + D2 (% Y, H) — oI

2. Espaces 8, (p, ), 8, (p, a).

De fagon générale, on désigne par L?(a, b; E) Pespace des (classes de)
fonctions mesurables définies sur (a, b), & valeurs dans E, et telles que

f 17 [P ar < co.

DEFINITION 2.1. Soit p avee 1 < p < oo, et a avec
1/pt+a=84€]02].
On désigne par S, (p, a) 'espace des ¢ € H, tels que
(2.1) 1“2 (G (t)e + G (—t) e — 2¢) € L? (0, oo ; B,

Muni de la norme
3 i 1/p
lellsnn = (1ol + [t2rli @ 0o+ a— e —zorar)”,
0

c¢’est un espace de Banach.
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DEFINITION 2.2. Soit p avec 1 < p << co, et « avec
1/p4+a=939€]0,1].
On désigne par S, (p, «) 'espace des e€ F tels que

t
(2.2) t“—2f(G (0)e + G (— o) e — 26)do € L? (0, oo ; B).

0

Muni de la norme

f(G(o)e—|—G(——o)e——2e)do
0

(o]
» 1jp
Il € llsip.a) = (ll ¢l -|—ft(“’2"" dt) ,
0

c’est un espace de Banach.
Vérifions le
LEMME 2.1. On a les inclusions algélriques et topologiques :

(i) si 0<<H#<T2, DU)C 8y (p,0)C E;
(ii) si 0<<9 <1, DA)C S (p,a)C E.
(on verra un résultat plus précis que le (i) au N° 5)

DEMONSTRATION.
(i) Soit e€ D (A4?). On a:
t
Gt)e-+ G(—t)e——2e=H(t)e—2e=f(t—o)H(o)A2eda,
0
d’olt
I H@ye—2¢||<e, | 42 e,

de sorte que
o2 || H(tye — 2e|| < e, te|| A% e ||,

et ceci est dans L7 (0, 1), car oo + 1/p > 0.
Pour ¢ > 1, on utilise la majoration :

2| H(t)e - 2¢|| < cpto2

(puisque || G (t)|| est borné), et la fonction t*—2 est dans L?(1,00) car ¥ <2.
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(ii) Pour e€ D(A) on a:
| H(t)e — 2¢|| < ¢ et

et on raisonne comme au (i).

3. Théoreme de traces.

On introduit un espace fonctionnel V (p, &) qui va nous permettre d’in-
terpréter les espaces §;(p, ) comme des espaces de traces.

DEFINITION 3.1. Soit p avec 1 <p<<oo, et 1/p+a=39€]0,1[. On
désigne par V (p, a) Vespace des (classes de) fonctions u telles que

(3.1) t*u € L2 (0, co 5 D (A?)),
(3.2) t*u” € L? (0, oo ; E),

ol u” = d?u/dt* est pris au sens des distributions en ¢ sur Pouvert ¢ > 0,
a valeurs dans F (en effet, par (3.1), la fonction u est localement sommable
pour ¢t >0 & valeurs dans B, donc définit une distribution sar ]0,00[ &
valeurs dans F). On munit cet espace de la norme

L=}

1/p
|| 2 “V(p,q) = ( ftw ()] w @ “g(/m + || %" (t) ||7) dt)

o .

qui en fait un espace de Banach.

11 résulte de (3.1) et (3.2) que, pour tout 7' fini, u est dans L' (0, T; D(A?)),
et w"€ L1 (0, T; E); il en résulte que » (0) et »’ (0) sont détinis de fagon
unique, Papplication u - {u (0), w’(0)} étant continue de V (p, a) dans E><E.
De fagon précise:

THEOREME 3.1. On suppose que (1.1) a lieu. On donne p avec 1< p<Zco,
et o avec 1/p +a=9€]0,1[. Alors, pour u dans V (p, a), on a

(3.3) u (0) €8, (p, ),
(3.4) w' (0)€ 8, (p, @),

Papplication u — {u(0), u'(0)} étant continue de V(p,a) dans Sp,a)><8,(p,a).
Si {ey, e,) est donné dans S, (p, @) <8, (p, ) il existe u(e,,e,) =u dans
V (p, a), vérifiant u(0)= ey, u'(0)=e,, Vapplication {e,, e,} — u étant conti-
nue de 8y (p, @) >< 8, (p, &) dans V (p, a).
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DEMONSTRATION.

1) Soit 4 donnée dans V(p, a); alors u* définie par w*(t)=2u(¢/2)—u(t)
est également dans V (p, a), et u*(0) = «(0), Du*(0)= 0. Donc pour définir
u(0) = ¢, on peut toujours supposer que u’(0)=0.

Posons — A% -+ D% = f; t* f€ L? (0, oo ; E).

Désignons par '17,:7, ..., la fonetion prolongée de wu, f, ... par 0 pour
t < 0. Alors, effectuant les dérivations au sens des distributions a valeurs
dans E, on obtient

— BRUFDPu=7+8Re,.

Utilisant (1.8) on en déduit

~ 1 ~ 1
’M=—2—' Y‘ * H#_f—l——z—H(t)GO
d’otr

H(t)ey— ey =2 () —u(0) — ¥, » Hxf(t), ¢t >0,

et par conséquent

(3.5) H (t) eg — 2e, = 2y, (t) — v, (1),

avec
(3.6) w, () = f {t — o) u"(0)do, w,(t)= Y, H ().

[\
On va vérifier que

3.7) te—2q; (t) € L? (0, o0 ; B), i =1, 2, et dépend continfiment de u
) dans L? (0, co ; H),

ce qui démontrera (3.3).
Pour cela on note que t*u"” = v est dans L? (0, co; K), de sorte que

-

t

¢
2|y, (B || << t“‘?‘j(t —0)o~%|| v (o) | do < to—! fo‘“" |[v(o)]| do
0 0

et d’aprés une variante d’une inégalité de Hardy (cf. Hardy Littlewood et
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Polya [1], p. 245, (9.9.8)) on a:

oo ©o

jt(a—m |y @) |7 de < cifll”(t) |7 dt ;
0

0

ensuite, || ¥, * H(1)|| << ¢,t (norme dans L(E; E)), donc

s 0] < o5 f t — o)||./(0)]| do,
0

et on conclut comme pour vy, .

2) Soit encore v donnée dans V (p, a) et montrons (3.4). On introduit
wH(t) == 2 (u () — u (t/2)); w** est dans V(p, «), v**(0) =0 et Du**(0) = u'(0);
donc pour définir «’(0) =-¢, , on peut toujours supposer que u(0)==0. Alors

— Nyt DPu=f+dXe,,
d’on

~ 1 ~ 1
u=—‘2— Yi*H#j'+—-2—'YifH.e1;
on en déduit

Y, x H(t).e, — 2t e, = 2, () —y, (1),

d’out le résultat (3.4) d’apres (3.7).

3) Soit maintenant ¢; donné dans §;(p, «). On va construire u, élé-
ment de V(p,a) avec u(0)=-¢,, u’ (0)=0, et dépendant linéairement et
continfiment de e,. On pose:

(3.8) K (t)=t—2 (Y, » H (1),
(3.9 v(t) = K (f).e,.

Si ee D(A%), on a

A2 K (t)- e=1"2(Y2% A? H - ¢), ce qui utilisant (1.7), donne

A2K(t)-e=12(Yy»(D*H—20 X I)e)=1t"2(H (t)e — 2e);
par prolongement par continuité cette relation est valable pour e quelcon-
que dans F. Si maintenant e = ¢, € Sy (p, «), il résulte de cette formule que
t* A? v (t) € L? (0, 0o ; E). Comme t — K (t)-¢, est continne de t = 0 dans B,
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on a donc
(3.10) tev € LP (0, T; D(A?)

pour tout 7 fini.
On vérifie ensuite la formule :

DPK(@t)=t2(H—2I) —4t23 Y, » (H—2I)+ 6t Y, «(H — 2I).
Pour e, douné dans S;(p, «) on va vérifier que

=13 (Y, «(H—2I)e,) € LP(0, co; E),
(3.11) f
[ gy ==to—4 (Y, » (H— 2I)e)) € LP (0, 0 ; B).

Ceci entrainera
(3.12) te D*veLr (0, co; H).

Or, & des constantes multiplicatives prés, les fonctions y;(¢) sout majorées
en norme dans E par

t
ta—3 f | H (o) ey — 2e, || do.
0

Or, par hypothése,

|| H(t)eq — 2¢, || = >~ m (t), m € Lr (0, co),

donc
¢ ¢

|2 8) || < e ta—3 / o> m (0) do << ¢, t / m (o) do,
0 0

et (3.11) suit d’aprés Vinégalité de Hardy.
De (3.10) et (3.12) on déduit que la fonction

u(t) = q() v (),

q () deux fois continfiment différentiable dans ¢ = 0, & support compact et
avee q(0) =1, ¢’ (0)=0, vérifie: u€ V (p, ), et dépend contintiment de ¢,.

On vérifie que % (0) = ¢, et u’(0) = 0 (si cette derniére propriété n’a-
vait pas lieu, il suffirait d’ailleurs de remplacer u par u*, w* étant défini
comme au 1)), On a donc construit la fonction u avee les propriétés voulues.
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4) On donne maintenant e, dans S, (p, «), et on va construire » dans
V (p,«), dépendant contintiment de e, , avec %(0) =0, ¥ (0) = ¢, ce qui
achdvera la démonstration du Théoréme.
On introduit cette fois

(3.13) L(t)=1t2(Y;=H),
et
(3.14) w(t)=L{t)e,.

Si e€ D (4%, on a:
Lt)-e=t2(Y, s A2H) 6 =t=3(Yyu (D?H— 20 ®I) e=
=t (Y = (H (1) ¢ — 2¢)),

et par prolongement par continuité ceci vaut pour tout ¢ dans K ; par con-
séquent t* A2 we Lr (0, co; E), d’ou I'on déduit que

(3.15) tew € Lr (0, T; D(A?)

pour tout T fini.
On note ensuite ceci:

D?*L(t)ye, =t2(Y,=(H—2I))e, — 4t73 (Y, « (H — 2I))e, +
+ 6t (Ygx (H— 2I))e,.
On en déduit, comme au point 3) de la démonstration, que
(3.16) t*D?>we Lr (0, co; E).
Introduisant ¢ () comme ¢i dessus, on voit que la fonction

Ut)=q@®)w(®)

est dans V (p, ).
On vérifie ensuite que w (0) = 0, w’' (0) = (1/3) ¢, (pour cela, noter que

w' (f) = — 23 Y, * (He, — 2¢,) + t72 Yy » (He, — 2¢,) + % €.

Par conséquent la fonetion «(¢) = 3U (¢) répond a la question, et le Théo-
réme 3.1 est démontré.

2. Annali della Scuola Norm. Sup. - Pisa.
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On va maintenant généraliser la sitnation précédente en considérant
une famille 4,, ..., 4, d’opérateurs non bornés, avec

chaque A; est générateur infinitésimal d’un groupe G (t)
(3.17) fortement continu et borné, et G;(s) G, (1) = G, (t) G;(s),
pour tout ¢, j, s et t.

On désigne alors par S,(p, &) = 8y (p, «; 4,,..., 4,) Vespace des e¢€ E
tels que

t“2(Gi(t)e + Gi(—t)e — 200 € L? (0, 00; B), i =1,.., .

On le munit de la norme
(o]
=y N 1p
el + 2i=1 (ft@’—?)!' “ G;(t)e + G;(— t)e — 2e ”P dt)
0

qui en fait un espace de Banach.
On désigne de méme par S, (p, a) = 8, (p, a; 4,, ..., 4,) Pespace des
e € E tels que

t
ta—zf(e',.(a) + Gi(— o) — 2T)edo € TP (0, 003 B), i =1, ...,

0

muni de la norme analogue au cas » = 1, qui en fait un espace de Banach.

On désigne ensunite par D (A?) espace des ¢ € D (A2) pour tout i, muni
de la norme | e[ 43| A2¢| . On désigne alors par V (p, a) I’espace des
u telles que t*u € LP (0, co; D{A?) et

t*u"€ Lr(0,00; H), 1 <p<oo, 1l/p—+ a=0€]0,1].

Ceci posé

THEOREME 3.2. On suppose (3.17) ct les conditions du Théoréme 3.1
sont vérifiées. On a alors un énoncé analogue & celui dw Théoréme 3.1.

La démonstration se fait, & partir de la démonstration du Théoréme

3.1, comme pour le Théoréme 2.1 de Lions [1].

4. Théoreme d’interpolation.

THEOREME 4.1. Soit E' un deuriéme espace de Banach et Al,..., Al

v?
une deuxiéme famille d’opérateurs mon bornés dans H'. On suppose que les A;
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vérifient (3.17), et que les A vérifient Uhypothése analogue dans E'. On donne
un opératewr m, lindaire continu de E dans B! et de D (A?) dans D ((A)?).
Dans ces conditions, pour p et o donnés avee 1<p<< oo, 1/p+ a=0¢€]0,1],
(i) 7 est un opératewr linéaire continu de Sy(p, o; A;) dans 8, (p, «; A3);
(i1) 7t est un opérateur linéaive continu de 8, (p, a; Ai) dans S, (p, o; A7),

La démonstration est exactement analogue & celle du Théoréme 3.1 de
Lions [1]; on utilise cette fois le Théoréme 3.2. Par exemple, 8i ¢ est donné
dans 8, (p, «; A;), on considére u, élément de V (p, a; A;), dépendant liné-
airement et continfiment de e, avec u (0) = e; alors z (u (t)) est, grice aux
hypotheses faites sur =, un élément de V (p, a; A), soit v (f) = 7 (u (¥));
alors v (0) est dans S, (p, a; 4!), et dépend continiment de e¢; comme
v(0) = me, on a (i); méme chose pour (ii).

REMARQUE 4.1.

Munissons S, (p, a; 4:;) et S, (p, a; 4;) des normes

Il € [llsypaap = inf. || % || vip.aay ,  (0) = e,

lll € llls, 049 = T0f. || % || vp,aiap » w'(0) = €.

On a 1a des normes équivalentes aux normes des définitions 2.1 et 2.2, Il
serait intéressant de pouvoir calculer explicitement ces nouvelles normes a,
I’aide des quantités:

oo

e II,(f#H"' |G (t)e+ G(—t)e—2e ||1’dt)1/p

0
et

oo t

» 1/p
( tla—2)p f(G (6)e + G (— o)e — 2¢) do dt) H
0

on a en effet le résultat suivant: désignons par M, la norme de = dans
L (B, B'), et M, la norme de z dans .2(D (4%;D ((4')?); alors la norme de
n dans L(S(p, % 4;); 8, (P, a; 47)) (vesp. dans L (8, (p,a;4,); 8, (pya; 4} )) —
ces espuces étant munis des normes correspondant i ||| s ,a:49 €t ||| € [||s 049 —
est majorée par M(l,—',/2 Mim (resp. par M((,l""")/2 M{l"'")/z

Sy (p, & ; 4i); alors

). En effet, soit e dans

e M gty = 08 12l

< inf. (M, X (u) + M, Y (u)),

#(0)=e

inf. ¢
= ul(lol)=e Il (o 8 ”V(p,a;Ap
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oo

o 1
X (w) = (ft "Nl @) |Bas) dt) p,
0

oo

Y(u) — (f 1P “u”(t) ”p dt)llp.

0

Choisissons « dans V (p,a; 4;) avec u(0) =-e. Alors wu; (t)=u(it),1>0, a
la méme propriété. Donc

EZ ”'so(p,amp = inf. (Mo X (us) + M, ¥ (ws) =

— n;f. W My X (u)+ 2270 M Y () < My MY X () Y () <
<= My P MY® (X () + ¥ (w)),

et ceci quel que soit u avee u (0) = e, donc

1—8/2 1,9
el gy =2 Wl

d’ot notre assertion. On obtient de méme la deuxiéme majoration, en utili-
sant cette fois au lieu de u; la fonction wuf = 11 u (4t), 1 > 0. On peut faive
une remarque analogue & propos du Théoréme 3.1 de Lions [1].

REMARQUE 4.2.

Nous ignorons si la conclusion (i) du Théoréme 4.1 est valable pour

d=1/p + a €[1,2[.

5. Nouvelle définition de S, (p, ).
On a introduit dans Lions [1] Vespace T (p,a) des e€ E tels que
(5.1) t=1(G (t) e — e)€ L? (0, 00; B);

c¢’est un espace de Banach pour la norme

oo

el + ( ]t(a—m 16O e—c|? dt)”f’
]
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(Notons que cet espace est introduit et étudié dans Lions, loc. cit., en
supposant que G (f) est un semi groupe-et non un groupe, comme nous
supposons toujours dans cet article).

Introduisons (pour le cas général, cf. Lions [2]) Pespace T'!(p, «) des
¢ €D (4), tels que 4 ¢€ T (p,a), muni de la norme |||+ | 4¢||z, , (qui en
fait un espace de Banach).

THEOREME 5.1. Pour 0 <9 <1, Vespace 8,(p,a) coincide (algébrique-
ment et topologiquement) avec T (p, a), les hypothéses étant celles du Théo-
réme 3.1.

Tout ceci est encore valable lorsqu’on considere une famille 4, ,..., 4,
de générateurs infinitésimaux.

DEMONSTRATION.
1) Soit e dans S;(p,a); alors

2 (G t)e + G (—1t)e — 2e)=f, (t)€ L? (0, c0 ; H),

et comme @ (t) est borné
G (@) f, () =1t2(G (2t) e — 2G (t) e | ¢) € L? (0, 00 ; B).

Done

to=2 (G (t) e — 26G (t/2) e + e) = f(t)€ L? (0,00 ; B ).
Posant w(t) =1¢"1(G (t)e — e), on a donc .

(5.2) to—1 (u (t) — w (£/2) = f (t) € L? (0, o0 3 B)

(cette transformation est analogue a celle faite dans Zygmund [1}, Théo-
réeme 3.4). On déduit de la:

151 (u (£/2) — w (£/2%)) = 2°—1f (£/2), ete ...,

et posant
(5.3) Oy (8) = o1 (w0 (T) — u (8/2%)),
il vient
(1) — Dapg () = — [27€D F(£/2") + .. A 200ba—DleD) 1 (g2 ka1,
d’ou

I

n vu—!—q ||LP(0,00;E) = (2%;(1) 2—(11+k)(1——-0)) ”f ”L P(0,00,E) *

Par conséquent
(5.4) v, —~¢ dans LP? (0,00; H);
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on peut extraire v, telle que v,, (t)~ ¢ (¢)p - p., disons pour t¢Z, Z ensem-
ble de mesure nulle sur (0,co). Done, pour t¢7Z, > 0, w(t/2")—~u () —

— 172 ¢ (t) dans F fort lorsque u;—~ oo, ce qui montre que ¢€ D (4), et que
u (t/2"%) ~ A ¢ dans E. Alors

Vg, (1) = 271 (u () — 4€) p.p.,
done

(5.5) to=1 (=1 (G (t) e — e) — de) = t*71 (u (8) = 4Ae) — ¢ (1),
avec g€ L? (0,00 ; E). On en déduit que
ol (t~1 (G (2t) e — G (t)e) — G (t) de) = G (t) g (t) € L? (0, 00 ; F),

et alors
to—1 (G (t) de — Ae) =t*"1 (G (t) d4e —t71 (G (2t) e — G (t) e) |
=L (t1(G (t)e — ) — Ae) +
4 te—2 (G (2t)e — 2G (t) e -+ )
montre que 1 (@G (t) Ae — Ae) € L? (0,00 ; B), ce qui montre que Ae € T'(p,x),

donc que e€ T1(p, a).
2) Si e€ T1(p, a), on déduit de la formule

t)e—|—G(—t)e—2e=G(—t)fG(o)(G(t)Ae—Ae)do

que

|G@t)e+ G(—t)e—2e| <tM?| G (t) 1e — e || (si|| G (¢) || < M)

@’ol résulte que t*~2(G (t)e + G (—t)e — 2¢)€ L? (0, o0 ; K)
Le théoréme suit.

REMARQUE 5.1.

11 résulte de Lions [2] que T!(p,a) est lespace parcouru par v(0)
lorsque v vérifie: v€ V (p, ) et en outre

tav” € L? (0, 00 5 D (4))

Le point 2) de la démonstration du Théoréme 5.1 en résulte.
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REMARQUE 5.2.

Il résulte égulement de Lions [2] que, 8i m est un opérateur linéaire

continu :
(a) de E dans E,, (b) de D (4) dans D (4%), (c) de D (4?) dans D(4')?),

alors 7z est un opérateur linéaire countinu de 7' (p,a; 4;) dans T (p, a; 43).

Ceci ne constituerait une nouvelle démonstration du Théoréme 3.1, (i),
que si Phypothése (b) était conséquence de (a) et (¢c); nous ignorons g’il en
est ainsi (¢’est vrai si Pon prend F =— L9 et le groupe des translations ;
cela semble douteux en prenant encore le groupe des translations sur
Pespace H = C° des fonctions continues périodiques %)

Par des méthodes différentes nous montrons dans Lions [3] que
8, (p, &) = T (p, «) lorsque E est un espace de Banach réflexif.
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