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ESAME DI UNA SUCCESSIONE DI
POTENZIALI DI STRATO ELLITTICO CON
APPLICAZIONE A PROBLEMI ARMONICI NELLO
SPAZIO E NEL SEMISPAZIO

di MAURO PACELLI (Pisa)

In un recente lavoro di C. CATTANEO [6] & stata presa in considerazione
una successione {Vy} (s—=—1,1,3,5,...) di potenziali di strato semplice
relativi a masse distribuite su di un disco circolare di raggio a con densitd

2\2
Iw’:(l——) (§—=—1,1,3,5,...)

essendo o la distanza del generico punto potenziante dal centro del disco.
Alcuni di questi potenziali si erano gid mostrati utili nello studio del con-
tatto di due solidi elastici limitati da superficie di rotazione [3], [4]; suc-

cessivamente lintera successione {Vy (s—=—1,1,3,5,...), & stata
utilizzata nel problema della torsione di due sfere elastiche a contat-
to [7].

Nella Nota sopra citata, facendo uso di una relazione differenziale ri-
corrente fra i V,, si mosfrava che tali potenziali, nei punti interni alle masse,
sono polinomi in g%, i cui coefficienti sono facilmente calcolabili una volta
noti quelli di V_, e di V,. Nella stessa Nota i potenziali V sono utilizzati
per risolvere alcuni problemi armonici misti relativi al semispazio.

Nel presente lavoro compird Pesame completo di una analoga successione
di potenziali per un disco ellittico, alcuni dei quali sono gia intervenuti
isolatamente in questioni di contatto elastico [5]. Di essi mi varro poi si-
stematicamente per la risoluzione dei seguenti problemi armonici: detta

. 22 2
o Vellisse del piano z2—0, di equazione a—2—|—%:1,
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) MAURO PACELLI: Esame di una successione

1) Determinare una funzione ¢ (x,y,2) regolare e armonica per
2 > 0, nulla allinfinito insieme con le sue derivate parziali prime, la quale
soddisfi le condizioni

x® y?
p®,y,0)=D",(x,y)... z=0’?+32_£1

S

® _ o 29
—7._-0.-. Z—-——O, Ez——l—-b—z—>1

essendo P, (x,y) un polinomio assegnato ad arbitrio.

2) Determinare una funzione ¢ (x, y, ?) regolare e armonica per z >0,
nulla all’infinito insieme con le sue derivate parziali prime, la quale sod-
disfi le condizioni

g
p@,y,0=0... z::0,7+F>1
8<PI_ 22 92
'—az—Qn(w,y)... z:O,a—2+b_2£1

essendo @, (v, y) un polinomio assegnato ad arbitrio.

3) Determinare una funzione ¢ (x, y, 2) regolare e armonica in tutto
lo spazio (eccetto che nei punti di o), nulla allinfinito insieme con le sue
derivate parziali prime, la quale soddisfi le eondizioni

. . w?/ 2
lim ¢ (x,y,2) = P, (®,y), limg@(@@,y,2) = Qun(®,y)... 2=0, a—2+z—2<1

z2—04 20—

essendo P, (xy) ed @, (xy) due polinomi assegnati ad arbitrio in o.

La considerazione dei suddefti potenziali di strato ha dato occasione
anche ad un rapido studio (n. 3) della corrispondente successione di poten-
ziali « diretti » (secondo la locuzione di BOUSSINESQ), i quali trovano pre-
sumibilmente il loro naturale campo di applicazione nella teoria della ela-
sticita.
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§ 1.

ESAME DI ALCUNI POTENZIALI DI STRATO SEMPLICE RELATIVI
AD UNA ELLISSE.

1. — Uua successione di potenziali newtoniani relativi ad un disco
ellittico con densitd variabile per ellissi omotetiche. Calcolo nei
punti interni con metodo diretto.

In un piano x, sia data una ellisse o di semiassi a e b. Riferito lo
spazio ad una terna cartesiana ortogonale di cui gli assi # e y coincidano
rispettivamente con gli assi di o, consideriamo su ¢ una massa diffusa con
densita

8
22 y2\2
"= (1 e ?)
\
s essendo un qualunque numero della successione —1,1,3,5,.... Sono

allora determinati i corrispondenti potenziali newtoniani
_[#
Vs = f T d g 9

(r =V(® — &2 -+ (y — 9)? + 2?) dei quali indicheremo con V, i valori assunti
nei punti di o.

11 calcolo dei V, pud essere effettuato ricorrendo ad una formula dovuta
ad U. DInI [1], la quale permette di esprimere mediante un integrale sem-
plice il potenziale U di masse distribuite sulla ellisse di equazione i—k
¥ )
2

—1 con densitd g variabile per ellissi omotetiche alla data (Q-.:g(v),

wg 2 . . y
y—=—1 — g %) con la condizione che p (») per v compreso fra 0 e 1 sia

integrabile e sempre definita, potendo al pid divenire infinita di ordine

1
5 per » — 0. Precisamente risulta :

U(xyz):na,bff(H)%Tt
2
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dove @&

1 H
= (t(t+a) @+ ) -}f

22 2 22

H=l = e~ e ™7

essendo 4 la radice maggiore della equazione cubica, in ¢, H(t)=—0.
Nel caso in questione, essendo A =—0 nei punti di ¢, a calcoli effettuati
si trova (1):

) s+1
= sl x? ¥ \72 dt
1 V. e — —
1 Vil@,9) ”“b(s+1)!!f(1 &t b‘~'—|—t) 1
0 [t a?)(t1-D2)t)?
Risulta da tale espressione, che il generico V, (s——1,1,3,5,...) & un
1
polinomio di grado %— in 2> e y* e che, posto
, s+l
= 2 ok
Vs(wy) = 2 vy y
hHe=0
si ha
O 1)h+¥ sl o
Vhge = T 7o ik
ot (“‘; l—h—k)! Lk
essendo
mab at
2) Crje= i 11
2 Wty kg %
0 (a®+1) 49 ¢
Scomponendo in frazioni elementari I’espressione @ —|—t)h1(b2 T si

riconosce che tutti i Cpj sono esprimibili in funzione di C;y e Cy;. Per il

(1) Col simbolo m!! si suole indicare il prodotto 1.3.5...(m — 2) m oppure 2.3.6...
vo.(m—2).m, secondo che m @& dispari o pari.
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calcolo effettivo tornano utili le seguenti formole ricorrenti

@ - (@* — b?) Cne = Ot s — O, 1
2i— 2 2i—3
(4) @ (@* — %) Oy = 57— (202 — V%) Ciyo — 57— Cisno
0, 21— 2 Y 2t—3
(5) b (a® — %) 0y, = Py — (@®* — 2 b%) Cy, iy + 51 Co,is s

di imwediata verifica. Inoltre la (4), applicata un conveniente numero di
volte, permette di esprimere C;, mediante una eombinazione lineare omogenea
di Cpy e Cyy con coefficienti funzioni razionali di @« e b. La (5) poi con-
sente di esprimere in modo analogo il generico (y; in funzione di Cp; e Cp,
Si puo anche osservare che fra C;,, Cy; e Cy, sussiste la relaz one

(6) a2 01’0 + b2 00,1 pra— (/’0,0

Infatti &:

r 2 2
a? Cro + b Gy, — Co,ozf((zza_l_t _I_bz:_t - l) at =
v ((a* 4 1) (0* + 1) ¢)

L
2

2b2__t2 2p2 (2
= ¢ at=— « dt -+

3 31 3 31
2 2 2 2

O (407 02417 ¢ 0 (@20’ 249 ¢

~°° a? b2 — 2
—{—[ 3 1dt:Q
2 2

3
R GE RGE UM

2 p2
.. S a . .
come S8i riconosce osservando che la sostituzione t:T muta Pultimo in-
ab
a? b? — u?

tegrale in — 3 T du.

O (@4 w)® 0+ u)*

La (6), per quanto & stato gia detto, permettera allora di esprimere
ciascun C;, e C,; come combinazione lineare omogenea (con coefficienti fun-
zioni razionali di @ e b) di U1, e Cy;. Nel seguito, per semplicita, porremo
C19— A e Cy;— B. Mostriamo ora come A e B si possano esprimere me-
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diante gli integrali ellittici completi di prima e di seconda specie:

7T

i 1
K ()= 49 B(e)= f(l—ezsen"())z
0

0 (1 — ¢?gen? )’

0

o\t
avendo indicato con e:(l —%)2 Peccentricita di o. Effettuando nell’in-

tegrale che esprime A, ottenuto ponendo nella (2) k=1 e k=0, la so-
stituzione ¢ — a® cotang? 6 otteniamo infatti

b sen?0do 7 7 sen® @
A=—g| ——— g =7 B~ 7 K+ T a0
0 (1 — e sen?6)’ (1 — e®sen? 9)®
cioe
- L 4 mb[E@— B

a? — b?

Analogamente, se nell’integrale esprimente B effettniamo la sostituzione
t—0b*tang® 0, si trova:

7 [a*E (e) — b K (e)]
b (a® — b?)

8) B—

Inversamente dalle (7) e (8) si trae:

2 b2
(9) K(e):i%, E’(e):—z—(A—l—B).

Resta con c¢id acquisito che tutti i coefficienti v sono esprimibili come
funzioni lineari omogenee di K (¢) e di E (¢) con coefficienti funzioni razio-
nali di @ e b. ‘ '

Dai V, cosi determinati, ponendo a« —b, si ottengono naturalmente gli
analoghi potenziali sul cerchio, sopra ricordati. Per questi vale Pespressione

oo -1

V 9 s" T dt
S(Q)—"‘na’ !’ —a2+t % '
0

(a? +t)¢
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s+

— 2
(0? =a* 4 y?) e, posto Vy— 3 a,;; 0** risulta:
k=0

2 (2 &k — 1) =L DS
7T 8 — .o
s = (— 1) g : k12 k—0,1,2 sl
9 2 Gl ) A

conformemente a quanto stabilito in [6]. -
Nella seguente tabella sono riportati i coefficienti dei primi cinque Vs
per Dellisse.
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o I_72r—1

2. — Indipendenza lineare delle » | 1 derivate parziali Tyt

t=0,1,...r—1,7).

E utile per il seguito mostrare che le r 4 1 derivate parziali »—me

o .V2r—l
Kl wt ) yr—t (
Ammettiamo infatti per assurdo che sussista una identita del tipo

t=0,1,2,...,r) sono linearmente indipendenti.

A 3" I727'—1

t='oct oat gyt =9

(10)
essendo le c¢; costanti non tutte nulle. In virtd delle formule di trasfor-
mazione ’

O [LEm g, [arEm L\ [SED s
ox r o 0o r r
o 4 L

(11)
aff(s,n)do:fa_f(é,n),ido+ff<f_ﬂ7>cos@“
ay) v on v { 7

(efr. [6] pp. 206-210, dove ! @& il contorno della ellisse ¢ ed f(£, 5) una
qualunque funzione continua con derivate prime continue in o) essendo
ah lu2r—1

P
5 & 8,7h—‘t =0 su ! per h<<r — 1, risulta

or ‘72’_1 . or #21‘—1 -1— i
awtayr—t_ ‘9§tanr—t r

(4

e la (10) pud, in modo equivalente, scriversi

r r ,2r—1
(12) ff:"——r—ﬁ—doso.

7

Il primo membro della (12) & un potenziale di strato semplice relativo a o,
r r o 2r—1

con densita X cta—%%r—_t . Il fatto che esso sia nullo su o, oltre che allo
t=0 n

infinito come ogni potenziale newtoniano, comporta il suo annullarsi identico

in tutto lo spazio, dovendo esso avere il suo massimo e il suo minimo
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appunto su ¢ o all’infinito. Di conseguenza sard anche identicamente nulla
su o la sua densita, essendo essa proporzionale alla discontinuitd della de-
rivata normale del potenziale attraverso la' ¢. Dallipotesi (9) consegue
pertanto

r or lu2r—1

13 et =0

13) = & gyt

Mostreremo ora che tale identitd & assurda. Per questo, effettuata la tra-

sformazione di variabili » — % + i—g—, v = —f— — i—g— (¢ = unitd immagina-
[

r Iqu—l
& gyt
neare omogenea a coefficienti costanti (e tutti diversi da zero) di tutte le

or ”Zr—l
1] —
"+ out vt
indipendenti se proveremo che sono tali le seconde.
Eseguendo le derivazioni si ottiene:

ria) osserviamo che ciascuna si esprime come combinazione li-

e viceversa, e che quindi, le prime risulteranno linearmente

dut dgvr—t

— h g r—t—h yt—h
or pu2r—1 r(2 P _2_t1)!! ! M—lrz‘t (— 1y (1‘ — t) ek yr—i=h ot
h=0

14) e — (=1 b ) R h— D) e—)!

con la convenzione che la somma venga estesa soltanto ai termini contenenti
potenze di v con esponente positivo. Si vede in base a tale formola, che

Ar 2r—1
,u——————a(;t’l; prn ¢ un polinomio in v e v di grado ». Sviluppando ora u?h,
h h
ponendo ciod ph = 3 (— 1) (Ic) w vk i ha:
k=0
31‘ 2r—1 r—t
Iz a*ut/:am —(— 1y @r—1) t!mioa;?;*_t wr—l—m gl

avendo posto:

(m)

r—t r—t l 2
— — 1)
Frr—t ;.5,,( 1 m( l )(l—m) 2l—1nlte—n!

7 Iu2r—1
P ut P ,01—t
il quale risulta espresso da (— 1)7(2r — 1)1 ¢lal)_, w—t ot con ai‘,’l._, +0.

Si vede in tal modo che u contiene un sol termine di grado r,
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Cid posto osserviamo che da wuna eventuale identita del tipo

r r g 2r—1
tzo Ve _{987%’? =0 con le p; costanti, o meglio dalla equivalente
2r—1
/1, > yt%ﬁ = 0 annullando il complesso dei termini di grado massimo,

si trae Pidentita ;

b ooy jur—tot =0
t=0

e pomhe tutte le ocM_t sono diverse da zero, questa puod sussistere solo se
tutte le y; sono nulle.

: or Iu2r—1
Dall’indipendenza lineare, cosi dimostrata, delle ———— consegue
P ut 9 pr—t
or MZr—l
quella delle W’ (t=0,1,...r—1,r) e quindi, per quanto sopra
i o detto, delle -0V Lo (14) mostra inoltre che o delle 7 -1
si etto, delle T oy a (14) mostra inoltre che ciascuna delle r -
. ar Iqu—-l 1
derivate ———— diviene infinita di ordine — sul contorno ! di . La
o ut 9 vi—r 2
r 2r—1
stessa proprieta vale quindi per ciascuna derivata —(,))—%W .
Osserviamo inoltre che dalla indipendenza lineare delle derivate parziali
8" Voy_
m%, per mezzo della ovvia identita,
2V, 2V, — —
w? p ;’2“ + 2 9 :;g“ =—Cr412Vy  +Cr4+1)2r—1) Vyy

consegue anche lindipendenza lineare delle » -4 1 derivate parziali

ar f 9% 1_72r+1 8* I_72r+1 .
3wtayr——t\ 9 o 3?/2 y 0=0,1,2

yeee ¥ — 1, 7).
or Iu2r—1

FErTa

dimostrare, in modo piu sintetico, col seguente procedimento.
Ammettiamo, per assurdo, che sussista la identitd (13) con le ¢; co-

stanti non tutte nulle. Indicate con 4,, 4,, 4,,..., A, , 7 costanti reali

o complesse e con o e f i coseni direttori di una direzione s reale o com-

plessa, consideriamo la derivata secondo tale direzione, della funzione

I’ indipendenza lineare delle » | 1 derivate parziali 8i pud

61'-—1 Iu2r—1 ‘ or—1 Iu2r—1

67‘—1 M2r—1
0 5r—1 T A Sr—z Pl i

(15)  ® =4, R PP A i =
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Eseguendo la derivazione, si ottiene

F ot 4,p T

(16) &= Aja L — =

2r—1

r—l
W +Aap— 'u

+ (4 a+ A, p)
In base a tale espressione & facile controllare che & sempre possibile deter-
minare i coefficienti A,, 4,, 4,,..., 4,_; e i coseni direttori o e g in
modo tale che la @ coincida col primo membro della (13), e se le ¢; non
sono tutte nulle altrettanto accade per A; (1 —=0,1,2,...r—1).

Con tale determinazione dei coefficienti 4,,4,,... 4,—; la @, avendo
derivata identicamente nulla secondo la direzione s, risulta costante in tale
h MZr—l
d §t 6 h—t
di o, altrettanto deve accadere per la @, la quale percid & identicamente
nulla. Dalla ipotesi (13) che esprime la dipendenza lineare delle » 1 de-
or M‘Zr—l
a8 ot

direzione, e poiché le per h << r — 1 sono nulle sul contorno !

rivate parziali (t=0,1,...7), discende pertanto la dipendenza

ar—l lu2r—1

0 Et d nr—l—t
Procedendo in modo analogo si giunge alla conclusione che tutte le derivate
2r—1
@ P\T2
w0
sono linearmente dipendenti, e che la funzione stessa & identicamente nulla
Su ¢. Ma questo, data 1’espressione di u?—! & assurdo. Dobbiamo cosl
concludere che la (13) non pud sussistere con le ¢; tutte diverse da zero,
or u2r—1
_o"puT
0 Et r—-t
mente indipendenti. ‘

lineare delle r derivate parziali di ordine r — 1 (t=0,1,...r—1).

di uno stesso ordine & minore di r della funzione p2—1— (1 —

e che pertanto le derivate parziali (t=0,1,...r)sono linear-

3. — Un procedimento ricorrente per il calcolo dei V,. Potenziali
diretti.
La determinazione dei coefficienti v;(.s)k puo anche ottenersi con un
procedimento ricorrente che nei calcoli effettivi risulta di utile controllo.
Mantenendo le notazioni gia introdotte e con riferimento alla terna
0(x,/y,2) precedentemente fissata, consideriamo accanto alla successione dei
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potenziali V, quella dei corrispondenti potenziali « diretti »

(17) Ds(a:,y,z)_—_f‘usrda (8=—1,1,3,5,...)

[

(r = V(@—&? + (y—n)*+2%) di cui indicheremo con D (¢,y) i valori assunti
nei punti interni a ¢. Si possono facilmente stabilire alcune identita su o
che legano i potenziali diretti D, ai potenziali V,. A questo scopo si pre-

stano le formole di trasformazione (11). Essendo

— §2 ,72 s
Da(“«":?/):f(l—a—g bz)Zrdo con r="(@ — &7+ (y — u)? si ha:

. a2 9 ”s+2 1 .
f +zf s 710

[

_—=x 173

1
a? +23r_d
[LAE— _— - S
s—}—2f cosnédl 8—|—2f'u 7E o

e poich® x*+2 si annulla su !, si pud scrivere :

9 _ (112 9 ”8-*-2
w_st—{—s_l_2a f do
cio®
8—.«__ = a? aﬁ+2
(18) s 2Vt i as

Analogamente si ha:

o D, — b 0 Veps
=y 7V .
(19) y =Vt o5
Essond 7, 0°r 1 ile anche Pidentita
ssendo poi r 2—|— Fph = - vale anc
2P 2D _
(20) 0* D, 9* Dy 7,

0 x* o y?
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Sussiste inoltre tra i D, un semplice legame differenziale ricorrente.
Essendo infatti:

81—)-8—‘ 3’u's S 9 — _8. 8—2 .
aw_.faé'rdo—l—f,ufdl_—azflu Erdo
4 [] [

#D, s g — & 2D\ s P
Py N r §do, 8a? Jpey ar | ey

¢ y=0

e, analogamente,
2D\ _ s e Ui
OY® Jury B2 yz2 F o

y=0 o
risnlta

82 D, 2D —
2 s 21Y 8 - 0,0)
(21) « (aw? ),=g+ b (8?/2).70—0_8 DYy,

y= y=0

Dalle (14) (15), valide in tutta o si deduce inoltre

Ds(a:,y)———l)s(O,O)\“ng"’ VS(w’y)+8:ll—2a¢;7:'_2}dw+

.

-I—fygy'fa(o,y)—k © (‘“_7‘“) 2d?/

s+2\ ay

=0

ed infine, ricordando Vespressione (1) di _V,, si ha

o s+3 1
- 81! a? ¥\ L
(22)D,(w,y)zmb(s—g)””'_(1_(;2-}4_b2~|-t) } L it
0 (a2 4+ )% B2 4 1)°
+ D,(0, 0)

formola per il calcolo diretto dei D,. Risulta da essa che D, (r,y) per

§—=—1,1,3,... & un polinomio di grado 81—3 in 2% e 4> ¢ che posto
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sts
T I
Dy= X dppa™y® &
htk=0
® B+l sl . 9 /v
(23) dpe=(—1) pe (Cpn—1,6e — @* Cp )

226g3_h—@mm!

avendo ancora i Oy il significato (2).
Quanto a D, (0, 0), dalla definizione (17), posto ivi &=—aucos 6
7= busen 6, risulta

_ 2 Ny

o

S

27 1 1
:a2bf(1—e2sen?9)2 (16[(1—-1&)2 w?duw—
0 0

) sl . s!!
=2na b——(8+3)!!E(e)__2a2b2——(8+3)“(A—I—B).

Si pud osservare, per inciso, che i potenziali diretti D, (x, y, 2) sono
funzioni biarmoniche in tutti i punti dello spazio esterni a o¢; infatti es-
sendo Az'Ds:2 Vs(r,y,2), dall’armonicita dei V, (xy2) nei punti esterni
a o segue

4,4, Dy=0.
Facendo wuso delle (18) (19) (20) (21) mostreremo ora come i Vs (@ y) e
i Dy(xy), si possano anche calcolare, in phm]]elo, con procedimento ricor-

rente una volta noti V_,, D_,(x ¥), Vs(0,0), Ds(0,0). Per questo scri-
yiamo le (18) e (19) nella forma

(24)

— —— — 2 Vs

BV—S s 35_2 —
ox

(25) 0 Vs :i (8_% —y 178_2)
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s+1 ot
— 2 —
Posto allora V, (x, y):h+2k_ov§ffk ™ g2k D@, y)= % od“” o™y 1a (24)
diviene
=1 =1
2
20 3 (4 Dmpeath =20 3 ok D o™y —
h+E=0 h+k=0
s—1
2 (s—2) 2h 2k
—r X v xY )
htE—0
dalla quale si deduce
o) 28 (h 4 1) diTok — 8 Vs

(26) Vpa e =

s— 1
== 0 . .
T 1 )a" (/L—{—k 0,1,2, 5 )

Con lo stesso procedimento, dalla (25) si trae

28 (k1) AT __ g pis—D s —1
= e+l Wk i .
(27) vh,k—l—l I 2 (k _l" ] b2 t + k - 0 1 2 2

La (26) permette di calcolare i coefficienti di V, (ry) aventi il prix'no indice
diverso da zero. Per gli altri coefficienti, la (27), ponendo ivi i — 0, for-
nisce /la formula ricorrente :

(s—2) (s—2)
®) 8(k+])dok+1—8”ok s—1
k= 2,00 ———
(28) Vo, kb1 = S 1)1 0,1 3

Il termine noto v(s) coincide con V, (0, 0) che & gia stato calcolato. Quindi

il calcolo di V, (x y) & ricondotto a quello di Dys(xy) e Vs_g (xy).
_Vediamo ora di stabilire analoghe formule ricorrenti per i coefficienti
di Ds(xy). Dalle (18) e (19) si ottiene facilmente 1’identita

Vs e

(29) 2D, _ 2”%07-1)? i

0x oy — 1
che, una volta esplicitata, si scrive:

s-—~1
4x v 2 (h + 1)k + 1) dihy, e 2y =
s—1
— 2y 22 a (b -+ 1) vfhy g — b2 (k 4 1) ity wth g2

htk=0 a? — b2
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Da essa si trae:

(s) 9 (8)
(s) _a (b 1) v — V(A1) O kg _ s—1
(30) dh+1,k+1_ 2(h—-|— )(k+1)(a2—b2) h+k——0,1,2,.u,—2— .

Noti allora i coefficienti di V, (®,9), la (30) permette di calcolare i coeffi-
cienti di D,(r,y) aventi entrambi gli indici diversi da zero. Inoltre dalla
(20) che si pud esplicitare nella forma

s+1 s+1
2 2
2 3 1)@k 1)dP e+ (k1) 2k 1) @t ety = 3 oy 2™ y**
h+k=0 htk—0

8i ottiene :

(31)  2(h-1)(2h—4-1) A5k i+ 2(k4-1) (2k—A-1) A5 poy s =ik (h—l—k_o,l,2,. —21)

Posto in quest’ultima k—0, e calcolando d(s) (h &= 0) per mezzo della (30)
si ha

(32) A0 = b 010 — h D vy iﬂ)

2h(h-+1)(2h -+ 1) (a® — b7 (IL:1,2,..., 2

In modo analogo si trova

k a? v, — a2 v 8 +1
(33) APy = k1 )(kzl,z,,,,_‘l‘T),

2k (k-4 1) (2k_|_ ) (a? — b2
,Per il calcolo di di%) e di} seriviamo la (31) per k=10 e k=0 e la (21)
2 % + 2 4 = o5
2 at a4 210 4 = 0 4577
Abbiamo percio :

sdyy 7Y — 12y i — a? 1*33 —sdsy?
2 — b2 017 g (a2 — b?)

.

(34) ash =

Infine il termine noto df,sz) coincide con D, (0, 0), gia precedentemente cal-
colato.
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Riassumendo abbiamo che i V,(xy) e i D,(x, y) (8=—1,1,3,5,...)
1
sono polinomi di grado rispettivo 8_; e 842_3 in 2% e y? con coefficienti

calcolabili (in funzione di K(¢) ed H(e)) sia con formule dirette (1)-(8),
(22)-(23) sia con procednnento ricorrente (26)-(28) (30)-(34) che fa intervenire
contemporaneamente i V, (xy) e i Dz y) . Rignardo ai Ds;(xy=2) si puo os-
servare che essi non hanno soltanto una funzione ausiliaria, poiché la loro
biarmonicita nei punti esterni a ¢ ne lascia prevedere un’utilizzazione si-
stematica nella teoria della elasticita.

§ 2

APPLICAZIONI .

Mostreremo ora come lintervento dei potenziali V;(xyz) permetta di
trattare con semplicitd alcuni problemi armonici. Considereremo due pro-
blemi per il semispazio con condizioni miste sul piano limite (n. 4), ed un
problema di DIRIOHLET pér un particolare insieme illimitato privo di punti
esterni (n. 5) (). La trattazione dei problemi relativi al semispazio & basata
su di un procedimento gia applicato in [6] a problemi pilt particolari.

4. — Due problemi armonici per il semispazio con condizioni miste sul
piano limite.

Detto S il semispazio 2=>0 e o Vellisse luogo dei punti per cui &
x? 2 . . .
contemporaneamente z—20 e Py —l—%: 1, ci proponiamo il seguente pro-
[
blema :
a) determinare una funzione ¢ (v, y, 2) regolare in S soddisfacente
le seguenti condizioni ‘

e 92
(35) s {—ayg—l—azq: 0 per 2 > 0
(36) lim B ¢ —e, lim 2232 —,

(?) Per problemi di DIRICHLET in eampi privi di punti esterni si vedano [9], [10].

2. Annali della Scuola Norm. Sup. Pisa.
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i 22 2
(37) - =0 ber s =0, L4 ¥ 51
(38) Q@®,y,0)=Py(x,y) per z—20, a?_l_;;/—?gl

essendo R —=Va? -+ y*> + 22, ¢, e ¢, quantita finite o nulle, P, (z, y) un po-
linomio in x ,y assegnato ad arbitrio.

Consideriamo, per ogni h, le h 4 1 derivate parziali 88—2-‘—;—2;“;_“ (t=0o,
1,2,...,h). Per quanto & stato detto al n. 2, esse sono altrettanti po-
tenziali di strato semplice relativi a o, con determinate densitd, e pertanto
rappresentano h -+ 1 funzioni regolari ed armoniche in tutti i punti dello
spazio mnon appartenenti a o, con dervivata parziale rispetto a z nulla nei
punti del piano 2z=—0 non appartenenti a ¢. Poiché inoltre ciascuno di
tali potenziali ha una densitd che sul contorno ! di ¢ diventa infinita di

ordine ?(3) ed & quindi integrabile in o, possiamo asserire che essi verifi-

cano le (36).

Infine, per quanto & stato detto al n. 1, ciascuna delle derivate par-
ziali h-me ora considerate assume nei punti di ¢ valori di un polinomio di
grado h in = e y.

Risulta da cido che, qualunque siano le costanti az;, la funzione

n h o V?h——l n h h #2h—-1 1
3 oy —— T e e 1)
69w,y =3 Tttt (3 3a, FET) i

soddisfa tutte le condizioni volute eccetto in generale la (38). Appare cosi
spontaneo chiedersi se sia possibile scegliere le costanti az; in modo che
anche quest’ultima condizione venga soddisfatta.

La risposta affermativa a tale domanda & assicurata dalla indipendenza

h

%c%%(t:o, FEIPILE

B pertaﬁto possibile, e in un solo modo, determinare le a;,; in guisa
che, qualunque sia il polinomio I’, (xy) di grado n, risulti

lineare delle h + 1 derivate parzial

noh o Vonr
¢(x,y’0):££“htw= w (Zy Y) .

(®) Cfr. n. 2, in fine.
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Con tale scelta delle «j; la (39) rappre;senta evidentemente la soluzione
del problema proposto.
Sempre per mezzo dei potenziali V; (x, y,#) si pud risolvere .anche il
seguente problema :
b) determinare una funzione ¢ (x, ¥, 2) regelare in §, soddisfacente
le seguenti condizioni

(40) %2;:, + ‘zzy";’ + 3;:; —0  perz>0

(1) lin Rpe,y, =K lmr3%=rK,

(42) x,y,0=0 per z:Oez—:—l—‘Z—:>l .
(43) 3—‘::Pn(w,y) per z:Oez;—{—:Z—:gl

essendo R =Va? [y 1 2%, K, e K, quantity finite o nulle, e P,(ry) un
polinomio in # e y assegnato ad arbitrio.

Cominciamo a osservare che ciascuna delle h |+ 1 derivate parziali
% (t=0,1,2,...,hk) & come quelle considerate nel problema pre-
cedente, un potenziale di strato semplice relativo a ¢ e che pertanto la sua
derivata parziale rispetto a z & regolare e armonica in tutti i punti dello
spazio mnon appartenenti a ¢ e si annulla, oltre che nei punti del piano
#=0 esterni a ¢, anche all’infinito dove sono pure nulle le sue derivate
parziali del primo ordine.

Poiche inoltre ogni Vy,4; € una funzione armonica nei punti esterni

- 2 2

a o, indicato con A, Voperatore differenziale —g—a—v—z——k-g-iﬁ, in tali punti &
2 Vot 8" 4y Vs _

0 sa gyt — ot 6yt (t=0,1,2,...,h).

Cio premesso, posto

(44) : p@,y,2)=

¢ evidente che tale funzione soddisfa, qualunque siano le costanti f;, le

. ~
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condizioni volute, eccetto, in generale, la (43). Se poi osserviamo che &

0.9 32 n h oh V2h-|—1 - n h ok 22 ﬁ2h+1
— RS S| F 2 e
80%)am0  [02% 0n ot oxt oy 2=0 0h 0t CEANE]

on A,V
e ricordiamo che, per ogni &, le & 4 1 funzioni %—w}ﬁt}(tzo,l,& ceyh)

risultano polinomi linearmente indipendenti (cfr. n. 2 in fine), possiamo
concludere che & possibile in sol modo determinare i coefficienti f;; in guisa
che la ¢ (x, y, 2) definita dalla (44) verifichi anche la (43) e che pertanto
risolva il problema proposto.

5. — Un particolare problema di Dirichlet per una regione priva di
punti esterni.

Ferme restando le notazioni precedentemente introdotte, c¢i proponiamo
di determinare una funzione ¢ (x,y,2), regolare e armonica in tutto lo
spazio, eccettuali i punti di ¢, la quale verifichi le condizioni

(45) lime(@,y,2)=2P, @,y limex,y,2)=4~0, ,y)( +1)4<])
z—0+4 20—
. . dg
(46) limRo@,y,2)=4q, lim R? ——= —g¢,
R—oo0 R—oco R

essendo R —Ja? - 42+ 2%, q, e ¢, quantitd finite o nulle, P,(xy) e Q,, (xy)
due arbitrari polinomi in x e y.

Un analogo problema, relativo alla equazione di POISSON anziché al-
Iequazione di LAPLACE, & stato trattato da G. CIMMINO con condizioni aul
contorno generalizzate, come esempio di un procedimento generale atto allo
studio del problema di DIRICHLET per l'equazione di POISSON in n varia
bili |8]. Nel presente lavoro mi limito a costruire la soluzione del pro-
blema proposto facendo uso ancora dei potenziali Vi (x, y,2), o meglio di
potenziali da essi deducibili con operazioni di derivazione, allo scopo di
mostrare 'utilitd concreta dei potenziali stndiati nel presente lavoro.

Si giunge rapidamente alla soluzione del problema considerando anzi-
tutto il potenziale di doppio strato

1
U( 7y7 f( n Qm——dU
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il quale, come & ben noto (cfr. [2], cap. VI, n. 6), presenta attraverso o la
discontinuita

(47) (U] =U4s— U_y =P, — Q,

[(Ur,= llm U( , ¥, ?)]. Essendo, per la emisimmetria di U (v, y, 2) rispetto

al plano z _0 U4,=— — U_, dalla uguaglianza precedente (47) si trae

Pn— Qm

3 =—U_,

Uyo=

Costruiamo ora una funzione W (x, y, 2), armonica e regolare nei punti
dello spazio non appartenenti a ¢, nulla all’infinito assieme alle sue deri-
vate parziali prime, la quale assuma nei punti di ¢ i valori del polinomio

Pﬂ + Qm
2

. Per quanto & stato detto al n. 4, sappiamo che una tal funzione

8i puo sempre costruire mediante opportune combinazioni di certe derivate
dei Vy(ry2), ed in tal modo essa risulta, in ultima analisi un potenziale
di strato semplice relativo a o. Precisamente si ha:

.

ok oh Nt Vaney  [[E D o prh—1 \ 1
(48) W(x,?/,z)——ozh' Ozt}’h,tng— 557htw3)7d0

dove k & il maggiore dei due numeri n ed m, e i coefficienti y,; sono in-
dividuati dalla identita in o:

E h Bh ‘72h—-1 . Pn+ Qm
(49) 02'; 02; Th G ot gyt 3 .

Cid posto, la funzione

(60) (x,y,z):U(x,y,z)—]—Wx,y,z):

E R 2h—-1 1
—-_f m Qm _'—da—l_f(%; ‘)Z;Vht 65‘ h-—-t) r do

come somma di un potenziale di doppio strato e di un potenziale di strato
semplice, oltre a soddisfare le volute condizioni di regolarita all’infinito (46)
& regolare e armonica in tutti i punti dello spazio che non appartengono

2 2
a o e verifica le condizioni (45). B infatti, per :—24—? <1,

Pll_ m -P m . — P 7y
lim @(x,y,s)——/p © -+ "—|2_Q =P, lim @x,y,z)— Py 5 Qm+ ”’; @ ==Qu-
204 - 20—
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