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VEDUTE GENERALI SULIVINTERPOLAZIONE
E QUALCHE LORO CONSEGUENZA (%)

Memoria di MAURO PICONE (Roma)

Introduzione

Sia f(x) una funzione (reale o complessa) della variabile reale x, defi-
nita nell’intervallo chiuso e limitato 7 di punti estremi inferiore ¢ e supe-
riore a’, ivi di classe » | 1, cioé continua,con le sue derivate fino a quella,
inclusa, d’ordine » 4 1 (v essendo un fissato numero intero positivo o nullo).
Per ogni punto x di 7 sussiste allora Vegunaglianza di TAYLOR:

(1 f(w):f(lt)—k(x-—a)f’(a)_}-.,,_*_(_‘f_—_a)vfw)(a)

»!

@x

+[(w—§)vf(v+1) (E)d £.

»!

Riferito il piano a due assi cartesiani ortogonali # e y. sia T Vinter-
vallo del piano, chiuso e limitato, di punti estremi inferiore (a,b) e supe-
riore (a’,b’), cioé linsieme dei punti (x,y) del piano, per cuni

a=xr=d, b=y=b'.

Sia f(x,y) una funzione (reale o complessa) delle due variabili reali
x e y, definita in 7, ivi di classe » | 1, cioe, come in questo scritto in-
tendero, continua in 7' con le sue derivate parziali

gt f

Tah Oy OW=h=r+1,0=k=v+1)’

(*) Lavoro eseguito nell’Istituto Nazionale per le Applicazioni del Calcolo.
g P
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Porro
a2h f

f.(m:W O=h=r+1

e chiamero, tale dervivata, la derivata totale di f d’ordine h (!). Indichero con
F'T quella parte della frontiera & T' di 7', sulla, quale risulta
(®—a)(y—>b)=0.
Introdotte le funzioni
Su@ ) =FfW(a,y) + P (@,b) —f®(a,b),
(h=0,1,...,

ciascuna delle quali riesce ben determinata, non appena sono assegnati i
valori di f®(x,y) su & T, per ogni punto (x,y) di 7', sussiste Peguaglianza(?)

x x Y
(2) J"(w,y)r-fo(w,y)+f/y1(§,n)dédn+f[(w——6)(y—n)f'g(é,n)d£dn+m

_— v—l — py—1
+ ](w (3/ ']zﬂ) a’?deﬁl—Ffj( ' 5) (y ) FerOE, pdEdy,

che pud anche concepirsi come un’estensione di quella di TAYLOR (1), al
caso delle funzioni di due variabili. La (1) puo infatti scriversi

F@=7(a) +ff’ @ade +f<w Y T

+[(w—§)'f(’) dE—}—/ f(v—}-l (&) d5(3)

(4) Cfr. M, PICONE, Lezioni di Analisi infinitesimale [Circolo Matematico di Catania,
Catania (1923)], p. 201 210,

(2) Cfr. PicoNg, Appunti d’Analisi superiore, p. 598 [Rondinella, Napoli (1940)]..

(3) Supposta f(x,y, dotata in 1 di derivate parziali d’ordine comunque elevato, ivi
continue, potrebbe dunque considerarsi, come serie di TAYLOR della f(x, y), anche la seguente

Y
@ — oty — !
[(h—1)1

fx,y) wfo(w,y)+}§1

a

fh(E,ﬂ)dEdﬂ,
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Il ealcolo approssimato di una funzione f(x), di una variabile reale x,
di classe » 4+ 1 nellintervallo 7', mediante estrapolazione tayloriana, d’or-
dine », consiste nell’attribuire a f(x) il valore del polinomio

a)

w@ =@+ 2 0@ 5,

commettendo, cosl, un errore dato dalla funzione
R( ) j(m)—uf w)——j (@ f(v-l-l)(&

Il ecalcolo approssimato di una funzione f(x,y), delle due variabili
reali # e y, di classe » 4 1 nell’intervallo T', mediante estrapolazione tay-
loriana, d’ordine », si puo, analogamente, fur consistere nell’attribuire a
f(x,y) il valore della funzione

zy

v r — k—1 — m\k—1
uf<w,y)=ﬁ,(w,y>+k-§1j/ Y g agay,

a

definendo, pertanto, come funzione esponenziale dei due argomenti x e y quella funzione
f(z,y) per cui si ha:

f(h)(x,'y)=l, per xy=0, (h=0,1,..,)

e ciod la somma della serie

® (xy)¥
K=o k2’

che potrebbe indicarsi col simbolo
exp (x,¥).
Tale funzione & caratterizzata dal dover soddisfare alle equazioni
=f; f=1, per xy=0.
Tatto ¢id pud estendersi alle funzioni di quante si vogliano variabili reali. Cfr,
anche Carro BIRINDELLI, Sul calcolo numerico degli integrali multipli, [Rendiconti della

Classe di Scienze fisiche, matematiche e naturati, dell’Accademia Nazionale dei Lincei,
seduta del 6 gingno 1951]
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commettendo, cosi, un errore dato dalla funzione

\

R(m,y):—:f( )-—uf(w,y—// 'v—.E ) (1'+1)(§ n)duh;

Nel primo caso si sostituisce a f(x) la soluzione u; (x) delle equazioni
drtly

d xv+1

ut (@) =fW @) (h=0,1,.,. ),

=0, in T,

commettendo un errore R (x) dato dalla soluzione delle seguenti :

dr+ly
Ton = @),

wM (a) == 0 h=0,1,...,9),

3)

nel secondo si sostituisce a f(x,y) la soluzione wr (¢, y) delle equazioni

821'-{-2 u

(v41) ——
w v+ (myy) W“

52w o [

WD = S BT T =

U T] h=0,1,...,);

commettendo un errore R (r,y) dato dalla soluzione delle seguenti :

ur+D == _ﬁL =St (2. Y)
8 art1 g gt E ’
(4)
w = _oMu uF ' T)=0, (h=0, ] ¥)
“day e

Le equazioni (3) ammettono la funzione di GREEN cosi definita

(x— &y '
= er = r
per a <x <d, G,(x,¢& i P “=E<m,
=0 , ber Ezx,
(1_5),, :0, per ’V>0,

G, ) =", 6,8
t =1, per »=0,
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nel senso che la soluzione di esse & data da

a/

RWﬁjﬁh@JVmedﬂ

a

e, del pari, le equazioni (4) ammettono la funzione di GREEN cosl definita

alax<lc :_———(w—é)v'(g—")v
per Gv(m,?lwf,’?) )
by <V, = 0 yper é—ax4-n—y=0,

yper a<E<we b=n<y,

_ =& =y
per a<lze<a, G, (@,b,8,9) !y ’
= 0 , per t{=uw,

per a<E<a,

_@=&ly—a
per by<Vb, G, (@, y,&,n (12 ’
= 0 y per n=y,

per b=y9n<y,

(@" — & — gy
(i ’

G, (', 0, & )=

\:0, per » >0,
Gy (@, b, &) =G, (v1,y,&,7) ¢
(:], per »—0,

nel senso che la soluzione di esse e data da

‘a’ b’

R(w,?/):f[Gv(f,?/,é,n)f““’(é,n)d:fdn.
a'b

Tutto cid & ben elementare !

Ma suscita talune vedute generali sui metodi di calcolo per interpola-
zione (o estrapolazione) delle funzioni di quante si vogliano variabili, che
sono, come mi propongo di dimostrare in questo scritto, per mezzo di qual-
che loro applicazione, feconde di risultati interessanti.

Ad esempio, si vedrd — nel modo piu efficace al § 6 — che se si fonda
il caleolo dell’integrale doppio di una data funzione, in due variabili, sulla
conoscenza, non soltanto dei valori della funzione in aleuni punti del dominio
d’integrazione, ma anche su quella di integrali semplici di talune funzioni
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di una sola variabile, opportunamente dedotte dalla data, si puo pervenire
a quel caleolo commettendo errori di tale entita da renderlo effettivamente
degno di applicazione numerica. Cio non puo dirsi dei metod: di calcolo fin
ad oggi, di solito, seguiti che, giovandosi di ovvie estensioni di quelli ben
noti per le funzioni di una variabile, si basano soltanto sulla conoscenza dei
valori della funzione in alecuni punti del dominio d’integrazione (4).

§ 1. — Formulazione generale dei metodi di ealcolo per interpolazione.

Sia 7 un dominio limitato internamente connesso, con frontiera & T
di misura nulla, dello spazio euclideo S, a r dimensioni, per il quale deno-
terd con x , ®,,...,, le coordinate dei suoi punti. Sia

ohtizt. +i,

E:Zai. .
- 112 .2, i i i, ?
"ol ... 0

Wt t . Fi =14,

un assegnato operatore, alle derivate parziali d’ordine non superiore a 1 4 »,
i cui coefficienti ay;, ; (I’) sono funzioni del punto P(x,,,,...,2,), reali
o complesse, continue in 7. Sia {w} una classe di funzioni del punto I’,
per ciascuna delle quali

B [u],
riesce una funzione continna in 7. Siano
Ly,Lyy..., L,

m assegnati operatori, omogenei e distributivi, definiti nella classe {u}, tali che:

a) Comunque si assegnino una funzione e(/’) di una determinata classe
lineare {e(P)} di funzioni continue in 7' ed il vettore I(P) ad m componenti
L),y I(P)yeeeyly(P), di una classe {I(P)}, essa pure lineare e ben de-

(%) Cosi, il calcolo di un integrale % (i una data funzione di r variabili, deve ba-
sarsi sulla conoscenza dei valori della funzione in aleuni punti del dominio d’integrazione,
noncha sn quella di integrali ¥?% (k=1,2,.. ,r—1) di talune fanzioui di k variabili,
dalla data opportunamente dedotte. Cfr P. TorLORICI, Su un melodo numerico di calcolo ap-
prossimato per gli integrali doppi [Pubblicazione n® 303 (serie I1) dell’Istituto Nazionale per
le Applicazioni del Calcolo, Roma (1951)]; C BIRINDELLI, loc. cit, (3).
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terminata, esiste sempre una ed una sola soluzione, della classe {u}, veri-
ficante le equazioni:

Eu]l=e(P),
.

Ly[u] =1 (P), Ly[u] =1y (P), ..oy Ly [] = 1 (P) .
b) Esiste una funzione G (P, Q) dei punti P(®,,Zys.., @) € Q(&;,E&5,0000&r)
tale che, fissato arbitrariamente P in 7T, riesce funzione di @ definita in

T—&T— P, sommabile in 7 e comunque si assuma la funzione ¢ (P) di
{e(P)}, per la soluzione delle equazioni

Eu]=e(P),
@)

si abbia

Li[u]=0, Ly [u] =0,..., Ly [u] =0,

u(P)z[G(P,W(Q)dT(Q);

T

egsiste cioé la funzione di GREEN, relativa al dominio 7 e agli operatori
E,L,,(h=1,2,...,m), sulle classi {u} e {e}.

Cio posto, si ha la seguente formulazione generale dei metodi di cal-
colo per interpolazione (5).

Sia {f(P)} una classe di funzioni contenuta nella {u}, per ciascuna delle
quali E[f] appartiene a {e(P)] e il vettore di componenti Ly [f](k=1,2,...,m)
a {I(P)}. Assunta una funzione f(P) della classe {f(P)}, il calcolo appros-
simato della f(P) in T, mediante interpolazione competenie agli operatori
B, L, consiste in cio:

Si sostituisce al calcolo della f(P), quello della soluzione ws(P), delle
equazioni :

3 gE[u]:O
3)
Lk[u]:Lk[f], (k::l,2,...,m).
Poiché si ha, in T',
4) f(‘P)‘—’"—“f(P)‘|‘/G(P,Q)E(f)dT(Q),
T

sussiste il teorema :

(5) Parlerd sempre di metodi di interpolazione, comprendendo, fra questi, anche quelli
che dovrebbero pinttosto chiamarsi di estrapolazione

4 Annali della Scuola Norm. Sup. - Pisa
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I. — L’errore che si commette nel sopradetto calcolo é dato da
R(P)= |G, Q E[f]dT(Q).
T

Sia A un assegnato arbitrario operatore, omogeneo e distributivo, de-
finito in {u}, che, applicato ad una funzione wu(P) dia per risultato, un
numero e al quale corrisponda una determinata funzione I'; (¢)), sommabile
in 7', per cui si abbia, comunque si scelga una funzione e (P) della classe

(e (P)),
4 UG(P,@e(Q)dT(@)}:/rAwn(Q)dT.
T T

Assunta una fanzione f(P) di {f}, si trae dalla (4)

/1[f]:/l[“f]—l-fI’A(Q)E[f]dT,

e'pertantoz
II. — L’ervore che si commette sostituendo al calcolo di A [f] quello di
A uf] é dato da

e:fm(Q)Ia[deT,
T

e pertanto é nullo quando e solo quando RE|[f] risulta, in T, ortogonale e
Iy (Q) e sempre, in modulo, non supera il termine

f| I'y(Q)|dT.maxp | B[f]]|.
T

§ 2. — Interpolazione armonica e ipoarmonica periferiche.

L’interpolazione armonica periferica si ottiene quando, in
particolare, si assuma )

2
E=4= Zr' _8_

2 e Lu)=u(P) su &F1T.

o

Supporremo il dominio 7' doftato dell’ordinaria funzione di GREEN
G (P, @), relativa al problema di DIRICHLET per il dominio stesso, la
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classe {u} costituita di funzioni continue in 7 con le loro derivate parziali
del prim’ordine e in 7— & T con quelle del secondo, la classe {e(P)} con-
tenendo la costante uno. Con tale interpolazione si calcola, nell’interno di
T, una funzione f (P), della classe {f}, calcolando, in sua vece, la funzione
ug, armonica in 7'— & T, che coincide con f(P) sulla periferia & T di T.
In {u} ha significato il funzionale

A[u].—_—fu(P)d T,

T

che, come primo esempio, vogliamo calcolare, per una funzione f(P) della
classe {/}, ponendo

ff(P)dT:[uf(P)d T.
T T

Considerando, cosi, un metodo d’integrazione approssimata che potrebbe
chiamarsi armonico periferico.
Si commette un errore g dato da

ezfAde(Q)fG(P,Q)dT(P)-
T T

Cowe mi ha fatto osservare il mio valente collaboratore WOLF GROSS,
la funzione

F<Q>=[G<P,Q>d T(P),

T

¢ la soluzione, della classe {u}, delle equazionioni
(1) Au=1; u=0, su FT,

e per una tale funzione, detto n Vasse normale alla & T, volto verso 'esterno

di T, si ha
d d
fu,dT:fufh—f:do:[f%do,
T FT gr
onde il teorema

III. — Detta I'r(P) la soluzione delle (1), nel calcolo approsimato del-
Dintegrale.

ff(P)dT,
T
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di una jfunzione f della classe {f), col metodo armonico periferico, si pone
ar
@ [r@var=[rSrar,
. T §T

commettendo cosi un errore dato da

(3) o= [Af.Tr(Q)dT.

Poiché I'p(Q), nulla su F71', & negativa in T — FT'. esiste, supposta
J(P) reale, un punto P, intero a 7, per cui risulta

3) e=Msl, [F@ar.
T

Le (2) e (3) avranno un pratico significato tutte le volte che si conosca
la funzione I'p(P). Cid accade, per esempio, nel caso in cui il dominio T
sia un iperellissoide. In tal caso, detti &,,4d,,...,4d, i semiassi di 7', si ha

ropy=(3 % _4) 32
7 —(Ha—z— >/=a*

Se, in particolare, 7' & l’ipersfera di raggio & e centro O, si ha

1 —
FT(P)ZW (01)3_52),

e s8i perviene all’eguaglienza approssimata

‘ 4) / J(P)d T = mis T.mediagr £ (P) (6),
T

(%) Con media FT f(P) indico (per r = 2) il quoziente

mis &1

1
——— | f(P)do,
)

e per r =1, la semisomma dei valori della f agli estremi dell’intervallo T'.
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che costitnisce un’estensione, certo elegante, all’integrazione a r dimensioni
della formola di BrzoutT per lintegrazione a una. [’errvore della (4) & dato
da, quando f(P) sia reale,

82 mis T

(5) 9=—(7'_r2—)7-[4f]f,,

ove P designa un certo punto intero all’ipersfera 7'(7).

Poiche, per » = 2, non si pud decomporre lo spazio in ipersfere, la for-
mola (4) non & certo destinata a rendere grandi servizii al calcolo numerico
degli integrali a » dimensioni, per » = 2. Si potrd in generale richiedere
alla (2) un tale compito, tutte le volte che si riesca a costruire la funzione
I'p (P) — di facile calcolo — per domini, secondo i quali lo spazio possa
esser decomposto. WOLF GRoOSs mi ha fatto osservare che per I’integrazione
a due dimensioni si hanno di tali domini. Il piano & infatti decomponibile
in triangoli equilateri e per un triangolo equilatero di lato 24, riferito il
suo piano a due assi ¢ e y, Passe x giacente su un lato del triangolo e
I’asse y sulla normale a questo lato, condotta per il vertice opposto, si ha

. Y 2 (V782
() Tr@,y) = =3 — — V3]

Dato, ad ogni lato, del tringolo equilatero 7', il verso su di esso de-
terminato, da quello positivo di percorso sulla periferia di 7', riferiti, i
punti di ogni lato, ad un sistema di ascisse s, avente per origine il punto
di mezzo del lato e per verso l'indicato, siano f,(s),f,(s),f3(s), le funzioni
di s alle quali si riduce la f(x,y), rispettivamente, sul primo, sul secondo,
sul terzo lato del triangolo. Introdottavi la funzione (6), la (2) fornisce al-
lora V’eguaglianza approssimata

_ 4
[rmar=15 [0 +r0+awe—a,
T —é

e la (3'), se f(P) & reale, 'errore

6% area T
0= ——20—‘[Af]p-

(") Per r=1, la (5) del testo fornisce, se f(x) & reale,

_ (mis T
=",

& designando un punto interno all’intervallo T, cio® il ben noto resto della formola di
quadratara di Bezour.
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Il metodo d’integrazione armonico periferico & certamente pratico, per
qualsivoglia valore della dimensione # dello spazio, quando il dominio d’in-
tegrazione & uno strato ipersferico. Infatti, per un tale dominio si conosce la
funzione I verificante le (1) e un assegnato strato ipersferico & decomponi-
bile in tali strati, ad esso concentrici, ciascuno di spessore tanto piccolo
quanto si vuole.

Per esempio, per »r =—3, per lo strato sferico 7' di centro in O e raggi
interno 4 ed esterno &', si ha:

8 N1 2466 +062, 0P
]I‘T(P)dT:—%(d’—é)i‘(zié?—]-766'-[-—46’2).
T

Se, dunque per la funzione f(P), sottoposta all’integrazione, mello
strato sferico 7' di centro in O e raggi, interno a ed esterno a’, poniamo

fP)y=ro0r,m,

ove M designa il punto d’intersezione del raggio O I’ con la superficie sfe-
rica w(0) di centro in O e raggio 1, e, decomposto 7T negli strati sferici
Te(k—=1,2,...,s) di raggi

E—1

interno a;_; —a +

ar
/f(P)d T:/f dedo:
Ty

F Ty

(@' — a) ed esterno ap—a - -—f— (@' —a),

poniamo

Yt o+ ) s [ Flais, A0+ (s + 20 [ Flon, W dal,
(0) (0)
e quindi
/f(P)d =3 [f(P)aT=
7 k=1Tk
o

(;“ [(2a 4 a,)a/f(a,M)dw (2 a+ a,y) a’/f(a’ M d o
w(0) (0)
+63 a;/f(ak,M)dw],
k=1
@(0)
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si commette un errore g per cui risulta

7w (0 — ap (a® — a’)
9 8°

lo| < maxry|4f].

Un secondo esempio interessante di applicazione dell’interpolazione ar-
monica periferica e fornita dal calcolo del funzionale

A [u] =u (0),

0O designando il centro di una ipersfera 7'. In questo secondo esempio, non
& necessario richiedere alle funzioni della classe {u} la continuita, in tutto
T, delle loro derivate parziali del primo ordine. Se si ricorda che (8), sup-
posto r =23, detto ¢ il raggio di 7, per una funzione della classe {u},
nulla su T, si ha

si perviene al teorema :

IV. — COondizione necessaria e sufficiente affinché una funzione f(P) in
tre variabili, della classe {u} nella sfera di centro O e raggio 8, abbia in O,
come le funziuni armoniche, per valove la media di quelli assunti su F T, &

che risulti
1 1
[(6 OP) d ’
V]

cioé che la f verifichi Vequazione :

. 3(01’—-—5)[ 1 1
Af=rpp)— 00 L Tar,
r=vin =205 v 55)1T@

w(P) designando un’arbitraria funzione continua in T'.
L’interpolazione v-ipoarmonica periferica si ottiene, in par-
ticolare, quando si assuma

r 32 v
E’EA”:(Z ‘),
h=1 0 @}

(8) Cfr. per es., PicoNE [loc cit. (*)], pag. 92,
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essendo » un numero naturale non inferiore a due e la classe {u} costituita
da funzioni che, in 7' — & T, possiedono derivate parziali continue dei primi
2v ordini. Se, per esempio, si suppone il dominio 7T regolare e la classe
{u} costituita da funzioni continue in T per le quali riescono, altresi, continue,
in tutto 7', le derivate parziali dei primi » — 1 ordini, si pu¢ assumere

daru
Lk[u]:m[sua‘f’f] h=0,1,...,» — 1),

n designando Passe normale alla & T, volto verso Pinterno di 7. Si sostitui-
sce, allora, al calcolo della f(P), quello della funzione us, »-ipoarmonica,
nell’interno di 7', verificante, cioe, ivi I’equazione

A" uw = 0,
della classe {u}, che, sulla periferia di T, verifica le » equazioni

aku dr
————_—_'-——l (h=0,1,...,v—1).
dnk ™ dnk ’

Ritengo assai interessante un approfondito studio dell’interpolazione
»-ipoarmonica che, ovviamente, deve otfrire possibilita, ben pitt cospicue di
quelle date dall’armonica, crescenti con ».

§ 3. — Interpolazione razionale intera delle funzioni di una variabile
reale e calcolo dell’errore. -

In un intervallo limitato T = (a,a’), dell’asse reale x, si fissino » punti
Z,,%y,...,%,. € 8i facciano a questi corrispondere » numeri interi, non ne-
gativi, »,,v,,...,7,., ponendo

vwt+rvs+.o..Frv.tr=n.

Riferendoci sempre alle generalita esposte nel § 1, la classe {u} sia co-
stituita da tutte le funzioni di classe », nell’intervallo (a,a’) e si assuma

dru
Eu] = daxt ’ L [u] = w® ()

(h=1,2,...,7; k=0,1,...,7).
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Comunque si assegnino i numeri [z, esiste sempre una ed una sola
soluzione delle equazioni

aru

d an =0,

WO @) =l (h=1,2,...,7; k==0,1,...,%),

ed ¢ data dal polinomio, al pit di grado » — 1,

r 'Vh
. u(@)= 2 I lpy Ppy(x),
h=1 k=0

ove Py (x) & quello fra tali polinomi, verificante le n equazioni

0 (:0, per |h—i|4|k—j|>0.

Pre (2:) )

l:l, per h—iek=j,
(f=1,2,...,7; J=0,1,...,%)

il quale, avendo posto

1

— — v +1
P = @ —wyt,
1
@ (%)= Ph (@)’
ha Vespressione
w) Yh (s—k) (x)
(1) D=0 3 W)

k! s—p (s —K)!
Data, ad arbitrio, una funzione f(x), della classe n in (a,a’), posto
SE@)=Ffy Rh=1,2,...,r; k=0,1,...,7).

come funzione interpolatrice u, della f si assume, nell’interpolazione razio-
nale intera d’ordine n, coi punti fondamentali ®,,xy,...,%, € coi contatti

(%) Cfr., per esempio, PICONE, Lezioni di Analisi Matematica per gli allievi d’Ingegneria,
11 Corso, Anno accademico 1950-51, n® 11, p. 57 [Edizioni Studinm Urbis, Roma Citta
Univergitaria].
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degli ordini v, ,vy,...,7,,

r h

(2) U (a") - hfl kio fhk Phk: (2) .

Per calcolare ora l’errore f(x) — us(¥), bisogna ottenere la soluzione
delle equazioni (2) del § 1. Nel caso attuale, esse sono:

3) =e@), wP@)=0 (h=1,2,...,7; k=0,1,...,%).

Tutte le soluzioni della prima si ottengono ponendo

r  Yh ; __ g\n—1
w(@)= 2 2 ly Pn (¥)+ &L,e(e)df,
h=1 k=0 J (n—1)!

o

ove x, & un punto arbitrariamente fissato in T, con le n costanti arbitrarie
lni , € dunque per verificare le seconde delle (3) si deve porre

— n—k—l
b = —[ o e@as.

Si trova, pertanto, come errore K (x) commesso, nell’interpolazione
considerata,

R () = f (@) — up (@) =
4

@ @ai— 5 3 Py f . _k_tf“‘)(

(n—1)! h=1 k=0

Si ha dunque

J— n-—k—l

R () = 2 3 P ( wo) f“”( §ag,

h=1 k=0

e poiche z, ¢ un punto qualunque di (a,a’), possiamo anche scrivere

5 2wl [ (T @ as

@) Bo=2 2 0w® | o % —m
®h
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Assumendo, nella (4), il punto x, nell’estremo a dell'intervallo 7' e
facendo uso delle funzioni @, (x, &), definite a pag. 218, posto

r ‘Vh
G@,8==0n(®,&— hZ'I kZ' Py (@) Gu_p—1 (@n &),
~1 k=0

si ha pure, la solita espressione dell’errore :

al

5) (@) — () = f G, 8 @ dE,

a

mediante una funzione di GREEN.
Se ora A(x) & una funzione, fissata ad arbitrio, sommabile nell’intervallo
(a,a’), riesce definito in {u} il funzionale

o'

A[u]:fl(w)u(w)dw,

a

e ponendo, per ogni funzione f(x) di {u},

a’ a’ — a’

(6) f}.(x)f(x)dw:fl(w)uf(w)das: 2z fhkjl(w) Pu(z)d x .
) ) h=1 k=0 /

si commette l’errore

(7 QZ[H(E)J‘("HE)dE»

ove

ms):fz(ww(w,s)dw.

Nella (6) non compaiono quelli fra i valori fj; per ciascuno dei quali
la funzione 1(x) & ortogonale, nell’intervallo (a,a’), al corrispondente poli-
nomio Py (%) e pertanto, scegliendo tale funzione in modo che riesca orto-
gonale ad alcuni di questi polinomi, si possono ignorare, per il calcolo
approssimato di A [f], mediante la (6), i corrispondenti valori di f® (x),
qualora questi risultassero di calcolo difficile o di incerta approssimazione.
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Data ora una funzione F(x), sommabile nell’intervallo (e, «’), si pud
applicare la (6) al calcolo approssimato dell’integrale

a’

fF(w)dw,

a

con un errore maggiorabile, tutte le volte che si riesca a decomporre la
F (x) nel prodotto

i una funzione A1 () ommabile nell’interva a,a er una funzione
di f e i(r), s bile nell’intervallo (a,a’), per una f
S(x) di classe n—=», +»,+ ...+ ».-+ r, con la condizione che si sappiano
calcolare, con errore maggiorabile, gli n integrali

a’

f/l(w)l’hk(w)dw h=1,2,.0.,75k=0,1,...,%),

a

e si sappia maggiorare l’integrale (7).

Faro ora Papplicazione immediata di queste formole generali ad alcuni
casi particolari ben semplici. I risultati a cui si perviene sono, in parte,
notissimi e se indicherd anche questi lo fard e per la nuova sistemazione
che essi ricevono, nel quadro delle precedenti vedute generali, e per farne
al § 6, un fruttuoso raffronto con quelli che vi esporrd, concernenti il cal-
colo dell’errore in talune formole di cubatura, che io ritengo nuove.

Posto

ad—a=2a, o +a=2a,,

conviene introdurre la variabile ¢, legata alla x dall’eguaglianza

r=ay+at,
onde, posto
®) Slaog+at)=9(),
si trova
a’ , 1
ff(w)dw: il ;af(p(t)dt.
a —1

L’interpolazione centrale si ottiene quando, per essa, si conside-
rano soltanto i valori che la f(x) e talune sue successive derivate, a co-
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minciare dalla prima, assumono nel punto di mezzo dellintervallo 7. Sup-
posta f(x) di classe uno, si ha, per esempio,

t
q’(t)=q)(0)+f¢’(r)dr
0

1

1
(99 fqo(t)dt=2<p(0)—I—f[w’(t)—w’(—t)](l—t)dt,

-1

supposta di classe duwe, si ha

t
w(t):oo(0>+«p'(0>t+j (1 —7) ¢ dr,
0

e quindi anche

1 1
n S " (1 - lt ‘)2
(9") pHat=2¢ 0+ | ¢")—5"dt.
) -1
Donde, ponendo (formola di GAUSSs)
/f(w) 1o —w — /(5

8i commette un errore dato da

" aR
w =" iyt a0 —sw—solu—nar,

0

se f(x) & di "classe uno, e, se f(x) & di classe due, dato anche da

1
" a)
(10") =5 | ana— R an
1

(19) Supposta f(x) di classe due un’ovvia integrazione per parti fornisce, del resto, subito

1 1 1

1 -ty 1—|t)e
f[«p'(r)—w'(—t](x—t>dt=ﬁ¢”(t>+¢“(—t)]( ) dt=f<p”<t>%'—)dt.
0 0

—1

ciod Videntitd delle due espressioni (10') e (10") di o.
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che puo, dunque, essere cosl maggiorato :

Y
(L1') lel = (i‘§—a)‘“‘axﬂf’(w)—f' @a—2)],

nel primo caso, e, com’¢ ben noto, anche cosi:

(@' — a)®

n <
(11" el =53

maxy | f” (2) |,

nel secondo.

L’interpolazione periferica si ottiene quando, per essa, si con-
siderano soltanto i valori che lau f(x) e talune sue successive derivate, a
cominciare dalla prima assumono agli estremi dell’intervallo 7. Supposta
S(x) di classe due, sostituendo, per esempio, a ¢ (f) la funzione interpolatrice
u, (t), al pin di primo grado, verificante le condizioni ’

U (— 1) =@ (—1), u,(1)=e(1),

cioeé la funzione

Up ()=o) ——+@(—1)—5—,

8i commette un errore dato da [cfr. la (4")|

(12) RBO) =@ () —up () =

t
1+tf(1—z)¢”(r)dr—
1

t

/.(l +1¢"(7)d

-1

1—t
2

2

donde, ponendo (formola di BrEzour)

1

a’ 1
Jrwae=* 2‘“[«p<t>dt= [0 a =" @+ @)

—1 —1

si commette un errore

1

a —a

e=—"7 fw"(t)(l—t?)dt:—
-1

1
(—a—ﬁﬁ‘:j fagFat)y(1 — e dt
-1
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¥

che pud essere, com’® ben noto, cosi maggiorato [cfr. la nota (7)]:

" — a)3
(13) o= T D maxy | 7 @),
Abbiamo cosi, (di nuovo!) considerata I’interpolazione armonica periferica
del § prec., nel caso delle funzioni di una sola variabile, reale.
L’interpolazione centro-periferica si ottiene quando, per essa,
si considerano soltanto i valori che la f'(x) e talune sue successive derivate
a cominciare dalla prima, assumono nel punto di mezzo e agli estremi
dell’intervallo 7'. Supposta f(x) di classe ¢re, per la funzione interpolatrice
Uy (1), al pit di secondo grado, verificante (per esempio) le condizioni

Uy (— D) =@ (— 1), 1, (0) =g (0), u, (1) =¢(1),

<:+t>

si ha

t(1—1t)

Uy () = ——— 1)+ (1 —®) @ (0)— T‘P(—l)a

e per lerrore R, (f), ove si assuma il punto z,, della formola generale (4'),
nel punto zero,

t
—\2
(14) R (t) = @ (t) — uyq (1) :/ (-1——2—1:)—— ¢ (t)d=

0

1
t(l+t) (l _’1)2 m
: [ g P@dr— 2

0
t(l '—t)j (l _i_‘[)2 (P,”(‘l)d‘t.
-1

Supposta f(x) di classe quattro, per la funzione interpolatrice u,, (t),
al piu di terzo grado, verificante le condizioni

Uggr (0) = @ (0), w5y (0) == @’ (0), gy (— 1) = @ (— 1), Upe, (1) = @ (1),
si ha

(1L —1)

2
tu;w¢m+.7r_m_n+u_ﬂ¢m+u—mww,

o (?) ‘=

essa (cfr. § prec.) ¢ una funzione interpolatrice bi-ipoarmonica. Per il relativo
errore R, (t), ove si assuma il punto x, della (4') nel punto zero si trova

t
—T)3
(15) Ry (t) = @ (1) — ugqy (t):f%tp“’(ﬂdt

0

1 0
_t2(l —|—t)f(l — 1) tp“’(t)dt—tz(l; t)f(2 -2—1)3 oY)
-1

2 6
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Dalla (14) e dalla (15) si ricava che, ponendo (formola di CAVALIERI-
SIMPSON)

1 1
a —a a —a |
[f 5 /ulq,(t)dtz 3 ]uw(t)th
-1 1
(a")],
si commette un errore dato da
’ 1. 1
a — a a —a . .
(16)  e=—3 fRdt)dt:—W[[qo'(t)—w (— Ol (L —Rtdt =
-1 '0

1
'—%;T;jff["' ag+at)—f" (@, —a ] (1 — b7 tdt,
0

se f(x) & di classe tre, dato anche da

1
a

24—;2 fqv”(l)(l — [t +3

—1

(17) t) dt =

azg—ég [_/‘ (@p 4 o t) (1 — [} (1 + 3 |t]) dt,

se f(x) ¢ di classe quattro (11).

(1Y) L’identita delle due espressioni (15) e (17) di g, ottenute quando f(x) & di olas-
se quattro, si verifica subito mediante un’integrazione per parti. Avendosi infatti

f(1 tﬁtd¢=_“ —u,_d=v

3 3.4
risulta

1 1
—
f[(p/” M) — ¢ (— )] (1 —t21di= f[q;w ) + v (— 1] {(1 t + (13 41) at
0 0

1
1
=mf[¢xv(t) + @~ 1) (1 —13(1 4+ 3t)dt.
0

La (16) fu data da CANTELLI (nella nota « Resti nelle formole di quadratura» in Atti
della R. Acc. delle Scienze di Torino, 1915-1916) e la (17) da PEANO (nella nota « Resto
nelle formole di gradratura espresso con un integrale definito» in Rendic. della R+ Ace. dei
Lincei, 1913).
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Si ha, dunque, nel primo caso, la maggiorazione dell’errore

HEL -
1152

maxr | /" (@) — " (2 ag — @) [,
e, nel secondo, anche la seguente

(@ — ap
<<
el = —5s0

maxyp | f1V (x)

§ 4. — Interpolazione razionale intera delle funzioni olomorfe di una
variabile complessa ¢ calcolo dell’errore.

Indicherd con A un campo (cioé un insieme di punti aperto e connesso)
del piano complesso z—x 4+ ¢y . Quando menzionerd una curva del piano,
sottintendero sempre che essa sia continua e rettificabile. Sussiste il teore-
ma seguente.

V. — Condizione necessaria e sufflciente affinché una funzione e (2), olo-
morfu nel campo A, sia wi la derivata " di una funzione u (2), essa pure
olomorfu in A, é che, comunque 8i assuma in A una curva chiusa C, si ab-
bia sempre

fe(z)z"dz_—_o, per k=0,1,...,n—1(1).
(¢}

1l teorema, ben noto dagli elementi per n —1, si dimostra subito. La
condizione & necessaria: Infatti, per la funzione u(z), olomorfa in A, co-
munque si fissi un numero non negativo k, non superiore a n — 1, inte-
grando successivamente k volte per parti, lungo una curva chiusa C, trac-
ciata in A, si ha

fu(”) (2)*de = — kfu("—l) (#)2h1dz—=1Fk(k — l)fu("—z) (#)2h—2d2=—
C c [

cee = (— 1)"k!fu(”"k)(z)dz:0.
(o

(12) Basterebbe considerare, in lnogo di curve arbitiarie continue e rettificabili, sol-
tanto le poligonali, od anche, soltanto, quelle particolari poligonali — che soglio, nei miei
corsi, chiamare coordinate — per le quali ogni lato @ parallelo ad uno degli assi coordinati.

5. Annali della Scuola Norm. Sup. - Pisa.
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La condizione & sufficiente : Suppostala soddisfatta, fissato a piacere
un punto 2, in 4, le n funzioni di 2:

1) ek(z):(O)fe(C)C’“dC (k=0,1,...,n—1),

ottenute, integrando la e(2)2* lungo una qualunque curva C tracciata in
A, congiungente il punto 2, col punto z, riescono olomorfe in A, e si ha

en(2) =e(2) 2*.
La funzione

. n—1 zn—h—l € (z)
(2) w@ =2 (=D oy er

¢ pur essa olomorfa in A, e si ha

n—2 an—k—2 ek (z) n—1 zn—-k—l 2k

") —- 1) T A A

W= 2 (—Vo—g g3 TeO 2 Va5 w
n—2 zn——k——2 e (z)

J— — 1)k
=2 Ve %

Gt () =¢, (2) um () =e€(2).

Se, adottandovi una curva C d’integrazione indipendente da k, intro-
duciamo le (1) nella (2), si perviene alla seguente espressione della u(z),
ben consueta nel campo reale, che impiegheremo sempre in seguito,

=0 [E=I T ewac.

20

Fissati, ad arbitrio, in 4, gli » punti 2,,2,,. .,%,, si facciano a
questi corrispondere » numeri interi non negativi », ,v,,...,%, e 8i ponga
(cfr. § preec.)

vwt+rt+.o..Frv.+r=n,

l r
e — —_— 2\l
Pn (2) (@ — zpyntt [ (2 — #it?,

an (&) =1/pn(2).
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Il polinomio, al piu di grado n — 1,

P, (&) "k g0 (2)

Pun(#) = k! i (s—Fk)!

(z—zh)s9
h=1,2,...,75 k=0,1,...,7),
verifica le equazioni

)(,) 2) 07 per lh-——’&l—l—’k—j|>0,
"I=1, per k=i e k=j,

e la totalita dei polinomi P(z), al piu di grado n— 1, & descritta dal polinomio
r Yh
P(z):: > -2 lhk l)hk (z),
h=1 k=0
al variare comunque delle costanti [, , per le quali si ha

P®E (2) = by, .

Sia ora e(2), uwassegnata arbitraria funzione olomorfa in A, derivata
nm® di una funzione wu (2), essa pure olomorfa in A. La differenza

(2 — {1
(,f — e()dg,

¢ un polinomio, al pit di grado n — 1, e si avra pertanto,

L) n—l
3) W@ =2 2 by Pule 0)] —e)dc.
h=1 k=0 U

Al variare, comunque, delle costanti l;;, la u(z), data dalla (3), de-
scrive pertanto la totalita delle soluzioni dell’equazione :

u (2) = e (2) .
Data un’arbitraria funzione f(z), olomorfa nel campo A, posto

f(k) zh fhk (h:1,2,...,'r; k:o,l,-..,’l’h).
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il polinomio, al pit di grado n — 1,

Yy

4) U @R)= 2 2 fur Pur(?),
h=1 h=0

si assume come Jfunzione interpolatrice razionale intera, nel campo A4, della
funzione f(2), coi punti fondamentali z, ,2,,...,2, € cot contatti degli ordini
ViyVyye..y ¥, Llerrore R (2) = f(2) — u; (2), commesso in tale interpolazione,
e la soluzione dell’equazione

W () = ()
che verifica le condizioni
(5) w® (25) = 0 h=1,2,...,7; k=0,1,...,7).

R (2) avra dunque Despressione (3), postovi f (z) in luogo di e(z), e
saranno verificate le (5), soltanto se vi si assume

%h

— F\n—k—1
lhB': - (Chk)fg—z-h—]f)_—l'f(m d C .

20

Si hanno dunque (cfr. § pree.) le due espressioni di R (z):

E (z)z(())[(z = A

(n—1)
(6"
— é qzh (Chi) th (z)wﬂm @yde
h=1 k=0 W hE m—k—1)! ’
r : — P\n—k—1
(6") R@= % 3 (0w f P (9 = )4
h=1 h—0 n—Fk—1)!

%n

Dalla seconda di queste si deduce:

=

1 n—Fk
(______u(x;g_(:";;‘;:))l | Pux (2) |+

h
[R()|= 2 3 maxg, [/™ ()]
h==1 k=0

i
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I da aspettarsi che le espressioni (6') e (6”) dellerrore nell’interpola-
zione considerata possano essere utilizzate con profitto nella teoria dell’ap-
prossimazione delle funzioni olomorfe mediante polinomi interpolatori. Si
puo, in particolare, proporsi il problema seguente: fissati gli » punti
By 23,442 nel campo A, posto », =w, =.,.=9»,=v, determinare in-
sieme dei punti di A per cui riesce:

lim up(2) = f(2).

»-—+Q0

Esso, del tutto elementare per r — 1, non & stato ancora, che io mi
sappia, studiata in generale.

Vogliamo, in proposito, dare uno sviluppo in serie di E (2) che si deduce
dalla sua espressione (6'), nell’ipotesi che i punti z,,2,,...,2, siano con-
tenuti nel massimo campo circolare I'(z)), con centro nel punto z,, conte-
nuto in A4 . Si ha, per z in I'(z,),

o f£(n+s)
S =2 f___s_ii@(z_zo)s,

8=0

donde, dalla (6"), omettendo Pindicazione delle curve d’integrazione,

%O .f(n-l—s) (zo) f(z P é‘)u—l

R(z):s=0 o w11 (C—rzpdl
h__é'n—-k——l

——Z 2 Phk z) '(C‘—'Zg)st 9
h=1 k=0 — !

ma, per ogni intero I,

f(z-:)l(c dp g
s dl —

1! IF+s+ 0!’
donde "’
E(e) = g%j—‘% [(z — )t — h‘i 750 Py (¢ >dd:h (an — 2"+
Ora, il polinomio di grado » - s:
T dr
Pye)=(z —zpyts — I 3 Ppy(a) 7 (en — 2)"**

h=1 k—0 d
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¢ infinitesimo, nel punto z,, d’ordine »,; se, dunque, poniamo
1 1 '
()= —2z)" ™ (2 —2,)" ... (2 — 2",

osservando che
lim (P, (2)/(z —zo)"+) =1,

si trova
Py(2) = I1(2), Ps(2) = II(2) [(+ — 2p)* + Qs—1 (2)],

ove ()_;(2) designa un certo polinomio di grado 8 — 1. Si ha, in definitiva,

R(2)=(a—2, ) a—agrFL. . .(z—2,)" fm;(zz . {;: (1)3 (e—zg Q)+ - |-

§ 5. — Interpolazione trigonometrica delle funzioni di una variabile
reale e calcolo dell’errore.

La funzione f(x), della variabile reale x, sia di classe 2n -} 1, nel-
Pintervallo T= (a,a’) e siano @, ,x,, ..., Xouqq (@, < &y < ... < Byt
Xoygy — &y << @' —a) 20 -+ 1 punti di T', arbitrariamente fissati, Posto

’ J— gp—
¢ —a=2a, a-fa =2ap,

o
w:ao—l—;—t,

o
xh:ao+;th h=1,2,...,2n41),

f("o+ %t):‘P(t)a

[T
Pn (t) = ——-t—t H sen 2 t )
sen hoi=

-t

nel calcolo approssimato della ¢ (t) (e quindi della f(x)) per interpolazione
trigonomelrica, cot punti fondamentali ¢, ,t,,..., 841 € coi contatti d’ordine
zero, si assume come funzione interpolatrice della ¢ (t), nell’intervalto (— =z, n),
il polinomio frigonometrico d’ordine 2 n seguente:

2n-41 t
v )= 2 ¢ (t")pihé:) )




e qualche loro conseguenza 221
che verifica le eguaglianze
Uy (ty) =@ (tn), (=1,2,...,2041).

&
Anche tale procedimento interpolatorio rientra, com’é ben manifesto, in
quello generale considerato al § 1. Basta porvi

n [ d? d
= —_ 2)
E_,Z(dt2+s) at’
Lh[u]Eu(th) (h=1,2,...2n+]).

L’errore R (t)— ¢ (t) — u,, (t), connesso nella considerata interpolazione,
& dunque dato dalla soluzione R (¢) dalle seguenti equazioni:

g du
(n Bu=1 (7 + ) 57 =Bl
@) wit) =0, (h=1,2,...,20-+1).

La soluzione della (1), ridotta omogenea, verificate le condizioni iniziali

u® (0)=10 h=0,1,...,20—1),
(3)
u @) (0)=1
e data da
t \2n
w () = g (sen 7\) ,

ove ¢, & il numero razionale positivo

§=0

1 7! o (2%2n )
G =g 2 (— :)s(s )(n—s)z",

e quindi tutte le soluzioni della (1) sono date dalla formola

t
_ e (t) { — 7\
u(t)_hilthph ) +Qn[(seu B ) Elp(v)dr,

ove t, & un punto arbitrariamente fissato nell’intervallo (— n,7) e lel, so-
no costanti arbitrarie. Per varificare le condizioni (2) si deve porre
tn

b= — g f (sen b= )ZE lp @z,

[
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e 8i perviene cosi alle due seguenti espressioni dell’errore

¢

4y R(t)=gq, / (sent"“

h
Bl @) az— 5y, 20 (sen '_nf_)E [0 ()],

h=1" DPn (tp) 2
[) to
t
2n+4-1 t t, — 2n
(4") R (1) ::hfl q..lf—h'%%) f(sen hTT) Blp(r)dr,

h

nella prima nelle quali ty & un punto arbitrario dell’intervallo (—m,a).

Cosl, per esempio, per n — | gty = — %, ty=0,1, :—Z—, 8i trova
7\1—cost—sent 7\ 1 —cost-}sent
e collocando ¢, nel punto zero, dalla (4",
t
E(¢) :/[l — €08 (¢t —17)][¢"" (r) + ¢’ ()] d =
0
0
1 —cost—sent 1" ’
+ 3 [(l+senr)(¢ +¢)de
-4
1 — cost+ sent [
— 2+ /(l—senz)((p"’—{—qo’)dr.

0

Ne segue che, ponendo

T

®) fa}(w)dw =g [r0ae="7/(a,+ &)+ (=2,

-

Si commette 1’errore

(6) 9=“’2:“f3(t)dt

-

= (' — a)/[w"' &) +¢' (1) — 9" (— ) — ¢ (— ) I'(t)dt,
]



e qualche loro conseguenza 223

ove

———2% (n--i-)se;t, ro0st=-,
(M I'(t)

__-le—-—t_i_;:nt , per —g—étén

Esso & dunque nullo quando e solo quando la funzione

")+ ¢ () — @ (—t) — 9" (— 1)

& ortogonale, nell’intervallo (— =, n), alla funzione I'(f), definita dalla (7),
la quale, continua in tale intervallo, con la sua derivata prima, vi & nulla
agli estremi e positiva nell’interno. In particolare, P’errore & nullo se la fun.
zione @""' (t) + ¢’ (¢) & pari. In ogni caso se f(x) & reale, data la positivita
di I'(z) nell’intervallo (0,x), esiste un punto 7, interno all’intervallo stesso,
per il quale

o= (@ — @) 9" @)+ @ () — 9" (— 1) — ' (— 7 f rd
0

=@ —a) (—12— — —:7) [P @+ ®— " (— 09— (— ).

Se f(x) & di classe quattro, si deduce dalla (6), con un’integrazione per
parti, che si ha anche

o= (o' — a,)] [tp"’(t)—f—tp"(t)]fl"(r)dtdt,
—n 1)

e quindi, se f(x) e reale, Desistenza di un punto v, interno all’intervallo
(— ®,m, per cui

7!2
e =g (@ —a)[p™ (1) 4 ¢" ()],

ciod Vesistenza di un punto £ interno all’intervallo (a,a’) per cui

9 —a

e =5 @ —ar |52 e+

Ad un’altra espressione dell’errore ¢, di cui e affetta la (5), si perviene
anche, ovviamente, a mezzo dell’interpolazione razionale intera di primo gra-
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do, secondo la quale si trova, supposta la f(x) di classe due,

(l —-a

9_ fj” (ag+ at)y ™ (t)d

ove I™(t) & funzione pari, e

t2
=5 per 0<¢t=< L
I* ()
(1 — ¢y 1

=gy per =St=1.

Se f(x) & reale, esiste dunque anche un punto £*, interno all’intervallo
(a,a’), per il quale

1
__(“,—”)3 EE™ * . (a’,_a)s 7" ¥
Q——'—g—f (5)/F (t)‘“———gé—f (& .
2

e o & nullo anche, per esempio, quando f” (ay -+ «t) & funzione dispari di ¢.
Ecc.

§ 6. — Interpolazione competente alla derivazione totale, in un inter-
vallo del piano, delle funzioni di due variabili reali.

Considereremo, in qnesto paragrafo finale, per una funzione f(x,y) delle
due variabili reali # e y, di una determinata classe » in un intervallo T
del piano (efr. PIntroduzione), alcuni procedimenti interpolatori, in quell’in-
tervallo, che competono alla derivazione totale Uordine non superiore a n,
cioe agli operatori

o2k
W (k:(),l,...,n).
e riescono — come vedremo — in stretta analogia con quelli, considerati

al § 3, per le funzioni di una variabile reale (13).

(13) Si pud farne sistematicamente ’estensione all’interpolazione delle funzioni di quan-
te si vogliano variabili reali z,%;,. .,x,, competente alla derivazione totale in queste
variabili, cio® agli operatori

brk
% Lo ak’
bml b-’b"; 2 r

ma di 0id si occuperd il mio valente collaboratore Prof. CARLO BIRINDELLI.
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Detti (a,b) e (a’,b') i punti estremi, inferiore e superiore, dell’inter-
vallo T, i calcoli e le formole si semplificano notevolmente se, posto

o —a=2a,a"f+a=2ay,b' —b=28,b"+b=20,,
si opera il cambiamento di variabili

r=ay+as,y=2b,+ ft,

con che lintervallo rettangolarve 7, del piano (x,y), viene rappresentato
nell’intervallo quadrato ¢, di punti estremi inferiore (— 1, — 1) e superio-
re (1,1), del piano (s,t), e, posto

Slay+as,bg+pt)y=¢(,?),

i procedimenti interpolatori per la funzione f(x,y), nell’intervallo rettan-
golare 7' del piano (xy), equivalgono a quelli della ¢ (s,t) nell’intervallo
quadrato @ del piano (s,t). Non perderemo perd di vista la primitiva fun-
zione f(x,y). poiche, in varie occasioni, sara istruttivo enunciare i risultati
a cui perverremo riferendoci ad essa e all’intervallo rettangolare 7'.

Lominceremo dal dimostrare i seguenti tre teoremi.

VI. — Assegnata, ad arbitrio, una funzione F(s,t) di classe n 4 2 nel
quadrato Q (n intero positiro o nulle), esiste una ed una sola soluzione, della
stcssa classe in Q) , dell’equazione

. () 82n+4v
(1) pn (S,f)EWIO,

che coincide con la F(s,t) sulla periferia FQ di @ e, per n > 0, supposte
allora, F(1,t), F(— 1,8, F(s,1), F(s,— 1) infinitesime, almeno d’ordine

n, nel punto zero, & identicamenle nulla, con le sue derivate totali fino a
quella inclusa d’ordine n — 1, sulla linea L mediana di @ (14), ed é data da

@) o, 0=2 (9P, 0+ S 1 — 9 F—1,0

+oat+ore, 0+ 0 —nre,—)

(44) Per linea mediana di un intervallo del piano, col centro nel punto (a,,b), in-
tendo l'insieme delle sue mediave, cia® il luogo dei suoi punti, per cui

(@ - ag)(y—0y) =0,
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(L) (1O (1, ) — s (— (L ) (L — O F (1, — 1)

=) (1O F(— 1, 1) — st (1—8) (1 — O F(— 1, —1).

Si verifica immediatamente che la v(s,?), data dalla (2), & di classe
n -+ 2 in @, vi & soluzione della (1), coincide con la F(s,t) sulla periferia
di @ e, per # >0, & identicamente nulla, con le sue prime n — 1 derivate
totali, sulla linea mediana L. Il teorema sard dunque dimostrato se stabi-
liremo Punicitd di una tale soluzione della (1). Le soluzioni della (1), per
n =20, di classe due nel quadrato ¢, sono tutte date dalla formola

v(s,t)=C(t)+sD(t)4 A(s)+tB(s),

ove A(s) e B (s) sono funzioni arbitrarie della sola s e C(t) e D (t) della
sola ¢, di classe due nell’intervallo (— 1,1). Le soluzioni della (1), per
n >0, di classe n» -4 2 nel quadrato ¢, identicamente nulle sulla linea
mediana L, con le loro derivate totali fino a quella inclusa d’ordine n —1,
son tutte date dalla formola

3) v(8,t) = 8" C(t) + 8"+ D (t) + tn A (s) + tn+ B(s),

ove A (s) e B(s) sono funzioni arbitrarie della sola s e O () e D(t) della
sola ¢, di classe n - 2 nell’intervallo (— 1, 1), infinitesime, almeno d’or-
dine n, nel punto zero. Il detto teorema d’unicita sard dunque dimostrato,
per n = 0, se faremo vedere che esiste una sola funzione, avente la forma
(3), che coincide con la F(s,t) sulla Q.

Tale coincidenza avverra allora e allora soltanto che si verifichino le
seguenti quattro equazioni :

(4) 8"C(1)+ s D(1)+ A(s)+B(s)=F(s,1),
@) (—1)"s"C(— 1)+ (—1)"s" 1 D(— 1)+ A(s) — B(s) =(—1)"F(s,— 1),
(6) CO+DO+ A1)+t BU)=F(L,1),

(M CO—=DO+ (=) A=)+ (=) B(—1) = (— )" F(—1,1).

Dalle (4) e (5) si ricava

;A@ S [FE, D) (=D Fs,— 1]+ as A a st

—

(B(s)_ [F(8,1) —(—1)"F (s, —1)] + bs*+ b, 8",

2
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e dalle (6) e (7),

c@t)y= [F(1,) +(— 1" F(—1,]+ ct* ¢ tnt1,

(9)

o| = ro| -

Dy=—[F(,t)—(— 1) F(—1,t)]+dt"+d, "1,

ove a,b,c,d, a,,b ,c, ,d sono costanti verificanti le eguaglianze :

a—— ; [C(1) 4 (— 1) 0 (—1)], a1=——;—[D(1)+(—1)"D(——1)],
b::—-—;——[C(l)-—(-——l)"C(——l)], b.:—%[D(l)—(——l)"D(——l)],
c=— AW+ (= A=), e=— - [BO)+(— 1) B(— 1),
d:-—%[A(l)——(—l)“A(—l)], :n:—-—;—[B(l)—(—l)"B(—1)]-

Introdotte le (8) e (9) nella (3), si trova

1) veg=t0+9ra, 0+ S u—gri—1,y
o (— b
+Za+ore, 0+ S 0 —grE,—)

+ (@4 €) 877 4 (2 + @) s (b ) a0 - (b, - @) e vt
Dalle (4), (5), (6) e (7) si ricava anche
(11) C)+D(M)+AW)+B)=F(1,1),
(12) (=1 C(— )+ (=D (=D FA()— B)=(—1"F(1,— 1),
(18) €(1)— D(1) + (— 1" A(— 1)+ (— 1 B(— 1) =(— 1" F(—1,1),
(14) (=1 O(—1)—(— 1" D(— D) (= A (— 1) — (— 1)"B( 1)=

F(_ly—l)’
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sottraendo, membro a membro, la (12) dalla (11) e la (14) dalla (13),
(15) 2B+ CM+DA)—(—1)"C(—= 1) — (=1 D(—1)=
Fl,)—(—1)"F(1,—1),
16) 2(—1y'B(—N+0M)—D(1)—(—1)"C(=1)+ (=) D(=1)=
(—1)F(—1,1)—F(—1,—1),
sommando, membro a membro, la (11) econ la (12) e la (13) con la (14),
(17) 2A0)+ 0+ P+ (=1 C(=D)+ (=)' D(—=1)=
F(i,)4+(—1)"F(—1,1),
(18) 2(— 1" A(— 1)+ C(1) = D(1)+(— 1) C(— 1) — (= 1" D(— 1) =
(=D"F(—1,)FF(—1,—1),
sommando membro a membro la (15) con la (16) e la (18) con la (17),
—4, +D)=FQ,1)—(=1*F(,— 1)+ (—1)"F(—1,1)—F(—1,—1),
—d@to)=F1,)+(=)F1,—1)+(—1D)"F(—1,1)+F(—1,—1),
sottraendo membro a membro la (16) dalla (15) e la (18) dalla (17),
—40, 4 d)y=F(1,1) — (—1"F(l,—1)—~(—1"F(—1,1)+F(—1,—1),
— 4, +D=F 1,1+ (— 1) F(1,— 1) — (— 1) F(—1,1)— F(—1,—1).
Vengon cosi determinati i valori delle costanti a +¢, a, +d, b4 ¢,
b, + d, che compaiono nella (10), la quale, introdottivi tali valori, fornisce
la (2). Ed & cosil dimostrata Punicita sopra detta.
VII. — Assegnate ad arbitrio, nel quadrato @, una funzione conlinua

e(s,t) ed una funzione ¢ (s,1t) di classe due, esiste una ed una sola soluzione,
di tal classe, delle equazioni

w=—e(s,t), in Q,

u =g , su &9,
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e posto
s t
F(s,t).—:zp(s,t)—ff(s——a)(t—-t)e(o,t)dodt,
00 '
é data da
u(s,t)—1+ FQ, t)-|————F(—1 t)
(20)

11—t

+ 1 r e, 0+ 2 e, —

— U+ PO, D)=+ 90U—gF (1, —1)

1

— U= A OF(—1,1) = p =)L) F(—1,—1)

s t
-|—ff(s—o)(t—z)e(o,r)d1do.(‘5)

Ed invero, la funzione
-
v:—:u——fj(s—o)(t-—'c)e(o,t)dodt,
00

¢ di classe due in @, e vi verifica le equazioni
[/ 3 . - o
v =0, in @; wv=F,su &Q,

e pertanto essa & data dalla (2), per n = 0, e quindi la u della (20).
VIII. — Assegnate, ad arbitrio, nel quadmto Q, una funzioue conlinua
e(s t) ed una funzione @ (s,t) di classe n -+ 2 (n > 0), esiste una ed una sola

soluzione, di tal classe, delle equazioni :
u(l1+2) — e (q , t) , in Q ,
u =g , su FQ,
uh  —e® S sau L, (h=0,1,...,0—1),

(15) Tale teorama & da reputarsi noto, da gran tempo Cfr. D, MANGERON, Giornale
di Matematiche di Battaglini, 1933.
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e, posto

(pk(s,t):qo(k)(s,())—l—tp("’)((),t)—(p(h)((),()), (k=0,1,...

n—1 —_ k—l — V-1
F(s,)=¢(s,t) — @y (s,t) — 2/[8 o) (¢ —x) ¢p(6,7)dodr

[(k—1)1]?

s i
/[ 8—[(;:4_1 :)'_I)M-H ¢(o,r)dodr, (%)

0

k=1

é data da

u(s,t)_—;—]+8 +£——8)”

3 (1L—s8)F(—1,1t)

(21)
+5ut+0r6, 0+ S 0 —yre, -

— (LB )= (= (U (1 — ) F (1, —1)

1

— == 149 F —1,1)—%8'%"(1—s)(l—t)F(—l,—

s t
n—1 — a\e— — 7)k—1
Fops,0+ 3 [ [EZo =1

i ST R A
00

8—0"+1 t—'z)"’H
—+ j CEE e(c,7)dodr.

Ed invero, la funzione

n—1 (8——0"_1 t—‘t)""‘l
v_u—-tpo—Zf/ F= 1D @y do dz

Y (8 —_— 0)n+1 (t — t)n+l
_f/ AL
0 0

n—1
(18) Per n =1, il sommatorio hz (.. ) deve essere omesso,
=1

1)
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e di classe n 4+ 2 in @, e vi verifica le equazioni:

v+ =0, in @,
v =F, su F¢q,
oh =0, su L, h=0,1,...,0—1),
risultando F(1,t), F(—1,¢t), F(s,1), F(s,— 1) infinitesime, almeno d’or-
dine u, nel punto zero, e pertanto la v & fornita della (2) donde la » dalla (21).
L’interpolazione centrale, di una funzione f(xr,y) di classe
n - 1 (n =0, nell’intervallo 1', consiste nel sostituirla con una funzione

up della stessa classe, di derivata totale (n 4 1)”* identicamente nulla in
T, che, sulla linea mediana di 7', verifica le equazioni

u}k)__——__/‘(k) (k=0,1,...n).

Per n=—0 e n=1, essa & gia statan considerata dal TorToRIOCI [loc.
cit. ()] e dal BIRINDELLI [loc. cit. (3)] & stata estesa al caso delle funzioni
di quante si vogliano variabili e per n qualunque. Supposta f(z,y) di classe
uno, per la funzione ¢ (s,?) si ha

s t

@(8,1) = ¢y (8 t)—|—/[ (0,7)dadr,
0"
e quindi

['/ (s, t)dsdt:2f (8,0)ds+ 2 / ,NHdt—4¢(0,0)

_|_//A A(p 7,0) (L —8)(1 —t)dsdet (1),

supposta di classe due,

s t s t
oo 0=n0,0+ [ oo, 0doart [[s—ae—ne0,na0as
00 0%

a’ b’
(47) Per una funzione f(x,¥)), col simbolo 4 4 f (&, n), denoterd la sua variazione doppia :
ab

Sa', b)) —f(a,b)—f(a',b) + f(a,D),

relativa all’intervallo di punti estranei (a,d) e (a’,b’).

6. Annali della Scuola Norm. Sup. - Pisa.
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e quindi
1 1
ﬁw(s,t)dsdt:2[¢(s,0)(18+2f¢(0,t)dt—4(p(0,0)
=1 =1
11
-1 !
Poiche

f S,y dwdy__ﬂeal,f[q)(s t)ydsdt,

a!

1
— b —b [
ff(w,bo)dw:“ - afq;(s,ﬂ)ds, [f(ao,y)dy: ; /(p(O,!)dt

a —1 —1

si ha dunque il risultato: Posto

(22) f F@,y)adT=
T

a
@ — b)]f(.’t ybh)da 4 (a' — a)/f(uo yWdy —jf(a,,by)area T,
a b
8t commette un errore dato da :
T t
23) o= (m“ ) /fA Af(ag+ao,bg+p1)(1 —s(1 —t)dsdt,
—t

se f é di classe uno, dato anche da

1 1
a T)
37 o="EE [ [/t as bt g0 — s a1 dsat,
L5

se f & di classe due, che pud dunque essere cosi maggiorato :

area T)? 2a0—x 2bo—Yy
lel= (""‘ge—)maxr 44 e,
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nel primo caso ¢, come ha gia notato TORTORICI, anche cosi

(area T')3

|Q|§—2‘I‘2—1"3XT|f" Y|,

nel secondo.

L’identitd delle due espressioni (23') e (23”) dell’errore, ottenute nell’ipo-
tesi che la f sia di classe due pud, del resto, essere immediatamente verifi-
cata mediante un’integrazione doppia per parti (!8). Si ha, infatti,

-

1 1

"(s t . 8t 82 (1—8)2(1—t)2 .

[—Z-]s fl_ttp(a,t)(l-—s)(l —t)dsdt_jjA 4 (a,r)asat 1 dsdt—
0

—8 —t

ot

0

1

(LI

1
[[‘P” 8, )" (—s, )+ " (8, —t) ¢ (—s,—1)]

1 1
f [(p"(s,t)(1_18|)2:1—|t|)2dsdt.

-1 -1

0

Si noti la perfetta analogia delle formole (23') e (23”), rispettivamente
con le formole (10°) e (10”) del § 3, relative all’interpolazione razionale in-
tera centrale. Entrambe le formole (10) e (23') esprimono l’errore per mezzo
dell’integrale esteso all’intervallo T, avente per punto estremo inferiore il
centro di T e per punto estremo superiore quello di 7', del prodotto di una
variaztone della derivata /' — variazione che vorrei chiamare centrale perche
& relativa ad un intervallo J col centro fisso in quello di 7 — per la misura
dell’intervallo J’ che ha per punto estremo inferiore il superiore di J e per
superiore quello d1 7. Con le formole (10"”) e (23") I’errore & espresso dal
prodotto di 1/2” (+ dimensione dello spazio) per lintegrale, esteso all’inter-
vallo 7, del prodotto della derivata f” per il quadrato della misura dell’in-
tervallo di cui una coppia di vertici opposti & costitnita dul punto d’inte-
grazione e da uno di quelli di 7', ad esso piu prossimi.

(18) Alludo alleguaglianza

a' b’ a' b

a’ b
fqu’dwdr—d 4 (gf)—A /yyfdy—dfwadw +fffg dzdy.
a
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Se nella (22) si costituiscono i due i1 tegrali semplici, che in essa com-
paiono, con le loro approssimazioni

(@ —a)fag,by), (V" —b)[(ag, by) ,

fornite dalla formola di GAUsS, si perviene alla ben nota
(24) [/_/'(w Yy d T =f(ay, by)area 7',
s

della quale gia si conosce una maggiorazione del modulo dell’errore (19), Ma,
a norma di quanto precede, Verrore o* di cui & affetta la (24) & precisa
mente dato da:

1
(25') ot = ¢ —b)ia —7 fsz("0+“o>b0)(1—s)ds
0—3
by — by |
L« -“)4( — )/A/, (g, by + B7) (L —)dt

0

(area l‘

//AA]M (ag+a0.by4p7)(1 —s)(L—t)dsdt,

se la /& di classe uno, anche da

b — b —
(25" Q*:( )a “) /f,zao—i—asb )1 —|8|Rds

IR AL /fyz (ty, b+ B0 (1 — | |? at

+Mf/fazye<ao+as bt BOM—[sP1—[t)dsat,

-1 -1

(19) Cfr. le citate [loc. cit. ()] mie Lezioni di analisi infinitesimale, pag. 672,
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se la f & di classe due. Il confronto delle espressioni (25') e (25") dell’errore
di cui & affetta la (24) con le (23') e (23”) dellerrore commesso con la (22),
ben convince della assai maggiore potenza approssimatrice che, in generale,
possiede un metodo di calcolo numerico dellintegrale doppio di una funzione
S, esteso ad un intervallo T, fondato sull’impiego della (22), di fronte a
quella posseduta da un metodo che si avvalga della (24). Per esempio, de-
composto intervallo 7' in «® intervalli Ty (h,k=1,2,...,n) eguali, coi
centri nei punti (ayp,bg), impiego della formnola (22), per il calcolo dell’in-
tegrale della f esteso a ciascuno di questi intervalli, conduce ad approssi-
mare Uintegrale della f esteso a 7', per mezzo della somma [cfr. TORTOR1OI,
loc. cit. (4)]

b a’
. a—a b —b 2
Ny = 2 | Sflan,y)dy + 2 | f@,b)dx
n h=1, o g
b a
areaT » »
- 2 2 Zf(“’h 9 bk) ’
n h=1 k=1

Pimpiego della (24) mediante la somma, di calcolo assai pilt semplice,

area T » »
Zf(“hybk)'

*___
Sn - 2
n h=1 k=1

Ma, mentre si puo assicurare che l’errore di cui & affetta la §, e, al
diverger di n, infinitesimo almeno del second’ordine, rispetto a 1 | n, se
J & di classe uno, e del quarto se f & di classe dwe, per quello commesso
con la S¥ si pud solo dire che il suo ordine di infinitesimo non & inferiore
# uno nel primo caso, a due, nel secondo.

L’impiego della (22) esige, per contro, il calecolo approssimato dei due
integrali ad una dimensione che in essa compaiono, ma, senza contare che
talvolta ci0 pud essere immediato, anche quando non lo sia il calcolo del-
Vassegnato integrale doppio, a quel compito gia provvedono, in generale, le
regole ben note e lungamente sperimentate del classico « Calcolo numerico ».

Per esempio, sostituendo, nel secondo membro della (22), i due integrali
con le loro approssimazioni fornite dalla formola di CAVALIERI-SIMPSON, si
perviene alla formola, non priva di eleganza,

(26) |[rar="5=zr00 4 2500,

T

ove sono ndicati con C il centro e con C; i centri dei lati dell’intervallo
T. Di tale formola si puo subito scrivere, dopo quanto precede, un’espres-
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sione dell’errore, la quale consente di affermare che, decomposto Vinterval
lo T d’integrazione in n?® intervalli eguali T};, ed applicata la (26) per il
calcolo dell’integrale della f esteso a ciascuno di questi intervalli parziali,
la somma di tali integrali approssima quello esteso a 7', con un errore,
infinitesimo, almeno del second’ordine o del quarto, rispetto a 1/n, secon-
doché la f & di classe uno o due.

LDinterpolazione periferica sisegue, supposta la f(x,y) di clas-
se due nell’intervallo 7', assumendo come funzione interpolatrice della fun-
zione ¢ (s,t), la soluzione u, (8,?) delle equazioni

v (8, 8) =10
u(s,)=¢@@E,t, su FQ.

In virti del teor. VII si ha:

'w(s,t)z-l-—;—'_fqﬂ(l,t)-k ! ;ew(—l,t)-i-]-itw, l)+L?w(s,—l)
_(1_+8)4(1_—|—t)¢p(1 ’])_(_1_—|—_8)4(1__—t1(p(| ,— 1)
— t 1 —s8)(1 —t¢
_l+’)4 + 1’])_§__§)4(n—)(p(—]’_1).

Lerrore R (s,t) =@ (s,t) — u,(s,t) & dato dalla soluzione delle equa
zioni
,ull — (pll’

v =0,su &¢Q,

e quindi, di nuovo per il teor. VII, risulta

s t 4
R(s,t).:[f(s——o)(t-——t)go”(o,t)dodt
00

0t s1

1t ~
_[1‘2*"] (1—o)(t—t)+l;sff(l-l-o)(t—’“rl_zﬂﬂ(s—")“_’)
2% 00

+———ff(s—a ‘t)} ¢"(o,7)dadz

0 —1
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+[('lis)4“"j")ofj o) (1l —o4 T BA =0 t)ff(l

01
FO=0 U [fago—o+ E=0= “” (1ot 9" (0, do .

—10 —1—-1

11
ffu,,,(s,t)dsdt:

—1-1

1 1 1 1
fqou,t>dt+f¢<—1,t>dt+f¢<s,1>ds+f<p<s,—1>ds
e 21 s

—1

Si ha

.

—{w(l,1>+<p<1,—1>+¢(—1,1)+<p(—1,—1)]

/f (s tdsdt_—fftp (s H(1 —s)(1—t)dsdt,

. —1-1

e pertanto il risultato: Se la f ¢ di clusse due nell’intervallo T, ponendo

b’ b’

: 2""[ff(a’,y>dy+jf(a,y)dy]
b b

’ Uf(ac,b'>dw+ff<w,b>dw]

[f(a,b)+f@,b) 4 Fla,b)+fl@, b,

(27) f faT=
T

area T

si commette un errore dato da

11
(28) g:@%;)—sfff”(ao—}—ocs,bo—l-ﬂ!)(l—-sz)(l —®)dsdt

—1-1

che pud essere cosi maggiorato:

(29) lo| = maxg|f" ©,9) |-

(axea Ty
1‘
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Si noti ’analogia delle formole (28) e (29) con quelle ottenute al § 3 relati-
ve all’interpolazione periferica razionale intera delle funzioni di una variabile.

Se agli integrali ad una dimensione che compaiono nella (27) si sosti-
tuiscono le loro approssimazioni date dalle formole, di GAUss, di Brzour,
di CAVALIERI-SIMPSON, si ottengono rispettivamente, le seguenti:

[[rar="5Zesr0)— 2r 7,
T

f f rar=""%5 sy
T

[ rar="22w ) — 217,
T

ove sono indicati con C; i centri dei lati e con V; i vertici di 7, delle quali
¢ ben facile ora scrivere un’espressione dell’errore di cui sono affette, a mezzo
di integrali semplici operanti sulle devivate fys, f,» ¢ doppio operante su f”.
L’interpolazione centro-periferica di una funzione f(x,y), di

clagse n | 2 nell’intervallo T'(n = 1), consiste nell’adottare come sua fun-
zione interpolatrice la soluzione uy, della stessa classe, delle equazioni:

wrt) =0, in T,

u =f, su FT,

u® —=f® su L, k=0,1,...,0—1),

1, designando la linea mediana di 7'. Sostituendo la f(x,y) con la ¢ (s,1),
seguiremo il solito procedimento, fondato sul teor. VIII. Per » — 1, posto

s t
Fi(s,t)':::qa(s,t)——(]‘o(s,t)zf’lftp(o,z),
8i trova, come funzione interpclatrice u;, della ¢, nel quadrato ¢,
8
ulw(sat):?(l + 8) Fy (1,1
2

— (U= F(— 1,0+ 5 0 +0F6,)— 5 (1= F\(s,— 1)

— 2 A+ DA+ 07, (1, )= (1 + 91— Fy (1, — 1) —(1— ) L+ Fy (— 1,1)
A=A =0 F (=1, — D]+ 96,0+ 90,0 —p0,0),
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con Verrore
¢

R, (s, 8) = /(8-—0 (t — 7)?

0

oo [ —otemsaon [l

Ml)d dz

¢ (6,7)dodr

tt n+tf[<e—o I—x>2+m—t>jfs—o o

10
+st[<n+s)u+f>[[<n —o>2<1—1>2+<1+s>(1—t)f[u—o>2(1+z>2
0 0—1

00
(1 —8)( l—{—t)/[(l—}—o 1—1)2+(1—s)(1—2) [ (140 )2(1_|_t)2] ( ),1 dz.
—1

Per n =2, posto

o~

s
Fz(s,t):fflP(G,t)——t(P'(S,0)—8(P'(0,f)~|-8tq7'(0,0),

si trova, come funzione interpolatrice u,, della ¢, nel quadrato Q.
$2
/"‘z(p(s,t):?(l +8) Fz(l ,t)
§2 t? 12
5 =R — 1,04 5 L+ 0F s, 045 (1 =0 F6,—1)

[(l—|—8(1+ Y1, )4+ 4+80 —8F0,—1)
F+A =80+t F(—1,1)F (1 —8) (1 —t)Fo[—1,—1)]
+ 96,00+ @0,t) —@0,0)4t¢'(s,0)+38¢ (0,8) 45t (0,0),

con Verrore

—_ 3 —
Ry (8,t)= [fs 0(?3 ';2 i @1V (6,7)do dr
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1t 0t
~ea [ [o—ore—tra—n [ [utore—
00 —10

'PIV (0,7)

s 1 s 0
+t2(l+t)f./(8—0)s(l—1)3+t2(|—f)//(8—0)3(l+1)3} YRR dodz
0 0 0 =1

11 10
+szt2[<1+s><1+t>/[<n Pl — P (9 ~t)ff<1—o)3u+z>3
00 0 —1

01

00 v
+(1—s)(1-2) / / (14031 —2p+-(1—8)(1—) / /(1+a>3(| +z)3] ‘p4 (é",)’;) dodr.
—1 —0

 ben visibile che

(30) f/uw(s,t)dsdt:[/uw(s,t)dsdt,
Q" Q"

e facili calcoli conducono alle eguaglianze :

ffu1¢(s,t)dsdt=
Q

1 1
.'gf[w—l,t)—l—w(f),t)-l—fp(l ,t)]dt+—;-/[¢(8,—1)+4(P(8,0)+fr>(8,1)]d8
—1 -1

—-:,-{tp(——l,—l)-i—w——l,l)+¢(l,—l)+¢(l ) 1)
+4lp0, )+ O, —1)4+ 1,004+ @(—1,0]+4 16 ¢(0,0)},

f/R,(s,t)dsdt::

Q
11
s ¢

.__] " o
22.32[ _f’sf't‘p (0,9 (1 —'s)~(| —tstdsdt,

00
ffRz(s,t)dsdt::
Q

1 1
ggg—:ﬁffle(s,t)(l—|s[)3(l—]t|)3(l+3[8|)(l-|—3[t])dsdt.

—1-1
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Se f(v,y) & di classe quattro, devono, in virtu della (30), essere iden-
tici i secondi membri delle due ultime eguaglianze, cio che & confermato
da un’integrazione doppia per parti, seconde la quale si ha:

11
s t .

/fA A" (o,0)(L—s8P (1l —tlstdsdt—=

v
11 5

1’ 5 (l

4 t—.

ff—sfltqo (o,t)asat[ 3 4 (L-+3s) (l—-]—dt dsd
0%

11
24—.133[f[tp”’(ff,t)—l—w’V(—s,t)—I-w”’(s,—t)—l-tp“’(—-s,—t)]
[
(r—8B3 a1 —t3(+38(1+3t)dsdt.

Si perviene dunque al risultato: Indicati con C il centro, con C; i cen-
tri dei lati con V;, i vertici dell’intervallo 1', posto

(31) fff(w,y)dl'-——
T

'Y+ 4 Sy, y) 4+ S0y y))d

ybo) + S (@, ) do

area T

— e BV 442 7(0) 416 /(0)],

st commette un errorve, dato da

62) o= a;3a£)4ffz' Zt‘f’"(ao+ma,bo+ﬁr>(l — 8 (L —tpPstdsdt,

—s —1
se f(x,y) é di classe tre, in T, dato anche da

" (area T)
(32) @ = 516 a4 216,34 fflva0+“8 b0+ﬁt)

-1 -1

SL—=[sPA— P +3[s)(1+3|t)hdsdt,
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se f(x,y) é di classe quattro, che puo essere cosi muggiorato

/ area T')* 20— 2bo—y
(38) ol = O M e [0 0" e
® y

nel primo caso, e anche cosi:

(area T)

(33" AR
\33 ) ‘ [ ’ = 98802

maxrp ‘fIV(w ) I ’

nel secondo.

Si noti, ancora una volta, la perfetta analogia delle formole (32) e (33)
con quelle riportate alla fine del § 3, concernenti 'interpolazione centro-pe-
riferica razionale intera delle funzioni di una variabile.

Le riscontrate analogie — mai venute meno — fanno pensare all’esi-
stenza di un teorema generale che dovrebbe subito condurre, nell’interpola-
zione competente alla derivazione totale, a risultati analoghi a quelli nel-
Pinterpolazione razionale intera delle funzioni di una variabile reale, anche
per le funzioni di quante si vogliano variabili reali.

Se si calcolano i due integrali semplici, che compaiono al secondo
membro della (31), per mezzo delle loro approssimazioni fornite dalla for
mola di CAVALIERI-SIMPSON, si ottiene ’eguaglianza approssimata

area T

(34) [[f(w AT = =[S/ (V) + 4 2/ (0) + 16 £(0)],
T

della quale, nelle mie « Lezioni di Analisi infinitesimale » [loc. ¢it. (1), p. 673]
& gia data una maggiorazione del modulo dell’errore o*. Con la teoria at
tuale, siamo pero in grado di assegnare a tale errore, supposta, per esem
pio, la funzione f di classe quattro, la seguente interessante espressione

1
' b — b)S
(35) o=~ [Vt bt B0

—1

A Ay (g5 by BO (@ by O T (0) d t
1
(' —0b) (@ —a) [
——W—/[fws(ao—}—as,b)

1
+ 4 fr (g xs,b) + fou(ag+as,b)] '(s)ds

(area T)

11
+Wffflv(ao+“s,bo—l—ﬂt)F(s)F(t)dsdt.

—1 -1
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ove si e posto

(L— s+ 3[s))=1TI(s).

Decomposto Vintervallo 7' d@integrazione in =% intervalli eguali 1%,
di punti estremi inferiore (u;_;,b, ;) e superiore (a,,bd;) e di centro
(@ b)) (hyk==1,2,...ym; aqg==a,a,=ua"y by=1>b, b, =1V) ed applicando
la (34) per il calcolo dell’integrale della " esteso a ciascuno degli intervalli
Thi s 1a (35) ci assicura che la somma P, di questi integrali:

area T

(36) S = mow B4 S, ) S (@ B) S )

n—1
+ 2 hil {f (an ) + f(an y b) 41 (@, by) + S (@ by)}

F4 3 (B S, V) Fla, W)+ b))

-1 n—1 n —1
4433 flan, )8 3T £,
h=1 k=1 h—1 k=1
8% 3/ 635 3
16
+ Py f n k+ o =j(h7 k)

approssima Pintegrale esteso a T con un errore infinitesimo, almeno del
quart’ordine rispetto a 1/n. Bisogna tuttavia riconoscere che Pesperienza
fatta (all’Istituto Nazionale per le Applicazioni del Calcolo) di tale metodo
Jd’integrazione, nonché di quello che fornirebbe 1'uso della (26) non ha dato,
in parecchie occasioni, risultati soddisfacenti.

Non & stata ancora sperimentata ’applicazione della formola (31), la
quale, notiamolo, supposta la f di classe quattro, ove si calcolino i due in-
tegrali semplici che compaiono al suo secondo membro mediante formole il
cui errore abbia la dimensione di una lunghezza elevata, almeno, alla nona
potenza, conduce, seguendo il considerato metodo della decomposizione del-
Vintervallo d’integrazione in n° intervalli eguali Ty, alle approssimazioni

bl
! — n—1 ]
Snz“““/[f @D+ 2E S0+ 43 S, )| dy
| ) _
+b,6n f[f\w b+f(w b)+2”g‘lj$ bk +42frv bO-‘dw__S’?’
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[ove S% & data dalla (36)] affette da un errore infinitesimo, wlmeno, dell’ot-
tavo ordine rispetto a 1/n.

Ma io oso, egualmente, esprimere, fin da ora, la mia opinione in pro-
posito, secondo la quale la formola (31) & destinata a compiere V'ufficio, per
Pintegrazione doppia, che, per quella semplice, z.ulempie, da secoli, la prov-
videnziale formola di CAVALIERI-SIMPSON, costituendone Dattesa vera esten
sione.

Portofino Vetta, 10 agosto 1951



