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VEDUTE GENERALI SULL’INTERPOLAZIONE

E QUALCHE LORO CONSEGUENZA (*)

Memoria di MAURO PICONE (Roma)

~~ 

una funzione (reale o complessa) della variabile reale x, defi-
nita nell’intervallo chiuso e limitato T di punti estremi inferiore a e supe-
riore a’, ivi di classe v + 1 , y cioè continua con le sue derivate fino a quella,
inclusa, d?ordine v + 1 (v essendo un fissato numero intero positivo o nullo).
Per ogni punto x di T sussiste allora Ilegtiaglianza di TAYLOR :

Riferito il piano a due assi cartesiani ortogonali x e y , sia T 1’interi-

vallo del piano, chiuso e limitato, di punti estremi inferiore (a, b) e supe-
riore (a’, b’), cioè l’insieme dei punti piano, per cui

Sia f (x ~ y) una funzione (reale o complessa) delle due variabili reali

x e y, definita in T , 5 ivi di classe v + 1 5 cioè, come in questo scritto in-

tenderò, continua in T con le sue derivate parziali

(*) Lavoro eseguito nell’Istituto Nazionale per le Applicazioni del Calcolo.



194

Porrò

e chiamerò, tale derivata, la derzvata totale di f d’ordine h (1). Indicherò con
F’T qnella parte della frontiera dF2’ di T, 9 sulla quale risulta

Introdotte le funzioni

ciascuna delle qaali riesce ben determinatn, non appena sono assegnati i

valori di su per ogni punto (x, y) di ’1’, sussiste l’egunglianza (2)

che può iinclie concepirsi come un’estensione di quella di TAYLOR (1), al
caso delle funzioni di due variabili. La (1 ) può infatti scriversi

(i) Cfr. M. PICONE, Lexioni di Analisi infinitesimale [Circolo Matematico di Catania,,
Catania (1923)], p. 201 210.

(2) Cfr. PtcortN, Appunti d’A alisi sitperíot-e, p. 598 ~Rondinella, Napoli (1940)].,
(3) Supposta f (x , y ¡ dotata in ~’ di derivate parziali d’ordine cornnnque elevato, ivi

continue, potrebbe dunque considerarsi, come serie di TAYLOR della f (x, y), anche la seguente
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Il calcolo approssimato di una funzione f’(x) , di una. variabile reale x,
di classe v + 1 nell’intervallo mediante estrapolazione d’or-

dine y y consiste nell’attribuire a f (x) il valone del polinomio

commettendo, cos , iiii errore dato dalla funzione

Il calcolo approssimato di una funzione f (x ), y), delle due variabili

reali x e y, di classe 1 nell’intervallo 1’ , mediante estrapolazione tay-
loriana, d’ordine v, i si può, ai-ialogaitiei[ite, fnr coesistere nell’attribuire a

f (x, y) il valore della funzione

definetulo, pertanto, come funxione esponenziale dei due argomenti x e y quella. funzione

f (x, y) per cui si ha : 
’

e cioè la somma della serie

che potrebbe iudica,rsi col siinolo

Tale funzione è caratterizzata dal dover soddisfare alle equazioni

Tutto ciò può estendersi alle funzioni di quante si vogliano variabili reali. Cfr.

anche CARLO BIRINDELLI, Sul calcolo numerico degli integrati multipli, [Rendiconti della
Classe di Scienze fisiohe, nratenratiohe e natnrat,i, dell’Accadenna Nazionale dei Lincei,
seduta del 6 giugno 1951].
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commetterne cos , un errore dato dalla fnnzio e

Nel primo caso si sostituisce a f (x) la soluzione delle equazioni

commettendo un errore .R (,~) dato duHa soluzione delle seguenti :

nel secondo si sostituisce n f’(x~ ~ ~) Rolnzioue ’Ilf (x, y) delle equazioni

commettendo un errore R (,x , y) dato dalla soluzione delle seguenti :

Le equazioni (3) ammettono lu funzione di GREEN cos  definita
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nel senso che la soluzione di esse è data da ’

e, del pari, le equazioni (4) ammettono la funzione di GREEN cos  definita

nel senso che la soluzione di esse è data da

Tutto ciò è ben elementare ! 
’

Ma suscita talune vedute generali sui metodi di calcolo per interpola-
zione (o estrapolazione) delle ’funzioni di quante si voglia,no variabili, che
sono, come mi propongo di dimostrare in questo scritto, per mezzo di qual-
che loro applicazione, feconde di risultati interessanti.

Ad esempio, si vedrà - nel modo più efficace al § 6 - che se si fonda
il calcolo dell’integrale doppio di una data funzione, in due variabili, sulla

conoscenza, non soltanto dei valori della funzione iii alcuni punti del dominio

d’integraziode, ma anche su quella di integral’i semplici di talune funzioni
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di variabile. opportunamente dedotte dalla data, si può pervenire
a quel calcolo comnettendo errori di tale entità da renderlo effettivamente

degno di applicazione numerica. Ciò nou può dirsi dei metodi di calcolo fili

ad oggi, di solito, seguiti che, giovandosi di ovvie estensioni di quelli ben
noti per le funzioni di una variabile, si basano soltanto sulla conoscenza dei
valori della funzione in alcuni punti del dominio 

§ 1. - Formulazione geMeraIe dei metodi di ealcolo per interpolazione.

Sia T un dominio limitato internamente connesso, con frontiera F T

di misura nulla, della spazio euclideo S(r), a r dimensioni, per il quale deno-
terò ... ~ xr le coordinate dei suoi puliti. Sia

nn assegnato operatore, alle derivate parziali d’ordine non superiore a i + v,
i cui coefficienti (I)) sono funzioni del punto 1&#x3E; (xí 9 X2 ... , 2, reali
o coinplesse, continue in T. Sia una classe (li funzioni del punto P,
per ciascuna delle quali

riesce una funzione continua in T. Siano

nt assegnnti opeiatori, omogemei e definiti nella classe ù) , tali che :
a,) Comunque si assegniuo una funzione e(1’) di una determinata classe

liiteare ( e (1’) ) di funzioni continne i~~ T ed il vettore 1 (P) ad m componenti
l1 (J~) ~ 1 1? (.P) ~ ... ~ 1nl (P), y di una classe (1 y essa pure lineare e ben de-

(4) Cos , il calcolo di nn integrale di una data funzione di r variabili, deve ba-
sarsi sulla conoscenza dei vnicri della funzione iu alcuni punti del dominio d’integrazione,
nonchè sn qnella di integrali (k =1, 2 , ... , r - 1) di talune funzioui di lc variabili,
dalla data opportunamente dedotte. Cfr. P. TORLORICI, Su un metodo numerico di calcolo ap.

pro8simato per gli integrali doppi [Pubblicazione n° 303 (serie 11) dell’Istituto Nazionale per
le Applicazioni del Calcolo, ltoma (1951)]; i C. BIRINDELLI, loc, cito (3).
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terminata, esiste sempre una ed una sola soluzione, della classe (u) , veri-

ficante le equazioni : .

b) Esiste una funzione (P, Q) dei punti P(Xi’ x2,..., xr) e Q (~i’ ~2 ,..., ~r)
tale che, fissato arbitrariamente P in T, 9 riesce funzione di Q definita in

sommabile in T e comunque si assuma la funzione e (P) di

( e (P) ~ , per la soluzione delle equazioni

si abbia

esiste cioè la funzione di GREEN. relativa al doniinio T e agli operatori
E, (1~ ~ 1 , 2 , ... , ’In), sulle classi f u ~ à e (e) .

Ciò posto, si hv la seguente formulazione generale dei metodi di cal-

colo per interpolazione (5).
Sia (-P)  una classe di funzioni contenuta nella (u) , per ciascuna delle

appartiene a e (P) e il vettore di componenti J[/](=ijy2,..m)
a l (P) ~ . Assunta una funzione f (-P) della classe ( f (P) ~ , il calcolo appros-
simato della f (-P) in T, medicante interpolazione competente agli opei-atori
E , consiste in ciò:

Si sostituisce a,l calcolo della f ( P) , quello soluzione u f (P) , delle

equazioni :

Poichè si ha, in 1’, 7

sussiste il teorema :

(5) Parlerò sempre di metodi di intei-polazione, comprendendo, fra questi, anche quelli
che dovrebbero piuttosto chiamarsi di estrapolazione.

4. Annali della Scuola Norm. Sup. - Pisa.
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I. - L’errore che si commette nel sopradetto calcolo è dato da

un assegnato arbitrario operatore, omogeneo e distributivo, de-
finito in j che, applicato ad una funzione u (P) dia per risultato, un
numero e al quale corrisponda una determinata funzione FA (Q), sommabile
in T, per cui si abbia, comunque si scelga una funzione e (P) della classe

Assunta una funzione si trae dalla (4)

e pertanto :
II. - L’errore che si commette so,qiitueiido ol calcolo di A ,f quello di

.L1 [uf] è dato da

e pertanto è nullo quando e solo quando E Lf] in T, ortogonale e

FA (Q) e in inodulo, non supet’a, il termine

§ 2. - Interpolazione aramonica e ipoarmonica ’periferiche.

ai-inonica si ottiene quando, in

particolare, si assuna 
°

Supporremo il dominio T dotato dell’ordinaria funzione di GREEN

C~ (P~ Q) ~ relativa al problema di DIRICHLET per il dominio stesso, la
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classe (ui costituita di funzioni continue in T con le loro derivate parziali
del prim’ordine e in con quelle del secondo, la classe ( e (P) 1 con-

tenendo la costante uno. Con tale interpolazione si calcola, nell’interno di
T, una funzione della classe ( f) , calcolando, in sua vece, la funzione
uf ~ armonica in Z’- ~~ ~’, che coincide con .f (P) sulla 1’ di Z’.

In ( u ~ ha sig lincato il funzionale

come primo esempio, vogliivino calcolare, per una funzione f (P) della
classe {.1’}, ponendo

Considerando, cos , un metodo d’integrazione approssimata che potrebbe
chiamarsi armoinico periferico.

Si commette un errore ~o dato da

Come mi ha fatto osservare il mio valente collaboratore WOLF GROSS,
la funzione

è la soluzione, della classe (u , delle equazionioni 
’

e per una tale funzione, detto l’asse normale alla 9 T, volto verso l’esterno
di T, 5 si ha

onde il teorema

111. - Detta FT(P) la soluzione delle (1), nel calcolo approsimato del-

Z’integrale.
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di 2cna funzione f della ( f , col metodo armonico periferico, si pone

commettendo cos  un errore dato d,cx

Poichè FT(Q), nulla su ff 1’, è negativa in T - esiste, supposta
f (P) reale, un punto P, intero a -’1’, per cui risulta

Le (2) e (3) avranno nn pratico significato tutte le volte che si conosca
la funzione 1-’T (P) . Ciò accade, per esempio, oel ca&#x3E;so in cui il dominio T

sia un iperellissoide. In tal caso, detti (si 5 ó,, ... , ó, i semiassi di T, 9 si ha

Se, in particolare, T è l’ipersfera di raggio e centro D , y si ha

e si perviene all’eguaglienza approssimata

(6) Con f (P) indico (per r &#x3E; 2) il quoziente

e per r = 1, la semisomma, dei valori della f agli estremi dell’iiitervallo T.
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che costituisce un’estensione, certo elegante, all’integrazione a r dimensioni
della formola di BEZOU’1’ per l’integraZiODe a una. L’errore della (4) è dato
da, quando f (P) sia reale,

ove P designa un certo punto intero all’ipersfera T (7~ .
Poichè, per ~~ &#x3E; 2, non si può decomporre lo spazio in ipersfere, la for-

mola (4) non è certo destinata a rendere giandi servizii al calcolo numerico

degli integrali a r dimensioni, per r &#x3E; 2. Si potrà in generale richiedere

alla (2) un tale compito, tutte le volte che si riesca a costruire la funzione
- di facile calcolo - per domini, secondo i quali lo spazio possa

esser decomposto. WOLF GROSS mi ha fatto osservare che per l’integrazione
a due dimensioni si hanno di tali domini. Il piano è infatti decomponibile
in triangoli equilateri e per un triangolo equilatero di lato 2 b, y riferito il

suo piano a due assi x e y, 1’asse x giacente su un lato del triangolo e
1’asse y sulla normale a questo lato, condotta per il vertice opposto, si ha

Dato, ad ogni lato, del tringolo equilatero T, 9 il verso su di esso de-

terminato, da quello positivo di percorso sulla periferia di T, riferiti, i

punti di ogni lato, ad un sistema di ascisse s, avente per origine il punto
di mezzo del lato e per verso l’indicato, siano ,f1 (s) f2 (s) f3 (s) le funzioni

di s alle quali si riduce la f (x ~ y) , rispettivamente, sul primo, sul secondo,
sul terzo lato del triangolo. Introdottavi la funzione (6), la (2) fornisce al-

lora l’eguaglianza approssimata

e la (3’), se f (P) è reale, l’errore

(7) Per r = 1, la (5) del testo fornisce, se f (x) è reale,

~ deaigna.ndo un punto interno all’intervallo T, cioè il ben noto resto della formola di

quadratura di BEZOUT.
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Il metodo d’integrazione armonico periferico è certamente pratico, per
qualsivoglia valore della dimensione i- dello spazio, quando il dominio d’in-

tegrazione è uno strato ipersferico. Infatti, per un tale dominio si conosce la

funzione 1’ verificante le ( 1 ) e un assegnato strato ipersferico è decomponi-
bile in tali strati, ad esso concentrica ciascuno di spessore tanto piccolo
quanto si vuole.

Per esempio, per i, = 3, y per lo strato sferico T di centro in O e raggi
interno 8 ed esterno ~’, si ha : .

Se, dunque per la funzione f (P), y sottoposta all’integrazione, -nello

strato sferico T di centro in O e raggi, interno ed esterno a’, poniamo

ove M designa il punto d’intersezione del raggio O P con la superficie sfe.
rica cv (O) di centro in O e raggio 1 , , e, deconiposto T negli strati sferici

2 , ..., s) di raggi

interno

poniamo

ed esterno

e quindi
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si commette un errore o per cui risulta

Un secondo esempio interessante di applicazione dell’interpolazione ar-

monica periferica è fornita dal calcolo del funzionale

O designando il centro di una ipersfera T. In qnesto secondo esempio, non
è necessario richiedere alle fnnzioni della classe (u  la continuità, in tutto
T, delle loro derivate parziali del primo ordine. Se si ricorda clre (8), sup.
posto r == 3, y detto a il raggio di T, y per una funzione della classe (u , y
nulla 9 si ha

si perviene al teorema :
IV. - Oondizione e sufficiente una funzionc f (P) in

tre varicrbili, della classe ~u~ nella, sfera di centro 0 e raggio t5, abbia in 0,
le pe1’ valore la di quelli assunti è

che risulti 
’

cioè che la f verifichi l’equazione :

y (P) designando un’arbit?.a?.,ia funzione continua in 11.

v-ipoar7yzoniccc períferica si ottiene, in par-
ticolare, quando si assuma

(8) Cfr. per es., PICONE [100. cit. (2)], pag. 92,
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essendo v un numero naturale non inferiore a due e la classe luj costituita
da funzioni che, in possiedono derivate parziali continue dei primi
2 v ordini. Se, per esempio, si suppone il dominio T regolare e la classe

(u) costituita da funzioni continue in T per le quali riescono, altres , continue,
in tutto T, le derivate parziali dei primi v -1 ordini, si può assumere

n designando l’asse normale alla volto verso l’interno di I’. Si sostitui-

sce, allora, al calcolo della f (-P) , quello della funzione uf , v-ipoarmonica,
nell’interno di T, verificante, cioè, ivi l’equazione

della classe che, sulla periferia di T, verifica le v equazioni

Ritengo assai i interessante un approfondito studio dell’interpolazione
v-ipoarmonica che, ovviamente, deve otfrire possibilità,, ben più cospicue di
quelle date dall’armonica, crescenti con v .

§ 3. - Interpolazione razionale intera, delle funzioni di una variabile
reale e calcolo dell’errore.

In un intervallo limitato T = (a, a‘) , dell’asse reale ~x ~ si fissino r punti
xi X2 , ... , xr e si facciano a questi corrispondere r numeri interi, non ne-
gativi, l’2 ponendo

Riferendoci sempre alle generalità esposte nel § 1, la classe sia, co-

stituita da tutte le funzioni di classe n , nell’intervallo (a, a’) e si assuma
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Comunque si assegnino j i numeri esiste sempre una ed una sola

soluzione (lene equazioni

ed è data dal polinomio, al più di grado it - 1 7

ove Phk (X) è quello fra tali polinomi, verificante le it equazioni

il quale, avendo posto

ha l’espressione

Data, ad arbitrio, una funzione f (x) ~ della classe it in (a, a’) , y posto

come funzione interpolatrice u f della f si assume, nell’interpolazione razio-

nale intera d’ordine n, coi punti fondamentali x1 i X2 9 ... xr e coi contatti

(9) Cfr., per esempio, PICONE, Lezioni di Anali8i Matematica per gli allievi d’Ingegneria.
Il Corso, Anno accademico 1950-51, n° 11, p. 57 [Edizioiii Studiiim Urbis, Roma Città

Universitaria].
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degli ordini

Per calcolare ora l’errore bisogna ottenere la soluziöne

delle equazioni (2) del § 1. Nel caso attua,le, esse sono :

Tutte le soluzioni della prima si ottengono ponendo

ove xo è un punto arbitrariamente fissato in T, con le ’1~ costanti arbitrarie

lhk, e dunque per verificare le seconde delle (3) si deve porre

Si trova, pertanto, come errore R (x) commesso, nell’interpolazione
considerata,

Si ha dunque

. 
e poichè X0 è un punto qualunque di (a , a’) , possiamo anche scrivere
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Assumendo, nella (4’), il puuto xo nell’estremo a dell’intervallo T e

facendo uso delle funzioni 6~,(.r~)~ definite a pag. 218, posto

si ha pure, la solita espressione dell’errore :

mediante una funzione di GREEN.

Se ora A (,x) è una funzione, fissata ad arbitrio, sommabile nell’intervallo
(a, a’), riesce definito in il funzionale

e ponendo, per ogni funzione f (x) di 2c ~ ~

si commette l’errore

ove

Nella (6) non compaiono quelli fra i valori per ciascuno dei quali
la funzione À (x) è ortogonale, nell’intervallo (a, a’), al corrispondente poli-
nomio pertanto, scegliendo tale funzione in modo che riesca orto-
gonale ad alcuni di questi polinomi, si possono ignorare, per il calcolo

approssimato di [/j y mediante la (6), i corrispondenti valori di f(k) (Xh) ,
qualora questi risultassero di calcolo difficile o di incerta approssimazione.
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Data ora una funzione ~’(x) ~ sommabile nell’intervallo (~~)~ si può
applicare la (6) al calcolo approssimato dell’integrale

con un errore maggiorabile, tutte le volte che si riesca a decomporre la
F (x) nel prodotto

di una funzione , (,z) , sommabile nell’intervallo (a, a’), per una funzione

j’(.KJ) di classe ~a _-_ v1-~- Y2 -~- ... -E- v,, + &#x3E;. , con la condizione che si sappiano
cnlcolare, con errore maggiorabile, gli n integrali

e si sappia maggiorare l’integrale (7).
Farò ora Papplicazione immediata di queste formole generali ad alcuni

casi particolari ben semplici. I risultati a cui si perviene sono, in parte,
notissimi e se indicherò anche questi lo farò e per la nuova sistemazione

che essi ricevono, nel quadro delle precedenti vedute generali, y e per farne

al § 6, un fruttuoso raffronto con quelli che vi esporrò, concernenti il cal-

colo dell’errore in talune formole di cubatura, che io ritengo nuove.
Posto

conviene introdurre la variabile t , 5 legata alla x dall’eguaglianza

onde, posto

(8)

si trova

si i ottiene quando, per essa~ si conside-
rano soltanto i valori che la f(x) e talune sue successive derivate, a co-
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minciare dalla prima, assumono nel pnnto di mezzo dell’intervallo T. Sup-
posta f ~x) di classe uno, si ha, per esempio,

e quindi

supposta di classe si ha

e quindi anche

Donde, ponendo (fowoola di GAUSS)

si commette un errore dato da

~

se .f (x) è ~1i classe uno, e, se ,f (x) è di classe due, dato anche da

(1°) Supposta di classe due, nn’ovvia integrazione per parti fornisce, del resto, subito

cioè l’identità delle due espressioni (10’) e (10") di ~O.
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che può9 dunque, essere cos  maggiorato :

nel primo caso, e, com’è ben noto, anche cos  :

nel secondo.

si ottiene quando, per essa, si con-

siderano soltanto i valori che la ,f(x) e talune sue successive derivate, a
cominciare dalla prima assumono agli estremi dell’intervallo 1". Supposta
f (x) di classe due, sostituemio, per esempio, a la funzione interpolatrice
u~ (t), al più di primo grado, verificante le condizioni 

’

cioè la funzione

si commette uu errore dato da [cfr. l~ (4")1

donde, ponendo (formola di BEZOUT)

si eoí mette un errore
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che può essere, com’è ben noto, cos  maggiorato [cfr. la nota (7)] :

Abbiamo cos , (di nuovo!) considerata l’interpolazione armonica periferica
del § prec., nel caso delle funzioni (li una sola variabile. reale.

centro-periferica si ottiene quando, per essa,
si considerano soltanto i valori che e taliine sua successive derivate
a cominciare dalla prima, assumono nel punto di mezzo e agli estremi

dell’iutervallo T. Supposta f(x) di classe tre, per la funzione intei’polatrice
ul, (1), al più di secondo grado, verificante (per esempio) le condizioni

si ha

e per l’errore R1 (t), ove si assuma il punto xo, della formola generale (4’),
nel punto zero,

Supposta f (x) di classe per la funzione interpolatrice 1t2cp (t) , 1
al più di terzo grado, verificante le condizioni

si ha

essa (cfr. § prec.) è nna funzione interpolatrice Per il relativo

errore R2 (t), ove si assuma il punto xo della (4’) nel punto zero si trova
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Dalla ( 14) e dalla ( 16) si ricava che, poiiendo (formola di CA V ALIERI-

S I MPSON)

si commette un errore dato da

se f (x) è di classe tre, dato anche da

se f (x) è di classes quattro (11).

delle due espressioni (15) e (17) di o, ottenute quando è di olas-

se quattro, si verifica subito mediante un’integrazione per parti. Avendosi infatti

risulta

La (16) fu data da CANTKLH (nella nota c Reeti nelle formole di in Atti

della R. ilco. delle Scienze di 1915.1916) e la (17) da PEANO (nella nota 
nelle formole di espre880 un integrale definito » in Rendic. della R. Acc. dei

Lincei, 1913).
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Si ha. dunque 9 nel primo caso, 9 la maggiorazione dell’errore

e, nel secondo, a tche la seguente

§ 4. - Interpolazione razionale intera delle funzioni olomorfe di una

variabile complessa e calcolo dell’errore.

Indicherò con A un campo (cioè un insieme di punti aperto e connesso)
del piano complesso z = x + i y. Quando menzionerò una curva del piano,
sottintenderò sempre che essa sia continua e rettificabile. Sussiste il teore-

ma segnente.
V. - Condizione necessa1"ittl e sitfflí,iente affinchè una funzione e (z), olo-

nel campo A, sia ivi la derivata di una funzione u (z), essa pure
oloii orfa in A ~ è che, comunque si assuma in A una curva chiusa O, si ab-

bia, seiiipi-e

Il teorema, ben noto dagli elementi per n =1, si dimostra subito. La

condizione è necessaria: Infatti, per la funzione u (z), olomorfa in A , co-

munque si fissi un numero non negativo k, non superiore a n - 1 , into.

grando successivamente k volte per parti, lungo una curva chiusa C, trac-
ciata in A , i si ha

1’2) Basterebbe considerare, in luogo di curve arbitrarie continue e rettificabili, sol-
tanto le poligonali, od anche, soltanto, quelle particolari poligonali 2013 che soglio, nei miei
corsi, chiamare coordinate - per le quali ogni lato è parallelo ad uno degli assi coordinati.

5., Annali della Scuola Norm. Pisa.
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La condizione è sufficiente : Suppostala soddisfatta, fissato a piacere
un punto xo in A, le n funzioni di z :

ottenute, integrando la e (z) zk lungo una qualunque curva C tracciata in

A, congiungente il punto zo col punto z, riescono olomorfe in A, y e si ha

La funzione

è pur essa olomorfa in A, e si ha

Se, adottandovi una curva C d’integrazione indipendente 9 intro-

duciamo le (1) nella (2), si perviene alla seguente espressione della 1t (z) ,
ben consueta nel campo reale, che impieghereno sempre in seguito,

Fissati, ad arbitrio, in A, gli r punti Z1’ Z2 .. , 9 si facciano a

questi corrispondere ~’ numeri interi non negativi v1, v2 , ... , vr e si ponga

(cfr. § prec.) 
’
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Il polinomio, al più di grado ii - 1 ,

verifica le equazioni

e la totalità dei polinomi P(z), al più di grado 1- è descritta dal polinomio

al variare comunque delle costanti lhk, per le ,quali si ha

Sia ora e (z),, un’lassegnata arbitraria funzione olomorfa in A , derivata
di una funzione u (z), y essa pure olomorfa in A . La differenza

è un polinoinio, al più di 5 
e si avrà pertanto,

Al variare comunque, delle costanti lhk ? la u (z) , data dalla (3), de-
scrive pertanto la totalità delle soluzioni dell’equazione :

Data un’arbitraria funzione f (z) , olomorfa nel campo A, posto
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il polinomio, al più di grado n - 1 , y

si assume come funzione interpolatrice razionale intera, nel calnpo A, della
funzione f (z) , coi punti fondltmentltli 9 Z2 ... , Zr e coi contatti degli ordini
1’1 , v2 , ... , L’errore R (z) - f (z) - uf (z), COU1messo in tale interlplazione,
è la soluzione dell’equazione

che verifica le condizioni

R (z) avrà dunque l’espressione (3), postovi f (z) in luogo d i e (z), e

saranno verificate le (5), soltanto se vi si assume .

Si hanno dunque (cfr. § prec.) le dine espressioni di R (z) :

Dalla seconda di queste si deduce :
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È da aspettarsi clie le espressioni (6’) e (6") dell’errore nell’interpola-
zione considerata possano essere utilizzate con profitto nella teoria dell’ap-
prossimazione delle funzioni olomorfe mediante polinomi interpolatori. Si

può, in particolare, proporsi il problema seguente : fissati gli r punti
z~ , z~ , ... , ,zr nel campo A, 9 posto 1’1 - V2 r ... = = v , determinare l’in-

sieme dei punti di A per cui riesce :

Esso, del tutto elementare per r == ], non è stato ancora, che io mi

sappia, studiata in generale.
Vogliamo, in proposito, dare uno sviluppo in serie di R (z) che si deduce

dalla sua espressione (6’), nell’ipotesi che i punti z1, z, ~ ..., zr siano con-
tenuti nel massimo campo circolare con centro nel punto zo , conte-

nuto in A . Si ha, per z in r (zo) ,

donde, dalla (6’), omettendo l’indicazione delle curve d’integrazione,

ma, per ogni intero l ,

donde

Ora, il polinomio di grado n -~- s ;
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è infinitesimo, nel punto Zh, d’ordiue wh ; se, dunque, poniamo

osservando che

si trova

ove (z) designa iiii certo polinomio di grado 8 -1. Si ha, in definitiva,

§ 5. - Interpolaziene trigonometrica delle funzioni di una variabile

reale e calcolo dell’errore.

La della variabile reale x , sia di classe 2-j- nel
l’intervallo T= (a, a’) e siano (XI  X2  ...  2

 a’ - a) 2 n + 1 punti di T, arbitrariainente fissati. Posto

nel calcolo approssimato della 99 (t) (e quindi della f (x)) per interpolazzorie
trigonometrica, coi punti fondamentali tj , i t2 1...5 t2,,+, e coi contatti d’ordine

zero, si assume come funzione interpolatrice nell’intervalto (- ~c~ ~c),
il polinomio trigonometrico d’ordine 2 n seguente :
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che verifica le eguaglianze

9

Anche tale procedimento interpolatori o rientra, com’è ben manifesto, in
quello generale considerato al § 1. Basta porvi

L’errore R (t) _-_ ~ (t) - u~ (t)-, connesso nella considerata interpolazione,
. è dunque dato dalla soluzione R (t) dalle seguenti equazioni :

La soluzione della ( 1), ridotta omogenea, verificate le condizioni iniziali

è data da

ove q,, è il numero razionale positivo

e quindi tutte le soluzioni della (1) sono date dalla formola

ove to è nn puuto arbitrariamente fissato nell’intervallo (- n, ~c) e le lh so-

no costanti arbitrarie. Per varificare le condizioni (2) si deve porre
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e si perviene cos  x,lle due seguenti espressioni dell’errore

nella prima nelle quali to è un punto arbitrario dell’intervallo (- 71: , 71:) .
Cos , per esempio, per si trova

e collocando to nel punto zero, dalla (4’),

Ne segue che, ponendo

. 

Si commette l’errore



223

ove

Esso è dunque nullo qnando e solo quando la funzione

è ortogonale, nell’intervallo (- -t 5 n) , alla funzione r (t) , defiuita dalla (7) ,
la, quale, continua in tale intervallo, con la sua derivata prima, vi è nulla
agli estreni e positiva nell’interno. 111 particolare, l’errore è nnllo se la fu~~-
zione q/’" (t) + qJ’ (t) è pari. In ogni caso se f (x) è reale, data la positività
di T (1) nell’intervallo (0, ~c) r esiste un punto z, interno all’intervallo stesso,
per il quale

Se f (x) è di classe quattro, si deduce dalla (6), con un’integrazione per
parti, che si ha anche

e quindi, se f (x) è reale, resistenza di un punto 1:, interno all’intervallo

(- n), per cui 
-

cioè l’esistenza di un punto ~ interno all’intervallo (a, a’) per cui

Ad un’altra espressione dell’errore e, di cui è affetta la (5), si perviene
anche, ovviamente, a mezzo dell’interpolazione razionale intera di primo gra-
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do, secondo la quale si trova, supposta la f (x) di classe due,

ove ~’~ (t) è funzione pari, e

Se f (x) è reale, esiste dunque anché un punto ~*, interno all’intervallo
(c~ ~ a’), per il I quale

e e è nullo mnclre, per esempio, quando " (ao + a t) è funzione dispari di t ,

Ecc.

§ 6. - Interpolazione competente alla derivazione totale, in un inter-
vallo del piano, delle f’unzioni di due variabili reali.

Considerereno, in qnesto paragrafo finale, per una funzione f (x ~ y) delle
due variabili reali x e y, di una determinata classe n in un intervallo T

del piano (cfr. 1’Introduzione), alcuni proceditnenti interpolatore in quell’in-
tervallo, che competono alla derivazione totale l’ordine non superiore a n,
cioè agli operatori

e riescono - come vedremo - in stretta analogia con quelli, considerati

al § 3, per le funzioni di una variabile reale (13).

(13) Si può farne sistematicamente l’estensione all’interpolazione delle fnnzioni di quan-
te si vogliano variabili reali competente alla derivazione totale in queste
variabili, cioè agli operatori 

-

ma di ciò si occuperà il inio valente collaboratore Prof. CARLO BIRINDELLI.
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Detti (a, b e (a’ b’) i punti estremi, iurei-iore e superiore, nell’inten-

vallo T i i calcoli e le formole si seuiplificano notevolmente se, posto

~i opera il cambiamento di variabili

con che l’intervn,llo rettangolare T, del piano (x , y) , viene rappresentato
nell,intervallo quadrato Q, di punti estremi, inferiore (- 1 , - 1) e superio-
rea ( I ,1), del piano (s , t), e, posto

i procedimenti interpolatori per la funzione f(x , 9 y) 9 nell’intervallo rettati-
golare T del piano (x y), i equivalgono a quelli della 99 (s t) nell’intervallo
quadrato Q del piano (s ; f) . Non perderemo però di vista la primitiva fun.
zione f (x , Y) Il poichè, in varie occasioni, sarà istruttivo enunciare i risultati
~t cui perverremo riferendoci ad essa e all’intervallo rettangolare 1’.

Cominceremo dal dimostrare i seguelti tre teoremi. 
’

VI. - Assegnata, a,d arbitrio, tin,% funzione F(s, t) di classe n -- 2 nel
quadrato Q (n intero positi,.o o nullo), una ed U1Ul, -sol&#x26; soluzione, della
stessa classe in Q , dell’equazione .

che coincide con la I’(s t) periferia di Q e, per n &#x3E; 0 , supposte
allora, F (i, , t) , h’ (- i, t), ~’ (H , 1), h’ (s , - 1) in, finitesime, almeno d’ot.dine
n, nel punto zero, è identicamemle nulla, con le sue derivate totali a

quella inclusa d’ordine n - 1, sulla linea L di Q (14), ed è data da

(14) Per Zinea mediana di un intervallo del piano, col centro nel punto (ao, bo), in-
tendo l’ingíeme, delle sue mediaoe, ciaè il lnogo dei suoi pnnti, per cui



226

Si verifica immediatamente che t), y data dalla (2), è di classe

?1 + 2 in Q, vi è soluzione della (i ), coincide con la F (s ,) sulla periferia
di Q e, per n &#x3E; 0, è identicamente nulla, con le sue priue n - i derivate

totali, sulla linea mediana L. Il teorema sarà dunque dimostrato se stabi-

liremo l’unicità di una tale soluzione della (1). Le soluzioni della (1), per
 - 0 , 9 di classe due nel quadrato Q, sono tutte date dalla formola .

ove A (s) e B (s) sono funzioni arbitrarie della sola s e C (t) e D(t) della

sola t 2 di classe due i ellliiitervallo (- 1 , 9 1) . Le soluzioni della (1), per
di classe n + 2 nel quadrato Q , identicamente nulle sulla linea

mediana L, con le loro derivate totali fino a quella inclnsa d’ordine n-l,
son tutte date dalla formola

ove A (,~) e 13 (s) sono funzioni arbitrarie della sola s e ~ (t) e D (t) della

sola t di classe ?1 + 2 nell’intervallo (- 1 , 1 ), infinitesime, almeno d’or-

dine it , nel punto zero. Il detto teorema d’unicità sarà dunque dimostrato,
0 , se faremo vedere che esiste una sola funzione, avente l~ forma

(3), che coincide con la F (s , t) sulla éFQ .
Tale coincidenza avverrà allora e allora soltanto che si verifichino le

seguenti quattro equazioni :

Dalle (4) e (5) si ricava
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e dalle (6) e (7),

ove a, b, c , d , al , d 1 sono costanti verificaiti le eguaglianze :

Introdotte le (8) e (9) nella (3), si trovt4

Dalle (4), (5), (6) e (7) si ricava 
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sottraendo, membro a membro, la (12) dalla (11) e la (14) dalla (13),.

sommando, membro a membro, la (11 ) con la (t2) e la ( I 3) con la (14),

somma,ndo membro a membro la (15) con la (16) e la (18) con l a (17),

sottraendo membro oembro la (16) dalla ( 1 b) e la ( i g) dalla (I 7),

Vengon cos  determinati i valori delle costanti a + c, 9 (ti + d, b + e, ,
bs -- d, che compaiono nella (io), la quale, introdottivi tali valori, fornisce
la (2). Ed è cos  dimostrata l’unicità, sopra detta.

VII. - Assegitate ad arbitrio, quadrato Q, una funzione continua
e (s ~ t) ed una funzione 9) (s , t) di due, esiste una ed itiit sola, soluzione,
di tal classe, delle equazioni , 

.
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e posto

è data da

Ed invero, la funzione

è di classe due ili Q, e vi verifica le equazioni

e pertanto essa è data dalla (2), per q1 = 0 , e quindi la u della (20).
VIII. - Assegnate, ad arbitrio, nel quadrato Q, una funzioue continua

e (s t) ed funzione (p (s, t) d i ela,sse n + 2 (n &#x3E; 0), esiste una ed uiia sola

soluzione, di tal classe, delle equazioni :

(15) Tale teorama è da reputarsi noto, da gran tempo Cfr. D. MANGERON, Giornale

di Matematiche di Battaglini, 1933.
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e, posto

è data da

Ed invero, la funzione

i

(i6) Per n = 1, il sommatorio deve essere omesso.
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è di classe n -E- 2 in Q, e vi verifica le equazioni :

risultando ’ ( I , t) , F (- 1 , t) , ’ (s , !)y ’ (s , -1 ) infinitesime, almeno d’or-
dine u 9 nel punto zero, e la r è fornita della (2) donde la u dalla (21).

di i una funzione di classe

ii + i (&#x3E;1 &#x3E; 0) nell’intervallo lJ, consiste iiel sostitnirJa con nna funzione

u f della stessa classes, di derivata totale (u --1 )ma identica nente nulla in

1’, che, sul a linea mediana di ’1’, veri fica le equazioni

Per n 0 e n - i . essa è già stata considerata dal TORTORICI [loc.
cit. (4)] e dal BIRINDELLI cit. (3)] è stata estesa al caso delle funzioni

di quante si vogliano variabili e per it qualunque. Supposta j’(x , y) di classe
uno, per la funzione 99 (8 , t) si ha

e quindi

supposta di classe dae,

(17) 1’er nna. funzione f (x, y)), col simbolo , denoterò la sua va1’iazione doppia :

ielativa all’intervallo di punti estranei (a, b) e (a’ , b’) .

6. Annali della Scuola Norm. Sup. Pisa.
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e quindi

Poichè

si ha dunque il risultato : 

si un il trto 

se ,’ è di classe uno, da,io anche dcc,

se f è di classe due, che può dunque essere cos  maggiorato :
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rzel caso e, come ha già notato TORTORICI, anclte cos

nel L secondo.

L’identità delle due espressioni (23’) e (23") ottenute nell’ipo-
che la ,f’ sia di classe due può, del resto, essere immediatamente verifi-

cata mediante un’integrazione doppia per parti (18). Si ha, infatti,

Si noti la perfetta analogia delle formole (23’) e (23"), rispettivamente
con le formole (10’) e (1 0") del § 3, relative all’interpolazione razionale in-
tera centrale. Entrambe le formole ( I U’) e (23’) esprimono l’errore per mezzo
dell’integrale esteso all’intervallo I", avente per punto estremo inferiore il

centro di T e per punto estremo superiore quello di ’1’, del prodotto di una
della derivata f’ - variazione che vorrei chiamare centrale perché

è relativa ad nn i ntervallo J col centro fisso in quello di T - per la misura
dell’intervallo J’ che has per punto estremo inferiore il superiore di .J e per

superiore quello di T. Con le formole (~ O") e (23") l’errore è espresso dal
prodotto di (’I. dimensione dello spazio) per l’integrale, esteso all’inter-
vallo ’1’, del prodotto della. derivata f" per il quadrato della misura dell’in-
tervallo di cui una coppia di vertici opposti è costituita dal punto d’inte-

grazione e da uno di quelli di 1, ad esso più prossimi.

(18) AUndo all’eguaglianza
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Se nella (22) si costituiscono i due ii tegrali semplici, che in essa com-
paiono, con le loro approssnnazioni

fornite dalla ibnnola di GAUSS, sei perviene alla ben nota

della quale già si conosce una maggiorazione del modulo dell’errooe (19). Ma,
a norma di quanto preceda li cui è anetta la (24) è precisa
mente dato da :

se la y è di classe uno, anche da

(19) Cfr. le citate cit. (i)] mie Lezioni di injinitesimale, pag. 672.
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se la f è di classe Il confronto delle espressioni (25’) e (25") dell’errore
di cui è affetta la (24) con le (23’) e (23") dell’errore commesso con la (22),
ben convince clella assai maggiore potenza approssimatrice che, in generale,
possiede nn metodo di calcolo numerico dell’integrale doppio di una funzione

f , esteso ad un intervallo T, fondato sull’impiego della (22), di fronte a
quella posseduta da un metodo che si avvalga della (24). Per esempio, de-
composto l’intervallo T in n2 intervalli Thk (h , k = 1 , 2 , ... n) eguali, coi
centri nei punti (ah, bk), llímpiego della forinola (22), per il calcolo dell’in-

tegrale della f’ esteso a ciascuno di questi intervalli, conduce ad approssi-
mare 1’integrale della f esteso a T, per mezzo della somma [cfr. TORTORICI,
loc. cit. (4)]

l’impiego della (24) mediante la somma, di calcolo assai più semplice,

Ma,, mentre si può assicurare che di cui è affetta la Sn è, al

di verger di n, infinitesimo almeno del second’ordine, rispetto a 1 7z , se

f’ è di classe uno, e del quarto se f è di classe due, per quello commesso
con la S*n si può solo dire che il suo ordine di infinitesimo oon è inferiore

a uno nel primo caso, a due, nel secondo.
L’impiego della (22) esige, per contro, il calcolo approssimato dei due.

integrali ad una dimensione dice in essa compaiono, ma, senza contare che
talvolta ciò può essere immediato, anche quando non lo sia il calcolo del-

l’assegnato integrale doppio, a quel compito già provvedono, in generale, le

regole ben note e lungamente sperimentate del classico « Calcolo numerico ».

Per esempio, sostituendo, nel secondo membro della (22), i due integrali
con le loro approssimazioni fornite dalla formola di CAVALIERI-SIMPSON, si

perviene alla formola, non priva di eleganza,

ove sono indicati con C il i centro e con Ci i centri dei lati dell’intervallo

T. Di tale formola si può subito scrivere, dopo quanto precede, un’espres-
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sione dell’errore, la quale consente di affermare che, decomposto l’interval-
lo T d’integrazione in n2 intervalli eguali Thk, ed applicata la (26) per il

calcolo dell’integrale della f esteso a ciascuno di questi intervalli parziali,
la somma di tali integrali approssina quello esteso a T, con un errore,

infinitesimo, almeno del second’ordiue o del quarto, rispetto a secon-

dochè la f è di classe uno o due.
periferica si segue, supposta la, f (x, y) di clas-

se due nell’intervallo T, assumendo come funzione interpolatrice della fun-
zione 99 (s , t), la soluzione (s , t1 delle equazioni

In virtù del teor. VII si ha :

L’errore l~ (s , t) - ~ (s , t) - u~ (s , t) è dato dalla soluzione delle equa
zioni

e quindi di nuovo per il teor. VII, risulta
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Si ha

e pertanto il risultato: Se la f è di classe due nell’intervallo T, ponendo

si commette u~~ errore dato da

che può essere cos  maggiorato :
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Si noti 1’analogia delle formole (28) e (29) con quelle ottenute al § 3 rela,ti-
ve all’interpolaz one periferica razionale intera delle funzioni di una variabile.

Se agli integrali ad una dimensione che compaiono Della (27) si sosti-

tuiscono le loro approssimazioni date dalle formole, di Gàuss, di BEZOUT,
di CAVALIERI-SIMPSON, si ottengono rispettivamente, le seguenti :

ove sono indicati con Ci i centri dei latie con Vi i vertici di T, delle quali
è ben facile ora scrivere un’espressione dell’errore di cui sono affette, a mezzo
di integrali semplici operanti sulle derivate fx2, f~~ e doppio operante su f".

di i unafunzione f’(x,y), di

classe n -~- 2 nell’intervallo T (i#, ~~~ 1), consiste nell’adottare come sua fun-

zione interpolatrice la soluzione della stessa classe, delle equazioni :

7~ designando la linea mediana di T. Sostituendo la ,f’(x , y) con la rp (~ , t),
seguiremo il solito procedimento, fondato sul teor. iTIII. Per n - i , posto

si trova, come funzione interpolatrice ui, della w , nel quadrato Q, y
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con 1’errore

Per n = 2 , posto

si trova, come funzione interpolatrice U2qJ della 99 , nel quadrato Q .

con l’errore
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È ben visibile che

e facili calcoli i conducono alle eguaglianze :
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Se f (.V, y) è di classe quattro, devono, i ii virtù della (30), essere iden-

tici i secondi mernbri delle due ultirrre eg’uaglianze, 5 ciò che è confermato

da un’integrazione doppia per parti, seconde la quale si ha :

Si perviene dunque al risultato : Indicati con C il con Ci i cen-

ti z dei lati co7a Vi, i vertici dell’inter’vallo :T, posto

si commette un errore, dato da

se f (x , y) è di classe tre, in I’, dato anche da
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se f (x , y) è di classe quattro, che può essere cos  maggiorato

nel primo caso, e ittiche cos  :

nel secondo.

Si noti, ancora una volta, la perfetta analogia delle foi-mole (32) e (33)
con quelle riportate alla fitte del § 3, concernenti l’interpolazione centro-pe-
riferica razionale intera delle funzioni di una variabile.

Le riscontrate analogie - mai venute meno - fanno pensare all’esi-

stenza di un teorema generale che dovrebbe subito condurre, nell’interpola-
zione competente alla derivazione totale, a risultati analoghi a quelli nel-
l’interpolazione ra,zion,, le intera delle funzioni di una variabile reale, anche
per le funzioni di quante si vogliano variabili reali.

Se si calcolano i due integrali sernplici, che compaiono al secondo
membro della (31 ), per mezzo delle loro approssimazioni fornite dalla for
mola di CAVALIERI-SIMPSON, si ottiene Ineguaglianza approssimata

della quale, nelle mie «Lezioni di Analisi infinitesimale » [loc. cit. (1), p. 6731
è già data una maggiorazione del modulo (lell’errore (1*. Coi  la teoria at-

tuale, siaino però in grado di assegnare a tale errore, supposta, per esem
pio, la funzione f di classe quattro, la seguente interessante espressione
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ove si è posto

Decomnposto l’intervallo 1’ d’integrazione in n2 intervalli eguali 
di punti estremi inferiore superiore (ah ~ bk) e di centro

(ah , bk) (h , k === 1 , 2 , ~... ~ ~ ; rro ~= ~ , ((n == (1,’ , ho ~ b , by~ ~: b’) ed applicando
la (34) per il calcolo delibi ntegrale della f° esteso a ciascuno degli intervalli

l1hk, la (35) ci assicura che la somma 1&#x3E;~ di questi integrali :

approssima l’integrale esteso a T con un errore infinitesimo, almeno del

quart’ordine rispetto a 1 lrc . Bisogna tuttavia riconoscere che l’esperienza
fatta (airistituto Nazionale per le Applicazioni del Calcolo) di tale metodo

d’integrazione, nonchè di quello che fornirebbe Fuso della (26) non ha dato,
in parecchie occasioni, risultati soddisfacenti.

Non è stata ancora sperimentata l’applicazione della formola (31), la

quale, notiamolo, supposta la ,f di classe quatt1’o, ove si calcolino i due in-

tegrali semplici che compaiono al suo secondo membro mediante forlnole il

cui errore abbia la dimensione di una lunghezza elevata, alneno, alla nona
potenza, conduce, seguendo il considerato metodo della. decomposizione del-
1’intervallo d’integrazione ivi n2 intervalli eguali y alle approssimazioni
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[ove è data dalla (36)] affette da un errore infinitesino, almeno, dell’ot-
tavo ordine rispetto a i/n.

Ma io oso, egualmente, esprimere, fin da ora, la mia opinione 111 pro-

posito, secondo la quale la formola è destinata a compiere l’ufficio, per
l’integrazione doppia,, che, per quella semplice, ade pie, da secoli, la prov-

videenziale fornola di CAVALIERI-SIMPSON, constituendone l’attesa vera esten

sione. ,

Portofino Vetta, 10 agosto 1951


