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FEUILLETAGES HOLOMORPHES DE CODIMENSION
UN DONT LA CLASSE CANONIQUE EST TRIVIALE

PAR FrEDERIC TOUZET

RESUME. — We give a description of Kéhler manifolds M equipped with an integrable subbundle
F of TM of rank n — 1 (n = dim M) under the assumption that the line bundle Dét F is numerically
trivial. This is a sort of foliated version of Bogomolov’s theorem concerning Kahler manifolds with
trivial canonical class.

ABSTRACT. — Nous décrivons les variétés kiahlériennes compactes M de dimension complexe n
dont le fibré tangent admet un sous-fibré holomorphe intégrable F de rang n — 1 dont le fibré détermi-
nant Dét F est a premicre classe de Chern nulle. Ce résultat peut en quelque sorte étre considéré comme
un avatar feuilleté du théoréme de Bogomolov concernant les variétés kahlériennes a fibré canonique
numériquement trivial.

1. Introduction

Parmi les variétés kdhlériennes compactes M, celles dont le fibré canonique est numéri-
quement trivial sont caractérisées par le remarquable résultat suivant, di a F. Bogomolov :

THEOREME 1.1 ([2, 1]). — Supposons que c1(M) = 0, alors M admet un revétement
(étale) fini M qui est le produit d’un tore par une variété de Calabi- Yau.

Rappelons qu’une variété kahlérienne est dite de Calabi-Yau si elle est compacte, simple-
ment connexe et admet une forme volume holomorphe, c¢’est-a-dire une forme holomorphe
de degré maximal partout non nulle.

Suivant le fameux théoréme de Yau ([Ya]), on peut munir une telle variété d’une mé-
trique Ricci-plate dont ’holonomie induit une décomposition en produit de sous-variétés
de Calabi-Yau irréductibles, ¢’est-a-dire dont le fibré tangent n’est pas holomorphiquement
décomposable.
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658 F. TOUZET

Considérons une variété complexe M munie d’un feuilletage holomorphe régulier de co-
dimension un. Ceci correspond a la donnée d’un sous-fibré intégrable F de rang n — 1 du
fibré tangent TM (n = dim¢ M).

Il y a naturellement deux fibrés en droites holomorphes associés a F, le fibré normal et
le fibré canonique du feuilletage qui sont respectivement N = % et Kr = Dét F* =
A"LF* ou F* désigne le dual de F.

Par adjonction, on hérite de I'isomorphisme

(1.1) Ne*@ Kr =Ky

ou Ky désigne comme a I’habitude le fibré canonique de la variété M.

Dans cet article, on s’intéresse a la situation suivante : M est kidhlérienne compacte et est
munie d’un feuilletage F dont la classe canonique est numériquement triviale, i.e.

(&1 (K]:) = 0.
Cette configuration est clairement réalisée par les trois exemples décrits maintenant :

1) a reveétement fini pres, M est le produit d’un tore par une variété de Calabi-Yau et F
est obtenu en tirant en arriere un feuilletage linéaire de codimension 1 sur le premier
facteur par la projection canonique;

i1) M est une fibration rationnelle au-dessus d une variété a premicre classe de Chern nulle
(et par suite décrite par le théoréme de Bogomolov) et le feuilletage F est transverse aux
fibres;

iii) le feuilletage F est donné par une fibration en hypersurfaces a premiere classe de Chern
nulle.

Nous affirmons que cette liste est exhaustive :

THEOREME 1.2. — Soit M une variété kihlérienne compacte munie d’un feuilletage holo-
morphe régulier de codimension 1 a fibré canonique numériquement trivial ; alors ce feuilletage
est décrit par 'un des exemples (non mutuellement exclusifs) i),ii) ou iii) ci-dessus.

Ces résultats ne sont guere surprenants si ’'on a en vue les conjectures d’abondance. En
effet, ces derniéres prévoient que le feuilletage F coincide avec la fibration d’Itaka-Kodaira
de la variété lorsque celle-ci n’est pas uniréglée, ce qui correspond effectivement au point iii)
et laisse présager que cette description reste valide lorsque F est singulier.

Toujours dans I’esprit des conjectures d’abondance, on peut motiver notre travail par
I’étude de variétés possédant certaines propriétés numeériques.

Considérons par exemple une varié¢té projective M a fibré canonique nef de dimension de
Kodaira numérique égale a 1, c’est-a-dire telle que ¢;2(M) = 0 et ¢y (M) # 0. Géométrique-
ment, cette derniére égalité suggére (dans un sens volontairement approximatif'!) ’existence
de directions d’annulation de la courbure du fibré canonique qui, dans quelques situations
favorables pourraient étre incarnées par un feuilletage a classe canonique (numériquement)
triviale correspondant a I’exemple iii) ci-dessus.

Cet article est organisé comme suit.
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Dans la section 2 est d’abord examiné le cas (facile) ou la variété M est elle-méme a classe
canonique numériquement triviale. En fait, ce cas réapparaitra de fagon récurrente dans la
discussion globale et va correspondre a ’exemple 1) du théoréme 1.2.

Nous construisons ensuite une classe o dans la cohomologie de Dolbeault canoniquement
attachée au feuilletage F. Cette opération peut étre effectuée pour n’importe quel feuille-
tage holomorphe régulier de codimension 1. Si ’on revient maintenant a nos hypothéses
(c1(K#) = 0)), on montre que ’annulation de cette classe a nous renvoie au cas précité
(c1(M) =0).

A contrario, sa non-annulation introduit une structure géométrique supplémentaire sur
M, a savoir un feuilletage holomorphe en courbes C,,, éventuellement singulier, mais en posi-
tion tres spéciale relativement a F :

C,, est transverse a F

ou
C, est tangent a F.

Le reste de article est consacré a ’étude de ces deux configurations possibles.

Nous traitons dans la section 3 le cas « C,, transverse a F ». C’est a ce niveau que vont
apparaitre la plupart des ingrédients de la preuve du théoréme principal.

Précisons un peu comment les choses s’articulent.

Hormis la situation ou C,, est un feuilletage en courbes rationnelles, ce qui correspond a
I’exempleii) du théoréme 1.2, on peut construire un courant 7" (lisse) invariant par holonomie
de F «induit » par la métrique « naturelle » sur les feuilles de C,, suivant que celles-ci sont
hyperboliques ou paraboliques. En particulier, le fibré canonique Ky, est pseudo-effectif et
sa classe de Chern est représentée par 7. Dans ces conditions, —7" peut s’incarner comme
courbure de Ricci d’une certaine métrique kiahlérienne. Cette métrique qui est, d’une certaine
facon, canoniquement associée au feuilletage F dote ce dernier de propriétés de parallé¢lisme.

Ceci permet de préciser la décomposition de De Rham de M (plus exactement celle de
son revétement universel), puis de constater que les feuilles de F sont nécessairement fermées
(dans le cas ¢; (M) # 0).

Dans la quatrieme et derniére section, les deux feuilletages F et C,, sont supposés étre tan-
gents.

On montre dans un premier temps que la présence du feuilletage auxiliaire C,, entraine la
pseudo-effectivité du fibré canonique de la variété ambiante M.

De 1a, on déduit I’existence d’un courant positif invariant par holonomie de F et repré-
sentant la classe canonique de M. La situation est donc trés similaire a celle étudiée dans la
section 3 a ceci pres que le courant est susceptible de présenter des problémes de régularité.
Cependant, le pseudo-groupe d’holonomie de F conserve suffisamment de « bonnes » pro-
priétés (au sens ou c’est un pseudo-groupe de Lie) et, modulo une analyse au cas par cas,
cette observation suffit a conclure.

Ce travail s’appuie, d’une part, sur des résultats de géométrie des feuilletages (Brunella,
Kellum) et, d’autre part, sur quelques théorémes classiques de géométrie riemannienne, en
particulier ceux de Yau (conjectures de Calabi), Cheeger et Gromoll (variétés a courbure de
Ricci positive ou nulle).
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2. Feuilletage en courbes associé

2.1. Remarque préliminaire quand c¢; (M) =0

A revétement fini prés, la variété M est le produit d’un tore par une variété de Calabi-Yau
(théoreme 1.1). De plus, la formule d’adjonction 1.1 implique que F est défini par une forme
holomorphe (éventuellement a valeurs dans un fibré plat) qui est donc identiquement nulle
en restriction a toute sous-variété simplement connexe de M. Par suite, F est nécessairement
un feuilletage « linéaire » sur M au sens de 'exemple i) donné dans I'introduction.

2.2. Classe de cohomologie o associée a F

Considérons un recouvrement ouvert (U;);c; de M suffisamment fin tel que sur chaque
ouvert de la famille, les feuilles de F soient données par les niveaux d’une submersion holo-
morphe

Sur chaque intersection U; N Uy, les différentielles des f; sont liées par la relation
dfi = gijdf;, gij € O*(U; NUj)
ou le cocycle multiplicatif g;; représente le fibré normal du feuilletage Nr.

Le faisceau F, des germes de (1,0) formes différentielles lisses tangentes F est fin, ce qui
assure l’existence de sections w; € F (U;) vérifiant sur U; N U :

_ dgij
W; —w; = Gii .
ij

Puisque les w; sont de la forme
9:dfi
ou g; € C*(U;), on obtient par différentiation que
dg; = gi; ' 0g;.
On constate ainsi que la collection des dg; définit une classe o du groupe de cohomologie
HZ'(N£Y).
En combinant isomorphisme de Dolbeault et dualité de Serre, on obtient que
2.1) HZ'(N7") = Hy" " (N7 @ Ku)
et par la formule d’adjonction (1.1)
(2.2) HZ" "N (Ne © Kur) = Hy" ' (Kr).
Cette construction fonctionne quelles que soient les propriétés numériques du fibré K r.

En revanche, il faut invoquer sa platitude (ce qui est bien notre hypothése principale) pour
pouvoir en déduire, par symétrie de Hodge, I'isomorphisme

(2.3) Hy" " (Kr) = HY~H0(Dét F).
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2.2.1. Le cas @ = 0. — En reprenant les notations précédentes, il existe sur chaque ouvert
U, une fonction lisse ¢; telle que

8g9i = dpi, i =gi; 'pj sur U;NU;.
On en déduit alors que
dgij
9ij
ol a; = g; — ; est holomorphe sur U;, en conséquence de quoi le fibré N£* est muni d’une
connexion holomorphe.

Oézdfl — Otjdfj =

Puisque la variété ambiante est kéhlérienne, ceci implique la platitude de N£* (donc de
K ) et permet de conclure par la remarque préliminaire 2.1 .

2.2.2. Le cas a # 0. — Par la série d’isomorphismes (2.1), (2.2), (2.3) décrite en fin de sec-
tion 2.1, la classe de Dolbeault o détermine une n — 1 forme holomorphe w non identique-
ment nulle sur M a valeurs dans Dét F. Localement, une telle forme a pour argument un
multivecteur de degré n — 1 et de ce point de vue, elle s’interpréte naturellement comme une
section holomorphe du fibré trivial K »®@Dét F. En particulier, la restriction de w a F est soit
identiquement nulle, soit partout non dégénérée. Notons C, le feuilletage en courbe (éven-
tuellement singulier) associé a w.

En résumé, il existe un feuilletage en courbes holomorphe C,, défini par le noyau d’une
section holomorphe non triviale w de Q" ~! ® Dét F tel qu’on ait 'alternative suivante

a) C, et F sont partout en position transverse (en particulier, C,, est régulier),
b) C, est tangent au feuilletage F.

Ces deux cas vont étre étudiés séparément dans les deux sections a venir.

3. Le feuilletage C,, est supposé partout transverse a F

3.1. Métrique « induite » par C,,

Examinons d’abord le cas ou C,, admet une feuille rationnelle. Du théoréme de stabilité de
Reeb, il résulte que toutes les feuilles sont rationnelles. Le feuilletage F est donc construit par
une suspension de fibre P! au-dessus d’une variété a premiére classe de Chern nécessairement
nulle. II s’agit donc de I'exemple ii) du théoréme 1.2. Notons que ’holonomie de F est ici
obtenue comme représentation de I’extension d’un groupe fini par un groupe abélien libre
dans le groupe de Meebius.

Si I’on exclut ce dernier cas de figure, il est établi dans [6] qu’un feuilletage en courbe C
transverse a une distribution en hyperplan D sur une variété kdhlérienne compacte est pa-
rabolique ou hyperbolique : toutes les feuilles sont uniformisées, soit exclusivement par la
droite complexe, soit exclusivement par le disque unité. En outre, la distribution est en fait
intégrable (c’est un feuilletage).

Dans le cas parabolique, on montre dans [6] que le fibré cotangent T¢* du feuilletage en
courbes est plat. Dans notre contexte, cela signifie que Nx* (~ a T¢ ™ par tranversalité) est
plat dés que C,, est parabolique et nous sommes a nouveau dans la configuration décrite dans
la remarque 2.1 (exemple i), du théoréme 1.2.

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L’ECOLE NORMALE SUPERIEURE



662 F. TOUZET

Quand C = C,, est hyperbolique, on peut construire (/oc.cit.) sur le fibré normal Nz une
métrique hermitienne invariante par holonomie de F et dont la restriction aux feuilles de C,,
coincide avec la métrique de Poincaré. Puisque N s’identifie a T¢,,, on récupere par dualité
sur Nz* une métrique hermitienne sur Nx* dont la forme de courbure Q est une (1, 1)-forme
fermée lisse, semi-positive et invariante par holonomie de F ; en particulier €2 s’annule dans
la direction de F.

3.2. Preuve du théoréme 1.2

Au vu de la section 3.1, il reste a traiter le cas ou C,, est hyperbolique, ce qui sera supposé
icl.

ProPoSITION 3.1. — La variété M peut étre munie d une métrique kdihlérienne g qui induit
sur chaque feuille de F une métrique Ricci plate.

De plus, on peut choisir cette métrique de telle sorte que M (le revétement universel de M )
se scinde holomorphiquement et isométriguement (pour la métrique pull-back) sous la forme
N x D. Cette décomposition de M est compatible avec celle de T M en ce sens que TN et TD
(vus comme sous-fibrés de T M ) sont respectivement pull-back de F et C,,.

Enfin, m, (M) agit diagonalement par isométries sur le produit M = N x D.

Démonstration. — Remarquons d’abord que la forme — est un représentant de la classe
anticanonique c¢1 (M), eu égard a I’équivalence numérique de Nz* et K.

D’apres le théoréme de Yau ([14]), on en déduit I’existence sur M d’une métrique kahlé-
rienne g dont la courbure de Ricci vérifie I’égalité

Rice(g) = —9.

En chaque point de M, le tenseur de Ricci est donc donné par une forme semi-négative.
De plus, par hypothese de platitude, il existe sur M une collection de sections locales ho-
lomorphes £y de Dét F ne s’annulant pas et multiplicativement liées par un cocycle de mo-
dule 1. En particulier, I'ensemble des A(||€]|?) et ||V (€)]|? se recollent en une fonction glo-
bale définie sur M (V désigne ici la connexion induite par g sur les tenseurs holomorphes de
type (n — 1,0)). Dans ces conditions, I'inégalité de Bochner ([10, p. 57]) s’énonce dans les
termes suivants :

A(llel®) = 1V (€0l
Par suite, on obtient que V(£y) = 0 pour tout ouvert U du recouvrement. En d’autres
termes, le fibré F est parallele. Un résultat classique de géométrie kédhlérienne implique
alors que son orthogonal est holomorphe ([9, th. 8.1, p. 172]). Quitte a réappliquer les
résultats de [6], on peut conclure que ce dernier définit un feuilletage hyperbolique. La pro-
position 3.1 résulte alors du classique théoréme de décomposition de De Rham joint au fait
que Ricc(g) est identiquement nulle en restriction a F. O

Précisons maintenant la structure du premier facteur N dans la décomposition du revé-
tement universel.

PROPOSITION 3.2. — La variété N se scinde (holomorphiquement et isométriquement)
sous la forme CF x V ou V est une variété de Calabi- Yau.
En outre, m, (M) agit diagonalement par isométries sur le produit M = CF x V x D.

4¢ SERIE — TOME 41 — 2008 — N° 4



FEUILLETAGES HOLOMORPHES DE CODIMENSION UN 663

La preuve repose sur le résultat suivant de Cheeger et Gromoll.

THEOREME 3.3 ([7]). — Soit M une variété lisse simplement connexe admettant une mé-
trigue riemannienne compléte de courbure de Ricci positive ou nulle; alors M se décompose
isométriquement sous la forme R* x V ou V est une variété ne contenant pas de droite géodé-
sique.

Rappelons qu’une droite géodésique est une géodésique
v i ]—o00,+o0[ = M
telle qu’a chaque instant ¢, ¢’ € R, le segment +y)[; 4+ soit minimal.

Preuve de la proposition 3.2. — Puisque la décomposition de De Rham d’une variété kah-
lérienne coincide avec celle de la variété réelle sous-jascente ([9, th. 8.1, p. 172]), on obtient
que N se scinde holomorphiquement et isométriquement sous la forme C! x V.

Par construction, le groupe fondamental de M agit diagonalement par isométries sur le
produit M = C! x V x D. Il reste a prouver que V est compacte ; supposons par ’absurde
que ce ne soit pas le cas. La contradiction recherchée résulte alors de I’argument suivant re-
pris verbatim a Cheeger et Gromoll (loc.cit.). Soit K un domaine fondamental pour ’action
de 71 (M) sur M. C’est un compact et sa projection p(K) sur V est donc un compact dont
lorbite par p(m;(M)) est V toute entiére. Puisque V' est supposée non compacte, il existe en
un point p € p(K) un rayon géodésique v : [0,00] — V/(i.e. une demi-droite géodésique)
tel que v(0) = p € p(K). Soit g, une suite d’isométries de p(m (M)) telle que g, (y(n)) =
pn € p(K). La géodésique v, de V définie par ~,,(0) = p, et v, (0) = dgn(7'(n)) est donc
un rayon géodésique en restriction a [—n, oo[. Par compacité, on peut extraire une sous-suite
n; de sorte que py,, et 7, (0) convergent respectivement vers py € p(K) et vy € T, (V). Par
construction, la géodésique passant en py a la vitesse v est une droite géodésique. O

LEMME 3.4. — L'action de w1 (M) sur D est discréte.

Puisque le groupe des isométries de V est fini ([1]), on est ramené a considérer un groupe
H dont ’action est libre, discréte, diagonale, cocompacte et isométrique sur le produit C! x ID.
Il reste a voir que cette action reste discréte sur le second facteur, auquel cas chaque feuille
de F sera fermée, situation décrite par ’exemple iii) du théoréeme 1.2.

Ceci va résulter du fait général suivant :

THEOREME 3.5 (Auslander, [13, p. 149]). — Soient G un groupe de Lie et R un sous-groupe
connexe, résoluble et distingué. Soit 7 : G — G/R la projection canonique. Soit H un sous-
groupe fermé de G dont la composante neutre H est résoluble. Alors la composante neutre de
w(H) est résoluble.

Preuve du lemme 3.4. — 1l suffit manifestement de montrer que H, vu comme réseau de
C!' x U(1) x Si(2, R) se projette sur un réseau de SI(2,R). On note H; I'image de H par cette
projection ; remarquons que H; n’est pas conjugué a un sous-groupe triangulaire de S1(2, R)
car C! x D/H est de premiére classe de Chern non nulle. Par conséquent, H; est, soit un
réseau, soit dense dans SI(2,R). Supposons par I'absurde que H; = SI(2,R). Notons 7 et
71 les projections canoniques respectives de C! x U(1) x SI(2,R) sur U(l) x SI(2,R) et de
U(l) x Si(2,R) sur SI(2,R). D’apres le théoréme d’Auslander, la composante neutre I" de
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w(H) est résoluble ; par suite, 71 (I') est un sous-groupe (non nécessairement fermé) résoluble
de SI(2,R). Par hypothése, ’adhérence de m; (7w (H)) est précisément SI(2, R) ; ceci entraine
alors que 7(H) admet une infinité de composantes connexes (I',),, oy (F'o = T') telles que
Unen m1(Iy) soit dense dans S1(2,R). Par compacité de U(l), on a w1 (7(H)) = SI(2,R),
mais ceci est impossible vu que SI(2, R) ne peut s’exprimer comme union dénombrable de
translatés d’un sous-groupe résoluble. O

REMARQUE 3.6. — On pourra observer que la proposition 3.1, et donc la conclusion
que F est une fibration, restent valides sans supposer I’existence a priori d’un feuilletage en
courbes hyperbolique transverse (ici C,,). En fait, seul importe dans la démonstration de la
proposition 3.1 I'existence sur Nz d’une métrique lisse F invariante par holonomie de F et
a courbure strictement négative.

Cette remarque pourra s’avérer utile dans la section 4 que nous allons maintenant aborder.

4. Les feuilletages F et C,, sont supposés tangents

En d’autres termes, les courbes intégrales du feuilletage en courbe C,, sont tracées dans les
feuilles de F.

4.1. Pseudo-effectivité du fibré canonique de M

Nous utiliserons largement les travaux de Brunella qui étendent, dans le cadre kdhlérien,
certains des résultats de semi-positivité établis par Miyaoka pour les variétés projectives, et
dont une version récente est présentée dans [5].

LeEMME 4.1. — Le feuilletage C,, n'est pas un feuilletage en courbes rationnelles.

Nous adoptons dans I’énoncé de ce lemme et sa preuve la terminologie utilisée par Bru-
nella ([4, 5]).

Un feuilletage en courbe C sur une variété X est dit rationnel (ou a courbes rationnelles)
si, par tout point de X passe une courbe rationnelle tangente a C.

De plus, lorsque ce feuilletage est une fibration (localement triviale) en restriction a un
ouvert de Zariski Xy de X, on dit que C est une quasi-fibration rationnelle.

D’un point de vue birationnel, remarquons qu’il n’y a pas lieu de distinguer ces deux cas
puisqu’on passe du premier au second par une succession d’éclatements.

Preuve du lemme 4.1. — Supposons par ’absurde que C,, soit rationnel. Il s’agit d’exploi-
ter le fait qu’on peut déformer les courbes intégrales de C,, tout en restant tangent a F, ce
qui devrait entrainer la « négativité » du fibré K et contredire ainsi nos hypotheéses.

Soit 7 : X — M une application obtenue par composition d’éclatements de centres lisses.
Notons C,, et F les feuilletages pull-back respectifs de C,, et F par , cette derniere applica-
tion étant choisie de telle sorte que C,, soit une fibration quasi-rationnelle.

On désigne par p : Xg — B = X/ C., la fibration correspondante.

Remarquons que F nlest plus nécessairement régulier ; en revanche, C,, reste tangent a F
et ce dernier se redescend donc en un feuilletage ; de codimension 1 sur la base B.

Soient £; une feuille de F; et U; un ouvert de F; biholomorphe a un polydisque.
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D’un tel choix, il résulte que p~1 (U ) est tangent & F et la fibration induite au-dessus de
U; est holomorphiquement triviale : p~1(U;) ~ U; x P1. Par suite, sur chaque fibre F (~ P!)
de p~1(U;), on obtient

n—2
4.1) Tp~' (Ur)r = P 00) & O(2).
i=1

Considérons maintenant une section holomorphe non triviale ¢ de Q7;'/Q%! (L) ou
ngl désigne le faisceau des germes des n — 1 formes différentielles holomorphes nulles en
restriction aux feuilles de F et L = Dét F est par hypothese plat.

En tirant en arri€re par 7, on récupére une section non triviale de Q}*l / Q"Tfl (m*L) qui
induit par restriction une section de A"~ 'T*p~!(Uy)|r. Cette section est non nulle si F est
correctement choisie, ce qui donne la contradiction recherchée, vu que, d’apres (4.1), on a
A"_lT*p_l(U1)|F = 0(-2). O

PROPOSITION 4.2. — Le fibré canonique K r de la variété M est pseudo-effectif.

Rappelons qu’un fibré en droite L sur X kéhlérienne compacte est dit pseudo-effectif si
c1(L) peut étre représentée par un courant positif fermé de bidegré (1,1), on dit alors que
c1(L) est une classe pseudo-effective.

Démonstration. — On a montré (lemme 4.1) que C,, n’est pas un feuilletage en courbes
rationnelles. Dans ces conditions , Brunella [5] a établi que le fibré cotangent T de C,, est
pseudo-effectif. Par ailleurs, la n — 1 forme w est holomorphe a valeurs dans un fibré plat ;
par adjonction, on obtient alors que ¢; (Kar) = c1(D) + e1(T¢) ou D désigne le diviseur
effectif des zéros de w. On conclut en remarquant qu'une somme de classes pseudo-effectives
reste pseudo-effective. O

Rappelons qu’en combinant la formule d’adjonction (1.1) et le fait que K x est supposé
numériquement trivial, on obtient que

Cl(N]:*) = Cl(KM) = —Cl(M).

En particulier la proposition 4.2 implique la pseudo-effectivité du fibré conormal Ng*.

On est alors dans les conditions d’application du lemme qui suit, démontré par Brunella
[3] dans le cadre des feuilletages sur les surfaces complexes compactes, mais qui s’adapte sans
difficultés lorsque la variété ambiante est kahlérienne. Nous en donnerons la démonstration
par commodité pour le lecteur (voir aussi [0]).

LEMME 4.3. — Soit F un feuilletage holomorphe de codimension 1 sur M kdhlérienne com-
pacte. Supposons que Nz* soit pseudo-effectif; alors il existe un courant positif fermé de bi-
degré (1,1) invariant par holonomie de F.

Démonstration. — Par hypothése, le fibré Nx* admet une métrique singuliére dont les
poids locaux sont plurisousharmoniques. La forme de courbure de cette métrique est donc
donnée par un courant positif 7" localement défini par T = %85F, ou F' est un poids
local de la métrique. On peut choisir ces poids locaux de fagon a obtenir sur M une forme 7
(a priori non lisse) telle que, localement :

n=+v—1*Fdf A df

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L’ECOLE NORMALE SUPERIEURE



666 F. TOUZET

ou {df = 0} est une équation locale de . Soit § une forme de Kéhler ; on déduit du théoréeme
de Stokes (pour les courants) que

/ Ao A" = 0.
M

D’autre part, le courant 9n est positif (I'exponentielle d’une fonction psh est psh). La
nullité de I'intégrale précédente implique alors que e’ est pluriharmonique et donc constante
dans les feuilles. O

L’existence d’un tel courant invariant par holonomie confere au feuilletage F des pro-
priétés qualitativement semblables a celles des feuilletages riemanniens. Plus précisément,
il est montré dans [3, p. 590-592] que F entre dans la catégorie des feuilletages quasi-
uniformément isométriques étudiés par Kellum ([K]). Suivant Brunella (loc.cit.) , on peut
alors affirmer que M est union disjointe de minimaux de F, chaque minimal étant soit une
feuille compacte, soit une sous-variété topologique de codimension 1 réelle, soit M.

Nous allons maintenant décortiquer toutes les configurations envisageables dans les sec-

tions a venir.

4.2. Le feuilletage F est minimal
En d’autres termes, chaque feuille est dense dans M.

PROPOSITION 4.4. — Sous les hypothéses de 4.2, F est donnée par I'exemple i) du théo-
réme 1.2 (« feuilletage linéaire sur le tore » ).

Démonstration. — Rappelons (preuve du lemme 4.3) qu’il existe une métrique transverse
au feuilletage F, invariante par holonomie et s’écrivant localement sous la forme

n=+v—1*df Ndf
et dont la forme de courbure -7 (T' = —VQ;l O0F) est un courant représentant

—Cl(N*]:) = Cl(M).
Si le feuilletage est minimal, on obtient par transitivité (voir [3] pour les détails) que N
admet une métrique lisse transverse invariante par holonomie et de courbure de Gauss &
constante. Par pseudo-effectivité de N£*, on a nécessairement x < 0. Le cas k < 0 est en

fait exclu (remarque 3.6). Par suite, cette métrique est plate, ce qui, compte tenu de nos hy-
pothéses sur Kz, signifie que ¢; (M) = 0. On conclut alors par la remarque 2.1. O

4.3. Chaque feuille de F est compacte

Il n’y a rien a démontrer : F est alors une fibration et c’est ’exemple iii) du théoréme 1.2.
Il reste a étudier les feuilletages comportant un minimal de codimension 1 réelle. Ceux-ci
sont décrits comme suit [3] :

a) ladhérence de chaque feuille est de codimension 1 réelle ;

b) il y a exactement deux feuilles compactes et les autres feuilles ont des adhérences de
codimension 1 réeelle.

Avant d’étudier plus en détail ces deux cas, nous allons formuler de maniére plus précise les
résultats obtenus par Kellum [§].
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4.4. Structure du pseudo-groupe d’holonomie

Rappelons un des principaux résultats de Kellum : dans le cadre quasi-isométrique,
I'adhérence H du pseudo-groupe d’holonomie H est un pseudo-groupe de Lie. En par-
ticulier, on hérite d’un faisceau localement constant A de germes de champs de vecteurs
basiques qui est précisément, en chaque point de M, formé de I'algébre de Lie réelle des
générateurs infinitésimaux de H.

D’aprés [11, prop. 4.8, p. 171], cette algebre de Lie est en fait engendrée (sur R) par des
champs de vecteurs holomorphes si le feuilletage est lui-méme holomorphe.

Le lemme qui suit détaille la structure de A, en un point x de M.

LEMME 4.5. — Sous les hypothéses a) ou b) précédentes, I'algébre de Lie A, est de dimen-
sion réelle 1 en chaque point x € M.

De plus, dans une coordonnée holomorphe z transverse au feuilletage F correctement choisie
et telle que z(x) = 0, un générateur de A, s’écrit sous la forme

0
ou

0
X(z) =2iraz—, a € R.
(=) =,

Démonstration. — Fixons z € M et notons F, ’'adhérence de la feuille passant par z.
Soit {dz = 0} une équation locale de F avec z(z) = 0. Les éléments de .A,, peuvent se voir
comme des champs de vecteurs définis sur une petite transversale 7' a F paramétrée par z.
Considérons maintenant la sous-algebre de A, définie par

AY ={Ve A, V() =0}

Examinons d’abord le cas ot A2 est réduit a {0}. Soit X € A, \ {0}. Pour un choix adéquat
de z, on peut mettre ce champ de vecteurs sous la forme

0
X(z) = 92
dont les courbes intégrales (pour le flot réel) sont alors les droites horizontales de T'. Par
conséquent, F, est de codimension 1 réelle et tout autre élément de A, \ {0} a les mémes
courbes intégrales que X.

On en déduit que 5
Ay = R@'

Supposons maintenant que A% # {0}. On peut en extraire un champ de vecteurs non tri-
vial qui s’écrit, pour un choix convenable de z, sous forme normale : X, (z) = 2i7rozz%
ou X, \(z) = ﬁa% avec a, A € Cetv € N\ {0} (voir par exemple [12]). Supposons
d’abord que X = X, avec a ¢ R. Dans ce cas (quitte a prendre — X)), 'origine est un foyer
stable (dynamique spiralante) et il existe un compact K € T d’intérieur non vide tel que
pour tout ¢ € [0, +oo[, exptX(K) € T et lim;_, 4 Vol(exptX(K)) = 0 ou Vol désigne le
volume euclidien. Cette propriété est visiblement incompatible avec le fait que F est quasi-
uniformément isométrique.

L’existence d’un tel compact K est aussi garantie dans le cas ou X = X, ) (prendre un

domaine de type « sectoriel » ou la dynamique de X est attractive).
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Par suite, on a nécessairement X = X, avec a € R. Le flot réel est alors un groupe a un
paramétre de rotations ; ainsi, pour tout point y € M assez proche de z (y # ), F, est de
codimension 1 réelle. De méme que précédemment, on conclut alors que

A, = Rinazi, a€R. O
0z

DErFINITION 4.6. — Soit x € M. On dira que A, est :

— detype (1)si A, = R% ;

— de type (2) si A, = R2iraz 2, a € R.

Compte tenu de la description de A, on peut construire une 1-forme n définissant le feuille-
tage F de la fagon suivante.

Pour un recouvrement suffisamment fin M = |J;c; U; par des ouverts U; connexes, on
peut choisir, pour tout indice ¢ un champ X; € A(U;) non trivial tel que A(U;) = RX;. Sur
chaque U, il existe une unique forme méromorphe n; tangente a F et telle que n;(X;) = 1.
En outre, sur chaque intersection U; N U;, on a n; = h;jn;, hiyj € O*(U; N Uj) localement
constants.

La collection des 7; définit donc une section  de A'(L) ou A! désigne le faisceau des
germes de 1-formes méromorphes sur M et L est un fibré en droite plat associé au cocycle
multiplicatif (h;;).

4.5. L’adhérence de chaque feuille de F est de codimension 1 réelle

Il est facile de réaliser ce type de configuration par un feuilletage linéaire sur le tore. La
proposition qui suit établit la réciproque.

PRrROPOSITION 4.7. — Sous les hypothéses de 4.5, F est donnée par I'exemple i) du théo-
réme 1.2 (« feuilletage linéaire sur le tore » ).

Démonstration. — On reprend les notations de la section 4.4. Sous nos hypothéses,
en chaque point x de M, l'algébre de Lie A, est clairement du type (1). En particulier,
la forme n ne comporte pas de diviseurs de poles ou de zéros. Par suite NF* = L* et
c1(N£*) = —c1 (M) = 0. On conclut alors par la remarque 2.1. O

4.6. Le feuilletage 7 admet deux feuilles compactes et les autres feuilles ont des adhérences de
codimension 1 réelle

Démonstration. — 11 s’agit de voir que ce cas ne se produit pas.

Supposons par I’'absurde qu’il existe un tel feuilletage. Le long de chaque feuille compacte
H; (i =1,2), A, est manifestement du type (2) et du type (1) ailleurs. Par suite, n est a poles
simples le long des feuilles compactes et sans diviseurs de zéros. Il en résulte que ¢; (N£*) est
représentée par le courant

T = _5H1 — 5H2~
Donc, si # désigne une forme de Kihler, on doit avoir ¢ (N£*).[0" 1] = — 327, Sy, 0771 <0,
ce qui contredit la pseudo-effectivité de N+* (établie en 4.1). O
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