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CONVERGENCE DE VARIETES ET CONVERGENCE
DU SPECTRE DU LAPLACIEN

Par B. COLBOIS (*) er G. COURTOIS (%)

0. Introduction

Considérons une suite convergente (M) de variétés riemanniennes compactes.

Selon la définition que I’on donne du mot « convergence » et les restrictions géométri-
ques que 'on impose sur les éléments de la suite, il est possible de relier le spectre du
Laplacien de la suite (M;) avec le spectre de la limite (voir par exemple [RT], [COL],
[COUR], [FU], [C-C1], [C-C2] et I'introduction du chapitre 9 de [CH]).

Notre but est ici de généraliser [C-C1] et [C-C2]. Dans [C-C1] nous examinions le cas
d’une suite de surfaces de Riemann convergeant vers le bord de ’espace de Teichmiiller
et dans [C-C2] le cas d’une suite de variétés hyperboliques compactes de dimension 3
convergeant vers une variété hyperbolique de volume fini (¢f. [TH], [GR]). Alors que
dans [C-C1] et [C-C2] nous utilisions la connaissance explicite de la métrique pour
étudier les fonctions propres, nous considérons ici une situation générale sans hypothése
géomeétrique autre que la convergence qui sera précisée plus bas. En particulier, nous ne
prenons en compte aucune borne sur la courbure. Notons cependant que les situations
décrites dans [C-C1] et [C-C2] restent les exemples de base (cf. §3).

Cette question nous a été suggérée sous cette forme par P. Pansu que nous avons plaisir
a remercier ici.

Dans [C-C1] et [C-C2] la notion de convergence sous-jacente est celle de Lipschitz
pointée que nous rappelons ici.

DerFmNiTioN 0. 1. — Une suite de variétés riemanniennes pointées (M;, p;) converge vers
la variété pointée (M, p) si :

VR>0, Ve>0, By, (p;; R) et By (p, R) sont quasi isométriques de rapport 1+¢ pour i
assez grand, ou By, (p;, R) [resp. By (p, R))] est la boule de centre p; et de rayon R dans
M; (resp. de centre p et de rayon R dans M).

(*) Le premier auteur était soutenu par le fond national suisse de la recherche scientifique.
(®) Le second auteur était partiellement soutenu par le contrat C.E.E. GADGET n° SC1-0105-C.
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508 B. COLBOIS ET G. COURTOIS

Par quasi-isométrie de rapport 1+¢, nous entendons un difféeomorphisme dont la
dérivée est une isométric a € prés en chaque point. Des exemples sont donnés au
paragraphe 1 (pour des développements voir [GLP]).

A partir de maintenant, « convergence » d’une suite de variétés signifiera convergence
au sens de la définition 0.1. En particulier, la limite est supposée étre une variété
compléte.

Remarque 0.2. — Lorsque M; et M sont compactes, la convergence de (M,;, p;) vers
(M, p) entraine la convergence du spectre et des fonctions propres du laplacien, comme
on le voit en utilisant le principe du minimax.

On considérera dans ce qui suit une suite (M;, p;) de variétés compactes convergeant
vers une variété compléte non compacte et nous restreignons notre étude aux valeurs
propres inférieures a la borne inférieure du spectre essentiel de M (cf. [D-L]).

Nous donnerons des exemples de suites convergentes (M, p;) > (M, p) ou le spectre
converge et d’autres exemples ou il ne converge pas. Ces derniers permettent de mettre
en évidence une condition nécessaire (et en fait suffisante) portant sur les « parties
fuyantes » de la suite (M;, p;) pour avoir la convergence du spectre vers celui de la limite.

DerFmvITION 0. 3. — Soit une suite (M,, p;) qui converge vers (M, p). Une suite de
parties Q; de M, sera dite « suite de parties fuyantes » si Q;=M;\ By, (p;, R;) ou R; est
une suite croissante vers + oo telle que By, (p;, R;) et By (p, R;) sont quasi isométriques
de rapport 1+¢; avec lim g;=0.

On note A =inf ess sp M, 'infimum du spectre essentiel de M. Observons que A peut
étre égal a linfini [D-L]. Pour toute variété compacte a bord Q, on note AD(Q) la
premiére valeur propre du probléme de Dirichlet de Q.

THEOREME 0.4. — Soit (M, p;) convergeant vers (M, p).

Soient O0=po<p;<...=ps...<A  les valeurs proprés de M et
0=A <M, =...=Myq <A les valeurs propres de M; strictement inférieures a A. Les
propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) Pour tout k tel que w,<A, M (i)=k pour i assez grand et lim A =p,.

(ii) Pour toute suite de parties fuyantes Q; de (M, p;), lim infA?(Q)=A.

L’idée de la preuve de ce théoréme est que lorsque (M,;, p;) converge vers (M, p), le
spectre de M, est essentiellement la réunion du spectre de Dirichlet de Q; et de
By, (7 R)=M\(, et le spectre de M strictement inférieur a A essentiellement le spectre
de Dirichlet de By (p, R;) pour i grand.

Remarque 0.5. — 11 découlera de la démonstration du théoréme 0.4 un résultat de
convergence pour les espaces propres correspondants.

Remarque 0.6. — Lorsque lim infA?(Q)=B<A, on déduit de la preuve du
théoréme 0.4 que les valeurs propres de M inférieures ou égales 4 B sont limites des
valeurs propres correspondantes de M.
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CONVERGENCE DE VARIETES ET SPECTRE DU LAPLACIEN 509

Remarque 0.77. — Nous verrons au paragraphe 1 que si M est une variété de volume
infini, alors pour toute suite (M;, p;) convergeant vers M, on n’a pas convergence du
spectre.

Exemples. — Remarquons d’abord que le critére (ii) du théoréme 0.4 est difficile a
vérifier en général, car il porte sur toutes les suites de parties fuyantes. Nous montrerons
au paragraphe 3 qu’il est toutefois vrai pour les variétés hyperboliques de dimension 2
et 3.

Au paragraphe 1, nous précisons la notion de partie fuyante et on démontre I’assertion
[(1) — (i1)] du théoréme 0.4. On constate en particulier qu’une condition nécessaire pour
que le spectre converge est que le volume de la limite soit fini (corollaire 1.7). Au
paragraphe 2, on termine la preuve de ce théoréme et au paragraphe 3, on explicite les
exemples de variétés hyperboliques. -

1. Parties fuyantes

Soit (M;, p;) convergeant vers (M, p). Rappelons qu’une suite de parties fuyantes de
(M;, p) est une suite de parties Q;=M;\ By, (p;, R;) ou R; est une suite croissant vers
+ oo telle que By, (p;, R) et By(p, R)) sont quasi isométriques de rapport (1+¢;) avec
lim g;=0.

1 = oo

De telles suites de parties fuyantes existent toujours a cause du procédé diagonal. En
revanche, dans les exemples qui suivent, nous allons voir qu’une suite arbitraire
Q,=M;\ By, (7;; R;) ou R; est une suite croissant vers + oo ne définit pas nécessairement
une suite de parties fuyantes. En fait, il faut que R; ne tende pas trop vite vers + co.

Exemple 1.1. — Soit M; une suite de surfaces de Riemann de genre 2 dont une
géodésique vy; devient de plus en plus courte, cf. fig. 1 (voir [C-C1]).

Fig. 1.

Lorsque la longueur /; de v; tend vers 0, (M,, p;) converge vers (M, p) ou (M, p) est
une surface de Riemann non compacte, avec un cusp, cf. fig. 2. Remarquons que Vol
M;=4m et volM=2m.

Lorsque /; tend vers 0, le diamétre de M; est de I'ordre de 2|log/;| et dans [C-C1] on
montre que Q;=M;\ By (p;, |log/;|'/?) est une suite de parties fuyantes de (M, p,).
En fait, Q;=M\By,(p;, R) ou lim R;|log/;|"'=0 définit une suite de parties

i—> o

fuyantes.
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P

=

Fig. 2.

En revanche Q;=M;\ By, (p;, |log/;|) n’est pas une suite de parties fuyantes de (M,, p,)
car By, (p;, |logl;|) et By(p, |logl;|) ne sont pas quasi isométriques de rapport (1+¢;)
avec lim g,=0. En effet, soit 4; ’horocycle de M de longueur /.. La métrique de M au
voisinage de h; s’écrit en coordonnées de Fermi g=dr?+ [, e?" d0?. Par ailleurs, la métrique
de M; s’écrit au voisinage de v, : g;=dr*+1?ch?rd0?, de sorte que le rapport des
longueurs dans M; et M de la courbe fermée de coordonnée r=1 vaut e 'chl et ne
tend pas vers 1 lorsque i tend vers l'infini.

Exemple 1.2. — Soit M une variété hyperbolique compléte de dimension 3, non
compacte, de volume fini. La variété M se décompose en une partie €paisse My, , et
une partie mince My, ,;, ou My, (resp. M, ) désigne 'ensemble des points de M ou
le rayon d’injectivité est supérieur ou égal a p (resp. strictement inférieur a p) ([BGS],
[GRY]). En outre, il existe p,>0 (indépendant de M) tel que la partie mince My, ,; de
toute variété hyperbolique de dimension 3 et de volume fini soit une réunion finie de
tubes et de cusps. Les tubes sont des voisinages tubulaires de géodésiques fermées et les
cusps sont les parties non compactes de M, isométriques a T2 x [0, oo[ avec la métrique
ds’=dr*+e~ %" g ou (T?, g) est un tore plat.

Un théoréme de W. Thurston montre qu’il est possible de « fermer les cusps » de M
en les remplagant par des tubes sans beaucoup changer la partie épaisse et d’approximer
ainsi les variétés hyperboliques non compactes par des variétés compactes.

TuEorREME ([TH], [GR]. — Soit M une variété hyperbolique de dimension 3, non compacte
et de volume fini. 1l existe une suite M; de variétés hyperboliques compactes de dimension 3
telle que (M, p;) converge vers (M, p), ot p;€ (M., wf € PEMp. o

Lorsqu’une suite de variétés hyperboliques compactes M; converge vers M comme
dans le théoréme de Thurston, les suites de parties fuyantes ; sont contenues dans une
réunion disjointe finie de tubes.

Nous allons maintenant donner une condition nécessaire portant sur les parties fuyantes
pour assurer la convergence du spectre.

ProposiTiON 1.3. — Soit (M, p;) convergeant vers (M, p) ou les M; sont compactes et
M est compléte non compacte. Soit A=inf ess sp M. Supposons que les valeurs propres de
M strictement inférieures a A sont limites de celles de M;. Alors toute suite de parties
Sfuyantes Q; de (M,, p,) vérifie lim infA?(Q)=A.

i—> o
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L’idée de la preuve est que si lim infAD (Q;)<A, pour i grand, A?(Q,) apparaitrait en
surnombre dans le spectre de M; inférieur a A.

Preuve. — On choisit t<A de sorte que ¢ n’est pas valeur propre de M. Soit
Q,=M\ By, (»;, R) une suite de parties fuyantes de (M;, p;). Soient po<p, < ... Spy<t
les valeurs propres de M inférieures a ¢ et pj<pi=<...=<py,<t celles de By(p, R)
pour le probléme de Dirichlet.

Alors pour i assez grand, N (i))=N et
(1.4 lim pi=p,, O0=Z<kZN.

i— ©

En effet, le minimax entraine d’une part p, < pi.
D’autre part, soient g, g;, - - ., gy les fonctions propres de L2-norme 1 associées aux
Hies 0 é k éN
Il est clair que lim || g ||u, vy (p, Ry =0 & cause du théoréme de convergence dominée
i—> o®

de Lebesgue. On définit la fonction »; : M — R par :

1 si xeBy(p, R;—1)
u;(x)=10 si xeM\ By, R)
R;—d(x, p) si xeBy(p, R)\Bu(p, R;—1)

Pour chaque &k, 0<k <N, on considére ’espace vectoriel < g,, g4, . . ., & > engendré
par go, - - -, &k

On vérifie facilement que si ge <go, ..., 8 >, 8= %g|lu, m=0:l|&|lu, 0 oU
lim §,=0 et, comme u;geHY (By(p, R)), le principe du minimax entraine pi<p,+3;

avec lim §,=0, ce qui achéve la preuve de (1.4).

Soient AL < ... <M <. .. les valeurs propres de M; et vi<vi<...<vi<. .. celles
de By, (p;; R;) pour le probléme de Dirichlet.

Comme By, (p;, R) et By(p, R;) sont quasi isométriques de rapport (1+¢;) ou
lim g;=0, le principe du minimax entraine :

i—>

(1.5) lim vi—pi=0, O0<k<N;

on déduit de (1.4) et (1.5) que
(1.6) lim AL —vi=0, 0<k=<N.

i— o

Supposons a présent que lim inf AP (Q;)=B <A. On choisit dans ce qui précéde B<t<A
et on considére Vp, ..., Yy les fonctions propres de By, (p;, R;) associées aux v,
0<k<N, ainsi que la premiére fonction propre ¥’ de Q,. Comme le support de |, c’est-
a-dire Q;=M\By,(», R), est disjoint de celui des Vj, Iespace vectoriel

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L’ECOLE NORMALE SUPERIEURE



512 B. COLBOIS ET G. COURTOIS

E;={V¥h, ..., ¥k, ¥ est de dimension N+2. Le quotient de Rayleigh de n’importe
quelle fonction { de E, est inférieur a ¢ (pour i assez grand). Avec le principe du minimax,
ceci contredit le fait que les valeurs propres de M, inférieures a ¢ convergent vers celle
de M ie.p, ..., uy Ceci achéve la preuve de la proposition 1. 3.

Cette proposition a comme premiére conséquence que, lorsque le volume de M est
infini, on ne peut pas avoir de convergence du spectre.

COoROLLAIRE 1.7. — Soit (M, p;) convergeant vers (M, p). Si le volume de M est infini
et A=inf ess sp M >0, il existe une suite Q; de parties fuyantes avec lim infA? (Q,)=0. En
particulier, les valeurs propres de M; ne convergent pas vers celles de M.

Preuve. — Remarquons d’abord que, sous les hypothéses, la croissance du volume des
boules de M est exponentielle.

LeEMME 1.8. — Supposons que VolM=ow et A=infessspecM>0. Alors
lim infVolC,(r, r+1)/VolB(p, r)>0 ou C,(r, r+1)=B(p, r+ 1)\B (p, r).

Preuve du lemme. — Dans le cas contraire, on construit une suite d’espaces vectoriels
de dimension tendant vers + oo de fonctions dont le quotient de Rayleigh tend vers 0 ce
qui entraine que 0 est dans le spectre essentiel de M.

Par quasi isométrie, pour R;/2<r<R;, les boules By, (p, r) sont aussi & croissance
exponentielle; il est facile de construire sur Q;=M,/By, (p;, R;/2) une fonction dont le
quotient de Rayleigh tend vers 0 lorsque i tend vers + co de sorte que lim infA} (Q,)=0
et les valeurs propres de M; strictement inférieures & A ne convergent pas vers celles de
M d’aprés la proposition 1. 3.

2. Fin de la preuve du théoréme 0.4

On considére une suite (M, p;) convergeant vers (M, p) et on suppose dans ce
paragraphe que VolM < 0. Rappelons que A désigne inf ess spec M. Notre but est de
prouver que la condition portant sur les parties fuyantes est suffisante, a savoir que si
pour toute suite de parties fuyantes Q,, lim infAD (Q;)=A, alors les valeurs propres de
M strictement inférieures & A sont limites de celles de M.

On choisit une suite de parties fuyantes Q;=M;\ By, (p;, R;). On choisit également
t<A tel que ¢t n’est pas valeur propre de M et rappelons que O=p,<p,;=...=Zpy
désignent les valeurs propres de M inférieures a ¢ et 0<ph<pi<...=<pL <t celles de
By (p, R;) pour la condition de Dirichlet.

Les valeurs propres de M, inférieures a ¢ sont notées AL, <AL < ... <AL, <t et celles
prop i 0 M (i)

de By, (p;, R)) pour le probléme de Dirichlet sont notées vo<Vi=< ... <vg ) <t.
Rappelons que lim pi=p,, 0Sk<N, c¢f. 1.4. De plus, lorsque i est assez grand,
i— o .
K(@)=N a cause de la quasi isométric dont le rapport tend vers 1, et donc
lim pi—vi=0, 0<k<N.

i—> o
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CONVERGENCE DE VARIETES ET SPECTRE DU LAPLACIEN 513

Nous avons donc a prouver que lorsque i est assez grand M(i))=N et (2.1)
lim AL —vi=0, 0<k<N.

i—> o

D’aprés le minimax, nous avons

2.2 M <vi pour tout k.

On choisit f} des fonctions propres de L2-norme égale a 1 associées aux Al.
Nous allons montrer la
ProposITION 2.3. — lim || f}||n, @) =0 pour tout k fixé.
i—> o
Cette proposition permet de conclure de la fagon suivante :

On considére les fonctions v; définies sur M; par

1 si xeBy,(pi» Ry
2,(x)=1{0 si. xe M\ By, (p, R;+1)
R;+1—d(x, p;) sinon

Si fe{ fb ..., fi) la proposition 2.3 entraine que Lim || f—v; f||n, m,=0. Donc le

quotient de Rayleigh de fv; est arbitrairement proche de celui de f lorsque i est assez
grand. Comme fv;e H} (By, (Pi> R))), le principe du minimax entraine

ViSAi+3;,  avec lim §,=0 pour 0<;<k.

i o

Cela acheve de prouver M (i)=N et (2.1).

Prouvons a présent la proposition 2.3. Nous distinguons deux cas :

Premier cas : k=0. — Nous avons [, =(VolM)~"* et || [ ||n, @y=VolQ/VolM,.
Comme Vol M;= Vol By, (p;, R)) et que By, (p;, R;) et By(p, R;) sont quasi isométriques
de rapport 1+¢; avec lim ¢;=0, on a VolQ;/VolM;=<CVolQ, dés que i est assez grand,

i—> o -
de sorte qu’il nous suffit de prouver que Vol Q; — 0 lorsque i —» co.
Supposons que lim VolQ;#0. Il existe alors une sous-suite (notée();) telle que

VolQ;2¢'>0.

Soit la fonction v; : M; — R définie par :

1 si d(x,p)2R;
v;(x)= {0 si d(x,p)=R;—1
d(p;, x)—R;+1 sinon

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L’ECOLE NORMALE SUPERIEURE



514 B. COLBOIS ET G. COURTOIS

On a alors

|, |?
J‘M‘ ! SVOI [BMj(.pj9 Rj)\BMj(pj’ Rj_ 1]

J‘ ) Vol Q;
vj
M;

1
§§V01 [BMj(pjﬂ Rj)\BMj(pj’ R;—1)]

Mais, par ailleurs, Vol By, (pjs R)—Vol By; (pj, R;—1) tend vers 0 lorsque j tend vers
Pinfini car BMj (pj> R) est quasi isométrique a By(p, R;) de rapport 1+¢g; avec
lim g;=0 et lim [VolBy(p, Rj)—VolBy(p, R;—1)]=0 car VolM < 0.

j= o j—o o
Cela entraine |dv;|>,/| ©?—>0 lorsque j— oo donc liminfAY(Q)=0 ou
M; M;

Q;=M;\By;,(p; R;—1) est une suite de parties fuyantes de (M;, p;) ce qui contredit
I’hypothése.

Deuxiéme cas : k>0. — On considére Q' =M;\ By, (p;, Ri/2).

Pour chaque (r, s)e R%, on note C,(r, $)=By, (P> 5)/Bw, (Pi> 7)-

LEMME 2.4. — [l existe r;e[R;/2, R;— 1] tel que :

@ 11/ llby i v 1 = 0 Torsque i — co;

() [ dfel 122 omy, (orron + 1S4 1122 0By, i mop = O Lorsque i — o0
pour tout k tel que M, <t.

Preuve. — On pose F;=(f1)*+|dfi|>. Ona: f F,<1+¢t

M;

Soit r la distance & p; sur M;. On a

R;
J Figj Fi=J drj F.
M; Ci (Ri/2,Ry) Ri/2 0BM; (pi» 1)

(Ry/2)+(k+2) .
Ak=J drf F; pour 0§k§E<__'_2>'
¢ oBM; (pi, 7) )

R;/2)+k

Soit

Comme Y A,<1+1, il existe k; tel que

1+ _
E(R/2-3)

ki =
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CONVERGENCE DE VARIETES ET SPECTRE DU LAPLACIEN 515

Il existe de plus r;€[(R;/2) +k;, (R;/2) +k;+ 1] tel que f F;<$; et le lemme est
OM; (pi, ri)
prouve.
On considére maintenant f}, sur X;=M;\ By, (p;, r;) ou r; est comme dans le lemme 2.4.

D’aprés la formule de Green, on a :

. . . . oft
2.5) f Idfk|2=7»kj (fk)2+J S i
X; X; OBy, (pis i) or

ou df}/or est la dérivée normale de f} le long de dBy, (p;, r).

D’aprés le lemme 2.4 (ii) on a :
g

. C\1/2 af;‘ 2\1/2
[ S NOCCD I I €5
9Bw; (pis i) or 0BwM; (pi> 1i) oByM; (pis i) or

ou lim §,=0 d’ou I’'on déduit :

i— o

2.6) \([ |df;;|2)—x;;(f (f;;>2)
X; X;

Supposons que lim (fD)?#0. 11 existe alors une sous-suite de (/%) notée (1) telle

i o JX;

IIA

8.

13

é Sin

que f (f)?*=C>0. Dans ce cas, on déduit de (2.6) que
Xj

@7 [l /[ sprsies e m g-0
Xj Xj Jj—= ©
On considére alors f]=f1u; ou u; : M; - R est définie par
0 si d(x, p)=r;
u;(x)=1 1 si d(x,pp)zr;+1

d(x, p)—r; sinon
A cause du lemme 2.4 (i), lorsque j —» o0, on a :
[1aae [ Goe~[ jane/| cue-u
Xj Xj X; Xj

Comme A <t<A, on déduit que lim infA? (Q})<A ou Q) =M;\By,(p;, ;) est une
suite de parties fuyantes de (M, p;), ce qui contredit I’hypothése.

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L’ECOLE NORMALE SUPERIEURE



516 B. COLBOIS ET G. COURTOIS

On a donc lim | (f1)?>=0 ce qui entraine d’aprés (2. 6)

i— oo JX;

2.8) lim | |dri|2=0.

i- o JX;

Ainsi on a montré que lim || f}||%, x,=0 et donc que lim || f}||4, @)=0, ce qui

i— i— o

achéve la preuve de la proposition 2.3, et donc du théoréme 0. 4.

Remarque 2.9. — Dans la preuve du théoréme 0.4, on voit implicitement que la
convergence des valeurs propres strictement inférieures a A de M; vers celles de M
s’accompagne de la convergence des espaces propres correspondants.

En effet, soit p, <A une valeur propre de M, E, I’espace propre associé et E; la somme
des espaces propres associés aux A} qui convergent vers .

Soit ;=M\ By, (p;; R;) une suite de parties fuyantes et ﬁ; I’espace des fonctions de
Ei tronquées sur Q; et transplantées sur M par la quasi isométrie. Alors on déduit
facilement de la preuve du théoréme 0.4 que la distance au sens de H; entre ﬁ;‘ et E,
tend vers 0 lorsque i tend vers co.

3. Exemples

Nous allons a présent appliquer le théoréme 0.4 a deux situations ou une variété
compléte, non compacte, de volume fini, est naturellement limite de variétés compactes.

1. Surface de Riemann. — C’est le cas particulier examiné dans [C-C1].

On considére le cas d’une surface de Riemann a cusps qui est une limite d’une
famille 4 un paramétre de surfaces de Riemann compactes dans I’espace de Teichmiiller.
Considérons le cas du genre 2, introduit au paragraphe 1. On a convergence du spectre
si et seulement si le volume de la surface limite S est égal au volume des éléments S; de
la suite (ce qui est équivalent au fait que les géodésiques qui dégénérent ne disconnectent
pas la surface).

En effet dans le cas ou VolS;=VolS les parties fuyantes sont contenues dans des
tubes. Comme la constante de Cheeger d’un tube est supérieure ou égale a 1 [BU] et que
1/4 est la borne inférieure du spectre essentiel de S l'inégalit¢ de Cheeger permet
d’appliquer le théoréme 0.4 et de conclure.

Au cas ou le volume de S est strictement inférieur a celui des S;, c’est-a-dire lorsque la
géodésique de S; qui dégénére est séparante, les parties fuyantes de S; contiennent une
surface de genre 1 a bord géodésique dont la longueur tend vers 0 (c¢f.§1) de sorte que
leur premiére valeur propre pour le probléme de Dirichlet tend vers 0. Le théoréme 0.4
permet de conclure.

Dans [C-C1], on montre en général, que le spectre strictement inférieur a 1/4 d’une
suite S; de surface converge vers le spectre inférieur ou égal a 1/4 de la réunion de
surfaces de Riemann a volume fini déterminé par la suite.
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II. Variétés hyperboliques de dimension 3. — Cet exemple a été introduit au
paragraphe 1. Le résultat de [D-L] implique que le spectre essentiel d’une variété de
dimension 3 de volume fini 4 cusps est [1, oo[. En outre, puisque la partie épaisse est
connexe, les parties fuyantes sont toujours contenues dans une réunion de tubes (la perte

de connexité limite décrite en dimension 2 ne se produit pas en dimension 3).

Or, la constante de Cheeger d’un tube est supérieure ou égale a 2 [BU]. Dés lors, a
cause de I'inégalité de Cheeger, la premiére valeur propre du probléme de Dirichlet des
parties fuyantes est supérieure ou égale a 1, et le théoréme 0.4 permet de déduire le

THEOREME 3.1. — Soit (M,;, p;) une suite de wvariétés hyperboliques compactes de
dimension 3 qui converge vers une variété hyperbolique non compacte de volume fini. Les
valeurs propres de M strictement inférieures a 1 sont limites de celles de M,.

Remarque 3.2. — Dans les exemples qui précédent, il est possible de perturber la
métrique dans la partie épaisse sans modifier le résultat de convergence. Au contraire,
par de faibles perturbations de la partie mince (par exemple en « allongeant » I'extrémité
des parties fuyantes) on peut obtenir des situations ou la convergence du spectre n’est
plus vraie.

Remarque 3.3. — Il n’est pas facile de construire des exemples naturels de convergence
d’une suite de variétés compactes vers une variété de volume fini. Par exemple, si la
courbure de M, est comprise entre —a? et —b?<0 pour tout i et que dim M;>3, alors
VolM; —» o si diamM; - oco. Ainsi, si de plus M; a une limite M, le corollaire 1.7
entraine qu’il n’y a pas convergence du spectre de M; vers celui de M.
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