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INTERACTION DE STRATES CONSÉCUTIVES POUR
LES CYCLES ÉVANESCENTS

PAR DANIEL BARLET

à Milène

Introduction

a. Après avoir exploré en détail (voir [B. l], [B.2], [B.4] et [B.5]) comment la mono-
dromie de la fibre de Milnor en un point d'une fonction holomorphe/ sur C"^
provoque des pôles dans le prolongement méromorphe de la distribution | / 2^, nous nous
proposons, dans ce travail, d'étudier ce qui provient du système local des monodromies
ponctuelles de/ le long d'une strate du lieu singulier de {/==0}. De manière plus précise,
si l'on considère une fonction holomorphe / définie sur un ouvert X de C3, admettant 0
comme unique valeur critique et ayant comme lieu critique une courbe S de/'^O), le
faisceau des cycles évanescents de / est un système local sur S - { 0 } (on peut aussi
supposer S — { 0} lisse pour X assez petit) et nous mettons en évidence, en nous limitant
à une valeur propre e~2lnu^\ pour la monodromie de/, une interaction entre le H2 de
la fibre de Milnor de/en 0 et la cohomologie sur S-[0} du système local des H1 des
fibres de Milnor aux points de S — { 0 } .

Une construction topologique simple, duale de celle que nous considérerons, permettra
peut-être au lecteur de se faire une idée du « phénomène d'emmêlements » :

Supposons, pour simplifier, que S soit irréductible. Alors pour X assez petit S est un
disque topologique et 0 est l'unique singularité éventuelle de S. Soit C un cercle entourant
une fois l'origine dans S — { 0 } et choisissons un représentant de Milnor de / en 0,
/: X-^D. Pour . ^^—{O} assez voisin de 0 on peut identifier la fibre de Milnor de/
en 0 à/"1^) et pour chaque ceC la fibre de Milnor de/en c à/"1 (s^) C}X^ où X,
est une boule de Milnor de/en c (ceci est possible car / est topologiquement localement
triviale le long de C qui est compact).

Notons par H le système local sur C défini par les H^ des fibres de Milnor de / en
CGC. SoitreH°(C, H); pour chaque ceCr(c) est représentable par un 1-cycle y(c) de
f~l(sQ)C^X^ Quand c décrit le cercle C le cycle y(c) se déplace continûment et décrit
une 2-chaîneAi dans/"1^) dont le bord est YO^^-Y^o) qui est homologue à 0
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dans X^ C\f~1 (^). Si Â2 est une chaîne de X^ Pt/"1 Cs-o) de bord y^^^'Y^o) la 2-
chaîne Ai — A ^ est un 2-cycle de/"1 (^o). On a donc une flèche

H^S-^^H^H^H^H^/-1^),^

Cette construction correspond à la figure suivante :

À. Soit/: X -> C une fonction holomorphe non constante sur une variété connexe lisse
X de dimension ^2+1. Soit Y=/~1 (0) et notons pour chaque pe^ par FP le faisceau
constructible sur Y dont la fibre en xeY est le 7?-ième groupe de cohomologie à
coefficients complexes de la fibre de Milnor de / en x. Ce faisceau est muni d'un
automorphisme constructible T donné par la monodromie de /, et nous noterons par
W(u) pour ue[0,1[ le sous-faisceau spectral de T pour la valeur propre ^-21JI".
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STRATES CONSÉCUTIVES POUR LES CYCLES ÉVANESCENTS 403

Nous allons étudier la situation suivante, qui correspond aux hypothèses standards
introduites au 1 n° 0 :

Fixons MG]O, 1[ et supposons que X est un ouvert de Stein contenant 0 dans C"^
assez petit pour avoir

(i) W(u) est supporté par { 0 } dans X.
(ii) H""1 (u) est supporté par une courbe S admettant 0 comme unique point singulier;

chaque branche irréductible de S passe par 0 et est un disque topologique.
(iii) H"~1 (u) restreint à S* = S - { 0 } est un système local.
L'hypothèse restrictive sera
(iv) îîn~i(u)=0, V;^2.
Dans cette situation le type topologique de / le long de S* est localement constant et

il est défini par une section hyperplane transverse. Sur une telle section transversale la
restriction de/vérifie à nouveau les hypothèses standards (mais n est changé en n- 1 =m)
avec en plus la condition supplémentaire que I-T1"1 (u) est supporté par l'origine (1) (qui
est ici l'intersection de S avec la section transverse). Une telle situation est tout à fait
analogue au cas d'une singularité isolée d'hypersurface (mais seulement relativement à la
valeur propre ^-2l7rM, bien sûr). Le théorème 3 généralise à ce cas les résultats principaux
de [B.3] (valeur propre ^1). Plus précisément, nous donnons dans ce cas une formule

analytique calculant la forme hermitienne d'intersection ( via le prolongement méromor-

f \phe de la distribution | /12À- D j qui est bien définie et non dégénérée dans ce cas car,
Jx /

comme pour une singularité isolée (^""^l) l'application canonique

can : H^-^H^)

est un isomorphisme.
Sous les hypothèses standards, l'emmêlement des strates { 0 } et S pour la valeur propre

e~2^nu^\ (qui correspond au phénomène topologique décrit ci-dessus) sera défini par le
fait que can : H^ (u) -> H" (u) ne soit pas un isomorphisme, ou de manière équivalente,
par l'existence d'au moins une section sur S* du faisceau constructible îîn~l(u) qui ne
soit pas prolongeable à S.

Ceci sera mesuré par deux applications

obk : Ker N^ -> H^o ^ (S, H" -1 (u))

et

9fc : KerN^ -> H1 (S*, H"-1 (u))

(1) Ce qui implique sa nullité.

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L'ÉCOLE NORMALE SUPÉRIEURE



404 D. BARLET

définies pour Â:^Â:o(2) entier, où N désigne la partie niipotente de la monodromie
agissant sur H" (u).

La forme d'intersection pour les fibres de Milnor des sections hyperplanes transverses
à S* permet de définir une forme hermitienne localement constante sur le système local
H""1^)^* et le premier résultat important consiste en une formule analytique globale
pour l'accouplement sesquilinéaire qui s'en déduit :

Tl : H°(S*, H»-1 (M)) x H1 (S*, H"-1 (M)) -> C

par cup-produit et intégration sur le cycle fondamental de S* (obtenu en coupant S* par
une petite sphère de centre 0).

Cette formule sera un outil essentiel pour la partie difficile de ce travail qui montre en
particulier que si ^-2"ÏM7^1 est valeur propre simple (au plus) de la monodromie en
chaque point de S, ce phénomène d'emmêlement de strates apparaît si et seulement si le

prolongement méromorphe de 1/I^D admet pour fk=—u—v avec vef^l , v»0, un
Jx

pôle d'ordre exactement 2 (dans le cas non emmêlé, on a des pôles d'ordre ^ 1).
Le lecteur trouvera à la fin de cet article un exemple explicite où le pôle double

apparaît, bien que la monodromie soit semi-simple en chaque point de S pour la valeur
propre considérée.

Le plan de cet article est le suivant :
Le 1 donne une description détaillée des principaux résultats que l'on va établir. Il

constitue le « fil directeur » de notre démarche.
Le II contient le détail des constructions et démonstrations annoncées au I. Il est

structuré de la manière suivante :
a.

n° 1. Le complexe (Q'(k\ 8J.
n° 2. Le complexe de De Rham relatif.
n° 3. Lien entre ces deux complexes.
b.
n° 1. Hypercohomologie de (0*(A:), 8^) sur X : Preuve de la proposition 2.
n° 2. Hypercohomologie de (Q* (A:), 8J sur X* : Preuve de la proposition 5.
n° 3. Les applications o\ et 8^ (définition 6).
c. Le complexe semi-méromorphe (^ (k), 8J : Preuve de la proposition 7 et du

corollaire 8.

d. Calcul analytique de la forme d'intersection pour une singularité isolée par rapport
à la valeur propre ^~21""^ 1 : Preuve du théorème 3.

(2) ko dénote l'ordre de niipotence de la monodromie agissant sur H"~1 (u) (sous les hypothèses standards).
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STRATES CONSÉCUTIVES POUR LES CYCLES ÉVANESCENTS 405

e. Calcul analytique de la forme hermitienne localement constante sur le système local
H""1^)^- '' Preuve des propositions 11 et 12.

/. Représentation de o\ par des fonctionnelles analytiques : Preuve des théorèmes 13
et 14.

g. Réciproque pour ko= 1 : La nullité de ob^ donne l'absence d'emmêlements; preuve
du théorème 15 et du corollaire 16.

h. Calcul explicite d'un exemple.

Avertissement. - Les énoncés du II sont numérotés par paragraphes. Les énoncés
auxquels nous nous référons sans précision de paragraphe sont ceux du I.

CONVENTION. - Si / : X -> D est un représentant de Milnor d'un germe de fonction
holomorphe/: (C"4'1, x)->(C, 0) nous noterons par F(x) sa fibre de Milnor que nous
définirons comme suit : on choisit un point base SQ eD* H UTet on pose F(x)=/~1 Oo).
Cette fibre de Milnor est donc une variété complexe de dimension n qui dépend de SQ.
Cependant comme X est de Stein (par définition d'un représentant de Milnor) elle sera
toujours de Stein. La classe d'isomorphisme de la variété C°° sous-jacente à F(x) est
indépendante du choix de SQ et du représentant de Milnor choisi d'après les travaux de
Milnor \M\

Par ailleurs, si exp : H -^ D* est le revêtement universel de D* (on a noté
H={zeC/Re(z)<Logr|} où T| désigne le rayon du disque D) nous conviendrons une
fois pour toute que le point base ?o de H est choisi de sorte que ̂ çR et exp?o=^.

Ceci nous permettra, sans autre commentaire, de donner un sens à la restriction d'une
fonction multiforme « du type Logs » sur F(x) :

^ogs\p^=LogSQ='s!Q(=R

par convention.

I.

0. Dans toute la suite de cet article nous allons considérer la situation suivante :
— Les hypothèses standards :
On suppose que X est un ouvert connexe de Stein de C"^ contenant 0 avec n^ 1.
Soit/: X -> C une fonction holomorphe non constante vérifiant /(0)==0.
Fixons M G ] O , I [ et notons comme plus haut par W(u) le faisceau constructible sur

y^f'1^) donné par le sous-faisceau spectral de la monodromie pour la valeur propre
^-2mu agissant sur le /?-ième faisceau de cohomologie du complexe R\|/r (c'est-à-dire en
chaque point sur le /?-ième groupe de cohomologie de la fibre de Milnor de / en ce
point).
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406 D. BARLET

On fait les hypothèses suivantes :
(i) H" (M) est concentré en 0.

(ii) H"~1 (u) est concentré sur une courbe S admettant 0 comme unique point singulier.
On supposera que chaque branche de S contient 0 et est un disque topologique.
(iii) La restriction de H"~1 (u) à S* = S - { 0 } est un système local.
(iv) On suppose îîn~i(u)=0, Vî'^2 sur X.
Sous ces hypothèses, nous noterons par ko l'ordre de niipotence de la monodromie

agissant sur le faisceau constructible H""1^^3) et par k^ l'ordre de niipotence de la
monodromie agissant sur H" (M).

Remarques. — Les hypothèses (i), (ii) et (iii) sont toujours réalisables par localisation
à l'origine quel que soit le germe holomorphe / non constant à l'origine de C""^1 que
l'on se donne. Ceci résulte des conditions de perversité qui assurent que les faisceaux
constructibles W(u) et H""1 (u) sont concentrés sur des ensembles analytiques de dimen-
sion 0 et 1 respectivement.

Par contre l'hypothèse (iv) est restrictive. Elle est cependant toujours satisfaite dans
les cas suivants :

1 ° n = 1, / réduite ou non.
2° n = 2, / réduite (ou plus généralement avec des multiplicités telles que H° (u) soit

nul).
3° n^3, l'hypersurface { /=0} ayant un lieu singulier de dimension ^ 1.
En fait la situation décrite par les hypothèses standards correspond à l'étude d'une

fonction holomorphe générale au voisinage du point générique de la seconde strate
associée à la valeur propre ^~2"1" de la monodromie. En effet, considérons un représentant
de Milnor/: X —> D d'un germe de fonction holomorphe arbitraire à l'origine de C^1

et fixons e~2inu^\. Le faisceau constructible W(u) pour 7?e[0,N] a un support Sp qui
est analytique de codimension pure p dans/"1 (0). Notons par m — 1 le plus petit/? pour
lequel le faisceau W(u) ne soit pas nul. Soit XQ un point générique de S^ et soit P un
(w+ l)-plan trans verse en XQ à S^ (S^ est lisse en XQ puisque XQ est générique). Comme
on peut choisir P non caractéristique pour \f\2^ au sens de [B.M], théorème 4.6, l'étude
des pôles du prolongement méromorphe de |/|2^ près de XQ se ramène à l'étude
correspondante pour la restriction /1 P qui vérifie les hypothèses standards avec origine
en XQ et courbe singulière S=PnS^_i . Ceci montre que les renseignements que l'on
obtiendra sur les pôles congrus à —u modulo Z sous les hypothèses standards pourront
s'appliquer aux pôles congrus à —u modulo Z du prolongement méromorphe de \f\2^
près d'un tel XQ.

1. Un préalable nécessaire à la compréhension de la structure des pôles (4) de |/|2^
dans les hypothèses standards est évidemment une bonne compréhension de ces mêmes

(3) Ou sur le système local H""1^)^*, cela revient au même puisque les conditions de perversité donnent
H^H"-1^^.

(4) Congrus à — M modulo Z.
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STRATES CONSÉCUTIVES POUR LES CYCLES ÉVANESCENTS 407

pôles près du point générique de S, ce qui revient, dans la situation d'une fonction
holomorphe arbitraire à considérer ce qui se passe au voisinage du point générique de la
première strate où la valeur propre ^~2"1" apparaît. Ceci va se ramener, par section plane
transverse à cette première strate (toujours grâce à [B.M]) à l'étude des pôles de |/|2^
dans le cas (plus restrictif que les hypothèses standards) où seul ïî"(u) est non nul. Ceci
signifie que la valeur propre ^~2"1" n'apparaît qu'en des points isolés de/"1 (0) (et donc
seulement à l'origine, quitte à localiser). Ceci conduit à la définition suivante :

DÉFINITION 1 (ueC arbitraire). — SoitJ: (C"^, 0) -> (C, 0) un germe non nul de fonc-
tion holomorphe. Nous dirons que 0 est une singularité isolée relativement à la valeur
propre ^-21"" de la monodromie s'il existe un représentant f '. X —> D de ce germe tel que
^-2inu ̂  soit pas valeur propre de la monodromie de f agissant sur la cohomologie réduite
de la fibre de Milnor de f en tout point xef~1 (0) différent de 0.

Il est clair que si le terme/est à singularité isolée au sens habituel, il est à singularité
isolée relativement à toute valeur propre de la monodromie. Réciproquement si / est à
singularité isolée relativement à toute valeur propre, alors J est à singularité isolée au
sens habituel (5). Cependant le lieu singulier du germe {7=0} peut être de codimension 1
(ou même 0) dans j^~1 (0) et la singularité être isolée relativement à une valeur propre de
la monodromie.

Pour pouvoir calculer analytiquement les cycles évanescents de / associés à la valeur
propre ^-2lît" de la monodromie, nous allons utiliser la construction suivante :

Soit V une variété complexe lisse et connexe et soit/ : V -> C une fonction holomorphe
non constante. Nous supposerons que l'unique valeur critique éventuelle de/est 0. Pour
ke f^J* et MeC, introduisons sur V les faisceaux

^(/c) ^Q^t/"1]®^, V/?e^J
c

et définissons la différentielle C-linéaire de degré + 1, ô'(=ôy) en posant :
/ j r \

S'^zO^^^-^Awp^dM+NKîO

où NeEnd^) est donné dans la base canonique (&i, . . ., bj,) de C^ par N^.=^.+i
(avec N^=0) et où w G Q ' [ f ~ 1 ] e t^eC^.

Il n'est pas difficile de vérifier que ô ° 8 = 0 et (0' (k\ ô") est un complexe de faisceaux
sur V. Définissons T^ : Q* (k) -> 0"+1 (k) en posant

T,fS^®^=^AW^®^.

(5) En effet, si on considère un point générique du lieu singulier (supposé non réduit à 0) et si on coupe
transversalement, la singularité (isolée) transverse aura un nombre de Milnor nul. Elle sera donc lisse. On
conclut alors facilement.
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408 D. BARLET

La relation T^ ° 8 + 8 ° T^ = 0 montre que T^ est un morphisme de complexe de degré 1.
La proposition suivante nous permettra alors de représenter analytiquement les élé-

ments de H" (u) :

PROPOSITION 2. — Soit f : X -> D un représentant de Milnor d'un germe non constant
de fonction holomorphe J : (Cn+l, 0) -> (C, 0) où n^ 1. On a, sous les hypothèses standards :

1° un isomorphe naturel W^O

H1 (X, (0- (k\ 8,)) ̂  H1 (H° (X, (0- (k\ 8,)

2° MA^ ̂ to exacte pour tout keN*.

0 -> H" -1 (X, (Q' (fc), 8,) -'> H" (X, (0' (fc), 8,) -^Ker ̂  -^ 0

OM -^îTiJ^ désigne le logarithme niipotent de l'opérateur e+2inu .T agissant sur H" (M) (OM
T désigne la monodromié).

Précisons que, via Fisomorphisme 1° de la proposition 2, la surjection r^ est définie de
la façon suivante :

k

à w= ^ w,®^. dans H°(X, 0"^))
j = i

vérifiant 8,, w = 0, ce qui équivaut aux relations
T/* Jf

dWj=u—/\Wj-^-—/\Wj_^, V7€[l? ^]

avec la convention WQ=O, on associe l'élément e de H"(M) qui est caractérisé par le fait
que les sections sur D* du fibre de Gauss-Manin données par

"+1 i
^^Z -^(^)(Log^

h=0 h\

et

s -> Wfc | /"1 (s) coïncident.

La proposition 2 sera prouvée au paragraphe b.
2. La première étape de notre étude sera de décrire de manière précise la structure des

pôles du prolongement méromorphe de la distribution |/|2^ qui sont congrus à — M
modulo Z pour une singularité isolée relativement à la valeur propre ^-21ÎIM. Nous nous
contenterons ici du cas ^-2"1"^ 1, le cas de la valeur propre 1 (qui est spécial) sera traité
ailleurs (voir [B. 7]).

THÉORÈMES.—Soit / : X - > D un représentant de Milnor d'un germe
J \ (C^1, 0) -> (C, 0) admettant en 0 une singularité isolée relativement à la valeur propre
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STRATES CONSÉCUTIVES POUR LES CYCLES ÉVANESCENTS 409

é?"21""^!. Notons par WÇu) [respectivement îî^Çu)] la partie spectrale pour la valeur
propre e'21^ de la monodromie agissant sur la cohomologie (respectivement la cohomologie
à support compact) de la fibre de Milnor¥(0) de f en 0. On a alors :

1° l'application canonique can : H;" (M) -> H"1 (M) est un isomorphisme;
2° la forme hermitienne d'intersection sur WÇu) définie par la formule

h(a,b)=———^\ can-^UÀ, Vu, be^Çu)
(2 in) JF(O)

est non dégénérée et se calcule analytiquement de la façon suivante :
Soit keW tel que Von ait J^û?=0 et ^'kb=0 et soient w, H^eH°(X, ^(k)) vérifiant

6^ = 0, ô, M/ = 0 et ^ (k) (w) = a, ̂  (fe) (nQ = b (6). On a alors

m ^-^vk- ̂ —-.Jj.^—.A^.
Remarques. - 1° Les pôles congrus à -u module Z du prolongement méromorphe de

|/|2^ étant concentrés à l'origine sous l'hypothèse du théorème 3 (d'après [M. 2] ou
[K. 3]), on peut appliquer la distribution à support l'origine

Rpo/\ == _„ I r\^ r}\Res(^-u, ! 1/l^n)
\ Jx /

à une forme C°° de type (w+1, w+1) au voisinage de l'origine. Dans le membre de
droite de la formule (1), w,, et w[ sont des w-formes méromorphes à pôles dans {/=()};
il existe donc N e f^J tel que la forme

I/I^AH^A^

soit C00 au voisinage de l'origine. Il faut alors interpréter la formule (1) avec la convention

A=-^-N, f l/l^^cp^Resf^-^ f |/|^(p\
\ Jx / \ Jx /

Res ?I=-M-N, l/l^^q) =Res (^=-u, \f\2^
\ Jx / \ Jx

2° Le théorème 3 est la généralisation au cas d'une singularité isolée relativement à la
valeur propre ^-2lîtu^ 1 de la monodromie du résultat de [B. 3].

Le théorème 3 admet le corollaire suivant

COROLLAIRE 4. — Soit f : X -> D un représentant de Milnor d'un germe
J : (C"*^, 0) -> (C, 0) admettant en 0 une singularité isolée relativement à la valeur propre

(6) Voir la proposition 2.
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410 D. BARLET

e"21""^!. Alors l'ordre des pôles du prolongement méromorphe de \f\2^\Z\ en —u— j
Jx

pour jçN,j^>0 est exactement égal à l'ordre de niipotence de la monodromie agissant sur
^(u).

Le théorème 3 et le corollaire 4 seront prouvés au paragraphe d.

3. La seconde étape de notre étude consiste à calculer l'hypercohomologie du complexe
(Q'(Â:), 8y) sur X * = X — { 0 } sous les hypothèses standards. La considération des deux
suites spectrales convergeant vers l'hypercohomologie ainsi que l'utilisation du mor-
phisme T^ (qui donne le scindage d'une suite exacte déduite de l'aspect sphérique de la
première suite spectrale) permettent d'obtenir le résultat suivant

PROPOSITION 5.—Notons par h^k) le i-ième faiscequ de cohomologie du complexe
(û* (k), 8^). Sous les hypothèses standards, on a les isomorphismes suivants (^-2lnM^ 1) :

H"-1 (X*, (Q* (k\ 8,)) ̂  H0 (S*, À"- 1 (fe))

H" (X*, (Q- (k\ 8,)) ̂  H° (S*, ̂  (fe))©H1 (S*, /?»-1 (k))

et

V ̂  0, H1 (X*, (Q- (k\ 8,) ̂  H1 (H° (S*, Q* (k)\ 8,).

De plus pour k^kQ (7) les isomorphismes de faisceaux

^-i^l^H»-1^)!^ et T,: A"-1^)!^^/^)^

permettent de réécrire ces isomorphismes sous la forme

H"-1 (X*, (Q* (k\ 8,)) ̂  H° (S*, H"-1 (u))

ob,©9, : W(X*, (Q'(^), 8,))^ H0 (S*, H»-1 (^))©H1 (S*, H-^M)).

DÉFINITION 6. — 5'OM.y fe^ hypothèses standards on définit pour chaque entier k^k^ deux
applications naturelles :

obfc : Ker ̂ k -> H^ ^ (S, H" -1 (u))

et

8, : Ker^ -> H1 (S*, H»-1 (u))

(7) Rappelons que sous les hypothèses standards A:o désigne l'ordre de niipotence de la monodromie agissant
sur H"-1 (M).
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de la manière suivante :
la composée :

H" (X, (Q- (k\ ô,)) ̂  H" (X*, (û- (k\ 8,)) Ï H0 (S*, H"-1 (u))

r
H^S,!?-1^))

7?fm^ Û?M quotient par T^ OT"1 (X, (0' (k\ ôy)) ^ ûfwm^ ob^,
la composée :

W (X*, (Q- (fc), 8,)) ̂  H» (X*, (Q- (^ ô,)) ̂  H1 (S*, H»-1 (u))

passe également au quotient par T^ H""1 (X, (Q* (k\ ôy)) ^ donne 9^.

Remarque. — On prendra garde que les 8^ sont compatibles quand k augmente, alors
que ce n'est pas le cas pour les applications o\ (8)

La proposition 5 et les constructions de la définition 6 sont détaillées au paragraphe b.
L'importance des applications o\ et (^ (pour k^ko) sous les hypothèses standards

apparaît déjà dans les propriétés suivantes :

PROPOSITION 7. — Sous les hypothèses standards on a, pour fe^^o,

Im (can) H Ker J^ = Ker (^

et

can (Ker J^) = Ker (o\) H Ker ̂

où —lin^ç désigne le logarithme niipotent de ^""T^, où T .̂ désigne la monodromie
agissant sur îî^(u).

Pour e e Ker ̂ k la nullité de Sj^ (e) est donc une condition nécessaire et suffisante pour
que e soit dans l'image de can : H^(^) -»H"(M). Mais il se peut que l'on ait ^elm(can)
sans avoir e e can (Ker J^); o\(e) donne exactement l'obstruction pour cela. On déduit
de la proposition 7 le corollaire suivant

COROLLAIRE 8. — Sous les hypothèses standards, l'ordre de niipotence de la monodromie
agissant sur le quotient H" (M)/can (H^ (u)) est au plus égal à feo.

La proposition 7 et le corollaire 8 sont prouvés au paragraphe c.
Définissons maintenant ce que nous appelons le phénomène d'emmêlement de strates

sous les hypothèses standards.

(8) Pour k^ko on montrera que ob^+i =0^°^ (voir § b, n° 3).
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DÉFINITION 9. — Sous les hypothèses standards, on dira que l'on a emmêlement des
strates { 0 } et S (pour la valeur propre e'21^^ 1) si l'application canonique

can: W,(u)-^W(u)

n'est pas un isomorphisme.

Remarque. — Si l'origine est une singularité isolée relativement à la valeur propre
e~2inu(^\), il résulte du théorème 3 que le phénomène d'emmêlement n'a pas lieu. En
fait, sous cette hypothèse, la strate S n'existe pas!

On obtiendra (mais comme conséquence de la proposition 12 ci-dessous) la caractérisa-
tion suivante du phénomène d'emmêlement en terme du faisceau H""1 (u).

PROPOSITION 10. — Sous les hypothèses standards on a emmêlement si et seulement si
l'on a

H^S.H»-1^))^.

4. L'étape suivante de notre étude consiste à introduire une forme hermitienne non
dégénérée (localement constante) sur le système local W1^)^*. Celle-ci est définie en
utilisant la trivialité topologique locale de / le long de S* qui permet d'identifier pour
chaque oeS* la fibre en <j de H""^) avec la partie spectrale pour la valeur propre
^-linu jç ^ monodromie agissant sur la cohomologie en degré (n—\) de la fibre de
Milnor de /|p^ où P^ est un hyperplan transverse à S* en a. La situation pour le germe
en CT de/|p^ est celle d'une singularité isolée pour la valeur propre ^-21ÎIM, ce qui donne
(voir le théorème 3) une forme hermitienne d'intersection non dégénérée sur H"~1 (u)^.

On obtient ainsi une forme hermitienne localement constante naturelle h sur le système
local H""1^)^. En utilisant le cycle fondamental de S* qui est l'élément de Hi(S*, C)
défini en coupant S* par une sphère de centre 0 et de rayon assez petit, on obtient un
accouplement sesquilinéaire non dégénéré (donc une dualité hermitienne)

n: H°(S*, H"-1 (M)) x H1 (S*, H"-1 (u)) -. C.

Notre objectif suivant sera de donner une formule analytique permettant de calculer
n(e, r|) pour e e H° (S*, H"-1 (u)) et T| e H1 (S*, H"-1 (u)).

Pour donner une telle formule, il faut évidemment commencer par donner une représen-
tation analytique des éléments de H°(S*,H"~1 (u)) et H1 (S*,H"~1 (u)). Ceci est obtenu
grâce à la proposition 5 combinée avec un analogue de la proposition 2 sur un voisinage
ouvert de Stein ̂  de S* dans X*.

PROPOSITION 11. — Sous les hypothèses standards, considérons k et k' ̂  ko et soit
^eH^SW1^)) représenté par î;eH°(S*, Q"^)) tel que 8^=0 induisant ^(e) dans
H°(S*,/^))(9).

r"-1^) ^

(9) Sous nos hypothèses on a des isomorphismes H"~1 (u) |s* ^ h"~1 (k) |s* ̂  h" (k) |s* (voir proposition 5).
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Soit rieH^S*,:»""1^)) induit par W(=H°(S*, Q"^)) vérifiant 8^=0, ÛM ^^ ^É?
^'(^^^'H [OM 9fc' û ̂  définie à la proposition 5; 6W M^'/^ ici l'analogue sur % de la
proposition 2 pour calculer H" (X*, (Q' (ÂQ, 8,)) ̂  H" (^, (Q' (ÂQ, 8,)) /^^ /^ faisceaux
de cohomologie du complexe (Q*(k), 8J |x* ^w^ concentrés sur S*].

0/î û alors

(2) (2^r^,n)= ̂  (-ir1?^-^ f 1 / l ^ fA^A^Ay)
a=i \ Jx J /

5; y ^^ une forme C00 ̂  J^r^ 1 au voisinage de S* vérifiant (10) ;

(i) SuppyF^S* ^/ compact;

(ii) dy=Q au voisinage de S* ;

(iii) y îWM^ fÀms' H^ (S*, C) la classe du cycle fondamental de S*.

On a utilisé dans la formule la notation P^ (À-= Xç, F (k)) pour désigner, si F est méromor-
phe dans C, le coefficient de (T.-À^)"'" dans le développement de Laurent de F en À-o (donc
Pi=Res).

La proposition 11 permet de montrer que l'image de 9^ (pour k^ko) est contenue dans
l'orthogonal pour K du sous-espace H°(S, H""1 (u)) de H0 (S*, H""1 (u)). La proposition
suivante montre que pour k assez grand on a en fait égalité.

PROPOSITION 12. — Sous les hypothèses standards, pour A:^Sup(Â:o, k^) l'image de 9^
est exactement l'orthogonal pour îl du sous-espace H°(S, H""1 (M)) de H^S^H""1 (u))
dansîî1^^'1^)).

Les propositions 11 et 12 seront prouvées au paragraphe d.

Le résultat suivant est un des points clés de notre étude. Il montre que la non-nullité
de obfc(^) pour eeKer^Çk^ko) se traduit par l'apparition d'un pôle d'ordre ^A:+l

(lié à e) pour le prolongement méromorphe de | / \2^ D en À,= - u-j avec je N, 7>0
Jx

en un sens très fort, puisque l'on obtient la non-nullité de la partie polaire d'ordre k+ 1
comme fonctionnelle analytique (ce qui signifie non seulement la non-nullité d'un courant,
mais le fait qu'il n'est pas ûT-exact à support l'origine!).

THÉORÈME 13. — Sous les hypothèses standards, considérons eç}¥(u) vérifiant ^k ^==0
avec k^kQ.

(10) Si peCc°°(X) vaut identiquement 1 près de 0, y=dp convient.
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On a alors équivalence entre les propriétés suivantes :
1° ob,(60=0;
2° si weH°(X, 0"^)) vérifie Ôw=0 et rï(w)=e (n), /?^r chaque je J, la fonctionnelle

analytique

P^i(^=-^f 1/1^7-^ ̂ AD)\ Jx J J

est nulle.
De plus pour vérifier la condition 2°, il suffit de le faire pour je [0, n + 1].
Sous les hypothèses standards, on sait d'après [B.M] théorème 4 et le corollaire 4 ci-

dessus, puisque la restriction de/à une section hyperplane transverse en un point a e S*
a une singularité presque isolée pour la valeur propre ^ -2l î™, que le long de S* les pôles
en —u—j pour^e I^J, j^>0 du prolongement méromorphe de | /12^ seront d'ordre exacte-
ment kQ. De plus il résulte de [B. 1] et de la définition de k^ qu'on aura au voisinage de
0 des pôles d'ordre ^k^ (toujours —u—j pour 7'e^J, 7^>0). Nous allons maintenant
montrer que la présence d'un pôle strictement plus grand que le minimum attendu, à
savoir Sup (A:o, ^i), implique l'existence du phénomène d'emmêlement.

THÉORÈME 14. — On se place sous les hypothèses standards et on suppose que le prolonge-
ment méromorphe de |/|2^ admet en 'k=—u—VQ où V o ê f ^ J , un pôle d'ordre
k^SupÇkQ, Â:i)+ 1. Alors on a ob^.^O et donc emmêlement. De plus on a nécessairement

k ̂ o+ Sup (^i).

Les théorèmes 13 et 14 seront prouvés au paragraphe/.

5. Il est important de remarquer à ce stade que l'on ne peut espérer une réciproque
naïve du théorème 14. En effet supposons que k^=2, que Â:o=l et que, de plus,
l'emmêlement se produise au niveau non pas d'un bloc de Jordan de taille (2,2) de H" (u),
mais seulement au niveau d'un vecteur propre eeïî"(u) qui ne soit pas dans ImJ^. De
manière précise, cela signifie que obi(^)^0 mais que ob^ est nul sur ImJ^ (et donc
ob^^obi^EEO).

Le théorème 13 assure alors de l'existence d'un pôle double provoqué par e qui est
emmêlé. Mais comme nous avons supposé k^ = 2, il existe s e H" (u) tel que ̂  e 7^ 0 et 8
va provoquer un pôle double également (d'après [B. 1]) sans que le phénomène d'emmê-
lement ne se produise au niveau du sous-espace vectoriel engendré par s et J^s. Ceci
montre que si l'emmêlement a lieu à un niveau de niipotence trop petit par rapport à
k^, on peut avoir emmêlement sans qu'apparaisse un pôle d'ordre strictement plus grand
que Sup(^o, ^i).

(n) Voir la proposition 2.
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Une manière d'énoncer une réciproque du théorème 14 consiste alors à demander (au
sens du théorème 13) que chaque élément e de W(u) ne provoque pas de pôle d'ordre
supérieur à l'ordre de niipotence de ^ agissant sur le sous-espace vectoriel ^-stable
engendré par e. Ceci peut se formuler de manière simple grâce à la formule
o\o+h=o\QotArh en demandant que la nullité de ob^ sur KerJ^o (qui implique celle
de o\ sur KerJ^, ^ k^ko) implique le non-emmêlement.

Ceci est encore trop demander si ko est strictement plus grand que 1. En effet il est
possible que l'ordre de niipotence de ^ agissant sur H^(S, W~^(u)} soit strictement
plus petit que ko sans que H^}(S, IT"1 (u)) soit nul (si ko> 1).

On peut alors avoir emmêlement bien que ob^ soit identiquement nulle. Cela montre
que dans un tel cas il faudrait, pour décrire complètement le phénomène d'emmêlement,
considérer une application

ob^ _ i : Ker ̂ o -1 -, H^ ^ (S, H" -1 (u)/îm ̂  ~1)

ce que nous ne ferons pas ici.
Le résultat suivant permettra au moins d'obtenir notre réciproque pour ko= 1.

THÉORÈME 15.—Sous les hypothèses standards considérons eeW(u) vérifiant
J^o (e) = 0 et ob^ (e) = 0. Alors on a ^o -1 (e) e Im (can).

La démonstration de ce théorème est délicate et utilise la stratégie de démonstration
élaborée dans [B.2]. On en déduit facilement la réciproque annoncée.

COROLLAIRE 16. — Sous les hypothèses standards, supposons que l'on ait A:o=l. Alors
l'emmêlement se produit si et seulement si on a

obi^O.

En particulier pour k^ = 1 l'emmêlement se produit si et seulement si les pôles en —u—j
pour J E N, 7^>0 du prolongement méromorphe de \ f [2X sont doubles.

Le théorème 15 et le corollaire 16 seront prouvés au paragraphe g.
Nous terminerons en montrant un exemple simple où le phénomène d'emmêlements à

lieu et en détaillant un calcul direct des pôles correspondants du prolongement méromor-
phe de | /12^ au paragraphe h.

II.

a.

N° 1. Soit X une variété complexe (lisse) et soit/ :X -> C une application holomorphe.
On supposera que / n'est pas identiquement nulle sur une composante connexe de X.
Fixons A:e^J* et ueC et introduisons sur X les faisceaux

^(Â^Q^"1]®^ pour p e N .
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Définissons la différentielle 8:0^) -^^p+l (k) de la façon suivante: pour
ûeû^l/"1] et veC1' posons

8 (a®-v) = da®v - [ -/ A a\ ®{u Id + N^) (zQ

où NfcGEndcO^) est donné par Nfc(^.)=^.+i si7'e[l, /r-1] et N^)=0 si &i, . . .,^
désigne la base canonique de C^. On a alors 8 ° ô = 0 et nous noterons par h1' (k) le p-
ième faisceau de cohomologie du complexe (Q* (k), ô).

VISUALISATION. — Une section sur un ouvert U de X du faisceau Q^ (k) est un vecteur
colonne de /^-formes différentielles méromorphes à pôles dans (/= 0) et la différentielle ô
est donnée « concrètement » par

(, df df \
^ f e - ^ — A W f c - — A W f c _ i

/^\ f f
ô ( : ) = ;
w d^-u^^

f

Introduisons maintenant sur les complexes de faisceaux Q* (k\ ô) les opérations suivantes,
où k' est un entier :

À^': Q-(/r)^Q'(/r+^)

est donné par 7^fc+^.(w(x)^)=w®^+^/, ie(l,k) où Fon a noté- K^, . . . , E k + k ' la base
canonique de l'espace C^^ '. C'est un morphisme de complexes de degré 0 qui se visualise
ainsi :

7c^,:. 0-(/:+r)-^Q'(ÂO

est donné par T^k+k^(^®bj)=\v®bj sij-^k et 0 sij>k. C'est également un morphisme
de complexes de degré 0 qui se visualise ainsi :

/H^-\ /^

^•,.( : )=( : )
\ Wl / \Wi/
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k^ : Q* (k) -> îT (k) est donné par k^^Jk-i^^k^-r C'est encore un morphisme de
complexes de degré 0; il se visualise ainsi :

f^\fc-r

H i
w i
0

et enfin pour k, k' eN*

T^: Q'^^Q^1^)

défini par

0 si i^k
T^(Mg)^.)= ( d f \ . . .

( — A w jÇO^i si i=k

On a alors

^,fc '°8+8°Tfc,^=0

et c'est donc un morphisme de complexes de degré +1. Nous noterons simplement par
^ Fendomorphisme T^ ^ de (Q* (k), Ô").

On a les formules élémentaires suivantes :

J k + k ' , k+k' +k" °Jk, k + k ' =Jk, k + k ' + k "

k^^Jk-p^^^k-p Pour pe(0,k-\)

et

^=0

À, k+k' 0 k^ =k+k't^ °Jk, k + k ' ^ ^k+k' 0 ^ k " , k + k ' = ̂ k " , k

Tfe°T,=0.

Nous noterons par les mêmes symboles les morphismes induits par^ ̂ +k' ^k+k',^ k^. ̂
au niveau des faisceaux de cohomologie h\

LEMME 0. — On a sur h9 (k) l'identité suivante :

Jk, k+k' ° ̂ k = ̂ k+k' ° k + k ' ^ ' °Jk, k + k '

Démonstration. - Prouvons déjà l'assertion pour ^=1 avec k arbitraire; on veut donc
montrer l'égalité 7^1 °^=^k+i °k+i^°Jk ,k+i sur h^k). Soit weW(k) vérifiant 8w=0;
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on a alors :

T^(w)= ( d f AH^®ÀI dans Q^1^)

et donc

À^i^^-f^^)®^ dans Q^1^).

Mais

fc- i fc - i
A,k+i(^)= S ^®^+i et k+i^( /k ,k+i (HO)= S ^®^+2

1=1 i= i

dans Q^A^ 1). On a donc

/ rif \
^+lG+l^(/k,k+l(^)))=(-A^-l)®^l•

Nous voulons montrer que

^ , A W ^ ® & 2 - ( — A W f e _ i J ( g ) Z ? i

induit 0 dans /^+1 (k+ 1) (sous l'hypothèse ôw=0). Mais on a :

( ?/- \
^(-H^®^^ -^®Z?i+ -'- A W f e ) ® ( M & i + Z ? 2 )

par définition de ô. Comme Sw = 0 donne la relation

df df
dw^ =U. — AH^+ — A W ^ _ i

on aura

8( -^®ÀO=^AW^®^- (^AW,_^^

ce qui prouve notre assertion pour k' = 1.
Supposons maintenant le résultat prouvé pour k'^ 1 et pour tout ke t^J*, et considérons

la composée :

J k , k + k ' + 1 ° ̂ k =Jk + 1, k + k ' + 1 °Jk, k + 1 ° ̂ k-
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D'après le cas k' = 1 on aura

J k , k + k ' + l o ^ k = = j k + l , k + k ' + l ^fc+l ° k+ 1^ °Jk, k+ 1-

En utilisant le résultat pour k' avec k-\-1 (hypothèse de récurrence)

jk+l,k+kf+lo/ïk=^k+kf+l ° k+k'+l^ °J'k+l,k+k'+l a k+1^ ° Jk, k+1

En utilisant les formules élémentaires

J k + l , k + k ' + l o f c + l t / K = f c + f c ' + l t y ^ ° 7 f c + l , f c + f c ' + l

et

Jk+l,k+k'+l ° J k , k + l =Jk,k+k'+l

on obtient successivement

J k , k + k ' + l O T f c = = T f c + f c ' + l 0 k+k'+l^ ° J k + l , k + k ' + l °Jk,k+l = = T f c + f c ' + i 0 k+k'+l^ ° Â , k + f c ' + l

ce qui achève la preuve du lemme 0.
a.

N° 2. Soit X une variété complexe lisse et connexe et soit / : X -> C une fonction
holomorphe non constante sur X. Rappelons que le complexe de De Rham relatif (12)
de/est défini en posant

(1) Qx/f-ûxCrWAOx-1^-1]

pourri etQ^=Q^[/'-1].

Alors la différentielle d passe au quotient et donne une différentielle

à: Qxi^û^;, V^O.

Nous noterons par ^p le 7?-ième faisceau de cohomologie du complexe (Ox/p ^) res"
treint à/"1 (0). Le faisceau ^p se décrit directement comme suit :

(2) ^ = {^^[TWA^c-O}
{^-l[rl]+^AQP-l[^l]}'

Remarquons que pour p ^ 1 le faisceau W (Qx//» ^0 est d6 ^ute façon concentré sur
f~1 (0) d'après le lemme de Poincaré holomorphe dès que l'on suppose que [df^=0] est
contenu dans/"1 (0) [ce qui est automatique au voisinage de/"1 (0)].

(12) Localisé en {/=0}.
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Posons K=C [ s ] [s~1]. Alors pour chaque p le faisceau Jf^ sur/"1 (0) est naturelle-
ment muni d'une structure de faisceau de K-espaces vectoriels et d'une K-connexion V,
dite connexion de Gauss-Manin.

La structure de faisceau de K-espaces vectoriels est donnée pour U ouvert de/'^O)
et aeH^U, Q^-1]) vérifiant

ûfoc=^A|3

par

^.a=(^°/).a où geK.

La connexion V est simplement donnée par Va= P.
Introduisons maintenant le faisceau FF, p^O sur/'^O) dont la fibre en xe/'^O)

est le /?-ième groupe de cohomologie à valeur complexe de la fibre de Milnor de / en x.
Il est bien connu (voir [D.2] ou [M. 2]) que ces faisceaux sont constructibles et

munis d'un automorphisme (constructible) de monodromie que nous noterons T. En
xe/'^O) T agit sur H^ comme opérateur de monodromie pour la fîbration de Milnor
de/en x.

Notons par I-F (u) le sous-faisceau constructible de W donné par

H^^KerCT-é?-2"™^

pour k^>0 (fe^dimX suffit d'après le théorème de monodromie et on peut se limiter à
prendre MeQri[0,l[).

Nous noterons par

^-^Log^TlH^)).
lin

Nous nous proposons de donner une description (désormais plus ou moins classique)
du faisceau de K-espaces vectoriels à connexion (J^Y) sur/'^O) en termes des
faisceaux constructibles FF (u) munis de leurs endomorphismes niipotents ^p.

L 'isomorphisme K : I-F (u) -> 1̂  (u) : Soit keN assez grand pour avoir J^ = 0
(fc^dim^X suffit).

Posons alors
def /fc -1 \

^p(u)=.w(u)®[ e c^(Log^yi.
c \j=o /

C'est un faisceau C-constructible sur/"1 (0) et définissons

^ : ^p (u) -> ̂ p (u\ C-linéaire

par

y(e®su (Log sY) = T e^e21^ s" (Log s 4- 2 i ny
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et posons

rP(u)=KeT(^'-ïd).

LEMME 1. — L'application K : W(u) -> ̂ p(u) donnée par
k - i ^

K^)= Z -^(^"(Log^y
7=07.

induit un isomorphisme de W(u) sur ^p(u).
Démonstration. — On a

Donc

K (e) = exp (J^OOLog s) (é?®^).

y (K (e)) = exp (^®(Log ̂  + 2 f ir)) (T ̂ ®^2lîIM s")

et comme

^2m<^ç^_^^

^r(K(^))=exp(^®Log^)exp(2^7^^(x)l)exp(-2^7^J / 'p(x)l)(^®^)

= exp (^p® Log ̂ ) (^®^) = K (éQ.

Donc K^GF^^).
Réciproquement, considérons

fc- i
£= E ^(^^(Log^

7=07!

dans ^(M).
Comme <^ s = e, on aura

fc-i / .
E exp(-2^7r^)(^)®^(Log^+2^7^)• /=8

j=o \7!/

et donc

k-l fc-1 / s

E ^®^(Log^+2;7iy= ^ exp(2;7t^)(^)®^(Log^.
j=o7' o V'!/

Cela donne le système, Àe[0, A:— 1]
k-l

).(*)„ E q(2^y-^-=exp(2^^)f^)
y='i 7' \"'/
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pour h = k — 1 on obtient

^-i=exp(2;7iJ^)(^_i)

et donc ̂ \ (^ _ i) = 0.
Supposons montrer que ^+l+^=J / '^(^+l) pour tout v^O. On aura alors d'après

WH

'î / \
Y ——7 '—— (2 in) j~h^=exp(2jn^.) (e h }
—^ » t /' • Ï \ t •( P 1 7 ( lj =hh \ ( j - h ) \ j \ \h\}

donc

+ oo ,^ . ^
V (2;Jt)*-

^+ S -——^-l(^^)=exp(2^7^^)(^)
î l=l /-'

en posant

+ 00 ,^ . .î

-E^^-1
?l=l /-'

on a donc

S(^+i-^(^))=0

et comme 3 est inversible (car e/T^O) on a ^+1 =^p(^).
Donc l'application K est surjective sur r^M). Elle est clairement injective, c'est donc

bien un isomorphisme, ce qui achève la preuve du lemme 1. •
Remarquons avant de continuer que l'opérateur \®s(dlds) agit sur

k-i
K(^)= E -^(^)®^(Log^

j = o J\

par(IdM+J^p)(g)l.
Nous définirons alors l'action de ^p sur P" (u) en posant

^(K(éO)=K(^(6Q).

Maintenant pour chaque xe/'^O), ̂ (u)^ s'identifie au sous-espace vectoriel engen-
dré par la base de l'extension « à la Deligne » du sous-fîbré de Gauss-Manin de/en x
relatif à la valeur spectrale ^-21ÎIM de la monodromie (13), relatif à la cohomologie de

(13) Si on a choisi 0 ̂  u < 1 c'est l'extension de Deligne [D.l].

4e SÉRIE - TOME 24 - 1991 - N° 4



STRATES CONSÉCUTIVES POUR LES CYCLES ÉVANESCENTS 423

degré /?. On a donc un morphisme naturel

T^u)-^^

qui s'étend en un K-morphisme à connexion

P^)®!^^
c

où la connexion sur P^M)®!^ est donnée par
c

V(£®^)=(IdM+^)(£)®^+8(g)^.
s ds

LEMME 2. — L'image naturelle de ^p(tl) dans J^P est le sous-faisceau Ker (s V - u)^ pour
yfc^dimX.

Démonstration. - II est clair que si seP(u), on a (^V-M^s)^ puisque 5-V agit sur
P(M) via (Id^+J^,)®! comme on l'a remarqué plus haut.

Prouvons la réciproque; soit donc oceJf^ où xe/'^O), vérifiant (s V - u^ (a) = 0.
Représentons (^V-M^'^a) par une forme méromorphe (relativement fermée) a. pour
7'e[0, k—\}. En choisissant ces formes méromorphes convenablement (14) on aura

Ja,=^Aa,+^Aoc,_i, V/e[l,^]

avec la convention (XQ = 0.
Si N^eEnd^) est défini (comme au n° 1) par Nfc(^.)=bj+i pour je[\, k- 1] et

Nfc(^fe)==0 où Ai . . . ̂  désigne la base canonique de C^, posons
/c

a= ̂  a .̂® .̂
j'=i

et

?= exp ( - (Id u + Nfc) Log ̂ ) (a).

k

Posons de même ^=^^®^.
i

On aura alors

(1) V^=0

(14) Voir le lemme A de [B.lj.
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et la monodromie def(Logs -> Logs+1 in) agit sur les e^ via

(2) T?=exp(-2f7i(IdM+Nfc))?.

Donc e^ . . . e^ sont des sections horizontales du fibre de Gauss-Manin qui engendrent
un sous-espace T-stable. On a donc e^ . . . e^çW(u) et l'action de ^p sur les e^ coïncide
avec celle de N^. On a donc

^,)^,_,, vye[i,fc]
avec la convention CQ = 0.

Comme on a a = exp ((Id u + J^p) Log s) (e), on aura

fc- l 1
°^= Z -^i(^)®^(Log^

j=o J '

et donc a == K (^) où e^ ̂ W(u).
On a donc bien a e P" (M) ce qui achève la preuve du lemme 2. •
En introduisant la décomposition spectrale de la monodromie, on a une décomposition

jfP= © ^p^-linu^

e-2inueSpec^•

en somme directe de faisceaux de K-espaces vectoriels à connexions. Avec ces notations,
il devient clair, compte tenu du lemme 2 et du fait que Jf^"21"") est le K-espace
vectoriel engendré par Ker^V-M^, que le K-morphisme respectant les connexions

n'CMKaK-^j^
c

que l'on a introduit ci-dessus, est un isomorphisme (de faisceaux de K-espaces vectoriels
à connexions) de P^OK sur e^f^"21""). En identifiant, via le lemme 2, ^(u) et

c
Ker (s V — uY, ceci donne la décomposition

(3) Jf^ ® K.F^u).

Ceci va nous permettre de décrire complètement les solutions de l'équation

(sV-ù)(z)==a

pour a e ̂ p donné et z e ̂ p inconnu.

LEMME 3. — On suppose a et u dans [0, 1[. On suppose quef(x)==Q.
Soient 04, . . ., o^ des germes en x de p-formes méromorphes (a pôles dansf= 0) vérifiant

(4) ^=<^ A a,+ df A a,.,, V/e[l, Âr]
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avec la convention ao = 0.
1° Si CT ^ u alors pour tous g ^ . . .^eC{^}[^-1] il existe h^ . . ., ̂  dans C[s}[s~1}

tels que
si

k k

^Z^- et b=1LhjoLji i

on ait

„ df , dfdb—u— A b~= — A a.
f f

2° 5'; (T= M to conclusion reste valable dès que g^, . . ., g^ n'ont pas de terme constant
dans leur développement de Laurent en 0 (i. e. par rapport à s). Les hj peuvent alors être
choisis avec la même propriété.

Démonstration. — La relation

„ df , dfdb-u— A b= — A a
f f

se traduit par

^ŒW-^A^g.a,)

ou

^ ^ ^bz=dz—u — A z.

Comme on a

8të.z)=(ÔÇ).z+Ç.&

pour !,eC{s][s~1] é^zeQ^/"1], où on a posé

^ ds
8 Ç = — — - M — A Ç ,

^ s

cela donne en utilisant (4) (avec la convention ^+1 =0) :

Hfô^-^^-'HM
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II suffit donc de trouver des h^. . ./^ dans C [s] [s~1] vérifiant :

(5) ^+(a-^.+/^=^
as

Posons gj = ^ g^s"1 et cherchons /^. sous la forme
m ^ WQ

A,= ^ /îj'5'".
m ^ mo

L'équation (5) conduit alors à

(6) (w+a-^+AJ^^J1.

Pour c y ^ M o n a V w e Z . w + C T — M ^ C n e t cela reste minoré en valeur absolue), donc
on a existence et unicité des ÀJ1. La convergence de ̂ g^s"" donnant celle de ̂  h^s"1.

m m

Pour <7 = M, seule l'équation pour w = 0 posera un problème, mais la condition g^ = 0
pour y= l ,2 , . . . , f c assure l'existence et l'unicité de la solution avec h^=0 pour
7=1, 2, . . ., k. On obtient également la convergence dans ce cas des séries ^h^s"1 de

m

celle des séries ̂ g^s"1.
m

Ceci achève la preuve du lemme 3.

COROLLAIRE.—Notons par K*={geC{s}[s~l]/g(0)==0] où g(0) désigne le terme
constant du développement de g en série de Laurent en 0.

Alors pour tout a e ( ® ^p (k)) © K* F^ (u) il existe
-2 inu\^ e~

be( © ^(^©K*?^)
Î L ^ e - 2 1 " "

tel que

(sV-u)(b)=a.

Donc pour tout tel a et tout k^N, il existe

b^( © ^(^©K^r^M)
\^e~linu

tel que

^-uf(b^a.

Autrement dit on aura, ̂ keN, les isomorphismes

^/(s V - u)k (^p) ̂  F^ (u)l(s V - M/ (YP (u))
^W{u)l\m^
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Preuve. - Ceci n'est qu'une reformulation du lemme 3 utilisant les résultats précédents,
puisque les décompositions

^ ^ © ^P(k)
5l

et

^P(e~2inu)=}^YP(u)@YP(u)

respectent l'action de s V — u.

a.

N° 3. Notre but maintenant de mettre en évidence des relations précises entre la
cohomologie du complexe (Q* (k), ô^,) défini au n° 1 et celle du complexe de De Rham
relatif (ûx//» a) (lui a été décrite au n° 2.

LES MORPHISMES ;' ET r'. — Définissons ; : Qx/^ -> O^1 (k) en posant

/df \;(w)== — A w ®&i.

On utilise ici les notations du n° 1; on remarquera que, bien que w soit une forme
relative, df/f/\ w est une forme absolue. On vérifie immédiatement que S^oi-\-iod=0 et
î définit donc un morphisme de complexes de degré + 1.

Nous noterons encore par ;' le morphisme induit sur les faisceaux de cohomologie

iP: J^P^h^^k).

Définissons r : Q" (k) -> Qx// en posant

/(^H^.OO^.)==H^.

On a

v- df dfr(^(^Wi®bi))=dWk-u— A W f c - — A w^.i

qui coïncide avec rfu^ dans ^x/y; la relation

r°ï)^=d°r

montre que r est un morphisme de complexes de degré 0.
Remarquons enfin que le composé i°r coïncide avec le morphisme

T^ : Î2* (À:) -> Î2'+1 (k) de degré 4-1 introduit au n° 1 et que le composé r ° i est nul.

PROPOSITION 1. — Soit X une variété complexe connexe et soit f : X -> C une fonction
holomorphe admettant au plus la valeur critique 0 et non identiquement nulle. On a pour
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tout ueC tout ke f^* et tout peN une suite exacte de faisceaux sur Y=/~1 (0) :

i-P-l rP
^fP-i -, hPÇk)-^^

où l'on a noté par f et r les morphismes induits en cohomologie par f et r .
On a de plus les isomorphismes de faisceaux

ïmiP-1 ̂  ̂ -VCyV-^C^-1) ̂  W~1 00/Im^_i

et

Im Yp ̂  Ker (s V - ut ^ Ker ̂ \ c= W (u)

ou

^=-^-Log(^-2lîIMT/H*(M)).
2;7T

On a donc une suite exacte courte « naturelle »

iP rP (k)
0 ̂  H^-1 (u)/îm ̂ _^hp (k) -. Ker ̂  -> 0.

Remarque. — Si on suppose que, sous les hypothèses de la proposition 1, on a J^=0
sur HP (u), les deux suites exactes

W-^Çu) -^ ^(ÂO^H^)-^

et

iP rP+l

0 -. W (u) -> h^1 (À;) -. H^1 (M)

se recollent en la suite exacte

W-^u) -^ hP^-^h^^k) -^ H^1^).

Si on a FF"1 (M)==O et H^'^1 (u)=Q sur X, T^ sera donc un isomorphisme.

Preuve de la proposition 1. - (a) Ker i? ~1 = Im ((s V - M^ : ^f^"1 ̂ Jf^"1).
Si weQ^/~/ vérifie ip~l(w)=0 dans /^(A;), il existe v ^ . . .^eQ^"1 [/-1] vérifiant

(3(c) 8fSz;,(x)^==f^A^®^.
\ fc / \J /
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On a alors

(^) ^,=^A..+^j - . - j ' yA^ - i

pour je [ l , k ] avec la convention VQ = w. On en déduit que ̂  e Jf^ -1 et que (^ V ~ u)k ̂ . = w
dansJT7-1.

Réciproquement si w=(sV-u)k(v) où ve^-^ choisissons ^.eû^-1 [/-1] induisant
(s^-u)k~j(v) et vérifiant (^ 3(c). On en déduit (^) et donc que ^~1 (w)=0.

(&) Imrp=Ker((^V-M)k '.^-> ̂ p).
Par définition de r^, si we^(^), on a (^V-M) f e(^)=0 dans ^p.
La réciproque est donnée par le lemme A de [B.l], compte tenu de Pisomorphisme

K : W(u) -> rPÇu) et du lemme 2 du n° 2.
(c) ïmiP-^KerrP.

0- 1Si w e Jf^"1 on a ̂ // A F~1 (w)fe = 0, ce qui montre que F"1 (w\ = ̂  (^-1 (w)) == 0 dans
^p et donne l'inclusion Im^"1 c Kerr^

Réciproquement, considérons wehP(k) vérifiant ^(^^O. Représentons w par un
cocycle w=^w,® b^W(k), ô^w==0. Comme ^(1?)=^^ induit 0 dans ^p, on peut
trouver a, beQ.P~1 [/~1] vérifiant

H^==ûfa+ -7- A b.

Le résultat découle alors des deux lemmes suivants :

LEMME 4. — Si ae^P-^k) vérifie (df/f) A da=0, alors la classe de (df/f) A a dans
hP(k) est dans le sous-faisceau i(J^P~1).

Démonstration. - Par linéarité, il suffit de voir que si ^.=0 pour j^jo et si
^jo A ^f^0 alors la classe ̂  (df/f) A a dans hP(k) est bien dans ^(^fp-l), ce que nous
allons prouver par récurrence sury'o.

Pour yo=l ,

df ( df \ df— A a=i — A a^ j ® Z ? i et - — A ^ i = 0

par hypothèse; c'est un élément de i(J^P~1) par définition [a^e^P-1 et
W=({dflf)^a,)®b,}.

Supposons le résultat établi pour 1 ^JQ ^ k- 1 et montrons-le pour 70 + 1. Définissons
b dans Q^-1 (À;) par ^.=0 pour 7 ^7o et ̂ = -â^+i. Alors on a

(^"--^•o+i'^^y A ^o+i

^i\ df
( Ô À )^+l=y A ^•o+l
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et (6b)j = 0 pour j ̂  jo, jo + 1.
Donc

y ir \

-•-A a-ôé] =0 pour j ^ J o
\f ) 3

et

( — A Û - Ô Z ? ) =da^,-u—Aa^+,.
\ J / j o J

Posons dajQ+^=(df/f) A a. On aura alors

( d f A a — 6b \ = 0 pour j ̂  J'Q
f h

et

'df .A df
— A a— ôb j = — A y avec y=a—Mû^+i
. / } j o f

et

df , df . df ,
— A ûfy = — A aoc — u — A OÛL. +1 = 0f f f

car

^ A ^ a = 0 et ^ A ^ + i = 0

d'après notre hypothèse.
L'hypothèse de récurrence sury'o donne alors que la classe dans hp(k) de (dflf) /\a—

Sb est dans ^(J'f^"1); c'est donc aussi le cas pour (dflf) A a et le lemme 4 est démontré.

LEMME 5.—Soit we^Çk) vérifiant 8w=0 et \v^=da-\-(dflf)/\ b avec
a, befi.P~1 [f~1]. Alors la classe de w dans hP(k) est dans i(^P~1).

Démonstration. — La relation ôw=0 donne en particulier

dw^ —u — A H^— — A H ; ^_l=0

et comme H^ = da + (dflf) A b, on aura

(1) ^A (r f (MÛ+&)+Wfc_i )=0 .
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Définissons ÇeQ^-1 (k) en posant si fc= 1, î,=a et si ^ ̂  2, Ç,=^ ^_, = -(MÛ+&) et
Ç,=0 sij^k-2.

On a alors pour À: ̂ LH^S^^///1) A (MÛ+&) et comme (1) montre que ua-^-be^-1,
on a W=;'(MÛ+&) dans /^(l).

Pour A: ̂  2 on a

(2) W=Ô(Ç)+M/

avec

^"'^-(^-M-7- A û- -7 A [-(Mût+À)]]

=H^-âb- -7- A Z?=0
/

<-i=^-i-8(- (^+&))=^_i+8(^+é)(15)

et

^^^j P01111 J ^ k - 2 .

Alors 2:60^(^-1) défini par

(3) ^k-l=^k-l=^k-l+S(ua-^b)
Vj^w^Wj pour j ^ k - 2

vérifie ôi;= 0 et Vk-i=da'+(dflf)/\ V puisque H^=O dans Jf^ et W^.^^VW^-M^
implique H^_i =0 dans ^f^. Alors par récurrence sur ^ (on a déjà traité le cas k == 1) on
aura ^e;(^-1) dans h^k-l), c'est-à-dire qu'il existe aeQ^-^/-1] telle que
(df/f) A rfa=0 et P'eQ^-1 (k- 1) vérifiant

(4) Ï;=(^A a^^+Sfy

dans Q.1' (k - 1). Notons par p l'élément de Q^ (^) défini par ̂  = 0 et P .̂ = ?;. si 1 ̂  j ̂  k - 1.
Les relations (2), (3) et (4) donnent dans ̂ (k)

(5) H .=ôfê )+(^A o ) ( x ) ^ + ô p + y

ou

7^=0 pour j ^ k

(15) Ici ô dénote l'opérateur « scalaire » d-u(dflf) A .
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et où

Y.=-^AP,_,

Comme on a d'après (4)
dl A d^.^ A V,.,= ̂  A (W,_,+8(^+&))

d'après la relation (1), le lemme 4 donne ye^^f^"1) dans /^(fc), ce qui achève la
démonstration du lemme 5 par récurrence sur k.

Comme conséquence immédiate de la proposition 1, on obtient le

COROLLAIRE. — Les faisceaux h'Çk) surf~1 (0) sont ^.-constructibles. De plus le support
de h1 (k) est de codimension au moins égale à i dans X.

Preuve. — Ceci résulte de la constructibilité de la cohomologie de R v|/ qui en degré p
est égale à H? (avec nos notations) ainsi que de la constructibilité de l'automorphisme
de monodromie sur ces faisceaux.

Remarque. — On peut facilement prouver le corollaire ci-dessus en utilisant directement
le théorème de constructibilité de M. Kashiwara [K.l] : il n'est pas difficile d'identifier le
complexe de De Rham du module holonôme régulier

.k-i .
M-[ © Dx/^Log/V ®^x[ /~ 1 ]

\J=0 / ^x

au complexe (Q' (A:), ô).
Nous allons compléter la description du faisceau ^(J'f^"1) :

LEMME 6. — Pour k' e r^J* l'image du morphisme (défini au n° 1)

T^,: ^-1(/Q^/^)

est contenue dans ^(Jf^"1) et correspond via l'isomorphisme

^^-i^H^-^/ImJ^.i

décrit dans la proposition 1 au faisceau

Ker J^_ i/Ker ̂  , H Im ̂ _,.

Si on a ïîp~2(u)=0 et ^T^-i =^r^-i=0, alors ^',k est un isomorphisme de /^P-1(Â:/)
sur i(^P~1) c: hP (k\ donc sur W~1 (u).

Preuve. — II résulte clairement de la définition de T^ ^ et du lemme 4 que l'image de
T^ ^ est contenue dans z^^"1) c: hp(k). De plus si aeh?'1 (k'), on a i(a^)=^^(a) et
donc via l'isomorphisme

^p-i^H^O^/Im^.i
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Tfc^(û) s'envoie dans KerJ^L^. Réciproquement tout élément de KerÇs^-u)^ dans
J^"1 est induit par a,,' où û G h13'1 (A;7) d'après lemme A de [B. 1]. Ceci prouve la première
assertion du lemme 6.

Si on a ïP"2^)^, alors la proposition 1 affirme que
r13'1 (k1) : W1 (À:') -)- Ker J^^L i est un isomorphisme. Si J^_ i = 0 on a donc des isomor-
phismes

r P ~ l ( k f ) x-1

/^-1 (k') ——> P7-1 (u) ^ w (u)

\ i

i^-^Œh^k)

ce qui achève la preuve du lemme 6.

LEMME 7. — On a les diagrammes commutatifs suivants, qui montreront la compatibilité
des morphismes ^(Â:) avec les morphismes j\ ̂ +k' et k^ ̂  ^on a définis sur les faisceaux
h" au n° 1 ;

rP (k) , rP (k)
h? (k) ——. Ker ̂  h1' (k) ———> Ker ̂

\h,k^ \i l ,v 1 ^
l r P ( k + k ' ) l t ^ ' ( k ) l

hP (k + k ' ) ———> Ker ̂  + kf h1' (k) ———> Ker ̂

où i est l'inclusion évidente.

Démonstration. — Si a eh13^) on a

f!\Àfe+fc'O^I o1 |

et donc

^^+^)a.,.^'(^))=K-l(^)=^(Âr)^).

De même ̂  (a) = ^ a, ® ̂  +1 et donc ̂  (À:) (^ (û)) == K ~1 (^ _ i).
i

Comme on a J^p = 5- (d/ds) - u sur r^ (u) (voir le n° 2), on obtient

^(K-1^))^-1^)

ce qui prouve la commutativité du second diagramme.
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b.

N° 1. Les faisceaux Q^ (k) ne sont pas cohérents sur X. Pour étudier les dégénérescences
de suites spectrales, il sera plus commode de remplacer le complexe (Q* (k), ô^) par un
sous-complexe quasi-isomorphe dont les faisceaux sont cohérents, ce qui permettra
d'utiliser le théorème B de H. Cartan.

Introduisons pour q e N les faisceaux cohérents

^p(k,q)=-]—^®Ck.v ? ^/ rp+q A ^

On obtient ainsi un sous-complexe (Q* (k, q\ 6[) du complexe (Q' (k), 8^). Il résulte
alors du théorème de comparaison de A. Grothendieck ([G], [BJ], p. 276 adapté à un
système local) que l'on a la

PROPOSITION 1. — Supposons keN et ueC fixés. Pour tout compact K de X, il existe
q (K) e ̂  tel que pour chaque q ^ q (K) l'inclusion

(Q-(^),8,)^(Q-(fc),ô;,)

soit un quasi-isomorphisme au voisinage de K.
Passons à la preuve de la proposition 2 :
Comme, sous l'hypothèse de la proposition 2 on peut toujours remplacer X par un

ouvert relativement compact dans X, la première assertion se déduit immédiatement de
la proposition 1 [on utilise ici le fait que H° (X, Q" (k)) = lim H° {X, Q* (k, q)), ce qui

q

résulte du fait que {/=0} n'a qu'un nombre fini de composantes irréductibles dans X].
Pour prouver la seconde assertion de la propositon 2, remarquons déjà que les faisceaux

constructibles h^k) sont acycliques sur X car à support dans S(16). On a donc
H'(X, hj(k))=Q, V f ^ 1, ce qui donne les isomorphismes

W (X, Q" (fe), ô,) ̂  H° (X, h3 (k)\ \fj ̂  0.

En particulier la suite exacte

TS^1 rn(k)
O-,/^-1^) -> ^(k) -^ KerJ^-^0

qui résulte, grâce aux hypothèses k ^ k^ et îîn~2(u)=0, de la remarque qui suit la
proposition 1 du paragraphe a, n° 3, donnera via les isomorphismes ci-dessus (qui sont
compatibles avec le morphisme de complexe T^) la suite exacte désirée :

0 -> H"~1 (X, Q' (k\ ô;,) -"> H» (X, Q' (k\ ô«) 4 Ker J^ -> 0,

(16) Rappelons que S est une union finie de disques ayant leurs centres en commun.
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ce qui achève la démonstration de la proposition 2.

b.

N° 2. Nous nous proposons maintenant de démontrer la proposition 5. Commençons
par un résultat d'algèbre homologique.

PROPOSITION 2. — Soit n ̂  1 un entier, et soit Z un espace topologique. Soit (Q', ô) un
complexe de faisceaux de groupes abéliens sur Z vérifiant les propriétés suivantes :

H. \° ^i=Qpouri<Qet}•{k(Z,Çïl)=Q, V ^ ^ 1, \ / i eN .
H. 2° 57 h3 désigne le j-ième faisceau de cohomologie du complexe (Q*, ô) on a :

a. h^Opourj + n— 1, n;
b. H^Z, /^O, \/k^2et V/

On a alors les conclusions suivantes :
C.

1° W(Z, Q\ 8) ^ H^H^Z, Q'), ô), V^ 0;
2° IFr-^Z.Q', Ô)^H°(Z, À"-1);
3° W-^Z^S^H^Z,^);
4° on a une suite exacte courte

0 -. H1 (Z, A"-1) -. H" (Z, 0', ô) -. H° (Z, A") -. 0

5° ^(Z,^, S)=Qpour i+n- 1,^+1.
57 ûk j9/M^, 0^2 suppose donné un morphisme T : Q" -^ Q*+1 vérifiant :

H. 3° T o ô + ô o T = 0 et T îWMî7 un isomorphisme de h ' 1 ' 1 sur À",
alors la suite exacte courte de C. 4° est scindée par un morphisme

9: H^^Q*, S^H^Z, A"-1)

^M/ ̂  déduit naturellement de T.

Démonstration. — L'hypothèse H. 1° donne déjà la dégénérescence de la suite spectrale :

'E^H^H^Q^Ô)^ si q ^ O

qui converge vers ïîp+q(Z, Q", ô). On a donc ainsi C. 1°.
L'hypothèse H. 2°, a montre que la seconde suite spectrale :

^^=?(^^=0 si ^0,1

qui converge également vers ïîp+q(Z, fT, ô) est sphérique. On a donc la longue suite
exacte (voir [Go.], p. 85)

. . . ->H°(Z, /^H^Z, A7)-^ W^Z, Q', Ô)^H°(Z, ^+1)^ . . .
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qui donne 5° grâce à H. 2°, a. Il reste donc la suite exacte :

e! 02
0 -> H"-i -, H°(Z, A"-1) -. H1 (Z, /z"-1) -. ̂ n -> H0 (Z, A") -. H1 (Z, /?") -. W1 -. 0.

Nous allons montrer que 3^ et 8^ sont nuls, ce qui prouvera C. 2°, 3°, 4°. Notons par
Ki le noyau de ô1 : Q1 -^ Q^1. On a alors les suites exactes de faisceaux :

0-^K,_l-.Q l- l-.K,-^0

pour i^n-2 puisque la nullité de h1 donne l'égalité Im ô1"1 = K;. Comme on a Ko = h° = 0
pour n ̂  2, l'acyclicité sur Z des faisceaux Q1 donne celle des K^ pour i^n—î (assertion
évidente pour ^=1). La suite exacte

0 -> î^n-2 -^ ̂ n~2 -> ̂ -2/^-2 -> 0

Ô

donne alors l'acyclicité sur Z du faisceau û""2/!^.^ Imô""2. Alors la suite exacte

0 -> Imô"-2 -^ K^_ i -^ À"- 1 -> 0

donne un morphisme surjectif

H^K^^H^Z,^-1).

On déduit alors de C. 1° que la flèche

W-^Z,^', Ô^H^Z,^-1)

est surjective, et donc que 8^ =0.
Pour montrer la nullité de S^ il suffit de montrer (voir ci-dessus) la surjectivité de

l'application naturelle H°(Z, K^) -> H°(Z, /?"). La suite exacte

O^Q^/K^^K^/^O

montre qu'il suffît de prouver la nullité de H1 (Z, Qn~l/Kn_-^), et la suite exacte

0-^K„_l -^Q n - l ->Q" - l /K„_l ->0

montre qu'il suffit de prouver la nullité de H^Z, K^_i) puisque û""1 est acyclique
sur Z. Mais la suite exacte

O^û"-2/]^-^.,^-1-^

et l'acyclicité sur Z de fin~2/K^_^ que l'on a obtenue plus haut, montrent que la nullité
de H^Z, A"~1) qui est partie de notre hypothèse H. 2°, entraine celle de H^Z, K^_i).
Ceci montre que 8^ = 0.

Il nous reste à construire le scindage 6 sous les hypothèses supplémentaires H. 3°.
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D'après ce qui précède et le fait que T soit un morphisme de complexe de degré 1, on
a un diagramme commutatif

0 -^ H"-1 (Z, Q\ ô) 4 H°(Z, A"-1) -> 0

O-.H^Z,^-1)-^ H"(Z,Q',Ô) -^ H^Z,^) ->0

où les lignes sont exactes et où T^ est un isomorphisme, ce qui donne immédiatement le
scindage désiré en posant

e^-To^o-1)^-1)0^

en effet, par commutativité du diagramme ci-dessus on a r^ °9==0 et donc 9 prend bien
ses valeurs dans H1 (Z, À""1). C'est bien un scindage car on a 9° p= p puisque r^ ° p=0.

Ce scindage correspond à la construction suivante : comme on a

H" (Z, Q\ ô) ̂  H° (Z, 7Q/Ô H° (Z, Q"-1)

tout eeW(Z, Q", ô) peut se représenter par H^eH°(Z,Q") vérifiant Sw=0. Comme
T:/?""1-^" est un isomorphisme par hypothèse, il existe fl6H°(Z, À""1) tel que
T(û)==iî, où w==r^(e) est l'image de w dans H°(Z, À"). Si ûeH°(Z, K^_i) a pour image
û dans H° (Z, A"-1) [on a vu plus haut la surjectivité de H° (Z, K^_ i) ̂  H° (Z, A"-1)], on
aura localement sur Z

H7 k=^)k+8^

où ^eH°(Z^, Q"~1). Alors by—by, définit un 1-cocycle à valeurs dans /î""1, et on vérifie
facilement que l'image de ce cocycle dans H1 (Z, À""1) est Q(e).

Remarque. — II est facile de voir que la considération du diagramme commutatif
déduit de T :

O-^H^Z,/?"-1)^ H^Z.Q'.S) ^H^Z,/^)-^

^ PI t
0-> H^Z,/!") ^H^^Z.Q^Ô)-^

conduit à un autre scindage de p. Il est facile de vérifier que si on a T ° T = O alors ces
deux scindages coïncident au signe près. La relation T ° T = O sera effectivement vérifiée
dans les situations où nous utiliserons la proposition précédente.

Plaçons nous maintenant sous les hypothèses standards. Quitte à rétrécir X, nous
pouvons supposer qu'il existe un entier q (dépendant de k) tel que le morphisme de
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complexes de faisceaux

(Q-(^),8)^(Q-(^),Ô)

soit un quasi-isomorphisme sur X, d'après la proposition 1 précédente. Montrons qu'alors
les hypothèses H. 1°, 2° et 3° de la proposition 2 sont satisfaites pour le complexe
(Q'(fc, q), ô) restreint (topologiquement) à S*=S-{0}, dès que l'on a k ^ ko.

D'abord S* est de Stein et admet donc une base de voisinage de Stein dans X
d'après [S]. Les faisceaux Q'(A:, q) étant cohérents sur X, l'hypothèse H. 1° résulte donc
du théorème B de H. Cartan.

L'hypothèse H. 2°, a est conséquence des hypothèses standards d'après le paragraphe a
proposition 1, et H. 2°, b résulte de la constructibilité des faisceaux ^(k) et du fait que
S* est une réunion disjointe de disques épointés. Vérifions H. 3° : la première assertion
est une conséquence facile de la définition de T^; la proposition 1 du paragraphe a et la
remarque qui suit donnent que

ïfe: ^-^(k^h^k) pour k ̂  ko

est un isomorphisme sur S*, d'où la seconde assertion de H. 3°.
La proposition 5 résulte alors de la proposition 2 précédente.

b.

N° 3. L'objet de ce numéro est de prouver les assertions de la définition 6 et de la
remarque qui la suit. Ceci nous conduira à détailler la construction des applications ob^
et 8^ de manière explicite.

Nous prouverons « dans la foulée » les formules suivantes (k ^ ko, k' E H) :

obfc+^=obfe0^' sur KerJ^'

9fc+fc '=8fc sur KerJ^

qui précisent la remarque qui suit la définition 6.
On se place sous les hypothèses standards et on fixe k ^ ko où ko est l'ordre de

niipotence de la monodromie agissant sur H""1^). On note par J^ le logarithme
niipotent de e~2 lnu ̂  où T est la monodromie agissant sur H" (M).

Soit e 6 Ker J^; il existe, d'après la proposition 2, w e H° (X, Q" (k)) vérifiant ôw = 0 et
rn(k)(w)=e. Pour chaque aeS* on aura sur une boule de Milnor X^ de/en a (assez
petite) :

(1) ^|x,=^(^)+8^

où ^ et ^ sont dans H°(X^ Q""1^)) et 0^=0. En effet, sur S* on a, d'après la
proposition 1 du paragraphe a, la suite exacte de faisceaux

(2) 0 -> H" -1 (u)/ïm ̂ _ i -^ h" (k) -. 0
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puisque W(u) est concentré en 0; on a de plus, puisque k ^ k^ la nullité de ImJ^_i et
un isomorphisme T^: A""1 (k) -^^(k) ̂  H""1^). L'écriture locale (1) le long de S* ne
fait que traduire l'isomorphisme de faisceaux T^ : h " ' 1 (k) ̂  ̂ (k) sur S*.

Sur Xy H X^ on aura bien sur

T,(^)+Ô^=T,(^)+Ô^

et donc ^(a^-a^)=Q dans H°(A^riX^, h"'1^)). Ceci montre que les ^ se recollent
en une section globale ûeH°(S*, A"-1 (À;)) telle que a\^=a^ dans H°(X^ A"-1 (À;)) pour
chaque aeS*. Montrons que l'image de a dans H^(S, H""1 (u)) via la composée

r" - 1 (k) ô
H°(S*, A"-1^))———.H0 (S*, H»-1^))^!^^, H"-1^))

est indépendante des choix effectués; ceci définit concrètement l'application ob^. Le
changement d'écriture locale (1) donne :

w |x-^(^)+8^

avec 8û^==0 (quitte à raffiner on peut supposer que l'on ne change pas le recouvrement
considéré), et donc

^(^-^)+ô(^-^)=0 sur X,.

Par injectivité de T^: A""1 (k) -^^(k) (sur S avec k ^ ko) on aura a^=a^ dans
H°(Â^, h " ' 1 (k)) ce qui montre déjà que la section ûeH^S, h " ' 1 (k)) ne dépend pas des
choix locaux pour w donnée. Si on change le choix de w qui représente e, on aura d'après
la proposition 2 :

H^W+T^+Ô^)

avec a' et V dans H° (X, 0"-1 (fc)) et Sa' = 0.
Dans l'écriture locale de w on pourra prendre :

^|x,=^(^)+8^T

avec ^=^+û' |x^ et Ey=by-^bf \^. On remplace donc û par â?+û' dans H°(S, A""1 (À:)).
Comme û' est la restriction à S* d'une section prolongeable à S de h " ' 1 ( k ^ ^ î î " ' 1 (u)
via T^, l'image de û+û' est la même que celle de a dans H^(S, H"~1 (u)).

On a donc bien vérifié le passage au quotient qui définit o\.
Avant d'établir la formule

obfc + ̂  = obfc ° J^ sur Ker ̂ T^, k^ko,

remarquons que dans l'écriture locale précédente, à savoir

^|x<,=^(0+8^
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on peut remplacer l'isomorphisme T^ = T^ ^ : À"" 1 (À;) -^ A" (À:) sur S* par

^ko, k ' - ^ ~1 (ko) -> h" (k) (voir § a, n° 3, lemme 6).

On aura alors

^\x^=^k(â,)+6b^

avec ^eH°(X^ Q"-1^)), 5^=0 et ^eH°(X^ Q"-1^)) le recollement des à, ayant
lieu dans H° (X^ H X^, À"- 1 (ko)), l'isomorphisme h"-l (ko) ̂  H"-1 (u) sur S* permettant
de représenter obfc(^)eH^(S, H""1 (^)) par la section (â^) de A""1 (ko) sur S*.

Si é-eKer^-^ et si weH°(X, Q"(^+^)) vérifie 8w=9, r"(^4-^)(w)=^ on pourra
représenter ^rkt e par ^=TCfe+fc ' , f c (w) (7i:fc+^^: Q" (À; + A-') ̂  Q* (k) est le morphisme de com-
plexe défini au paragraphe a, n° 1).

En appliquant à l'écriture locale

^Ix^ko^+fc'^o)'^0^

le morphisme Kk+k' , f c » on obtiendra

v\x,=^k+kf,ko^ko,k+k'(â^-^6(nk+kf,kba)•

Comme on a 7 t f c + f c ' , f c ° T f c o , k + f c ' = T f c o , f c (voir § a, n° 1), cela donnera récriture locale

^ |x, = ̂ ko, k (ûo) + 8 (^fc+fc', fc 0

qui montre que o^k^1'1 (é))=o\^^(e\ c'est-à-dire la formule désirée.
Passons à la description de 9^ :
D'après la proposition 1 du paragraphe b, les hypothèses standards permettent d'appli-

quer la proposition 5 au calcul de l'hypercohomologie sur S* de (Q* (k), 8). On a donc
une application naturelle

9, : H" (S*, Q* (k). S) -. H1 (S*, h"-1 (k)\

L'isomorphisme rn~l(k)\hn~l (K) -> H""1 (u) (on suppose fe ^ Â:o) et la restriction

H" (X, Q' (k), ô) -. H" (S*, Q* (fc), 8)

donne alors une application 9^: H"(X, O'(^), 8)-» H1 (S*, H"-1 (M)). La proposition 2
donne alors

H" (X, Q* (À:), 8) ̂  H" (H° (X, Q" (k)), 8).

Il résulte alors de la construction de 9^ (voir proposition 5) que pour w dans H° (X, Î2" (k))
vérifiant 8^=0 et s'écrivant localement sur S* sous la forme

^k=^(^)+8^
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on aura 9fc(w) qui sera représenté par le 1-cocycle à valeurs dans h^^ (ù) ̂ W~1 (u)
ba~ba'• On constate alors que 9^ passe au quotient par
Tfc (Ker 8 : H0 (X, Q"-1 (fc)) ̂  H° (X, Q" (k))); alors l'isomorphisme de la proposition 2

Ker^ ̂  H"(H°(X, ff (k)\ 8)/T,(H"-1 (X, Q-\k)\ ô))

achève la construction de 9^.

Pour prouver la formule ^k+k'\Ker^=^k considérons w dans H°(X, Q"(^)) vérifiant
0^=0. D'après la proposition 5 on peut trouver ^eH°(S*, Q""1^)) vérifiant 0^=0 et
dont l'image par T^ est la section de A" (k) sur S* définie par w. Ceci signifie que l'on
aura sur S* une écriture locale :

w|x,=T^)|x,+8^ avec ^eH°(X,, Q"-1 (À:)).

En appliquante fc+fc , à cette égalité, on obtient

J'k, k+k' M |x, =Jk, k+k' (^ (^)) |X^ + 8/^ fc+^ (^)

puisque j^k+k' commute à ô; le lemme 0 du n° 1 donne l'égalité dans
H^S^-^+r)) de jk,k+k'^k(a)) et T^^^ ' (J^k'(à))). D'après la
proposition 5 il existe alors &eH°(S*, Q""1 (k-^k')) donnant

Â,fc+fc'(H ?) |x,=^+fc'(fc+fe'^ f c /Ofc,fc+fc'(û))) |x,+80fc,fc+fc'(^)+^|x^

On constate alors que ^k+k'^) est donné (par définition de 8) par le cocycle
(jk,k+kf(ba)^b\x^~(J'k,k+kf(ba')~{~^}\^.) c'est-à-dire par le cocycle j^k+k'^b^-b^ ceci
montre que

^k'(e)=j'k,k^^k(e)\

Mais l'isomorphisme (sur S* pour k ^ ko), r""1 (k) : /?""1 (k) -> H""1 (u) rend commutatif
le diagramme

et donc jk k+j,, induit l'identité sur H1 (S*, H""1 (u)), ce qui achève notre démonstration.
Donnons enfin un résultat de compatibilité à J^ des applications ob^ et 9^.

LEMME 1. — On a ^-i°8fc=9fc°^ et

^ _ i ° obfc = obfe0 ̂  ^r Ker J^, A: ^ ^o-
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La démonstration du lemme 1 utilisera le résultat suivant :

LEMME 2. — Soit t^ : û* (k) -> Q* (k) le morphisme de faisceaux défini par

/ k \
tk( Z ^i®b, =w,®è,.

\i=i /

On a alors l'identité suivante sur Q* (fe) :

^ k^ k^ ''fc""^ ^ ^

Démonstration. — On a

^ ( ^ ) = ( — — A W ^ ( X ) f t i

et donc

^(T,(w))=f^AW^®^;

mais

^(^^-(^AW,.^®^, ÔO,(^))=ô^)®^-f^A^®^

et

^(Ô(W))=Ô(W,)®^-^A W,_^®^

où l'on a noté

ô(M^)=Ai^—M—— A H^

pour simplifier.
On obtient donc

S(t,(w))-t^(w))=(^Aw,.^(Sb,-(^Aw^^

ce qui prouve bien la formule du lemme 2.

Démonstration du lemme 1. - Soit weH°(X, 0"^)) vérifiant ôw=0 où l'on suppose
k ' ^ k o . Alors on a pour chaque oeS*

^|x,=^(^)|x,+^o
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où ûeH°(S, A"-1 (À:)) vérifie 0^=0, et où ^eH°(X,, Q"-1 (Jk)). On aura donc sur X, :

^ (HO |x = ̂  (Tfc ̂ )) |x, + ̂  (8 (^))/

en utilisant le lemme 2 et l'identité ̂  ° ô = ô ° ̂  on obtient

^ W k = Tfc (̂  (^)) |x, - 8 (^ (̂ )) |x, + 8 (̂  (̂ ))

car Sa = 0; on a donc

^ W |x, = ̂  (^ (^)) |x, + 8 (^ (^) -1, (a) |x,)

ce qui prouve les deux formules désirées puisque 1^(0) est globale sur S*.

c.
Soit X une variété complexe connexe et soit / : X -> C une fonction holomorphe non

constante. Notons par ^p le faisceau sur X des formes différentielles de degré p à
coefficients C°° et notons par ^p [/-1] le faisceau des ^-formes semi-méromorphes à
pôles dans {/=()}. Pour keN définissons, en analogie avec le complexe (Q*(k), ô) du
paragraphe a, n° 1, avec ueC fixé

^(^^^[/-^ec'
c

et définissons sur le faisceau gradué

^(k)=®^p(k)
p

une différentielle ô de degré + 1.
Elle sera définie par

(1) Ô^'+^T

où pour ae^, veC1' et we^J, on pose

(2) §'^®^^'^^,-^,^®(id»+N,)(.)

avec

„ . a \ à'^ a df A ad [ — = — — - w
w + l./m/ /" /'

et

^\ i,, ( a \ ^ /^(3) ^ / — ® î ; =——®z;
u" 7 /m

l'élément N^eEnd^) étant le même que celui du paragraphe a, n° 1.
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On a alors immédiatement les relations

(4) Ô'^O, d"1^ et d " y ^ - ï ' d " = Q

qui impliquent 82 = 0.
De plus si ^^(k) désigne la partie de type (p, q) de ^p+<l(k\ les différentielles 8' et

à" sont de type (1, 0) et (0, 1) respectivement.
On a alors la

PROPOSITION 1. —Le morphisme naturel (déduit de l'inclusion 0"[/~1] ->^'[/~1]) de
complexes de faisceaux

A: (Q-(/o,ô)^(<r(fe),ô)
est un quasi-isomorphisme pour chaque ke M.

Démonstration. — II suffit évidemment de prouver que pour chaque we^J et keM le
complexe

^\k\d")

est une résolution (fine) de Q^Çk). On pourra alors interpréter le double complexe
(<^"' " (k), 5', d " ) comme une (hyper)-résolution fine du complexe (Q* (k\ ô), ce qui prou-
vera l'assertion.

Le fait que (^w' ' (k\ d " ) soit une résolution de Q^1 (Je) est une conséquence immédiate
du lemme de Dolbeault. Ceci achève la preuve de la proposition.

PROPOSITION 2. — Sous les hypothèses standards, notons par can l'application canonique

can: H?(F(0), C),-2inu -^?^(0), C),-2in.

où F(0) désigne la fibre de Milnor en 0.
Alors on a S°can=0, où 8 désigne l'application

9:H"(F(0), C^.nu^H^S*,!?-1^))

définie dans la proposition 5 du n° 3.

Démonstration. — Précisons ici la construction de Milnor. Si on a

X=B(0,£)n/- l(D)

où D=D(0, T|) avec 0 < T| « s « 1, considérons £' < s tel que s-s' « s de sorte que
X'=B(0, £') H f~1 (D) soit encore un représentant de Milnor de/en 0.

Il résulte des travaux de Milnor \M} que pour s ^ 0 dans D l'image de l'application
canonique can : H* (/"1 (s), C) -> H* (/"1 (s), C) est le noyau de la restriction

res: H s i ((/- l(^C)-^H*(/- l(^)n(X-X /),C)

si s7 est assez voisin de s.
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Considérons alors w e H° (X, Q" (^)) vérifiant 8^=0 et ^(k^Ç^^e où
^GH"(F(O), C)^-2inu est dans l'image de can.

Pour exploiter cette dernière hypothèse, nous allons calculer sur X-X/ avec le com-
plexe (^' (À:), ô) qui est quasi-isomorphe à (û' (k), 8) mais qui est fin. Le théorème de
comparaison de Grothendieck en fait appliqué au Dx-module :

r'"1 1
^=\ © Dx/^Log/y ®^x[ /~ 1 ]

LJ=O J ffx

où X=X-X' nous dit que tR'7*(<^(^ 8) est l'extension (méromorphe) de Deligne du
fibre de Gauss-Manin (17) pour l'application 7: X -> D qui est la restriction àX=X-Xt

de/.
Les faisceaux <f(k) étant fins, on a dégénérescence de la suite spectrale et donc,

l'isomorphisme

^7*(<W 8) ^ H^^-r, ^(k)\ 8).

Maintenant l'hypothèse eeîm can se traduit par le fait que w |x-x' induit 0 dans

H"(H°(X-X',<r(Â;),8).

L'analogue immédiat de la suite exacte de la proposition 1 du paragraphe a [rappelons
que les faisceaux de cohomologie du complexe (^'(Â:), 8) sont encore les h'Çk) du
paragraphes, n° 1 et que les <f*(k) sont acycliques sur X-X" car fins] donne alors
l'existence de a et P dans H^X-X7, <r-1 (k)} vérifiant

(i) 8a=0;
(ii) w|x-x'==Tfc(a)+8p.
Utilisons maintenant la définition de 9^ en écrivant pour aeS* sur l'ouvert X^BCT

^|x,=^(ao)+8P<,

où ao e H° (S*, Q" -1 (k)) vérifie 8ao = 0 et où P, e H° (S* H X,, Q" -1 (k)) (voir § b, n° 3).
On aura alors pour oeS* 0 (X-X)

^(a)+8p|x,=Tfc(oco)+8p,

et comme T^ : hn~1 (À:) -> h" (k) est injectif le long de S*, on aura

a - oco = 0 dans H° (S* H (X - X7), /?" -1 (k)).

(17) Plus précisément du sous-fîbré de Gauss-Manin engendré par les sections horizontales vérifiant
(T-e"2111"^)*^; comme l'on suppose ici k grand, cela revient à considérer l'extension méromorphe de
Deligne du sous-fîbré caractéristique pour la valeur propre e"21"" de T.
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Comme S*^l(X-X/) est un ouvert de Stein de S*, on pourra écrire sur
s^x-x'K18)

a-ao=Ôy

ou

et donc

Ceci donne

yeH^S^X-X^Q"-2^))

T,(oc-ao)=T,8y=-ô(T,y) sur S*n(X-X').

^(P-^lx^Po sur S*UX,

si a e X - X', ce qui montre que P^ ̂  = P^ -13^ est le bord de la 0-cochaîne - P + T^ Y + Pô
à valeurs dans A""1 (k) sur S* D (X—X7). On a donc ainsi la nullité de la restriction de
9fc (e) dans

H^ncx-x-),^-^)).
Mais À""1 (fe) est un système local sur S* et chaque composante connexe de S* est un

disque pointé qui rencontre X — X en une couronne. La restriction

H1 (^*, A"-1 (ÀQ) -> H1 (S* H X-X', A"-1 (A:))

est donc un isomorphisme et on a 9^ (^) = 0.
Ceci achève la preuve de la proposition 2.

PROPOSITION 3. — Sous les hypothèses standards on a, pour k ^ A:o l'égalité

can (Ker J^) = Ker ob^ H Ker 9^

ûfa/î^ Ker^^, où l'on a noté par ^V\ la partie niipotente de T IH"^)-

Démonstration. — Soit donc ^eKerJ^ vérifiant ob^(^)=0 et 9^(^)==0. Soit
H^eH^^Q" (À:)) vérifiant

ôw=0 et r"(^)(w)=^.

Puisque ob^ (^) = 0, si on écrit le long de S*

H-k=^(a)k+8(P,)

(18) On raisonne ici comme à la proposition 3 pour obtenir l'acyclicité de Kerô""2 sur S* r\(X-X') et la
suite exacte 0 -> Kerô"-2 -^ Q"-2 (k) -^ Imô"-2 -> 0.
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avec a£H°(S*, Q"-^)) ôa=0 et P,eH°(S*nX,, O"-1^)), la section induite par oc
dans H°(S*, h " ' 1 ^ ) ) se prolonge à S. Quitte à changer le choix de w, ceci permet de
supposer que a==0 et donc que w est localement ô-exacte sur S* et donc sur X*=X- {0}
puisque le support de h" (k) est contenu dans S.

Posons y*=f~l(0)-{0}.
Pour tout XGY*, on peut donc écrire sur une boule de Milnor en xeX^ :

^k=8P.

où

MH°(X,, Q"-1 (fc)) c: H°(X,, <T-1 (̂ )).

Alors le cocycle P^-P^=p^ ^ représente un élément de H°(Y*, Kerô""1) où

Ker Ô-7 = Ker ô : ̂ ' (k) -^ ^ +1 (^).

Les suites exactes

0 -> Kery-1 -> ^•/-1 (k) -> Kerô7 -^0, 0 ̂ j ^ n-î

et

0 -> ^n~2(k)/Keî6n~2 -> Kerô"-1 -> /?"-1 (k) -> 0

montrent Pacyclicité sur Y* des faisceaux Ker y pour 0 ̂ j ^ n-2 ainsi que celle du
quotient (T'^ZO/Kery"2 puisque les faisceaux ^ ( k ) sont des faisceaux fins. On obtient
ainsi Fisomorphisme

H1 (Y*, Kerô"-1) ̂  H1 (Y*, A"-1 (k))
^H^S*,/?"-1^))

puisque le support de /z"-1 (k) est contenu dans S. On constate alors que le cocycle P^ ^
qui a pour image 9fe(^)=0 dans H1 (S*, h"-1 (k)) (19) est donc nul dans
H^Y^Kerô»-1).

Si y^ est une 0-cochaîne à valeurs dans Kerô""1 dont le cobord de Êech est P^ ^/, on
aura sur X^ H X^ (quitte à raffiner...)

P^.^ïx-Y.'

et donc

Px-Y.=P.'-Y.' sur X,nX,.

(19) Par construction de l'application 9^.
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Donc Çx~Jx définit une section globale sur Y* du faisceau ^ ' ^ ( k ) , notons-la P, qui
vérifiera

W | Y * = Ô P sur Y*.

Soit ^U un voisinage ouvert de Y* dans X sur lequel un représentant du germe P est
défini, et soit p e C °̂ (X) vérifiant p = 1 sur la boule B de centre 0.

Posons

^=( l -p )P sur ^

et

J5=0 sur B.

Comme sur ^^B ces deux définitions coïncident, ? est une (/2—l)-forme semi-
méromorphe à pôle dans {/= 0} définie sur ^ U B qui est un ouvert contenant
y=f-1^

Alors la forme w=w—^ est semi-méromorphe et ô-fermée au voisinage de/'^O).
Pour s e D* assez proche de 0, quitte à remplacer X par

x'^Bco.E^n/'^o)
ou

E+8"
£ = ————.

on aura

/-^c^UB

et la forme w induit sur/"1^) le même élément de îïn(f~l(s), C) que w [puisque
ô? |y -1 ̂  = d^ \f -1 ̂ ) est ^-exacte].

Comme pour s assez voisin de 0, w \j- -1 ̂  est à support compact, ceci montre que
e = r" (k) (w) est dans l'image de Ker ̂ \ par can, ce qui prouve l'inclusion :

Ker obfc H Ker \ c can (Ker J^).

Il nous reste à montrer, puisque l'on a vu que 9^ ° can = 0 à la proposition 2, que l'on
a

obfc(can(Ker^))=0.

Mais si ^ est dans KerJ^, un travail analogue au lemme A de [B.l], mais en
calculant [R/,(0x//) grâce au quasi-isomorphisme de la proposition 1, permet de trouver
w e H" (îî°/f (X, ^ (A:)), ô) (où H^ désigne l'espace des sections à supports /-propres) tel
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que l'on ait l'égalité

e, = exp ( - (Id. u + N^) Log s) (w\ |p ̂

dans H^(F(0), C)^-2^u. Supposons alors (ce qui n'est pas restrictif) que l'on ait
Supp(w) H/"1 (0) c: X/ au voisinage de/"1 (0), où X' c X est choisi comme plus haut
PC' = B (0, s') 0 X avec £' < s et £ - s' « e]. On a alors près de chaque or e S 0 (X - X/)

et si a e H° (S*, À" -1 (k)) induit o\ (can (^)) dans H^ (S, H" -1 (u)\ on aura
^Isnx-x^O. Comme H""1^) est un système local et comme chaque branche de S
rencontre X-X', on aura a=0 dans H°(S*, H"-1 (u)\ et donc a fortiori o\ (can (^)) = 0.
Ceci achève la démonstration de la proposition 3.

Donnons deux conséquences des propositions 2 et 3.

COROLLAIRE 1.—Pour k ^ k o on a Ker (^ = Im can P| Ker ̂ . En particulier pour
k ^ ko et k ^ k^ on a Ker (^ == Im can.

Démonstration. - On a déjà vu dans la proposition 2 que l'on avait, pour k ^ ko,
l'inclusion de ImcanUKerJ^ dans Ker^; si ^eKerJ^ vérifie 9^(^=0, pour tout
h ̂  0 on aura encore Sfc+/,0?)=0 (voir § b, n° 3). Si on choisit h ̂  ko on aura, d'après la
remarque qui suit la définition 6, ob^^(^)=0. On aura donc à la fois 9^/,(^)==0 et
o\+h(e)=0. Alors la proposition 3 donne que ^elmcan, ce qui prouve le corollaire 1.

Les propositions 2 et 3 ainsi que le corollaire 1 donnent la proposition 7.

Démonstration du corollaire 8. - Soit eçW(u); il s'agit de montrer que
^o((?)elmcan. Choisissons k ^ ko tel que é?eKer^. On aura alors

^^(^(^-O

car J^o^ est nul sur H"~1 (u)\ le lemme 1, § A, n°3 nous donne alors

^(^°^))=0

et on en conclut, grâce au corollaire 1, que J^o(6?)elm can ce qui achève la démonstra-
tion du corollaire 8.

Remarque. - Ce corollaire 8 montre que la nullité du faisceau H""1^) sous les
hypothèses standards implique la surjectivité de l'application can, qui est alors un
isomorphisme puisqu'elle est auto-duale!

d.

L'objet de ce paragraphe est de prouver le théorème 3 et son corollaire 4.
Commençons par remarquer que l'hypothèse de singularité isolée relativement à la

valeur propre ^ - 2 l î l" ̂  1 implique que les hypothèses standards sont satisfaites avec un
choix arbitraire de la courbe S puisque le faisceau W1'1 (u) est nul. On en déduit aussitôt
que ko=0 et que les applications ob^ et 9^ [définies sur Ker^o^H^)] sont nulles.
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Ceci donne, d'après la proposition 7, la surjectivité de can : îî^Çu) -> WÇu). On en déduit
que c'est un isomorphisme, puisqu'elle est auto-duale pour la dualité de Poincaré.

Passons donc au calcul analytique de la forme hermitienne d'intersection sur WÇu)
définie dans l'énoncé du théorème 3 et qui est non dégénérée par dualité de Poincaré
entre îî^Çu) et W(u).

Partons maintenant de a et b dans W (u) et de w, w' dans H° (X, ÎÏ" (A:)) vérifiant
8w = 0, 8v/ = 0, ̂  (k) (w) == a et ̂  (^) (n0 = fc.

Comme a est dans l'image de can (car on vient de voir qu'elle est bijective), on peut
reprendre la construction de la proposition 2 du paragraphe c et écrire sur X - X'

(1) ^Ix-x'^a+^P

où a, peH^X-X', ^m- l(fc)) et ôa=0 sur X-X\
Réécrivons l'égalité (1) sous la forme

df
^ | x - X ' = = ^ l + — — A Ri

où ai, Pi eH^X-X', ^w-1 (À:)) et où J=^® Id^. Si X"=X H B(0, s") avec ̂ (s+îQ^
et si pieC^(X) vérifie pi = 1 sur X' et SupppicX", posons S=(l-pi)ai et
P=(l-pi)Pi ,puis

(2) w=w-cîH- -J- A P.

Alors a, J5 et w sont des formes semi-méromorphes (à valeurs dans C^) sur X. On a
Supp w c: X" et w est relativement fermée sur X (i. e. dw A df= 0).

Pour Re (À,) » 0 on aura, si p e C^ (X) vérifie p = 1 près de 0

f | / r P ^ A W , A ^ A ^(3) f l / r P ^ A ^ A ^ A ^
Jx J J

f 1 ^ 1 2 À. ^ -/ û^ ^ , f 1 r\1'k j~ -i ^f ^f
= |/| P^ feA W f e A — A — — + l/l^pû^A W f c A — A — — .

Jx J J Jx J J

Mais on a, toujours pour Re (À,) » 0

7 / 1 / - 1 7 l ~ -/ ^ ^ \
J l l / I ^ P ^ A W ^ A ^ A - ^ l

^ I / I ^ ^ P A ^ A ^ A ^ A ^ + I / I ^ P ^ A ^ A ^ A ^ .

Ce qui donne, d'après la formule de Stokes

(4) - f | / | ^ p A S , A < A ^ A ^ = f l / l ^p^A^A^A,, ^rfp A S, A < A ̂  A df = \ \f\^pd^ A W; A ^A ^
x J J Jx J JJx J J Jx J
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ce qui montre que le prolongement méromorphe du membre de droite n'a jamais de pôle
en À- = — u— v , V v e Z car on a dp = 0 près de 0 (voir la remarque qui suit l'énoncé du
théorème 3).

Donc on aura

(5) Resfîi=-^ f | / | ^ P ^ A W , A ^ A ^ )
\ Jx J J /

=ReS^=-«, f | / | ^ p ^ A < A ^ A ^ \
\ Jx 1 1 )

Considérons maintenant la fonction sur D*

G^fcG^ ^ f cA<
Jf=s

Comme Suppw c: X" et comme/"1 (s) C^X" est compact pour chaque s ceci est bien
défini pour 5'eD*.

Maintenant l'égalité (2) montre que la classe de cohomologie à support compact induite
sur/"1^) par H^ correspond via can : H^/"1^), C) -^I-r^/"1 (s), C) à la classe de
cohomologie induite sur/"1 (s) par H^. Cette dernière est donnée par

k-i
Z -^(û)®^(Log^.
j=o J!

De même la classe induite par w^ est donnée par
k-l 1 .
Z -^(^)®^(Log^.

J=0 J'

En particulier on a
f e-1 1 r _

(6) G^^H2" ^ -(Logl^l2^ can-i^U^W
7=0 J ' JF(O)

puisque la forme hermitienne d'intersection est horizontale sur le fibre de Gauss-Manin
[le calcul ici utilise la relation h^jV a, b)=h(a, ^b) qui se déduit de l'invariance de h
par la monodromie].

La relation (6) est simplement
k-l

(6bis) G^^H2" ^ (2inrh(a, ̂ (^(LogH2^
7=0

Si 6 e C^ (D) vérifie 6 = 1 près de 0, nous nous proposons de calculer le nombre

/ F /A /A\
Res X=-M, Q(s)G,^s)\s\2^-A-^}.

\ JD ' s s )

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L'ÉCOLE NORMALE SUPÉRIEURE



452 D. BARLET

On a déjà le lemme élémentaire suivant

LEMME. — Pour a > 0 et je I^J la partie polaire en À,= — u du prolongement méromorphe
de la fonction

F.^r^^Logxy^
Jo ^

est égale à (- \y (j'K^u)^1).

Preuve. — Pour 7=0, PQ(}C)=ak+u/(k-^u) et la partie polaire est bien \/(k-{-u). On a

^FoW=F,(^)

et donc la partie polaire de ¥j est ̂ /^ 0/(^+ M))? ce ̂  achève la preuve du lemme. •
Grâce à la formule (6 bis) on aura

(7) fe^G^H^A^
JD s s

(* \~^~ ^ ~\ /7 /7~
=(2^)- 9(^)H2^ ^/z^^wxLogl^l^pA^

JD U=o J ^ ^

et comme

f H^^LogH^A^^Ti rx^^Logxy^
J \ s \ ^ a 2 S S Jo X

n'a de résidu en À-== — M que pour 7=0 d'après le lemme, il restera

(8) Resf)i=-M, f e^)G,fe(^)|^|2^A^)=-(2^7l)w+lA(û,À).
\ JD ' s s }

Mais d'après le théorème de Fubini, on a, au moins pour Re (k) » 0 :

(9) f e(.)G^(.) H2^ A ^= f l/l^/^e)^ A < A ^A ^
JD ^ s Jx / /

et comme /*(0) est C°° sur X et vaut = 1 près de 0 [remarquer que /'"(O)^ est à
support compact dans X] on a bien établi la formule du théorème 3 puisque le prolonge-
ment méromorphe de

f | / r (p- / * (e) )^A^A^A^
Jx 7 7

ne peut avoir de pôle e n À - = — M — v , V v G Z dès que peC^° (X) vérifie p = 1 près de 0.
Ceci achève la preuve du théorème 3.
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Avant de passer à la démonstration du corollaire 4, nous allons déduire du théorème 3
le corollaire 3 bis suivant qui mettra en évidence l'apparition des pôles d'ordre k^
[k^ désigne l'ordre de niipotence de la monodromie agissant sur YU" (u)] pour le prolonge-

ment méromorphe de |/|2^ n en À,= —u—j avecy'e^y» 0.
Jx

COROLLAIRE 3 bis. — Dans la situation du théorème 3, on a pour tout a, beW(u) et
pour w, v/eH°(X, ̂ (k)) vérifiant ôw=0, 0^=0, ^(k^Çw^a et rm(k)(^v')=b

/ _ 1 \a + P + 1 / (* j^ ~]T \

(10) h(^a,^b)=\ ) P^,(^-u, I / I ^A^A^A^- .
(z^) \ Jx J J /

Ici on a posé comme plus haut

^--^Log^—TlH^))
lin

et Py(^= ~u, F (À,)) désigne le coefficient de (À^M)"^ dans le développement de Laurent
en À- = —u de la fonction méromorphe F.

Remarque. — Comme on a ̂ ^1-1 + 0 par définition de l'entier A:i, la non-dégénéres-
cence de la forme hermitienne d'intersection sur H"" (u) qui résulte du fait que can est un
isomorphisme et de la dualité de Poincaré, montre l'existence d'un pôle d'ordre au moins

r
k^ en À,= —u—v pour ve^J, v » 0 pour le prolongement méromorphe de \f 2^ D

Jx
grâce à ce corollaire. On retrouve donc ici, dans un cas particulier, le résultat de [B. 1].

La formule (10) ne peut, malgré les apparences, produire des pôles d'ordre > k^ car
l'invariance de la forme d'intersection par la monodromie donne que

h(^a,^b)=h(a^^(b))

qui vaut donc 0 pour oc+ P ^ k^.

Démonstration du corollaire 3 bis. — Soit ye[l, k—\} et définissons

Vj=Wj_^ pour 7'e[y+l,^]

et

^=0 pour 1 ̂  ; ̂  y.

On a alors î;eH°(X, Q^)) et 0^=0.
De plus on a

^(^(^^û.
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En effet avec les notations du paragraphe a, n° 2, on a

+00
K(^)=E -^(a)(g)^(Log^

j=o 7'

et

K(^(^))=^(K(a)).

Comme ^(^(H^Û? signifie que u^=K(û) dans ̂  [en fait K^eF^)], il suffit de
voir que ï^=H^_,y correspond bien à ^\(a) dans ^f^. Mais comme sV—u=^^ sur
P"^), cela revient à vérifier que (sV-uYw^Wk-^ ce qui résulte de ôw=0.

Alors en appliquant le théorème 3 avec J^ a au lieu de a et v au lieu de w, on obtient

^^b)=———————R^=-U, f | / p^ ,_ ,A<A^A^ \
^ZîTtJ \ Jx J J ]

Pour achever la preuve du corollaire, il suffît alors d'établir que pour / ̂  1 et pour
l ^ y ^ f e — l , o n a l'identité

( 1 1 ) P/^--^, f I / I^^- .A^A^A-^
\ Jx J J

=-P,,A=-«, [ I / I ^ ^ A ^ A ^ A ^ Y
\ Jx J J /

Fixons p e C^° (X) vérifiant p = 1 près de 0.
Pour Re (À.) » 0, on a sur X

(12) ^(l/T'PH^^A^A^

^/ l^pAH^^A^A^+^+^ l / l ^pH^^A^A^A^

+|/|2'PWt-,+l A H ^ A ^ A - ^

où l'on a utilisé l'identité sur X

df df
dw^^^=u- A Wk-,-n+ - A w^.
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En intégrant (12) et en utilisant la formule de Stokes, on obtient

w
0= f | / T ^ P A ^ _ ^ A W , A ^

Jx J

+(^+") f l / r P ^ - ^ l A V ^ A ^ A ^
Jx J J

+ f i / r
Jx

+f | / | ^p^A<A^A^

Comme la première intégrale n'a pas de pôle en À, = — u (car dp = 0 près de 0 et la
remarque 1 qui suit le théorème 3), on obtient en prenant le coefficient de \IQ^-\-u)1 dans
les développements de Laurent en À, = — M, pour / ^ 1 :

P^A=-^, [ | / | ^_^A<A^A^)
\ Jx J J /

=-PA=-«, f | / | ^ _ , A < A ^ A ^A=-U, f | / |^_,A<A^A^)
\ Jx J J J\ Jx'" - K / 7

Ceci suffît à conclure la preuve du corollaire, compte tenu de la remarque 1° qui suit
son énoncé. •

Preuve du corollaire 4. — Si k^ désigne l'ordre de niipotence de la monodromie agissant
sur IT"^), il existe aeî^Çu) tel que J^1"1 a + 0. Comme h est non dégénérée, il existe
alors beWÇu) vérifiant ^(J^1"1 a, b) + 0. Alors d'après le corollaire 3 bis, on aura

PA=-^, f | / | 2 ^ A < A ^ A ^ ) ^ 0
\ Jx J J /

où w, w'eH^X, û^i)) vérifiant ÔW^ÔH^O et ^(^(nO^ r^OOO^.
Ceci prouve l'existence d'un pôle d'ordre au moins k^ en —u—j pour 7 e ̂ ,7 » 0, pour

le prolongement méromorphe de |/|2^ D.
Jx

Nous monterons plus loin (voir le théorème 14) que l'ordre d'un tel pôle ne peut être
strictement plus grand que k^ sous nos hypothèses.

e.

Dans tout ce paragraphe, on se place sous les hypothèses standards et on utilise les
notations correspondantes. Notre objectif est de démontrer les propositions 11 et 12.

N° 1. Considérons un point aeS* et soit Py un hyperplan générique passant par o
(ou plus généralement une hypersurface lisse transversale à S* en a). Alors la trivialité
topologique locale de / le long de S*, que l'on peut déduire, au moins au niveau qui
nous intéresse, du théorème de constructibilité de Kashiwara et du fait que Py n'est pas
caractéristique pour la restriction à {/=0} du D^-module Dx[^]/\ montre que si F(<7)
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désigne la fibre de Milnor de / en CT et <I> (a) désigne la fibre de Milnor de / |p^ en a [on
peut supposer 0 (a) = F (a) 0 PJ, la restriction

(1) H"-1 (F (a), C^ir-Wa), C)

induit un isomorphisme d'espaces vectoriels munis de monodromies.
Partons maintenant d'un voisinage tubulaire holomorphe de S* dans X-{0} (ceci

existe car S* est une réunion finie de disques pointés disjoints et on est dans C"^).
Notons-le n : % -> S*. En prenant P^ = n~1 (o) pour a e S* on voit que l'isomorphisme (1)
donne naissance à un isomorphisme sur S* du système local H""1^) muni de sa
monodromie sur le système local des H""1 (0(a), C)^-2inu munis de leurs monodromies.

Maintenant les hypothèses standards et la transversalité à S* de Ti'^a) pour chaque
ae S* impliquent, grâce à [B.M] et au théorème de Malgrange-Kashiwara ([M.2], [K.3]),
que les hypothèses du théorème 3 sont vérifiées pour/|^-i^ pour chaque aeS*. On a
donc, en particulier, un isomorphisme pour chaque a de S*

can: H^COCCT), C),-2inu -^H"-1 (<D(a), C\-nnu

et donc, chaque ^"^^(a), C\-2inu est muni d'une forme hermitienne (d'intersection)
non dégénérée. Ceci donne une forme hermitienne non dégénérée localement constante
sur ce système local d'espaces vectoriels avec monodromies, qui est compatible aux
monodromies [c'est-à-dire que pour chaque o e S* elle est invariante par la monodromie
de H""1 (0>(a), C)^~21""] et via les isomorphismes (1) (recollés par le voisinage tubulaire
holomorphe n et le choix Py=n~1 (a)) elle nous fournit une forme hermitienne localement
constante, non dégénérée

(2) h: ïr-^ls.xH^^ls^Çs..

LEMME 1. — La forme hermitienne (2) qui est non dégénérée et compatible à la monodro-
mie induite par f sur H""1 (u), est intrinsèque.

Preuve. - L'assertion est en fait ponctuelle sur S*. Il suffit donc de vérifier que pour
deux choix d'hypersurfaces transverses en a à S* les restrictions

W-^P^C^-linn^W-^^^C^-Zin.

conduisent pour 7= 1, 2 à la même forme hermitienne sur H""1 (F(cr), C)g-2inu .
Pour deux hypersurfaces transverses voisines les couples (F (a), <I>i(a)) et

(F (a), 02 (a)) seront isotopes, ce qui donne facilement le résultat. On obtient le cas
général par un argument de connexité. •

Notre objectif dans les paragraphes suivants est de donner un calcul analytique de h
correspondant à une variante relative du théorème 3. Le calcul local sur S* qui suit
contient une autre preuve du lemme précédent.

La proposition 1 du paragraphe a appliquée sur S* nous donne un isomorphisme pour
k^ko

r"-1^): h^^k^W-^u)
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qui nous permettra de représenter, localement au moins, les sections de H""1 (u) par des
formes méromorphes à pôles dans {/=0}.

PROPOSITION 1. — Soit V un ouvert de X*=X— {0} et soient w et w' des sections sur V
de Q"-1 (Â;)=Q"-1 [/-1] ® C\ vérifiant ôw=0 et Sw'=0 (voir § a). Notons par e et e' les
sections correspondantes de H""1^) sur U=VHS* [via le morphisme r""1^)]. Alors la
fonction h (e, e ' ) sur U est localement constante. Pour chaque forme différentielle (p e C°° (V)
de degré 2 vérifiant :

(i) Supp (p n S* est compact;
(ii) ûfcp = 0 au voisinage de U==V Pi S*,

on aura la formule :

(3) (2;7t)" | h(e,el)^=-Res(fk=-u, ! |/|2'^ A < A (p A ^ A - ^ \
Ju \ Jx f f )

Remarques. - 1° Comme h(e, e ' ) est localement constante sur U et que (p |u est C°° à
support compact de degré 2, l'intégrale du membre de gauche de (3) est bien définie.

2° Comme les parties polaires en À-= -u-v, V v e f ^ J du prolongement méromorphe

de 1/I^D sont à support dans S le nombre Res(^= -M-V, l / l 2^) est bien
Jx \ Jx /

défini dès que \|/ est une forme C°° de degré maximal sur un ouvert de X telle que
Supp v|/ 0 S soit compact :

II existe N e ̂  tel que /N w et /N \v' soient holomorphes au voisinage du compact
Supp (p 0 S*. Alors f^Wk A/^ A (p A df /\ dfesi une forme C00 v|/o de degré maximal
au voisinage de S (on prolonge par 0 hors de Supp (p près de S) et donc le nombre

Res^=-^-N-l, f l / l ^ l / r ^ ^ A ^ A c p A ^ A ^ )
\ Jx J J /

=Res^=-^-N-l, [ |/|2^)
\ Jx /

est bien défini.
De plus ce nombre est indépendant du choix de N assez grand; c'est pourquoi en

posant ^ i = À + N + l on peut raisonnablement le noter par

Resfp=-^, f l / I ^ A ^ A C p A ^ A ^ )
\ Jx J J /

ce que l'on a fait.
Ceci précise la signification du membre de droite de la formule (3).
3° Si V est un voisinage tubulaire C°° de U=VOS* de projection 71: V-^U, pour

toute 2-forme C°°(po à support compact dans U on peut choisir (p=7i;*(po qui est une
2-forme C°° sur V vérifiant les conditions (i) et (ii) de l'énoncé. Comme (p |u=<Po» cecl
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montre que la formule (3) permet effectivement de déterminer la fonction localement
constante h (e, e ' ) sur U grâce à la proposition 1 (sans utiliser de voisinage tubulaire
holomorphe).

Démonstration de la proposition 1. - Avant de traiter le cas général nous allons
examiner le cas particulier suivant :

Soit CTQ e S* et soit P un hyperplan générique passant (JQ tel que :
1° L'hypersurface {/=0}OP de P ne présente la valeur propre ^ - 2 i 7 l u pour sa

monodromie qu'en <7o, au voisinage de (JQ.
2° Pour tout oeU voisinage ouvert de CT() dans S*, la projection parallèle à P définit

une fîbration complexe triviale n : V -^ U d'un voisinage ouvert V de U dans X tel que
la famille d'hypersurfaces n~1 (a) Pi {/=0} soit topologiquement triviale pour aeU et
tel que pour chaque aeU, n~1 (a) soit une boule de Milnor en a pour/|^-i ̂ .

Nous noterons par 0(o) la fibre de Milnor correspondante.
3° On suppose que pour chaque oeU la restriction naturelle

H"~1 (F (a), C) -> H"~1 (<I> (a), C) est un isomorphisme compatible avec les monodromies
induites par/. Ceci permet, comme on l'a dit plus haut, d'identifier le système local
a-^tP'^O^CT), C\-2inu au faisceau H""1^)^.

Il résulte de la trivialité topologique locale de {/=0} le long de S* (voir plus haut)
que localement sur S* on peut réaliser les conditions 1°, 2° et 3°.

Considérons alors une 2-forme C°° (po à support compact dans U et posons (p=7i* (po.
On a alors Ap = 0 sur V (car Apo = 0 sur U puisque dirn^ U = 1) et Supp (p 0 S* = Supp (po
est un compact de U.

Soient w et w1 dans H°(U, O""1 (k)) vérifiant 8w=0 et Sw'=0 et induisant les sections
e et e ' e H (U, H" -1 (u)) via le morphisme r" ~1 (k) : ̂  ~1 (k) -> H" -1 (u). Remarquons que
comme U est de Stein, il admet un voisinage de Stein dans X et quitte à restreindre V
l'existence de w et w' sera toujours assurée dès que ̂ -i (^)=^-i (0=0 (ce qui est
toujours réalisé pour k ^ ko).

Montrons que la fonction h (e, e ' ) qui est localement constante vérifiera la formule

(3bis) (2/71)" [ /î(é?,éO(po=-Res(\=-M, |/|2'^ A < A (p A — A — )
Ju \ Jx J J /

sous ces hypothèses [reprendre les remarques qui suivent (3) pour donner un sens à
(3 bis)].

Fixons oeSuppcpo. Pour w(a) et v/(a) dans Q""^/"1]®^ vérifiant ôw(a)=0 et
6w' (o) = 0 la valeur en a de n~1 (a)

/^6Q(o)=/î(é?(a),^(a))

est donnée par la formule du théorème 3

(4) h(e, 6Q(a)= ̂ ^-"Resf^ -u, \ \f\2^^) A <(a) A - A — ).
\ Jn"1^) J J ^
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En intégrant (4) sur U avec la densité (po on obtient

f / î(^éQ(po=-(2^)-"f (poResf?i=-^, f |/|2'^(o) A <(a) A ̂  A ^)
JU JU \ Jn-1^) / / /

et comme la direction de projection P qui définit n est non caractéristique pour Dx/\le
théorème de Fubini pour une distribution non caractéristique donnera (voir [B.M]) :

f /^éOcpo-^-TO^Resf^-^ f | / r ' W , A < A C p A ^ A ^ )
Ju \ Jx J J /

qui est bien la formule désirée (3 bis) dans ce cas.
Pour achever la preuve de la proposition 1, nous allons montrer que :
1° on peut trouver, pour chaque (po C°° à support compact et de degré 2 sur U, une

forme (pi vérifiant les conditions (i) et (ii) de l'énoncé et satisfaisant la formule (3) ainsi
que (p|u=(Po;

2° que si (p vérifie les conditions de l'énoncé et si cp|u=0, alors on a bien l'égalité (3)
pour (p.

Preuve de l'assertion 1°. - Quitte à utiliser une partition de l'unité (pa)aeA sur 1e

support de (po, on se ramène à traiter le cas local précédent. La forme (pi est alors
construite comme somme (finie) des ^(pocCpo)- on utilise ici que toute forme de degré 2
sur U est rf-fermée.

Preuve de l'assertion 2°. - Le courant

Res(\==-M, | I / I ^ A ^ A ^ A ^ A n)
\ Jx J J /

qui est défini au voisinage de U, de degré 2 n à support dans U est ûf-fermé. Ceci résulte
facilement de la formule de Stokes car on a dw^ A df= 0 et dw^ A df= 0. Il définit donc
une classe de H^"(V, C).

Comme S* est une sous-variété de dimension réelle 2 et orientée, on a

Hs.(C)4° s i ^ 2 n

[ Çs* si i=2n

On a donc un isomorphisme naturel

H^U.C^H^V.C).

La dualité H° (U, C) x H^ (U, C) -> C s'interprète alors comme la dualité entre les
quotients (de dimension finie si U n'a qu'un nombre fini de composantes connexes)

_ courants âf-fermés à support dans U de degré 2 n
E = —————————————~——————————————'

d de courant de degré In- 1 à support dans U
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et

formes (p C00 ûf-fermées de degré 2 au voisinage de U telles que Supp (p H U c c= U
ri •fr»t*mf»o {^co Ae^ rl<arri*<a 1 an ^/rMoincima rl^ T T +<=»11p>o nni=» ÇIITM^ f{\ F\ T T c— f— T T

F=
à formes C00 de degré 1 au voisinage de U telles que Supp (p Ç\ U c: c= U

la dualité entre E et F étant donnée simplement par évaluation :

<T, (p>=T((p) si TeE et (peF.

Donc si T est rf-fermé de degré 2 n et à support dans U, T((p) ne dépend, pour une
telle (p, que de l'image de (p dans H^ (U, C).

En particulier si (p |u==0 on aura T((p)=0 (20).
Ceci prouve l'assertion 2° et achève donc la preuve de la proposition 1.

Remarque. — La proposition 1 n'utilise qu'un voisinage tubulaire C00 de S* dans
X*==X—{0} et contient une preuve du lemme 1. Ceci montre que l'on peut éviter
l'utilisation du voisinage tubulaire holomorphe pour définir la forme hermitienne locale-
ment constante h sur H"~1 (u) \y.

Un complément à la proposition 1.

LEMME 2. — Sous les hypothèses standards on considère k ^ ko et on suppose donnés
sur V ouvert de X*: z;eH°(V, Q"-1 (k)) arbitraire, ainsi que w^eH^V, Q"-1 [/-1])
vérifiant df A dw^ = 0.

Alors on a, pour chaque 2-forme C00 (p sur V vérifiant :
(i) Suppcp n S* est compact;
(ii) û?(p = 0 au voisinage de U = V H S*

(1) ^(-irpA=-^ f l / I^A^A^ACp^O.
a=l \ Jv J /

Démonstration. — Commençons par remarquer que, comme pour a ̂  1 les courants
/ r \

P^( À-= -M, |/|2^ D j sont à supports dans S*, la condition (i) sur le support de (p
\ Jv /

montre que le membre de gauche de (1) est bien défini.
Considérons maintenant le courant T sur V, à support dans V 0 S* et de type (n, n-\)

donné par

T = ^ (-irpA=-M, f I / I ^ A ^ A ^ A D ) .
f l = l \ Jv J /

(20) Attention, ceci n'implique pas que T est d'ordre 0 !
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On a pour Re (k) » 0 sur V

461

d(\f\2^1 A W, A z^W+^l/l2^ A ̂A —— A HY A ^

+( -1 ) " | / | 2 ^A^A^-^A^-^A^_^+ | / | 2 ^A^A^A Û̂ - l

avec la convention t;o = 0.
On obtient donc, par prolongement analytique

fco
/ i m^zc-D-p^f^-M, f i / r ^A^A —— A H^ A V^ A D

a=i \ Jv J J

+f(-l)aP^=-", f I/I^A^
a = l \ JV J J

A —— A H ^ A Z ^ _ ^ A D

.^+(-!)" E (-irpA=-^ [ l / l ^ ^ A ^ A ^ A n V
û=l \ JV J J

Comme ( ûTT, (p ) = ± <( T, ûf(p ) = 0 et comme les deux premières sommes dans Fexpres-
/ r \

sion de dT se détruisent, puisque P ^ + i ( À - = — M , I / I ^ D j=0 sur S* et puisque
\ Jv /

VQ==O, le lemme est démontré.

COROLLAIRE DE LA PROPOSITION 1. — Sous les hypothèses de la proposition, donnons-nous
v e H° (V, 0" (k)) vérifiant sur V

(2) Z;=T,(HO+Ô^

où ÇeH°(V, O""1^)), H^eH^V, Q"-^^)) ^ny^ ôw^O, c'est-à-dire explicitement

df , ^ df .
^ = — — A W f c + ^ i - M — — A ̂

(2 À^) ^^

^ . . df^,=^,-M—A^.-—A^._i ^OMr 7'e[2,/c].
/ J f

Alors on û, dans les conditions de la proposition 1

(3) -(-2f7rrf /^,éQ(p= ^ (-irP/?i=-^, f l / I ^ ^ A w . A ^ A C p ) .
Ju a=l \ J\ J J

Preuve. — En remplaçant v^ par sa valeur donnée par (2 Zw) dans (3), on retrouve la
formule de la proposition 1 puisque la somme des termes en Ç est nulle d'après le lemme
précédent.
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Remarque. — On peut se contenter de demander à v d'être localement le long de
U=V Pi S* de la forme (2) (V global mais î, local) en raisonnant comme dans la preuve
de la proposition 1 : en effet on prouve la formule désirée pour une (p obtenue par
partition de l'unité sur S* C\ V==U. On montre alors que la formule générale est indépen-
dante du choix de (p vérifiant (i) et (ii) en raisonnant comme dans la proposition 1,
puisque la condition Sv = 0 [qui est conséquence de l'écriture locale (2)] donne la fermeture
du 2 ̂ -courant à support U

f (-1)-PA=-^, f I / I ^ A ^ A Z ^ A D ) .
û = l \ Jx J /

N° 2. Nous nous proposons maintenant de donner une formule globale pour la dualité

h: H° (S*, H»-1 (M)) x H1 (S*, H"-1 (M)) -^ C

déduite de h par composition avec le morphisme de trace

tr: H1 (S*, Çs*) -^ C

qui est défini par le 1-cycle compact de S* obtenu en coupant S* par une sphère de
centre 0 et de rayon assez petit dans X.

Ceci est précisé par le lemme suivant :

LEMME 3. — Soit S un germe de courbe (complexe) irréductible en 0 dans C^1. Suppo-
sons le représentant de ce germe assez petit pour que S soit un disque topologique, et notons
par y (S*) le 1-cycle de S*=S-{0} orienté dans le sens direct (l'orientation de S* est
donnée par la structure complexe). Alors pour s > 0 assez petit, la sphère de centre 0 et de
rayon s coupe S* transversalement en un 1-cycle homologue à y (S*).

DÉFINITION 1.—Pour S germe de courbe en 0 dans C^1 nous appellerons cycle
fondamental de S* le 1-cycle de S*=S-{0} obtenu en coupant S* par une sphère de
centre 0 assez petite.

N

Si S = U S • est la décomposition de S en composantes irréductibles en 0, alors le cycle
j = i

N

fondamental de S* est homologue à ^ y(Sf) où y(Sf) désigne le cercle orienté positive-
j = i

ment du disque pointé SJ.
Le lemme ci-dessus est laissé en exercice au lecteur. Il assure que notre définition est

bien indépendante du rayon (assez petit) de la sphère considérée.
Une conséquence immédiate est alors que Ti est bien une dualité hermitienne non

dégénérée. Elle est de plus compatible aux actions de la monodromie de / sur
H° (S*, H"-1 (u)) et H1 (S*, H"-1 (u)).

Démonstration de la proposition 11. - Nos hypothèses signifient déjà (voir^b) que
l'on a, au voisinage de chaque point a de S* une écriture

(1) ^|x,=^(£)|x,+^
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où 8eH°(S*, Q""1^)) vérifie §8=0, où X^ désigne une boule de Milnor (assez petite)
pour / en a, et où Ç° e H° (S* H X^, Q" -1 (^)).

De plus s induit e dans H° (S*, H"-1 (u)).
De même on aura

^^'(oOix.+SP0

où aeH°(S*, Q"-1^)) vérifie 8a=0 et où P'eH^nX,, O"-1^')).
L'élément r| de H1 (S*, H"~1 (u)) est alors représenté [via Pisomorphisme

r"-1 (k') : h"-1 (k') -> H"-1 (u)] par le 1-cocycle [à valeurs dans h"-1 (^)]

pa,a'^p(T_po'

Fixons alors un voisinage tubulaire C00 TI : V -> S* de S* dans X* = X - {0}.
Choisissons une 1-forme C00 à support compact yo sur s* ^-fermée et représentant

dans H^ (S*, C) la classe du cycle fondamental de S*.̂  Si F désigne ce dernier, pour toute
1-forme C°° ^-fermée v|/ sur S* on aura donc

v | / A Y o = ^.

Posons alors y=='n;*Yo. cîest une 1-forme C00 ^-fermée sur V qui vérifiera les conditions
(i), (ii) et (iii). Soit K=S* H Supp y.

Soit (p^es* une partition C00 de l'unité subordonnée à un recouvrement fini de K
extrait du recouvrement (X^gs* de s* P^ les boules de Milnor considérées ci-dessus.
Notons p^ = TT* p^. On a donc

^ p^ = 1 au voisinage de K dans V.

Appliquons le corollaire de la proposition 1 avec comme ouvert X^ F| X^, V \^ ^ ̂ . et
po, a' = po _ po' Q^ obtient alors pour cp = p^ 3p^ A y ;

-(-2/71)" ] W^éOpAAy

= S (-irP,f^=-^ f l / I ^Ap^A^Ap^AyV
a = l \ Jx 7 /

En sommant cette égalité en a, a' on obtient

-(-2^r f EpA-Ayo)W,60
Js*

= f (-irP,f^=-^ f l / ^ ^ A ^ A z ^ A y )
û = i \ Jx 7 /
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OÙ

Ç==Z P^A^-P-').
CT, CT'

Commençons par remarquer que le membre de gauche de la formule ci-dessus est
simplement l'évaluation sur le cycle fondamental de S* de l'élément de H1 (S*, C) défini
par le 1-cocycle ̂ '^(P^', éOeZ^X,)^ Çs-).

En effet on a P^' + y ' f 5 " + p°"<T = 0 sur X^OX^nX^. Par ailleurs l'isomorphisme
Cech^DeRham pour le calcul de H1 (S*, C) envoie le 1-cocycle c sur la 1-forme af-
fermée

S P^Po'̂ '
CT, 0'

et par choix de yo, le membre de gauche donne l'intégrale de cette forme sur le cycle
fondamental, d'où notre assertion.

Comme le cocycle P°' °' e Z1 ((X^ ^ s*. hn ~1 (^O) représente bien T| dans
H1 (S*, H"~1 (u)) d'après notre hypothèse, on a établi la formule

-(2inrh(e,r})=^ (-irpA=-^ f l / ^ ^ A ^ A ^ A y )
a=l \ Jx J /

en conjuguant (on peut supposer y réelle, c'est-à-dire y=y).
Maintenant, comme ^p^ = 1 au voisinage de K=Suppy 0 S*, on aura

^ pAA(PCT-r)=-Mo'Ar
CT, <T' G'

et donc

^-SŒPaP^-^^-Z^AP'
0

au voisinage de K, puisque l'on a

^^(oOk+sp0

et

ô(p,PCT)=^Apo+p,8p(T.

Quitte à choisir les fonctions pç réelles (ce qui est possible), on aura donc

^w-ôQ^P0)-^)

et en posant Ç = ̂  Pc P0 cela donne, puisque (df/f) A T^/ (a) = 0

^/ , rf/ ,-
— — A ^ = — — A ^ .
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Montrons que

0= f (-irpA=-^ f | / |^^A^Ay\
0=1 \ Jx J /

Pour Re À, » 0 on a, puisque û?y = 0

d(\f\2^ A ̂  A Z^ A ̂ = -|/|2^ A ̂ , A ̂  A y

+^+« ) | / | 2 ^A^AÇ, ,A^AY

+ | / | 2 ^ A - ^ A ^ A ^ A Y

puisque Sv = 0, en utilisant la convention z^ = 0. Cela donne d'après Stokes

(-irpA=-^ f i/i^^^^
\ Jx 7 /

=(-1)-'^^=-», f l / ^ A ^ A ^ A Z ^ A v )
\ Jx 7 7 /

+(-l)apA= -«, f I / I ^^A ^ A ̂  A .,_, A y\
\ Jx 7 7 /

Ce qui donne 0 en sommant de a = 1 à Â:o puisque le prolongement méromorphe de

|/|2^ D n'a pas de pôle d'ordre > ko en -u -j\ V/eZ le long de S*.
Jx

Pour achever la preuve de la proposition 11, il suffît de constater que le membre de
droite de la formule de l'énoncé ne dépend pas du choix précis de la forme y vérifiant
les conditions (i), (ii) et (iii) de l'énoncé, ce qui résulte de la fermeture du courant de
type (n, n-\-1) à support dans S* :

^ (-irpA=-^ f i/i2^^'^^)'
a = i \ Jx 7 /

Ce calcul analogue au lemme qui précède le corollaire de la proposition 1 est laissé au
lecteur.

COROLLAIRE 1 (proposition 11). — Supposons, sous les hypothèses de la proposition 11,
que la section ^eH°(S*, IT"1 (u)) se prolonge à S en êeîî°(S, H""1 (u)) et que la forme
w se prolonge également à S [alors si r" (k') (w) = e ' on a r\ = 9^ Ce')]. Alors on a

/^,r|)=0.
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Preuve. — Sous notre hypothèse on peut choisir

v = ̂  (£) où e e H° (S, Q" -1 (k)) vérifie 8s = 0.

La proposition 11 donne alors

-(linrh^^-Rest^-U, f | / | ^AH^A^A8,Ay \
\ Jx J J )

Mais on peut choisir y==û?T avec TeC^(X) et T = 1 près de 0. Comme e^ et H^ sont
méromorphes sur X (0 inclus) la formule de Stokes donne le résultat. •

Ce dernier corollaire montre en particulier que pour ^eKer^^, ^eKer^^ avec
k, k' ^ ko le nombre

îl(o\(e\^(e1))

est bien défini, bien que o\ (e) soit un élément de

H^O,^-^.))^0^^"1^.{0} H^S.H"-1^))

Pour k et k' ^ Â:o considérons ^ et ^eH"(M) vérifiant ^^=0 et J^^/=0. Nous
allons déduire de la proposition 11 une formule permettant de calculer analytiquement
le nombre (qui est bien défini d'après la remarque précédente)

îi(o\(e\\\e')).

COROLLAIRE 2. — Pour k, k' ^ ko et e, e eWÇu) vérifiant ^^e=0 et J^Y^ on a

îî(o\(e\ Sfc/(0)= {zr^^^! (^= -^ f |/|2'^ A W, A df- A <^fc k (linT k ' { Jx / 7 7

^ we^C^Q"^)) ^ ^^^(^Q"^)) vérifient ôw=0, ôw^O ^ r"(fc)(w)=^,
rn(kf)(}v')=el.

Démonstration. — En choisissant reC^ (X) valent = 1 près de 0, on peut choisir y==ûh;
dans la formule de la proposition 11. On obtient donc en appliquant la proposition l i a
obj^ (e) et S^/ (e') (module le corollaire 1 qui donne un sens à notre calcul)

-(2^)MA(ob,(e),^^))=^ (- irpA——^, f l/l2^^'^^)-
a=l \ Jx J /

Mais puisque 8w=0 on a pour ûe[l, ko]

^|/|2^ A W,, A ,.,.ïW+") I/^^A ^ A < A W,.T

+|^|2^^ ̂  ^ ̂ , /, ^_^., + |y|2^ ^ ̂  ^ ̂  ^ ̂
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avec la convention WQ=O.
En appliquant la formule de Stokes et le prolongement analytique, on en déduit que

0=f(- l ) -P^fx=-«, f \f\^df^df^^,^^\
a=l \ Jx J J /

+E(-l) apA=-", f l / I ^ ^ ^ ^ A ^ - A W ^ i . ï )
û = l \ Jx J J /

-E (-irpA=-^ f I / I ^ ^ A ^ A ^ A ^ A
û = l \ Jx J /

Ceci nous donne donc

(-2inrK(o\(e\ MO)^- l^P^^i f^= -^ f l / l2 '^ A ^ A < A ̂ .A
\ Jx J J /

Considérons he[\, k—ko\; on a (pour Re^ » 0)

^|/|2^^ A <, A H.^^=|/|2^T^ A <, A W,,,,
\ ^ / J

+(X+K)|/|2^ A ^ A W,, A W^,, + |/|2^^ A df A ̂  A ̂ ,,_i

toujours grâce à l'hypothèse ôw=0.
On aura donc, puisque (h = 0 près de 0 et que pour h ̂  1 le support des courants

/ r \
?kQ+h ^= -M-V, l / l 2 ^ D , V v e ^ J est contenu dans {0},

\ Jx /

( /» T/' ^y \

Pfco+^+1 ^"-^ I / I ^ ^ — — A W ^ A - A ^ ^ , )
Jx 7 J /

( (* ^i-c ^•c \
=-pko+h ^=-M, l / I ^ T — — A H ' ^ A - A W ^ + ^ i )

Jx 7 J /

ce qui donne, par récurrence sur he[l, k—ko\

H(o\(e), ̂ (e'))= ̂ -^Pt+i ̂ = -", f |/|2^ A w, A ^ A ̂ )
(2;7C) \ Jx J J /

ce qui achève la démonstration du corollaire 2.

?3.

Démonstration de la proposition 12. — Commençons par rappeler que l'image de 9^
est déjà contenue dans le sous-espace H°(S, H""1 (u))1- d'après le corollaire 1 de la
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proposition 11 précédente. Pour prouver la proposition, il suffît donc de voir que l'adjoint

^ : H° (S*, H"-1 (u)) -> H^ (u)

a pour noyau le sous-espace H° (S, H"~1 (u)) de H° (S*, H""1 (u)) [le fait que la restriction
à S* de H°(S, H""1^) soit injective vient de la nullité de H^ (S, H""1^)) qui résulte
de la perversité].

Commençons par expliciter l'application ̂
Précisons déjà que ^ est une application à valeurs dans H^(M) via l'identification

naturelle de l'anti-dual de W(ù) avec îî^(u) à l'aide de la forme sesquilinéaire non
dégénérée

Trace: H," (u) x H" (u) -. C

donnée par

1 fTrace (a, b) = ——— a U b
(2^)"Jp/o)

où F(0) désigne la fibre de Milnor de/en 0.
Soit aeH°(S*, H""1 (u)) et notons par {^(k\ ô) le complexe semi-méromorphe intro-

duit au paragraphe c. Comme on a sur Y*=/~1 (0)-{0}, h1 (k) = H1 ((T (k\ 8)=0 pour
i < n— 1, la proposition 1 du paragraphe c nous donne l'isomorphisme

(1) H°(S*, h"-1 (k)) ̂  H"-1 (Y*, €(k\ ô)

et comme les faisceaux S (k) sont fins, on aura simplement

(2) H° (S*, À"- 1 (k)) ̂  W~1 (H° (Y*, (T (A:)), 8).

^-i
On peut donc, puisque k ^ ko et donc que hn~1 (k)——-> H"~1 (u) est un isomorphisme

(voir § a, proposition 1) trouver aeH°(Y*, ^n~l(k)) vérifiant ôa=0 et représentant a
via les isomorphismes (1), (2).

Quitte à rétrécir X autour de/"1 (0) [c'est-à-dire quitte à remplacer X par X C\f~1 (D^)
où Di={zeC/ |z | < rij avec r|i assez petit] on peut supposer que a est définie, semi-
méromorphe et vérifie ôa==0 au voisinage de ÔX', où X'=XnB(0, s7), où £' est choisi
comme au paragraphe c [c'est-à-dire c—s' « £ si X est défini par la boule B(0, s)].

Soit y une 1-forme C°° ^-fermée sur X7 à support concentré au voisinage de 8X' [par
exemple y = (h où TE C^ (X) est une régularisation de la fonction caractéristique de X']
représentant en cohomologie la sphère 5B(0, s'). Alors la forme C°° à support compact
sur la fibre de Milnor F(0) de / en 0 [identifiée à/"1^) où .yo6^?!^*] à valeurs
dans Ck

(4) a = y A exp ( - Id u + N) Log/) (a) |p ̂
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est ci-fermée sur F (0) de degré n et à support compact. Elle définit donc une classe dans
H^FW.C)®^.

LEMME 4. — La classe induite par a^ dans H^(F(0), C) est égale à (1/2/71)^(0).

Démonstration. — Par définition de l'adjoint ̂  pour chaque eeW(u) on a

(5) ^(a, 9^))= Tracer (a), e\

Pour prouver le lemme, il suffit donc de montrer que la classe définie par a^ est dans
W,(u) et que \leeW(u) on a l'identité

(6) 2 f n Trace (̂ , é?) = ̂ (a, 9^ (é?)).

La première assertion est facile car la monodromie T agit manifestement sur a par

(7) Tû=exp(-2;7T(IdM+N))(û)

d'après (4), puisque y est uniforme sur X. On a donc bien a\F^eîî^(u) (x) C^
Soit weH°(X, Q"(A:)) vérifiant 8w==0 et rn(k)(w)=e (voir proposition 2). Considérons

alors les fonctions

(8) ^(^ 7.—v. y A a, A .̂, î,7'e[l, ]̂.
(2lK) Jf=s

Elles sont bien définies pour | s \ assez petit s 1=- 0 puisque y est à support /-propre, et
elles vérifient le système étudié au paragraphe g, n° 3 qui se déduit des égalités

(9) ^y=0, ôa=0, 8w=0.

On aura donc
fc- i

(10) F^)=H2" ^ ^(LogH2)^
p=o p!

avec

1 f __
c-——— a^ A We.

p (2inr JF(O)

On a donc, en particulier

(11) CQ= -—- a,, A e= Trace (^, ^).
(2î7l) JF(O)

Maintenant par transformation de Mellin (complexe) on obtient, pour ^ e C^° (D) véri-
fiant % = 1 près de 0

(12) Co=————Res(\=-^ f |,|^F^(.)X(.)^A^-)
(2^7^)"+l \ JD s s )
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ce qui donne par Fubini

(13) Trace(û^)=——^——Res^-u, f I / I ^ Y A ^ A w, A ̂  A ^)
(2/7C)n+l Jx f f )

où l'on a omis/*^ qui vaut identiquement 1 au voisinage de/'^O) qui contient le
support des courants

Res(^=-M-v, f I/I^DÏ Vve^ .
\ Jx /

En utilisant la proposition 11 précédente pour calculer ^(a, 9 ((?)), on obtient

(14) h^^(e))=—————Res(^=-U, f I / I ^ Ï A S . A ^ A ^ A ^ )
(2î7l) \ Jx 7 J /

où aeH^*, Q"~1 (fc)) vérifie ôa=0 et r"-1 (A;)(a)=a (on utilise ici k ̂  ko).
On peut en fait remplacer a par a dans (14) car on aura

a — a = ô^ au voisinage de S*

où ^eH°(S*, ^n~2(k)\ et on en déduit

df - df - ,/ûy x \— A afe== — A ^k-d{ — A Pj
/ / \f )

près de S*. La formule de Stokes montre alors que

Res(^= -u, [ |/|^y A d ( d f A ^) A df A w,)=0.
\ Jx \ J / J /

En comparant (13) et (14) dans laquelle on a remplacé o^ par o^, on en déduit que

1 ^(oc,8^))= Trace {a^ ë)
lin

c'est-à-dire (6), et ceci achève la preuve du lemme 4. •
Achevons la preuve de la proposition en montrant que Ker^ c= H°(S, H""1 (u)).
Soit donc aeH°(S*, H""1^)) vérifiant ^(^=0 dans W,(u). Considérons la suite

exacte du couple (F(0), ÔF(0)) :

O^H-^FW, C^ir-WO^X-X"), C)^H,"(F(0), C) ̂  H" (F (0), C). . .
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L'écriture ci-dessus est justifiée par les considérations suivantes :
- F(0) est une variété de Stein de dimension n et donc HÇ~1 (F(0), C)=0.
— Le bord de F (0) est homotopiquement équivalent à F (0) H (X — X") où

X" = X H B (0, c") avec G" < s' < s [par exemple £" == s - 2 (s - s')] puisque F (0) est trans-
verse au bord de la boule de Milnor.

D'après notre hypothèse ^(oc)^ et le calcul du lemme précédent, l'élément défini
par

exp(-(Id^+N)Log/)(oO

dans

H" -1 (F (0) H (X - X"), C) ® C'

aura une image nulle par S ® Idçk (puisque ô est précisément donné par produit extérieur
par y). On peut donc trouver eeH""1 (F(0), C) ® C^ vérifiant

i (e) = exp ( - (Id u + N) Log /) (a)

dans

H" -1 (F (0) H (X - X"), C) (x) C\

La compatibilité de i à la monodromie de / ainsi que l'injectivité de ; montrent que l'on
a nécessairement eeH""1 (F(0), C), ,-2inu(x) C^ et que ^n-lsj=Gj-l P0111'./^1» ^] avec

la convention E() = 0.
Soit z;eH°(X, Q""1^)) vérifiant 5^=0 et rn~l(k){v)=^ Alors la forme semi-méro-

morphe v — a sur X — X" induira 0 dans

H^-^H^X-X", ^(k)\ 8) ^ H^^X-X", ^(k\ ô).

Il existera donc (peH^X-X", ^n~l(k)) vérifiant ô(p=^-a sur X-X".
Alors l'image de v dans H° (S* H (X-X"), H"-1 (u)) coïncide avec celle de a |x-x".
Comme H""1 (u)(^ hn~l(k)) est un système local sur S* et comme chaque composante

connexe de S* rencontre X-X", on aura s^r""1 (k)(v) qui prolongera à S la section
aeH°(S*, H""1^)). Ceci montre que ^(^=0 implique aeH°(S, H""1^)) et achève
la preuve de la proposition 12. •

/.
Le but de ce paragraphe est de démontrer les théorèmes 13 et 14.

Démonstration du théorème 13. — Commençons par établir que la non-nullité de
o\(e) implique la non-nullité d'une fonctionnelle analytique écrite en 2°. Pour cela,
considérons la forme sesquilinéaire non dégénérée (voir § e)

K: H^ (S*, H"-1 (M)) x H1 (S*, H"-1 (u))1 -^ C.
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II existe r|(=H1 (S*, H"-1^))1 tel que l'on ait

À(ob,00,îi)^0.

Comme l'application 9^: H"(M)-)-H1 (S*, H""1^))1 est surjective pour ^ ̂ k^ k^
d'après la proposition 12 ci-dessus, il existe e' çW(u) tel que ̂ k'(e')=^\ et on aura donc

^(ob^), ^(é0) ^ 0.

Considérons ^ e H° (X, Q" (ÂQ) vérifiant 8^=0 et rn(kf)(wf)=ef et appliquons la
formule du corollaire 2 de la proposition 11. On obtient

P^l(^=-«, f | / r^AH' ,A^A<)^0
\ Jx J J /

et comme il existe 7 e^J tel que/7^//) A w^ soit holomorphe au voisinage de 0, on en
conclut que les fonctionnelles analytiques de 2° ne sont pas toutes nulles.

Réciproquement, s'il existe une forme holomorphe œeQ^J etjoeN tel que

(^=-u, f l/ l^y-^A^Acù^o.p^1 ^== -M,
\ Jx J /\ JX

L k+1

Posons alors œ//^^///) A v avec ^eH°(X, Q" [/-1]).
Utilisons maintenant le corollaire du lemme 3 du paragraphe a pour écrire dans Jf",

le ^-ième faisceau de cohomologie du complexe de De Rham relatif de /, pour chaque
vef^J

v=(sy-u)v(a,)-^!

où ^e^f" et ?e F" (u) = Ker (s V - ù)^ pour k' » 0. Au niveau des formes méromorphes,
cela donne

ï ;=^+î+^a+^A P

avec

a.peH^X.Q"-1^-1]),

Ç^eH^X.Q^/-1])

df dfdûp-u^-/^ ^=^-A âp_i pour 2 ^ 7 ? ^ v ,l—— A ât.,= ——
/ ' /

^/ ^/ .da^—u— A â^= — A q

et
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OÙ

w' e H° (X, Q" (k')) vérifie ôw' = 0.

On aura donc près de 0

«^AH^Ai^Arfa+^Aw,.r f f f f
Montrons que si v est choisi assez grand, on a

P^(^=-U, f | / |^AW,A^A^=0.
\ JX J J /

Pour simplifier nos notations, posons î, = ûo. On a, pour Re (X) » 0, 1 ̂  /» ̂  v

^(l/r dl A ̂  A ^=(X+«) |/|2^ A df A W, A 0,

+(_iy,.i |/|2^ ^ ̂  ̂  (da.-u^^ a\

Comme on a

ddp-u— A ^ = — A â ? p _ i pour 1 ^ 7 ? ^ v ,

cela donne, d'après Stokes (pour /z ^ Â:o+ 1)

P..l^=-^ f I / I ^A^A^A^
\ JX J J )

=-pA=-^ f i / |2^^^^^^_A
\ Jx J J }

On obtient donc

P^l^=-", f l / r ^ A W . A ^ A ^
\ Jx J J )

=(-1)^1^=-", f I / I ^ ^ A ^ A ^ A ^ )
\ Jx J J ]

pour 0 ^ p ^ v. Il est clair que pour p assez grand (par exemple p=n; il suffît donc de

prendre v=n) on obtient 0 car le prolongement méromorphe de |/|2^ D n'a jamais
Jx

de pôle d'ordre ^ ^+2(X c: C"'^1), d'où notre assertion.
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La nullité de

Y^-^, f | / |2^AW,A^A^)
\ JX J J /

P..lf^-^ [ l/r^AH^

résulte immédiatement de la formule de Stokes (on a k ^ Â:o donc P^+i est à support 0)
puisque

( - D - ^ l / ^ ^ A ^ A ^ A a ^ l / I ^ ^ A W . A ^ A ^ .

Il restera donc de notre hypothèse

A=-U, f 1 / I ^A^A^AW^O.P^^=-U, f I / I^A^A^A^,
\ Jx 7 J J

Maintenant la formule du corollaire 2 de la proposition 11 donne

K(o\(e),^.(e'))^0

où e' = r" ( k ' ) (w'), ce qui achève la preuve de la réciproque.
Montrons, pour finir, que la non-nullité d'une fonctionnelle analytique

P.J^-U, f | /r7-^AW,AD)
\ Jx J /

implique la non-nullité de la fonctionnelle analytique

P..À=-^ f l /ry-^^A^An).
\ Jx J /

Si la forme holomorphe œ 6 H° (Z, Q^1) n?est P^ annulée par la première fonctionnelle
analytique, écrivons

df
f -^O^ —— A V

f

où z;eH°(X, Q^/"1]) et décomposons v dans le Jf5 de la cohomologie du complexe de
De Rham de /(voir § a, n° 2).

On aura
y/» .J/*

•v='u^^-d^-u— A a + û f û + — A &

4e SÉRIE - TOME 24 - 1991 - N° 4



STRATES CONSÉCUTIVES POUR LES CYCLES ÉVANESCENTS 475

où (^V—M)^1 (z?i)==0 et où a, a et b sont des n— 1-formes méromorphes près de 0. On
aura donc

—— A V= —— A V . + —— A ûf(a+fl).
/ / /

La formule de Stokes montre alors que l'on aura

P^A=-u, f | / |^^A^A^Arf(a+a))=0
\ Jx J J J

puisque fc+ / ^ Â:o + 1 et T = 1 près de 0.
On a donc

P,,A=-^f | / |^AW,A^A^O.

Maintenant, d'après [B.4] on peut induire le même élément de ^^(u) que v^ avec une
forme ayant un pôle d'ordre ^ n, c'est-à-dire que l'on peut choisir v^ de sorte que
fn+l (df/f) A v^ soit holomorphe au voisinage de l'origine. Ceci achève la preuve du
théorème 13. •

Remarque. — Le théorème 13 contient le fait que la nullité Vye ^1,V/ ^ 1 des fonction-
nelles

P^A= -M, f \f\^J-^f A w, A n) pour ^EH°(X, Q"(Â;))
\ Jx 7 /

vérifiant ôw=0 avec k ^ Â:o, est une propriété qui ne dépend que de e=rn(k)(w). II est
facile de voir que plus généralement si w' = w + 8£, ou ^ e H° (X, Q" ~1 (A:)) on a

P^(^=-u, f I/I^/'^AK-W^A n)=o
\ Jx J J

comme fonctionnelle analytique V / ̂  1, V/ en utilisant la formule de Stokes.

Démonstration du théorème 14. — On a par hypothèse

T=pA=-z.-vo, f l/rn^o
\ Jx /

et comme notre hypothèse implique k ^ Â:o+ 1, on aura SuppT c= {0} (les pôles congrus
à — M modulo Z sont d'ordre ^ Â:o le long de S*).

Posons M = ordre (T) et considérons (p e C,° (X)^1'n+1 une forme différentielle vérifiant

< T , ( p > ^ 0 .
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Écrivons le développement de Taylor de (p en 0 sous la forme
j

^PZ^j A W;.+ V|/
1

où vl/eC^X)"-'1'"-'1 est plate à l'ordre M en 0, où .̂, w;.er(X, Q^1) et où peC^X)
vaut identiquement 1 près de 0.

On a alors, vu la définition de M,
j

<T,(p>=E <T ,pw ,Aw;>^0 .
j=i

II existe doncYo^EL J\ tel que l'on ait

<T,pw, ,Av4>^0.

Notons pour abréger par w et w' les formes holomorphes H^ et H^.
Considérons alors la décomposition de w/^dans Jf^ (21). On peut écrire

/ ^==(O+^+^+^A &
df f

avec œer(M+Vo), ^eIm^V-^+Vo))^1 et a, éeQ""1 [/-1]. Ceci équivaut à récriture
de w sous la forme

,,=^»+^Ai;-^Aa)
/ / \f )

avec l'existence de v^. . . v^+1 e F (X, t2" [/-1]) vérifiant
î/* i/1

(^ dVj=(u+Vo)-1 A ^ + —— A ^,_i

avec la convention ^o = i;.
La formule de Stokes donne déjà que le prolongement méromorphe de

S \f\^pd(df^a\^w'
Jx \ J /

n'a pas de pôle au voisinage de l'origine.

(21) Voir § û, n° 2.

4e SÉRIE - TOME 24 - 1991 - N° 4



STRATES CONSÉCUTIVES POUR LES CYCLES ÉVANESCENTS 477

De même la formule de Stokes donne, en utilisant (^), que la non-nullité de

P,^A=-^-VQ, f l / l ^p^A^AH^)
\ Jx J /

donne la non-nullité de

P,^A=-^-Vo, f l / l^p^AZ^AH^)
\ Jx J /

puisque

^(l/^P^l A H/^l/l2^ A ̂  A W1

+^+M+Vo)|/|^P^A^;,^AW /+|/|^p^,^-(^+Vo)^A^;^^

Donc par récurrence sur 7, la non-nullité de

PÂ=-^-VO, f | / | ^p^A^AH^) pour / ^ l
\ Jx 7 /

donne celle de

P^+l(\=-M-Vo, I / I^P-^A ^+1 A ^/)
\ Jx 7 /

qui est absurde car l / l 2 ^ D n'a jamais de pôle d'ordre ^ ^+2 dans C"^ (/ ^ 1). On
Jx

en conclut à la non-nullité de

PA=-M-VO, f I / I ^P^ACÙAH^)
\ Jx J /

où œ^oW^ avec WeH°(X, Q"(/)) vérifie ÔW=0 et /=Sup(^o, ^i).
Si on pose e=rn(l)(W) on aura donc, d'après le théorème 13, ob^_i (e) ^- 0.
Pour achever la preuve du théorème 14, il suffit de remarquer que si /=Sup(A:o, k^)

on a

ob^fc, = ̂ o_ ^ ob, = 0 (w^r § &, n° 3)

car ̂ °.i =0 par définition de feo.
On a donc ^— 1 < /+^o solt k ^ 1+kQ sous l'hypothèse du théorème 14. •

^.
Nous allons dans ce paragraphe prouver le théorème 15 et le corollaire 16.
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N° 1. Construction de w. — Comme on a supposé que ob^(^)=0, commençons par
choisir w de sorte que le long de S* [et donc de Y*=/~1 (0)— {0}] w soit localement 8-
exacte.

Fixons maintenant une boule de Milnor X" c= X avec un rayon très voisin du rayon
de la boule définissant X et posons

L^x'nY-ax'n^nY
où ^U est un voisinage ouvert de S* dans X* que l'on supposera fixé assez petit une fois
pour toutes (22). Alors L est un compact de Y-S=Y*-S*.

Considérons maintenant le complexe de faisceaux (ê (ko). S) introduit au paragraphe c.
Comme les faisceaux ^(ko) sont fins et que le complexe est acyclique sur Y — S , les
faisceaux Kerô7 sont acycliques sur Y — S et Kerô^^Imô7, \lj toujours sur Y — S . Par
hypothèse on a weH°(Y—S, Imô""1) et la suite exacte

0 -> Kerô"-1 -^ (T-1 (ko) ̂  Kerô" -> 0

et l'acyclicité de KerS""1 sur Y-S donne donc l'existence de PeH°(Y-S, (F"1^))
vérifiant

8J5=w sur Y-S.

Si p e C^ (X) vérifie p = 1 au voisinage du compact L, p = 0 près de S et si le support
de p est assez voisin de Y on aura pjï qui sera semi-méromorphe sur X tout entier et

w=w -ô(p^)

qui sera une forme semi-méromorphe sur X vérifiant les propriétés suivantes :
(i) SH;=O;

(ii) w = 0 au voisinage de L;
(iii) w = w au voisinage de S,

qui résultent immédiatement de notre construction.
Si on considère maintenant une section a du faisceau Q""1 (ko) sur un voisinage ouvert

de 8X' H ̂  F} Y, alors pour Ne ^J assez grand le produit

1 /1^ ̂  A 5,, VUe[l,^]

sera bien défini au voisinage de Y 0 8X' et y sera C°° : en effet si ^ est l'ouvert de
définition de S, la compacité de supp w F} ̂  Q ÔW Q Y, qui résulte de la propriété de
(ii) de w, permet de trouver un entier N tel que /N w et/^a soient respectivement C00 et
holomorphes au voisinage de cet ensemble. Notre assertion en résulte (par prolongement
par 0).

(22) II sera précisé plus loin.
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Considérons maintenant reC^ff^*) de support un voisinage assez petit de e' (le
rayon de la boule de Milnor donnant X') et vérifiant

/•+00

x(x)dx=\.
Jo

Posons alors y = C TI* (ï (x) dx) où n: C^1 -> R^ est donnée par 7ï;(z)==||z||2 et où C
est choisie de sorte que l'on ait, pour toute forme C°° \|/ rf-fermée de degré 2 /2+1 définie
sur un voisinage ouvert de la sphère de centre 0 et de rayon £' dans C"^ contenant
n ~1 (supp ï) = supp y :

r r
HJ^B(0,e') J([

\|/= \ | /Ay .

J^B(0,e') Jc"'^1

Ceci signifie que y représente la classe fondamentale du cycle SB (0, £') dans un
voisinage ouvert de cette sphère. Il en résulte que y induira dans S* la classe du cycle
fondamental de S* dans H^ (S*, C) puisque l'on a une intersection transversale
aB(o,o^s*.

Pour y choisie de cette façon, on pourra donc trouver N e f^J tel que les formes

1/1^ ̂  A a,; A y, W,ye[l,^]

soient C°° et à support /-propre dans X. En effet il suffît de choisir le voisinage ouvert
^U de S* (qui a présidé à la construction de w) de sorte que a soit une section sur ^U de
Q""1^) (vérifiant ôî==0) : de par ce choix le compact supp y A suppn^ ne rencontrera
pas un voisinage du compact supp y H (Y-^ 0 Y). On peut donc prolonger de manière
C00 (par 0) au voisinage de Y la forme (C°° au voisinage de supp y H supp H?)
\f\2^ Wi A o, A y.

On peut ensuite restreindre X autour de Y (ceci revient à diminuer le rayon du disque
dans C pour le représentant de Milnor) de sorte que ces formes C°° soient définies et C°°
à support /-propre sur X tout entier.

N° 2. Cup-produit dans le bord de la fibre de Milnor. — Nous allons maintenant
raisonner par l'absurde et faire l'hypothèse que

^-i1^))^0

dans H1 (S*, H""1 (^)). La dualité hermitienne (globale) introduite au paragraphe e

K: H° (S*, H"-1 (M)) x H1 (S*, H"-1 (u)) -. C

nous fournit alors une section oceH°(S*, H""1 (u)) vérifiant

(1) À(a,^o_-^(9^)))^o.

Considérons a une section Q""1 (ko) définie sur un voisinage ouvert ^ de S* vérifiant
ô5=0 sur % et induisant a dans H°(S*, H"~1 (u)) grâce à l'isomorphisme sur S*

r"-1^): ^-^^-.H"-1^).
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Ceci est possible grâce aux hypothèses standards, à la définition de ko et à la
proposition 5.

Comme on a, d'après le lemme 1, § b, n° 3

^o--ll(^o^))=^o(^o-l^))

et aussi

'<"(^o)Go^o'l(H;))=^nfeo-l^)

d'après le lemme 7, §û, n° 3, la proposition 1 du paragraphe e permet de réécrire (1) sous
la forme (compte tenu de ce qui précède)

(2) Resf^-^, f I / ^ ^ A ^ A Y A ^ A ^ ^ O .
\ Jx J J /

On remarquera que l'on a pu remplacer w^ par w^ dans la formule (2) sans changer le
résultat puisque l'on a

w = w au voisinage de S*

d'après la condition (ii) obtenue sur w lors de sa construction.
Remarquons maintenant que la e^-i -invariance de îi montre que les nombres

(3) Res^=-^, f I / I ^ . A ^ A Y A ^ A ^ )
\ Jx J J /

ne dépendent que de i-\-j et sont nuls pour f + / ^ À : o . Cette assertion résulte de la
proposition 1 du paragraphe e qui nous dit que, à -(l/2î'7i)" près, le nombre donné par
(3) est égal à

(4) (̂̂ ;°-i1 oc, ^-\1 (9,o (e)))

(on utilise ici encore le lemme 1 du paragraphe b, n° 3).
Mais on a

(4)=A(a,^2_kî-(i+J)(8.o^)))

qui ne dépend donc que de i+j et qui vaudra 0 dès que l'on aura

2Â:o-0'+/)^o

c'est-à-dire i+j ^ ko, puisque, par définition de ko, on a ̂ °i =0 sur H""1 (M).
Définissons alors pour i,je[l, ko\ et s voisin de 0 les fonctions

(5) ^jCO" S , A W , A Y .
Jf=s
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Comme on a sur X

— ^ , df ^ ^ df -
a(OCf A Wj A y)=M—— A OCf A ^ A y+ —— A 0^_i A Wj A y

+ U—— A 0 -̂ A Wj A y + —^ A OCf A H,-_ i A y —— A 0^ A Wy A y + ——

avec les conventions Sç = 0 et WQ = 0, on en déduit que les F^ j sont solutions du système
différentiel

(6)

^F,,=^F,,+F,_,,, (Fo,,=0)
os

^-F,,=«F,,+F,,,_i (F, o=0) .
^^

Nous allons montrer que le système (6) permet de calculer les F .̂ ^ de manière précise.

N° 3. Étude du système (6). - Posons D*={^eC/0 < \s\ < T|}.

SORITE 0. — Si ÛQ . . . a^ sont dans (9 (D*) et si

ûo+^(Log|^|2)+...+^(Log|^|2)n=0

sur D*, alors ^ 0 = ^ 1 = . . . = a^ = 0.

Preuve. — C'est immédiat par récurrence sur n en utilisant l'opérateur s ' Ç S / ô s ) .

SORITE 1. — Si ae^(D*) vérifie pour un neN*

u )"(,)=«
\ ^/

alors on a aeC.

Preuve. — Pour ^2=1 c'est clair. Si n ̂  2 on a

/ 5V~V 8 \ n^— 5— a = 0
\^; \8s j

et donc ^ (ô/ô^) a e C par hypothèse de récurrence.
On a donc aeC.

SORITE 2. - Si do, . . ., a^ sont dans ^ (D*) et si

(., (^r^(^),o
\ S s } \o pi )

alors on ûo, . . ., û^eC.
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Preuve. - Supposons déjà démontré que û^+i, . . ., a^ sont dans C (avec q ^ n). Le
terme de plus haut degré en Log|^|2 est (s(8|8s))n+l (a^(Log\s\2)q|q!. II est donc nul
d'après 0 et donc d'après 1, û^eC.

SORITE 3. - Si ûo, . . ., û^6^(D*) et b^ . . ., ^e^(D*) vérifient

<") z„,<L°^)•.i;ï,<LO^)'
0 P Î 0 7^

alors on a û?o, . . ., a^ bo, . . ., b^eC et cip=bp pour chaque 7?.

Preuve. — On a

et donc aussi

^rYE^H^o
o s ) Vf p p/ ;

^-^ (LogW^,
5^ ^ " ^ /

Le 2 donne alors û^eC, Vpe[0, n].

On réécrit (**) sous la forme

i^-,,)(^W.«^^ \-p -p/
0 P'-

et on conclut grâce à 0.

SORITE 4. - Si/eC°°(D*) vérifie

/ 8 Vo /_a yo
.- (/)=0 et . _ (/)=0.

\ S s j \ 8 s ]

Alors on a

/(^^^"^ avec ^eC.
p=0 P Î

Preuve. — Par récurrence sur feç ; le cas k^ = 1 est clair.
Supposons le résultat vrai pour ko — 1. Alors on a, grâce à l'hypothèse de récurrence

^fê^-"^^^ \ " ;3—^ / / Z-J "P ,^\ ^ / p=o /?/
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et donc

-8 „ ^ (Log|.|2)^1

v"^ (̂ i)./ ='
est annulée par ^ (8/8s); donc ^ est antiholomorphe.

Mais (s'(8|8s))ko annule

^ et Y^H2)"1

^ p=o (^+1)'

et donc d'après 1 conjuguée, on aura g e C.
Alors

.̂'̂ (LoiW .„ »,,c
^ p=o P'

et comme (^/ôï))^0"1 annule s^(8/8s)fon aura &fco-i=0.
Ensuite

^.•^(L^^,
8s \ p=o P' )

donc la fonction
ko~2 (Lo^fr1

^=f- z ^p=o ' (^+1)!

est holomorphe. Comme elle est annulée par (s(8/8s))ko elle est constante d'après 1 et
donc

f^Ïc^1-0^ avec c,eC.
p=o P'

SORITE 5. - Si on pose Gi^(s)=\s\~2''Fi^ le système (6) sur D* devient

S^Gi'j=Gi~l•j

(6') i, j e [l,k^
^-G,-G,,,

avec Go ^ = Gf o = 0 par convention.
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On a donc

^YO

^

et

<^

l ^

ce qui donne grâce à 4

r ^ Vr (^N2^
Gfco^O^ 2. c?—————————

p=0 P '

avecCo. . .C^_ieC.
On a alors d'après (6')

/ a V o - 1 / a yo-jG,,(.)== .- .-_ G^(S).
\ S s ] \ 6 s )

On a donc G^.==0 si i-\-j ^ ^o et P01111 î+./^o+l"^ ^e[0, A:o-l]

r- ^ ^ r- (Logl^l2^
Gi,j(s)= L ^ko-h-l—————.————•

q=0 T-

Finalement il existe des constantes Co, . . ., C^_i telles que pour ;'+1 ==^o+ 1 +À on

ait
h

p /^- V C |ç|2"^^LL3(LogW
^ ^ j W " Z. S+feo-ft-i H ——,

^=o T'

et

F ^ ^ = 0 si i-^j^ko.

N0 4. - Par transformation de Mellin (complexe; voir [B.M]) on obtient

Res(?i=-M, | I / I ^ ^ A ^ A Y A ^ A - ^ ]
\ Jx J J /

qui vaut 0 pour i-\-j^ko et qui vaut C^_i pour ;+y'=Â:o+l et donc C ^ - i ^ O
d'après (2).

On a donc pour ;+y=A:o+ 1

Fu^^o-iM2" avec Gfco- i^0
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et donc

o^ A Wj A y 7e 0 pour ;+y'=A:o+ 1.
JF(O)

Comme y induit sur F(0) (qui est aussi transverse à 8X) la classe fondamentale du
(2n— l)-cycle 8X 0} F(0), ceci montre que la (In— l)-fbrme o^ A ^IF(O) clui est ^-fermée
(P(0)=f~l(so)) induit sur le bord 8Xr}¥(0) de la fibre de Milnor F(0) un élément
non nul dans H2 n-1 (F (0) H 8X, C).

On remarquera que dès que F(0) est connexe, H2""1 (F(0) F} 8X, C) est isomorphe à
C car F (0) F} 8X est compacte connexe orientée de dimension 2 / 2 — 1 et que la monodro-
mie agit comme l'identité sur cet espace. Notre hypothèse se traduit donc par un cup-
produit non trivial dans le bord de la fibre de Milnor.

On remarquera que la formule

F r.)-Vc \^(Log?^ko^oW" L S \s\ ——,——q=o q\

montre que l'on a

P,A=-^, f | / | 2 ^ ^ A ^ A Y A ^ A ^ ) = ( - l ) f c o 4 / 7 ^ C „ . ^ 0
\ Jx J J /

et donc que notre hypothèse ^rkQ-l (Q(e)) ̂ Q permet de produire de manière assez
constructive un pôle d'ordre exactement ko le long de S*.

Comme S^ A \Vj devient C°° au voisinage de 8X' OY après multiplication par \f\2^
(voir plus haut) nous pouvons définir le courant T de type (n—\,n) au voisinage de
ÔX' 0 Y en posant

(5) T = Z E (-ir'P^f^-^ f I / ^ O ^ A V ^ A D )
a e Z b e Z \ Jx /

où les sommes sont en fait finies et on a utilisé la convention a,=0=H^ siy'^[l, ko\.
Posons également au voisinage de 8X' 0 Y pour ; ̂  0, a et be[l, ko\

^r=z (-l)û+bp..,^=-^ [ I / ^ / ^ -^ .A^AD)
f l6Z \ Jx /

^^=^ (-l)^p^A=-^ f | / |2^- .-1Î ,A^AD)
b e Z \ JX /

Remarque importante. — Les courants ^& et ^'l sont a priori définis près de
8X'r}Y. En fait comme on somme respectivement pour û?e[l, ko] et be[\,ko\ avec
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; ̂  0, le support des courants,

f,M=-u, f |/|2V-^-1D) et P^(^-u, f I/I^-^D)
\ Jx / \ Jx /

sont contenus dans S. Comme pour chaque compact K de S*, il existe un entier N^ tel
que

I / I^KOC.A^. soit C00, VUe[l,^o]

au voisinage de K, on voit que les J^}'b (resp. ̂ l) sont des courants sur X* à support
dans S* où X désigne la boule de centre 0 et de rayon s qui a donné la boule de
Milnor X [par intersection avec/"1 (D) où D est disque de centre 0 dans C et de rayon
T| « 8; c'est la construction de Milnor!].

LEMME 1. — 1° On a, au voisinage de 8X' 0 Y

(6') d'rT=(-l)ko+ldf ^ ̂ °

et

(6") ^rT^-iy^j/A ĵ o.

2° On a sur X* les relations

(71) d ' y y = ^

(̂ ) ^^b+a+l)^A^^-^A(^:^b-^r l)=o
(77) ^'l+C/+l)^/ A ̂ \-dfA (^^-^^^'^O

(7") d"^^O

avec i ̂  0, a et be[\, ko\ e t j e Z .

Remarque. - Le courant T n'est pas, a priori de type pure (n- 1, n) au voisinage de
8X' 0 Y car w n'est pas de type pure (n, 0) : on n'a pas de contrôle du type de la forme
semi-méromorphe J5 utilisée dans la construction de w. Cependant le type de T est bien
(n— 1, n) près de S 0 8X' 0 Y puisque près de S on a w= H\

Par contre les courants ^T et ^T sont de type pur (n- 1, n) puisque w=w près de S et
qu'ils sont nuls hors de S. Les formules (6') et (6") montrent que d ' T et ûTT sont de
types pur (n, n) et (n- 1, n-\-1) près de 8X' H Y tout entier (mais ils sont nuls loin de S).

Preuve du lemme. — Comme

rf'dyTV-^s.A^)
^/l2'/^"-1 [^+")^ A ̂  A W,+ df A 5^_i A ^-(/•+1)^ A ̂  A W,1
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sauf pour a=ko+1 où le second terme du crochet disparaît, on obtient pour ae[\, ko]

^'^E (-ir^^f^-M, f I / I ^ / ^ -^A^A^AD)
& 6 2 \ Jx J /

+S (-ir^A———M, f l / TV -^ fAO^A^AD)
& e 2 \ Jx 7 /

-a+i) z (-D^P^A—M, f i / i ^ / ^ - ^A^A^AnV
f c e Z \ Jx / /

Les deux premières sommes donnent respectivement

df^^1 et -df^y-^^

le dernier terme vaut

-C/+I)^A^
ce qui donne (7').

d'\\f\^r3-^ A w^l/l2^-1 L+^ A a, A ^+ ^ A a, A H Î

sauf pour & = ko + 1 donnera

d"^=^ (-l)^p^^=_^ f I / I ^ / ^ - ^ A ^ A ^ A D )

b e Z \ Jx 7 /

+ Z (-lr+&P,.Y^=-^ f I / ^ / ^ - ^ A ^ A ^ ^ A D )
b e Z \ Jx J )

+(-l)fl+fcoP^^^=-^ f I / I 'V -^^A^A^ADV
\ Jx J /

Les deux premières sommes se détruisent et le dernier terme est nul pour ; ̂  0 car le

prolongement méromorphe de |/|2^ D n'a pas de pôle d'ordre ^ Â:o+ 1 congru à — M
Jx

module Z sur X* (c'est-à-dire en dehors de 0).
On obtient donc (7"). Les formules (T) et (7") sont analogues. Venons-en aux formules

(6') et (6"). On ne peut remplacer w par w comme dans le calcul précédent car on ne
sait pas encore que ûTT et d"T sont de type pur. On doit donc calculer dT en utilisant
la formule

^(|/|^î, A l^l/l2^^)^ A S, A ^+ df A S,_, A 1̂
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+|/T'|(^+^)-Ç A ^ A ^ 7 A S , A ^ _ i

pour a et fc 7^ A:o+ 1, qui vient des relations

8a=0 et Sw=0

rappelons que pour les formes semi-méromorphes à pôles dans {/= 0} on a posé

8=8;,+^r

avec

„,/ c p \ ^ c p -
W7^.

Cela donne

^(-D^Pa^lf^-"' [ l / I^Aa^A^AD') 1
a b \ Jx J /

^=ZS(-l)a+i 'Pa^l(^=-^ [ I / I ' ^ A ^ ^ A ^ ^ A D ' ) 1
a b \ Jx J /

+^^(_ l )^p^A=_^ f I / I^AS^^A^AD') 2

a b \ JX 7 /

+S(-l)i>+lP^l^=-«, f l / I ^Aa^A^AD) 3
i, \ JX J /

+^^(_ l^p^^^^=_^ f 1 / I ^ ^ A ^ ^ A ^ ^ A D ) 4

a i » \ Jx J /

+^^(_l)<,^p^^),=_^ f ) y | 2^^^^A^AD) 5

a 6 \ Jx J /

+^(-l)to+"P^,/^=-«, [ I / I ^ A S ^ A ^ A D ) . 6
a \ Jx J /

Les sommes 1, 2 et 4, 5 se détruisent et il reste seulement

^r==E(- ir1 P..i f^= -u. f |/|2^ A ̂  A ̂  A n)
b \ Jx J /

+^(_1).O^P^^^=-^ [ | / | 2 ^ ^ ^ ^ A ^ A D \
a \ Jx J /

Donc on obtient

dT=(-\p+l df ^ ^rkofo^(-l)ko+l~df A ^^o.
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Ceci achève la preuve de (6') et (6^) compte tenu de ce que l'on a dit sur les types.
Maintenant sur un voisinage ouvert V de 8X Ç\ Y privé de i^ F}f~1 (0) le courant T

coïncide avec la forme C°° (relativement fermée pour/)
fT no | f |2\|a+b|

/o\ ._| /•|-2u V ( t\a+b v—^to 1 \ ) ^ . ~
(8) ^-1.7 | L (-1) ———.. , .K,———^o+^^+l-

a + b ^ O (|û+Z?|)!

,(x-.,J...).
\ Jx /

En effet on a P^ )i= -M, . . . =0 sur X-/~1 (0) pour a+b > 0 et pour m ̂  0
\ Jx /

et F méromorphe on a l'identité

P _ , ^ = - ^ F ( ^ ) = l P o ^ = - ^ ^ F ^ ) \
w! \ d^ ]

Comme

^-(f l / l -D^fl / l -Logl/^D
^\J / Jx

la formule de définition de T donne

(9) T | y _ y ^ y -i (Q)= t.

Mais pour a-^-b < 0 on a f c o + û + À + l ^^o et donc Pintégrale de a^+^ A ^+1 sur
8X' H F (0) sera nulle d'après ce que l'on a vu plus haut. On aura donc, puisque

(10) f OC.A^-C^.J^I^O
JF(O) n X'

pour ?+7=A:o+ 1, en intégrant (8) sur F(0) 0 8X1

(11) f ^oC^-i^O.
JF(O) n SX'

Considérons maintenant gçC^(D) ayant un support concentré au voisinage de SQ
[rappelons que ̂ e IR'^* 0 D est notre point base et que F(0)=/~1 (so)] et vérifiant

g (s) as A as = 1.
JD

Alors la 3-forme C°° à support compact [voisin de F(0) H 8X']

\|/ = y A /* (g (s) ds A ds)

où y est la 1-forme introduite plus haut, vérifie :
1° fA|/=0 (car rfy=0), \|/ A rf/=0, \[/ A ^=0.
2° Elle représente le (In- 1) cycle F(0) 0 8X dans H^(W, C) où W est un voisinage

ouvert de F(0) H 8X dans X contenant supp\|/ [par exemple W=i^-i^ H/"1 (0) si le
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support de g est assez petit]. On aura pour toute forme C°°^ fermée de degré 2 7 2 — 1
surW

X A \ | / = /.
Jw JF(0)n5X'

Calculons t A \|/; le théorème de Fubini [car on peut supposer que / est de rang
Jw

maximal sur W, c'est-à-dire que W Pi /"1 (0) = 0] donne

r r / r \ -^A \ | / == g(s)^ - j A t ^ d s A d s
Jw JD \ J w n / - l ( s ) /

=f ^)(- E \s\-2u^a,^l^)dsAds=-k^C^^Q.
JD a+b ^ 0

Ceci montre que <( T, \|/ ) + 0.
Nous allons maintenant obtenir une contradiction en montrant (sous notre hypothèse

« absurde » que les fonctionnelles analytiques de l'énoncé sont nulles) que l'on a
<T ,^>=0 .

LA STRATÉGIE DU CUP-PRODUIT (voir [B.2]). - Notons par ^~j et J .̂ les courants à
valeurs dans C^0 (g) C^0 définis par

ar — \ ara, i p (0\ cJ j ~ Zj ty j ^a^ ^i
a, i

^'r'L^^®^
i, b

où e^. . .e^ et £o. . .£ fcQ_i sont des bases de C^; notons par

v : C^ ® C^ ̂  C^ ® Cfco

l'endomorphisme niipotent défini par

v(^®£f )=-^+ i®£ i+^®^- i

avec les conventions 8_ i = 0 et e^+1 = 0.
Alors les relations (7) donnent

f^,+^A(a+l).Id-v)^=0
l^,+rf/A(a+l).Id-v)J^=0

qui sont vérifiées sur X*.
La variété X* vérifie

(13) H^X^Q^O, V^e[l^-l], Vr.
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Nous voulons maintenant appliquer la variante vectorielle du lemme C[ de [B. 2] aux
courants ̂  et aux courants STj (conjugués des .̂).

On remarquera que les relations

7^i=^- et /^,^=^,

étant évidentes pour tout 7, on pourra même utiliser le lemme C^.
Pour les courants J .̂ qui sont de type (n- 1, n) ceci ne pose pas de problème car les

conditions d'annulation (13) sont suffisantes.
Par contre pour S~j qui est de type (n, n- 1) il manque l'annulation en degré n.
Ceci peut être contourné en utilisant l'hypothèse supplémentaire suivante, dont nous

montrerons plus loin qu'elle est conséquence de l'hypothèse du théorème 13.

L'HYPOTHÈSE Jf :

Supposons que V/ ^ n + 1 la classe de cohomologie (vectorielle) définie par S~j dans

H" (X*,^-1) 0(^0 00^)
c

soit nulle.
Alors on obtient l'existence (grâce aux lemmes C[ et C^ de [B. 2] variantes vectorielles)

de formes holomorphes à valeurs dans

C^OC^, (Q^, et (̂ ,),̂

de degré ln-\ (donc nulles pour n ̂  3) et de courants vectoriels (U^ ^ i et (V .̂ ^ i de
degré ln—\ sur X* vérifiant :

(14) f ^=Q,+^+ ̂  A ((/•+ l).Id-v)U,^
(Ï4) [ J^.=^+jv,+^A((/+l).Id-v)V,^

pour 7 ̂  0, avec aussi

(15et(Ï5) f^i=^o et /A==Qo

(16) û?ûo+ ̂ A (Id-v)Qi=0
(Ï6) ^o + ^/ A (Id - v) Ai = 0.

Cela donnera en particulier sur X*

^O=QJ^ °+^U^o+^ (UÏo^-UÏo-1'0)

^feo^^o+JV^o+^A (V^o-V^'o-l).

Ce qui donne

^/A^'^^/AQ^+^/AU)

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L'ÉCOLE NORMALE SUPÉRIEURE



492 D. BARLET

et

^A^'^rf/AO^O+^AV).

Remarquons déjà que pour In^n-^rl c'est-à-dire pour n -^ 1 les formes holomorphes

rf /AQS0 '0 et ^/A^O

sont nulles (car de degré în ̂  ^+2 dans C"^) et ne nous gêneront donc pas.
Pour n = 1 ce sera différent.
Dans ce cas commençons par remarquer que les relations (15) et (16) [resp. (Ï5) et

(Ï6)] et le théorème de positivité de Malgrange montrent que Q^o' ° (resp. Ag' ̂  induit
la section nulle sur D* du fibre de Gauss-Manin s -> H1 (/"1 (s), C) (on utilise ici Hartogs
pour voir que ces formes holomorphes sur X* se prolongent holomorphiquement à X).

Comme df A Q^o' ° est holomorphe de degré 2 sur la boule X de C2, on peut trouver
A une 1-forme holomorphe sur X vérifiant dA=df A Q^o.° (resp. À vérifiant
dA=df A A^o).

On aura alors, au voisinage de 8X' F} Y

(17) (-lF+lcfT=d(A-^ df A U+Â+^AV).

En fait le courant T est identiquement nul près de 8X' dès que l'on s'éloigne de S 0 8X'
et il en est de même des ̂  et J .̂ qui sont à support dans S*. Donc l'égalité (17) sera
valable au voisinage de la sphère <9B (0, s') de X* toute entière [on utilise ici la nullité de
w au voisinage du compact L; voir la condition (ii) de la construction de w au n° 1].

Comme on a H 2 " ' 1 ( S 2 " ' ^ ' 1 , C)==0 on peut trouver un courant 5 de degré In-î au
voisinage de 8B (0, e7) vérifiant

(18) dS^- iy^T-A-À-rf /AU-^AV

au voisinage de 3B(0, e7).
En évaluant ceci sur la forme \|/ construite plus haut [qui est de degré 3 et à support

voisin de F(0) H 8X c: 3B(0, s7)] on obtient

( - l ) f c o + i < T , ^ > = < r f E , ^ > + < r f / A U , v | / > + < ^ A V , ^ > + < A , v | / > + < A , ^ > .

Comme on a <A|/=0, df A \|/=0 et df A v|/=0, il reste seulement les intégrales

A A \|/ et À A v|/.
Jw Jw

Considérons la fonction (n = 1 maintenant sinon A = À = 0)

F(^)=f A A y.
Jf=s
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Comme la forme âf-fermée à support /-propre y définit une famille horizontale de
1-cycles du fibre de Gauss-Manin s->îî^(f~1 (s), C) (via la dualité de Poincaré) et
comme la relation dA = df A Q^°'0 donne

dp
~ds

(^)= 0^° A Y = O

puisque l'on a vu que Q^°' ° induisait 0 dans le fibre de Gauss-Manin s -> H1 (/"1 (s), C),
on aura

F(^)=Cte.

D'après Malgrange on a encore (voir [M. 1] et [B. 2])

lim ¥(s)=Q
s -^ 0
5 > 0

ce qui donne la nullité de la constante et donc de F.
Comme on a par Fubini (banal)

r r
A A \[/= g(s)[P(s)]ds A ds

Jw JD

r / r - \
on trouve A A v|/=0 ( resp. À A V | / = = O ) et donc la contradiction cherchée

Jw \ Jw /
( T, v|/ ) = 0 pour tout n ̂  1.

Il nous reste à montrer que l'hypothèse du théorème 15 implique bien l'hypothèse ^
que nous avons utilisée.

Considérons les courants sur X

T}-!: (-^P^f^-u, f l /^ /^-^^An)
b e Z \ JX /

pour^eZ et ;e^. Ils sont de type (n, 0) sur X et à support dans S (on somme en fait
surf te[ l , ko] et ; ̂  0).

On a

^=^(-1)^^=-^ f I / I^/^-^A^AD)
b e Z \ Jx J /

+E (-l)f'P^lf^=-^ f l / r /^-^Aw^iAa)
beZ \ Jx 7 /

+(-l)'[OP.o.l..^==-"- f l /^/^-^A^^An).
\ Jx 7 /
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Les deux premières sommes s'annulent et il reste

,/'T}=(-i)*op^Yx=-«, f l / l ^ /^ -^Aw^An) .
\ Jx J /

Donc d'Vj coïncide avec la fonctionnelle analytique (conjuguée) dont l'hypothèse du
théorème 15 implique la nullité grâce au théorème 13.

Il existe donc un courant t\ de type (n, 0) à support l'origine dans X et vérifiant

^(T}-^)=0 sur X.

Alors T}-^. définit sur X une classe dans H^] (X, (9 y ) puisque l'on a
supp(T}- t'j) c= S. Comme X est de Stein et S est de codimension pure n dans X on a

Hiîs](X,^)=HO(S,H^(^x)).

De plus le faisceau Hj^ (^x) n?a P^ de section non nulle supportée par l'origine.
Montrons que T}—^. induit la section nulle sur S* du faisceau H^] (^x)- Mais on a

choisi w de sorte que l'on ait près de chaque aeS*

w=6^ sur X^

où lyel-l^X^, Q""1^)), X^ désignant une boule de Milnor pour/en a. Posons alors
sur X^

s}-! (-i)^/^-^, f i /r /^-^An).
b e Z \ Jx /

On a

^^(-l)^,^-^ f I / I ^ / ^ - ^ A P ^ A D )

b e Z \ Jx 7 /

+E (-1)''^.^=-^ [ l/r/^-^Ap^iAn)
b e Z \ Jx J /

+(-l)toP^„„^=-«, [ I/I^-^AP^AD)

\ Jx 7 /

+ z (-l)')p^.^=-», f i/rj-^-^sp^A n).
b e Z \ Jx /

Les deux premières sommes s'annulent et pour i ̂  0 le troisième terme est nul car on
n'a pas de pôle d'ordre ^ fco+ 1 (;' ̂  0) en -u modulo Z sur X^(c= X*).

Il reste donc :

^S}=T} sur X,.

4e SÉRIE - TOME 24 - 1991 - N° 4



STRATES CONSÉCUTIVES POUR LES CYCLES ÉVANESCENTS 495

Comme supp 5} c: Xy 0 5' (pour ; ̂  0) ceci montre bien que T}—^ induit la section
nulle sur S* du faisceau H^ (^x) (rappelons que supp fj c: {O}/).

On en conclut que pour chaque ; ̂  0 et^/'eZ, T}-^. induit 0 dans Hj^ (X^, 6^), c'est-
à-dire qu'il existe 5} courant de type (n—\, 0) sur X à support dans S et vérifiant

(19) ^S}=T}-^ sûr X.

Prouvons maintenant l'hypothèse Jf.
Soit v € 0^ o et soit p e Q° (X) valant identiquement 1 près de 0 telle que p v soit dans

C^ (X). Par définition de la dualité entre H^X*, Q^~1) et Q^ o on a

{y^\v}={^\d"^^v}

et donc

W^>=E (-ir^A———^ [ l / l^ /^-^ .A^A^pA^
b e Z \ Jx /

=( - l ) a<T},S,A^pA^;>

abusivement car o^ a encore des dénominateurs, mais il existe N tel que f^^a soit
holomorphe au voisinage de S C\ suppûT' p (compact de S*) et on aura bien

<^'1, v)=(- ly^T^/^AûrpA^.

On remarquera que comme ; est positif ou nul et f te[ l , ko\ la substitution de H ,̂ à w^
ne change rien.

Comme à" p est = 0 près de 0 on peut remplacer T^.+N P^ T^TI^^N sans changer
le résultat, puis utiliser (19) conjuguée, ce qui donne

{ ^ \ v } - ( - \ r { d " ^ r ^ ^ d " ^ ^ v }
^(S^c^AûrpAîO)
=0

car on a à" (/N a^) = 0 près de (supp d" p) 0 S et supp 5} c= S ainsi que d" (d" p A v) = 0
sur X puisque z^eQ^ o- ^ecl achève la preuve de l'hypothèse Jf et donc celle du
théorème 15.

?6.

Preuve du corollaire 16. — Nous supposons donc A:o=l et que l'application
obi : KerJ^ -> H^ (S, H""1 (M)) est identiquement nulle. Nous voulons montrer qu'alors
l'emmêlement ne se produit pas, c'est-à-dire que l'application can : H^ (u) -> H" (u) est un
isomorphisme. Il suffît pour cela de montrer que can est surjective puisqu'elle est auto-
duale (pour la dualité de Poincaré).

Montrons par récurrence sur k ^ 1 que pour e e H" (u) vérifiant J^ e = 0 on a
eeïm can.

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L'ÉCOLE NORMALE SUPÉRIEURE



496 D. BARLET

Pour k=\ cela résulte du théorème 15 puisque l'on a supposé ob^ = 0 : en effet
ob^(e)=0 implique ^elmcan d'après la proposition 7. Supposons le résultat démontré
pour k— 1 ̂  1 et considérons ee}y(u) vérifiant ^^^=0. On a J^'^eKerJ^ et donc
d'après le cas Â:==l on en déduit que J^'^elmcan. On a même, d'après la
proposition 7, l'existence de seH^(M) vérifiant ^^£=0 et cane=J/'fc-l e. Montrons que
selmj^"1: pour cela il suffît de prouver que VaeH"(M) vérifiant J^^o^O on a
( 8, a ) = 0. Mais d'après l'hypothèse de récurrence, on a a e Im can et de plus,
ob^_i (o^ob^J^^a) d'après le lemme 1 du paragraphe &, n° 3 et la formule
obj^+k'^^ oo^k=o^ko^k (w/r § &, n° 3 également). On en déduit que 9fc-i(oc)=0 et
obfc_i (a)=0 [Sfc-i (a)==0 car aelmcan, o\-^ (a)=0 car ob^ = 0].

D'après la proposition 7, il existe peH^(M) tel que a=canp avec J^"1 P=0. On aura
donc

<s, a>=<cans, P>=<^k- l^, P>=<^-1 ^ ̂ -O

et donc VaeH"^) vérifiant J^ f c - la=0 on aura <£, a)=0. Donc seim^"1.
Si r\eîî^(u) vérifie £=J/'^-1T| on aura donc ^/>fc-l (^—canr|)=0 et donc, d'après

l'hypothèse de récurrence ^—canr|elmcan. On a donc aelmcan. Ceci achève la preuve
de la première partie du corollaire 16.

Pour prouver la seconde partie, il suffit de constater que pour ko = k^ = 1 le théorème 14
donne que l'existence d'un pôle double implique l'emmêlement et que réciproquement
l'emmêlement implique ob^ ^ 0 (corollaire 16) et que ob^ 0 donne l'existence d'un pôle
double d'après le théorème 13. Ceci achève la preuve du corollaire 16. •

h.
Nous nous proposons ici de détailler un exemple simple mettant en évidence par un

calcul direct les pôles doubles créés par l'interaction de deux strates consécutives.

N° 1. Considérons dans C3 le polynôme quasi-homogène

P (X, Y, Z) = X3 (X3 + Y3) + Z2.

L'idéal jacobien de P est engendré par

6X5+3X2Y3 , 3X3Y2 et 27.

Les points critiques de P sont donc les points de la droite S= {X=Z=0}.
Soit (0, Yo, 0)eS*=S—{0}. Près de ce point on peut définir les coordonnées locales

suivantes :

U=X(Y3+X3)1/3, |X |« |Yo |
(^) N=iZ

W^Y^X3.

On vérifie sans peine que

rfUA I/VA rfV^-^+X^^Y^A dY A dZ
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et

(Y3 + X3)1/3 Y2 ^ 0 près de (0, YQ, 0), YQ ^ 0.

On constate alors que dans ces nouvelles coordonnées on a

P(X,Y,Z)=U3-V2

c'est-à-dire que la singularité est produit (holomorphiquement) du cusp par un disque.
La fibre de Milnor de P en un tel point est donc équivalente homotopiquement à celle
du cusp, auquel on sera donc ramené pour étudier l'action de la monodromie sur la
cohomologie de la fibre de Milnor.

Comme P est quasi homogène, la fibre de Milnor de P est homotopiquement équiva-
lente à la surface {P= 1} de C3 et l'action de la monodromie est induite par l'automor-
phisme

M : (X, Y, Z) -. (X e1 ÎI/3, Y e1 TC/3, - Z)

de cette variété (P(X^'9, Y^6, Ze3iQ)=e6iQP(X, Y, Z)).
Comme il vérifie M6 = Id, la monodromie agissant sur la cohomologie de la fibre de

Milnor en 0 est certainement semi-simple.

Montrons que l'on a H^, C)=0 où ^={P= 1}.
Pour cela considérons X comme revêtement ramifié de C2 via la projection

7i: J--.C2, TI(X,Y,Z)=(X,Y).

Comme 3e = {Z2 = 1 — X3 (X3 + Y3)} ce revêtement ramifié est de degré 2 et la ramifica-
tion est la courbe

C^X^X^Y3)^} deC2

que l'on identifiera à la sous-variété {Z=0} de °K (comme dL A dP ne s'annule que sur
{X=0} et que {x=0} Pi {Z=0} H ̂ = 0, Z=0 est une équation réduite de C dans J').

La courbe C est connexe : plutôt que de vérifier l'irréductibilité du polynôme
X3 (X3 + Y3) — 1 dans C PC, Y] (ce qui est pénible si on le fait vraiment) raisonnons
comme suit : C est image réciproque de la courbe u (u + v) = 1 (qui est connexe car
isomorphe à C*) via l'application

X-^X3^

Y-^Y^

de C2 dans C2. C'est un morphisme fini de degré 9 ramifié sur uv=0. Donc C est un
revêtement ramifié de degré 9 de u (u + -u) = 1 et les points de ramifications sont donnés
par

u2=\, v=0 soit X6=l, Y=0.
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Montrons que œs 6 points (23) sont dans la même composante connexe de C : si Ç6 = 1
pour 0 ̂  9 ̂  ît posons

X (9) = Ç. e'e/3, Y (9) = - Ç (2 sin 9)1'3 e'si6;

on a alors X (0) = Ç, X (n) = e' "/3 Ç et Y (0) = Y (re) = 0. De plus

X(9)3(X(9)3+Y(9)3)=e•9(ei9-2^•.sm9) = 1

d'où notre assertion.
Pour en déduire la nullité de H1 (3K, C) considérons le diagramme suivant :

-> H^(^, C) -» H1 (3:, C) -> H1 (^"-C, C) -> Hê(^, C) -^ . . .
î''î î^ î"^ î'1!

-̂  Hè (C2, C) -> H1 (C2, C) -> H1 (C2 - C, C) -> Hê (C2, C) -^ . . .

où les lignes horizontales sont respectivement les suites exactes de cohomologie à support
dans C pour les inclusions C <= S' et C <= C2 et où les flèches verticales sont induites par
K-.SC-^C2.

Comme C est une hypersurface lisse et connexe aussi bien de 9E que de C2 on a

^.^^^c si ^
JfçW^ 0 sinon

Cr si ;=2
sinon

^(c2)^!^
puisque localement sur C l'inclusion de C est le produit de l'inclusion de 0 dans C par
un disque.

La connexité de C donne donc

Hê(^,C)^C
Hê^Q^C

et puisque H^(C, C) est engendré par d s / s , on voit même que dQ/Q est un générateur
deH^C^Qsi

(^(X^^-X^X^Y3)

que, de même, dZ/Z est un générateur de H^ (^, C) et que

.îf^)=2^
\ Q / z

(23) C'est la réunion de deux fibres de C sur u(u+v)= 1, donc cela rencontre chaque composante connexe
deC.
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ce qui montre que 714 est un isomorphisme.

Comme ^—C-^C^Cestun revêtement à deux feuillets, n^ est un isomorphisme.
La nullité de H^, C), H^(C2, C) et de H1 (C2, C) donne alors que H1 (^, C)=0.

Étudions maintenant le système local des H1 de fibres de Milnor le long de S*.
Commençons par rappeler que pour

FOJ.V)^3^2 dans C2

la fibre de Milnor est connexe et son H1 est de dimension

2=dim(C[U,V]/(U2,V)).
c

Si©=2UrfV-3Vr fU ,ona

5 dF
aœ =- — AU)

6 F

et

^(Uœ)=7 dF- A U œ
6 F

et on obtient une base horizontale (multiforme) du fibre de Gauss-Manin en prenant

œ Uœ
F5/6' F7^6'

La monodromie est donc donnée par

^3 o \

{ 0 e - ^ 1 3 }

dans la base correspondante du H1 (i.e. 0)^=1, Uû)|F=i).
De plus le système de coordonnées locales (^) introduit au n° 1 montre que le système

local des H1 sur S* est trivial, puisque les fonctions U, V et W peuvent être définies
globalement au voisinage de {(0, Yo, 0)/|Yo|=l}. Comme le H1 de la fibre de Milnor
en 0 est nul, on voit que les sections globales (correspondant aux valeurs propres e17113 et
g - i n / 3 ^ç ^ monodromie de/) ainsi définies sur S* ne peuvent se prolonger en section
sur S du faisceau constructible R1 \|/.

Ceci correspond précisément à la condition d'interaction que nous étudions plus haut.
Nous nous proposons de vérifier par un calcul direct dans cet exemple que le prolonge-
ment méromorphe de

L Pl^D
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présente des pôles doubles aux points -(5/6)- 1 et -(7/6)- 1.

?2. Soit^={(X,y,Z)eC3/\X3+y3\^2et\X\^ 1}.
Nous allons étudier certains termes des développements asymptotiques (24) des intégra-

les

<D(.î)= œ A w
J{P=s} n 9

\|/Cî)= I X Y ^ C Ù A W
J{P=s}n 9

OU

œ=X^Y A dZ+YdZ A ^ fX+3Z^X A dY.

On a

5 dP
aœ == - — AU)

6 P

et donc

œ dX A dY A û?Z— = 6 ———————— mod (rfP)
P rfP

. ^ X A ^ Y , , , .= 3 ————— mod (rfP).
x^

Donc par image directe sur C2 (degré 2)

F dX/\dY /\dXAdY

f t X ^ Y 3 | ^ 2 IX^X^Y3)-^
a)(^)==i8^

J\
| X | ^ 1

IXY^^XA dY A ^XA JY

| x 3 + y 3 | ^ 2 X ^ X ^ Y 3 ) - ^ '
^f(s)==lSss\

J\
| X | ^ 1

Posons U=X3 et V^X^+Y3) (25).
Alors

V — T I 2

Y3=
£7

(24) Nous vérifierons l'existence de ces développements au n° 3.
(25) Image directe par (X, Y) -> (X3, Y3) puis éclatement.
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rfU A dV=9X5Y2c^X A rfY,

^ „ ^ - 1 rfU A rfU A rfV A rfVdKA r fYA ûOCA rfY=— ———————„——
81 I X l ^ l Y ] 4

1 dU A d{J A rfV A ^V
8Ï lu^lv-u 2! 4 / 3

JU A rfU A ûfV A ûfV

et donc (degré générique 9)

(D(^)=2^|
| T T |2 1 V — T T2 I2/3 1 V — <? 1| U | ^ 1 l ^ l l ^ u ! 1 ' "l

|V | ^ 2 |U |

rfU A rfU A dV A ûfV
\|/(^)=2^

| T T l 2 I V — T T 2 I2/3 I V — c l 'u ^ l l ^ ' l l ' ^ 1 1 ' " I
|v| ^ 2 |u |

Posons
26\u=^/v (26)

V=V.

Alors

0)(^)=2^

\|/(^)=2^

da A rfa A rfV A rfV
ss

J(

55
J(

^iv i^^ iai^ iv i -^ iv-^i.lvn^ni-^l4/3

ûfa A ûfa A ûfV A JV

i(i/2) ivi^ioi.siv 1 - 1 / 2 iv-^l. lvl2/3!^!2)!-^!2/3 '
Intégrons d'abord en a ; on a

f , ,^A^,^=4^Loglvll/2^(l)
J(l/2) 1 V |1/2 ^ 1 a \ ̂  | V I- 1 /2 | û |2 | 1 - û2 F3

et aussi

[ , ^A^^=4^7tLoglvl l /2+9(lvl2/3)
J(l/2) 1 V |1/2 ^ | a | ̂  V- 1 /2 | û |2 | 1 - û2 l273J(1 /2) |V | 1 / 2 î. |a | ^ V - 1 / 2 |û| | l~a

où 9 est C00 (en fait 9 est analytique réelle!).
On aura donc :

^(s)=4inss( dvA dv (Log|V|+^(l))
J | V | ^ 2 \v s\'\v \

(26) Pull back sur un revêtement ramifié de degré 2 puis éclatement.
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,,, .. -f Log|v|û?VArfv -f edvp^^VArfv\K^)=4;7t^ ——'—1—————+2^ —vl———/—————
Jm,2 |V-.|.|V|2/3 J,v,^ |v-4|V|2/3

et donc en posant V = ̂  a

^(^nrH^f /a A^ (Log|.|+Log|a|+^(l))
J |a | ^2 / | s | | l-a|. |a| /

ce qui donne
^(s)=4in\s\5/2Log\s\ f ^ A rfa ^..5/3)

Je | l - a l . l a p 3

puisque
F Log | a | rfa A âfa

Je |l-a|. |a|4/3

converge.
Pour v|/ (^), c'est un peu plus compliqué :

, / . ,, f M'^âfoc A d d , , , , ,^(s)=4in '—————.-.(Log|^ |+Log|a | )
J |a | ^ 2/1 s | | l-a|. |a| /

+24 Q^l2^^^
J | V | S 2 |V-.|.|V|2/3

ce qui donne

i / \ A - i 17 /3 T i i F âfa A rfa^(s)=4lK\s\f/•5Log\s\ -———
J | a | ^ 2 / | s | l l - a l . l a l 2 7 3

+4^|,pf Log|a|^A^^^r edVi^^VArfV
1 1 J|«|^/|,| | l -oc|. |a|2 /3 Jiv,^ |V-.|.|V|2/3

Mais
r ^a A rfq

J | a | ^ 2 / | s | |l-a|. |a|2/3

+00

admet un développement asymptotique en \s\ de la forme l^l"^ 3 ^ ̂  H2^ -lie où
o

c est donnée dans le corollaire du lemme 1 de [B. 6]

^_ n F [(1/2) + (1/6)] F [(1/2)+(1/6)-(1/2)] F (1/2)
2 r[(i/2)-(i/6)]r[i+(i/6)]r(i/2)

n r(2/3)
c=- v / / x 6 ^ 0 .2 r(i/3)
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Le développement asymptotique en | s | de

F Log | a | rfa A doi
1 1 _ /y | | r /1 2 / 3

J |a | ^ 2/1 s i 1 A a|. |a|
est de la forme

+00

\s\-l/3Log\s\ ^ ^H^+c'
0

et il n'y aura pas d'interférence avec le terme 4; 71 \s\713 Log|^| x (-lie) qui vient de la
première intégrale (27).

Pour voir que le développement asymptotique de

-F edvP^^VA cNçç 1 ——!——!———————————
Iv-J Ivl2/3

J | V | ^ 2 | v • s ! - | v I

n'interfère pas non plus avec ce terme, il suffit de poser

Y^V

on obtient

-F Q(\Y\2)9\y^dY A^/Y
çp 1 —-J——!————!——!——————————

Jivi^/3 lY^l.lYl2

^-f 9|Y^9(a^Y^Y,ir e(|Y|-).AH>
J | Y | 3 ^ 2 |X|2 4 J ) Y | 3 ^ 2 |Y|2

X2-Y3=-s X2 -Y3=-s

où
co=3X(/Y-2Y^X

puisque
rf(X2-Y3) A (n=6(X2- Y^cîK A rfY

et donc
6CCArfY = œ (mod^(X2-Y3))
^-Y3) 6(X2-Y3)V

et d'utiliser le résultat (classique) sur les développements asymptotiques pour le cusp.

N° 3. Ceci ne suffit encore pas pour achever la preuve que le prolongement méromor-
/•

phe de |P|2^ D a des pôles doubles en 'k= -(5/6)-1 et ?i= -(7/6)-1 car il faut
Je3

encore expliquer que le bord du polyèdre ^ introduit dans notre calcul ne crée pas de
terme pouvant interférer avec s \513 Log | s \ et | s [ 7 / 3 Log | s |.

(27) Les termes en l ^ l 2 ^ (Log |^|), ke N sont liés à la valeur propre 1 de la monodromie.
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Pour voir cela considérons un point (0, Yo, 0)eS* et décrivons le bord de ^ près de
Yo dans les coordonnées U, V, W introduites au n° 1.

On a clairement si cpeC;30 à support près de (0, Y(), 0)

I -1J{P=s}n^ J{1
(P= (p.

J{P=s}n^ ./{L^-V^s} n | W | ^ 2

En effectuant d'abord l'intégration en W on voit que l'on retombe sur une forme C°°
à support compact en U, V et le module des développements asymptotiques du cusp
permet à nouveau de conclure.

Pour les points de ô^ qui ne sont pas dans S on peut utiliser le lemme 2 de [B. 6] : si

|X |=1 et Y=0

alors le bord est défini par | X | ̂  1 et

dXA â Ï > = 3 X 3 Y 2 ^ X A ^ Y + 2 Z ^ X A ^ Z ;
mais si

Y=0, X^Z^O et |X =1.

Donc Z 7e 0 et donc dX A dP + 0.
Si Y 7e 0 mais que le bord est encore défini par |X ^ 1, alors X^^O et

dX A dP ^ 0.
Si

[X^3]^ et | X | = = 1
alors

dP A cK A ûf(X3+Y3)=2Z^Z A âK A SY2^

et on n'a pas Y=0 (sinon |X3+Y3 | ^ 2) ni Z=0 sinon P(X, Y, Z)=X3(X3+Y3) ^ 0.
Si on n'a pas | X | == 1, alors le bord est défini par | X3 + Y3 | = 2 et

^PA ^(X^Y^SXW+Y^^XA SY^^^Z^ZA 3 Y 2 ^ Y + 2 Z ^ Z A SX2^:;

si X=0 alors Z==0 et on est sur S*, si X ̂  0 on a [X^Y3 |=2 et donc aussi Y ^ 0
(car | X | < 1) et dP A d(X3 +Y3) 7e 0 grâce au premier terme.

Ceci achève la preuve de la non-nullité des termes en \s\513 Log \s\ et l .yl^Log s\

dans le module des développements asymptotiques des intégrales (p avec
Jp=s

(peC^(C2).

On en déduit les pôles désirés par transformation de Mellin.
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