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INTERACTION DE STRATES CONSECUTIVES POUR
LES CYCLES EVANESCENTS

Par DanNiEL BARLET

a Miléne

Introduction

a. Aprés avoir exploré en détail (voir [B.1], [B.2], [B.4] et [B.5]) comment la mono-
dromie de la fibre de Milnor en un point d’une fonction holomorphe f sur C"*!
provoque des pdles dans le prolongement méromorphe de la distribution | f|**, nous nous
proposons, dans ce travail, d’étudier ce qui provient du systéme local des monodromies
ponctuelles de f le long d’une strate du lieu singulier de { f=0 } De maniére plus précise,
si 'on considére une fonction holomorphe f définie sur un ouvert X de C3, admettant 0
comme unique valeur critique et ayant comme lieu critique une courbe S de £~ !(0), le
faisceau des cycles évanescents de f est un systéeme local sur S—-{O} (on peut aussi
supposer S—{0} lisse pour X assez petit) et nous mettons en évidence, en nous limitant
a une valeur propre e~ 2™ #1 pour la monodromie de f, une interaction entre le H? de
la fibre de Milnor de fen 0 et la cohomologie sur S—{0} du systéme local des H* des
fibres de Milnor aux points de S—{0}.

Une construction topologique simple, duale de celle que nous considérerons, permettra
peut-étre au lecteur de se faire une idée du « phénoméne d’emmélements » :

Supposons, pour simplifier, que S soit irréductible. Alors pour X assez petit S est un
disque topologique et 0 est I'unique singularité éventuelle de S. Soit C un cercle entourant
une fois 'origine dans S—{0} et choisissons un représentant de Milnor de f en 0,
f:X - D. Pour soeD— {0} assez voisin de 0 on peut identifier la fibre de Milnor de f
en 0 a £ 1(s,) et pour chaque ceC la fibre de Milnor de fen ¢ a f ™1 (s,) N X, ou X,
est une boule de Milnor de fen ¢ (ceci est possible car f est topologiquement localement
triviale le long de C qui est compact).

Notons par H le systéme local sur C défini par les H, des fibres de Milnor de f en
ceC. SoitI"e H° (C, H); pour chaque ce CT (c) est représentable par un 1-cycle y(c) de
Y (so) N X,. Quand c¢ décrit le cercle C le cycle y(c) se déplace continiiment et décrit
une 2-chaine A, dans f ™' (s,) dont le bord est v (e*™c,)—v(c,) qui est homologue a 0
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402 D. BARLET

dans X, N f 7' (s,). Si A, est une chaine de X, N f ™' (s,) de bord v (e*™c,) — 7y (co) la 2-
chaine A; — A, est un 2-cycle de £~ ! (s,). On a donc une fléche
H°(S—{0}, H)~H’(C, H) > H, (f " (50), C);

Cette construction correspond a la figure suivante :

F(s0)

b. Soit f: X — C une fonction holomorphe non constante sur une variété connexe lisse
X de dimension n+ 1. Soit Y=f"1(0) et notons pour chaque peN par H” le faisceau
constructible sur Y dont la fibre en xeY est le p-ieme groupe de cohomologie a
coefficients complexes de la fibre de Milnor de f en x. Ce faisceau est muni d’un
automorphisme constructible T donné par la monodromie de f, et nous noterons par
H” (1) pour u€[0, I[ le sous-faisceau spectral de T pour la valeur propre e~ 2™,
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STRATES CONSECUTIVES POUR LES CYCLES EVANESCENTS 403

Nous allons étudier la situation suivante, qui correspond aux hypothéses standards
introduites au I n° 0 :

Fixons u€]0, 1] et supposons que X est un ouvert de Stein contenant 0 dans C"*!

assez petit pour avoir
(i) H"(u) est supporté par {0} dans X.

(i) H""* (u) est supporté par une courbe S admettant 0 comme unique point singulier;
chaque branche irréductible de S passe par 0 et est un disque topologique.

(iii) H"™* (u) restreint 4 S*=S— {0} est un systéme local.

L’hypothése restrictive sera

(iv) H" {(w)=0,Vi=2.

Dans cette situation le type topologique de f le long de S* est localement constant et
il est défini par une section hyperplane transverse. Sur une telle section transversale la
restriction de f vérifie & nouveau les hypothéses standards (mais » est changeé en n—1=m)
avec en plus la condition supplémentaire que H™ ! () est supporté par 'origine (1) (qui
est ici l'intersection de S avec la section transverse). Une telle situation est tout a fait
analogue au cas d’une singularité isolée d’hypersurface (mais seulement relativement a la
valeur propre e~ 2™ bien sir). Le théoréme 3 généralise a ce cas les résultats principaux
de [B.3] (valeur propre #1). Plus précisément, nous donnons dans ce cas une formule

analytique calculant la forme hermitienne d’intersection <via le prolongement méromor-

phe de la distribution j | £1** D) qui est bien définie et non dégénérée dans ce cas car,
X
comme pour une singularité isolée (e*™# 1) ’application canonique
can: HI"(u)— H™(v)

est un isomorphisme.

Sous les hypothéses standards, 'emmélement des strates {0 } et S pour la valeur propre
e~ 2™ 1 (qui correspond au phénoméne topologique décrit ci-dessus) sera défini par le
fait que can : H! (u) - H" (u) ne soit pas un isomorphisme, ou de maniére équivalente,
par I'existence d’au moins une section sur S* du faisceau constructible H" ™! (1) qui ne
soit pas prolongeable a S.

Ceci sera mesuré par deux applications
ob, : KerNt—Hiy (S, H"" ! ()
et

8, : KerN*—H!(S* H* ' (i)

(*) Ce qui implique sa nullité.
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404 D. BARLET

définies pour k=k, () entier, ou N désigne la partie nilpotente de la monodromie
agissant sur H" ().

La forme d’intersection pour les fibres de Milnor des sections hyperplanes transverses
a S* permet de définir une forme hermitienne localement constante sur le systéme local
H" ! (u) | et le premier résultat important consiste en une formule analytique globale
pour P’accouplement sesquilinéaire qui s’en déduit :

R: HO(S*, H* '(w)xH!'(S*, H" ' (u)) > C

par cup-produit et intégration sur le cycle fondamental de S* (obtenu en coupant S* par
une petite sphére de centre 0).

Cette formule sera un outil essentiel pour la partie difficile de ce travail qui montre en
particulier que si e”2™#1 est valeur propre simple (au plus) de la monodromie en
chaque point de S, ce phénoméne d’emmélement de strates apparait si et seulement si le

prolongement méromorphe de J | f1** O admet pour A= —u—v avec veN, v>»0, un
X

pole d’ordre exactement 2 (dans le cas non emmélé, on a des pdles d’ordre <1).

Le lecteur trouvera a la fin de cet article un exemple explicite ou le pdle double
apparait, bien que la monodromie soit semi-simple en chaque point de S pour la valeur
propre considérée.

Le plan de cet article est le suivant :

Le I donne une description détaillée des principaux résultats que 1’on va établir. 1l
constitue le « fil directeur » de notre démarche.

Le II contient le détail des constructions et démonstrations annoncées au I. Il est
structuré de la maniére suivante :

a.

n° 1. Le complexe (Q° (k), 3,).

n° 2. Le complexe de De Rham relatif.
n° 3. Lien entre ces deux complexes.

b.

n° 1. Hypercohomologie de (Q’ (k), 3,) sur X : Preuve de la proposition 2.
n° 2. Hypercohomologie de (Q (k), 8,) sur X* : Preuve de la proposition 5.
n° 3. Les applications ob, et 8, (définition 6).

c. Le complexe semi-méromorphe (& (k), §,): Preuve de la proposition 7 et du
corollaire 8.

d. Calcul analytique de la forme d’intersection pour une singularité isolée par rapport
a la valeur propre e”2™#1 : Preuve du théoréme 3.

(®) k, dénote I'ordre de nilpotence de la monodromie agissant sur H" ™! () (sous les hypothéses standards).
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STRATES CONSECUTIVES POUR LES CYCLES EVANESCENTS 405

e. Calcul analytique de la forme hermitienne localement constante sur le systéme local
H"~! () s+ : Preuve des propositions 11 et 12.

f. Représentation de ob, par des fonctionnelles analytiques : Preuve des théorémes 13
et 14.

g. Réciproque pour k,=1: La nullité¢ de ob, donne I'absence d’emmélements; preuve
du théoréme 15 et du corollaire 16.

h. Calcul explicite d’un exemple.

Avertissement. — Les énoncés du II sont numérotés par paragraphes. Les énoncés
auxquels nous nous référons sans précision de paragraphe sont ceux du I.

ConvenTION. — Si f: X —» D est un représentant de Milnor d’un germe de fonction
holomorphe f: (C**', x) — (C, 0) nous noterons par F (x) sa fibre de Milnor que nous
définirons comme suit : on choisit un point base s, D* N R'et on pose F (x)=71""1(s,).
Cette fibre de Milnor est donc une variété complexe de dimension n qui dépend de s,.
Cependant comme X est de Stein (par définition d’un représentant de Milnor) elle sera
toujours de Stein. La classe d’isomorphisme de la variété C* sous-jacente a F(x) est
indépendante du choix de s, et du représentant de Milnor choisi d’apres les travaux de
Milnor [.#].

Par ailleurs, si exp: H—D* est le revétement universel de D* (on a noté
H={zeC/Re(z)<Logn} ou m désigne le rayon du disque D) nous conviendrons une
fois pour toute que le point base s, de H est choisi de sorte que s, € R et exp 5,=s,.

Ceci nous permettra, sans autre commentaire, de donner un sens a la restriction d’une
fonction multiforme « du type Logs » sur F(x) :

Logs|pw=Logso=5,€R

par convention.

I

0. Dans toute la suite de cet article nous allons considérer la situation suivante :
— Les hypothéses standards :

On suppose que X est un ouvert connexe de Stein de C"*! contenant 0 avec n>1.
Soit f: X — C une fonction holomorphe non constante vérifiant f (0)=0.

Fixons u€]0, 1[ et notons comme plus haut par H” (u) le faisceau constructible sur
Y=/"1(0) donné par le sous-faisceau spectral de la monodromie pour la valeur propre
e~ 2im agissant sur le p-iéme faisceau de cohomologie du complexe R\ ; (C’est-a-dire en
chaque point sur le p-ieme groupe de cohomologie de la fibre de Milnor de f en ce
point).

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L’ECOLE NORMALE SUPERIEURE



406 D. BARLET

On fait les hypothéses suivantes :
(1) H"(v) est concentré en 0.
(ii) H"™ ! (u) est concentré sur une courbe S admettant 0 comme unique point singulier.
On supposera que chaque branche de S contient 0 et est un disque topologique.
(iii) La restriction de H" ' (u) 4 S*=S—{0} est un systéme local.
(iv) On suppose H* ' (u)=0, Vi=2 sur X.
Sous ces hypothéses, nous noterons par k, I'ordre de nilpotence de la monodromie

. agissant sur le faisceau constructible H"~* (1) (®) et par k, l'ordre de nilpotence de la
monodromie agissant sur H" ().

Remarques. — Les hypothéses (i), (ii) et (iii) sont toujours réalisables par localisation
a lorigine quel que soit le germe holomorphe f non constant a l'origine de C"*! que
lon se donne. Ceci résulte des conditions de perversité qui assurent que les faisceaux
constructibles H” (1) et H" ! (1) sont concentrés sur des ensembles analytiques de dimen-
sion 0 et 1 respectivement.

Par contre I’hypothése (iv) est restrictive. Elle est cependant toujours satisfaite dans
les cas suivants :

1° n=1, f réduite ou non.

2° n=2, f réduite (ou plus généralement avec des multiplicités telles que H° (x) soit
nul).

3° n23, hypersurface { f/=0} ayant un lieu singulier de dimension <1.

En fait la situation décrite par les hypothéses standards correspond a I’étude d’une
fonction holomorphe générale au voisinage du point générique de la seconde strate
associée a la valeur propre e~ *™ de la monodromie. En effet, considérons un représentant
de Milnor f: X » D d’un germe de fonction holomorphe arbitraire a ’origine de CN*!
et fixons e 2™ #1. Le faisceau constructible H? (u) pour p€[0,N] a un support S, qui
est analytique de codimension pure p dans /! (0). Notons par m— 1 le plus petit p pour
lequel le faisceau H? (1) ne soit pas nul. Soit x, un point générique de S, et soit P un
(m+ 1)-plan transverse en x, & S, (S,, est lisse en x, puisque x, est genérique). Comme
on peut choisir P non caractéristique pour | f|** au sens de [B.M], théoréme 4.6, I'étude
des pdles du prolongement méromorphe de |f|* prés de x, se raméne a I'étude
correspondante pour la restriction f | P qui vérifie les hypothéses standards avec origine
en x, et courbe singuliecre S=P N S,,_;. Ceci montre que les renseignements que 1’'on
obtiendra sur les pdles congrus & —u modulo Z sous les hypothéses standards pourront
s’appliquer aux pdles congrus & —u modulo Z du prolongement méromorphe de | f|**
prés d’un tel x,,.

1. Un préalable nécessaire & la compréhension de la structure des poles(*) de | f|*
dans les hypothéses standards est évidemment une bonne compréhension de ces mémes

(®) Ou sur le systéme local H"™*! (1) |, cela revient au méme puisque les conditions de perversité donnent
HE, (S, H" ™! (w))=0.
(*) Congrus & —u modulo Z.
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STRATES CONSECUTIVES POUR LES CYCLES EVANESCENTS 407

poles prés du point générique de S, ce qui revient, dans la situation d’une fonction
holomorphe arbitraire a considérer ce qui se passe au voisinage du point générique de la
premiére strate ou la valeur propre e~ 2™ apparait. Ceci va se ramener, par section plane
transverse 4 cette premiére strate (toujours grace a [B.M]) a I'étude des pdles de | f|**
dans le cas (plus restrictif que les hypothéses standards) ou seul H” (1) est non nul. Ceci
signifie que la valeur propre e 2™ n’apparait qu’en des points isolés de £~ (0) (et donc
seulement a I’origine, quitte a localiser). Ceci conduit a la définition suivante :

DEFINITION 1 (1€ C arbitraire). — Soit 7: (C**1, 0) - (C, 0) un germe non nul de fonc-
tion holomorphe. Nous dirons que 0 est une singularité isolée relativement a la valeur
propre e~ *™ de la monodromie s’il existe un représentant f : X — D de ce germe tel que
e” 2™ ne soit pas valeur propre de la monodromie de f agissant sur la cohomologie réduite
de la fibre de Milnor de f en tout point xef ~* (0) différent de 0.

Il est clair que si le terme f est a singularité isolée au sens habituel, il est a singularité
isolée relativement a toute valeur propre de la monodromie. Réciproquement si f est a
singularité isolée relativement a toute valeur propre, alors f est a singularité isolée au
sens habituel (°). Cependant le lieu singulier du germe { =0} peut étre de codimension 1
(ou méme 0) dans 7~ ! (0) et la singularité étre isolée relativement & une valeur propre de
la monodromie.

Pour pouvoir calculer analytiquement les cycles évanescents de f associés a la valeur
propre e~ %™ de la monodromie, nous allons utiliser la construction suivante :

Soit V une variété complexe lisse et connexe et soit f : V — C une fonction holomorphe
non constante. Nous supposerons que I'unique valeur critique éventuelle de f est 0. Pour
keN* et ueC, introduisons sur V les faisceaux

k) =P [/ ®Ck,  VYpeN
C

et définissons la différentielle C-linéaire de degré + 1, 8" (=3,) en posant :

S (Ww®v)=dw®v— <g/\ w>®(ld u+N)(v)

ou NeEnd(C¥ est donné dans la base canonique (b, ..., b,) de C* par Nb;=b;,,
(avec Nb,=0) et ou weQ'[f '] et veCk

Il n’est pas difficile de vérifier que §°5=0 et (Q"(k), §") est un complexe de faisceaux
sur V. Définissons 1, : Q' (k) » Q' *! (k) en posant

k
Tk< Y wj®bj>= <g/\ wk>®b1.

() En effet, si on considére un point générique du lieu singulier (supposé non réduit a 0) et si on coupe
transversalement, la singularité (isolée) transverse aura un nombre de Milnor nul. Elle sera donc lisse. On
conclut alors facilement.
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408 D. BARLET

La relation t,°8+ 8° 1, =0 montre que t; est un morphisme de complexe de degré 1.

La proposition suivante nous permettra alors de représenter analytiquement les élé-
ments de H" () :

PROPOSITION 2. — Soit f: X - D un représentant de Milnor d'un germe non constant
de fonction holomorphe f : (C**1, 0) - (C, 0) o n= 1. On a, sous les hypothéses standards :

1° un isomorphe naturel Vi=0

H'(X, (@ (k), 8,)) 3 H'(H° (X, (@ (k), 8,)

2° une suite exacte pour tout ke N*.

Tk Tk k
0-H" (X, (Q k), 8) » H"(X, Q" (k), §,) »Ker 4/ >0

ou —2in N désigne le logarithme nilpotent de I'opérateur e**™ . T agissant sur H" (u) (ou
T désigne la monodromie).

Précisons que, via 'isomorphisme 1° de la proposition 2, la surjection r, est définie de
la fagon suivante :

k
a w=)Y w;®b; dans H° (X, Q" (k))
=1

J
vérifiant §, w=0, ce qui équivaut aux relations

4

dwj=u—/\wj+d—f/\wj_1, Vjell, k]

avec la convention w,=0, on associe I’¢élément e de H" () qui est caractérisé par le fait
que les sections sur D* du fibré de Gauss-Manin données par

n+1

sy %JV"(e) (Logs)"

h=0
et
s—we|f~(s) coincident.

La proposition 2 sera prouvée au paragraphe b.

2. La premiere étape de notre étude sera de décrire de maniére précise la structure des
poles du prolongement méromorphe de la distribution | f|** qui sont congrus & —u
modulo Z pour une singularité isolée relativement 4 la valeur propre e~ 2™, Nous nous

contenterons ici du cas e” 2™ #1, le cas de la valeur propre 1 (qui est spécial) sera traité
ailleurs (voir [B.7]).

THEOREME 3. — Soit  f: X —>D un représentant de Milnor dun germe
7:(C™*1, 0) > (C, 0) admettant en 0 une singularité isolée relativement a la valeur propre
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STRATES CONSECUTIVES POUR LES CYCLES EVANESCENTS 409

e” 2™ st 1. Notons par H™(u) [respectivement H™(u)] la partie spectrale pour la valeur
propre e~ *™ de la monodromie agissant sur la cohomologie (respectivement la cohomologie
a support compact) de la fibre de Milnor F (0) de f en 0. On a alors :

1° Papplication canonique can : H (u) - H™ (u) est un isomorphisme;

2° la forme hermitienne d’intersection sur H™ (u) définie par la formule

1

h O

j can"'(a) Ub, Va, beH™(u)
F (0)

est non dégénérée et se calcule analytiguement de la facon suivante :

Soit ke N* tel que I'on ait /*a=0 et /*b=0 et soient w, w e H® (X, Q™ (k)) verlfzant
3, w=0,3,w =0 et r(k)(w)=a, r" (k) (w)=b(°). On a alors

(k—— J |f|“wk/\wk/\§f/\jz>

Remarques. — 1° Les poles congrus & —u modulo Z du prolongement méromorphe de
| £|** étant concentrés & l'origine sous I'hypothése du théoréme 3 (d’aprés [M.2] ou
[K.3]), on peut appliquer la distribution a support I'origine

Res<x= —u, J | f* D)
X

a une forme C*® de type (m+1, m+1) au voisinage de l'origine. Dans le membre de
droite de la formule (1), w, et w; sont des m-formes méromorphes a poles dans { /=0 };
il existe donc Ne N tel que la forme

L igp
Qim" 2n

M h(a, b)=

df df

|f|2kaAW;A—A7

soit C* au voisinage de I’origine. Il faut alors interpréter la formule (1) avec la convention

Res<k=-u—N,J |f|2‘“N’(p)=Res<7»=—u,J (f|2up).
X X

2° Le théoréme 3 est la généralisation au cas d’une singularité isolée relativement a la
valeur propre e~ 2™ #1 de la monodromie du résultat de [B. 3].

Le théoréme 3 admet le corollaire suivant

COROLLAIRE 4. — Soit  f: X —>D un représentant de Milnor dun germe
F:(C"*1, 0) > (C, 0) admettant en 0 une singularité isolée relativement a la valeur propre

(%) Voir 1a proposition 2.

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L’ECOLE NORMALE SUPERIEURE



410 D. BARLET

e~ ™ 1. Alors I'ordre des péles du prolongement méromorphe de J | /1?0 en —u—j
X

pour jeN, j>0 est exactement égal a 'ordre de nilpotence de la monodromie agissant sur
H™ (u).

Le théoréme 3 et le corollaire 4 seront prouvés au paragraphe d.

3. La seconde étape de notre étude consiste a calculer ’hypercohomologie du complexe
(@' (k), 8,) sur X*=X—{0} sous les hypothéses standards. La considération des deux
suites spectrales convergeant vers I’hypercohomologie ainsi que l'utilisation du mor-
phisme 1, (qui donne le scindage d’une suite exacte déduite de I’aspect sphérique de la
premicre suite spectrale) permettent d’obtenir le résultat suivant

PROPOSITION 5. — Notons par K (k) le i-iéme Jfaiscegu de cohomologie du complexe
Q' (k), 3,). Sous les hypothéses standards, on a les isomorphismes suivants (e~ *™#1) :

H"= 1 (X*, (@' (k), 8,)) S HO(S*, h"~ 1 (k)
H" (X*, (@' (k), 8,)) 3 HO (S*, " (k))®H' (8*, h"~! (k)
et
Viz0, HX* (Q (k), §,) S H (H®(S*, Q (k)), 5,).
De plus pour k=k, (7) les isomorphismes de faisceaux

B (k) [s S H ™ (w)

S. et T KTIHR)|S.S k(K

S*
permettent de réécrire ces isomorphismes sous la forme

H"~ 1 (X*, (@' (k), 8,)) 3 HO(S*, H"™" ()
ob @6, 1 H"(X*, (' (k), 5,)) > HO(S*, H" ! (w)) @H' (S*, H" ! ().

DEFINITION 6. — Sous les hypothéses standards on définit pour chaque entier k= k, deux
applications naturelles :

abk . Ker./‘/k _’H{lo}(s, Hn_l(u))

et

0,: Ker4™—H'(S* H" ()

(") Rappelons que sous les hypothéses standards k, désigne 1'ordre de nilpotence de la monodromie agissant
sur H" ™1 (u).
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de la maniere suivante :
la composée :

res oby
H" (X, (@ (k), 8,) = H"(X*, (@' (k), 8,)) - HO(S*, H"™* (w))
l 0
H{o,(S, H" "' (w)
passe au quotient par T, H" 1 (X, (Q"(k), 3,)) et donne ob,,

la composée :

res O
H" (X*, (@' (k), 3,)) » H" (X*, (Q' (k), 3,)) » H' (S*, H" ™! (w))
passe également au quotient par T, H" 1 (X, (Q' (k), 5.)) et donne 8,.
Remarque. — On prendra garde que les 8, sont compatibles quand k augmente, alors
que ce n’est pas le cas pour les applications ob, (%)

La proposition 5 et les constructions de la définition 6 sont détaillées au paragraphe b.

L’importance des applications ob, et 8, (pour k>k,) sous les hypothéses standards
apparait déja dans les propriétés suivantes :

PrOPOSITION 7. — Sous les hypothéses standards on a, pour k=k,,

Im (can) N Ker #*=Ker§,

et

can (Ker #%)=Ker (ob,) N Ker §,

ou —2in N, désigne le logarithme nilpotent de e*™T, ou T, désigne la monodromie
agissant sur Hf (u).

Pour ee Ker A#* la nullité de 8, (¢) est donc une condition nécessaire et suffisante pour
que e soit dans I'image de can : H” (u) -» H" (u). Mais il se peut que I’on ait eeIm (can)
sans avoir eecan (Ker.4#¥); ob, (¢) donne exactement I’obstruction pour cela. On déduit
de la proposition 7 le corollaire suivant

CoROLLAIRE 8. — Sous les hypothéses standards, I'ordre de nilpotence de la monodromie
agissant sur le quotient H" (u)/can (H? (v)) est au plus égal a k.

La proposition 7 et le corollaire 8 sont prouvés au paragraphe c.

Définissons maintenant ce que nous appelons le phénoméne d’emmélement de strates
sous les hypothéses standards.

(®) Pour k = k, on montrera que ob,, =0b,°.4 (voir § b, n° 3).
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DEFINITION 9. — Sous les hypothéses standards, on dira que I'on a emmélement des
strates {0} et S (pour la valeur propre e~ *™ 1) si 'application canonique

can: H(u) - H"(u)
n’est pas un isomorphisme.

Remarque. — Si Porigine est une singularité isolée relativement & la valeur propre
e 2™ (#£1), il résulte du théoréme 3 que le phénoméne d’emmélement n’a pas lieu. En
fait, sous cette hypothése, la strate S n’existe pas!

On obtiendra (mais comme conséquence de la proposition 12 ci-dessous) la caractérisa-
tion suivante du phénoméne d’emmélement en terme du faisceau H* ! (u).

ProposITION 10. — Sous les hypothéses standards on a emmélement si et seulement si
lon a

H{o,(S,H" ™! (u)) #0.

4. L’étape suivante de notre étude consiste a introduire une forme hermitienne non
dégénérée (localement constante) sur le systéme local H" ™! () |s.. Celle-ci est définie en
utilisant la trivialité topologique locale de f le long de S* qui permet d’identifier pour
chaque ceS* la fibre en o de H" ! (1) avec la partie spectrale pour la valeur propre
e %™ de la monodromie agissant sur la cohomologie en degré (n—1) de la fibre de
Milnor de f |Pc ou P, est un hyperplan transverse & S* en o. La situation pour le germe
en ¢ de f |Pc est celle d’'une singularité isolée pour la valeur propre e~ 2™, ce qui donne
(voir le théoréme 3) une forme hermitienne d’intersection non dégénérée sur H" ! (u),.

On obtient ainsi une forme hermitienne localement constante naturelle 4 sur le systéme
local H* ! (1) |s.. En utilisant le cycle fondamental de S* qui est ’élément de H, (S*, C)
défini en coupant S* par une sphére de centre 0 et de rayon assez petit, on obtient un
accouplement sesquilinéaire non dégénéré (donc une dualité hermitienne)

F: HO(S*, H*!(u) x H! (S*, H""! (u)) - C.

Notre objectif suivant sera de donner une formule analytique permettant de calculer
% (e, n) pour e HO (S*, H" ™! (u)) et ne H! (S*, H" ™! (u)).

Pour donner une telle formule, il faut évidemment commencer par donner une représen-
tation analytique des éléments de H® (S*,H" ™! () et H! (S*,H" ™! (u)). Ceci est obtenu
grice a la proposition 5 combinée avec un analogue de la proposition 2 sur un voisinage
ouvert de Stein % de S* dans X*.

ProposiTioN 11. — Sous les hypothéses Standards, considérons k et k'Zk, et soit
ecH® (S*,H" ! (u)) représenté par ve H® (S*, Q" (k)) tel que 8,v=0 induisant 1, (e) dans
HO (S*, 1" (k)) ().

M1 (k) %
~

(°) Sous nos hypothéses on a des isomorphismes H* ™! () [sx S A"~* (k) |s« S h" (k) |s+ (voir proposition 5).
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Soit neH! (S*, H" ™! (w) induit par weH° (S*, Q" (k') vérifiant dw=0, au sens que
0, (W)=n [ou O, a été définie a la proposition 5; on utilise ici I'analogue sur % de la
proposition 2 pour calculer H" (X*, (Q" (K'), 8,)) = H" (%, (Q’ (k'), 8,)) puisque les faisceaux
de cohomologie du complexe (Q' (k), 8,) |x» sont concentrés sur S*].

On a alors

ko

?) Qinyh(e,n)= Y. (—l)““Pa(K=—u,j IfIZ*E;_ZAv?,‘,Ava/\y>

a=1

si 7y est une forme C* de degré 1 au voisinage de S* vérifiant (1°) :
(1) Supp yNS* est compact;
(ii) dy=0 au voisinage de S*;
(iii) 7y induit dans H} (S*, C) la classe du cycle fondamental de S*.

On a utilisé dans la formule la notation P,(A= Ao, F (A)) pour désigner, si F est méromor-
phe dans C, le coefficient de (\—A\o) ™ ¢ dans le développement de Laurent de F en A, (donc
P, =Res).

La proposition 11 permet de montrer que I'image de 8, (pour k > k) est contenue dans
I'orthogonal pour / du sous-espace H (S, H* ! (1)) de H® (S*,H" ! (1)). La proposition
suivante montre que pour k assez grand on a en fait égalité.

PROPOSITION 12. — Sous les hypothéses standards, pour k= Sup (ko, k,) l'image de 9,
est exactement l'orthogonal pour h du sous-espace H®(S, H" ! (u)) de H°(S*, H" ! (u))
dans H* (S*, H" " ! (u)).

Les propositions 11 et 12 seront prouvées au paragraphe d.

Le résultat suivant est un des points clés de notre étude. Il montre que la non-nullité
de ob, (¢) pour eeKer #*(k=k,) se traduit par apparition d’'un péle d’ordre >=k+1
(i a e) pour le prolongement méromorphe de J | f]* 0 en A=—u—j avec jeN, j>0

X

en un sens trés fort, puisque ’on obtient la non-nullité¢ de la partie polaire d’ordre £+ 1
comme fonctionnelle analytique (ce qui signifie non seulement la non-nullité¢ d’un courant,
mais le fait qu’il n’est pas d'’-exact a support 'origine!).

THEOREME 13. — Sous les hypothéses standards, considérons e e H" (u) vérifiant /™*e=0
avec k=k,.

(1% Si peCZ(X) vaut identiquement 1 prés de 0, y=dp convient.
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On a alors équivalence entre les propriétés suivantes :
1° ob,(e)=0;

2° si we HO (X, Q" (k)) vérifie dw=0 et ri (w)=e (}1), pour chaque je Z la fonctionnelle
analytique

Pk+1<>"= _“’J |f|2xf_jd7f/\wk/\m>

est nulle.
De plus pour vérifier la condition 2°, il suffit de le faire pour je[0, n+1].

Sous les hypothéses standards, on sait d’aprés [B.M] théoréme 4 et le corollaire 4 ci-
dessus, puisque la restriction de f a une section hyperplane transverse en un point ¢ € S*
a une singularité presque isolée pour la valeur propre e~ 2™, que le long de S* les poles
en —u—j pour jeN, j>0 du prolongement méromorphe de | f |** seront d’ordre exacte-
ment k,. De plus il résulte de [B. 1] et de la définition de k; qu’on aura au voisinage de
0 des pdles d’ordre =k; (toujours —u—j pour jeN, j>0). Nous allons maintenant
montrer que la présence d’un poéle strictement plus grand que le minimum attendu, a
savoir Sup (k,, k,), implique I'existence du phénomene d’emmélement.

THEOREME 14. — On se place sous les hypothéses standards et on suppose que le prolonge-
ment méromorphe de |f|* admet en A=—u—vy, ou voeN, un péle dordre
k=Sup (ko, k;)+ 1. Alors on a ob,_, #0 et donc emmélement. De plus on a nécessairement

kZko+ Sup (ko, ky).
Les théorémes 13 et 14 seront prouvés au paragraphe f.

5. 1l est important de remarquer a ce stade que I’on ne peut espérer une réciproque
naive du théoréme 14. En effet supposons que k,=2, que k,=1 et que, de plus,
I’emmélement se produise au niveau non pas d’un bloc de Jordan de taille (2,2) de H" (u),
mais seulement au niveau d’un vecteur propre e€ H" (u) qui ne soit pas dans Im A4". De
maniére précise, cela signifie que ob, (¢)#0 mais que ob, est nul sur Im.4#" (et donc
ob,=o0b, A" =0).

Le théoréme 13 assure alors de I’existence d’un pdle double provoqué par e qui est
emmélé. Mais comme nous avons supposé k, =2, il existe ee H" (u) tel que 4" ¢#0 et ¢
va provoquer un pdle double également (d’aprés [B. 1]) sans que le phénoméne d’emmé-
lement ne se produise au niveau du sous-espace vectoriel engendré par € et A4 €. Ceci
montre que si 'emmélement a lieu & un niveau de nilpotence trop petit par rapport a
k,, on peut avoir emmélement sans qu’apparaisse un pdle d’ordre strictement plus grand
que Sup (koy, kq).

(*Y) Voir la proposition 2.
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Une maniéere d’énoncer une réciproque du théoréme 14 consiste alors a demander (au
sens du théoréme 13) que chaque élément e de H"(x) ne provoque pas de pdle d’ordre
supérieur a I'ordre de nilpotence de .4 agissant sur le sous-espace vectoriel .4 -stable
engendré par e. Ceci peut se formuler de maniére simple grice a la formule
oby, + »n="0b, e A" en demandant que la nullité de oby, sur Ker ./ (qui implique celle
de ob, sur Ker /¥, Y k>k,) implique le non-emmélement.

Ceci est encore trop demander si k, est strictement plus grand que 1. En effet il est
possible que ’ordre de nilpotence de 4" agissant sur H(lo}(S, H"~! () soit strictement
plus petit que k, sans que H{,, (S, H* ™' () soit nul (si k,>1).

On peut alors avoir emmeélement bien que Sbko soit identiquement nulle. Cela montre
que dans un tel cas il faudrait, pour décrire complétement le phénoméne d’emmeélement,
considérer une application

oby,—y: Ker#® ot 5 HY (S, H" ! (u)/Im A0~ 1)

ce que nous ne ferons pas ici.

Le résultat suivant permettra au moins d’obtenir notre réciproque pour k,= 1.

THEOREME 15. — Sous les hypothéses standards considérons eeH"(u) vérifiant
A*0(e)=0 et Ob,, (€)=0. Alors on a ¥*0~' (¢) e Im (can).

La démonstration de ce théoréme est délicate et utilise la stratégie de démonstration
élaborée dans [B.2]. On en déduit facilement la réciproque annoncée.

COROLLAIRE 16. — Sous les hypothéses standards, supposons que l'on ait ky=1. Alors
l'emmélement se produit si et seulement si on a

b, #0.

En particulier pour k, =1 I'emmélement se produit si et seulement si les poles en —u—j
pour jeN, j>0 du prolongement méromorphe de | f |** sont doubles.

Le théoréme 15 et le corollaire 16 seront prouvés au paragraphe g.

Nous terminerons en montrant un exemple simple ot: le phénomene d’emmeélements a
licu et en détaillant un calcul direct des poles correspondants du prolongement méromor-
phe de | /' |** au paragraphe h.

II.

a.

N° 1. Soit X une variété complexe (lisse) et soit f : X — C une application holomorphe.
On supposera que f n’est pas identiquement nulle sur une composante connexe de X.
Fixons ke N* et ue C et introduisons sur X les faisceaux

QP (k)=Q%[f '1®C*  pour peN.
C
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Définissons la différentielle 8:Q7(k) > QP*!(k) de la fagon suivante: pour
acQ%[f '] et ve C* posons

d(a®v)= da®v—<%f/\ a) ®uId+N,) (v)

ou N, eEnd¢ (C*) est donné par N, (b)=b;,, si je[l, k—1] et N (b)=0 si by, ...,b,
désigne la base canonique de C*. On a alors §°5=0 et nous noterons par h? (k) le p-
iéme faisceau de cohomologie du complexe (Q° (k), 8).

VisUALISATION. — Une section sur un ouvert U de X du faisceau QF (k) est un vecteur
colonne de p-formes différentielles méromorphes a poles dans (f=0) et la différentielle &
est donnée « concrétement » par

Introduisons maintenant sur les complexes de faisceaux Q’ (k), 3) les opérations suivantes,
ou k' est un entier :

Jersws Q) > Q (k+k)

est donné par ji 44w (W®b)=w®b,; ., ie(l, k) ou I'on a noté b, ...,5,, la base
canonique de I’espace C***'. C’est un morphisme de complexes de degré 0 qui se visualise
ainsi :

k'zéros

ikt Q(k+k) - Q (k)

est donné par m, ., , (W®b)=w®b; si j<k et 0 si j>k. Cest également un morphisme
de complexes de degré 0 qui se visualise ainsi :

Witk Wi
Tk, k . =1 :
Wy wy
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N Q (k) > Q (k) est donné par A =j,_; °m ;. Cest encore un morphisme de
complexes de degré 0; il se visualise ainsi :

w
k-1
Wy .
Ml Yy= -
k : W,
"
! 0

et enfin pour &, k' e N*
Tw: QR)->QTHE)

défini par
0 si i#k
T (W®B) = (”_llf/\ w>®b i i=k
1
f
On a alors
‘ck’kl°6+6°‘tk,k'=0

et c’est donc un morphisme de complexes de degré + 1. Nous noterons simplement par
7, 'endomorphisme 1, , de (Q' (), &°).

On a les formules élémentaires suivantes :
Ttk ki +k T, btk =Tk, k+ ke +k

kJVp:jk—p,k"nk,k—p pour pe(0,k—1)

et
rk —
th _O
Je itk kN = ke N i kvwes Ttk ® T k+k0 = Tk k
T ° T, =0.

Nous noterons par les mémes symboles les morphismes induits par ji i+ Tsr, 1o 1> T
au niveau des faisceaux de cohomologie 4.

LEMME 0. — On a sur " (k) l'identité suivante :
. — k’ .
Ji ki T = Teaie vk N i krne

Démonstration. — Prouvons déja ’assertion pour k'= 1 avec k arbitraire; on veut donc
montrer I'égalit€ ji ;41 ° T, =Tyt ° g4 1A i k+1 SUr A2 (k). Soit we QP (k) vérifiant dw=0;
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on a alors :
(W)= <i;f A wk> ®b, dans Q7*! (k)
et donc
. daf 1
Jek+1 (W)= 7 AW, |®b, dans QP! (k).
Mais

k—1 k-1
Jikr1 W)= Z w;®b; 14 et k1N Gk W)= Z w;®b; ,

i=1 i=1

dans Qf (k+1). On a donc
d
Tt 1 et 1V Uiy ke 1 W) = <7f/\ Wk—1> ®b;.

Nous voulons montrer que

(§rm)onr ($om-Jon

induit 0 dans #7*! (k+ 1) (sous ’hypothése dw=0). Mais on a :

S(—w,®b,)=—dw,®b, + <d7f A wk> ®(ub,+b,)

par définition de 8. Comme dw=0 donne la relation

df df

aw,=u.— /\w,‘~l~7 AWi_q

on aura
d d
S(—w,®b,)= <7f/\ wk)®b2— <?f/\ wk_1> ®b,

ce qui prouve notre assertion pour k'=1.

Supposons maintenant le résultat prouveé pour k' = 1 et pour tout k€ N*, et considérons
la composée :

Jek+k+1 e T 1, kv ke +1 T k+1° e
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D’apres le cas k'=1 on aura

Ttk +1° T =T+ 1kt +1° Tt “kr 1N T k4 1-
En utilisant le résultat pour k" avec k+ 1 (hypothése de récurrence)

Jer 1kt +1° = Thtk+1 °k+k’+1'/Vk,°jk+1,k+k’+1 k1N Ji k1
En utilisant les formules €élémentaires
Tt otk +1 kb 1Y Z kv 1N Tt 1, vk 41
et
Jir 1k +1 Tkt 1 =i, ket ke 41

on obtient successivement

. _ k' +1, . k'+1, 7
Je k41 T = Teak+1  ktk+1 A Tt ki k+1 T k4 1 =T a1 kb 41V Tk krk+1

ce qui achéve la preuve du lemme 0.

a.

N° 2. Soit X une variété complexe lisse et connexe et soit f:X — C une fonction
holomorphe non constante sur X. Rappelons que le complexe de De Rham relatif (*2)
de fest défini en posant

O] Qe = [f 1 df A QT I 1]
pour i21et QF ,=Q%[f 1]
Alors la différentielle d passe au quotient et donne une différentielle
d: Qi —Q}, Viz0.

Nous noterons par #7 le p-iéme faisceau de cohomologie du complexe (Qy,;, d) res-
treint 4 £~ ! (0). Le faisceau #? se décrit directement comme suit :

{0 eQP[f~1)/df nda=0)

) HP= (T A

Remarquons que pour p=1 le faisceau H? (Qy,, d) est de toute fagon concentré sur
/~1(0) d’aprés le lemme de Poincaré holomorphe dés que 1’on suppose que {df, =0} est
contenu dans f~1(0) [ce qui est automatique au voisinage de £~ (0)].

(**) Localisé en {f=0}.
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Posons K=C {s} [s™']. Alors pour chaque p le faisceau #” sur ' (0) est naturelle-
ment muni d’une structure de faisceau de K-espaces vectoriels et d’une K-connexion V,
dite connexion de Gauss-Manin.

La structure de faisceau de K-espaces vectoriels est donnée pour U ouvert de £~ (0)
et ae H? (U, Q°[f ~1]) vérifiant
do=df n B
par

g.a=(g°f).a ou gekK.

La connexion V est simplement donnée par Va=p.

Introduisons maintenant le faisceau H?, p=0 sur f~!(0) dont la fibre en xef ! (0)
est le p-iéme groupe de cohomologie a valeur complexe de la fibre de Milnor de fen x.

Il est bien connu (voir [D.2] ou [M.2]) que ces faisceaux sont constructibles et
munis d’un automorphisme (constructible) de monodromie que nous noterons T. En
xef~1(0) T agit sur H2 comme opérateur de monodromie pour la fibration de Milnor
de fen x.

Notons par H? (1) le sous-faisceau constructible de H? donné par
HP (u)=Ker (T — e~ 2im)k

pour k>0 (k=dim X suffit d’aprés le théoréme de monodromie et on peut se limiter a
prendre ue Q N [0, 1]).

Nous noterons par

1 )
N == — Log(ez"“‘T|H"(u)).
2im

p

Nous nous proposons de donner une description (désormais plus ou moins classique)
du faisceau de K-espaces vectoriels 4 connexion (#7,V) sur f~!(0) en termes des
faisceaux constructibles H? (1) munis de leurs endomorphismes nilpotents A",

L’isomorphisme «:HP(u) > T?(u): Soit keN assez grand pour avoir A~ ';,=0
(k=zdim¢ X sulffit).
Posons alors

def k-1
AP (W)=H W)® < ® Cs* (Logs)j> .

C \j=0
C’est un faisceau C-constructible sur £~ (0) et définissons
T AP(w)-> APw), C-linéaire
par

T (e®s" (Logs)y)=Te®e?™s*(Logs+2iny
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et posons

I'?(w)=Ker (7 —1d).

LemME 1. — L’application x : H? (u) — A" (u) donnée par

k—

1
1 . )
K(e)= ) — A (e)®s"(Logs)
j=oJ!
induit un isomorphisme de H? (1) sur T'? (u).
Démonstration. — On a
K(e)=exp (A ,®Log 5) (e®s").
Donc
T (x(e))=exp (N ,®(Logs+2in)) (T e®@e*™ s*)
et comme

™ T=exp(—2in.AN,)
T (x(e))=exp (S ,®Logs)exp(2in A ,®1)exp(—2in N ,®1)(e®s*)

421

=exp (A ,®Logs) (e®s*)=x (e).

Donc k (e) e I'? (u).
Réciproquement, considérons
k—1 e
e= Y < ®s*(Logs)
j=0J!
dans I'? (u).
Comme J =g, on aura

&

k—1
Y exp(—2in/Vp)(e'>®s“(Logs+2in)i=s

j=0 J!
et donc
k—le k—1 e
Y j—:'®s"(Logs+2i1t)f= Y, expRin.A,) <j—"'>®s“(Logs)j.
j=0J- 0 !
Cela donne le systéme, ~€[0, k—1]
k-1 e e
(O Y C;!(zin)f-"j—{ =exp(2i1tJVp)(}1—';>
j=h ! !
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pour A=k —1 on obtient
e-1=exp2in.A))(e-1)

et donc A", (e;-1)=0.
Supposons montrer que e, .,=.A4";(e,+;) pour tout v=0. On aura alors d’apres

Q)

h—1

J! iy~ = ; n
Lo G T @A) G
donc
+ 0
2in) .
ot T E N ) =exp Qin ) e
A=1 :
en posant
E=+Z°°(2m)* -
1 AP
on a donc

E(eh+1”=/Vp(eh))=0

et comme E est inversible (car A~ 'I‘,=O) onae,;=AH,(e).
Donc I’application k est surjective sur I'? (u). Elle est clairement injective, c’est donc
bien un isomorphisme, ce qui achéve la preuve du lemme 1. W

Remarquons avant de continuer que I'opérateur 1®s (d/ds) agit sur

k-1

k(=) %JVJ (e)®s" (Log sy

j=o0 J:

par Idu+ A4 ,)®1.
Nous définirons alors 'action de 4", sur I'? (1) en posant

N p () =K (AN, (e)).

Maintenant pour chaque xe f~!(0), I'’”(u), s’identifie au sous-espace vectoriel engen-
dré par la base de I’extension « a la Deligne » du sous-fibré de Gauss-Manin de fen x
relatif 4 la valeur spectrale e~ 2™ de la monodromie (13), relatif a4 la cohomologie de

(*3) Si on a choisi 0 < u < 1 C’est ’extension de Deligne [D.1].
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degré p. On a donc un morphisme naturel
I?(u) » #°
qui s’étend en un K-morphisme a connexion

I'’ (W) ®K — #?
c

ou la connexion sur I'’ (1)®K est donnée par
c

d
V(8®g)=(Idu+JVp)(e)®§+s®d—§.

LEMME 2. — L’image naturelle de TP (1) dans 7 est le sous-faisceau Ker (s V— u)* pour
k>dimX.

Démonstration. — 11 est clair que si eeI'?(u), on a (s V—u)*(€)=0 puisque sV agit sur
I'?(u) via (Idu+.4",)®1 comme on I’a remarqué plus haut.

Prouvons la réciproque; soit donc ae#”? ou xef ! (0), vérifiant (sV—u)*(x)=0.
Représentons (sV—u)* /(o) par une forme méromorphe (relativement fermée) o; pour
j€[0, k—1]. En choisissant ces formes méromorphes convenablement (}#) on aura

df df

do=u— Ao+ = Ad_ g, Vjell, k]

avec la convention a,=0.
Si N,eEnd(C*) est défini (comme au n° 1) par N, (b)=Db;,, pour je[l, k—1] et
N, (b)=0ou b, ... b, désigne la base canonique de C*, posons

k

o= z o,;Qb;

ji=1
et
e=exp (—(Id u+N,) Log s) ().

k
Posons de méme e=Y e;®b;.
1

On aura alors

M

<

«:
If

(=)

(**) Voir le lemme A de [B.1].
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et la monodromie de f (Logs — Logs+2in) agit sur les e; via
Q) Te=exp(—2in(Idu+N,))e.

Donc e, . . . ¢, sont des sections horizontales du fibré de Gauss-Manin qui engendrent
un sous-espace T-stable. On a donc e, . .. ¢,e H? (u) et I'action de 4", sur les e; coincide
avec celle de N,. On a donc

N,(e)=e;_y,  Vje[l,k]

avec la convention e, =0.
Comme on a a=exp ((Id u+ A4 » Logs) (e), on aura

k-1

1 ; :
%= Y —4}(e) @ (Logs)

j=0J!

et donc a=x«(e,) ou e, € H? (u).
On a donc bien a€I'? (1) ce qui achéve la preuve du lemme 2. W
En introduisant la décomposition spectrale de la monodromie, on a une décomposition

HP= @ %p(e—Zinu)

e 2imucgpecT

en somme directe de faisceaux de K-espaces vectoriels a connexions. Avec ces notations,
il devient clair, compte tenu du lemme 2 et du fait que #?(e”2:"*) est le K-espace
vectoriel engendré par Ker (s V—u)*, que le K-morphisme respectant les connexions

I'’(u) ® K - #7
C
que l'on a introduit ci-dessus, est un isomorphisme (de faisceaux de K-espaces vectoriels
a connexions) de I'” () ® K sur #7(e"2i**). En identifiant, via le lemme 2, I'? (u) et
C
Ker (s V—u)*, ceci donne la décomposition

3) #'~  @®  K.T@).

e 2imUcgpecT

Ceci va nous permettre de décrire complétement les solutions de 1’équation
sV-—u)(z)=a
pour ae #” donné et ze P inconnu.

LEMME 3. — On suppose o et u dans [0, 1[. On suppose que f (x)=0.
Soient o, . . ., oy des germes en x de p-formes méromorphes (a péles dans f=0) vérifiant

@) docj=cfj—f: Aoyt flfi Aoy, Vje[l, K]
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avec la convention a,=0.

1° Si o # u alors pour tous g,...g,€C{s}[s™"] il existe hy, ..., h, dans C{s}[s™!]
tels que

si

k

k
a=Y g0, et b=) hjo
1

1

on ait
db—udl A b= g A a.
f f
2° Si o=u la conclusion reste valable dés que g, ..., g n'ont pas de terme constant

dans leur développement de Laurent en 0 (i.¢. par rapport a s). Les h; peuvent alors étre
choisis avec la méme propriété.

Démonstration. — La relation

db-uY Np=Y

u

se traduit par
dj
S by = 7f A Qg
ou

82=dz—ui A Z.
f

Comme on a
5(E.2)=(88).z+E.dz
pour £€C {s}[s™ '] er ze Q?[f '], ol on a posé

se=L 1% n¢,
ds s

cela donne en utilisant (4) (avec la convention A4, , ; =0):

k k
dfl A ,;1 <s% +(0'—u)hj+hj+1>ozj= t;l A (legjocj)
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1l suffit donc de trouver des 4, . . .h, dans C {s} [s~] vérifiant :

dh;
®)] de;""(c_u)hj'*hﬁl:gr

Posons g;= Y g5 s™ et cherchons A; sous la forme
m = mg

hi= Y hrs™

m 2 mg

L’équation (5) conduit alors a
(6) (m+o—wh?+hy =g}

Pour 6 #u on a VmeZ, m+o—u # 0 (et cela reste minoré en valeur absolue), donc
on a existence et unicité des 47. La convergence de ). g7 s™ donnant celle de ) A7 s™
m

m

Pour o=u, seule I'équation pour m=0 posera un probléme, mais la condition g=0
pour j=1,2, ..., k assure lexistence et l'unicit¢ de la solution avec h)=0 pour
j=1,2, ..., k. On obtient également la convergence dans ce cas des séries Zh;" s™ de

m
celle des séries Y. g7's™.
m
Ceci achéve la preuve du lemme 3.

CoROLLAIRE. — Notons par K*={geC {s}[s™']/g(0)=0} ou g(0) désigne le terme
constant du développement de g en série de Laurent en 0.
Alors pour tout ac( @ HP(N) @ K*I'P(u) il existe

A #E e—2iuu

be( @ APM)BOK*I"(w)

Lt e 2inu
tel que
(sV—u)(b)=a.
Donc pour tout tel a et tout ke N, il existe

be( @& ATM))SK*T"(w)

Lt e 2inu
tel que
sV—w*b)=a.
Autrement dit on aura, YV ke N, les isomorphismes

HP(sV—uff (A7) =~ T? w)/(s V—u)*(T'? (u))
~ HP (u)/Im A%,
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Preuve. — Ceci n’est qu’une reformulation du lemme 3 utilisant les résultats précédents,
puisque les décompositions

HP >~ @ HP(N)
A

et
HP(e 2 =K*T?(u) ®I* (u)
respectent I’action de sV —u.

a.

N° 3. Notre but maintenant de mettre en évidence des relations précises entre la
cohomologie du complexe (Q (k), 8,) défini au n° 1 et celle du complexe de De Rham
relatif (Qy,;, d) qui a été décrite au n® 2.

LEs MORPHISMES i ET . — Définissons i : Q , — Q"' (k) en posant
i(w)=<jir A w>®b1.

On utilise ici les notations du n° 1; on remarquera que, bien que w soit une forme
relative, df]f A w est une forme absolue. On vérifie immédiatement que §,°i+i-d=0 et
i" définit donc un morphisme de complexes de degré + 1.

Nous noterons encore par i le morphisme induit sur les faisceaux de cohomologie
Pi AP hP(K).
Définissons r’: Q' (k) » Qy,, en posant

rOwb)=w,.

r(8u(Zwi®bi))=dwk—u‘;—f A Wp— %{Jj A We_y

qui coincide avec dw, dans Qy,; la relation
red,=der

montre que r~ est un morphisme de complexes de degré 0.

Remarquons enfin que le composé i°r coincide avec le morphisme
T Q' (k) > Q1 (k) de degré + 1 introduit au n° 1 et que le composé r° i est nul.

ProrositioN 1. — Soit X une variété complexe connexe et soit f: X — C une fonction
holomorphe admettant au plus la valeur critique 0 et non identiquement nulle. On a pour
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tout ue C tout ke N* et tout pe N une suite exacte de faisceaux sur Y=f"1(0):

ip—1

HPTL > kP (k) - .}f P
ou l'on a noté par i’ et r’ les morphismes induits en cohomologie par i et r'.
On a de plus les isomorphismes de faisceaux
ImP™ ! > P~ (sV—uwl(#P~ 1) ~H "' (w)/Im A% _,
et

Imr? ~ Ker (s V—u)* ~ Ker /% =« H? (u)

N =~ L'Log(e'z""“T/H* (w)).
2im

On a donc une suite exacte courte « naturelle »

rP (k)

0— H?™! (w)/Tm A% _, TYE Ker 4% — 0.

. . .\ .
Remarque. — Si on suppose que, sous les hypothéses de la proposition 1, on a A", =0
sur H” (1), les deux suites exactes

ip—1

HP ' (y) > h"(k)—»H"(u)—-»O

et

1

0—>H"(u)—>h"“(k) - HP*"'(u)

se recollent en la suite exacte

ip—1 174 rpt1

HP "1 (u) —» h?(k) - hP*1 (k) > HP ! (k).

Siona HP ' (u)=0et H?*! (1)=0 sur X, tf sera donc un isomorphisme.

Preuve de la proposition 1. — (a) Ker#  1=Im((sV—u)*: #? 1 > P 1),
Si weQ&;;! vérifie i#~' (w)=0 dans h” (k), il existe v, . . .0, € QP! [f '] vérifiant

* 8<Zvj®bj>=(‘;l/\w>®b1.
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On a alors

**) d-uj=ugﬂ~/\vj—i-i/\vj_1
pour je[1, k] avec la convention v, =w. On en déduit que v, e #7 ! et que (sV—u) v, =w
dans #7771,

Réciproquement si w=(sV—u)*(v) ou ve #7~ ", choisissons v;e Q%" [f '] induisant
(s V—=u)*"/(v) et vérifiant (* *¥). On en déduit (*) et donc que i# ! (w)=0.

(b) Imr?=Ker ((sV—u)k :#7 — #P).

Par définition de r?, si weh? (k), on a (s V—u)*(w,)=0 dans #7.

La réciproque est donnée par le lemme A de [B.1], compte tenu de isomorphisme
k: H?(u) » I'? (u) et du lemme 2 du n° 2.

(¢) ImP~*=Kerr?.

Siwe#? ! onadflf A" (w), =0, ce qui montre que 7! (w), =rP (P~ (w))=0 dans
A" et donne l'inclusion Im#~! = Kerr?.

Réciproquement, considérons weh? (k) vérifiant r?(w)=0. Représentons w par un
cocycle w=Y" w; ® b;eQF (k), 8,w=0. Comme r? (w)=w, induit 0 dans #7?, on peut
trouver a, be QP [ f ~1] vérifiant

af

w,=da+ 7 A b.

Le résultat découle alors des deux lemmes suivants :

LEMME 4. — Si acQP 1 (k) vérifie (dflf) A da=0, alors la classe de (df]f) A a dans
hP (k) est dans le sous-faisceau i (#P~1).

Démonstration. — Par linéarité, il suffit de voir que si a;=0 pour j#j, et si
da;, A df]f=0 alors la classe de (df/f) A a dans h” (k) est bien dans i (#7~ 1), ce que nous
allons prouver par récurrence sur j.

Pour j,=1,

d‘_f_/\a=(g/\al>®bl et i/\d(h:()
f f A

par hypothése; c’est un élément de i(#7"') par définition [a;e#?™! et
i(a)=Wdflf) A a) ® by].

Supposons le résultat établi pour 1 < j, < k— 1 et montrons-le pour j, + 1. Définissons
b dans Q”~' (k) par b;=0 pour j # j, et bj,= —aj,+,- Alors on a

d
(8b o™ —daj0+1+u?f- N Qjg+1

d
(8)jo41= 7f A Gjy+1
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et (8b);=0 pour j # jo, jo+ 1.
Donc

(‘;—f/\a— Sb) =0 pour j # j,

Jj
et

(i Aa— 8b> =dajo+1—ui A Gjoyq-
f f

Jo

Posons da;, ., =(df]f) A a. On aura alors

<‘;l/\a—8b> =0 pour j#j,

J

et
(i/\a— 8b> =£/\'y avec Y=0—uaj .,
f Jjo f

et

i Ady= @ A doz—ui A da;, . 1=0

f f
car

i/\doc=0 et EZZ/\alajoﬂ=0

d’aprés notre hypothése.

L’hypothése de récurrence sur j, donne alors que la classe dans A” (k) de (dff) na—
3b est dans i (P~ 1); c’est donc aussi le cas pour (df/f) A a et le lemme 4 est démontré.

LEMME 5. — Soit weQP(k) vérifiant Sw=0 et w,=da+{dflf)Anb avec
a, beQP 1 [f 1. Alors la classe de w dans hP (k) est dans i(#P~ 7).

Démonstration. — La relation dw=0 donne en particulier

dw,—u— A w,— =— A w,_;=0

et comme w,=da+ (df/f) A b, on aura

€)) (;—f/\ (da+b)+w,_,)=0.
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Définissons £€QP ' (k) en posant si k=1, E=aetsik =2, &=a, &_,=—(ua+b) et
£;=0sij< k-2

On a alors pour k=1, w=38E + (df]f) A (ua+ b) et comme (1) montre que ua+be #?" 1,
on a w=i(ua+b) dans h?(1).

Pour k=2ona
2 w=03(E)+w

avec
w;=wk—<da—u‘;1 Aa- ‘j,l A [—(ua+b)1>
af

=w,—da— = A b=0
Wil 1 =We_1—8(— (ua+b)=w,_, +3(ua+b)(*%)

et

wi=w; pour j<k—-2.

Alors ve QP (k— 1) défini par

3) { Vot =Wp_ 1 =W_, +8(ua+b)

ViEWEW; pour j<k—2

vérifie dv=0 et v,_,=da’ +(dflf) A b’ puisque w,=0 dans H#? et w,_,=sVw,—uw,
implique w,_, =0 dans #?. Alors par récurrence sur k (on a déja traité le cas k=1) on
aura vei(#? ') dans AP (k—1), cCest-a-dire qu’il existe aeQP '[f '] telle que
dflf) A da=0et B'eQP~! (k—1) vérifiant

@ v=<‘;l/\a>®b1+8ﬁ’

dans QF (k—1). Notons par B I'élément de QF (k) défini par B, =0et B;=p;si1 £ j < k—1.
Les relations (2), (3) et (4) donnent dans Q7 (k)

&) w=6(§)+<§£Aa>®bl+SB+y

ou

v;=0 pour j#k

(*%) Ici & dénote 'opérateur « scalaire » d—u(dflf) .
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et ou

-

Comme on a d’aprés (4)

al'/\ dﬁ,’c_1=ﬂ ATV = ‘;l A (Wy_,+3(au+b))

f f
=0

d’aprés la relation (1), le lemme 4 donne yei(#7~ ') dans hP(k), ce qui achéve la
démonstration du lemme 5 par récurrence sur k.

Comme conséquence immédiate de la proposition 1, on obtient le

COROLLAIRE. — Les faisceaux h' (k) sur f ~* (0) sont C-constructibles. De plus le support
de h' (k) est de codimension au moins égale a i dans X.

Preuve. — Ceci résulte de la constructibilité de la cohomologie de R qui en degré p
est égale a H” (avec nos notations) ainsi que de la constructibilit¢ de I’automorphisme
de monodromie sur ces faisceaux.

Remarque. — On peut facilement prouver le corollaire ci-dessus en utilisant directement
le théoréme de constructibilité de M. Kashiwara [K.1]: il n’est pas difficile d’identifier le
complexe de De Rham du module holonéme régulier

//z=< ® Dxf-“(Logfy‘) ® Ox[/ ]

j=0
au complexe (Q’ (k), ).
Nous allons compléter la description du faisceau i (#7~ 1) :
LEMME 6. — Pour k' e N* l'image du morphisme (défini au n° 1)
Tox: W THK) > b (k)
est contenue dans i(#" ) et correspond via I'isomorphisme
(AP H)SH T (W) Im A%
décrit dans la proposition 1 au faisceau
Ker /%, [Ker #X_, NIm A5 _, .

SionaH"2(u)=0et Nk _,=N*_ =0, alors 1, , est un isomorphisme de h"~* (k')
sur i(A#PY) < kP (k), donc sur HP ™1 (u).

Preuve. — Il résulte clairement de la définition de 7, , et du lemme 4 que I'image de
Ty, est contenue dans i(#7 ') < kP (k). De plus si aeh?~' (k'), on a i(a,) =1, ,(a) et
donc via 'isomorphisme

(A7) S HP ! () Im Ak
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T,k (@) s’envoie dans Ker #"%_ . Réciproquement tout élément de Ker(sV—u)* dans
AP~ est induit par a,, ou ae h? ! (k") d’aprés lemme A de [B. 1]. Ceci prouve la premiére
assertion du lemme 6.

Si on a H? 2 (u)=0, alors la proposition 1 affirme que
rP= (k") - kPt (k") > Ker Af_ est un isomorphisme. Si A"5_; =0 on a donc des isomor-
phismes

P~ 1 (k) x~1
WP~ (k'Y —— TP 1 (u) ~ HP ()
Tk, k i
(AP~ < h? (k)
ce qui achéve la preuve du lemme 6.

LEMME 7. — On a les diagrammes commutatifs suivants, qui montreront la compatibilité
des morphismes r? (k) avec les morphismes ji_y vy et A" que l'on a définis sur les faisceaux
Kaun 1:

rP (k) rP (k)
WP (k) —— Ker Ak  h?(k)—— Ker #7%

Jk, k+k i ! " p

rP (k+k') rP (k)

P (k + k") ——— Ker A%+ p? (k) —— Ker 4%

ou i est I'inclusion évidente.

Démonstration. — Si aeh” (k) on a
Ji k+i (@ = 0

et donc

r?(k+k") Gy, k+x (@)=x""(ap=r" (k) (a).
k-1

De méme A (@)= Y. a;® b;,, et donc r? (k) (A (@)=« "1 (@)
1

Comme on a A", =s(d/ds)—u sur I'”(u) (voir le n° 2), on obtient

N~ @) =x" (@ y)
ce qui prouve la commutativité du second diagramme.
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b.

N° 1. Les faisceaux QF (k) ne sont pas cohérents sur X. Pour étudier les dégénérescences
de suites spectrales, il sera plus commode de remplacer le complexe (Q’(k), ;) par un
sous-complexe quasi-isomorphe dont les faisceaux sont cohérents, ce qui permettra
d’utiliser le théoréme B de H. Cartan.

Introduisons pour ge N les faisceaux cohérents

QP (k, 9= Q% ® C-.

fp+q P

On obtient ainsi un sous-complexe (Q’(k, g), 8,) du complexe (Q'(k), 5,). 1l résulte
alors du théoréme de comparaison de A. Grothendieck ([G], [BJ], p. 276 adapté a un
systéme local) que 1’on a la

PropOSITION 1. — Supposons keN et ueC fixés. Pour tout compact K de X, il existe
qg(K)eN tel que pour chaque q = q(K) l'inclusion

Q' (&, 9), 8,) - Q' (k), 3,)

soit un quasi-isomorphisme au voisinage de K.

Passons a la preuve de la proposition 2 :

Comme, sous I’hypothése de la proposition 2 on peut toujours remplacer X par un
ouvert relativement compact dans X, la premiére assertion se déduit immédiatement de
la proposition 1 [on utilise ici le fait que H°(X, Q' (k))= lim H°(X, Q (k, g)), ce qui

.
résulte du fait que { =0} n’a qu’un nombre fini de composantes irréductibles dans X].

Pour prouver la seconde assertion de la propositon 2, remarquons déja que les faisceaux
constructibles A/ (k) sont acycliques sur X car a support dans S ('®). On a donc
H!(X, W (k))=0, Vi = 1, ce qui donne les isomorphismes

H (X, Q" (k), 8,) 3SH° (X, W (k)), Vjz0.
En particulier la suite exacte
’:— 1

* (k)
0-hr""1(k) - h"(k) > Ker#/* >0

qui résulte, grice aux hypothéses k =k, et H" 2(u)=0, de la remarque qui suit la
proposition 1 du paragraphe a, n° 3, donnera via les isomorphismes ci-dessus (qui sont
compatibles avec le morphisme de complexe t,) la suite exacte désirée :

Tk Tk
0-H"" (X, Q' (k), §,) » H"(X, Q" (k), 5,) > Ker #* - 0,

(*%) Rappelons que S est une union finie de disques ayant leurs centres en commun.
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ce qui achéve la démonstration de la proposition 2.

b.

N° 2. Nous nous proposons maintenant de démontrer la proposition 5. Commengons
par un résultat d’algébre homologique.

PROPOSITION 2. — Soit n = 1 un entier, et soit Z un espace topologique. Soit (@', 8) un
complexe de faisceaux de groupes abéliens sur Z vérifiant les propriétés suivantes :

H. 1° Q=0 pour i <0 et H*(Z, Q)=0,Vk =1, VieN.

H. 2° Si i/ désigne le j-iéme faisceau de cohomologie du complexe (', 8) on a :
a. W=0 pourj#n—1,n;
b. H*(Z, W)=0,Vk =22 et Vj.

On a alors les conclusions suivantes :

C.

—

° HI(Z, Q, §) ~ HI(H(Z, Q), §), Vi 0;
2° U 1(Z, O, §) ~ HO(Z, h"~1);
o |H]"+1(Z, Q-, 8) ~ Hl (Z, hn)’.

4° on a une suite exacte courte

w

0-H'(Z, i" 1) > H"(Z, Q, §) > H°(Z, h") - 0

5° #NZ, Q, 8)=0pour i #n—1,n,n+1.
Si de plus, on suppose donné un morphisme ©: Q' — Q' *1 vérifiant :

H. 3° 1, 8+8,t=0 et T induit un isomorphisme de h"~* sur h",
alors la suite exacte courte de C. 4° est scindée par un morphisme

0: H"(Z,Q,S->H'(Z Y
qui se déduit naturellement de t.
Démonstration. — L’hypothése H. 1° donne déja la dégénérescence de la suite spectrale :
'Ey4=HI(H?(Z, Q', §)=0 si g#0
qui converge vers HP*4(Z, Q', §). On a donc ainsi C. 1°.
L’hypothése H. 2°, ¢ montre que la seconde suite spectrale :

"ERa=H(Z, i)=0 si q#0,1

qui converge également vers H?*4(Z, Q', 8) est sphérique. On a donc la longue suite
exacte (voir [Go.], p. 85)

> HY(Z, W)->H (Z, W) > W (Z,Q,8) - H(Z, W) > . ..

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L’ECOLE NORMALE SUPERIEURE



436 D. BARLET

qui donne 5° grace & H. 2°, a. 1l reste donc la suite exacte :

EN )
0->H""'>HZ ") >H(Z, ") >N"SH°(Z, i") > H (Z, h") > H"*1 > 0.

Nous allons montrer que J, et d, sont nuls, ce qui prouvera C. 2°, 3°, 4°. Notons par
K; le noyau de §: Q' > Q'*!. On a alors les suites exactes de faisceaux :

0-K,_,»Q 15K, >0

pour i £ n—2 puisque la nullité de 4 donne I’égalité Im &'~ =K. Comme on a K,=4°=0
pour n = 2, Iacyclicité sur Z des faisceaux Q° donne celle des K; pour i < n—2 (assertion
évidente pour n=1). La suite exacte

05K, ,»Q" 250" 2K, , -0

donne alors 'acyclicité sur Z du faisceau Q”_Z/K,,_zﬁai Im 8"~ 2. Alors la suite exacte
0-Imd" ?>K,_,»h 150
donne un morphisme surjectif
H°(Z,K,_,) > H°(Z, " ).
On déduit alors de C. 1° que la fléche
H*'(Z,Q, 8)->H°(Z, " 1)

est surjective, et donc que J, =0.

Pour montrer la nullit¢ de 0, il suffit de montrer (voir ci-dessus) la surjectivité de
I'application naturelle H® (Z, K,) - H®(Z, A"). La suite exacte

0-Q" YK, »K,»h >0
montre qu’il suffit de prouver la nullité de H* (Z, Q" !/K,_,), et la suite exacte

0-K,_,» Q" 15Q" VK, -0

montre qu’il suffit de prouver la nullit¢t de H*(Z, K,_,) puisque Q"' est acyclique
sur Z. Mais la suite exacte

0-Q" 2K, ,—»K,_,-»h" 150
et l'acyclicité sur Z de Q" 2/K,_, que I’on a obtenue plus haut, montrent que la nullité

de H?(Z, h"~ ') qui est partie de notre hypothése H.2°, entraine celle de H*(Z, K,,_ ).
Ceci montre que d,=0.

Il nous reste a construire le scindage 6 sous les hypothéses supplémentaires H. 3°.
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D’apres ce qui précéde et le fait que T soit un morphisme de complexe de degré 1, on
a un diagramme commutatif

ro
0> H"1(Z, Q, 8 »HZ " 1) =0

Lo

0-H' (@Z Y5 H(Z Q,8) - HZ k) >0

ou les lignes sont exactes et ou T, est un isomorphisme, ce qui donne immédiatement le
scindage désiré en posant

O=1—1°(rg)e(xy Dory

en effet, par commutativité¢ du diagramme ci-dessus on a r; °0=0 et donc 0 prend bien
ses valeurs dans H! (Z, /"~ '). C’est bien un scindage car on a 0°p=p puisque r, > p=0.

Ce scindage correspond a la construction suivante : comme on a
H"(Z, Q', 8) S H°(Z, K))/6H°(Z, Q")

tout eeH"(Z, Q', 8) peut se représenter par we H®(Z, Q") vérifiant dw=0. Comme
T:h""' > K" est un isomorphisme par hypothése, il existe acH®(Z, /"~ ') tel que
t(a)=w, ou w=r, (e) est 'image de w dans H°(Z, 4"). Si aeH°(Z, K,_,) a pour image
a dans H°(Z, "~ 1) [on a vu plus haut la surjectivité de H°(Z, K,_,) = H°(Z, "~ 1)], on
aura localement sur Z

Wz, =1(a) |z, + b,

ou b,eH®(Z,, Q" 1). Alors b,— b, définit un 1-cocycle a valeurs dans A", et on vérifie
facilement que I'image de ce cocycle dans H! (Z, A"~ 1) est 0 (e).

Remarque. — 11 est facile de voir que la considération du diagramme commutatif
déduit de 7 :
[ 1
0-HY(Z " YH—> H(Z,Q,S) —-H°Z -0
tl T

Pt
0— HY(Z K = H™Y(Z, Q8 -0

conduit 4 un autre scindage de p. Il est facile de vérifier que si on a t°t=0 alors ces
deux scindages coincident au signe prés. La relation t°t=0 sera effectivement vérifiée
dans les situations ou nous utiliserons la proposition précédente.

Plagons nous maintenant sous les hypothéses standards. Quitte a rétrécir X, nous
pouvons supposer qu’il existe un entier g (dépendant de k) tel que le morphisme de
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complexes de faisceaux
Q@ (k, @), 8) — (@ (k), 9)

soit un quasi-isomorphisme sur X, d’aprés la proposition 1 précédente. Montrons qu’alors
les hypothéses H. 1°, 2° et 3° de la proposition 2 sont satisfaites pour le complexe
(@ (k, g), d) restreint (topologiquement) & S*=S—{0}, dés que I'on a k = k.

D’abord S* est de Stein et admet donc une base de voisinage de Stein dans X
d’aprés [S]. Les faisceaux Q' (k, q) étant cohérents sur X, ’hypothése H. 1° résulte donc
du théoréme B de H. Cartan.

L’hypothése H. 2°, a est conséquence des hypothéses standards d’aprés le paragraphe a
proposition 1, et H. 2°, b résulte de la constructibilité des faisceaux A/ (k) et du fait que
S* est une réunion disjointe de disques épointés. Vérifions H. 3° : la premiére assertion
est une conséquence facile de la définition de t,; la proposition 1 du paragraphe a et la
remarque qui suit donnent que

.. W"Yk)S (k) pour k=k,

est un isomorphisme sur S*, d’ou la seconde assertion de H. 3°.
La proposition 5 résulte alors de la proposition 2 précédente.

b.

N° 3. L’objet de ce numéro est de prouver les assertions de la définition 6 et de la
remarque qui la suit. Ceci nous conduira a détailler la construction des applications ob,
et §, de maniére explicite.

Nous prouverons « dans la foulée » les formules suivantes (k = k,, K’ eN):
ob, ., =obe A ¥  sur Ker#k¥
0,..=0, sur Kera*

qui précisent la remarque qui suit la définition 6.

On se place sous les hypotheses standards et on fixe kK = k, ou k, est I'ordre de
nilpotence de la monodromie agissant sur H" ! (x). On note par ./, le logarithme
nilpotent de e~ 2'**. T ou T est la monodromie agissant sur H" ().

Soit ee Ker A47%; il existe, d’aprés la proposition 2, we H? (X, Q" (k)) vérifiant dw=0 et
r* (k) (w)=e. Pour chaque ceS* on aura sur une boule de Milnor X, de f en o (assez
petite) :

M W x, = T (a5) + 8b,

ou a, et b, sont dans H°(X,, Q"' (k)) et da,=0. En effet, sur S* on a, d’aprés la
proposition 1 du paragraphe q, la suite exacte de faisceaux

@) 0— H" ! (u)/Tm A%, — " (k) - 0
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puisque H" () est concentré en 0; on a de plus, puisque k = k,, la nullité de Im A"F_, et
un isomorphisme t,: A"~ ! (k) - h" (k) ~ H* ! (u). L’écriture locale (1) le long de S* ne
fait que traduire 'isomorphisme de faisceaux t,: A"~ ! (k) = h" (k) sur S*.

Sur X, N X, on aura bien sur

T (a,) +0b, =1, (a,)+ db,.

et donc 1, (a,— a,)=0 dans H° (X, N X,., h"~* (k)). Ceci montre que les a, se recollent
en une section globale ae H® (S*, h"~! (k)) telle que a|x_=a, dans H® (X,, #"~* (k)) pour
chaque oeS*. Montrons que I'image de a dans H{lo) (S, H"~ ! (u)) via la composée

m—1 (k)

HO (8*, h"~* (k) —— H (8*, H" ™! () 5 Hio, (S, H" ™' ()

est indépendante des choix effectués; ceci définit concrétement I’application ob,. Le
changement d’écriture locale (1) donne :

Wlx, =Ty (a,)+db,

avec da,=0 (quitte a raffiner on peut supposer que I’on ne change pas le recouvrement
considére), et donc

v (a,—a,)+8(b,—b)=0 sur  X,.

Par injectivit¢ de 7,: A" (k) h"(k) (sur S avec k=k,) on aura a,=a, dans
H°(X,, h"~* (k)) ce qui montre déja que la section ae H (S, A"~ * (k)) ne dépend pas des
choix locaux pour w donnée. Si on change le choix de w qui représente e, on aura d’apres
la proposition 2 :

w=w+1,(a)+8()
avec a’ et b’ dans H (X, Q"1 (k)) et 8a’ =0.
Dans Décriture locale de w on pourra prendre :
W |x, = (a5) + 8B,
avec a,=a,+d'|x_ et b,=b,+b'|x_. On remplace donc a par a+a’ dans H°(S, "~ * (k)).

Comme a' est la restriction a S* d’une section prolongeable a S de A"~ (k) S H" ! (1)
via T,, I'image de a+a’ est la méme que celle de a dans H{,, (S, H"™* ()).

On a donc bien vérifié le passage au quotient qui définit ob,.
Avant d’établir la formule

oby.p=0b, e N sur Ker /¥, k=k,,
remarquons que dans I’écriture locale précédente, a savoir

wx, =T (a5) + 8b,
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on peut remplacer I'isomorphisme 1, =1, ,: h"~ ! (k) - h" (k) sur S* par

T ki K1 (ko) = " (k) (voir§a, n° 3, lemme 6).

On aura alors

w |xo = Tko, k () + 8b,

avec d,e HO(X,, Q" ! (k,)), 8d,=0 et b,e H* (X,, Q" ! (k)) le recollement des d, ayant
lieu dans H® (X, N X, A" ! (k,)), 'isomorphisme 4"~ ! (k,) = H" ™! (1) sur S* permettant
de représenter ob, () e H}y, (S, H" ! (1)) par la section (d,) de h"~* (k,) sur S*.

Si eeKer /% et si weHO (X, Q" (k+k")) vérifie dw=0, r"(k+k') (w)=e, on pourra
représenter /¥ e par v=1, . (W) (M4 12 Q (k+k") > Q' (k) est le morphisme de com-
plexe défini au paragraphe a, n° 1).

En appliquant a ’écriture locale

w 'xo = Tko, k+k’ (‘;c) + 85«
le morphisme =, . ;, on obtiendra
v |xc= Tk, & ° T, k+k' (dg) + 3 (M & Ec)
Comme 0n a Ty 4 ° Ty k4 = Tho, k (v0Ir § @, n° 1), cela donnera Iécriture locale
v |xU = Tko, k (Gg) + 0 (T & 50)

qui montre que ob, (A* (€))=0b, . (¢), C’est-a-dire la formule désirée.
Passons a la description de 8, :

D’aprés la proposition 1 du paragraphe b, les hypothéses standards permettent d’appli-
quer la proposition 5 au calcul de I’hypercohomologie sur S* de (Q"(k), 8). On a donc
une application naturelle

0,: H"(S* Q (k), 8) » H! (S*, i*~ ' (k)).
L’isomorphisme "~ * (k): A"~ (k) > H" ! (u) (on suppose k = k,) et la restriction
H* (X, Q' (k), 3) » H"(S*, Q' (k), 9)

donne alors une application 8,: H" (X, Q’ (k), §) » H' (S*, H" ' (u)). La proposition 2
donne alors

H"(X, Q' (k), 8) 3 H"(H° (X, Q' (k)), 9).

Il résulte alors de la construction de 6, (voir proposition 5) que pour w dans H® (X, Q" (k))
vérifiant dw=0 et s’écrivant localement sur S* sous la forme

wx, =1 (a,)+8b,
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on aura 0, (w) qui sera représenté par le I-cocycle a valeurs dans A"~ '(u) ~ H" ! ()
b, — b On constate alors que 0, passe au quotient par
7, (Kerd: H (X, Q" (k)) > H° (X, Q" (k))), alors I'isomorphisme de la proposition 2

Ker /¥ ~ H"(H° (X, Q' (k)), 8)/7, (H"" ' (X, Q (k)), §))

achéve la construction de §,.

Pour prouver la formule 8, e 4£=8, considérons w dans H°(X, Q" (k)) vérifiant
dw=0. D’aprés la proposition 5 on peut trouver ae H° (S*, Q" ! (k)) vérifiant 8a=0 et
dont I'image par 1, est la section de A"(k) sur S* définie par w. Ceci signifie que I'on
aura sur S* une écriture locale :

w |Xu =1,.(a) |x<, +8b, avec b eH(X,, Q"' (k).

En appliquant j, .., a cette égalité, on obtient
Ji, k+x (W) |x6 =Ji, k+1 (% (@) |Xo' + 8 ki (bo)

puisque ji ;4 commute a J; le lemmeO du n°1 donne Iégalit¢ dans
HO(S*, i~ (k+k) de Jewrw (Te(@) et Ty e Uk, k+x(@)). D’apres la
proposition 5 il existe alors be H® (S*, Q"' (k+ k")) donnant

Ji, k+ie (w) |xu =Tesn Gk +k~/Vkl Uk, k+x (@) ‘Xo +3 Uk, k41 (b)) T b ‘xa)~

On constate alors que 9,,,(e) est donné (par définition de &) par le cocycle
Uk, ki (bo)+b|X°)_(jk,k+k’ (bc')"'_blx,,/) C’est-a-dire par le cocycle ji i 14 (bs—by); ceci
montre que

6k+k’ (@) =Ji, k+x (gk (e)).

Mais Pisomorphisme (sur S* pour k = k), r"~ ' (k): h"~* (k) > H"~ ! (1) rend commutatif
le diagramme

hn—l (k)
r"_l(k)
Kok ok H" '(u)
/r/“‘(kﬂ-')
hn—l (k+k')

et donc ji 4 induit Pidentité sur H* (S*, H"~ ' (u)), ce qui achéve notre démonstration.

Donnons enfin un résultat de compatibilité a 4", des applications ob, et 8,.
LEMME |. — Ona A ,_,°8,=8,° A, et

N p_i°0by=0bo N, sur KerA'¥,  k=k,
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La démonstration du lemme 1 utilisera le résultat suivant :

LEMME 2. — Soit t,: Q' (k) - Q' (k) le morphisme de faisceaux défini par

.
tk(Z wi®bi)=wk®b1.

i=1
On a alors I'identité suivante sur Q' (k) :
T N — N T =081, —1,°0.

Démonstration. — On a

rk(w)=<‘}l A wk> ®b,

et donc
N (5, 0) = (‘;1 A wk> ® b,
mais
t (N (w))=<£j{—ﬂ A wk—l) ® by, St (w)=8(w) ® b, _(dfl" A Wk) ® b,
et
zk(a(w))=8(wk>®b1—(f}fA wk_1)® by

ou I’on a noté

5(w,,)=dwk—u‘-;§ AW,

pour simplifier.
On obtient donc

5(tk(W))_tk(8(W))=<jl A Wk—1>®b1_<%j: A Wk>®b2

ce qui prouve bien la formule du lemme 2.

Démonstration du lemme 1. — Soit we H® (X, Q" (k)) vérifiant dw=0 ou I’on suppose
k = k. Alors on a pour chaque € S*

w |x<T =7.(a) |x, +8b,
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ou aeH (S, "~ (k)) vérifie 8a=0, et ou b,e H® (X,, Q" ! (k)). On aura donc sur X, :
N W) [x= e (1 (@) [x, + e (B (B5));
en utilisant le lemme 2 et I'identité ;4" °8=25°,.4" on obtient
N W) [x, =T e (@) [x, — 8 (1(a)) x, + 3 (A" (b))
car da=0; on a donc
N W) [x, =T A (@) [x, T8 A (b)) — 1, (a)|x,)
ce qui prouve les deux formules désirées puisque ¢, (a) est globale sur S*.

c.

Soit X une variété complexe connexe et soit f: X » C une fonction holomorphe non
constante. Notons par &7 le faisceau sur X des formes différentielles de degré p a
coefficients C® et notons par &7 [f ~!] le faisceau des p-formes semi-méromorphes a
poles dans {f=0}. Pour ke N définissons, en analogie avec le complexe (Q'(k), 3) du
paragraphe a, n° 1, avec ueC fixé

ery=er[fec
C

et définissons sur le faisceau gradué

& (k)= & (k)
p

une différentielle 6 de degré +1.
Elle sera définie par

(1) 8=8'+d"

ou pour o€ &P, veC* et meN, on pose

@) 5'<%®v>=d'(%)®v—(‘iflA%)@(Idwm)(v)

avece

d,(_a_>=d’cx_mdf/\ o
fm fm fm+1
et

©) d"<;;®v>=‘j:”a®v

I’élément N, € End (C*) étant le méme que celui du paragraphe a, n° 1.
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On a alors immédiatement les relations
)] 8'2=0, d"*=0 et d'd+8d" =0

qui impliquent §2=0.

De plus si £79(k) désigne la partie de type (p, q) de &7*9(k), les différentielles &' et
d"” sont de type (1, 0) et (0, 1) respectivement.

On a alors la

PROPOSITION 1. — Le morphisme naturel (déduit de l'inclusion Q' [f 1] = & [f']) de
complexes de faisceaux

Fi: (@ (), 8~ (6 (k), )
est un quasi-isomorphisme pour chaque ke N.

Démonstration. — 11 suffit évidemment de prouver que pour chaque meN et keN le
complexe

(™" (k), d")

est une résolution (fine) de Q™(k). On pourra alors interpréter le double complexe
(& (k), &, d"") comme une (hyper)-résolution fine du complexe (Q’ (k), 8), ce qui prou-
vera ’assertion.

Le fait que (6™ (k), d'’) soit une résolution de Q™ (k) est une conséquence immédiate
du lemme de Dolbeault. Ceci achéve la preuve de la proposition.

PROPOSITION 2. — Sous les hypothéses standards, notons par can l'application canonique
can: H?(F(0), C),-2ixu » H*(F(0), C),-2inu
ou F (0) désigne la fibre de Milnor en 0.
Alors on a 8°can=0, ou ® désigne U'application
8: H"(F(0), C),-2:xu— HO(S*, H" ™! (u))
définie dans la proposition S du n° 3.
Démonstration. — Précisons ici la construction de Milnor. Si on a

X=B(0,e)Nf (D)

ou D=D(0, ) avec 0 <« e« 1, considérons €' < ¢ tel que e— ¢’ « ¢ de sorte que
X'=B(0, €)M f (D) soit encore un représentant de Milnor de f'en 0.

Il résulte des travaux de Milnor [.#] que pour s # 0 dans D I'image de P’application
canonique can: H*(f ™! (s), C) » H*(f ! (s5), C) est le noyau de la restriction

res: H*(f7!1(s), ) »H*(f 1 (s) N(X—X"), C)

si &' est assez voisin de €.
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Considérons alors weH°(X, Q"(k)) vérifiant dw=0 et r"(k)(w)=e ou
ec H"(F (0), C),-2ixu est dans I'image de can.

Pour exploiter cette derniére hypothése, nous allons calculer sur X —X’ avec le com-
plexe (& (k), 8) qui est quasi-isomorphe a (Q’(k), §) mais qui est fin. Le théoréme de
comparaison de Grothendieck en fait appliqué au Dg-module :

k—1
jz=[ ® Dy f‘“(Logf)"] @ s 177

j=0

ot X=X-X' nous dit que R’ 7, (6" (k), ) est I'extension (méromorphe) de Deligne du
fibré de Gauss-Manin (17) pour I’application f: X — D qui est la restriction 8 X=X—-X'
de f.

Les faisceaux & (k) étant fins, on a dégénérescence de la suite spectrale et donc,
I'isomorphisme

R? 7, (& (k), 8) = H (H* (X~ X', & (k)), 9).
Maintenant I’hypothése e e Im can se traduit par le fait que w|x_x induit 0 dans
H"(H° (XX, & (k), d).

L’analogue immeédiat de la suite exacte de la proposition 1 du paragraphe a [rappelons
que les faisceaux de cohomologie du complexe (& (k), 8) sont encore les h'(k) du
paragraphe a, n° 1 et que les & (k) sont acycliques sur X=X’ car fins] donne alors
Iexistence de o et B dans H® (X — X', &" ! (k)] vérifiant

(i) da=0;

(i) wlx—g =7, (2)+3p.

Utilisons maintenant la définition de 8, en écrivant pour o€ S* sur I'ouvert X, 30

w |xq =1, (2t9) + 3P,

ou o, e HO(S*, Q"1 (k)) vérifie 8o, =0 et ou B,e H® (S* N X,, Q"1 (k)) (voir § b, n° 3).
On aura alors pour ceS* N (X—X)

T, (1) + 0B |x0 =17, (%) + 3B,
et comme 1,: h"~ ! (k) - A" (k) est injectif le long de S*, on aura

a—oa,=0 dans H°(S* N (X—X"), i"~* (k).

(17) Plus précisément du sous-fibré de Gauss-Manin engendré par les sections horizontales vérifiant
(T—e 2i*“Id)*=0; comme l'on suppose ici k grand, cela revient i considérer I’extension méromorphe de
Deligne du sous-fibré caractéristique pour la valeur propre e~ 2'** de T.
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Comme S*N(X—X') est un ouvert de Stein de S*, on pourra écrire sur
S*NX-X) (%

o — oy =290y
ou
yeH(S* N(X—X"), Q"2 (k)
et donc
T (=) =1, 8y=—38(5,y) sur S*NX-X).
Ceci donne

d(B-wv |X6=8Bc sur S*NM X,

si ceX—X', ce qui montre que B, . =B, — P, est le bord de la 0-cochaine — B+ 1, v+ B,
a valeurs dans A"~ (k) sur S* N (X—X’). On a donc ainsi la nullité de la restriction de
B, (e) dans

H! (S* N (X—X), h"~* (k).

Mais h"~! (k) est un systéme local sur S* et chaque composante connexe de S* est un
disque pointé qui rencontre X —X en une couronne. La restriction

H!(S*, "1 (k) - H' (S*NX-X', i"~ ! (k)
est donc un isomorphisme et on a 8, (e)=0.
Ceci achéve la preuve de la proposition 2.
PROPOSITION 3. — Sous les hypothéses standards on a, pour k = k, I'égalité
can (Ker ./ ¥)=Kerob, N Ker §,
dans Ker ¥, o I'on a noté par A, la partie nilpotente de T |y .

Démonstration. — Soit donc eeKer 4 vérifiant ob,(e)=0 et 8,(e)=0. Soit
weH (X, Q" (k)) vérifiant

dw=0 et r* (k) (w)=e.
Puisque ob, (¢)=0, si on écrit le long de S*

w |xc =4 () |xc+ 3 (Bs)

(*®) On raisonne ici comme a la proposition 3 pour obtenir I'acyclicit¢ de Kerd"~2 sur S* N\ (X—X') et la
suite exacte 0 » Ker8" 2 > Q" 2 (k) > Im&" 2 - 0.
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avec ae HO(S*, Q"1 (k)) 8a=0 et B,e H’(S* N X,, Q"1 (k)), la section induite par o
dans H°(S*, h"~ ! (k)) se prolonge a S. Quitte a changer le choix de w, ceci permet de
supposer que a=0 et donc que w est localement 3-exacte sur S* et donc sur X*=X— {0}
puisque le support de 4" (k) est contenu dans S.

Posons Y*=/""(0)—{0}.
Pour tout xe Y*, on peut donc écrire sur une boule de Milnor en xeX, :

wlx, = 8B,
ou
B.eH(X,, Q"1 (k) c H*(X,, " (K)).
Alors le cocycle B, — B, =B, - représente un élément de H® (Y*, Ker§" ') ou
Kerd’=Kerd: & (k) —» & (k).
Les suites exactes
0->Kerd ' 1(k)>Kerd -0, 0=Zj=<n—-2
et
0— &2 (k)Kerd" 2 —» Kerd" ' = B 1(k) >0

montrent I'acyclicité sur Y* des faisceaux Kerd’ pour 0 <j < n—2 ainsi que celle du
quotient 6"~ 2 (k)/Ker 3"~ 2 puisque les faisceaux & (k) sont des faisceaux fins. On obtient
ainsi I'isomorphisme
H(Y*, Kerd" 1) S H' (Y*, i1 (k)
S H(S*, "~ (k)

puisque le support de 4"~ ! (k) est contenu dans S. On constate alors que le cocycle B, .
qui a pour image 8,(¢)=0 dans H!(S*, 1" 1(k))(*°) est donc nul dans
H!(Y*, Kerd" ™ 1)

Si y, est une O-cochaine a valeurs dans Ker 3"~ ! dont le cobord de Cech est B, .., on
aura sur X, N X, (quitte a raffiner...)

Bx, x’ = Yx - Yx’
et donc

Bx —Vx= Bx’ ~Vx sur Xx m Xx"

(*°) Par construction de I’application §,.
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Donc B, —v, définit une section globale sur Y* du faisceau &"~* (k), notons-la B, qui
veérifiera

w

y==0B sur Y*.

Soit % un voisinage ouvert de Y* dans X sur lequel un représentant du germe f§ est
défini, et soit pe C¥ (X) vérifiant p = 1 sur la boule B de centre 0.

Posons
B=(1-p)p sur %
et

=0 sur B.

Comme sur % (B ces deux définitions coincident, B est une (n—1)-forme semi-
méromorphe 4 pdle dans {f=0} définie sur % UB qui est un ouvert contenant
Y=f"1(0).

Alors la forme w=w— 3P est semi-méromorphe et 3-fermée au voisinage de f ~!(0).
Pour se D* assez proche de 0, quitte a remplacer X par

X"=B(0,¢) N /71 (0)

ou
, &tée
g'= R
2
on aura
f'®)cuUB

et la forme w induit sur £~ !(s) le méme élément de H"(f ! (s), C) que w [puisque
3|, -1 =dB|; -1 est d-exacte].

Comme pour s assez voisin de 0, w| ;-1 €st a support compact, ceci montre que
e=r"(k) (w) est dans I'image de Ker #* par can, ce qui prouve I'inclusion :

Kerob, N Ker 8, < can (Ker A4%).

Il nous reste 4 montrer, puisque I’on a vu que 8, °can=0 & la proposition 2, que I’on
a

ob, (can (Ker A#¥))=0.

Mais si e, est dans Ker 4%, un travail analogue au lemme A de [B.1], mais en
calculant Rf, (Qy,,) grace au quasi-isomorphisme de la proposition 1, permet de trouver
weH"(HY (X, & (k)), 8) (ou H?, ; désigne I'espace des sections a supports f-propres) tel
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que Pon ait ’égalité
e,=exp(—(Id.u+N,) Logs) W) [r (o)

dans H}(F(0), C),-2ix«. Supposons alors (ce qui n’est pas restrictif) que I'on ait
Supp(w) N f~1(0) = X’ au voisinage de £ ~*(0), ou X' = X est choisi comme plus haut
[X'=B(0,e)NXavece <eete—¢ «g]. On a alors prés de chaque ceS N (X—X)

wlx, =0

et si aeH®(S* A" '(k)) induit ob,(can(e)) dans Hp, (S, H" ! (x)), on aura
als nx-x=0. Comme H""'(u) est un systéme local et comme chaque branche de S
rencontre X — X', on aura a=0 dans H° (S*, H""! (u)), et donc a fortiori ob, (can (e,)) =0.
Ceci achéve la démonstration de la proposition 3.

Donnons deux conséquences des propositions 2 et 3.

COROLLAIRE 1. — Pour k =k, on a KerB,=Imcan N\Ker A%, En particulier pour
k=kyetk=k,, onaXKerd =Imcan.

Démonstration. — On a déja vu dans la proposition 2 que I'on avait, pour k = k,,
linclusion de Imcan N\ Ker.#¥ dans Ker,; si eeKer#* vérifie §, (e)=0, pour tout
h =0 on aura encore 9, ,,(e)=0 (voir § b, n° 3). Si on choisit & = k, on aura, d’'aprés la
remarque qui suit la définition 6, ob,,,(e)=0. On aura donc a la fois 8,,,(e)=0 et
oby ., (e)=0. Alors la proposition 3 donne que eeImcan, ce qui prouve le corollaire 1.

Les propositions 2 et 3 ainsi que le corollaire 1 donnent la proposition 7.

Démonstration du corollaire 8. — Soit eeH"(u); il s’agit de montrer que
N %0 (e)eImcan. Choisissons k = k, tel que e Ker 4% On aura alors

'/Vr’fgl (Gk ()=0

car A %o est nul sur H" ! (u); le lemme 1, § b, n°3 nous donne alors

B (A0 () =0

et on en conclut, grace au corollaire 1, que 4% (¢)eIm can ce qui achéve la démonstra-
tion du corollaire 8.

Remarque. — Ce corollaire 8 montre que la nullit¢ du faisceau H" ! (1) sous les
hypothéses standards implique la surjectivit¢ de l’application can, qui est alors un
isomorphisme puisqu’elle est auto-duale!

d.

L’objet de ce paragraphe est de prouver le théoréme 3 et son corollaire 4.

Commengons par remarquer que ’hypothése de singularité isolée relativement a la
valeur propre e~ 2 ™* # 1 implique que les hypothéses standards sont satisfaites avec un
choix arbitraire de la courbe S puisque le faisceau H™ ! (1) est nul. On en déduit aussitot
que k,=0 et que les applications Sbko et Gko [définies sur Ker .4 %o =H™ (u)] sont nulles.
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Ceci donne, d’aprés la proposition 7, la surjectivité de can: H™ () - H™ (). On en déduit
que c’est un isomorphisme, puisqu’elle est auto-duale pour la dualité de Poincaré.

Passons donc au calcul analytique de la forme hermitienne d’intersection sur H™ (1)
définie dans I’énoncé du théoréme 3 et qui est non dégénérée par dualité de Poincaré
entre HY (u) et H™ (u).

Partons maintenant de a et b dans H™(u) et de w, w’ dans H°® (X, Q™(k)) vérifiant
dw=0, dw' =0, r"(k)(w)=a et r"(k)(w)=b.

Comme a est dans I'image de can (car on vient de voir qu’elle est bijective), on peut
reprendre la construction de la proposition 2 du paragraphe c et écrire sur X — X’

1 w|x_i,=‘rk<x+5[3

oua, BeH'(X—X', &™ 1 (k)) et da=0 sur X—X'".
Réécrivons I’égalité (1) sous la forme

af

wlx g =do + 7 A By

oua,, B;eHO(X—X', ™ (k) etoud=d®1d,. SiX"=XNB(0, ¢) avec &' =(e +¢')/2
et si p,eC®(X) vérifie p, =1 sur X' et Suppp, = X", posons a=(l1—p,)a, et
ﬁz(l —p1) By, puis

) »'v=w—d&—f'-lf£Aﬁ.

Alors a, P et w sont des formes semi-méromorphes (4 valeurs dans C¥) sur X. On a
Suppw = X" et w est relativement fermée sur X (i.e. dw A df=0).

Pour Re(A) » 0 on aura, si pe C? (X) vérifie p = 1 preés de 0

(3) Jx|f|“pwk/\wk/\7/\%
J [fl“pwk/\ WkA—fIA_f{— fxiflnpdak/\ Wk/\?f‘/\ ‘;j:
Mais on a, toujours pour Re(A) > 0
i(irronn L L)
f
=|f|“dpA&kA»v,:A"%A%+|f|“p@w;,Ad_f{Ad7f‘

Ce qui donne, d’aprés la formule de Stokes

4) j|f]“dp/\ak/\wk/\—/\f J|f’“Pd°‘k/\Wk ‘;f,\z;
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ce qui montre que le prolongement méromorphe du membre de droite n’a jamais de pdle
en A=—u—v, VveZ car on a dp =0 prés de 0 (voir la remarque qui suit ’énoncé du
théoréme 3).

Donc on aura

®) RCS<7»= —u, L|f|“pwk NRTA /\d7f/\ g)

=Res<)»=—u,f |f|“p17vk/\W,’(/\d—f/\ d—>
x f 7

Considérons maintenant la fonction sur D*

G (9= Wi A Wy
f=s
Comme Suppw < X" et comme f ! (s) X" est compact pour chaque s ceci est bien
défini pour se D*.

Maintenant I’égalité (2) montre que la classe de cohomologie a support compact induite
sur £ ~1(s) par w, correspond via can: H™(f ! (s), C) > H"(f " (s), C) 4 la classe de
cohomologie induite sur f ~* (s) par w,. Cette derniére est donnée par

k-1
> .lJV,’;.(a)®S“(L0gS)"-
j=0 J!

De méme la classe induite par w; est donnée par

k—1

Y Loty @ wogs).
j=0 J!
En particulier on a
k-1 1
©® Gua®=IsP* T L(Loglsy [ ean™@UAE)
j=0 J- F (0)

puisque la forme hermitienne d’intersection est horizontale sur le fibré de Gauss-Manin
[le calcul ici utilise la relation A(A" a, b)=h(a, A" b) qui se déduit de I'invariance de A
par la monodromie].

La relation (6) est simplement

k-1

(6 bis) G i (5)=]s|** Z in)"h(a, &'}, (b)) (Log|s|*).

Jj=0

Si 6e C? (D) vérifie 8 = 1 prés de 0, nous nous proposons de calculer le nombre
Res<l= —u, J 0(s) Gy« (5) |s|“é A d—_s—>
D N N
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On a déja le lemme élémentaire suivant

LEMME. — Pour a > 0 et jeN la partie polaire en A= —u du prolongement méromorphe
de la fonction

Fj(l)=J x***(Log x)’ dx
o x

est égale a (— 1y (j!/(),+u)j+1).

Preuve. — Pour j=0, Fy(\)=a*"*/(A+u) et la partie polaire est bien 1/(A+u). On a

&
WFO()V)=F,’(X)

et donc la partie polaire de F; est d’/d\ (1/(A+u)), ce qui achéve la preuve du lemme. W
Grace a la formule (6 bis) on aura

@) J (-)(s)Gk,k(s)|s|“§/\ d—f_
. s
=(2i1t)"'J 9(s)|s|2‘“")[i h(a, ‘/V,{,(b))(Log|s|2)f]§ A d—_E
D j=0 s s

et comme

a

ids ds jd
f |s|2(’*+“’(Log|s|2)’—§ A= —2inJ X+ (Log xy &
Isl s a? $ 8 *

0

n’a de résidu en A= —u que pour j=0 d’aprés le lemme, il restera
®) Res<l= —u, J 0(5) Gy 1 (5) |s|“§ A d—f>= —Qim)"* 1 h(a, b).
D s s

Mais d’apres le théoréme de Fubini, on a, au moins pour Re(A) > 0 :
i 5 B _
A __s=f | £I2*£* (0) W, A W, A KN
N X f .7
et comme f*(0) est C* sur X et vaut =1 prés de 0 [remarquer que f*(0)w, est a

support compact dans X] on a bien établi la formule du théoréme 3 puisque le prolonge-
ment méromorphe de

&) J e(S)Gk,k(S) |S|21
D

ds
K

~ — df df
Jx|fl2)'(p_f*(9))wk A W A }j:/\ 7f

ne peut avoir de pole en A= —u—v, YveZ dés que pe C? (X) vérifie p = 1 prés de 0.
Ceci achéve la preuve du théoréme 3.
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Avant de passer a la démonstration du corollaire 4, nous allons déduire du théoréme 3
le corollaire 3 bis suivant qui mettra en évidence I’apparition des podles d’ordre k,
[k, désigne 'ordre de nilpotence de la monodromie agissant sur H™ (1)] pour le prolonge-

ment méromorphe de j |fP*O enAi=-u—j avecjeN,;j»0.
X

CoROLLAIRE 3 bis. — Dans la situation du théoréme 3, on a pour tout a, be H" (u) et
pour w, w e H® (X, Q™ (k)) vérifiant dw=0, dw' =0, r" (k) (w)=a et r"(k)(w')=b

_1u+|3+1 N d d
(10) h(AN%a, M,ﬁb)=%n—rl—Pu+ﬂ+l( J‘|f|2 kakalA7f>

Ici on a posé comme plus haut

1 .
N g=—— Log(e_z”“‘T|H'"(u))
2im

et P,(A= —u, F(\)) désigne le coefficient de (A+u)~" dans le développement de Laurent
en A= —u de la fonction méromorphe F.

Remarque. — Comme on a A %171 5 0 par définition de I’entier k,, la non-dégénéres-
cence de la forme hermitienne d’intersection sur H™ (1) qui résulte du fait que can est un
isomorphisme et de la dualité de Poincaré, montre I’existence d’un pdle d’ordre au moins

k, en A=—u—v pour veN, v> 0 pour le prolongement méromorphe de J |+ O
X

grace a ce corollaire. On retrouve donc ici, dans un cas particulier, le résultat de [B. 1].

La formule (10) ne peut, malgré les apparences, produire des poles d’ordre > k, car
Iinvariance de la forme d’intersection par la monodromie donne que

k(N a, N b)=h(a, /7P (b))
qui vaut donc 0 pour o+ = k.
Démonstration du corollaire 3 bis. — Soit ye[l, k— 1] et définissons

V= Wj—y

pour jel[y+1, k]
et

2;=0 pour 1<i<y.

On a alors ve H® (X, Q™ (k)) et 8v=0.

De plus on a
(k) (v)=A"a.
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En effet avec les notations du paragraphe a, n° 2, on a

+ o

k@=Y L4i@)®s*(Logsy
j=o J!
et
(AL (@)= N (< ().

Comme r™ (k) (w)=a signifie que w, =« (a) dans #7 [en fait k(@) e "™ (u)), il suffit de
voir que v, =w,_, correspond bien a A7 (a) dans #7. Mais comme sV—u=.4", sur
™ (u), cela revient a vérifier que (s V—u)’ w,=w, _,, ce qui résulte de dw=0.

Alors en appliquant le théoréme 3 avec A", a au lieu de a et v au lieu de w, on obtient

-1 -, 4 df
h(Na, b)= WRes(X= —u, Llf|“wk_y AW A 7f/\ —di)

Pour achever la preuve du corollaire, il suffit alors d’établir que pour /=1 et pour
1 £y < k—1, on a I'identité

(11) P,<7L=—u, L|f|“wk_y A Wi A d7f/\ —g}f—
=—P,,, <k=—u, J\X|f|“wk_y+l A Wy A d7f/\ _d;]_’>

Fixons pe CY? (X) vérifiant p = 1 prés de 0.
Pour Re(A) > 0, on a sur X

02 (1P owieyer a7 n L)

7 & T
=|f**dp A Wi—y+1 N W A7f+0"+”)'f|“pwk—y+1 A W A 7f/\—fji

_, df df
+lf|“PWk—y+1 A Wi A l/\ _f

ou ’on a utilisé 'identité sur X

df df

dwk_7+1=u7 AWeoyi1T — AW

f "
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En intégrant (12) et en utilisant la formule de Stokes, on obtient

0=I [P dp A Wimyiy A Wy A 4
X

f
+(A+u) L|f|“pw,‘_7+l A Wi A %/\d?f
+| | fPrpwiey AW /\—f/\ﬂ.
X 7

Comme la premiére intégrale n’a pas de pdle en A= —u (car dp =0 prés de 0 et la
remarque 1 qui suit le théoréme 3), on obtient en prenant le coefficient de 1/(A+u)' dans
les développements de Laurent en A= —u, pour / = 1:

P”l()“: U J‘x|f|2lwk—y+1 A Wy /\d7f/\ g)

Ceci suffit a conclure la preuve du corollaire, compte tenu de la remarque 1° qui suit
sonénonce. M

Preuve du corollaire 4. — Si k, désigne I’ordre de nilpotence de la monodromie agissant
sur H™ (u), il existe ae H™ (u) tel que A1~ ! g # 0. Comme 4 est non dégénérée, il existe
alors be H™ (u) vérifiant h(A™*1~1 a, b) # 0. Alors d’aprés le corollaire 3 bis, on aura

Pk<7\.=—u, J‘x|f|“wk1 A Wi, /\‘%A%Z—);éo

ou w, w e H (X, Q™ (k,)) vérifiant Sw=3w'=0 et r"(k,)(w)=a r"(k,)(w')=b.
Ceci prouve I’existence d’un pdle d’ordre au moins k£, en —u—j pour jeN, j> 0, pour

le prolongement méromorphe de j |F1?* O.
X

Nous monterons plus loin (voir le théoreme 14) que I'ordre d’un tel pdle ne peut étre
strictement plus grand que &k, sous nos hypotheéses.

e.

Dans tout ce paragraphe, on se place sous les hypothéses standards et on utilise les
notations correspondantes. Notre objectif est de démontrer les propositions 11 et 12.

N° 1. Considérons un point oeS* et soit P, un hyperplan générique passant par ¢
(ou plus généralement une hypersurface lisse transversale 2 S* en o). Alors la trivialité
topologique locale de f le long de S*, que 'on peut déduire, au moins au niveau qui
nous intéresse, du théoréme de constructibilité de Kashiwara et du fait que P, n’est pas
caractéristique pour la restriction & {f=0} du Dy-module Dy [A] /* montre que si F (o)
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désigne la fibre de Milnor de f en o et ® (o) désigne la fibre de Milnor de f |, en o [on
peut supposer ® ()=F (o) N P,], la restriction

(M H""!(F (0), C) > H"" ' (®(0), O)

induit un isomorphisme d’espaces vectoriels munis de monodromies.

Partons maintenant d’un voisinage tubulaire holomorphe de S* dans X — {0} (ceci
existe car S* est une réunion finie de disques pointés disjoints et on est dans C"*1).
Notons-le n: % — S*. En prenant P,=n"' (o) pour o €S* on voit que I'isomorphisme (1)
donne naissance 4 un isomorphisme sur S* du systéme local H" ! (x) muni de sa
monodromie sur le systéme local des H* ! (® (o), C),-2i« munis de leurs monodromies.

Maintenant les hypothéses standards et la transversalité & S* de n~ ! (o) pour chaque
o eS* impliquent, grace a [B.M] et au théoréme de Malgrange-Kashiwara ([M.2], [K.3]),
que les hypothéses du théoréme 3 sont vérifiées pour f|,-1,, pour chaque ceS*. On a
donc, en particulier, un isomorphisme pour chaque c de S*

can: H' !(®(o), C),~2ixu > H" 1 (®(0), C),-2inu

et donc, chaque H" ! (® (o), C),-2i=u est muni d’une forme hermitienne (d’intersection)
non dégénérée. Ceci donne une forme hermitienne non dégénérée localement constante
sur ce systéme local d’espaces vectoriels avec monodromies, qui est compatible aux
monodromies [c’est-a-dire que pour chaque o e S* elle est invariante par la monodromie
de H" 1 (® (o), C)e 2 "*] et via les isomorphismes (1) (recollés par le voisinage tubulaire
holomorphe 7 et le choix P,=n"! (o)) elle nous fournit une forme hermitienne localement
constante, non dégénérée

@) h: H1 () |g x H*™ ! (u)

s+ = Cs.

LEMME 1. — La forme hermitienne (2) qui est non dégénérée et compatible a la monodro-
mie induite par f sur H"~ ! (u), est intrinséque.

Preuve. — L’assertion est en fait ponctuelle sur S*. Il suffit donc de vérifier que pour
deux choix d’hypersurfaces transverses en o a S* les restrictions

H* 1 (F (), C),-2iru— H* 1 (@, (), C),-2inu

conduisent pour j=1, 2 a la méme forme hermitienne sur H* ! (F (), C),-2ixu.

Pour deux hypersurfaces transverses voisines les couples (F (o), ®@,(0)) et
(F (o), @, (o)) seront isotopes, ce qui donne facilement le résultat. On obtient le cas
général par un argument de connexité. W

Notre objectif dans les paragraphes suivants est de donner un calcul analytique de A
correspondant & une variante relative du théoréme 3. Le calcul local sur S* qui suit
contient une autre preuve du lemme précédent.

La proposition 1 du paragraphe a appliquée sur S* nous donne un isomorphisme pour

rTik): h (k) ->H N (w)
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qui nous permettra de représenter, localement au moins, les sections de H* ! (1) par des
formes méromorphes a péles dans { f=0}.

PROPOSITION 1. — Soit V un ouvert de X*=X—{0} et soient w et w' des sections sur V
de Q"1 (k)=Q" ' [f 1] ® C*, vérifiant Sw=0 et 3w’ =0 (voir § a). Notons par e et e’ les
sections correspondantes de H" ™' (u) sur U=V "\ S* [via le morphisme r"~* (k). Alors la
fonction h(e, €') sur U est localement constante. Pour chaque forme différentielle @ € C* (V)
de degré 2 vérifiant :

(1) Supp © N S* est compact;
(ii) do = 0 au voisinage de U=V M S*,
on aura la formule :

3) (2in)"j h(e, e’)(p=—Res()»= —u,J [P we A W A @ A d—f/\ z)
U X f .7

Remarques. — 1° Comme h (e, e) est localement constante sur U et que @ |y est C* a
support compact de degré 2, I'intégrale du membre de gauche de (3) est bien définie.

2° Comme les parties polaires en A= —u—v, VveN du prolongement méromorphe
de f | f|** O sont & support dans S le nombre Res <k= —u—v, J |f|“\j;> est bien
X X

défini dés que y est une forme C® de degré maximal sur un ouvert de X telle que
Supp ¥ N S soit compact :

Il existe NeN tel que fNw et fNw' soient holomorphes au voisinage du compact
Supp @ N S*. Alors fNw, A fNw; A @ A df A df est une forme C* \, de degré maximal
au voisinage de S (on prolonge par 0 hors de Supp ¢ prés de S) et donc le nombre

Res<X=—u—N—1,j |f|“|f|2N+2wk/\v7,’c/\(p/\dlAd—f>
x 7

=Res<7x= —u—N-1, J |f|“\|10>

De plus ce nombre est indépendant du choix de N assez grand; c’est pourquoi en
posant p=A+ N+ 1 on peut raisonnablement le noter par

est bien défini.

Res<p=—u,J |f|2"kav7,;A(pA—A—)
X

ce que l'on a fait.
Ceci précise la signification du membre de droite de la formule (3).

3° Si V est un voisinage tubulaire C* de U=V N S* de projection n: V- U, pour
toute 2-forme C* ¢, a support compact dans U on peut choisir ¢ =7* @, qui est une
2-forme C® sur V vérifiant les conditions (i) et (ii) de I’énoncé. Comme @ |U=<p0, ceci
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montre que la formule (3) permet effectivement de déterminer la fonction localement
constante h(e, ') sur U grice a la proposition 1 (sans utiliser de voisinage tubulaire
holomorphe).

Démonstration de la proposition 1. — Avant de traiter le cas général nous allons
examiner le cas particulier suivant :

Soit o,€S* et soit P un hyperplan générique passant o, tel que :

1° L’hypersurface {f=0} P de P ne présente la valeur propre e 2'"* pour sa
monodromie qu’en o, au voisinage de o,,.

2° Pour tout oceU voisinage ouvert de o, dans S*, la projection paralléle & P définit
une fibration complexe triviale t: V — U d’un voisinage ouvert V de U dans X tel que
la famille d’hypersurfaces n~' (o) N {f= 0} soit topologiquement triviale pour ceU et
tel que pour chaque o€ U, n™! (o) soit une boule de Milnor en o pour f'|,-1 .

Nous noterons par @ (o) la fibre de Milnor correspondante.

3 On suppose que pour chaque oeU la  restriction naturelle
H" 1 (F (c), C) » H" ! (® (o), C) est un isomorphisme compatible avec les monodromies
induites par f. Ceci permet, comme on I’a dit plus haut, d’identifier le systéme local
o - H" ! (® (o), C),-2ixs au faisceau H" ™! (u)/U.

1l résulte de la trivialité topologique locale de {f=0} le long de S* (voir plus haut)
que localement sur S* on peut réaliser les conditions 1°, 2° et 3°.

Considérons alors une 2-forme C*® ¢, a support compact dans U et posons ¢ =n* @,.
On a alors do = 0 sur V (car do,=0 sur U puisque dimg U=1) et Supp ¢ N S*=Supp ¢,
est un compact de U.

Soient w et w’ dans H® (U, Q" ! (k)) vérifiant 5w=0 et dw'=0 et induisant les sections
eet e eH(U, H ! () via le morphisme r"~ ! (k): k"~ ! (k) > H* ! (u). Remarquons que
comme U est de Stein, il admet un voisinage de Stein dans X et quitte a restreindre V
I’existence de w et w’ sera toujours assurée dés que A*_, (e)=A"*_, (e')=0 (ce qui est
toujours réalisé pour k = k).

Montrons que la fonction A (e, e') qui est localement constante vérifiera la formule

77)

soiu—sw ces hypothéses [reprendre les remarques qui suivent (3) pour donner un sens a
(3 bis)].

Fixons o eSupp @,. Pour w(c) et w'(c) dans Q" '[f '] ® C* vérifiant dw(c)=0 et
3w’ (6)=0 la valeur en ¢ de =~ ! (o)

h(e, ) (0)=h(e(0), €' (o))

(3 bis) Qin)" I

U

he, €)0o= —Res(?&—— j|f|2*kaka¢A

est donnée par la formule du théoréme 3

@ ke, e’)(cs)=—(2i1t)"'Res<k=—u,‘[ |f|“wk(0')/\wk(0)/\7f/\ ‘;{)
LG
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En intégrant (4) sur U avec la densité ¢, on obtient

f

et comme la direction de projection P qui définit & est non caractéristique pour Dy f*,le
théoréme de Fubini pour une distribution non caractéristique donnera (voir [B.M]) :

fh(e, e’)¢0=—(2in)_"Res<X=—u,f |f{2)‘wk/\ka(p/\d—f/\£>
U X f f

J h(e, e’)(p0=—(2i1t)‘"f (poRes<X=—u,J |/ 2* wi (o) A wi (o) A l/\ df)
U U 2 (o) f

qui est bien la formule désirée (3 bis) dans ce cas.
Pour achever la preuve de la proposition 1, nous allons montrer que :

1° on peut trouver, pour chaque ¢, C* a support compact et de degré 2 sur U, une
forme ¢, vérifiant les conditions (i) et (ii) de I’énoncé et satisfaisant la formule (3) ainsi

que ¢ |y=@;

2° que si @ vérifie les conditions de I'énoncé et si ¢ |y =0, alors on a bien I'égalité (3)
pour o.

Preuve de l'assertion 1°. — Quitte a utiliser une partition de l'unité (p,),.. sur le
support de @,, on se rameéne a traiter le cas local précédent. La forme @, est alors

construite comme somme (finie) des ¥ (p, 9,). On utilise ici que toute forme de degré 2
sur U est d-fermée.

Preuve de l'assertion 2°. — Le courant

Res<7»—— J'|f|“wk/\wk/\—%/\‘j{ >

qui est défini au voisinage de U, de degré 2n a support dans U est d-fermé. Ceci résulte
facilement de la formule de Stokes car on a dw, A df=0 et dw; A df=0. Il définit donc
une classe de H3"(V, C).

Comme S* est une sous-variété de dimension réelle 2 et orientée, on a

; 0 si i#2n
Hs. ()= { o
Cge si i=2n
On a donc un isomorphisme naturel
H°(U, C) 3 H"(V, C).

La dualit¢ H°(U, C)xH? (U, C) » C s’interpréte alors comme la dualité entre les
quotients (de dimension finie si U n’a qu’un nombre fini de composantes connexes)

_ courants d-fermés a support dans U de degré 2n

d de courant de degré 2n—1 a support dans U
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et

_ formes ¢ C* d-fermées de degré 2 au voisinage de U telles que SuppeN\Uc < U
d formes C® de degré 1 au voisinage de U telles que SuppoN\Uc <= U

F

la dualité entre E et F étant donnée simplement par évaluation :

(T, 0 >=T(0) si TeE et oeF.

Donc si T est d-fermé de degré 2n et a support dans U, T (e) ne dépend, pour une
telle @, que de I'image de ¢ dans HZ (U, C).
En particulier si ¢|;=0 on aura T (¢)=0 (*°).

Ceci prouve I’assertion 2° et achéve donc la preuve de la proposition 1.

Remarque. — La proposition 1 n’utilise quun voisinage tubulaire C* de S* dans
X*=X—{0} et contient une preuve du lemme 1. Ceci montre que I'on peut éviter
I'utilisation du voisinage tubulaire holomorphe pour définir la forme hermitienne locale-
ment constante 4 sur H* ! (1)

S*-

Un complément a la proposition 1.

LEMME 2. — Sous les hypothéses standards on considére k = k, et on suppose donnés
sur V ouvert de X*: veH°(V, Q""1(k)) arbitraire, ainsi que w,eH°(V, Q" ' [f 1]
vérifiant df A dw,=0.

Alors on a, pour chaque 2-forme C* ¢ sur V vérifiant :
(1) Supp @ N S* est compact;
(ii) do = 0 au voisinage de U=V N S*

ko

0)) Y (—1)“Pa<7\.=—u,j |f|2*dfi(Aka($)a/\(p)=0.
a=1 v

Démonstration. — Commengons par remarquer que, comme pour a = 1 les courants
P, <k= —u, f | f]** D) sont 4 supports dans S*, la condition (i) sur le support de ¢
v

montre que le membre de gauche de (1) est bien défini.

Considérons maintenant le courant T sur V, a support dans V () S* et de type (n, n—1)
donné par

ko

T=3} (—1)“Pa(X=—u,J |f{“£/\ W A Ty A D>.
a=1 v f

(2°) Attention, ceci n’implique pas que T est d’ordre 0!
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On a pour Re(A) » 0 sur V
|2 A df f

A—Akav
f

d(|f|“ f/\wk/\v> A+w|f

+(=1"| f]** f/\wk/\<dva—u‘j;—f/\v,,—jl/\ Ve 1>+|f|“¢;j:/\7f/\wk/\va L

avec la convention vy, =0.
On obtient donc, par prolongement analytique

ko
ar=7y (—1)“Pa+1(x=— j|f|“delAka;,,A D>
a=1
+Z(—1)" (?\.—— J|f|“—/\—/\wk/\v 1/\D>

+(—1)" Z (= 1P (7»—— J | f** f/\ wi A (80), A D)
a=1

Comme {dT, ¢ )=+ (T, do )=0 et comme les deux premiéres sommes dans ’expres-
sion de dT se détruisent, puisque P, ., ( f |f PO >= sur S* et puisque
vo=0, le lemme est démontre.

COROLLAIRE DE LA PROPOSITION 1. — Sous les hypothéses de la proposition, donnons-nous
ve HO (V, Q" (k)) vérifiant sur V

2 v="1, (W) +8§
ou £EeHO(V, Q"1 (k)), w e H®(V, Q"1 (k)) vérifie dw' =0, c’est-a-dire explicitement
df af

V4 f Wit d‘tal_“f A&y
(2 bis) et
v—d&—u%/\ﬁj ;AEU 1 pour je[2, k].

Alors on a, dans les conditions de la proposition 1

ko

3) —(—Zin)”f he, &) o=Y (—1)apa<x=—u,f |f|2x@ AWy AT, A q,>'
U A\ f

a=1

Preuve. — En remplagant v, par sa valeur donnée par (2 bis) dans (3), on retrouve la
formule de la proposition 1 puisque la somme des termes en & est nulle d’aprés le lemme
précédent.
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Remarque. — On peut se contenter de demander & v d’étre localement le long de
U=V N S* de la forme (2) (w' global mais & local) en raisonnant comme dans la preuve
de la proposition 1: en effet on prouve la formule désirée pour une ¢ obtenue par
partition de I'unité sur S* M V=U. On montre alors que la formule générale est indépen-
dante du choix de ¢ vérifiant (i) et (ii) en raisonnant comme dans la proposition 1,
puisque la condition dv=0 [qui est conséquence de I’écriture locale (2)] donne la fermeture
du 2 n-courant a support U

ko
Y. (—1)“Pa<l=—u,f |fl“iff/\ Wi A U, A D).

N° 2. Nous nous proposons maintenant de donner une formule globale pour la dualité
k: HO(S*, H* '(u)xH'(S*, H" ' (w)) > C
déduite de A par composition avec le morphisme de trace
tr: H'(S* Cgq)—>C

qui est deéfini par le 1-cycle compact de S* obtenu en coupant S* par une sphére de
centre 0 et de rayon assez petit dans X.

Ceci est précisé par le lemme suivant :

LEMME 3. — Soit S un germe de courbe (complexe) irréductible en 0 dans C"*1. Suppo-
sons le représentant de ce germe assez petit pour que S soit un disque topologique, et notons
par y(S*) le 1-cycle de S*=S—{0} orienté dans le sens direct (I'orientation de S* est
donnée par la structure complexe). Alors pour € > 0 assez petit, la sphére de centre 0 et de
rayon g coupe S* transversalement en un 1-cycle homologue a v (S*).

DEeFINITION 1. — Pour S germe de courbe en 0 dans C"*! nous appellerons cycle
fondamental de S* le 1-cycle de S*=S—{0} obtenu en coupant S* par une sphére de

centre 0 assez petite.
N

Si 8= U S; est la décomposition de S en composantes irréductibles en 0, alors le cycle
j=1
N

fondamental de S* est homologue & ), v(S¥) ou Y (S¥) désigne le cercle orienté positive-
ji=1

ment du disque pointé S¥.

Le lemme ci-dessus est laissé en exercice au lecteur. Il assure que notre définition est
bien indépendante du rayon (assez petit) de la sphére considérée.

Une conséquence immédiate est alors que / est bien une dualité hermitienne non
dégénérée. Elle est de plus compatible aux actions de la monodromie de f sur
HC (S*, H" ! (w) et H* (S*, H" ™! (w)).

Démonstration de la proposition 11. — Nos hypothéses signifient déja (voir § b) que
P’on a, au voisinage de chaque point o de S* une écriture
(D le(,:‘tk (e) |xo+8§c
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ou eeHO(S*, Q" (k)) vérifie 8¢=0, ou X, désigne une boule de Milnor (assez petite)
pour fen o, et ou E°e H? (S* N X, Q" (k)).

De plus ¢ induit e dans H° (S*, H" 1 ().

De méme on aura

w |x‘7 =7 () |xc +8p°

ou ae H® (S*, Q"1 (k")) vérifie =0 et ou B°e H(S* N X,, Q" ! (k).
Lé¢lément m de H'(S*, H* !'(4)) est alors représenté [via Iisomorphisme
kY (k') > H" ! ()] par le 1-cocycle [a valeurs dans A"~ ! (k")]

ﬁc, [ Bc . ﬁo"

Fixons alors un voisinage tubulaire C* n: V — S* de S* dans X*=X—{0}.

Choisissons une 1-forme C® a support compact v, sur S* d-fermée et représentant
dans H! (S*, C) la classe du cycle fondamental de S*. Si I" désigne ce dernier, pour toute
1-forme C® d-fermée { sur S* on aura donc

J VA 'Y0=J~ V.
s* r

Posons alors y=mn*y,; c’est une 1-forme C* d-fermée sur V qui vérifiera les conditions
(1), (ii) et (iii). Soit K=S* M Supp v.

Soit (p,)s.s+ une partition C* de I'unité subordonnée a un recouvrement fini de K
extrait du recouvrement (X,),.s» de S* par les boules de Milnor considérées ci-dessus.
Notons p,=n*p,. On a donc

Y p, = 1 au voisinage de K dans V.

Appliquons le corollaire de la proposition 1 avec comme ouvert X, N X, Vx_,x, et
e * =p°—B°. On obtient alors pour ¢=p dp, A Y:

—(—2in)"j h(B>°, €) psdpy A Y
s*

ko df
-y <—1>aP,,(>»=—u,j 5 B A5 Badi v).
a=1 X

En sommant cette égalité en o, ¢’ on obtient

—(—21'7‘)"J Y Pe dpg A Vo) R(B7 7, €)
ko ' d
= (—1>aPa(x=—u,j |f|“lAa,,,Aa,w)
a=1 X f
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ou

&= T podpy A (B°—B).

Commengons par remarquer que le membre de gauche de la formule ci-dessus est
simplement P’évaluation sur le cycle fondamental de S* de I’élément de H! (S*, C) défini
par le 1-cocycle ¢ =h(B>°, e)e Z' (Xy)g s+ Cst)-

En effet on a B+ B +B°"°=0 sur X, N X, N X, Par ailleurs 'isomorphisme
Cech = De Rham pour le calcul de H' (S*, C) envoie le 1-cocycle ¢ sur la 1-forme d-
fermeée

Y. Podpy

o, o’

et par choix de vy,, le membre de gauche donne l'intégrale de cette forme sur le cycle
fondamental, d’ou notre assertion.

Comme le cocycle B e€Z'((X g5 M" (k")) représente bien n  dans
H! (S*, H"~ ! (1)) d’aprés notre hypothése, on a établi la formule

ko

—(2i1t)"l7(e, n)= Z (_l)apa(}":—_u’J~ |f‘2xg/\gk' AUy A Y>

en conjuguant (on peut supposer y réelle, c’est-a-dire y=1).
Maintenant, comme Y. p, = | au voisinage de K =Suppy M S*, on aura

z, Ecdsc' A (BG_BG')= _Z dBo" A Bo"

et donc

W_S(ZBUBU)=tk’(d)—ZdBU A Bc

au voisinage de K, puisque I'on a
Wik, =T (@) |x, + op°
et
8(pa B*)=dp, A B°+ P, Op°.
Quitte a choisir les fonctions p, réelles (ce qui est possible), on aura donc
E=w—=8(X P B)— T (®)
et en posant ;=) p B° cela donne, puisque (df/f) A T, (0)=0

d
%A%=%Aﬁw
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Montrons que

ko

0= )Y (—1)“Pa<)»= —u, f |f|“£ AdG A v, A y).
a=1 X f
Pour ReA » 0 on a, puisque dy=0

<|f|“ A Ao, /\Y>=—|f|“‘;,f/\£k/\v AY

+(7»+u)|f|“£ljj;/\i;p—/\zk,/\va/\y

AGe Avg_y A Y

a df
+ 21_
| f] 7

puisque 8v=0, en utilisant la convention v,=0. Cela donne d’aprés Stokes
(-1 (3= f \fl“ NI v)

=(—1)0Pa+1( J |f“df df /\Ck /\va/\'Y>

+(=1yP (x—— j|f|“‘jf ";A‘Cmv,._lw).

Ce qui donne 0 en sommant de a=1 a k, puisque le prolongement méromorphe de
I | /** O n’a pas de pole d’ordre > k, en —u—j, VjeZ le long de S*.
X

Pour achever la preuve de la proposition 11, il suffit de constater que le membre de
droite de la formule de ’énoncé ne dépend pas du choix précis de la forme y vérifiant
les conditions (i), (ii) et (iii) de I’énoncé, ce qui résulte de la fermeture du courant de
type (n, n+1) a support dans S*:

ko 7
> (—1)“Pa<l= —u, J |f|“—f A Wi A D, A D).
a=1 X .7
Ce calcul analogue au lemme qui précede le corollaire de la proposition 1 est laissé au

lecteur.

CoroLLAIRE 1 (proposition 11). — Supposons, sous les hypothéses de la proposition 11,
que la section ee H® (S*, H"~* (u)) se prolonge a S en ée H® (S, H"™* (v)) et que la forme
w se prolonge également a S [alors si r" (k") (w)=e" on a n=0,.(e")]. Alors on a

f(e, n)=0.
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Preuve. — Sous notre hypothése on peut choisir
v=T1,(e) ou eeH(S, Q" (k) vérifie5e=0.
La proposition 11 donne alors
~ a - 4
—Qin)y"h(e, )= —Res<K= —u, J |f|“£ A W A K A g A 'y).
x f f
Mais on peut choisir y=drt avec 1eC? (X) et 1= 1 prés de 0. Comme g, et w,. sont
méromorphes sur X (0 inclus) la formule de Stokes donne le résultat. W

Ce dernier corollaire montre en particulier que pour eeKer 4% e eKer /% avec
k, k' = ko le nombre

ki (oby (e), By (€)
est bien défini, bien que ob, (e) soit un élément de

HO (8*, H"™' ()

il 5 B @) = g ey

Pour k et k' = k, considérons e et '€ H"(u) vérifiant #*e=0 et &% ¢'=0. Nous
allons déduire de la proposition 11 une formule permettant de calculer analytiquement
le nombre (qui est bien défini d’aprés la remarque précédente)

ki (oby (e), By (¢)-

COROLLAIRE 2. — Pour k, k' = k, et e, ¢’ e H" (u) vérifiant N/ e=0 et /* e'=0o0n a

-~ — 1) d a
h(oby (e), By (€)= ((21.111_)),, | S <X= —u L‘fl“% AW A 7f A w,’()

si weH(X, Q"(k)) et weH°(X, Q"(k") wvérifient dw=0, dw'=0 et r"(k)(w)=e,
kY (w)=e'"

Démonstration. — En choisissant 1€ C® (X) valent = 1 prés de 0, on peut choisir y=dr
dans la formule de la proposition 11. On obtient donc en appliquant la proposition 11 a
ob, (e) et §,. (¢") (modulo le corollaire 1 qui donne un sens a notre calcul)

ko

—Qin)"k©b,(e), B ()= Y (—1)*P, <x= —u, f lf[“% AWp AW, A d‘t).

Mais puisque dw=0 on a pour a€[l, k]
o T
o7

/\7/\@,/\wa_l.t+|f]“d1/\7/\w_/kl/\wa

AWp AW,.T

d<|f|“% A Wi A W,,-T>=(7‘+u)|fl”
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avec la convention w,=0.
En appliquant la formule de Stokes et le prolongement analytique, on en déduit que

ko
0= % (-1 Paﬂ(x— —u, f |f|“df/\ "7f N wa.1:>

ko

+y (—1)apa< -—u J |f|“7 7f AT A w,,_l.’c>
a=1
—Z(—l)“ (- |f|“if/\v3,’c/\wa/\d‘c>.
f
Ceci nous donne donc
(—2in)"h @b, (e), B (¢)=(—1*P, ., <x= —u, |f|“dlA d—ff: AW A Wko.‘l:>.
Considérons he([l, k—k,); on a (pour Re A > 0)
d<|f[“tif AWy A w,,o,L,,)=[f|“dri A Wi A Wi
f f
df d
+(Atw|f*r j{/\%/\wk AWgen | PP j{ATfAWk A Wigrh-1

toujours grace a ’hypothése dw=0.
On aura donc, puisque dt =0 prés de 0 et que pour 4 = 1 le support des courants

Pron <k= —u—v, j | f]** EI), VveN est contenu dans {0},
X

d
Pk0+h+1< J' |f|“ /\ W A Yf/\ wk0+h>

a ., df
——Pko+h<)"=_ua |f‘“17/\wk,/\7 /\Wk0+h—1>
ce qui donne, par récurrence sur he[l, k— k)

i (Sb, (), B ()= ((—2—)) (x— J |f|“ AW A ?f A »;,;)

ce qui achéve la démonstration du corollaire 2.
N° 3.

Démonstration de la proposition 12. — Commengons par rappeler que I'image de 8,
est déja contenue dans le sous-espace H°(S, H" ! (u))! d’aprés le corollaire 1 de la
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proposition 11 précédente. Pour prouver la proposition, il suffit donc de voir que I’adjoint
B HO(S*, H' ')~ H! ()

a pour noyau le sous-espace H° (S, H" ™! (v)) de H® (S*, H" ! (u)) [le fait que la restriction
a S* de HO(S, H"™ ! (u) soit injective vient de la nullit¢ de Hy, (S, H" ™! (»)) qui résulte
de la perversiteé].

Commengons par expliciter ’application ‘8,.

Précisons déja que , est une application a valeurs dans H" () via I'identification
naturelle de I’anti-dual de H"(u) avec H}(x) a l'aide de la forme sesquilinéaire non
dégénéree

Trace: H!(w)xH"(u)->C
donnée par

1

2im)" Jr (o

Trace (a, b)= aJub

ou F (0) désigne la fibre de Milnor de fen 0.

Soit e HO (S*, H* ! (1)) et notons par (& (k), 8) le complexe semi-méromorphe intro-
duit au paragraphe c. Comme on a sur Y*=f"1(0)— {0}, 4'(k)=H'(& (k), 8)=0 pour
i < n—1, la proposition 1 du paragraphe ¢ nous donne I'isomorphisme

Q)] HO(S*, h" 1 (k) S H" 1 (Y™, & (k), 9)
et comme les faisceaux & (k) sont fins, on aura simplement

) HO (S*, 1"~ 1 (k)) ~ H" "1 (H° (Y*, & (k)), 3).

m—1

On peut donc, puisque k = k, et donc que 4"~ ! (k) — H"~! () est un isomorphisme
(voir § a, proposition 1) trouver ae HO (Y*, &~ ! (k)) vérifiant 5a=0 et représentant a
via les isomorphismes (1), (2).

Quitte a rétrécir X autour de f ~* (0) [c’est-a-dire quitte a remplacer X par X N f ~1(D,)
ou D, ={zeC/|z| < m,} avec m, assez petit] on peut supposer que o est définie, semi-
méromorphe et vérifie d3a=0 au voisinage de 0X’', ou X'=X N B(0, &), ou € est choisi
comme au paragraphe c [c’est-a-dire € — ¢’ « ¢ si X est défini par la boule B (0, €)].

Soit v une 1-forme C* d-fermée sur X’ a support concentré au voisinage de dX' [par
exemple y=drt ou 1eC® (X) est une régularisation de la fonction caractéristique de X']
représentant en cohomologie la sphére dB (0, €'). Alors la forme C* a support compact
sur la fibre de Milnor F (0) de f en 0 [identifiée & f ~* (sy) ou s,e DN\ R**] & valeurs
dans C*

“) a=y A exp(—Idu+N)Log ) (@) o)
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t

est d-fermée sur F (0) de degré n et a support compact. Elle définit donc une classe dans
H; (F(0), C) ® C*.

LEMME 4. — La classe induite par a, dans H" (F (0), C) est égale a (1/2im)'0, ().
Démonstration. — Par définition de I’adjoint '8,, pour chaque ec H" (1) on a
®) (o, 8, (e))=Trace (0, (), e).
Pour prouver le lemme, il suffit donc de montrer que la classe définie par g, est dans
H? (u) et que YeeH" (1) on a 'identité
(6) 2in Trace (a,, €)=k (a, 8, (e)).
La premiére assertion est facile car la monodromie T agit manifestement sur a par

0) Ta=exp(—2in(Idu+N))(a)

d’apreés (4), puisque v est uniforme sur X. On a donc bien a|g o, e H? (1) ® C*.
Soit we H® (X, Q" (k)) vérifiant 8w=0 et r" (k) (w)=e (voir proposition 2). Considérons
alors les fonctions

1

® F, (= Qiny

J YA AW, i je[l, k]
f=s

Elles sont bien définies pour |s| assez petit s # 0 puisque y est & support f-propre, et
elles vérifient le systéme étudié au paragraphe g, n° 3 qui se déduit des égalités
©) dy=0, da=0, dw=0.

On aura donc

k-1
Cc
(10) Feu@=[s[*" L - (Log|s|?)y
p=0 p:

avec

_ 1

cp —
in)" Jro

a, A NPe.

On a donc, en particulier
1
2in)" Jeo

Maintenant par transformation de Mellin (complexe) on obtient, pour x e C® (D) véri-
fiant x = 1 prés de 0

(11) Co= a, A e=Trace(q, e).

(12) o Res<X=—u,J |s|“Fk,k(s)x(s)§/\if>
D s s

- (2i1t)"+1
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ce qui donne par Fubini

. : o _
(13) Trace (a;, e)= WR%(X: —u, L [fPP*y Aoy A wy /\d7f/\ —‘%)

ou 'on a omis f*y qui vaut identiquement 1 au voisinage de f ~*(0) qui contient le
support des courants

Res<?»=—u—v,f |f‘“D>, VveN.
X
En utilisant la proposition 11 précédente pour calculer 7 (a, 8(e)), on obtient

(14) (o, B(e)=

Qim)y

o &e HO (S*, Q"1 (k) vérifie 5a=0 et 7"~ 1 (k) (%)= (on utilise ici k = ko).

On peut en fait remplacer a par & dans (14) car on aura
a—0oa=93p au voisinage de S*

ou PeHO(S*, &' 2(k)), et on en déduit

‘;_fA ak=‘;lA &,;d(jl A Bk)

prés de S*. La formule de Stokes montre alors que

Res<l= —u, L | f1*ry A d(%{i A Bk> A sz A v?k>=0.

En comparant (13) et (14) dans laquelle on a remplacé a, par a,, on en déduit que

L. h(a, ﬁk (e))="Trace (a;, €)
2im

c’est-a-dire (6), et ceci achéve la preuve du lemme 4. B
Achevons la preuve de la proposition en montrant que Ker'8, = H° (S, H"™* (v)).

Soit donc ae HO (S*, H" ™! (1)) vérifiant '8, (a)=0 dans H”(x). Considérons la suite
exacte du couple (F (0), dF (0)) :

0-H""1(F(0), C) —i>H"‘1(F(0) NX-X"), C) —a>H;'(F(O), (C)c—a:H”(F(O), 0...
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L’écriture ci-dessus est justifiée par les considérations suivantes :
— F(0) est une variété de Stein de dimension » et donc H?~* (F (0), C)=0.

— Le bord de F(0) est homotopiquement équivalent a F(0)N\(X—X") ou
X"=XNB(0, ) avec £’ < &' < ¢ [par exemple &'’ =&—2 (¢ —¢')] puisque F (0) est trans-
verse au bord de la boule de Milnor.

D’aprés notre hypothése ‘8, (a)=0 et le calcul du lemme précédent, I’élément défini
par

exp (—(Id u+N) Log f) ()

dans
H" 1(F(0) N (X-X"), C)® C*

aura une image nulle par 0 ® Id.« (puisque 0 est précisément donné par produit extérieur
par y). On peut donc trouver ee H"~! (F (0), C) ® C* vérifiant

i(e)=exp(—(Idu+N)Log f) ()
dans
H"" 1 (F(0) N (X-X"),C) ® C~.

La compatibilité de i a la monodromie de f ainsi que I'injectivité de i montrent que I’on
a nécessairement ee H" 1 (F (0), C),-2ix+« ® C* et que N,_,&;=¢;_; pour je[l, k] avec
la convention g,=0.

Soit ve H® (X, Q" ! (k)) vérifiant 8v=0 et "~ ! (k) (v)=¢,. Alors la forme semi-méro-
morphe v—a sur X — X" induira 0 dans

H'~ 1 (HO (X~X", &(k)), 8) ~ H""} (X—X", & (k), §).

Il existera donc @ e H® (X — X", &"~ 2 (k)) vérifiant ¢ =v—a sur X —X"".

Alors I'image de v dans H° (S* N (X —X""), H"~ ! ()) coincide avec celle de o |x_x.-.

Comme H" ™! (1) (~ h"~* (k)) est un systéme local sur S* et comme chaque composante
connexe de S* rencontre X—X", on aura g, =r""!(k)(v) qui prolongera a S la section
aeH® (S*, H* ! (). Ceci montre que B, (x)=0 implique e H (S, H" ! (1)) et achéve
la preuve de la proposition 12. W

I

Le but de ce paragraphe est de démontrer les théorémes 13 et 14.

Démonstration du théoréeme 13. — Commengons par établir que la non-nullit¢ de
ob, (¢) implique la non-nullit¢ d’une fonctionnelle analytique écrite en 2°. Pour cela,
considérons la forme sesquilinéaire non dégénérée (voir § e)

h: H{y, (8*, H" ' (w)) x H! (S*, H" ™' (w))* > C.
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Il existe ne H! (S*, H* ™! (u))* tel que I’on ait
k(ob, (e), m) # 0.

Comme l'application 8, : H" () > H* (S*, H"~! ())* est surjective pour k' = k), k,
d’aprés la proposition 12 ci-dessus, il existe ¢’ € H" (u) tel que 8, (¢')=m et on aura donc

F(@by (e), By (e)) # 0.

Considérons w' e H® (X, Q"(k’)) vérifiant dw'=0 et r"(k’)(w')=¢’ et appliquons la
formule du corollaire 2 de la proposition 11. On obtient

Pk+l<)»=—u,L|f|“%£/\wk/\g;—ﬁ/\w;">;é0

et comme il existe je N tel que f7 (df]f) A w}. soit holomorphe au voisinage de 0, on en
conclut que les fonctionnelles analytiques de 2° ne sont pas toutes nulles.

Réciproquement, s’il existe une forme holomorphe we Q%*J et joeN tel que

Pk+1<)»=—-u,J |f|“f'jdl/\wk/\m>9é0.
x f

Posons alors o/f?=(dflf) A v avec ve H (X, Q" [f ~]).

Utilisons maintenant le corollaire du lemme 3 du paragraphe a pour écrire dans #",
le n-iéme faisceau de cohomologie du complexe de De Rham relatif de f, pour chaque
veN

v=(V—u)(a)+v

ou a,e #" et veI™(u)=Ker(sV—u)* pour k' > 0. Au niveau des formes méromorphes,
cela donne

v=E(+0v+da+ ‘;—f AB

avec

a, BeHO (X, Q"1 [f 1)),
& veH'X, Q"'[/7)
df df

da,—u— A a,=—nra, pour 2=<p=v,

df df

da,—u—na=—~nE

f f

et
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ou
w e HO (X, Q" (k")) vérifie Sw'=0.

On aura donc preés de 0

2= g AW ) ANE+ = f l Wi
f S f f
Montrons que si v est choisi assez grand, on a
Pk+1<7»=—u, |f|2‘ﬂAka—£A§>=0.
X f f

Pour simplifier nos notations, posons {=a,. On a, pour Re(A) > 0,1 <p=<v

|udf f

AW A a,

<|f|“ Awk/\a> A+uw|f
+(—1)r+! |f|“g A W A (dap—u‘;—f A ap>.

Comme on a

df df

da,—u——na,= - Aa,_ pour 1=<p=v,

cela donne, d’aprés Stokes (pour A = ky,+1)

Ph+1< J|f|“—/\wk/\7f/\a>

—P,,( f|f|“ /\w,‘/\g/\a )
f
On obtient donc

Pk+1()" J|f|“_,\wk,\‘;i,,\é>

=(=Dr Pk+1+p< J |f|“ N Wy A%Aa>

pour 0 £ p < v. 1l est clair que pour p assez grand (par exemple p=n;, il suffit donc de

prendre v=n) on obtient 0 car le prolongement méromorphe de f | f|** O n’a jamais

de pole d’ordre = n+2(X = C"*!), d’oli notre assertion.
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La nullité de

Pk+1<k=—u, fxif|2*le wk/\jl/\doc)

résulte immédiatement de la formule de Stokes (on a k = k, donc P, , est a support 0)
puisque

(—1)”d<|f|2‘%[Awk/\-‘;;/\oz>=|f|“‘;l/\wk/\%{—/\da.

Il restera donc de notre hypothése

Pk+1<k=—u, L|f|“%/\ wk/\c;l/\ w,",>;é0.

Maintenant la formule du corollaire 2 de la proposition 11 donne
E(abk (e, ék’ (e #0

ou e'=r"(k")(w"), ce qui achéve la preuve de la réciproque.

Montrons, pour finir, que la non-nullit¢ d’une fonctionnelle analytique
Pk+1<7\v= —u, f |fl“7_j°i A Wi A D)
x f
implique la non-nullité de la fonctionnelle analytique
Pk+,<x= —u, j |f1uf—<n+1>dfl Ay A m).
X

Si la forme holomorphe e H (X, Q%" ) n’est pas annulée par la premiére fonctionnelle
analytique, écrivons

a

fTloe=2 A0

ou veH® (X, Q"[f ~1]) et décomposons v dans le #7% de la cohomologie du complexe de
De Rham de f (voir § a, n° 2).

On aura

a

v=v1+doc—u7/\ oc+da+‘—1f/:/\ b
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ou (sV—u)"*'(v,)=0 et ou a, a et b sont des n— 1-formes méromorphes prés de 0. On
aura donc

a -9, a

AD v, + 7/\d(0t+a)

f 7"

La formule de Stokes montre alors que I’on aura
Pk+,()»= —u, J |f|“tdl AW A 4 A d(oc+a)>=0
x f f

puisque k+/ = k,+1 et t=1 prés de 0.
On a donc

PH,( J|f]“f/\wk/\afl/\vl>;é0

Maintenant, d’aprés [B.4] on peut induire le méme élément de #F («) que v, avec une
forme ayant un pole d’ordre =< n, c’est-a-dire que 'on peut choisir v, de sorte que
f**1(dfif) A v, soit holomorphe au voisinage de I'origine. Ceci achéve la preuve du
théoréme 13. W

Remarque. — Le théoréme 13 contient le fait que la nullité VjeN,V/ = 1 des fonction-
nelles

Pk+,<7»= —u, J |f|“f‘fjl AW A D) pour weH®(X, Q"(k))

vérifiant Sw=0 avec k = k,, est une propriété qui ne dépend que de e=r"(k) (w). 1l est
facile de voir que plus généralement si w'=w+38¢ ou EeHO(X, Q" *(k)) ona

Pk+,<X= ~u, f |f|“f—ff’j{f A (9= w) A D)=0

comme fonctionnelle analytique V/ = 1, Vj en utilisant la formule de Stokes.

Démonstration du théoréme 14. — On a par hypothése

T=Pk<x= I f |f|“l:|> £0
X

et comme notre hypothése implique k = ko+1, on aura Supp T < {0} (les pdles congrus
a —u modulo Z sont d’ordre =< k, le long de S*).

Posons M = ordre (T) et considérons ¢ € C® (X)"* ! "*! une forme différentielle vérifiant
(T,p)#0.
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Ecrivons le développement de Taylor de ¢ en 0 sous la forme

J
(P=PZWj/\ V_"}"“l’
1

ou YeCP (X)"*1:"*1 est plate 4 'ordre M en 0, ot w;, wjeI' (X, Q%"1) et ou pe CP (X)
vaut identiquement 1 prés de 0.

On a alors, vu la définition de M,

J

<T, (P>=Z <Ta pw;n ‘;;>7é0

ji=1
11 existe donc j,€[1, J] tel que I'on ait
(T, pwj, A Wi, » #0.

Notons pour abréger par w et w' les formes holomorphes w;_ et w; .

Considérons alors la décomposition de w/df dans #" (*!). On peut écrire

E=co+!:;+da+ ij{/\ b

af

avec e (u+vy), EeIm(sV—(u+vy)" ! et a, be Q" 1 [f 7). Ceci équivaut a I’écriture
de w sous la forme

w=fi£/\co+ g/\i—d<dl/\a>
f f f

avec lexistence de v, . . .v,, ;€ (X, Q"[f 1)) vérifiant

a a

@) dvj=(u+v0)7 Avit == A,

avec la convention v, =E.

La formule de Stokes donne déja que le prolongement méromorphe de

[r(fod)es

n’a pas de pole au voisinage de I’origine.

(®Y) Voir § a, n° 2.
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De méme la formule de Stokes donne, en utilisant (*), que la non-nullité de
d -
Pj+1(7»= —u—vy, J |f|“pl A v A w’>
x - f
donne la non-nullité de
d -
Pj+2<k= —uU—v,, J |f]“p—f— AVjpq A w’)
X f
puisque

d( fP*pojey AW)=|fP dp Avjiy AW

dj - d) -,
+()»+u+vo)|f|“p}jj AV AW +|f|“p<dvj+1—(u+v0)%r A vj+1> AW,
Donc par récurrence sur j, la non-nullité de
P,(k=—u—vo,J |f|“pi/\§/\ﬁ’> pour [>1
X S
donne celle de

d —
Pl+n+1<7"=_u_V0aJv |flnp_f‘ AN TUppr A W>
x S

qui est absurde car f | f|** O n’a jamais de pdle d’ordre > n+2 dans C***(/ 2 1). On
X

en conclut a la non-nullité de
Pk<l= —u—vy, J | f** pzj: AOA W’)
X S

o @=f"oW, avec We H° (X, Q" (!)) vérifie SW =0 et /= Sup (k,, k,).

Si on pose e=r"(I) (W) on aura donc, d’aprés le théoréme 13, ob,_, () # 0.

Pour achever la preuve du théoréme 14, il suffit de remarquer que si /=Sup (k,, k,)
ona

0by 4y =A%2, 0b,=0 (voir §b, n° 3)

car A% | =0 par définition de k.
On a donc k—1 < I+k, soit k < [+k, sous ’hypothése du théoréme 14. W

g

Nous allons dans ce paragraphe prouver le théoréme 15 et le corollaire 16.
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N° 1. Construction de w. — Comme on a supposé que 5ka (¢)=0, commengons par
* choisir w de sorte que le long de S* [et donc de Y*=7"1(0)—{0}] w soit localement &-
exacte.

Fixons maintenant une boule de Milnor X' = X avec un rayon trés voisin du rayon
de la boule définissant X et posons

L=0X'"NY-dX'NU4NY

ou % est un voisinage ouvert de S* dans X* que I’on supposera fixé assez petit une fois
pour toutes (*2). Alors L est un compact de Y —S=Y*—S*,

Considérons maintenant le complexe de faisceaux (& (k,), 8) introduit au paragraphe c.
Comme les faisceaux &7(k,) sont fins et que le complexe est acyclique sur Y —S, les
faisceaux Ker &’ sont acycliques sur Y —S et Ker/*!=1Im &, V; toujours sur Y —S. Par
hypothése on a we H (Y — S, Im 8"~ ) et la suite exacte

0 Kerd" ' - &1 (k,) > Kerd" -0

et 'acyclicité de Kerd"™! sur Y—S donne donc Iexistence de Be H® (Y-S, &"~ ! (k,))
vérifiant

p=w sur Y-—S.

Si pe CZ (X) vérifie p = 1 au voisinage du compact L, p = 0 prés de S et si le support
de p est assez voisin de Y on aura pP qui sera semi-méromorphe sur X tout entier et

w=w—35(pP)

qui sera une forme semi-méromorphe sur X vérifiant les propriétés suivantes :
(i) Sw=0;
(i) w = 0 au voisinage de L;
(iii) w = w au voisinage de S,
qui résultent immédiatement de notre construction.

Si on considére maintenant une section o du faisceau Q" ! (k,) sur un voisinage ouvert
de X' N % NY, alors pour Ne N assez grand le produit

|fPNwiAq, Vi jell, k]

sera bien défini au voisinage de Y N JX' et y sera C*: en effet si ¥~ est I'ouvert de
définition de a, la compacité de suppw N ¥ N oW’ NY, qui résulte de la propriété de
(ii) de w, permet de trouver un entier N tel que fNw et fNa soient respectivement C* et
holomorphes au voisinage de cet ensemble. Notre assertion en résulte (par prolongement
par 0).

(¥ 1l sera précisé plus loin.
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Considérons maintenant te C® (R**) de support un voisinage assez petit de ¢ (le
rayon de la boule de Milnor donnant X') et vérifiant

~[Ho‘c(x)dx=l.
0

Posons alors y=Cr*(t(x)dx) ou n: C"*! > R* est donnée par n(z)=||z||* et ou C
est choisie de sorte que 1’on ait, pour toute forme C* { d-fermée de degré 2n+ 1 définie
sur un voisinage ouvert de la sphére de centre 0 et de rayon € dans C"*! contenant
n~ ! (suppT)=suppy:

J V= YAy
B (0, &) crtt

Ceci signifie que y représente la classe fondamentale du cycle B (0, €') dans un
voisinage ouvert de cette sphére. Il en résulte que y induira dans S* la classe du cycle
fondamental de S* dans H!(S*, C) puisque I'on a une intersection transversale
dB(0, €)M S*.

Pour vy choisie de cette fagon, on pourra donc trouver Ne N tel que les formes

|FPNWe s Ay, Vi jell, kol

soient C® et a support f-propre dans X. En effet il suffit de choisir le voisinage ouvert
 de S* (qui a présidé a la construction de w) de sorte que o soit une section sur % de
Q"1 (k,) (vérifiant da=0): de par ce choix le compact suppy A suppw ne rencontrera
pas un voisinage du compact suppy N (Y —% M Y). On peut donc prolonger de manicre
C® (par 0) au voisinage de Y la forme (C*® au voisinage de suppy () supp w)
[FIPNw A Ay

On peut ensuite restreindre X autour de Y (ceci revient & diminuer le rayon du disque
dans C pour le représentant de Milnor) de sorte que ces formes C® soient définies et C®
a support f~-propre sur X tout entier.

N° 2. Cup-produit dans le bord de la fibre de Milnor. — Nous allons maintenant
raisonner par I’absurde et faire ’hypothéese que

A0 B (@) # 0
dans H! (S*, H" ! (u)). La dualité hermitienne (globale) introduite au paragraphe e
h: HO(S*, H* '(w)xH!(S*, H* '(u)) » C
nous fournit alors une section a.e H® (S*, H" ! (1)) vérifiant
(6] (o, #7505 B (e))) # 0.

Considérons a une section Q" * (k,) définie sur un voisinage ouvert % de S* vérifiant
80=0 sur % et induisant o dans H° (S*, H" ™! (1)) grice a I'isomorphisme sur S*

ot (ko): mt (ko) = H"™ ! (u).
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Ceci est possible grace aux hypothéses standards, a la définition de k, et a la
proposition 5.

Comme on a, d’aprés le lemme 1, § b, n° 3
N ¥ By ()=, (V¥ (0))
et aussi

1" (ko) GV 0"t (W)= A0 (o)

d’aprés le lemme 7, §a, »n° 3, la proposition 1 du paragraphe e permet de réécrire (1) sous
la forme (compte tenu de ce qui précéde)

¥) Res(%=—u,fx|f|2*&koA$1/\y/\d%/\f;[);éo.

On remarquera que ’on a pu remplacer w, par ;1 dans la formule (2) sans changer le
résultat puisque I'on a
w=w au voisinage de S*

d’apreés la condition (ii) obtenue sur w lors de sa construction.
Remarquons maintenant que la 4", _,-invariance de # montre que les nombres

3 Res<x=—u, L|f|“aiA$,.AyAd%’A£‘;fi>

ne dépendent que de i+j et sont nuls pour i+i =<k, Cette assertion résulte de la
proposition 1 du paragraphe e qui nous dit que, a —(1/2im)" prés, le nombre donné par
(3) est égal &

@ R(ARoifo, A0 By, (0))

(on utilise ici encore le lemme 1 du paragraphe b, n° 3).
Mais on a

@B=h(a, /75D @ ()
qui ne dépend donc que de i+ et qui vaudra 0 dés que I'on aura
2k0_(i+j) 2 ko

c’est-a-dire i+j < k,, puisque, par définition de k,, on a A%, =0 sur H" ! (u).

Définissons alors pour i, je[1, k,] et s voisin de 0 les fonctions

U

5) F, (9= & A W A Y.
f=s

=
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Comme on a sur X
~ = _df ~ = ~ =
d(oc,-/\wj/\'y)—u—/\oci/\wj/\y+7/\cx,._1/\wj/\y

Zi—- ~ ~ ~ ~
+u—i/\a,~/\wj/\y+7/\a,./\wj_l/\'y

avec les conventions a,,=0 et w,=0, on en déduit que les F, ; sont solutions du systéme

différentiel
0
ségFi.j=uFi.j+Fi—1,j (Fo,;=0)
6 3
Ea_‘sTFi’j=uFi‘j+Fi’j_1 (Fi,o EO).

Nous allons montrer que le systéme (6) permet de calculer les F; ; de manicre précise
N° 3. Etude du systéme (6). — Posons D*={seC/0 < |s| < n}.

SoriTE 0. — Si ay. . . a, sont dans O (D*) et si
ap+a; (Log|s|)+...+a,(Log|s|?)"

a,=0.

sur D* alors g, =a, = ...
Preuve. — C’est immédiat par récurrence sur # en utilisant ’opérateur s(8/0s).

SoriTE 1. — Si ae O (D*) vérifie pour un ne N*
a n
s— ] (@=0
()@

alors on a aeC.
Preuve. — Pour n=1 c’est clair. Sin=>2on a

et donc 5(0/0s) ae C par hypothéese de récurrence.

On a donc a€eC.
., a, sont dans O (D*) et si

(2] (3o, Cotletr) o
0 p!

0s

SorITE 2. — Siay, ..

*
,a,eC.

alors on ay, . ..
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Preuve. — Supposons déja démontré que 4,4, . . ., a, sont dans C (avec g < n). Le
terme de plus haut degré en Log|s|? est (s(3/0s))"* ! (a,) (Log|s|*)%/g!. 1 est donc nul
d’aprés 0 et donc d’aprés 1, a,eC.

Sorite 3. — Siay, ..., a,e0(D*) et by, ..., b,e0(D*) vérifient

(Log|s]?)? < - (Log|s|?)?
(**) Z a, gl | =Y5, gl/ |
p! 0 p:
alors on a ay, .. ., a, by, ..., b,eC et a,=b, pour chaque p.

Preuve. — On a

(si)ﬁ <i ___(Log| '2)p>so
os 0 p

(&) o)

Le 2 donne alors a,eC, Vpel0, n].

et donc aussi

0.

On réécrit (**) sous la forme

n

z(bp__)

o

woglsty

et on conclut grace a 0.

SoriTE 4. — Si f € C® (D*) vérifie
k k
2V (=0 et Ei)o(f)=0.
Js os
Alors on a

2\p
f(S)E Z ____(Log’J |)

avec a,eC.

Preuve. — Par récurrence sur k,; le cas k,=1 est clair.
Supposons le résultat vrai pour k,— 1. Alors on a, grace a I’hypothese de récurrence

o[-0 (Log|s[2Y
Sas<sas‘(f)> g

p!
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et donc

(Log|s|P*! _
‘f ,,;0 Po(pt+1)

est annulée par s(0/0s); donc g est antiholomorphe.
Mais (5(8/0s))*o annule

2\p+1
s_a—{ et Z ______(Log |51
os r=0 (p+ 1)!
et donc d’aprés 1 conjuguée, on aura geC.
Alors
_0 Zyp
_f— Z b, M avec b,eC

et comme (5(0/0s))*o ™" annule 5(9/0s) f on aura b, _, =0.

Ensuite

(5 8, LYY g

p.

donc la fonction

ko—2
Lo S2p+1
o T (p+ D)

est holomorphe. Comme elle est annulée par (s(6/ds))*o elle est constante d’aprés 1 et
donc

ko—1
f®=3% ¢

p=0

L 2yp
% avec c,eC.
p

Sorite 5. — Si on pose G; ;(s)=|s| 2*F, ; le systéme (6) sur D* devient

SEGij=Gi—l j
, ’ os ’ .
(6) a 1916[19 kO]
6sGi,j=Gi,j—1

avec G, ; = G; (, = 0 par convention.
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On a donc
et

ce qui donne grace a 4

ko—1

Log|s|?)”
Gko’ko(s)= Z Cp( g|' |)
p=0 p:

avec C,...Cy,_,€C.
On a alors d’aprés (6")

0 \ko=i /_ 3 \ko—i
Gi‘j(s):‘ <S Eg) <S 5;_) G"Os ko (S).

On a donc G; ;=0si i+j < kg et pour i+j=ko+1+h, hel0, ky—1]

h

Gi,j(s)= Z Cq+ko—h-—l

q=0

(Log|s|»)*
g

Finalement il existe des constantes C,, ..., C, _, telles que pour i+1=ky,+1+h on
ait
" .. (Log|s|?)?
Fi =% Corro-n-1|s*" q
q=0 :

et

T
]

0 si i+j<k,

N° 4. — Par transformation de Mellin (complexe; voir [B.M]) on obtient

_ ~ = af W)
R )\l-_, 2li j —_— i
es( uL|f| oz/\W/\y/\f/\j7=

qui vaut 0 pour i+j<k, et qui vaut C, _; pour i+j=ky,+1 et donc C, _; #0
d’apres (2).
On a donc pour i+j=k,+1

F, j()=Cyy—1|s|** avec Cy_; #0
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et donc
J &i/\v-v;j/\yaéo pour i+j=k,+1.
F (0)

Comme vy induit sur F(0) (qui est aussi transverse 4 0X') la classe fondamentale du
(2n—1)-cycle X’ N F(0), ceci montre que la (2n— 1)-forme a; A w ; | () qui est d-fermée
(F(0)=f"1(so)) induit sur le bord dX' N F(0) de la fibre de Milnor F(0) un élément
non nul dans H2"~ 1 (F (0) N dX’, C).

On remarquera que dés que F (0) est connexe, H2"~* (F (0) N 0X’, C) est isomorphe a
C car F(0) N X’ est compacte connexe orientée de dimension 2n—1 et que la monodro-
mie agit comme l’identité sur cet espace. Notre hypothése se traduit donc par un cup-
produit non trivial dans le bord de la fibre de Milnor.

On remarquera que la formule

ko—1

. (Log|s|»)"
Fionn@= 3 C,|sfe LBl
q=0 q:
montre que l'on a
- = ar df
P, <k= —u, | | SPF0y A Wiy A Y A %/\ —j{->=(—l)“04ian0_1 £0
X

et donc que notre hypothése A *0~1(B(e)) # 0 permet de produire de maniére assez
constructive un pole d’ordre exactement k, le long de S*.

Comme a; A ;j devient C* au voisinage de X’ 'Y aprés multiplication par | f|*~
(voir plus haut) nous pouvons définir le courant T de type (n—1, n) au voisinage de
dX' MY en posant

aeZ beZ

%) T=3 Y (—1)"P,y, <7V= _u,j |f|“&ko+a A ‘:V;b+1 A D)
x

ou les sommes sont en fait finies et on a utilisé la convention &j=0= fvj sijé[l, kol

Posons également au voisinage de 0X' MY pour i = 0, a et be[l, k]
v§,b= z (_1)a+bpa+i<x=_u,J |flzxf—j—1 &, A ;b A D>
aelZ X

Tet= Z (_1)a+be+i<)\'= —u J |f|“f_j—1&a A V-V;b A D)
X

beZ

Remarque importante. — Les courants J%% et J%' sont a priori définis prés de
0X’'MY. En fait comme on somme respectivement pour a€ll, k,] et be[l, k,] avec
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i = 0, le support des courants,

N R ) I (I LAl

sont contenus dans S. Comme pour chaque compact K de S*, il existe un entier Ny tel
que

| f]2Nea; A w; soit C®, Vi, jell, ko]
au voisinage de K, on voit que les 7% (resp. 7% ) sont des courants sur X* & support
dans S* ou X désigne la boule de centre 0 et de rayon € qui a donné la boule de

Milnor X [par intersection avec f~* (D) ou D est disque de centre 0 dans C et de rayon
N « g; c’est la construction de Milnor!].

LEMME 1. — 1° On a, au voisinage de 0X' 'Y

6" d'T=(—1Dro*1df A Tko©
et
(6" d"T=(—Dko* 1 gf A TG o,

2° On a sur X* les relations

@) d'J5"=0
) d" T+ G+ DA A ThE —df A (T =T D=0
(7 d T +(G+D)df A T4 —df A (T4 =T 1 )=0
) d"Tei=0

aveci=0,aet be(l, ky] et jeZ.

Remarque. — Le courant T n’est pas, a priori de type pure (n—1, n) au voisinage de
X' MY car w n’est pas de type pure (1, 0) : on n’a pas de contrdle du type de la forme
semi-méromorphe B utilisée dans la construction de w. Cependant le type de T est bien
(n—1, n) prés de SN X' MY puisque prés de S on a w=w.

Par contre les courants 7 et J sont de type pur (n— 1, n) puisque w=w prés de S et
qu’ils sont nuls hors de S. Les formules (6") et (6") montrent que d'T et d"” T sont de
types pur (n, n) et (n—1, n+1) prés de X’ MY tout entier (mais ils sont nuls loin de S).

Preuve du lemme. — Comme
d(fPHf 7 a, A w)

=|fP*f! [(7»+u)§f— A d, A W+ %{ Aldy_y A Wb—(j+l)j—f A Q, A ﬁ;,,:l
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sauf pour a=k,+1 ou le second terme du crochet disparait, on obtient pour a€[l, k]

d’f?’i= Z (_1)a+be+i+1<)"=_uaJ~ |f|“f_j_lj—f Ad, AWy A D>
X

beZ

+ (_1)a+be+i<7V='"uaJ lflnf_j_ljdfi A Oaoy A Wy A D)
X

beZ

G4 T (—1)a+bp,,+i<x=—u,j |f|“f‘f‘1‘;—f Ay A Ty A m).
X

beZ
Les deux premiéres sommes donnent respectivement
df " T4 et —df A TP
le dernier terme vaut
=G+t df A T4
ce qui donne (7).

d"(fP T e, Aawy=|fPA It [(k+u)£; A d, A wy+ % Ad, A v?,,_l]

sauf pour b=k, + 1 donnera

w7w=z«n”wwﬂQF—mJUVVﬁ”%m&A%AD)
X

beZ

+ 3 (—-1)““’Pb+i<k=*u,J |f|“f‘j’1i;f— A, AWy_y A D)

beZ

ar

+(— 1)tk Pko+1+,.<x= —u,J |f|Pr it = By A Wy A m).
X

Les deux premicres sommes se détruisent et le dernier terme est nul pour i = 0 car le

prolongement méromorphe de f | f|** O n’a pas de pdle d’ordre > k,+1 congru a —u
X

modulo Z sur X* (c’est-a-dire en dehors de 0).

On obtient donc (7"). Les formules (7’) et (7"') sont analogues. Venons-en aux formules
(6") et (6"). On ne peut remplacer w par w comme dans le calcul précédent car on ne
sait pas encore que d' T et d”’ T sont de type pur. On doit donc calculer dT en utilisant
la formule

Nﬂ“&A@=UWme§AaA@+§A@AAﬂ
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+]f|“|:(7»+u)% Ad, AW+ if{ A O, A vrﬁb_l]

pour a et b # ky+ 1, qui vient des relations

da=0 et dw=0

[rappelons que pour les formes semi-méromorphes 4 poles dans { =0} on a posé

6=46,+d"
avec
dll
- (7? >= Tl ]
Cela donne
ar= z Z(*l)a+bpa+b+1 <)"-'_u j \f|2k g A ako+a A wb+1 A D) 1
a+b und = ~
+Z Z(—l) Py A=—u | [P = A Og+a—1 A Wpeg A D 2
a b X f
+Z(~l)"“Pb+1<X=— J |f|“—/\ock Awb.,,lAD) 3
+Z Z(_l)a+bPa+b+1<)"—_ f lflu—‘/\akom/\wbﬂ/\ D) 4
iy )j(—l)a+bp,,+b<x f |f|“_]f- A By A Ty A D) 5
a b

+Z(—1)"0+“Pko+a( J |f|“—/\ocko+a/\;ko/\ D). 6
Les sommes 1, 2 et 4, 5 se détruisent et il reste seulement

dT=Y (~1)P*' Py, <x=—u,j |f|“‘;l A By A et A g)
b X

+Y (= Dferep, ., (7»= —u, j |f|“d7f A Qg A vjko A D).
a X

Donc on obtient

dT=(— 1o+ df A Tro O+ (= 1)+ 1 gf A T 0o,
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Ceci achéve la preuve de (6') et (6") compte tenu de ce que ’on a dit sur les types.

Maintenant sur un voisinage ouvert ¥~ de dX' (NY privé de ¥ N f ! (0) le courant T
coincide avec la forme C® (relativement fermée pour f)

®) =lff 3 (—ppee@ogl IR e

A Wyyq
o (|a+b|)! ko+a b+1

Eneffet ona P,,, <7»= —u, f

X

...)=O sur X—f"1(0) pour a+b > 0 et pour m =0

et F méromorphe on a l'identité

P, (h=—u FO)= %Po (x= —u, %F(k)).

Comme

a(J1rero)=[ 1rprroelrpo

la formule de définition de T donne
) Tly-yns-t@=t

Mais pour a+b <0 on a ky+a+b+1 =<k, et donc I'intégrale de &ko+a A »_T;,,H sur
0X' M F(0) sera nulle d’aprés ce que I’on a vu plus haut. On aura donc, puisque

(10) J % A $i=cko—1'so|2“7é0
F(0) n X’
pour i+j=k,+1, en intégrant (8) sur F (0) N oX’
(1 f t=koCyy-y #0.
F (0) n 0X’

Considérons maintenant ge C® (D) ayant un support concentré au voisinage de s,
[rappelons que s,€R** M D est notre point base et que F(0)=7 "1 (s,)] et vérifiant

f g(®)ds n ds=1.

Alors la 3-forme C® & support compact [voisin de F (0) N 0X']
U=y A f*(g(s)ds A d5)

ou v est la 1-forme introduite plus haut, vérifie :

1° dy=0 (car dy=0), y A df=0, ¥ A df =0.

2° Elle représente le (2n—1) cycle F(0) N X’ dans H2 (W, C) ou W est un voisinage
ouvert de F(0) N\ 0X’ dans X contenant supp \ [par exemple W=v¥"—%" N\ f~1(0) si le
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support de g est assez petit]. On aura pour toute forme C®y fermée de degré 2n—1
sur W

J XAY= X
w F (0) n 0X’

Calculons f t A r; le théoréme de Fubini [car on peut supposer que f est de rang
w
maximal sur W, c’est-a-dire que W N f ~* (0)= ] donne

j t/\\j;=j g(s)(j —y/\t>ds/\d§
w D Wnas e

=J g (— Z |s|_2“Fko+a,b+1(s))dS/\d‘;=_kocko—l7é0'
D

at+b =<0

Ceci montre que (T, y ) # 0.

Nous allons maintenant obtenir une contradiction en montrant (sous notre hypothése
«absurde » que les fonctionnelles analytiques de I’énoncé sont nulles) que l'on a

(T, ¥)=0.

LA STRATEGIE DU CUP-PRODUIT (voir [B.2]). — Notons par J; et T ; les courants a
valeurs dans C*o ® C*o définis par

T=Y T8 e®¢

T=YTie®e,
ib

ole;...e,etg... g _, sont des bases de C*o; notons par
v: C* ® C*o — Cko ® Cko
I’endomorphisme nilpotent défini par
V(e,®&)=—¢€+,®¢ T e, @&,

avec les conventions €_; =0 et ¢, ., =0.
Alors les relations (7) donnent

1 {dﬂ’j+ df A ((G+1).1d=Vv) T ;,,=0

a7+ df A ((G+1).1d=Vv) T ;,,=0

qui sont vérifiées sur X*.
La variété X* vérifie

(13) HI(X*, Q)=0, Vge[l,n—1], Vr
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Nous voulons maintenant appliquer la variante vectorielle du lemme C; de [B.2] aux
courants I ; et aux courants J ; (conjugués des 7 )

On remarquera que les relations

fT =9, e [fT;.,=T;

étant évidentes pour tout j, on pourra méme utiliser le lemme C.

Pour les courants J~ ; qui sont de type (n—1, n) ceci ne pose pas de probléme car les
conditions d’annulation (13) sont suffisantes.

Par contre pour J ; qui est de type (n, n—1) il manque 'annulation en degré n.

Ceci peut étre contourné en utilisant ’hypothése supplémentaire suivante, dont nous
montrerons plus loin qu’elle est conséquence de ’hypothése du théoréme 13.

L’HYPOTHESE # :
Supposons que Vj < n+1 la classe de cohomologie (vectorielle) définie par J ; dans
H" O“(*’ Q"= 1) ® (Cko ® Cko)
C

soit nulle.

Alors on obtient I’existence (grace aux lemmes C] et C;, de [B.2] variantes vectorielles)
de formes holomorphes a valeurs dans

Cko ® Cho, Q) <1 et (Qj)j <1

de degré 2n—1 (donc nulles pour n = 3) et de courants vectoriels (Upj<iet (V)< de
degré 2n—1 sur X* vérifiant :

(14) {.9',.=Qj+duj+ df A ((G+1).1d-v)U,,,
(14 T=0,+dV;+ df A ((+1).1d=V)V,,,
pour j < 0, avec aussi

(15 et (15) fQ,=Q, e fQ,=Q,
(16) dQy+ df A Id—v) Q, =0
6) dQy+ df A Id—v)Q, =0.

Cela donnera en particulier sur X*

Tho 0= Qo 0+ Uk O+ df A (Uko 1= Uko~1-9)

¢

0
S ro=Q0 o+ gV ko+ df A (Vi ko— Vi k1),

Ce qui donne

df A T O=df A Qk0 0+ d(df A U)
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et

df A Ty Ro=df A Q3 %o+d(df A V).

Remarquons déja que pour 2n = n+2 c’est-a-dire pour n # 1 les formes holomorphes

ar A Qe ® et df A Qo

sont nulles (car de degré 27 = n+2 dans C"*!) et ne nous géneront donc pas.
Pour n=1 ce sera différent.

Dans ce cas commengons par remarquer que les relations (15) et (16) [resp. (15) et
(16)] et le théoréme de positivité de Malgrange montrent que QX0 © (resp. QY *0) induit
la section nulle sur D* du fibré de Gauss-Manin s — H! (£ ~!(s), C) (on utilise ici Hartogs
pour voir que ces formes holomorphes sur X* se prolongent holomorphiquement a X).

Comme df A Qo © est holomorphe de degré 2 sur la boule X de C2, on peut trouver
A une I1-forme holomorphe sur X vérifiant dA=df A Q5 ° (resp. A vérifiant

dR=df A G0 o).

On aura alors, au voisinage de X' N Y

(17 (— Dt gT=d(A+ df A U+A+ df A V).

En fait le courant T est identiquement nul prés de X’ dés que I’on s’éloigne de S (N oX’
et il en est de méme des J; et s ; qui sont a support dans S*. Donc I'égalité (17) sera
valable au voisinage de la sphére 0B (0, ') de X* toute entiére [on utilise ici la nullité de
w au voisinage du compact L; voir la condition (ii) de la construction de w au n° 1].

Comme on a H2" 1 (S2"*1 C)=0 on peut trouver un courant = de degré 2n—2 au
voisinage de B (0, €") vérifiant

(18) dE=(—1) 0" ' T—A—A—df AU-GF AV

au voisinage de 0B (0, €).

En évaluant ceci sur la forme \ construite plus haut [qui est de degré 3 et a support
voisin de F (0) N\ 06X’ = 0B (0, €")] on obtient

(= DR* (T ) =Cd8, Y ) +<df A U Yy +<df AV, ) +CA V(A ).

Comme on a dy=0, df A y=0 et df A y=0, il reste seulement les intégrales

jAA\I] et Jzimy.
w w

Considérons la fonction (n=1 maintenant sinon A=A =0)

F(s)= AAny.
f=s
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Comme la forme d-fermée a support f-propre y définit une famille horizontale de
l1-cycles du fibré de Gauss-Manin s — H, (f ! (s), C) (via la dualit¢ de Poincaré) et
comme la relation dA=df A Q- ° donne

E(s)=fQ’(‘)0'0 AY=0
ds
puisque ’on a vu que Q¥ © induisait 0 dans le fibré de Gauss-Manin s » H! (f ™! (s), C),
on aura
F (s)=Cte.
D’aprés Malgrange on a encore (voir [M. 1] et [B.2])

lim F(s)=0
s—>0
s>0

ce qui donne la nullité de la constante et donc de F.
Comme on a par Fubini (banal)

J A A \|I=J‘ g [F(s)]ds A ds
w D

on trouve J A A \IJ=0<resp. f A A \|1=0) et donc la contradiction cherchée
w w

{T, ¥ »=0 pour tout n > 1.

Il nous reste a montrer que ’hypothése du théoréme 15 implique bien I'hypothése #
que nous avons utilisée.

Considérons les courants sur X

Ti= 2% (—1)"P,,+,-(x=—u,j [T wy A D)

beZ

pour jeZ et ieN. IIs sont de type (n, 0) sur X et & support dans S (on somme en fait
sur be(l, kyl et i = 0).
On a

dT= Y (=1 Pyorsy <x= —u,j |f|“f—f-1£j’{f Ay A m)

beZ

iy (—1>bP,,+l(x=—u,j T D)
; 7

beZ
+(~ 1y Pko+1+,-(>»= —u, J A7 D N D)
X f
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Les deux premi€res sommes s’annulent et il reste
T — k, — 2L F—j—1 df
d'Ti=(—1)Py 1| A= —u, |fI?*F 7/\wk0/\l:| .
X

Donc d’ Tj- coincide avec la fonctionnelle analytique (conjuguée) dont ’hypothése du
théoréme 15 implique la nullité grace au théoréme 13.

Il existe donc un courant tj. de type (n, 0) a support I’origine dans X et vérifiant
d'(Ti—1)=0  sur X.

Alors T:—f définit sur X une classe dans Hy; (X, Ox) puisque lon a
supp (T;— tj.) < S. Comme X est de Stein et S est de codimension pure # dans X on a

Hig, (X, 0x)=H° (S, Hig (0x)).

De plus le faisceau Hjg;(Ox) n’a pas de section non nulle supportée par 'origine.

Montrons que T‘-—t induit la section nulle sur S* du faisceau Hfg, (Ox). Mais on a
choisi w de sorte que ’on ait prés de chaque o eS*

w=20p° sur X,

ou BeeH®(X,, Q" ! (k,)), X, désignant une boule de Milnor pour f en . Posons alors
sur X,

Ej.= Y (—1)be+i<x=—u,j | FIPA T8 A D).

On a

E Z ('"1) Pb+;+1<7\'_ J\ |f|27~f_‘j—1_{/\ﬁg/\m>
X f

beZ

FY (-1 P( Jlfl“f - lffAB lm)

beZ

+(—1)k0Pko+i+1<)"=— J |f|“f - lf A By A D)

iy (—1>bP,,+,( j | F[2A 7 (8B A m)

bez

Les deux premicres sommes s’annulent et pour i = 0 le troisiéme terme est nul car on
n’a pas de pole d’ordre = k,+1 (i = 0) en —u modulo Z sur X, (< X*).
11 reste donc:

i i
d'Z;=T; sur  X,.
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Comme supp E.j < X, NS (pour i 2 0) ceci montre bien que T;—¢; induit la section
nulle sur S* du faisceau Hf;, (0x) (rappelons que supp tj. < {0}).

On en conclut que pour chaque i 2 0 et jeZ, T;— 7, induit 0 dans Hf, (X, Oy), Cest-
a-dire qu’il existe E; courant de type (n— 1, 0) sur X a support dans S et vérifiant

(19) dE=Ti-f sir X

Prouvons maintenant ’hypothése .

Soit veQ} , et soit pe CP (X) valant identiquement 1 prés de 0 telle que pv soit dans
C® (X). Par définition de la dualité entre H*(X*, Q% ) et Q% ,on a

(T35 0)=( T3, d" p A v)

et donc

(T8 0y= 5, (~1)“+"Pb+i(x=—u,J FPAf I, ARy A" A )
X

beZ

=(—1)*(Tho,Ad"pArv)

abusivement car a, a encore des dénominateurs, mais il existe N tel que fNa, soit
holomorphe au voisinage de S M\ suppd’’ p (compact de S*) et on aura bien

(T55 0= Thans [N A d"p A D).

On remarquera que comme i est positif ou nul et be[l, ko] la substitution de w, a w,
ne change rien.

Comme d" p est =0 prés de 0 on peut remplacer Tj-m par T}+N— t;+n sans changer
le résultat, puis utiliser (19) conjuguée, ce qui donne

(T oy=(—1)'(d" &}, fNa, nd"p rv)
=+ (B, d"(fNa, nd"pArv))
=0

car on a d” (fNa,)=0 prés de (supp d” p) NS et suppE} = S ainsi que d”’ (d” p A v)=0
sur X puisque veQf ,. Ceci achéve la preuve de I'hypothése # et donc celle du
théoréme 15.

N° 6.

Preuve du corollaire 16. — Nous supposons donc k,=1 et que lapplication
ob,: Ker /" — H{lo} (S, H* ! (u)) est identiquement nulle. Nous voulons montrer qu’alors
I’emmélement ne se produit pas, c’est-a-dire que 1’application can: H? (1) - H" (1) est un
isomorphisme. Il suffit pour cela de montrer que can est surjective puisqu’elle est auto-
duale (pour la dualité de Poincaré).

Montrons par récurrence sur k=1 que pour eeH"(ux) vérifiant #*e=0 on a
eelm can.
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Pour k=1 cela résulte du théoréme 15 puisque I'on a supposé ob, =0: en effet
ob, (¢)=0 implique ecImcan d’aprés la proposition 7. Supposons le résultat démontré
pour k—1 =1 et considérons ee H" (1) vérifiant #*e=0. On a A/ ™* ! eecKer .4 et donc
d’aprés le cas k=1 on en déduit que A* 'eelmcan. On a méme, d’aprés la
proposition 7, I’existence de €€ H" (u) vérifiant A4",€=0 et cane=.A4"*"1¢. Montrons que
gelm A*~1: pour cela il suffit de prouver que VaeH"(x) vérifiant #/* " 1a=0 on a
(g a)=0. Mais d’aprés I’hypothése de récurrence, on a aelmcan et de plus,
ob,_; (@)=o0b, (#/*"2q) d’aprés le lemme 1 du paragraphe b, n°3 et la formule
Oby 4= AN c0b,=0b, > A* (voir § b, n° 3 également). On en déduit que §,_, (x)=0 et
ob,_, (@)=0 [6,_, (®)=0 car aeImcan, ob,_, (2)=0 car ob, = 0].

D’aprés la proposition 7, il existe Be H” () tel que a=can B avec #*~*B=0. On aura
donc

(& a)y={cang, B)=CAN*"Te, B)=(N'B,e)=0

et donc Voe H" () vérifiant #™*~ ' =0 on aura (&, o )=0. Donc eeIm 4%~ 1,

Si neH"(u) vérifie e=A*"'n on aura donc #*"!(e—cann)=0 et donc, d’aprés
Phypothése de récurrence e —canneImcan. On a donc e€Imcan. Ceci achéve la preuve
de la premiére partie du corollaire 16.

Pour prouver la seconde partie, il suffit de constater que pour k, =k, =1 le théoréme 14
donne que l'existence d’un pole double implique 'emmeélement et que réciproquement
’'emmélement implique ob, # 0 (corollaire 16) et que ob, # 0 donne I’existence d’un pdle
double d’aprés le théoréme 13. Ceci achéve la preuve du corollaire 16. H

h.

Nous nous proposons ici de détailler un exemple simple mettant en évidence par un
calcul direct les poles doubles créés par I'interaction de deux strates consécutives.

N° 1. Considérons dans C* le polyndme quasi-homogéne
PX, Y, Z)=X>(X3+Y>+Z2
L’idéal jacobien de P est engendré par
6X°+3X?Y3, 3X*Y? et 27.

Les points critiques de P sont donc les points de la droite S={X=Z=0}.

Soit (0, Yo, 0)eS*=S—{0}. Prés de ce point on peut définir les coordonnées locales
suivantes :

U=X(Y3+X>"3,  |X|«]|Y,]
@) V=iZ
W=Y>+X3.
On vérifie sans peine que

dAUAAVAdWN=—i(Y3+X333Y2dX A dY A dZ
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et
(Y3+X3)13Y2£0 presde (0, Y, 0), Y, #0.
On constate alors que dans ces nouvelles coordonnées on a
PX,Y,Z2)=U%-V?

c’est-a-dire que la singularité est produit (holomorphiquement) du cusp par un disque.
La fibre de Milnor de P en un tel point est donc équivalente homotopiquement a celle
du cusp, auquel on sera donc ramené pour étudier ’action de la monodromie sur la
cohomologie de la fibre de Milnor.

Comme P est quasi homogeéne, la fibre de Milnor de P est homotopiquement équiva-
lente & la surface {P=1} de C? et I'action de la monodromie est induite par 'automor-
phisme

M: X, Y,Z)> X3, Y3, —-Z)

de cette variété (P (Xe'® Ye'® Ze?i9=e%%P (X, Y, Z)).

Comme il vérifie .#°=1d, la monodromie agissant sur la cohomologie de la fibre de
Milnor en 0 est certainement semi-simple.

Montrons que 'on a H* (%, C)=0 ou Z={P=1}.

Pour cela considérons X comme revétement ramifié de C? via la projection

n: ¥-C%, X Y,Z2)=Y).

Comme % ={Z*=1-—X?(X?*+Y?)} ce revétement ramifié est de degré 2 et la ramifica-
tion est la courbe

C={X3X3+Y*)=1} deC?
que I'on identifiera a la sous-variété {Z=0} de Z (comme dZ A dP ne s’annule que sur
{X=0} et que {x=0} N {Z=0} N Z=F, Z=0 est une équation réduite de C dans %).
La courbe C est connexe: plutét que de vérifier l'irréductibilitt du polyndme
X3(X?*+Y?*—1 dans C[X, Y] (ce qui est pénible si on le fait vraiment) raisonnons
comme suit: C est image réciproque de la courbe u(u+v)=1 (qui est connexe car
isomorphe a C*) via I’application
| X > X3=u
Y->Y3i=v
de C? dans C2. C’est un morphisme fini de degré 9 ramifié sur wv=0. Donc C est un

revétement ramifié de degré 9 de u(u+v)=1 et les points de ramifications sont donnés
par

ur=1, v=0 soit X6=1, Y=0.
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Montrons que ces 6 points (**) sont dans la méme composante connexe de C : si (=1
pour 0 < 6 < © posons

X(0)=(.e'%,  Y(@)=—-((@2sin0)/3 70,
on a alors X (0)=¢, X (m)=¢€'"3{ et Y (0)=Y (n)=0. De plus
X (0)> (X (0)*+Y (0)%)=¢'®(¢'®—2i.sin0) = 1

d’ou notre assertion.
Pour en déduire la nullité de H! (%, C) considérons le diagramme suivant :

- HL(Z, C) » H!(Z, C) > H (¥ -C, C) » HZ(%,C) > . ..
T 14 14 T4
—HL(C? C)— H!(C? C)»H'(C*~C, C) > HZ(C% C) > . ..

ou les lignes horizontales sont respectivement les suites exactes de cohomologie a support
dans C pour les inclusions C = & et C = C? et ou les fléches verticales sont induites par
n: & - C2

Comme C est une hypersurface lisse et connexe aussi bien de £ que de C2 on a

; C si i=2
mmn{c |
0 sinon
%E(Cz):{cc st i=2
0 sinon

puisque localement sur C l'inclusion de C est le produit de I'inclusion de 0 dans C par
un disque.

La connexité de C donne donc
HZ(Z,C)~C
HZ(C%, C)~C

et puisque H%, (C, C) est engendré par ds/s, on voit méme que dQ/Q est un générateur
de HZ(C?, C) si

QX, V)=1-X3(X3+Y?

que, de méme, dZ/Z est un générateur de HZ (Z, C) et que

Q V4

(*®) C’est la réunion de deux fibres de C sur u(u+v)=1, donc cela rencontre chaque composante connexe
de C.
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ce qui montre que T, est un isomorphisme.

Comme Z —C - C2—C est un revétement a deux feuillets, ¥ est un isomorphisme.
La nullit¢ de H¢ (%, C), HL(C?, C) et de H* (C?, C) donne alors que H! (%, C)=0.

Etudions maintenant le systéme local des H! de fibres de Milnor le long de S*.
Commengons par rappeler que pour

F(U,V)=U3-V?  dans C?
la fibre de Milnor est connexe et son H! est de dimension

2=dim (C[U, V]/(U?, V)).
c
Siw=2UdV—-3VdU,ona

do=

dF
— A®
F

[« W]

et

a’(Uo))=z d—F- AUo
6 F

et on obtient une base horizontale (multiforme) du fibre de Gauss-Manin en prenant

® Uo
F5/6 ’ F7/6 :

La monodromie est donc donnée par

T=<ein/3 0 )
0 e~:n/3

dans la base correspondante du H' (i.e. @ |p=y, U |p=y).

De plus le systéme de coordonnées locales (*) introduit au n° 1 montre que le systéme
local des H! sur S* est trivial, puisque les fonctions U, V et W peuvent étre définies
globalement au voisinage de {(0, Yo, 0)/| Yo|=1}. Comme le H! de la fibre de Milnor
en 0 est nul, on voit que les sections globales (correspondant aux valeurs propres '™ et
e ™3 de la monodromie de f) ainsi définies sur S* ne peuvent se prolonger en section
sur S du faisceau constructible R* .

Ceci correspond précisément a la condition d’interaction que nous étudions plus haut.
Nous nous proposons de vérifier par un calcul direct dans cet exemple que le prolonge-
ment méromorphe de

J |P|27~D
CZ
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présente des poles doubles aux points —(5/6)—1 et —(7/6)— 1.

N° 2. Soit Z2={(X, Y, Z)eC?|X>+Y?| < 2et|X|= 1}.
Nous allons étudier certains termes des développements asymptotiques (%) des intégra-
les

D(s5)= O AW
{P=s}n2

Y (s)= XY [P0 AW

{P=stn?
ou
0=XdY NdZ+Y dZ AN dX+3ZdX A dY.

On a

do=

dpP
—A®
P

[« W]

et donc

O_¢EAdY NdZ 4 (ap)
P P

=3 dX;ZdY mod (dP).

Donc par image directe sur C? (degré 2)

(I)(s)=18ss-J dxgdiAdedY
IX3+y3 | <2 |X xX*+Y )—S|
IX| <1
\It(s)=18ss_f |XY |?dX A dY A dX A dY
1X3+13| < 2 |X3(X3+Y3)—S|
IX|s1

Posons U=X3 et V=X3(X3+Y?3) (*).
Alors

(**) Nous vérifierons I'existence de ces développements au n° 3.
(®%) Image directe par (X, Y) = (X3, Y3) puis éclatement.
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et donc
dU A dV=9X3Y?dX A dY,

donc

dXAdY/\d)_(/\dY=LdUAdUAdVAdV
81 IX[ Y [*
1 dUAdUAAV A AV

T8 [UP[V-URB

et donc (degré générique 9)

(I>(s)=2s§f dU AdU A dV AdV
st [UP[V=U?[2[V—s]
IVIs2|U|
_ dU AdU A dV AdV
=2 .
T I e
IVis2|u|
Posons
U=a\/v &)
V=V.
Alors
_ dandandVadvV
<I>(s)=2ssj
amivi siars vtz [Vos| [ V[¥ a2 [1-a? [*7
_ dandandVadV
W(s)=23sj .
ap Vi siarg vtz [V=s| |V a? [1-a? >3
Intégrons d’abord en a; on a
da A da
AT —4inLog|V|'2+0(1)
L/znw”’;lat;lvr”z la? [1-a?|*? M
et aussi
da A da
— R =4inLog|V|2+0 (V|3
J;1/2)IV|”2§IaI§V_“2 la? [1-a**? B[Vl (VFD
ou 0 est C* (en fait 0 est analytique reelle!).
On aura donc :
_ dv A dV
(D(s)=4inssf —————— (Log |V |+ 0(1))
ivisz2 |[V=s|.|V[*? M

(%) Pull back sur un revétement ramifié de degré 2 puis éclatement.
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_ " ~
ll/(s)=4inss‘J Loglvldv’\z‘jvn ‘J O(V[THav » dV
ivis2 |V=s|.|V[¥ ivig2 |[V=s[.|V]?

et donc en posant V=sa

do A do.

e (Log|s|+Log|a|+0(1))

d)(s)=4in|s|5/3f

lal s 2151 [1—t]
ce qui donne

ow=sinsLoglel [ 80 s 0
puisque
ILoglalda/\d&
c |1-af|af*?
converge.

Pour  (s), c’est un peu plus compliqué :

|s|"2dou A do
|2/3

\Il(s)=4inf

(Log|s|+Log|a|)
lals2ns) |1 ]a

2/3 <
ey
ivis2 | V=s[|V[¥

ce qui donne

do A do

|2/3

Y(s)=4in|s|”? Log|s| - =
lal s 2151 |1— ]|

+4inISI7/3j __Loglald“’\d&+sij 8(V[*)av A aV
lals2ps) [T |af?? ivis2 |V=s[|V]P
Mais

J' do. A do

lal s 251 | 1—a] o

+ o0

admet un développement asymptotique en |s| de la forme |s|™** Y a,|s|*¥+ —2ic ou
0

¢ est donnée dans le corollaire du lemme 1 de [B. 6]

_* T/ + /61T [(1/2)+(1/6)— (1/2)]T (1/2)

T2 Li(1/2)-1/6)]T[1+1/6)]T (1/2)

=T 640,
2 T(1/3)
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Le développement asymptotique en |s| de

J Log|o|do A da
lars 2151 [1—af [af??

est de la forme
+ o0

|s|7'3Logl|s| Y b, |s]*¥+ ¢
0

et il n’y aura pas d’interférence avec le terme 4in |s|”® Log|s|x (—2ic) qui vient de la
premiére intégrale (7).
Pour voir que le développement asymptotique de

_J 0(V[*P)av A dV
SS 23
ivisz |[V—s|[.|V]

n’interfére pas non plus avec ce terme, il suffit de poser

Y3=V
on obtient
ss_J 0(Y[»H9|Y[*dY A dY
1Y | < 21/3 |Y3—sl.|Y|2
=SS_I 9}Y|29(1Y|2)dYAdY=1j 0(Y D)o AW

lYP <2 |X|? 4)ivps2 v

x2-y3=—5 X2-y3= -5
ou

0=3XdY—-2YdX
puisque
dX?=Y?) A 0=6(X*—-Y?*)dX A dY

et donc

axX ndy _ ®

= 2__vy3
10 —Y) 6(X2—Y3)(m0dd(x Y*>))

et d’utiliser le résultat (classique) sur les développements asymptotiques pour le cusp.
N° 3. Ceci ne suffit encore pas pour achever la preuve que le prolongement méromor-
phe de J |P|** O a des pdles doubles en A= —(5/6)—1 et A= —(7/6)—1 car il faut
CS

encore expliquer que le bord du polyédre £ introduit dans notre calcul ne crée pas de
terme pouvant interférer avec |s|>® Log |s] et |s|"? Log |s|.

(?") Les termes en |s|** (Log |s[), ke N sont liés 4 la valeur propre | de la monodromie.
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Pour voir cela considérons un point (0, Y,, 0)eS* et décrivons le bord de 2 prés de
Y, dans les coordonnées U, V, W introduites au n° 1.

On a clairement si € C a support prés de (0, Y,, 0)

J\ (p=J‘ (p'
P=sjn P U3-v2=gn|W|s2

En effectuant d’abord P'intégration en W on voit que ’on retombe sur une forme C®
a support compact en U, V et le module des développements asymptotiques du cusp
permet & nouveau de conclure.

Pour les points de 02 qui ne sont pas dans S on peut utiliser le lemme 2 de [B.6]: si
|X]|=1 et Y=0
alors le bord est défini par |[X| <1 et

dX A dP=3X3Y2dX AdY +2ZdX A dZ;
mais si

Y=0, X°+Z2=0 et |X|=1l.

Donc Z # 0 et donc dX A dP # 0.

Si Y0 mais que le bord est encore défini par |X|<1, alors X*Y2#0 et
dX A dP # 0.

Si

IX*Y3 =2 et |X|=1
alors
dP A dX A d(X3+Y3=2ZdZ A dX A 3Y2dY

et on n’a pas Y=0 (sinon |X3+Y?| 5 2) ni Z=0 sinon P(X, Y, Z)=X3(X>+Y?) #0.
Si on n’a pas | X|=1, alors le bord est défini par | X*+Y?|=2 et

dP A d(XP+Y)=3X>*(X3+YdX A3Y?dY +2ZdZ A 3Y*dY + 2ZdZ A 3X*dX,;

si X=0 alors Z=0 et on est sur S* si X #0 on a |X*+Y?|=2 et donc aussi Y #0
(car |X| < 1) et dP A d(X3+Y?) # 0 grice au premier terme.

Ceci achéve la preuve de la non-nullit¢ des termes en |s|** Log|s| et |s|”® Log|s|
dans le module des développements asymptotiques des intégrales J ¢ avec
P=s

eeCx (C?).
On en déduit les pdles désirés par transformation de Mellin.

BIBLIOGRAPHIE

[B.0] D. BARLET, Développements asymptotiques des fonctions obtenues par intégration dans les fibres (Invent.
Math., vol. 68, 1982, p. 129-174).

4° SERIE — TOME 24 — 1991 — N° 4



[B.1]
[B.2]

[B.3]

[B.4]
[B.5]
[B.6]
[B.7]
[B.J]
[B.M]
[D.1]
[D.2]
[G]

[Go]
[K.1]

K.2]
[K.3]
[M.1]
M.2]
[#]
[S]
[S.T.]

V]

STRATES CONSECUTIVES POUR LES CYCLES EVANESCENTS 505

D. BARLET, Contribution effective de la monodromie aux développements asympiotiques (Ann. Sci. Ecole
Norm. Sup., vol. 17, 1984, p. 293-315).

D. BARLET, Contribution du cup-produit de la fibre de Milnor aux péles de | f|** [Ann. Inst. Fourier
(Grenoble), vol. 34, n° 4, 1984, p. 75-107].

D. BARLET, Forme hermitienne canonique sur la cohomologie de la fibre de Milnor d’une hypersurface a
singularité isolée (Invent. Math., vol. 81, 1985, p. 115-153).

D. BARLET, Monodromie et péles de '[ | £1** (Bull. Soc. Math., vol. 114, 1986, p. 247-269).
X

D. BARLET, Filtration asymptotique et poles de J | fI** Astérisque n° 179-180 (1989) p. 13-37.
X

D. BARLET, Le calcul de la forme hermitienne canonique pour X°+ Y +Z¢=0 [Séminaire Lelong-
Dolbeault-Skoda, 1983/1984 (Lect. Notes, n° 1198, Springer-Verlag, p. 35-46)].

D. BARLET, La forme hermitienne canonique pour une singularité presque isolée (en préparation).

J. E. BIORK, Ring of Differential Operators, North Holland, 1979.

D. BARLET et H. M. MAIRE, Asymptotic Expansion of Complex Integrals via Mellin Transform, Funct.
Analysis t. 83 n° 2, (1989) p. 233-257.

P. DELIGNE, Equations différentielles & points singuliers réguliers (Lect. Notes, n° 163, Springer-Verlag).
P. DELIGNE, SGA 711, exposés XIII et XIV (Lect. Notes, n° 340, 1970, p. 82-164).

A. GROTHENDIECK, On the De Rham chronology of algebraic varieties (Publ. Math. [HES, 29 (1966)
p. 96-103).

R. GODEMENT, Théorie des faisceaux, Hermann (1958).

M. KASHIWARA, On Maximally Overdetermined Systems of Linear Differential Equations I (Publ.
R.IM.S. Kyoto Univ., vol. 10, n° 2, 1975, p. 563-579).

M. KASHIWARA, b-Function and Holonomic Systems, Rationality of Roots of b-Functions (Invent. Math.,
vol. 38, 1976, p. 33-53).

M. KASHIWARA, The Riemann-Hilbert Problem for Holonomic Systems (Publ. RIM.S. Kyoto Univ.,
vol. 20, 1984, p. 319-365).

B. MALGRANGE, Intégrales asymptotiques et monodromie (Ann. Sci. Ecole Norm. Sup., vol. 7, 1974,
p. 405-430).

B. MALGRANGE, Polynéme de Bernstein-Sato et cohomologie évanescente. Analyse et topologie sur les
espaces singuliers (Astérisque, n° 101-102, 1983, p. 230-242).

J. MILNOR, Singular Points of Complex Hypersurfaces (Ann. of Math. Studies, n° 61, Princeton, 1968).
Y. T. Siu, Every Stein Subvariety Admits a Stein Neighbourhood (Inv. Math., vol. 38, 1976, p. 89-100).
Y. T. Siu et G. TRAUTMANN, Gap-Sheaves and Extension of Coherent Analytic Subsheaves (Lect. Notes,
n° 172, 1971, Springer-Verlag).

A. N. VARCHENKO, On the Local Residue and Intersection Form on the Vanishing Cohomology (Math.
U.S.S.R. Izvestiya, vol. 26, n° 1, 1986, p. 31-52).

(Manuscrit recu le 13 juin 1989,
version modifiée regue le 2 juillet 1990,
acceptée le 13 septembre 1990).

Daniel BARLET,
Université de Nancy-I,
Département de Mathématiques,
B. P. n° 239,
54506 Vandceuvre-les-Nancy Cedex, France
et CNRS UA 750 (Analyse globale).

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L’ECOLE NORMALE SUPERIEURE



