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ARRANGEMENTS D'HYPERPLANS ET SOMMES DE
GAUSS

PAR FRANÇOIS LOESER

Introduction

Soient/? un nombre premier, q=pe, k=¥^ un corps fini. Soient \[/ un caractère additif
non trivial de k, ̂ , ̂  des caractères multiplicatifs non triviaux, tels que /i ^3 soit non
trivial. On a l'égalité classique entre sommes de Gauss et sommes de Jacobi

W T < Y ^ ^__g(Xi^)g(X2^)^XiîZiJ"" ——-——————^OciZ2.^)
avec J ( X i , X 2 ) ^ = = E Xi 00X2(1-^) et ^Oc,v[/):=- ^ xW^OO pour ^ un

j c e f c \ { 0 , l } x e k *

caractère multiplicatif.
Dans cet article nous généralisons la formule (^) aux arrangements d'hyperplans dans

l'espace affine. La somme de Jacobi J(5Ci, ^2) possède une interprétation cohomologique
comme trace du Frobenius sur la cohomologie à support propre d'un certain Q^-faisceau
lisse de rang 1, ^^^y sur ^\{0, 1}. Comme H^(A^, ̂ ^^ est nul si f ^ l , de
rang 1 si ;'=!, cette trace est aussi un déterminant. En général si A= (/^gi est une
famille d'applications affines non constantes /^A^-^A^, à chaque famille OCiX-ei de
caractères multiplicatifs ^.: k*->Qf est associé un Q^-faisceau lisse de rang 1, ^ , sur
A^\U /^(W-Le résultat principal de cet article est l'égalité (2.2.1) qui exprime le

l 6 l

déterminant du Frobenius agissant sur la cohomologie à support propre de ̂  comme
produit de valeurs des caractères ̂  et de sommes de Gauss. Ce résultat nous a été inspiré
par un travail récent de Varchenko [V], qui généralise la relation classique entre fonction
bêta et fonction gamma à des arrangements d'hyperplans réels ou complexes.

Le plan de l'article est le suivant. Après les préliminaires (§0-1) et l'énoncé du
résultat principal (§2) nous rappelons des résultats sur la monodromie locale (§3).
Au paragraphe 5 nous établissons le résultat important (5.5) sur le comportement du
déterminant par torsion. Pour cela nous utilisons les transformations de Fourier locales
de G. Laumon [L], dont les propriétés sont rappelées au paragraphe 4, et sa formule de
localisation [L]. La section suivante (§6) est de nature combinatoire. On y montre par
un argument de type « deletion-restriction » que l'égalité (2.2.1) est conséquence de la
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380 F. LOESER

proposition (6.4), qui sera démontré au §8, en utilisant (5.5) et l'étude géométrique
d'une résolution associée à l'arrangement A effectuée au § 7. L'appendice rassemble des
résultats sur les arrangements d'hyperplans définis sur F^ que nous n'avons pas trouvés
dans la littérature.

Je tiens à remercier A. Varchenko qui m'a communiqué le texte (en russe) de [V] avant
sa parution, J.-M. Kantor dont l'aide m'a permis de lire ce texte, et G. Laumon pour
d'utiles conversations.

0. Notations et conventions

(0.1) On fixe un nombre premier p. Dans tout cet article k est un corps fini A:=F ,
avec q une puissance de p. On note 1k une clôture algébrique de k. Si N ̂  1 on note
ON (k) [resp. ON (k)} le sous-groupe des racines n-ièmes de l'unité du groupe multiplicatif
k* (resp. ^*).

On choisit un nombre premier / distinct de p et une clôture algébrique Qi de Qj.
(0.2) On note G^^ le tore Speck[x^ x^1, . . ., x^ x^"1], A^ l'espace affine
SpecÂ:[xi, . . ., xj et P^ l'espace projectif de dimension n sur k muni de
coordonnées homogènes [xo , . . . ,x j . On a des inclusions naturelles
y :G^fc^A^a :A^P^ , (x i , . . ., ^) -^ [x^ . . . ,x , , l], et P : = o c ° y : G^^^P^.
(0.3) Si V est un schéma sur k ' c z l c on note V^ le schéma obtenu par extension des
scalaires V^: = V (x) Spec Je. Si s est un point de V, on note ^ un point géométrique

Spec k '

localisé en s et V^ le hensélisé de V en s. Si V est un schéma défini sur k on note
5C(V, Q^) la caractéristique d'Euler-Poincaré de V en cohomologie étale /-adique. On
convient que ^ (0, Qj) = 0.
(0.4) Si V est un espace vectoriel de dimension finie à on note Amax\•.=Aây, et
(A^V)"1 le dual de A^V. Si K' est un complexe borné d'espaces vectoriels de
dimension finie on note detK'= ® (A^incy"1^. Si F est un endomorphisme de K',

l6Z

F induit un endomorphisme de detK* qui est la multiplication par un scalaire que l'on
note det(F, K').
(0.5) On note Frob^ le Frobenius géométrique de k.
(0.6) Si \|/ : k -> Q* est un caractère additif non trivial, on note J^ le faisceau d'Artin-
Schreier associé à \|/. C'est un Q^-faisceau lisse de rang 1 sur A^. Si 7: k* ->Qf est un
caractère multiplicatif on note J^ le faisceau de Kummer associé à ^. C'est un Qj-
faisceau lisse de rang 1 sur G^ ^. Si \|/ (resp. ̂ ) est un caractère additif non-trivial (resp.
un caractère multiplicatif) on note g (7, v|/) la somme de Gauss

^(X^): - Z XWM.
X 6 f c *

Avec nos conventions, la formule des traces de Grothendieck donne

^(X, v|/)==tr(Frob,, H,1 (G^-, ^®y*^))=det(Frob,, Rr,(G^-, J^®y*^))-1.
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ARRANGEMENTS D'HYPERPLANS ET SOMMES DE GAUSS 381

Si 7i : V -> A^ est un morphisme on note Jêf^ (n) : = TT* Jzf^.
(0.7) On s'autorisera parfois à noter de la même façon un morphisme et sa restriction.

1. Arrangements (Thyperplans

(1.1) Soit k=fq un corps fini. On note A^ l'espace affine de dimension n sur k. On
note a :A^->P^ l'inclusion naturelle (0.2) dans l'espace projectif et H^ l'hyperplan
projectif PZ\A^.

Un arrangement d'hyperplans affines (défini sur k) est une famille finie A= (/^-çi
d'applications (linéaires) affines définies sur k, /,: A^-^A^, non constantes. On note A^
l'hyperplan affine d'équation /^ = 0.

Un arrangement d'hyperplans projectifs (défini sur k) est une famille finie d'hyperplans
projectifs de P^.

A un arrangement affine A= (/i)fgi on associe l'arrangement projectif A:== (H^gi, en
notant H^ l'adhérence de A^ dans P^ pour ;el et T: = Ï-LL{ oo }.
(1.2) Soit Â= (H^çi un arrangement projectif. On appelle strate de l'arrangement À
toute partie non vide de la forme Sj == ̂  H^\( U H^) avec J c= I non vide. Si S est une

1 6 J J t î

strate de À on note I(S):= { î ' e l ; ScH^.}. On note ^(Â) l'ensemble des strates de À.
Si Â=Â, avec A un arrangement affine, on a une partition <99(A)==e9?y (A) U^ 00(^)5
avec y f (A) [resp. c95'̂  (A)] l'ensemble des strates de A non contenues (resp. contenues)
dans H^.
(1.3) Soient À un arrangement projectif, S une strate de À, et P8 : = H H^. Les

i e 1 (S)

hyperplans H^P8, î'^I(S), définissent un arrangement d'hyperplans projectifs dans P8

que l'on note À5.
Rappelons que si F^ est un sous-espace projectif de dimension m dans P^ on a une

projection n^ : P^\F^ -> G^ avec G^ un espace projectif sur k de dimension n — m — 1
(G^ est l'espace projectif des w+ 1-plans de P^ qui contiennent F^) : si F^ est défini dans
des coordonnées homogènes [xo, . . . , x J par XQ= . . . = x ^ _ ^ _ i = 0 , on a
^ ([^o. • • •. -^J) = [-^o. . . ., ^n-^- il. On a donc une projection n (S) : P^P8 -> Pg, avec
PS un espace projectif de dimension M—dimP^ 1. Les hyperplans n (S) (H^P^, ;eI(S),
définissent un arrangement projectif d'hyperplans Âg dans Pg.
(1.4) Si Â= (H^gi est un arrangement projectif défini sur k, on pose
Y= U Hf, V=P^\Y et 7: V-^P^ l'inclusion naturelle. On note À-(À) la caractéristique

t e l

d'Euler-Poincaré /-adique de V^ : ^ (À) = ̂  (V^, Qi) ; l'entier 'k (À) ne dépend que de la
combinatoire de l'arrangement À (cf. Appendice).

Si S est une strate de À on pose H (S, Â)=À-(ÂS)À-(Âs).
(1.5) Soit A= (/f)igi un arrangement affine. On supposera désormais que A vérifie la
condition

( 1 . 5 . 1 ) HH-0.
i e ï
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382 F. LOESER

Remarquons que cette condition impose que 111 ̂ n.
Soit 2C= OCf)»<=T une famille de caractères multiplicatifs /, : k* -> Q* vérifiant ]~[ X»= 1-

l6Î

On supposera désormais que ^ vérifie la condition
(1.5.2) pour toute partie J de I non vide et distincte de I on a fl Xi9É 1 •

i e J

Si S e y (A) on pose Xs : = ]~[ 5Cr Les conditions (1.5.1) et (1.5.2) assurent que %s ̂  L

t6 l (S)

(1.5.3) Soient A= (/^çi un arrangement d'hyperplans affines et ^= Oc^gî une famille
de caractères multiplicatifs vérifiant ]~[ ̂ = 1. On associe à A et à ^ le produit de sommes
de Gauss l e l

^(A,^):- n g^w^^ n ^ocs"1^)"^'^.
S€^y(A) S 6 ^oo (A)

(1.5.4) Si t est un point fermé de A^ on note ^i (0 : = X (V^-H ^~1 (Ofc? Qî)- Soit
Sf= {^eÂ^A^A:)); 3Sc=^(A), Sc/^-1^)}. On voit facilement (cf. Appendice) que
sur l'ouvert H. : = A^\Sf la fonction À^ (r) est constante ; on note À^ g sa valeur. On pose
ô, (0 : = \ g - À-, (0, et on note S* : = S,\ { 0 }.
(1.5.5) En conservant les notations précédentes, on pose

Q(A,7,):= n (X^))01^
teS*

et

C(A,z):=nQ(A,x.).
f e l

2. Énoncé du résultat. Exemples

(2.1) Soient A= (/f)fgi un arrangement d'hyperplans affines défini sur k et ^= Oc^-gT
une famille de caractère multiplicatifs ^: fe* -> Q* vérifiant f"! / f= 1. Sur V=A^\U A^

i e l f e l

on a un Q^-faisceau lisse de rang 1 associé à ^, ̂  : = (x) /*) y(^.).
~ i el

(2.2) THÉORÈME. - .S'ô  A= (/f)iei MW arrangement d'hyperplans affines défini sur k
vérifiant (1.5.1)^^= Oc^igT une famille de caractères multiplicatifs %i\ k* -> Q* vérifiant
Y[^i =1 et (1.5.2). On a l'égalité
i e I

(2.2.1) det(Frob,, Rr,(V,-, ^))-1=C(A, z)^(A, z, v|/).

Le théorème sera démontré en (6.5).
(2.3) Exemples.
(2.3.1) DansA;, A= (l^ . . ., l^^) avec /,=x,, l^^/î, ^ + i = l - X i - . . . -x^.
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ARRANGEMENTS D'HYPERPLANS ET SOMMES DE GAUSS 383

Dans ce cas la cohomologie de Rr^V^-, ̂ ) est concentrée en degré n et de rang 1.
Le déterminant est donc une trace et on retrouve la formule classique

F! S{li^)
J(X....,^l)=(-l)n^-l————,§( n xp^)

1 ^ i ^ n + l

avec

J(Xl, ...^l):- Z ]"[ X.(^)).
jc6V( fc ) l^ i^n+l

(2.3.2) Dans A^, A = (/i, . . ., /s) avec

/ l=Xl, ^-^ /3=l-•xl. /4=1-X2. ^5=^1-^2-

On a

/( n ^(Xp^))^(ZlX2X5^)^(X3X4X5^)\~1

/ * n—( i^^s____

\ ^( ]"[ Xf^)^(XlX3X5^)^(X2X4X5.vl /)
^ 1^^5

C(A,/)=X5(-1).

(2.3.3) Dans A^, A = (/i, . . ., ^) avec

/ l=Xi, ^^ /3 : :=l-xl» /4=1-X2, /5=X1-X2. /6=^i+X2- l .

Si /? 7^ 2, on a

/( n ^^(^^a^)2
,. n — / i ̂  f ̂  4

^( n xp^^^xsxô.^)
1 ̂  i ̂  6

\ - 1
^ ( X l X 2 X 5 > ^)^(X3X4X5> ^)^(X2/3X6> ^)^(/lX4Xô. ^)

^(XlX3X5Xô. ^)

etC(A,x)= n X.(2).
l ^ i^4

Si /? = 2, on a

(( F! g(Xf^))^(XlX2X5^)^(X3X4/5^)^(X2X3X6^)^(XlX4X6^)\~1

/ A 1 \ l ^ l ^ Ôg (A, /, \|/) = ——————————————-______________________
g( n Xp^)^(X2X4X5X6^)^(XlX3X5X6^)^(XlX2X3X4^)

1 ̂  i ̂  6

e tC(A,x)=l .
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384 F. LOESER

3. Monodromie locale

(3.1) Soit T=SpecR un trait hensélien d'égale caractéristique p, de corps résiduel k.
On note /, T|, F, rj les points ordinaires et les points géométriques de T : T est le composé
de Speck-> SpecA: et de t et r| se factorise par le point générique r|^-du trait strictement
hensélien T^-=Spec^(x) R. On pose G=n^(r[, rj), I=7ii(r|,, ri). On a une suite exacte

canonique

l_,I_,G->Gal(£/fe)-^l .

L'action de 1 sur les racines d'ordre premier à p d'une uniformisante n dans A:(r|) se
factorise par un quotient canonique

I-^Z (!)(£),

ou

Z(l)(^):= lim M^)
N ^ l

(N,p)=l

et où ON (A") agit de la manière usuelle sur les n1^. On note P le noyau de t ' , c'est la
partie sauvage de I.
(3.2) Un G-module (resp. I-module) est un Q^-espace vectoriel de dimension finie V,
muni d'une action de G (resp. I) qui est définie sur une extension finie de Qi contenue
dans Qi et qui est continue pour la topologie /-adique. Le rang d'un G-module (ou I-
module) V est sa dimension comme Q^-espace vectoriel que l'on note r(V). Si V est un
G-module, on note V^ ==Hom(V, Qi) le G-module dual. On note ^ ' la catégorie des G-
modules.

Un G-module (ou I-module) V est dit modéré si P agit trivialement sur V. Un G-
module V est dit non ramifié si 1 agit trivialement sur V.

Soit 7l: T| -> G^ k=Speck[u, u~1] le morphisme qui envoie u sur n. On note V^ le G-
module TI* (^), pour un caractère ^ : fe* -> Q*.

Comme Z(l) (£) est un groupe profini abélien, tout I-module modéré simple est de
rang 1 et sa classe d'isomorphie est donnée par un caractère 7: Z(l) (k)->Qf. Soit V
un G-module modéré semi-simple. On dit que V est à monodromie géométrique définie
sur k s'il admet une décomposition

V==©(V,®E(V),)
Q(

7 décrivant l'ensemble des caractères de k* à valeurs dans Qf, et E(V)^ étant le
G-module non ramifié E (V)^ = Honii (V^, V). En général si V est un G-module modéré,
on note V^ son semi-simplifîé, on dit que V est à monodromie géométrique définie sur k
si V,, l'est, et on note E (V\ : = E (VJ^.

4e SÉRIE - TOME 24 - 1991 - N° 4



ARRANGEMENTS D'HYPERPLANS ET SOMMES DE GAUSS 385

(3.3) Soient X un schéma lisse et irréductible défini sur À:, et De: X un diviseur
(globalement) à croisements normaux. On note D^, î'eK, les composantes irréductibles
de D, Xi le point générique de D,, X^ le hensélisé de X au point x^. On note G, le
groupe de Galois de X^, 1̂  le groupe de décomposition et h^ : X^ -> X l'inclusion
canonique.

Soit ^ un Q^-faisceau sur X (ou sur X\D). On dit que ^ est modérément ramifié le
long de D si pour tout ;'eK, À*(oêf) est un I^-module modéré. Si ^ est modérément
ramifié le long de D et de rang 1 au point générique de X, on dit que ^f est de
monodromie géométrique ^ le long de D^, si le I^-module À* (^f) est donné par le
caractère ^ : k^ -> Q*.

(3.4) Nous aurons besoin du lemme suivant pour calculer des cycles évanescents.

LEMME. — Soit A^(O) le hensélisé à l'origine de l'espace affine A^=Spec^[Xi, . . ., xj.
Fixons des entiers l^k^m^n. Soient DcA^o) Ie diviseur d'équation f] x,=0, D^ le

1 ^ i ̂  m

diviseur d'équation ^==0, l^i^m, D°:=D^\UD/. Soit f'. A^^—> Â^ un morphisme
J ^ i

f: (^)i^^^ -> u Y[ x^ avec u inversible sur A^(()). Soit ^ un ^-faisceau lisse de rang 1
l^i^k

sur A^(O)\D, modérément ramifié le long de D et de monodromie géométrique ^ le long
de Df. On note R^vl/^^) les faisceaux de cycles proches de ^ relativement àf. On a

(i) Les faisceaux R^v)/- (^f) sont des faisceaux de G-modules modérés.

(ii) Si pour tous les (i,j) avec l^i^k, l^j^k et i^j on a / i^Xj et sl quand k<i^m
on a îCi^l , alors R^vj/- (^f)^=0 pour tout p^O et pour tout point x de
u n.\ u D°.

l^i^fc l^i^fc

(iii) 57 x est un point de D°, avec l^i^k, R^ v|/̂  (^)(^ = 0 pour p>0, et le G-module
R° \|/^ (^)(x) est ^e ranê L l'action de I étant donnée par ^.

(iv) La restriction de R°\|/^(J^) à D°, pour \^i<^k, est un Qi-faisceau lisse de rang 1
modérément ramifié le long de D^.\D0, de monodromie géométrique ^ 1 ̂  (resp. 7^) le
long de Di 0 Dj si i^j et sij^k (resp. k<j).

Démonstration. — Soit N un multiple commun non nul de l'ordre des caractères ^.
Soit À,: A^-^A^O), (xi)l^i^n~>(x^\^i^n• L'image inverse de Jêf par 'k se prolonge en
un Qj-faisceau lisse de rang 1, S, sur A^O). Soit g'.=f° ^: A^()) -^A^. On note
R^ VJ/^Q (S) les faisceaux de cycles proches de S relativement à g. L'entier N étant premier
à p, les R^vl/^C^) sont modérés d'après [R-Z], Satz 2.23, et sont calculés dans
(SGA7I3.3). Comme R^JJ^) est un facteur direct de À^R^-jJ?) on obtient (i).
Le groupe du revêtement À, agit sur À^R^vl/^^). En décomposant ^R^v)/^^) en
composants isotypiques et en utilisant l'énoncé et la preuve de (SGA 713.3) on obtient
(ii), (iii) et (iv).

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L'ÉCOLE NORMALE SUPÉRIEURE



386 F. LOESER

4. Transformation de Fourier locale

(4.1) Soient T et T deux traits henséliens d'égale caractéristique p, de corps résiduel k,
munis d'uniformisantes n et K' respectivement. On note pr et pr' les projections canoniques
de T x ^ T sur T et T' respectivement. On a les Q^-faisceaux ^(TT/TT') et ^ ^ ( n ' / n ) sur
Tx^r i ' et T| x ^ T respectivement, où T| et TI' sont les points génériques de T et T
respectivement ; on note =^ (TT/TT') et S^ (^/Ti) les prolongements par zéro de ces faisceaux
à TX^T . On reprend les notations de la section précédente, en les affectant d'un
exposant/ quand elles sont relatives à T. Enfin si V est un G-module, on l'identifie à un
Q^-faisceau sur T|, et on note V, son prolongement par zéro à T.
(4.2) DÉFINITION (LAUMON). — On appelle transformation de Fourier locale chacun des
fondeurs ̂  cof) et ̂ f 0/) : ̂  -> ^ ' définis par

^ ̂  (V) = R1 (D^ (pr* (V,) (x) S^ (K/n'))^ ̂

^ ̂  (V) = R1 ̂  (pr* (V.) (x) 2^ ÇK'/n))^ ̂

les cycles évanescents étant relatifs à la projection p r ' : T x ^T -> T'.
D'après [L], (2.4.3), ^0'00/) et ^00>0') sont des foncteurs exacts. De plus si V est

modéré ̂ °' ̂ (V) et ̂ '^(V) sont modérés.
On a le formulaire suivant.

(4.3) PROPOSITION :

(i) ' ^^(Q^Qt
^^(Q^Q^-l).

(ii) Pour tout caractère non trivial ^ : k* —> Q* on a

^'"'W-V^GOc,^)

^a)'o')(V,)=V,®G(x-l,v|/)

où G(/, \|/)=H^ (G^ ^, ^fy®y* c^^) est vu comme un G-module non ramifié.
(iii) 57 E est un G-module non ramifié

^ cof) (V®E) = ̂ f œf) (V)®E7

^"o, o') (V®E) = ̂ °0'0/) (V)®^

où E7 est égal à E vu comme G-module non ramifié.

Démonstration. — (i) et (ii) sont dus à Laumon ([L] (2.5.3.1)), et (iii) est évident.

(4.4) DÉFINITION. — Si ^i et ^2 sont deux caractères de k* à valeurs dans Q* on pose

^o(Xl,X2)=^o'oo')(V„„-l)v®^oo/)(VJ

^oo (Xi, X2)=^oo'o')(v^-l)v®^oo•o')(VJ.
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ARRANGEMENTS D'HYPERPLANS ET SOMMES DE GAUSS 387

(4.5) PROPOSITION. - Pour tout G-module V, modéré et à monodromie définie sur k,
pour tout caractère non trivial %Q : k* -> Q* on a

det ̂  ̂  (V)) = det (̂ °' ̂  (V®V^ i))® ® (<Do Oc, Xo))0'(E (v^
x

det (̂  0') (V)) = det (J^00' 0') (V®V^1))® ® (<D, (x, ^o))^(E (v)^
x

Démonstration. - Comme det (^'^(V^ det (^'^(V^)) on peut supposer que
V=V^®E^ avec E^ non ramifié. L'énoncé est alors une conséquence de (4.3) (iii) et de
cequeV^^®V^

5. Déterminant et torsion

(5.1) LOCALISATION DU DÉTERMINANT.

(5.1.1) Soient a : A^ = SpecÂ:[x] -> P^ l'inclusion naturelle (0.2), oo le point à l'infini.
On note A^', P^' les droites duales.

Si V est un G-module, det(^°' ̂ (V)) est un G'-module modéré qui admet un unique
prolongement en un Q^-faisceau lisse de rang 1 sur A^\{07} modérément ramifié en 0'
et oo7 ([L], (2.2.2.1) (3.4.1.2)). On note det (^°'cot) (V))^ le Gai W module de rang
1 fibre de ce prolongement au point géométrique P de Aj^. Si V est modéré,
det(^°°' ̂ (V)) est un G'-module modéré et on peut définir de même det^^' ̂ (V))^.
(5.1.2) Soient Sc=A^ un ensemble fini de points fermés rationnels sur k et j : U -> A^
l'ouvert complémentaire. Soient k [ n ] le hensélisé en (n) de l'anneau k [n] et
T=SpecÂ:{7c} le trait hensélien correspondant. Notons Ks=x~s l'isomorphisme TT, :
A^ ̂  -» T, pour s e S, et

{pi .T
. ^(0»-^

00 ' 1 /1 / X - > X .

(5.1.3) Soit ^ un Qj-faisceau sur A^. On suppose que Jf est lisse sur U et modérément
ramifié en tout point de S et au point à l'infini. Pour ^ e S U { o o } on note <D,^f le G-
module des cycles évanescents de a,(Jf) (pour 71,) et û,(Jf) la chute du rang de a,(^f)
(la différence entre le rang générique et le rang en s). Si la fibre en s de Jf est égale à
zéro on a $, Jf == n^ (^f| ̂ ).

(5.1.4) THÉORÈME. — Si ^ est lisse sur U et modérément ramifié en tout point de S et
au point à l'infini, on a un isomorphisme de Gai (k/k)-modules de rang 1

(5.1.4.1)
det(Rr,(A,1 ^)[1])^(® det(^°' "^^^^^(det^00'0^^,^^,^))^)-.

s e S

Démonstration. - C'est une conséquence de [L], (3.2.1.1) et (3.5.1.1). Voici une
démonstration directe tout à fait similaire à celle de [L], (3.4.2).
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Supposons tout d'abord que ^ est de la forme Jf=/,(F), avec F un faisceau lisse de
rang r sur U modérément ramifié en les points de S U {oo }. Soit ô= ^ rsek. On a des

s e S

isomorphismes de G'-modules

(5.1.4.2) det (F^, ̂  det (R F, (A^, Jf) [l])®det (^ 0/) (TT^ (F, ̂ )))

(5.1.4.3) det (F7)^, ̂  ̂  (§A-oo'®® det (^0' ̂  ((I).^))
s e S

pour F' le Q^-faisceau lisse sur A^\{ 0'} vérifiant K^I\( o'}= F/ [1] avec K/ ^ transformé
de Fourier global de ^ [1] (cf. [L], (1.3.2.3) et (2.3k 1.3) (i)).

Compte tenu de l'hypothèse faite sur e^f, le faisceau Jf : =^(-ôx/)®detF/ est lisse
de rang 1 sur A^'\{0}, et est modérément ramifié en zéro et à l'infini. Comme

(5.1.4.4) Jf^, ̂  det (R F, (A,1 Jf) [l])®det (^ ̂  (n^ (F, ,J))

(5.1.4.5) JT^, ̂  (x) det (^°' "^ (0, Jf))
s eS

on obtient l'énoncé dans ce cas, car les deux termes de l'égalité recherchée sont isomorphes
au Gai (Ay^-modules Jfp [on utilise ici que si ^ est un Q^-faisceau lisse sur G^ ^ ,
modérément ramifié en 0 et à l'infini, les fibres en T du prolongement canonique ([L],
(2.2.2.1)) de J^|^ et de celui de TI^(J^|^) sont égales à la fibre de ^ en T, car la
fonction 1 / x évaluée en x= 1 vaut 1 !].

Le cas général s'en déduit car on a des isomorphismes de Gai (fc/Â:)-modules

(5.1.4.6) det (R F, (A,1, ^)) ̂  det (R F, (A,1, j\f Jf)®® det (Jf,-)
s e S

(5.1.4.7) det (J^ ̂  (T^ (Jf | ̂  ̂  det (^°' ̂  (0, ̂ f)),/®det (Jf,-).

L'isomorphisme (5.1.4.6) provient de la suite exacte de faisceaux

0 - ,̂ f ^ -> Jf -^ ̂  ?•* Jf -^ 0

(;' : s -> Afc étant l'inclusion naturelle) et de ce que le foncteur det (R Y, (A^, . )) est
multiplicatif sur les suites exactes.

L'isomorphisme (5.1.4.7) provient de la suite exacte de G-modules

0^^-^^(^f,J-^(D^^O

et de ce que le foncteur det(^°' ̂ O) est multiplicatif sur les suites exactes.
(5.2) On suppose désormais que U est contenu dans G^ ^=A^\{0}. On déduit de
(4.5) et de (5.1.4) le résultat suivant.

THÉORÈME. — Soit ^ un ^-faisceau sur G^ ^ l^se sur U et modérément ramifié en
tout point de P^\U. On suppose que les G-modules ̂  \^et TC^ (Jf, ̂ ) sont à monodro-
mie géométrique définie sur k. Soit ^ ' . k* -> Q* un caractère non trivial. On a un
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isomorphisme de Gai (Jc/k^-modules

(5.2.1) det(Rr,(G^-, ^[l]))sdet(Rr,(G^^ (^®^-i) [1])

? ® (VJ?^®®^^)^^''^
S6S\{0} x

(gXSXI^Xo1)?"^01"*^"'^.'00 VA.»

x

Démonstration. — C'est une conséquence de (4.3) (iii), (4.5) et (5.1.4) [remarquer
q^ ^xoino^xo et ̂ (^I.J^xo-1]-
(5.3) DÉFINITION. — Soient /i ^ ^2 ^^ caractères de k* à valeurs dans Q*. On
suppose que ̂  n'est pas trivial.

^ 'Xi^l , X i X z 1 ^ ! . ̂  ̂ ^

„ /. . ^- ^(Xl.Yl/)<Po(Xi. X2)=

9oo(Xi. Xi)=

^OciZ2 1 .^)
^(xr1^)

^(xr^i. ̂ )
5';5Ci=l, on pose

^PoCCi. ^2)=
^OC21^)

^
(Pco(Xl, X2)=

^(X2. ^)

^XiX^^l . on pose

<Po(Xi, X2)=-?(Xl^)

CP.^X^^1^.
^

L'énoncé suivant est immédiat.

(5.4) LEMME. — Soient ̂  et ̂  deux caractères de k* à valeurs dans Q*. On suppose
que ̂  n 'est pas trivial. On a

det(Frob^, <Do(Xi, X2)n')=<PoOCi. ^2)
det(Frob^, 0^(Xi, X2^)=<Poo(Xi, /2)-

Le théorème (5.2) admet donc le corollaire suivant.
(5.5) COROLLAIRE. — Sous les hypothèses du théorème (5.2) on a

(5.5.1) det(Frob,, Rr,(G^-, ^r^de^Frob,, Rr,(G^-, ̂ ®^-i))-.-l-^T^ ^ (̂G,,,-, ̂ ®^-l))-1

x n xo^^n^^xoy^^'^n^oo^xo1)-'^^^'^^
seS\{0} x X
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6. Réduction combinatoire

Dans cette section, de nature combinatoire, on ramène la preuve du théorème (2.2) à
celle de la proposition clé (6.4).
(6.1) Soient A = (/^ g, un arrangement d'hyperplans affines et ^ = (^ g y une famille de
caractères multiplicatifs vérifiant ]~[^= 1. On choisit ^el, et on'pose Y : =I\{;'o}. On

ieî

note A' l'arrangement A' : =(/,)^r et ^ : =(X?)feî7 avec ^=L- si ieï\ x^=XooX»o '
(6.2) Deux cas sont possibles : soit pour tout ie ï ' , A^A^ (cas a), soit il existe ieV
tel que A^=A^ (cas b).

Dans le cas a, on pose 1" : ={;'er; l^^ n'est pas constant}. On note A" l'arrange-
ment d'hyperplans de A,^, A" : =(/,|A^I-, et ^ ' : =W)^-^r avec ^=^ si ieF,
X'co = Xoo ]"[ Xi ; enfin on note ^ la valeur de l, sur A^, pour ieV\[".

l6l\I"

On pose

/ ^(y ijr) \P(S, À)

JOo, S, x) : = , \ .J si Se^(A)
^(XsXio^V

. _ / ^Ocs"1^) V^8-^ si Se^(A)^(xs-lx^ol^v
et

jo"o,x)= n J0o,s,x) n jo'o,s,x).
S e^ (A) S 6 ^oo (A)

S<=H^ Sc=H^

(6.3) PROPOSITION. — Dans le cas a on a

(6.3.1) ^(A, y, <)/)=g(A', x', v|^(A", x", ̂ JOo. X)

(6.3.2) C(A,x)=C(A',x')C(A",x")- lC„(A,x.o) n X.^)^
l6l'\I"

Z)a^^ fc cas b on a

(6.3.3) ^(A, 7, ̂ ^(A-, ̂  ^)JOo, X)

(6.3.4) C (A, x) = C (A', x7) C,, (A, ̂ ).

Démonstration. - Les égalités (6.3.2), (6.3.3) et (6.3.4) sont faciles à vérifier.
Supposons donc qu'on est dans le cas a et démontrons (6.3.1). Pour cela on a besoin
du lemme suivant.

(6.3.5) LEMME. - Soit S une strate de A.
(i) Si appartient à ^(A77) et à <^(A7), alors

^(S.AO^S.Â^+^S.A)
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(ii) Si S appartient à <9'(Â77) et n'appartient pas à <9'(A7), alors ^(S, A)=0, et si T est
la plus petite strate de A' contenant S, T\S est une strate de A et on a
H (T, A7) = H (T\S, À) + H (S, À77).

Démonstration. — (i) est clair car dans ce cas À,(A's)=À,(As)+À-(A"s).
Pour (ii) on remarque que si Se^A77) et S^^(Â7), C\ H^ contient strictement

l6l(S)\{l()}

P^ et donc C\ (n (S) (H^P8)) n'est pas vide. D'après (A. 2) (iv) on a donc
i6 l (S) \{ fo}

À,(Âs)=0 [choisir n (S) (H^P8) comme hyperplan à l'infini dans Pg], d'où ^i(S, A)=0.
L'égalité ̂ i(T, AQ^CTNJS, A)+n(S, A77) est conséquence des égalités

5i (A^) = 5l (Â^) + )i (A778) et ?i (A7^ = ?i (Â^s) = ̂  (A^).

(6.3.6) Si S est une strate de A, S vérifie une et une seule des conditions suivantes :

Se^(A),

Se^(A),

Se^(A),

Se^(A),

Se ̂ oo (A),

S=H,^

S<=H,o,

S^H,,,,

S+H....,

S=H,^

S6^(A')

S^^'(Â7)

S6^(A7)

S^^(À7)

S6^(Â7)

Se^(A), SŒH,^o'

Se^(A), Sc^H- ,

S^^(A')

Se^(A7)

Se^(A), S+H,,, S^^(A7)

D'après (6.3.5) on a dans les cas 1° et 5°

^A^^S^+^A77)

dans les cas 2° et 6°

H(S,Â)=0

dans les cas 3° et 7°

^(S,A)=n(S,A7)

dans les cas 4° et 8°
si S est la plus petite strate de A' contenant S, S\S est une strate de A et de A" et on

a [i (S, A7) = H (S, A) + n (S\S, A77) ; de plus si S e ̂  (A) [resp. ̂  (A)], S e ̂  (A7) [resp.
^oo (AQ].

D'autre part on a
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dans le cas 1°

Xs Xs "XsXi'o

dans le cas 2°

Xs ==XsXio

dans le cas 3°

Xs= Xs

dans le cas 4°
/ _ //

Xs — Xs — Xs\s

dans le cas 5°
/ _ //

Xs — Xs ~ Xs

dans le cas 6°

Xs=Xs

dans le cas 7°

Xs = Xs Xio

dans le cas 8°

Xs= Xs\s = Xio Xs-

De tout cela on déduit que
dans le cas 1°

^(Xs, ̂ ^(Xs, ̂ (s' ̂ (X^ v^)~^(s ' ^JOo, S, x)

dans le cas 2°

^(Xs^)^ ( s 'Â)=l(=JOo,S,x))

dans le cas 3°

^(xs^r^^-^cxs^)^8'^
dans le cas 4°

^(Xs, ̂ ^(XsS ̂ (s' ̂ ^(X^ vl/)-^^'^

dans le cas 5°

^(xs~1, ̂ "^'^^^(xs"1, ̂ "^^(xrs ̂ r^^
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dans le cas 6°

dans le cas 7°
^OCs"1^)"^'^!

g^s^^^^^-g^s-'^r^^nio^T)
dans le cas 8°

^(xs-^^)-^(s'Â)=^(xrs^)-^(s^^(xr<i^)^(svs'A")J(^s,x).
On obtient l'égalité (6.3.1) en faisant le produit de ces huit égalités.

(6.4) Le résultat suivant sera démontré dans la section 8.

PROPOSITION CLÉ.—Soient A=(/^gi un arrangement d'hyperplans affines vérifiant
(1.5.1) et 7 = OCi)i 6i une famille de caractères multiplicatifs vérifiant II ̂  = 1 et (1. 5.2).

l € 1

(i) Soit ÎQëî tel que pour tout Î ^ Î Q , A^A^. Supposons que A' et A" (^57?. ^ et ^")
vérifient la condition (1.5.1) [resp. (1.5.2)]. Alors on a

(6.4.1) det (Frob,, R F, (V,-, J^)) -1 = det (Frob,, R F, (V,-, J^)) -1

xdet(Frob„R^,(V,-/,^.))C„(A,x.o) n X^)'^ J Oo, X).
l6l'\I"

(ii) 5'6);7 î'oel tel qu'il existe Î ^ Î Q avec A^=A^. Alors on a

(6.4.2) det (Frob,, R F, (V,-, J^)) -1 = det (Frob,, R F, (V,-, ̂ )) -1 C^ (A, ̂ ,) J Oo, x).

(6.5) Démonstration du théorème (2.2). — On va démontrer le théorème par récurrence
sur (/î, |I|), N2 étant muni de l'ordre lexicographique. Le théorème est clair si ^=0.
D'autre part on a déjà remarqué que la condition (1.5.1) impose que 111 ̂ n. Si 1 1 1 ==^,
les hyperplans A^, ;el, sont nécessairement distincts et en position générale d'après la
condition (1.5.1). Dans ce cas l'égalité (2.2.1) devient 1 = 1. Il suffit donc de démontrer
que pour tout HQ ̂  1 et N() ̂  UQ +1 fixés, si le théorème (2.2) est vérifié pour tous les
arrangements de A^ avec n<n^ et tous les arrangements de A^° avec |l |<No, il est
vérifié pour tous les arrangements de A^° avec |I =N().

Soient A un arrangement dans A^° vérifient (1.5.1) et 5C=(Xi)ieî» avec n^^L verl-
i e I

fiant (1.5.2).
Si / est une équation affine on note / la forme linéaire associée. La condition (1.5.1)

est équivalente à ce que le rang de la famille (4)iei soit égal à HQ. Par conséquent il
existe Jcl avec |J |=^o te! q116 nH^.=0. Choisissons ioeï\J. Si A^A^ pour ieï'

je ï
(cas a), il est alors clair que A' et A" vérifient (1.5.1) et que // et ^" vérifient (1.5.2).
Dans le cas b il est de toute façon automatique que A" vérifie (1.5.1) et que 7' vérifie
(1.5.2). On peut donc appliquer la proposition (6.4). En utilisant l'hypothèse de récur-
rence et la proposition (6.3) on obtient alors que l'égalité (2.2.1) est vérifiée par A
et/.
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7. Étude d'une résolution

(7.1) Soient À=(H^gi un arrangement projectif défini sur k, Y= U H^ V=Pf\Y et
l e l

7:V->P^ l'inclusion naturelle. On note e9^(Â) l'ensemble des strates de dimension i.
Soit KQ : XQ -> P^ l'éclatement simultané des strates de dimension 0 dans P^. On

construit par récurrence T^X^X^.i, i^\. Soit ^g, pour Sec^Â) de dimension ^;,
la transformée stricte par 7io° • • • °^i-i de Ps. On convient que si Se^Â), ^i?=S.
Les ^g sont disjoints lorsque S décrit ̂  (À). On peut donc définir TT, comme l'éclatement
simultané des ^5, Se<9^(Â), dans X^.i. On note X:=X,,_2 et ^X-^P^ le morphisme
7i:=7io° • • • °îtn-2- Si Se^,(Â) et i^n-2, on note Ds:=(7i,° • • • °^-2)~1 (^s); cîest

aussi la transformée stricte de ^^(^s) par î i i+i 0 • • • °^n-2' Si Se^_i(Â) on note
Ds la transformée stricte de Ps par n. Remarquons que les diviseurs Dg sont distincts et
irréductibles. On note D^ : = Dg\ U D-r, et Z : = U Dg.

T^S S ey (À)

(7.2) PROPOSITION. — (i) Le diviseur Z= U Dg ^^ M^ diviseur globalement à croise-
Se y (A)

ments normaux. Plus précisément, localement dans X pour la topologie de Zariski, Z est
une réunion d'hyperplans en position générale. De plus la restriction de n à X\Z est un
isomorphisme sur son image V.

(ii) Pour toute strate S de À, on a ^i(S, Â)=7((Di?)^, Q().

Démonstration. — (i) Le seul point à démontrer est que localement pour la topologie
de Zariski Z est réunion d'hyperplans en position générale. Cela se démontre par
récurrence sur n : les diviseurs KQ 1 (S), S e ̂ o (A)» sont disjoints et transverses à
T : = U ^i ? de plus localement pour la topologie de Zariski T est le produit d'une

s e yi (A)
1^i^n-l

droite affine A^ par des hyperplans dans A^~1; il suffît d'appliquer l'hypothèse de
récurrence à ces hyperplans. Quant à (ii), c'est un exercice facile.
(7.3) Soient A=( / f ) fg i un arrangement affine défini sur fc, X^XiX-gT une famille de
caractères multiplicatifs ^ : k* -> Qf vérifiant ]~[ ̂  = 1. Soit K : X -> P^ la modification

1 6 Î

associée à A. On note j" l'inclusion j ' : X\Z -> X et ^ le Q^-faisceau
^a^x)=^Wx\z^x)-
(7.3.1) LEMME. — (i) Le faisceau ̂  est modérément ramifié le long de Z de monodromie
géométrique ^g le long de D§.

(ii) Si les conditions (1.5.1) et (1.5.2) sont vérifiées, on a Xs^Xs' ^es ̂  S et S' sont
deux strates distinctes de A telles que DsFiDs/^0.

Démonstration. — (i) est immédiat; (ii) est conséquence du fait suivant : si S et S' sont
deux strates distinctes vérifiant DsnDs/^0, alors l'une des deux strates est contenue
dans l'adhérence de l'autre.
(7.3.2) Choisissons io e I, et notons / : = /^ : A^ -> A^.

4e SÉRIE - TOME 24 - 1991 - N° 4



ARRANGEMENTS D'HYPERPLANS ET SOMMES DE GAUSS 395

LEMME.—(i) Le morphisme f°n:n~1 (A^) ->A^ se prolonge en un morphisme
7:x-p,1.

(ii) Les diviseurs f~1 (0) et f~1 (oo) .îo^ réduits et on a

f~lW= U Ds et f-l(oo)= U Ds.
S e^f (A) Se ^oo (A)

ScrH^ S^H^

Démonstration. — (i) Le morphisme f:A^->A^ se prolonge en un morphisme
P^\H^OH^ ->P^. On obtient par récurrence sur ; que f°^o° • • • °'n;i :
(TCO ° • • • ° Ki)~1 (A^) -> A^ se prolonge en un morphisme X,.\(H^FiH^. -> P^ pour

i<n—2, en notant (H^HH^ la transformée stricte de H^PiH^ par 7io° • • • °^. Comme

^-2 :^ ̂ ^n-3 est composé d'éclatements de centres disjoints, et que (H^HH^_3 est
un de ces centres on obtient l'énoncé voulu, (ii) est clair.
(7.4) Le lemme suivant est bien connu.

LEMME. — Soient W un schéma lisse propre irréductible de dimension n sur k et j :
U —> W l'inclusion d'un ouvert affine non vide. On suppose que D : = W\U est un diviseur
à croisements normaux. Soit ^ un ^-faisceau lisse de rang 1 sur U, modérément ramifié
le long de D, tel que pour toute composante irréductible D; de D la monodromie géométrique
de ^ le long de D^ soit un caractère non trivial. Alors H^(U, ^f)==0 pour i^n.

Démonstration. — Comme U est affine on a H^U, ^f)=0 pour i>n d'après le
théorème de M. Artin (SGA4XIV3.2) et H^(U, ^f)=0 pour i<n par dualité de Poin-
caré. Les hypothèses faites sur ^f entraînent que l'on a un quasi-isomorphisme
j\ ̂  ̂  R/^ ^f, d'où le résultat.
(7.5) Soient A = (/^ g i un arrangement affine vérifiant ( 1 . 5 .1 ) e t ^= (^ g y une famille
de caractères vérifiant ]~[ 5^= 1 et (1.5.2). On a le lemme suivant.

i s i
(7.5.1) LEMME. - (i) .H^(V^J^)=0 pour i^n et H^(V^ J^) est de dimension
(-irx(v,-,Q,).

(ii) Les faisceaux R1 J ^ ^ ' sont nuls pour i^n— 1, et si t est un point fermé de A^, le
faisceau R"~1 7* ̂  est de rang ( - 1)"-1 ̂  (t) en t.

(iii) La restriction de R"~1 J^ £^' à U^ est un ^-faisceau lisse.

Démonstration. — (i) est une conséquence de (7.3.1) (i) et de (7.4), car
H^(Vfc-, J^)=H^(7r-1 (V)fe-, TT* J^^H^X^ J^). (ii) est une conséquence de (i) appliqué
à l'arrangement \ défini de la façon suivante pour t un point fermé de A^ : on note g^
la restriction de /^ à l'hyperplan A^ ^ d'équation / - — ? = 0 ; on note I' l'ensemble des ici
tels que g^ n'est pas constant; A^ est alors l'arrangement (défini sur une extension finie
de k) A^ : = (^), g i, ; il est clair que A^ vérifie (1.5.1) et que ^ == (^), ̂ p, avec ^ = /„ i e I',
et XÎ^ n ^p vérifie (1.5.2). Comme Zn/'^U^) est un diviseur à croisements

ieï\r

normaux relatif au-dessus de U^, (iii) résulte alors de ce qui précède grâce à
(SGA 7 XIII 2.1.11).
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(7.5.2) Dans la proposition suivante on calcule les cycles proches de ^ ' relativement
à7.

PROPOSITION. — Soient R1 \|/ (J^) les faisceaux de cycles proches de J^ relativement à J.
(i) On a R1 \|/^ (J^) = 0 pour i> 0. Lu restriction de R° \|/^ (J^) a /-1 (0)\ U Di?

S e ̂ f (A)

^^•o

é?^ nulle. Pour Se^(A), Sc=H^, /û restriction de R°\|/^(J^) û Di? est un ^-faisceau
lisse de rang 1 modérément ramifié le long de Ds\Di?.

(ii) Si Se^(A) et ScH^, alors pour tout point fermé t de Di?, to/^r^ ̂  R°\|/^(J^)
^ ^ ̂  MTÎ G-module modéré sur lequel I agit par le caractère /g.

(i') et (ii7) M^w^ énoncé que (i) ^ (ii), ^ remplaçant r|o 7?ûr TI^ ^ la condition
Se^(A), Sc=H,,^r Se^(A), S^H^.

Démonstration. — C'est une conséquence directe de (3.4) et de (7.3.1), (7.3.2).
(7.5.3) LEMME. - (i) Soit Se^(A), ScH^. On a H^((D^-, R°v|/^(^))==0 .y;
^/î-l, tandis que ^-^(D^-, R°v|/^(^)) ̂  un G-module de rang (-ly-^S, A)
de la forme V^ ® E â?^c E un G-module non ramifié.

(i') Même énoncé que (i), en remplaçant rjo /?ûr TI^ et la condition Se<9^(A), ScH^
par S e^, (A), S cl: H,,.

Démonstration. — Démontrons (i), (i') étant similaire. Comme/est propre on a

H1 (7-1 (0),-, R° ̂  W) = © H; ((Ds°),-, R° v|̂  (^)),
S e yf (A)

d'après (7.3.2) (ii) et (7.5.2) (i), et de plus d'après (SGA 7 XIII 2.1.8) et (7. 5.2) (i) la
dimension de H^/-1^-, R°^(J^)) est égale au rang de R1/^^)^.

On a donc H^((D^-, R°\|/^(^))=0 si i^n-\ d'après (7.5.1) [on aurait aussi pu
utiliser (7.4)]. Comme le faisceau R°\|/^(J^) restreint à D^ est lisse de rang 1 et
modérément ramifié le long de Dg\D^ d'après (7.5.2), la dimension de
HrW)^, R°^-o(^)) est égale à (- ̂ -^W^ Q,) et donc à (-ir^(S, A)
d'après (7.2) (ii). La dernière assertion est alors conséquence de (7.5.2) (ii).

8. Preuve de la proposition clé (6.4)

(8.1) Soient A et % vérifiant les hypothèses de (6.4). Soit ^I- On note F le faisceau
R"~1 7^ J^. Il est de" la forme F = P, ̂  avec ^ un Q^-faisceau sur G^ k '

Comme / est propre on a, d'après (SGA 7 XIII 2.1.8) et (7.5.3) :

(8.1.1) ^-o- © Hr^Ds^-.R0^^))
S e ̂ f (A) -

^"«•0
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(8 •1.2) ^= © HrW^R0^^)).
S 6 ^oo (A)

S^H^

D'après (7.5.1) la restriction de ̂  à U^ est un Q^-faisceau lisse. D'après (7.5.3), (8.1.1)
et (8.1.2) les G-modules ̂ \^ et 71^(^1 ̂ ) sont modérés et à monodromie géométrique
définie sur k; ^ est aussi modérément ramifié en tout point s de S^ (remplacer /^ par
l^-s). D'après (7.5.1) (ii) si seSf, on a ̂ )=(- l)"-1 5^).
(8.2) On déduit donc de (7.5.3) que, avec les notations de (3.2) et de (5.1),

(8.2.1) r(E(^,^)=(-ir-1 ^ ^i(S,A)
S 6 ̂ y (A)

^"t'o
3Cs=X

(8.2.2) ^(^(^J),)^-!)"-1 ^ ^i(S,A).
S 6 ̂ oo (A)

S-H^

Xg=X

D'après (5.5) on a donc

(8.2.3) det (Frob,, R F, (G,,,-, ^)) -1

= det (Frob,, R F, (G,,,-, ̂  ® ̂ i))-1 J Qo, xV- l )n-1 C^ (A, x^-1)M"1.

Dans le cas a, on note V = A^\ U A,., V" = A^\ U A^. On a des inclusions z : V -> A^,
ie l ' iel"

z^V'^A;, z'^V'-^A^ et w:A^^A^. On a une suite exacte de
Qj-faisceaux sur A^

(8.2.4) 0-^(z.^)®/*(y,^,i)-^zr^-^^(zr(^)® ® ^,,,,)^0,
iel'\l"

où les ^,|s, sont des faisceaux géométriquement constants, et ^^ (resp. ^") est le
faisceau sur V (resp. V") associé à %' (resp. /").

On en déduit un isomorphisme de Gai ( I c / k ) modules

(8.2.5) det (R F, (V,-, J^)) ̂  det (R F, (A;-, (z. J^) ®/* (y, if,^ i)))

(g)det(Rr,(V^,J^)® ® ^(^
lel'M"

Mais d'après la formule de projection on a un isomorphisme de Gai ( K / k ) modules

(8.2.6) det(Rr,(A:-,(z,^)®/*(y,^i)))^det(RF,(G,,,-,^®^i))^<-1)^

D'autre part, comme

Rr^v^^o^Hr1^,^^-^-!)]
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et

dimHrl(V,-/,^)=(-l)M-l^(A77)

d'après (7.5.1), on a

(8.2.7) det(Frob,,Rr,(V^J^)® ® J^)
l6l'\I"

=det(Frob,,Rr,(V^,J^)) ]-[ X^)^.
l6l'\I"

On déduit alors l'égalité demandée (6.4.1) de (8.2.3), (8.2.5), (8.2.6) et (8.2.7), car
on a un isomorphisme de Gai (/E/Â:)-modules

det(R^,(V,-,^))^det(R^,(G,,,-^))@<-l)n-l.

Dans le cas b, on a un isomorphisme z,J2f^z;J^(x)/* (7,^-1), et on en déduit de
même, grâce à (8.2.3), l'égalité (6.4.2).

Ceci termine donc la preuve de (6.4), et par conséquent du théorème (2.2).

APPENDICE

(A. 1) Soit s/ = (A^. ç i une famille finie d'hyperplans affines dans A^. Soit L (^) l'ensem-
ble des intersections non vides d'hyperplans de se [on convient que A^eL(jaf)]. On munit
L(jaQ de l'ordre partiel : X^Y si et seulement si YcX. Si Xc:L(jaf) on note r(X) la
codimension de X.

Soit H : L(J^) -> Z la fonction de Môbius de l'ensemble ordonné L(j^); ^ est caractéri-
sée par les relations

H(AZ)=I
^ ^i(Y)=0 si X>A^.

Ag^ Y ̂  X

Le polynôme de Poincaré de ^ est par définition le polynôme

TI«O:= ^ ^(XH-O^
X 6 L (^)

On pose V : = Af\U A,, h\ : = dim îï[ (V -̂, Q,) et
t e l

P(^,0:= ^ ^2n-1^
0^ i^2n

(A. 2) L'énoncé suivant est vraisemblablement bien connu. [L'égalité (ii) est l'analogue
sur les corps finis de la formule d'Orlik et Solomon [0-S].]
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THÉORÈME. — Soit ^=(A,),^i une famille finie d'hyperplans affines deux à deux distincts
dans A^. On a

(i) K « f)=P« 0.

(ii) |V(F^)|=<rîi« -ç-).

(i") /(V^Q,)-^, -1).
(iv) 5; 0 A;^0, a/or.? x(Vt-, Q,)=0.

l 6 I

Démonstration. - Si I est non vide on fixe içeï. On pose r :==I\{^} et \" : = { ; e r ;
A, H A^ ̂  0}. Soient ̂  la famille s e ' : == (A^ ^ p et jaT la famille d'hyperplans dans A^,
^T : = (A, H A^),, i». On pose V7 : = A^\ U A, et V" : == A^\ U A,.

l e F lel"

On a une suite exacte longue naturelle compatible à l'action de Frob

(A. 2.1) ^ H; (V,-, Q,) ̂  H; (V,-, Q,) ̂  H; (V^, Q,) ̂

(A. 2.2) LEMME:
(i) W^Qi)=Qsii<n.
(ii) 5'z i^n le Frobenius géométrique Frob^ a pour unique valeur propre ^l-" sur

H;(V,-,Q,).

Démonstration du lemme. - (i) provient de ce, que V est affine. Montrons (ii) par
récurrence sur (n, |l|) (pour l'ordre lexicographique). C'est clair si ^=0 ou si |l|=0.
On peut donc supposer que n>Q, 1 1 1 >0 et que (ii) est vérifié pour ^ ' et s e " . On déduit
alors de (A. 2.1) que (ii) est vérifié pour se.
(A. 2.3) On déduit aussitôt de (A. 2.1) et (A. 2.2) que l'on a des suites exactes courtes

(A.2.3.1) O^Hr^V.^QO-H^V^Q^-.HKVhQ^O

ce qui entraîne l'égalité

(A. 2.3.2) P(^,0=P(^,0+^P(^",0.

D'autre part il est clair que

(A.2.3.3) P(j^,0=l si |I |=0.

Comme les égalités (A. 2.3.2) et (A. 2.3.3) sont également vérifiées par n ([O], 2.29)
on obtient que n(s^, t)=P(^/, t). L'égalité (ii) est alors conséquence de (A. 2.2) et de
la formule des traces de Grothendieck. Quant à (iii), c'est une conséquence de (i) et de
la dualité de Poincaré. [Remarquons qu'il est aussi possible de démontrer directement
(ii) et (iii) sans utiliser (i).] Pour (iv) on remarque que si ^=1 ou | l |=l c'est clair,
tandis que si |l|^2, s ^ ' et s^" vérifient la même condition que se. Comme
X (V^ Qi)= X Wh Qi) ~ X (̂  » Qi) on obtient le résultat par récurrence sur (n, 111 ).
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