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ARRANGEMENTS D’HYPERPLANS ET SOMMES DE
GAUSS

Par Francois LOESER

Introduction

Soient p un nombre premier, ¢=p°, k=F, un corps fini. Soient | un caractére additif
non trivial de &, y,, %, des caractéres multiplicatifs non triviaux, tels que y, %, soit non
trivial. On a I’égalité classique entre sommes de Gauss et sommes de Jacobi

(%) g1 V) g (2> V)
: Ty, %)= —
G- 22) 2t x> W)
avec J(x, X2):= 2, i @)x2(1—x) et g(x V):=— ) x(x)V(x) pour y un
xek\{0,1} xek*®

caractére multiplicatif.

Dans cet article nous généralisons la formule (*) aux arrangements d’hyperplans dans
I’espace affine. La somme de Jacobi J (x;, %,) posséde une interprétation cohomologique
comme trace du Frobenius sur la cohomologie a support propre d’un certain Q,-faisceau
lisse de rang 1, L, ., sur k\ {0, 1}. Comme Hi (AL, L 1) €St nul si i1, de
rang 1 si i=1, cette trace est aussi un déterminant. En général si A= (/;);.; est une
famille d’applications affines non constantes /;: A? » Al, a chaque famille (x;);,.; de
caractéres multiplicatifs y;: k* — Q} est associé un Q,-faisceau lisse de rang 1, 2&, sur
A™N U I71(0).Le résultat principal de cet article est I’égalité (2.2.1) qui exprime le

iel
déterminant du Frobenius agissant sur la cohomologie a support propre de %, comme
produit de valeurs des caractéres y; et de sommes de Gauss. Ce résultat nous a été inspiré
par un travail récent de Varchenko [V], qui généralise la relation classique entre fonction
béta et fonction gamma a des arrangements d’hyperplans réels ou complexes.

Le plan de larticle est le suivant. Aprés les préliminaires (§0-1) et 1’énoncé du
résultat principal (§2) nous rappelons des résultats sur la monodromie locale (§3).
Au paragraphe 5 nous établissons le résultat important (5.5) sur le comportement du
déterminant par torsion. Pour cela nous utilisons les transformations de Fourier locales
de G. Laumon [L], dont les propriétés sont rappelées au paragraphe 4, et sa formule de
localisation [L]. La section suivante (§6) est de nature combinatoire. On y montre par
un argument de type « deletion-restriction » que 1’égalité (2.2.1) est conséquence de la
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380 F. LOESER

proposition (6.4), qui sera démontré au §8, en utilisant (5.5) et I’étude géométrique
d’une résolution associée a I’arrangement A effectuée au §7. L’appendice rassemble des
résultats sur les arrangements d’hyperplans définis sur F, que nous n’avons pas trouvés
dans la littérature.

Je tiens a remercier A. Varchenko qui m’a communiqué le texte (en russe) de [V] avant
sa parution, J.-M. Kantor dont P'aide m’a permis de lire ce texte, et G. Laumon pour
d’utiles conversations.

0. Notations et conventions

(0.1) On fixe un nombre premier p. Dans tout cet article k est un corps fini k=F,,
avec ¢ une puissance de p. On note k une cloture algébrique de k. Si N=1 on note
py (k) [resp. py (K)] le sous-groupe des racines n-iémes de 'unité du groupe multiplicatif
k* (resp. k*).

On choisit un nombre premier / distinct de p et une cloture algébrique Q, de Q,.
(0.2) On note G&, le tore Speck[x;, xi', ...,x, x,'], A} Tespace affine
Speck[x, ..., x,] et P; Ulespace projectif de dimension »n sur k muni de
coordonnées  homogénes [x5, ..., x,)]. On a des inclusions naturelles
Y:Gh 2 AL Al AR P (X, LX) o Xy, oL, X, 1 et Bi=aey: G - Py
(0.3) Si V est un schéma sur k'ck on note Vi le schéma obtenu par extension des

scalaires Viz=V ® Speck. Si s est un point de V, on note s un point géométrique
Spec k’

localisé en s et Vi, le hensélisé de V en s. Si V est un schéma défini sur £ on note

x(V, Q) la caractéristique d’Euler-Poincaré de V en cohomologie étale /-adique. On

convient que ¥ (J, Q,)=0.

(0.4) Si V est un espace vectoriel de dimension finie d on note A™>*V:=A%V, et

(A™*V)~! le dual de A™*V. Si K’ est un complexe borné d’espaces vectoriels de

dimension finie on note detK'= ® (A™* H'K)~. Si F est un endomorphisme de K,
ieZ

F induit un endomorphisme de detK" qui est la multiplication par un scalaire que I’on

note det (F, K").

(0.5) On note Frob, le Frobenius géométrique de k.

(0.6) SiVy:k— Qf est un caractére additif non trivial, on note &, le faisceau d’Artin-

Schreier associé a . C’est un Q,-faisceau lisse de rang 1 sur A}. Si y: k* > Qf est un

caractére multiplicatif on note &, le faisceau de Kummer associ¢ 4 x. C’est un Q-

faisceau lisse de rang 1 sur G}, ;. Si Y (resp.y) est un caractére additif non-trivial (resp.

un caractére multiplicatif) on note g (x, ) la somme de Gauss

gl ) — Z* x () ¥ (x).

xek
Avec nos conventions, la formule des traces de Grothendieck donne

g(X, ‘I’)-_—tr (FrObq’ H(} (thn, ks $1®’Y* gw))=det (FrObq, ch (Grln, k> $X®’Y* gw))_ 1'
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ARRANGEMENTS D’HYPERPLANS ET SOMMES DE GAUSS 381

Si m: V- Al est un morphisme on note Ly(m):=n*2,.
(0.7) On s’autorisera parfois & noter de la méme fagon un morphisme et sa restriction.

1. Arrangements d’hyperplans

(1.1) Soit k=F, un corps fini. On note A} I’espace affine de dimension » sur k. On
note a: A; — P} linclusion naturelle (0.2) dans lespace projectif et H,_ I’hyperplan
projectif Py \A}.

Un arrangement d’hyperplans affines (défini sur k) est une famille finie A= (}),,
d’applications (linéaires) affines définies sur k, /;: A} — Al, non constantes. On note A,
I’hyperplan affine d’équation /;=0.

Un arrangement d’hyperplans projectifs (défini sur k) est une famille finie d’hyperplans
projectifs de Py}.

A un arrangement affine A= ([;);., on associe arrangement projectif A:= (H,);.7, en
notant H; I'adhérence de A, dans P} pour ielet T:=11L{ o0 }.

(1.2) Soit A= (H,);.; un arrangement projectif. On appelle strate de 'arrangement A
toute partie non vide de la forme S;= N H;\(U H)) avec J=I non vide. Si S est une

iel Jjé¢l

strate de A on note I(S):= {iel; ScH,}. On note & (A) I'’ensemble des strates de A.
Si A=A, avec A un arrangement affine, on a une partition & (A)=% (AU L, (A),
avec & (A) [resp. &, (A)] 'ensemble des strates de A non contenues (resp. contenues)
dans H,.

(1.3) Soient A un arrangement projectif, S une strate de A, et PS:= M H; Les

iel(S)

hyperplans H; N\ PS, i¢1(S), définissent un arrangement d’hyperplans projectifs dans PS
que I'on note AS.

Rappelons que si F, est un sous-espace projectif de dimension m dans P; on a une
projection 7g, : PY\F, - G, avec G, un espace projectif sur k de dimension n—m—1
(G est ’espace projectif des m+ 1-plans de P} qui contiennent F,) : si F, est défini dans
des coordonnées homogeénes [x,, ..., Xx,] par x,=...=x,_,_,=0, on a
g, ([Xos - - > Xu)= [X05 - - - X,_—1]. On a donc une projection n(S): P\P® - Py, avec
P un espace projectif de dimension n—dim PS— 1. Les hyperplans = (S) (H;\P%), ie [(S),
définissent un arrangement projectif d’hyperplans Ag dans Pg.

(1.4) Si A=(H);., est un arrangement projectif défini sur k, on pose

Y=UH, V=P\Y et j: V- P! linclusion naturelle. On note A (A) la caractéristique
iel

d’Euler-Poincaré l-adique de Vi: A(A)=% (Vg Q)); lentier A (A) ne dépend que de la

combinatoire de I’arrangement A (cf. Appendice).

Si S est une strate de A on pose u(S, A)=A(ASA(Ay).

(1.5) Soit A= (/));.; un arrangement affine. On supposera désormais que A vérifie la
condition

1.5.1) NH=g.

iel
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382 F. LOESER

Remarquons que cette condition impose que |I| =n.

Soit = (X;); .7 une famille de caractéres multiplicatifs x,;: k* — Q} vérifiant [] x;=1.

iel
On supposera désormais que y vérifie la condition
(1.5.2)  pour toute partie J de T non vide et distincte de Ton a [ x;#1.
iel
Si Se#(A) on pose xs:= [] x: Les conditions (1.5.1) et (1.5.2) assurent que xs#1.
iel(S)

(1.5.3) Soient A= ([));.; un arrangement d’hyperplans affines et = (%;); .7 une famille
de caractéres multiplicatifs vérifiant I—[_x,: 1. On associe & A et a x le produit de sommes

de Gauss iel

gApv)= 1 g W® I gt ™A

SeZr(A) Se ¥ w (A)

(1.5.4) Si t est un point fermé de Al on note A,(¢):=x(ViN I ()i Q,). Soit
S;={tek(=A; (k);3ISc&,(A), Sl ' (H}. On voit facilement (cf. Appendice) que
sur Pouvert U;:=A}\S, la fonction A, () est constante; on note X, , sa valeur. On pose
8;(1): =N, ,—A;(?), et on note S}: =S\ {0}.

(1.5.5) En conservant les notations précédentes, on pose

C:A, x):= ] L@®?™®

teS¥

et

CA, ):=T]Ci(A, 1.

iel

2. Enoncé du résultat. Exemples

(2.1) Soient A= (I),.; un arrangement d’hyperplans affines défini sur k et x= (%;);i1
une famille de caractére multiplicatifs y;: k* —» Qf vérifiant []x;=1. Sur V=A}\U A,
iel iel

on a un Q,-faisceau lisse de rang 1 associé a y, &, :=® ¥y (Z,).

- iel
(2.2) TutorEME. — Soient A= (I);., un arrangement d’hyperplans affines défini sur k
vérifiant (1.5.1) et = (,); .7 une famille de caractéres multiplicatifs y;: k* - Q} vérifiant
[Tx:=1et (1.5.2). On a I'égalité
iel

(2.2.1) det (Frob,, RT,(Vi; £))"'=C(A, Y)g(A, 1, V).

Le théoréme sera démontré en (6. 5).

(2.3) Exemples.
(2.3.1) Dans A;, A=(ly, ..., I,y avec ,=x;, 1Z5i<n, l,,,=1—x,—...—Xx

ne

4° SERIE — TOME 24 — 1991 — N° 4



ARRANGEMENTS D’HYPERPLANS ET SOMMES DE GAUSS 383

Dans ce cas la cohomologie de RT, (V5 &,) est concentrée en degré n et de rang 1.
Le déterminant est donc une trace et on retrouve la formule classique

[T gt

15isn+1

g ( l—[ Xi’ ‘I’)

1<isn+1

J(XD Y] Xn+1)= (_l)n

avec

T X = X [ %GO

xeV(k)1=<i=n+1

(2.3.2) Dans A2, A=(l,, ..., ls) avec

lL=x,, L,=x,, l3=1—x1,‘ l,=1—x,, ly=x,—x,.
On a
(lﬂsg(xi, V) g0t X2 Xs> V)& (X3 XaXss W)\ 71
s 1= \ g_(;Ilsxi, W0 X Xe WEU XX V) |

CA, Y=xs(=1.

(2.3.3) Dans A%, A=(l,, ..., ) avec

lLi=x, L=x,, Li=1-x,, l,=1—x,, ls=x,—Xx,, lg=x;+x,— 1.
Sip#2,0ona
(lﬂ4g(xi, Vg s, ¥)* g (Xes ¥)°
A1 )= £CIT 2 VP800 ta 2o ¥

81 %2%s> V)& (X3 %XaXs> V)& (X2%3Xe» V)& (X1 Xa Ko V)
g1 %3 %5 Xes V)

et CA, Y= [ u®.

1sisa
Sip=2,o0na
( l_[ gV g X2 Xss V) 8 (X3 Xa X5 V) & (K2 X3 Xe> V) 8 (X1 X Xes W)\ 1
A W= ==
Bih1 g( H Yoo V)& (L2 Xa X5 Xes V) & (1 X3 X5 Xer V) & (X1 X2 X3 Xao V)
1<i56
et C(A, )_()=1.
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384 F. LOESER
3. Monodromie locale

(3.1) Soit T=SpecR un trait hensélien d’égale caractéristique p, de corps résiduel k.

On note ¢, 1, ¢, N les points ordinaires et les points géométriques de T : 7 est le composé

de Speck — Speck et de ¢ et 1 se factorise par le point générique nydu trait strictement

hensélien T;=Speck ® R. On pose G=n,(n, n), I=n;(nz n). On a une suite exacte
k

canonique

1-1- G- Gal(k/k) > 1.

L’action de I sur les racines d’ordre premier & p d’une uniformisante © dans k(n) se
factorise par un quotient canonique

15 2.(1) (),
ou

2(1) (k):= lim py(k)

Nz1
(N, p)=1

et ou py (k) agit de la maniére usuelle sur les ©'/N. On note P le noyau de ¢; C’est la
partie sauvage de I.

(3.2) Un G-module (resp. I-module) est un Q,-espace vectoriel de dimension finie V,
muni d’une action de G (resp. I) qui est définie sur une extension finie de Q, contenue
dans Q, et qui est continue pour la topologie l-adique. Le rang d’un G-module (ou I-
module) V est sa dimension comme Q,-espace vectoriel que I'on note r(V). Si V est un
G-module, on note V¥ =Hom (V, Q,) le G-module dual. On note %’ la catégorie des G-
modules.

Un G-module (ou I-module) V est dit modéré si P agit trivialement sur V. Un G-
module V est dit non ramifié si I agit trivialement sur V. ,

Soit m: n — G,, , =Speck [u, u~'] le morphisme qui envoie u sur m. On note V, le G-
module n* (%, ), pour un caractere x : k* — Qr.

Comme Z (1) (k) est un groupe profini abélien, tout I-module modéré simple est de
rang 1 et sa classe d’isomorphie est donnée par un caractére x: Z (1) (k) » QF. Soit V
un G-module modéré semi-simple. On dit que V est 8 monodromie géométrique définie
sur k s’il admet une décomposition

V=@ (V,®E(),)
Q

x décrivant I'ensemble des caractéres de k* a valeurs dans Qf, et E(V), étant le
G-module non ramifi¢ E (V),=Hom,(V,, V). En général si V est un G-module modére,
on note V, son semi-simplifié, on dit que V est & monodromie géométrique définie sur k
si Vi lest, et on note E(V),:=E(V),.

4° SERIE — TOME24 — 1991 — N° 4



ARRANGEMENTS D’HYPERPLANS ET SOMMES DE GAUSS 385

(3.3) Soient X un schéma lisse et irréductible défini sur k, et DcX un diviseur
(globalement) a croisements normaux. On note D;, ieK, les composantes irréductibles
de D, x; le point générique de D;, X,, le hensélise de X au point x;. On note G; le
groupe de Galois de X, I; le groupe de décomposition et 4;: X, — X Iinclusion
canonique.

Soit .# un Q,-faisceau sur X (ou sur X\ D). On dit que £ est modérément ramifié le
long de D si pour tout ieK, A¥(¥) est un I-module modéré. Si &£ est modérément
ramifi¢ le long de D et de rang 1 au point générique de X, on dit que & est de
monodromie géomeétrique y; le long de D,, si le I;module A} (%) est donné par le
caractére y;: k* —» QF.

(3.4) Nous aurons besoin du lemme suivant pour calculer des cycles évanescents.

LEMME. — Soit A} o, le hensélisé a I'origine de I'espace affine Ay=Speck[x,, ..., x,].
Fixons des entiers 1 =k <m=n. Soient D < A§ ,, le diviseur d’équation H x;=0, D, le
1<ism

diviseur d’équation x;=0, 1<i<m, D?:=D,\ U D;. Soit f: A} o)~ Ai un morphisme
. j#i
[i(XD1<isn— U [1 x: avec u inversible sur A} ©)- Soit & un Qfaisceau lisse de rang 1
1<i<k

sur A} o) \D, modérément ramifié le long de D et de monodromie géométrique y; le long
de D;. On note R? iz (Z) les faisceaux de cycles proches de £ relativement a f. On a

(1) Les faisceaux R iz (L) sont des faisceaux de G-modules modérés.

(ii) Si pour tous les (i, j) avec 1 Si<k, | Sj<k et i#j on a y;#y; et si quand k<i<m
on a y#1, alors Rz (£) =0 pour tout p=20 et pour tout point x de

U D\ U D!
15igk 15isk

(iii) Si x est un point de DY, avec 1Zi<k, RP Vs (L) =0 pour p>0, et le G-module
R® Vs, (L) 5 est de rang 1, I'action de 1 étant donnée par ;.

(iv) La restriction de R° iz (%) a DY, pour 1<i<k, est un Q-faisceau lisse de rang 1
modérément ramifié le long de D\D}, de monodromie géométrique y; ' x; (resp. x;) le
long de D; \D; si i#] et si j<k (resp. k<j).

Démonstration. — Soit N un multiple commun non nul de I'ordre des caracteres ;.
Soit A: Af o) = Af 0y (XD)1<i<n = (X1)1 <i<n- L'image inverse de & par A se prolonge en
un Qfaisceau lisse de rang 1, 2, sur Al Soit g:=f°A: Al — AL On note
R, () les faisceaux de cycles proches de 2 relativement & g. L’entier N étant premier
a p, les RP g, (&) sont modérés d’aprés [R-Z], Satz 2.23, et sont calculés dans
(SGA713.3). Comme R”V; () est un facteur direct de L, R” Y, (&) on obtient (i).
Le groupe du revétement A agit sur A, Rz (). En décomposant AR (Z) en
composants isotypiques et en utilisant I’énoncé et la preuve de (SGA 713.3) on obtient

(i), (iii) et (iv).
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386 F. LOESER

4. Transformation de Fourier locale

(4.1) Soient T et T" deux traits henséliens d’égale caractéristique p, de corps résiduel %,
munis d’'uniformisantes 7 et ©’ respectivement. On note pr et pr’ les projections canoniques
de Tx, T sur T et T’ respectivement. On a les Q,-faisceaux &£, (m/n’) et L, (n'[n) sur
Tx,n" etnx,T respegtivement, 0_1‘1 n et ' sont les points génériques de T et T’
respectivement ; on note £, (n/n’) et &, (n'/n) les prolongements par zéro de ces faisceaux
a Tx,T'. On reprend les notations de la section précédente, en les affectant d’un
exposant ' quand elles sont relatives & T'. Enfin si V est un G-module, on I'identifie 4 un
Q,-faisceau sur m, et on note V, son prolongement par zéro a T.
(4.2) DeriniTioN (LAUMON). — On appelle transformation de Fourier locale chacun des
foncteurs F ) et F§>°): § — &' définis par

F¢ ' (V)=R @ (pr* (V) ® Z, (n/n))i 1)

F{ M (V)=R' @ (pr* (V) ® 2, (W' /M) i
les cycles évanescents étant relatifs a la projection pr': Tx , T' - T'.

D’aprés [L], (2.4.3), # 27 et #{°) sont des foncteurs exacts. De plus si V est
modéré # ©7 (V) et #{> %) (V) sont modérés.

On a le formulaire suivant.
(4.3) PROPOSITION :
@) { 7V w;) (Ql)_= Q
F& 0 Q)=Q(—1).
(ii) Pour tout caractére non trivial y: k* - Q} on a
F = (V)=V,®G (1, V)
FEOWV)=V,8Gx ™)
ou G(x, ¥V)=H! (G, i, £, @v* &) est vu comme un G'-module non ramifié.
(iii) Si E est un G-module non ramifie
F¢ " (VOE) =7 =) (V)QF
F& O (VRE) =7 (V)®FE
ou E' est égal a E vu comme G'-module non ramifié.

Démonstration. — (i) et (i) sont dus & Laumon ([L] (2.5.3.1)), et (iii) est évident.
(4.4) DEFINITION. — Si ¥, et X, sont deux caractéres de k* a valeurs dans Q} on pose

Do (X1 X =F§ ) (Vyy 150 OF Y ) (V)

X1 X2

O, (s %) =F 4 ) (V,51)” OF (> O (V).
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ARRANGEMENTS D’HYPERPLANS ET SOMMES DE GAUSS 387

(4.5) PRoOPOSITION. — Pour tout G-module V, modéré et a monodromie définie sur k,
pour tout caractére non trivial ¥, : k* > Q¥ on a

det (Fy" 2 (V) =det (FY = (VB Vg DO ® (o (1, %0)*" * ¥
x

det (F (V)= det (F{* " (VOV,5 1)@ ® (@, (1, 10)®" V7.
x

Démonstration. — Comme det(F§”(V))=det(#{”(V,)) on peut supposer que
V=V,®E, avec E, non ramifi€. L’énoncé est alors une conséquence de (4.3) (iii) et de
cequeV, .=V, ®V,,.

5. Déterminant et torsion

(5.1) LOCALISATION DU DETERMINANT.
- (5.1.1) Soient a : A} =Speck[x] —» P} I'inclusion naturelle (0.2), oo le point a P'infini.
On note A}, P{’ les droites duales.

Si V est un G-module, det(#{ ©” (V)) est un G’-module modéré qui admet un unique
prolongement en un Q,-faisceau lisse de rang 1 sur A{"\{ 0’} modérément ramifié¢ en 0’
et o' ([L], (2.2.2.1) (3.4.1.2)). On note det (F " (V)), le Gal (k/k) module de rang
1 fibre de ce prolongement au point géométrique 1° de Al’. Si V est modéré,
det (F{> °?(V)) est un G’-module modéré et on peut définir de méme det (F§> °7 (V)),.
(5.1.2) Soient Sc A} un ensemble fini de points fermés rationnels sur k et j : U - A}l
Pouvert complémentaire. Soient k{m} le hensélis¢é en (m) de I'anneau k[n] et
T=Speck{n} le trait hensélien correspondant. Notons n,=x—s I'isomorphisme T, :
Al — T, pour seS§, et

1
Ty {P"‘”’_}T
1/x - x.

(5.1.3) Soit # un Q,-faisceau sur A}. On suppose que # est lisse sur U et modérément
ramifié en tout point de S et au point & linfini. Pour seSU{ o } on note ®,5# le G-
module des cycles évanescents de a, (#) (pour «t,) et a,(#) la chute du rang de o, ()
(la différence entre le rang générique et le rang en s). Si la fibre en s de # est égale a
zéro on a @, H =m,, (H#,,).

(5.1.4) THEOREME. — Si J est lisse sur U et modérément ramifié en tout point de S et
au point a l'infini, on a un isomorphisme de Gal(k/k)-modules de rang 1

(5.1.4.1)
det (RT, (Ag, #) [1)=2(® det (F ) (@, #)),)@(det (F{™ O (1 (H# |, ) -
seS

Démonstration. — C’est une conséquence de [L], (3.2.1.1) et (3.5.1.1). Voici une
démonstration directe tout a fait similaire a celle de [L], (3.4.2).
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Supposons tout d’abord que s# est de la forme # =}, (F), avec F un faisceau lisse de
rang r sur U modérément ramifié¢ en les points de SUU { c }. Soit 8= Y rsek. On a des

seS

isomorphismes de G'-modules
(5.1.4.2) det (F);, =det(RT, (A,:—, ) [1D@det (F§° %) (T (F )
(5.1.4.3) det(F"); =2, (0x"); Q@ @det (F{ " (@, #))

seS
pour F’ le Q,-faisceau lisse sur A; "\{ 0"} vérifiant K| A0 = F’'[1] avec K’ le transformé
de Fourier global de # [1] (cf. [L], (1.3.2.3) et (2.3"1.3) (i)).

Compte tenu de I’hypotheése faite sur 5, le faisceau " : =%, (—6x")®det F’ est lisse
de rang 1 sur A{"\{0}, et est modérément ramifié¢ en zéro et a 'infini. Comme

(5.1.4.4) A5, 2det (RT,(Ap, #) [1)®@det (F(> ) (n,,, (F )
(5.1.4.5) Hs 2@ det (FL =) (O, #))
seS

on obtient I’énoncé dans ce cas, car les deux termes de ’égalité recherchée sont isomorphes
au Gal(k/k)-modules 1, [on utilise ici que si & est un Q-faisceau lisse sur G}, ,,
modérément ramifié en 0 et a Pinfini, les fibres en 1T du prolongement canonique ([L],
(2.2.2.1)) de &, et de celui de n_,, (£, ) sont égales 4 la fibre de # en 1, car la
fonction 1/x évaluée en x=1 vaut 1!].

Le cas général s’en déduit car on a des isomorphismes de Gal (k/k)-modules

(5.1.4.6) det(RT,(Af, #))~det (RT,(Ag, ji* #)® @ det (#))

ses

(5.1.4.7)  det(FL ) (g, (# | 1) 2 det (FO (@, #)), @det (F).

I ns
L’isomorphisme (5.1.4.6) provient de la suite exacte de faisceaux
O=jyj*H > H i, i*H >0

@i: s—»A,i étant l’inclusion naturelle) et de ce que le foncteur det(R FC(A;—, .)) est
multiplicatif sur les suites exactes.

L’isomorphisme (5.1.4.7) provient de la suite exacte de G-modules

O_)”s-—)ﬁS*(flns)—)q)s%—’o

et de ce que le foncteur det (% flf” ©(.)) est multiplicatif sur les suites exactes.

(5.2) On suppose désormais que U est contenu dans G, ,=A;\{0}. On déduit de
(4.5) et de (5.1.4) le résultat suivant.

THEOREME. — Soit # un Q-faisceau sur G,, ,, lisse sur U et modérément ramifié en
tout point de Py \U. On suppose que les G-modules # |, et T, (# |, ) sont @ monodro-
mie géométrique définie sur k. Soit o : k* > QF un caractére non trivial. On a un
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isomorphisme de Gal (k/k)-modules
(5.2.1) det(RT.(Gp, i, #[1]))=det(RT.(Gy 7, (K ®L,51) [1])

® ® (V)f" MO Ol 1 i
seS\{0}

OB, (1, %5 )E " her X in)y,
X

Démonstration. — C’est une conséquence de (4.3) (iii), (4.5) et (5.1.4) [remarquer
Que £ 0o = Vio €t Ty (L 10,) = Vy51l-

(5.3) DEFINITION. — Soient 7y, et X, deux caractéres de k* & valeurs dans QF. On
suppose que Y, n’est pas trivial.

Sixy#1, X1 %z ' #1, on pose

@0 (t1s Xz)—%
Qo (A1s x2)=f(_7_§1T£2,_‘|'3v)_
Si x,=1, on pose
®o (1> Xz)=m
ot X2)=g(x‘21, V)

Si X1 % '=1, on pose

®o (1> X2)=8 1> V)

Qo (X1 xz)-g(x p "')

L’énoncé suivant est immédiat.

(5.4) LemME. — Soient x, et x, deux caractéres de k* a valeurs dans QF. On suppose
que Y, n’est pas trivial. On a

det (Frob,, @, (X1, X2)x)=®o (X1> X2)
det (FIObq, q)oo (Xla Xz)n')= P (Xla XZ)

Le théoréme (5.2) admet donc le corollaire suivant.
(5.5) CoROLLAIRE. — Sous les hypothéses du théoréme (5.2) on a

(5.5.1) det(Frob,, RT,(GL ¢, #))~ ' =det(Frob,, RT,(GL ¢, # QL s1)"*

X n Yo (5)%s (‘#)l—[(po o XO)" (E (XI"O)")H(POO 6 %o 1)—r(E (Roou (F | ).
seS\{0} x x
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6. Réduction combinatoire

Dans cette section, de nature combinatoire, on raméne la preuve du théoréme (2.2) a
celle de la proposition clé (6.4).

(6.1) Soient A=(/);., un arrangement d’hyperplans affines et x = (X;); .y une famille de

caractéres multiplicatifs vérifiant [ [ x;=1. On choisit i,€1, et on pose I' : =I\{i,}. On
iel

note A’ 'arrangement A’ : =([);cp et X' 1 =(Xicp avec xi=x; si i€ L', X = XYoo Xio-

(6.2) Deux cas sont possibles : soit pour tout iel’, A;#A; (cas a); soit il existe iel’

tel que A;=A, (cas b).

Dans le cas a, on pose I" : ={iel’; [, Aig n’est pas constant }. On note A" 'arrange-
ment d’hyperplans de A;, A" : =(]; Aio)ie,,,, et x" 1 =0 )ier avec yi' =y, si iel”,
Xw=%«o 1] % enfin on note s; la valeur de /; sur A, , pour ieI"\I".

ieINI”
On pose

0’

J(io,s,;_():=<M>"(S'A) i Ses [ (A)

-1

gUskig » V)

-1 —uG, A)
: =(g (i:‘X‘sxii :I,’)\Il)> oSS

et

J(iOa Z)= l_[ J(io’ Sa Z) l_[ J(iO’ S, Z)
SeZr(A) Se Lo (A)
S<H;, S<Hj,

(6.3) ProrosITION. — Dans le cas a on a

(6.3.1) g(A, 1 W)=g (A", 1, W)g (A", 1", 1) " T (g, )
(6.3.2)  CAN=CA,)CA" 1) Cipy (A %) TT w67
: iel’\I”

Dans le cas b on a

(6.3.3) gA, x W=gA", X', W) I (o, x)
(6.3.4) C(A, P=C(A’, ) Cy, (A, 1,)-

Démonstration. — Les égalités (6.3.2), (6.3.3) et (6.3.4) sont faciles a vérifier.
Supposons donc qu’on est dans le cas a et démontrons (6.3.1). Pour cela on a besoin
du lemme suivant.

(6.3.5) LEMME. — Soit S une strate de A.
() Si appartient a & (A”) et a & (A"), alors

r(S, A)=u(S, A")+u(s, A)
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(ii) Si S appartient a & (A”) et n’appartient pas & & (A'), alors p(S, A)=0, et si T est
la plﬁ petite strate de K’_contenant S, T\S est une strate de A et on a
R(T, A)=p(T\S, A)+p (S, A").

Démonstration. — (i) est clair car dans ce cas )»_(WS)= AAg+A(A”).

Pour (ii) on remarque que si Se ¥ (A”) et S¢ ¥ (A'), M  H, contient strictement
iel(S)\{io)
PS, et donc N (®(S)(H,\P%) n’est pas vide. D’aprés (A.2) (iv) on a donc
iel(®\(io}

A (Ag)=0 [choisir = (S) (H;,\P®) comme hyperplan a I'infini dans Pg], d’ot p (S, A)=0.
Légalité p (T, A)=p(T\S, A)+u (S, A”) est conséquence des égalités
AAT=ALATH)+ALA™) et AAD=AAn)=I(A").
(6.3.6) SiS est une strate de A, S vérifie une et une seule des conditions suivantes :

1° Se¥,(A), ScH,, Ses@A)
2° Se#,(A), ScH,, S¢F@A)
3° Se#,(A), S¢H,, Ses@A)
4 Se#,(A), S¢H,, S¢F@A)
5° Se#.(A), ScH,, SeS@A)
6° Se#,(A), ScH,, S¢F@A)
7° Se#.,(A), S¢H;,, Ses@A)
8° SeZ,(A), S¢H,, S¢FA)

D’aprés (6.3.5) on a dans les cas 1° et 5°
R(S, A)=p(S, A)+p(S, A7)
dans les cas 2° et 6°
n(s, A)=0
dans les cas 3° et 7°
n(@s, A)=pu(s, A)

dans les cas 4° et 8°

si S est la plus petite strate de A’ contenant S, S\ est une strate de A et de A” et on
apS, A)=u(S, A)+p(S\S, A”); de plus si Se ¥, (A) [resp. &, (A)], S€ ¥, (A) [resp.
& » (A)].

D’autre part on a
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dans le cas 1°
As= XS =As g
dans le cas 2°
% =AsXi

dans le cas 3°

Xs=XAs
dans le cas 4°
Xs=X5=Xs\s
dans le cas 5°
Xs=Xs=Xs
dans le cas 6°
Xs=Xs
dans le cas 7°
Xs = XAs Xio

dans le cas 8°
xs= Xél\s = Xig Xs-

De tout cela on déduit que
dans le cas 1°

glts WS D =g WS Mg (g, W)™ A1 (o, S, %)

dans le cas 2°

g(ts: W &P =1(=1(io, S, 1)
dans le cas 3°

gts WS V=g (x5, W& A
dans le cas 4°

gl WO V=g (5 W& Mg (s W) O

dans le cas 5°

glis ", WOV =g (e TN (g e A
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dans le cas 6°

gt W7 M=1
dans le cas 7°

g5 ) TR =g (L ¥) TS T (g, S, x)
dans le cas 8°
glts L) THEN =g (x5 L) TS A g (g TELWH NS AT T (G, S, ).

On obtient I’égalité (6.3.1) en faisant le produit de ces huit égalités.
(6.4) Le résultat suivant sera démontré dans la section 8.

PROPOSITION CLE. — Soient A=(l,);., un arrangement d’hyperplans affines vérifiant
(1.5.1) et x=(%); 1 une famille de caractéres multiplicatifs vérifiant II y;=1 et (1.5.2).
- iel
(i) Soit igel tel que pour tout i#iy, A;#A; . Supposons que A’ et A" (resp. ¥’ et x")
veérifient la condition (1.5.1) [resp. (1.5.2)]. Alors on a

(6.4.1) det(Frob,, RT,(Vg, £,))" ! =det (Frob, RT,(VE, £.))" !
q x q x

x det (Frob, RT, (V, £,)) Cig (A, %) [T %()* A7 T (o, ).
B iel’\I"” -

(ii) Soit igel tel qu’il existe i#i, avec A;=A,,. Alors on a

(6.4.2) det(Frob, RT (Vi, £,))” !=det (Frob,, RT(V, L))" 1Ciy (A, %) T o x)-

(6.5) Démonstration du théoréme (2.2). — On va démontrer le théoréme par récurrence
sur (n, |I]), N? étant muni de I'ordre lexicographique. Le théoréme est clair si n=0.
D’autre part on a déja remarqué que la condition (1.5.1) impose que |I|=n. Si |I|=n,
les hyperplans A;, iel, sont nécessairement distincts et en position générale d’aprés la
condition (1.5.1). Dans ce cas I’égalité (2.2.1) devient 1=1. Il suffit donc de démontrer
que pour tout no=1 et No=n,+1 fixés, si le théoréme (2.2) est vérifié pour tous les
arrangements de A} avec n<n, et tous les arrangements de Ao avec |I|<N,, il est
vérifié pour tous les arrangements de Ajo avec |I|=N,.

Soient A un arrangement dans Aje vérifient (1.5.1) et x=(x;);.5 avec [[x;=1, véri-

iel
fiant (1.5.2).

Si / est une équation affine on note 7 la forme linéaire associée. La condition (1.5.1)
est équivalente a ce que le rang de la famille (7),., soit égal a n,. Par conséquent il
existe J<I avec |J|=n, tel que M H;=F. Choisissons ipeI\J. Si A;#A, pour iel’

jel
(cas a), il est alors clair que A’ et A" vérifient (1.5.1) et que ¢’ et x'* vérifient (1.5.2).
Dans le cas b il est de toute fagon automatique que A’ vérifie (1.5.1) et que ' vérifie
(1.5.2). On peut donc appliquer la proposition (6.4). En utilisant hypothése de récur-
rence et la proposition (6.3) on obtient alors que 1’égalité (2.2.1) est vérifiée par A
et x.
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7. Etude d’une résolution

(7.1) Soient A=(H,);_, un arrangement projectif défini sur k, Y= U H, V=P)\Y et
iel
j:V = P! Iinclusion naturelle. On note .%;(A) I'ensemble des strates de dimension i.

Soit my:X, — Py I'éclatement simultané des strates de dimension 0 dans Pj. On
construit par récurrence =;: X; - X;_;, i=1. Soit %, pour S€ ¥ (A) de dimension =i,
la transformée stricte par my° - --°m;,_, de PS. On convient que si Se ¥ (A), #$=S.
Les #% sont disjoints lorsque S décrit &;(A). On peut donc définir 7, comme I’éclatement
simultané des %, Se #;(A), dans X;_,. On note X:=X,_, et n: X — P! le morphisme
Mi=myo---°M,_,. Si Se;(A) et i<n—2, on note Dg:=(m;> - - - °m,_,) " ' (FL); Cest
aussi la transformée stricte de m; ! (#L) par m;,,°---°®,_,. Si Se&,_,(A) on note
Dj la transformée stricte de P par n. Remarquons que les diviseurs Dg sont distincts et
irréductibles. On note D:=Dg\ U Dy, et Z:= U D

T#S Se & (A)

(7.2) ProposiTioN. — (i) Le diviseur Z= \J Dyg est un diviseur globalement a croise-
Se & (A)

ments normaux. Plus précisément, localement dans X pour la topologie de Zariski, Z est

une réunion d’hyperplans en position générale. De plus la restriction de = @ X\Z est un

isomorphisme sur son image V.

(ii) Pour toute strate S de A, on a p(S, A)=x((D§)k—, Q).

Démonstration. — (i) Le seul point a démontrer est que localement pour la topologie
de Zariski Z est réunion d’hyperplans en position générale. Cela se démontre par
récurrence sur n: les diviseurs mg ! (S), Se ¥, (A), sont disjoints et transverses a

T:= U #¢; de plus localement pour la topologie de Zariski T est le produit d’une
Se #; (A)
1<isn—1
droite affine Al par des hyperplans dans Az"!; il suffit d’appliquer I'hypothése de
récurrence a ces hyperplans. Quant a (i), c’est un exercice facile.

(7.3) Soient A=(l);c, un arrangement affine defini sur k, x=(X;);.7 une famille de

caractéres multiplicatifs x;:k* — Q} vérifiant []x;=1. Soit n:X — P} la modification
iel

associée 4 A. On note ;' Dlinclusion j:X\Z->X et £, le Q,-faisceau

n* (j! yl) =J: (an\Z ’gl)‘

(7.3.1) LemMe. — (i) Le faisceau 3; est modérément ramifié le long de Z de monodromie

géométrique g le long de Dy.

(ii) Si les conditions (1.5.1) et (1.5.2) sont vérifiées, on a ys#¥s dés que S et S’ sont
deux strates distinctes de A telles que Dg(\Dg # .

Démonstration. — (i) est immédiat; (ii) est conséquence du fait suivant : si S et S’ sont
deux strates distinctes vérifiant Dg\Dg # J, alors I'une des deux strates est contenue
dans I’adhérence de I’autre.

(7.3.2) Choisissons i€l et notons f: =1, : Aj — A;.
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LEMME. — (i) Le morphisme feom:n~'(A}) > A} se prolonge en un morphisme
X P
(i) Les diviseurs f~*(0) et f ! (00) sont réduits et on a

~ ~

o= v Dy et f'(o)= U Dy

Se Fr(A) Se P (A)
S<Hj, S<Hi,
Démonstration. — (i) Le morphisme f:A!— Al se prolonge en un morphisme

N\H,NH;, > P;. On obtient par récurrence sur i que feomye---°m,;:
(mo° - - °m)~ ' (Ap) » Ay se prolonge en un morphisme X, \(H,NH,);—P; pour

. /\/ , . T ——
i<n-—2, en notant (H,MNH, ); la transformée stricte de H,,NH;, par ny° - - - ° ;. Comme

m,_: X = X, _; est composé d’éclatements de centres disjoints, et que (H,,MNH;),_; est
un de ces centres on obtient I’énoncé voulu. (ii) est clair.

(7.4) Le lemme suivant est bien connu.

LEMME. — Soient W un schéma lisse propre irréductible de dimension n sur k et j :
U — W linclusion d’un ouvert affine non vide. On suppose que D :=W\U est un diviseur
a croisements normaux. Soit & un Q-faisceau lisse de rang 1 sur U, modérément ramifié
le long de D, tel que pour toute composante irréductible D, de D la monodromie géométrique
de & le long de D; soit un caractére non trivial. Alors H:(U, £)=0 pour i#n.

Démonstration. — Comme U est affine on a H (U, £)=0 pour i>n d’aprés le
théoréme de M. Artin (SGA 4XIV3.2) et H: (U, £)=0 pour i<n par dualité de Poin-
caré. Les hypothéses faites sur % entrainent que l'on a un quasi-isomorphisme
& ~Rj, &, dou le résultat.

(7.5) Soient A=(/));.; un arrangement affine vérifiant (1.5.1) et x=(y;); .1 une famille
de caractéres vérifiant [[x;=1 et (1.5.2). On a le lemme suivant. N

iel
(7.5.1) Lemme. — (i) Hi(Vg, Z)=0 pour i#n et H;(Vi, &,) est de dimension
(=D"x(Vi, Q).

(ii) Les faisceaux R} 7* & sont nuls pour i#n—1, et si t est un point fermé de Al le
faisceau R~ 7, &, est de rang (= 1)" "1 A, (1) en t.

(iii) La restriction de R" ™! f‘* &, a Uy est un Q,-faisceau lisse.

Démonstration. — (i) est une conséquence de (7.3.1) (i) et de (7.4), car
H(Vi, Z)=H.(n7' (V)i, n* £ )=H' (X, £,). (ii) est une conséquence de (i) appliqué
a larrangement A, défini de la fagon suivante pour ¢ un point fermé de A} : on note g;
la restriction de /; a 'hyperplan A; , d’équation /;, —t=0; on note I' 'ensemble des iel
tels que g; n’est pas constant; A, est alors ’arrangement (défini sur une extension finie
de k) A,:=(g);.r; il est clair que A, vérifie (1.5.1) et que X' =(¥i); 1> avec i =y i€l’,
et xoo= [] x» vérifie (1.5.2). Comme ZN ya ‘I(Uio) est un diviseur & croisements

ie NI
normaux relatif au-dessus de U, , (iii) résulte alors de ce qui précéde grice a
(SGATXIII2.1.11).
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(7.5.2) Dans la proposition suivante on calcule les cycles proches de &, relativement
af.

PROPOSITION. — Soient Ri\ll(gé) les faisceaux de cycles proches de £, relativement a 7

(i) On a Rz (£ =0 pour i>0. La restriction de R° iz, (£;) af? (O)\S ;J X D?
€L (A)
SCHi0

est nulle. Pour Se ¥ ;(A), ScH,, la restriction de R° 7 (£,) a Dg est un Q-faisceau
lisse de rang 1 modérément ramifié le long de Dg\DJ.

(i) SiSe¥,(A) et ScH,, alors pour tout point fermé t de DY, la fibre de Rz, (L)
en t est un G-module modéré sur lequel 1 agit par le caractére Y. B

(i") et (ii') Méme énoncé que (i) et (ii), en remplagant n, par M, et la condition
Se#,(A), ScH; par Se ¥, (A), S¢H,,

Démonstration. — C’est une conséquence directe de (3.4) et de (7.3.1), (7.3.2).
(7.5.3) Lemme. — (i) Soit Se ¥, (A), ScH,. On a H.(D9)i, R° V5, (Z))=0 si
i#n—1, tandis que H; ™' (D9)i, RO V5, (£)) est un G-module de rang (—1)""'u(S, A)
de la forme sz ® E avec E un G-module non ramifié.

(") Méme énoncé que (i), en remplagant M, par M, et la condition Se & r(A), SeH;,
par Se ¥, (A), St H;,.

Démonstration. — Démontrons (i), (i’) étant similaire. Comme £ est propre on a

H (77105 ROV, (£)= @©  HAUDYr ROV, (L),
Se (A
Sc Hio

d’apres (7.3.2) (ii) et (7.5.2) (i), et de plus d’aprés (SGA7XIII2.1.8) et (7.5.2) (i) la
dimension de H' (77! (0)5 R° V5, (&£)) est égale au rang de R' 7, (Z)sor

On a donc H!((D9)r, R° Vio (,?;))=O si i#n—1 d’aprés (7.5.1) [on aurait aussi pu
utiliser (7.4)]. Comme le faisceau R° Vo (3’,’_() restreint & DY est lisse de rang 1 et

modérément ramifié le long de Dg\D$ d’aprés (7.5.2), la dimension de
H; ™1 (DY), RV, (£)) est égale & (—1)" "'y ((D§)s Q) et donc a (—1)" ' p(S, A)
d’aprés (7.2) (ii). La derniére assertion est alors conséquence de (7.5.2) (ii).

8. Preuve de la proposition clé (6.4)
(8.1) Soient A et y vérifiant les hypothéses de (6.4). Soit iel. On note F le faisceau

R [, &, Tlest de la forme F=p,% avec 4 un Q,-faisceau sur G, .
Comme f est propre on a, d’aprés (SGA7XIII2.1.8) et (7.5.3) :

8.1.1) Y%= © HITH(DDr ROV5(Z))
Se s (A)
S<Hj,
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(8.1.2) Y%:.,= ©® HI7HDr RV;, (Z)).
SeF»(A)
SCHiO

D’apreés (7.5.1) la restriction de % & U,  est un Q-faisceau lisse. D’aprés (7.5.3), (8.1.1)
et (8.1.2) les G-modules 4|, et n,, (%, ) sont modérés et 4 monodromie géométrique
définie sur k; ¢ est aussi modérément ramifié en tout point s de S¥ (remplacer /| par
l;,—s). D’aprés (7.5.1) (ii) si s€ S¥ on a a,(9)=(— ! 8, ().

(8.2) On déduit donc de (7.5.3) que, avec les notations de (3.2) et de (5. 1),

(8.2.1) rE@ L ))==D"" Y @S A
SeFLr(A)
SCH,'a

(8.2.2) FE@. @ ))=(—D" Y us, A).

Se ¥ (A)
SCHio

Ag=X
D’aprés (5.5) on a donc

(8.2.3) det(Frob, RT.(G. 1, %)
=det (FI’Obq, R l"c (G'ln’ i gQ® ’?Xi:)l))_ 1y (io’ l)(— 1n—1 Cio (A, xio)(— 1= 1.

Dans le cas a, on note V'=A"N\ U A, V'=A, \ U A,. On a des inclusions z:V — A},
k i io i k
iel iel”
2V AL 2V A et wiA; oA On  a  une suite exacte de
Q,-faisceaux sur A}

(8 ‘2'4) 0— (Z! g&) ®f* (Y’ gﬁ_ol) _)Z!, "g’l’ - W* (Z!" (gl”) ® iel®\l” glilsi) - 0’

ou les &, sont des faisceaux géométriquement constants, et £,. (resp. Z,.) est le
faisceau sur V' (resp. V') associé a ' (resp. ).
On en déduit un isomorphisme de Gal (k/k) modules

(8.2.5) det(RT.(Vi, Z,)~det RT (AL, (2 L) ®f* (11 Z,;-1)

®det(RT,(VE, 2,)® ® 2
iel’\I”

xil sit

Mais d’aprés la formule de projection on a un isomorphisme de Gal (k/k) modules

(8.2.6) det(RT (AL, (2, %) ®* (1, L)) ~det(RT. (G, 1,9 ® £,z 1) V""",

D’autre part, comme
RT (VE, £ )=H! " (VL L) [-(n—1)]
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et
dimH2 ™! (Vi, £,.)=(= D" 'L (A7)
d’aprés (7.5.1), on a
(8.2.7) det(Frob, RT (V£, Z,)® l@z y Lis)
=det (Frob, RT (Vi, £,)) I % (s @,
iel’\I"”

On déduit alors I’égalité demandée (6.4.1) de (8.2.3), (8.2.5), (8.2.6) et (8.2.7), car
on a un isomorphisme de Gal (k/k)-modules

det(RT,(Vi, £))~det R, (G, , 9)® V""",

Dans le cas b, on a un isomorphisme z, %, ~z %, ® f*(y, 5,”1‘,31), et on en déduit de
meéme, grace a (8.2.3), I'égalité (6.4.2).
Ceci termine donc la preuve de (6.4), et par conséquent du théoreme (2.2).

APPENDICE

(A.1) Soit & =(A));.; une famille finie d’hyperplans affines dans Aj. Soit L (<) ’ensem-
ble des intersections non vides d’hyperplans de ./ [on convient que A} e L (/)]. On munit
L(s7) de I'ordre partiel : XY si et seulement si YcX. Si XcL (&) on note r(X) la
codimension de X.

Soit p: L (/) » Z la fonction de M6bius de I’ensemble ordonné L («7); u est caractéri-
sée par les relations
n(Ap=1
Y u(Y)=0 si X>AL

Afl=Y=<X

Le polynome de Poincaré de &7 est par définition le polynome

n(, 0= Yy puX)(—1)*.

XeL ()

On pose V:=ANU A, A :=dimH:(V, Q) et

iel

P(,0):= Y hI '

0sis2n

(A.2) L’énoncé suivant est vraisemblablement bien connu. [L’égalité (ii) est ’analogue
sur les corps finis de la formule d’Orlik et Solomon [O-S].]
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THEOREME. — Soit o =(A)); ., une famille finie d’hyperplans affines deux a deux distincts
dans A}. On a

() n(st, )=P(, 0).

(i) |[V(Fpe)|=¢"n(l, —q~°).

(lll) X (V)?ﬁ Ql) =7 (ﬂ, - 1)

@iv) Si NA#, alors x (Vi Q)=0.

iel

Démonstration. — Si I est non vide on fixe i;el. On pose I':=I\{i,} et I":={iel’;
A;NA, #J}. Soient o’ la famille o/ :=(A)),; ., et " la famille d’hyperplans dans A
" =(A; N Aypicr- On pose Vi=AINU A;et V7i=A, N\ U A,

iel’ iel”

ig?

On a une suite exacte longue naturelle compatible a I'action de Frob,
(A.2.1) - H:(V, Q) > Hi(VE, Q) » HU(VE, Q) ~

(A.2.2) LEMME:
() Hi(Vi,Q)=0sii<n.

'(ii) Si izn le Frobenius géométrique Frob, a pour unique valeur propre q'~" sur
H.(Vi, Q).

Démonstration du lemme. — (i) provient de ce.que V est affine. Montrons (ii) par
récurrence sur (n, |I|) (pour I'ordre lexicographique). Clest clair si n=0 ou si |I|=0.
On peut donc supposer que n>0, |I|>0 et que (ii) est vérifié pour </’ et o/"”". On déduit
alors de (A.2.1) que (ii) est vérifié pour <.

(A.2.3) On déduit aussitot de (A.2.1) et (A.2.2) que I’on a des suites exactes courtes
(A.2.3.1) 0—H M (Vi, Q) » Hi(Ve Q) » Hi (Vi Q) —~ 0

ce qui entraine I’égalité

(A.2.3.2) P(A,)=P (L', 1)+ tP(AL",1).

D’autre part il est clair que

(A.2.3.3) P(t,)=1 si |1]=0.

Comme les égalités (A.2.3.2) et (A.2.3.3) sont également vérifices par © ([0], 2.29)
on obtient que w (<, )=P (7, 1). L’égalité (ii) est alors conséquence de (A.2.2) et de
la formule des traces de Grothendieck. Quant a (iii), c’est une conséquence de (i) et de
la dualité de Poincaré. [Remarquons qu’il est aussi possible de démontrer directement
(i) et (iii) sans utiliser (i).] Pour (iv) on remarque que si n=1 ou |[I|=1 Cest clair,
tandis que si |I|g2, o' et of" vérifient la méme condition que . Comme
1V Q)=x Vi, Q)—x (V¥, Q) on obtient le résultat par récurrence sur (x, I!).
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