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0. Introduction

Soit k un corps et A: =k[x^ . . .,xJ la ^-algèbre des polynômes à n variables à
coefficients dans k. Notons D^^A^, . . .,ôJ l'algèbre de Weyl des opérateurs diffé-
rentiels ^-linéaires à coefficients dans A. Si /e A est un polynôme non nul, Bernstein [B]
a démontré, si k est de caractéristique nulle, l'existence d'un polynôme non nul à une
variable b(s) et d'un opérateur P(s) de 'DA/k[s}::=DA/k®kk[s] tels q^ l'on ait l'équation
fonctionnelle :

b^f—P^f8^.

Dans [Bj 2] Bjôrk a annoncé que la méthode de Bernstein peut s'étendre au cas où / est
une fonction analytique réelle sur une variété analytique compacte réelle. L'équation
fonctionnelle a été établie pour une série convergente à coefficients complexes dans [Kl]
puis pour une section locale d'un 2^-modu\e holonome dans [K2] par Kashiwara. Les
méthodes de Kashiwara sont transcendantes et utilisent le théorème de constructibilité.
Bjôrk étend la méthode de Kashiwara au cas d'une série formelle à coefficients dans un
corps de caractéristique nulle dans [Bj 3].

(*) Recherche entreprise dans le cadre d'une Action intégrée franco-espagnole.
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228 Z. MEBKHOUT ET L. NARVÂEZ-MACARRO

L'équation fonctionnelle est un ingrédient essentiel de la théorie des ^^-moduks aussi
bien dans le cas algébrique de caractéristique nulle que dans le cas analytique complexe.
Elle est à la base de la stabilité des catégories de ^^-moâuies holonomes par les
opérations cohomologiques. En particulier elle fournit la démonstration la plus simple
du théorème de fînitude de la cohomologie de De Rham d'une variété algébrique non
singulière sur un corps de caractéristique nulle (cf. [Bj 3]). Elle est aussi à la base de la
théorie des cycles évanescents modérés pour les Qi^-moduks holonomes ([M 2], [K 3], [S]).

Dans ce travail on se propose de démontrer l'équation fonctionnelle pour une algèbre
de Tate [T] et pour une algèbre de Dwork-Monsky-Washnitzer [M-W] où l'on ne dispose
pas d'un analogue des faisceaux constructibles complexes. On obtient alors un ingrédient
essentiel pour une théorie de ^^-mod^des dans le contexte 77-adique. Une question
importante qui est la motivation de ce travail est le théorème de fînitude de la cohomologie
de Dwork-Monsky-Washnitzer d'une variété affine non singulière sur un corps fini et
plus généralement le théorème de fînitude de la cohomologie rigide de Berthelot [Be 1].
Le localisé le long d'une hypersurface d'une algèbre faiblement complète n'étant plus
faiblement complet, l'équation fonctionnelle est insuffisante pour démontrer le théorème
de fînitude dans le cas ^-adique sur le modèle de la caractéristique nulle. Cependant le
cas complexe ([Mel], [Me 2], [Me 3]) suggère que le complété faible d'une telle algèbre,
qui est un module sur l'analogue /?-adique de l'anneau des opérateurs différentiels d'ordre
infini dans le cas complexe (cf. exemple 4.4.5), doit avoir de bonnes propriétés de
fînitude une fois tensorisé par Q. Mais nous n'aborderons pas dans cet article cette
question (cf. [Me-N]).

L'idée principale de Bernstein [B] dans le cas polynômial est de faire le changement de
base k->k(s) où k(s) est le corps de fonctions rationnelles à une variable sur k et de
considérer le symbole /s. Dans ce cas, l'algèbre A étant de type fini sur k, la formation
du faisceau des opérateurs différentiels commute au changement de base. La théorie
locale des ^^-modu\es de dimension minimale persiste après ce changement de base ce
qui permet d'en déduire l'équation fonctionnelle.

L'idée naturelle pour généraliser l'équation fonctionnelle est de faire le même change-
ment de base que Bernstein mais en partant d'un schéma X=Spec(A) sur k noethérien
régulier ayant toutes les propriétés locales raisonnables du point de vue différentiel mais
sans être de type fini, par exemple le schéma local associé à un anneau de séries
convergentes. Mais dans ce cas la formation du faisceau des opérateurs différentiels ne
commute pas au changement de base [EGA IV], §16. De plus les corps résiduels des
idéaux maximaux de A(s):=A®kk(s) ne sont pas en général algébriques sur le corps
de base k(s) et peuvent avoir des k (^-dérivations non triviales. Ceci empêche d'avoir
une théorie locale des ^y-modules de dimension minimale sur le modèle du cas de type
fini. Il nous faut procéder autrement.

Afin de ne pas avoir à localiser après le changement de base k -> k (s) nous utilisons
la méthode globale des anneaux filtrés, (cf. §1). C'est alors une question purement
algébrique. Notre résultat principal (cf. §2) est que si A est une algèbre sur un corps k
de caractéristique nulle non nécessairement de type fini, noethérienne régulière équicodi-
mensionnelle de dimension n dont les corps résiduels des idéaux maximaux sont fc-algé-
briques et telle qu'il existe des éléments x^ . . ,,x^ de A et des fc-dérivations 8^ . . .,8^
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POLYNÔME DE BERNSTEIN-SATO 229

de A avec ^(xy)=ô^, alors l'anneau ^>A/k(s):=k(s)®kDA/k est un anneau filtré du type
Diff (cf. § 1) dont la dimension homologique est égale à celle de D^. Il y a alors une
théorie globale des D^ (^-modules de dimension minimale qui sont artiniens. Ceci
permet de déduire l'équation fonctionnelle pour un élément de A et un élément d'un
D^/fc-module de dimension minimale (cf. §3). On peut alors traiter sur le même pied le
cas algébrique de type fini sur un corps de caractéristique nulle, le cas analytique
complexe (cf. 4.1), le cas formel (cf. 4.2), le cas analytique rigide (cf. 4.3), le cas de
Monsky-Washnitzer (cf. 4.4) et bien d'autres cas.

Voici le contenu de ce travail. Dans le paragraphe 1 nous rappelons la théorie des
anneaux filtrés du type Diff. Dans le paragraphe 2, qui est le cœur de ce travail, nous
montrons, si A est comme ci-dessus, que la k (^-algèbre A (s) est équicodimensionnelle
de dimension dim (A) et que la dimension homologique de D^ (s) coïncide avec celle de
D^/fc. Dans le paragraphe 3 nous montrons l'équation fonctionnelle dans cette situation
générale. Dans le paragraphe 4 nous appliquons ceci aux différentes situations évoquées.

Nous appellerons module de dimension minimale ce qu'on appelle d'habitude module
holonome parce que les résultats de ce travail ne dépendent que de l'inégalité portant
sur la dimension de la variété caractéristique d'un module de type fini et non sur le
théorème de l'involutivité des caractéristiques.

1. Rappels des anneaux filtrés

1.1. ANNEAUX FILTRÉS DU TYPE Diff. - Dans ce paragraphe R = U R^ désignera un
k^O

anneau filtré, i.e. les R^, k^O forment une suite croissante de sous-groupes additifs de
R tels que Rj^R^ 1= R^+z, k, 7^0 et 1 eRo. Le gradué de R, noté gr(R), est par définition
l'anneau ©^oê1'1^) avec g1'1 (R)^ RI/PI-i? ̂ ^ °ù on a P^é R-i^O}.

DÉFINITION 1.1.1. — On dit que R est un anneau du type Diff si le gradué associé est
un anneau commutatif noethérien régulier dont les idéaux maximaux gradués ont même
hauteur.

Si R est un anneau du type Diff alors R est noethérien à droite et à gauche, sa
dimension homologique est inférieure ou égale à dh (gr (R)) = dim (gr (R)) (cf. [Bj 3], [M 1])
et Ro est un anneau commutatif noethérien. Si M est un R-module à gauche (ou à
droite), une bonne filtration de M est une filtration croissante (M^gz par des
Ro-modules de type fini telle que M^=0, r<0 et gr(M)= ©^g^M^+i /M^ est un
gr (R)-module de type fini. Un R-module M possède des bonnes filtrations si et seulement
si M est de type fini. Si gr (M) est associé à une bonne filtration, les nombres dinip (gr (M))
et dinigr (R) (gr (M)), pour un idéal premier p de gr(R), ne dépendent pas de la bonne
filtration choisie. On les note dinip (M) et dim^ (M) respectivement. Par le lemme d'Artin-
Rees une bonne filtration d'un R-module induit une bonne filtration sur tout sous-
module. De plus, dans une suite exacte à trois termes de R-modules de type fini, la
dimension du terme du milieu est égale au sup des dimensions des termes extrêmes
(c/.[Bj3],[Ml]).

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L'ÉCOLE NORMALE SUPÉRIEURE



230 Z. MEBKHOUT ET L. NARVÂEZ-MACARRO

Si m est un idéal maximal de R(), on note m+ l'idéal gradué de gr(R) engendré par m
et ©^ogr^R). Tout idéal maximal gradué de gr (R) est de la forme m+ pour un idéal
maximal m de Rç.

1.1.2. Soit A une algèbre commutative noethérienne régulière sur un corps k de
caractéristique nulle ayant les propriétés :

(i) C'est une algèbre équicodimensionnelle de dimension n.
(ii) Les corps résiduels des idéaux maximaux sont ^-algébriques.
(iii) II existe x^ . . ., ̂  e A et 8^ . . ., ̂  e Der^ (A) tels que 8, (.x,) = 8^ où ô^. est l'indice

de Kronecker.
Il résulte de [Ma l], th. 99, que sous les conditions (i), (ii) et (iii), le A-module des k-

dérivations Der^ (A) de A est libre de rang n et { 8^ . . ., ̂  } est une base.

1.1.3. Rappelons que pour toute fe-algèbre commutative A on définit
D^/fc c Endfc(A), ^0 [EGA IV], § 16, par récurrence sur ; en posant D^ : =A et

D^ l= :{PeEnd,(A)|[P,^]=P^-^PeDA/„V^eA}.

On obtient une filtration croissante par des (A, A)-bimodules de Endfe(A) ayant les
propriétés suivantes :

D^=A©Derfc(A)

D^D^gD^

Si PeD^/fc et QeD^, [P,Q]eD^-1-
L'anneau des fe-opérateurs différentiels de A est D^ '• = U D^. C'est un anneau filtré

i^O

dont le gradué est commutatif, d'où un morphisme :

(^ Sym^ (Der^ (A)) -^ gr (D^).

Si A est une algèbre noethérienne régulière sur un corps k de caractéristique nulle
ayant les propriétés (i), (ii), (iii), le A-module à gauche (resp. à droite) D^/k est libre et
les ô" : = 8^1. . . ôï", | a | = ai + . . . + a^ / en forment une base. Ceci se voit par récurrence
sur i. On en déduit que le morphisme (3(c) est un isomorphisme et donc D^/k est le
sous-anneau de Endk(A) engendré par A et Der^A), i.e. DA^A^I, . . .,ôJ. Comme
Sym^Der^A)) est une algèbre de polynômes sur A, l'anneau filtré D^ est du type
Diff. On déduit que dh(DA/k)^dh(SyniA(Derfc(A))=2^ En fait, on a le résultat suivant
[Bj 1].

THÉORÈME 1.1.4. — Si A est une algèbre noethérienne régulière équicodimensionnelle
sur un corps k de caractéristique nulle ayant les propriétés (i), (ii), (iii), la dimension
homologique dh(DA/k) est égale à dim(A).

La preuve de J. E. Bjôrk [Bj 1] consiste, à l'aide de la condition (ii), à se réduire au
cas des anneaux de séries et puis à utiliser le résultat analogue pour A=k[x^ . . .,xJ dû
à J.E. Roos [Ro].
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POLYNÔME DE BERNSTEIN-SATO 231

1.2. MODULES DE DIMENSION MINIMALE. - Soit R un anneau filtré du type Diff.

DÉFINITION 1.2.1. — Pour un R-module à gauche (pu à droite) non nul M de type fini
on pose

gradée (M) : = inf {i ̂  0 1 Ext^ (M, R) + 0}.

Si M est un R-module à gauche (resp. à droite) de type fini, les Ext^ (M, R) sont des
R-modules à droite (resp. à gauche) de type fini.

THÉORÈME 1.2.2. — Si M est un R-module à gauche (ou à droite) non nul de type fini,
on a

codiniR (M) = grade^ (M)

codiniR (ExtR (M, R)) ̂  ;, V ̂  0 pourvu que Extp (M, R) ̂  0.

Preuve. - Cf. [Bj2], [Bj 3], [M 1]. D

COROLLAIRE 1.2.3. — Sous les hypothèses du théorème précédent, on a '.

diniR (M) ̂  dim (gr (R)) - dh (R).

DÉFINITION 1.2.4. — On dit qu'un R-module à gauche (ou à droite) de type fini M est
de dimension minimale s'il est ou bien nul ou bien codimp(M)=dh(R).

Il résulte du théorème 1.2.2 q ue dans une suite exacte courte de R-modules de type
fini, le terme du milieu est de dimension minimale si et seulement si les termes extrêmes
sont de dimension minimale. De plus si M est de dimension minimale, ExtR(M,R)=0 si
i^dh(R). Il résulte de la formule de bidualité M^R HomR(RHomR(M,R),R) pour les
R-modules de type fini, que le foncteur de dualité :

M h-> M* : = Ext^(R) (M, R)

est une anti-équivalence involutive de catégories entre la catégorie de R-modules à gauche
(resp. à droite) de dimension minimale et la catégorie de R-modules à droite (resp. à
gauche) de dimension minimale.

PROPOSITION 1.2.5. — Tout R-module de dimension minimale est de longueur finie.

Preuve. — Ceci résulte du fait que R est noethérien et le foncteur de dualité est une
anti-équivalence de catégories. D

Soit R un anneau filtré du type Diff et S un sous-ensemble de R() multiplicative-
ment fermé. Comme gr(R) est commutatif, l'anneau de fractions S~1 R existe et a
les propriétés analogues du cas commutatif (cf. [D], [Ga], [St]). Rappelons que S"1 R
est plat à gauche et à droite sur R, S"1 R^pS"1 R^S~1 R, si M est un R-module
à gauche (ou à droite) de type fini on a des isomorphismes canoniques
Exts-ii^S^M.S-^R^S^Exti^M.R) pour tout ^0 et dh(S~1 R)^dh(R). Si/est
un élément de Rç, on note R^ l'anneau de fractions S~1 R pour S== {l,/,/2, . . . }.

LEMME 1.2.6. — 5';' M est un R^-module à gauche (ou à droite) de type fini, il existe
un sous-R-module de type fini M" de M tel que M=M^.

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L'ÉCOLE NORMALE SUPÉRIEURE



232 Z. MEBKHOUT ET L. NARVÂEZ-MACARRO

Preuve. — Si m^ . . .,nip est un système de générateurs du Ry-module M, il suffît de
prendre pour M'le sous-R-module engendré par les m^ D

PROPOSITION 1.2.7. — Soit R un anneau filtré du type Diff et fun élément de R(). Soit
M un Rf-module de type fini tel que Ext^ (M,Rf)=Qsii^dh(R). Alors il existe un sous-
}^-module M' de M de dimension minimale tel que M=My(1).

Preuve. — En vertu du lemme 1.2.6 il existe un R-sous-module M" de M de type fini
tel que M=My. D'autre part le morphisme canonique:

M}7 ̂  R Hom^ (R Hom^ (M;, R^), R^> ̂  R Hom^ (Ext^(R) (M;, R^) [ - dh (R)], R^)

est un isomorphisme parce que M est un R^-module de type fini et dh(R^)^dh(R)< oo.
Posons M^Extj^^M^R)*, c'est un R-module de dimension minimale en vertu du
théorème 1.2.2. On a M = M}7 ̂  M}. D

2. Le changement de base k -> k (s)

Afin de démontrer l'équation fonctionnelle on a besoin de savoir que si on part d'une
algèbre A noethérienne régulière sur un corps k de caractéristique nulle ayant les
propriétés (i), (ii), (iii) de 1.1.2, l'anneau filtré D^ (s) : = k (s) 0^^ est un anneau du
type Diff et que dh (D^ (.0) = dh (D^).

2.1. COMPORTEMENT DE L'ÉQUICODIMENSIONNALITÉ. - Soit k un corps de caractéristique
quelconque et k(s) le corps de fonctions rationnelles à une variable sur k. Si A est une
/r-algèbre notons A (s) : = k (s) 00 ̂  A. Remarquons que A (s) = S~1 A [s] où S est le système
multiplicatif des polynômes non nuls d'une variable à coefficients dans k.

THÉORÈME 2.1.1. — Si A est une k-algèbre noethérienne régulière équicodimensionnelle
de dimension n dont les corps résiduels aux idéaux maximaux sont k algébriques, alors
A{s) est une k(s)-algèbre noethérienne régulière équicodimensionnelle de dimension dim(A).
Preuve. — (à) La k (^-algèbre A (s) est noethérienne et régulière en tant que localisée
d'un anneau noethérien et régulier, à savoir A [s]. La seule chose à montrer est l'équicodi-
mensionnalité de A (s). Montrons d'abord que dim (A (.y)) = dim (A) =^2. Si p est un idéal
premier de A, p [s] 0 S = 0 et ht (S -T p [s]) = ht (p [s]) = ht (p) d'où dim A (s) ̂  dim (A). Si
MczAÇs) est un idéal maximal, posons P=MnA[^] et p^POA. Si p M = P alors
ht(M)=ht(P)=ht(p)^dim(A). Si p M < = P , ht (P) = ht (p) +1 et A[s]/P est algébrique
sur A/p (cf. [EGA IV], prop. (5.5.3) et (5.5.6)). Considérons le diagramme commutatif

k[s]
trans. ^ \ P n S= 0

k A[s]IP
^ ^alg.

A/p

(') Remarquons que l'anneau filtre R^. n'est pas forcément du type Diff.
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POLYNÔME DE BERNSTEIN-SATO 233

Le quotient A/p ne peut pas être algébrique sur k et donc l'idéal p n'est pas maximal en
vertu de la condition (ii). Donc ht (M) = ht (P) = ht (p) + 1 ̂ n- 1 + 1 =n. D'où
dim (A (s)) ̂  dim (A) = n.

(b) Voyons maintenant que si M est un idéal maximal de A (s\ ht (M) ̂  dim (A).
Posons encore P=MHA[^] et p=POA. Si P=pM, p est maximal puisque M l'est.
Donc ht (M) = ht (P) = ht (p) = dim (A) (cf. loc. cit.). Supposons que p[.s']c:P. Voyons
d'abord que cht (P) : = dim (A [s]/P) ̂  1. En effet si cht(P)^2, il existerait deux idéaux
premiers de A [s], P\ P" tels que P c: P' c= P". Mais M est maximal et

0=P^^k[s]^Ptr}k[s]^Ptfnk[s}

et comme dim (k [s]) = 1 on a P ' ^ } k [ s ] = P / f r}k[s]. Si on fait varier P' de façon que
PŒ P'c P" on a (cf. [Bou], chap. VIII, §3, n° 3, prop. 5)

o=pnÂ;M=(np/)nÂ:M=n(P/n^M)=n(P'nÀ;M)=p//nÂ;M^o
ce qui est absurde. Donc cht(P)^ 1.

(c) Supposons que cht (P) = 1. Soit P' un idéal maximal de A [s] tel que P c: P' et
posons p' = P' H A. Comme P' est maximal, p' [s] c P' et ht (P') == ht (p7) + 1 (cf. [EGA IV],
prop. 5.5.3 et 5.5.6). Considérons la chaîne saturée p[s]<=Pc=P'. La chaîne
p[s] c ̂ [s] c= P' est aussi saturée, car A[s] est caténaire. Donc la chaîne p<=p' est aussi
saturée et ht (p7) = ht (p) + 1 (A est biéquidimensionnelle). Voyons alors que p' est maximal.
Comme l'idéal M de Af^S^A^] est maximal et P c= P', alors P'l^k[s]^=(0). Soit
f(s)ek[s] un polynôme irréductible tel que P' Ok[s]==(f(s)). Considérons l'extension
finie H de k engendrée par les racines de f(s) et posons Â:=£(X)^A. L'algèbre À (resp.
À [s]) est un A-module (resp. A [^-module) libre de type fini. Il existe deux idéaux
premiers P, F'cA^] tels que PcP' et POAM=P, P'OA^P'. Posons p=PnÂ,
p^P'HÂ. On aht(P)=ht(P), ht (P') = ht (P7), ht(p)=ht(p), ht (?') = ht (p-) (rf. [Mal],
th. 20). Mais K contient toutes les racines de f(s) d'où il existe ceK tel que
P'r\K[s\=(s-c). L'idéal P'[s}+(f(s)) n'est pas en général premier alors que l'idéal
p'[^]+(^—c) est premier. C'est pour cela qu'on a fait l'extension de scalaires k->K.
La chaîne p '^cP 7 est saturée. Donc p^.yl+^—^^F'. Si m est un idéal maximal
de À contenant p' alors P'=m[s]+(s—c) car P' est maximal puisque P7 l'est. Donc
w ^ P' H Â=p", et les idéaux p' et p' sont maximaux. On a hHM)^^?)^^?^^.

(d) Supposons que cht(P)=0. Dans ce cas P est maximal, ht (P) = ht (p) +1 et
cht(p)^l (cf. [EGA IV], prop. 10.4.4 et 10.5.1), d'où ht (M) = ht (P) ̂  - 1)+ 1 =n
puisque A est biéquidimensionnelle. D'où le théorème 2.1.1. D

REMARQUE 2.1.2. — L'algèbre A[s] n'est pas en général équicodimensionnelle. Par
exemple si A = k [[X]], A [s] est de dimension deux et l'idéal engendré par X^— 1 est maximal
de hauteur \( cf. [EGA IV], O^o^s)).

REMARQUE 2.1.3. — Les corps résiduels de A (s) aux idéaux maximaux ne sont pas en
général k(s)-algé briques. Par exemple le corps résiduel de l'idéal engendré par Xs— 1 dans
k [[X]] (s) est égal au corps de fractions k ((X)) qui est de degré de transcendance infini sur
k(s)=k(X-l)=k(X).
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Soit A une fc-algèbre noethérienne régulière ayant les propriétés (i), (ii), (iii) de 1.1.2.
Soit r un entier naturel ^=dim(A). Posons D^r'-^^^i, . . .,5J ^ End,, (A). Donc
D^/fc, n = D^/fe. L'anneau D^, r est un anneau filtré du type Diff car le gradué associé est
isomorphe à un anneau de polynômes AKi, . . .,^]. Posons V>^y(s):=k(s) (x^D^,,..
C'est encore un anneau filtré dont le gradué est égal à gr (D^,,. (s)) = k (s) ®kgr(Q^ y).
Comme corollaire du théorème 2 .1 .1 on obtient le résultat suivant.

THÉORÈME 2.1.4. — Sous les conditions précédentes, l'algèbre gr^^r^V) est noethé-
rienne régulière dont tous les idéaux maximaux gradués sont de hauteur égale à n-\-r.
En particulier Vanneau filtré D^ ̂ .(s) est du type Diff.

2.2. COMPORTEMENT DE LA DIMENSION HOMOLOGIQUE. — Soit k un corps de caractéris-
tique nulle et A une fc-algèbre noethérienne régulière ayant les propriétés (i), (ii), (iii) de
1.1.2. Nous allons calculer la dimension homologique de l'anneau filtré, du type Diff,
DA/fcrC^) P01"* r^n' Soit M un D^/fc, r (^-module de type fini. C'est donc la fibre
générique par le morphisme k [s] -> A [s] d'un D^, r M-module de type fini N. Notons
Nj:=N/(^-/)N le D^/fe, ̂ .-module de type fini obtenu par restriction à la fibre au-dessus
de lek.

THÉORÈME 2.2.1. — Avec les notations précédentes, on a l'inégalité pour presque tout
lek

dlm^, r(s) (M) ̂  dim^ , (N,).

Preuve. - Posons pour simplifier D=D^,r' Prenons une bonne filtration N^
de N et posons M^^S^N^. C'est une bonne fîltration de M et
gr (M) = S ~1 gr (N) = k (s) ®^ ̂  gr (N). Pour tout le k notons <5>i les morphismes de spécia-
lisation

D[^D, gr(D^)-.gr(D).

Posons ̂  : = ann^ (s) (gr (M)), ̂  : = ann^ [s] (gr (N)) et ̂  : = ̂  H gr (D ̂ ]). On a ̂  ̂  ^
et ^.gr(D(^))=^.gr(D(^))=^. Il existe donc un polynôme non nul h(s)ek[s] tel que
les localisés ̂  et ̂  coïncident. Par conséquent si lek est tel que h(l)^Q on a

gr (D)/0, W ̂  (gr (D [s\)l^\ ®, ̂  (k [s]/(s -1))
^ (gr (D [sï)/^\ ®, ̂  (k [s]/(s - /)) ̂  gr (D)/<D, ̂ '\

D'autre part on a

gr (D (s))/^ = gr (D ̂ ))/^. gr (D (s)) = (gr (D [ s ] ) / ^ ' ) ®, ̂ k (s)

et
<D, W g anng, (D) (gr (N) ®^ ̂  (fe [s]/s - /))) g anng, ̂  (gr (N) (g), ̂  (k [s]/(s - /))),

d'où si h (0^0

dim (gr ((D [ s ] ) / ^ ' ) (g) (fc M/(^ - /)))=. . .
= dim (gr (D)/0, (^)) ̂  dim^ (N ® (k [s]/(s - /))) = dirn^ (N,).
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Mais gr (D [ s ] ) / ^ 1 est plat sur k [s] puisqu'il n'a pas de torsion et comme gr (D (s))/^ est
la fibre générique du morphisme k [s] -> gr (D [ s ] ) / ^ ' , on conclut par la semi-continuité
de la dimension des fibres (cf. [Ma2], th. 15.3). D

REMARQUE 2.2.2. — La preuve du théorème 2 .2 .1 admet l'interprétation géométrique
suivante : on a réalisé M comme la fibre générique d'un D \s\-module de type fini N. Puis
on a démontré que la variété caractéristique de la fibre de N au-dessus d'un lek, Ch(N^),
coïncide avec la fibre de la variété caractéristique de N au-dessus de l, Ch(N)^, pour presque
tout lek. Finalement, par platitude, la dimension de la fibre générique de la variété
caractéristique de N, c'est-à-dire, la variété caractéristique de M, est supérieure ou égale à
la dimension de Ch(N)j pour presque tout lek, d'où le résultat.

THÉORÈME 2.2.3. — Sous les conditions précédentes on a l'égalité

dh(D^,^))=dh(D^).

Preuve. — Posons encore D = D^ r- L'extension D -> D (s) est fidèlement plate à
gauche et à droite, et D (s) = S~1 D [s], on a les inégalités (cf. [Rot], th. 9.34,9.39).

dh(D)^dh(D(^)^dh(DM)=dh(D)+l.

Si dh (D (s)) = dh (D) +1 il existerait un D (^)-module de type fini M tel que
Extâ11^4"1 (M, D(s))^0. Soit N un D [^-module de type fini tel que
M = S ~1 N = k (s) (x)fc ̂  N. L'anneau D (s) est du type Diff et en vertu du théorème 1.2.2

codiniD ̂  (Ext^ +1 (M, D (s))) ̂  dh (D) + 1
et

diniD (,) (Ext^ +1 (M, D (s))) ̂  dim (gr (D (s))) - dh (D) - 1 = dim (gr (D)) - dh (D) - 1.

Ceci contredit le théorème 2 .2 .1 et le corollaire 1.2.3 puisque

dîme (,) (Ext^ +1 (M, D (^))) ̂  dim^ ((Ext^ +1 (N, D [s])\) ̂  dim (gr (D)) - dh (D)

pour le k générique. Donc dh (D (s)) = dh (D). D

REMARQUE 2.2.4. — Le théorème 2 .2 .3 n'est pas une conséquence du théorème de
Bjôrk 1.1.4 parce que les corps résiduels aux idéaux maximaux de A (s) ne sont pas en
général k (s)-algébriques (voir cependant [N]). Remarquons aussi que le théorème d'involuti-
vité de Gabber [Ga] s'applique à D^ y (s) mais on ne peut pas déduire l'inégalité portant
sur la dimension de la variété caractéristique sur le modèle des variétés algébriques ou
analytiques complexes par la même raison.

REMARQUE 2.2.5. — Notons que si A est une k-algèbre noethérienne régulière ayant les
propriétés (i), (ii), (iii) de 1.1.2 et m <=. A un idéal maximal, alors la k-algèbre noethérienne
régulière A^ satisfait aussi les mêmes propriétés. De plus, on a un isomorphisme canonique
d'anneaux (A\m)~lD^^1^)Am/k' ^l M est un ^>A/k~mo^ule ae type fini, alors pour chaque
idéal maximal m c: A le D^ i^-module M^^A^w)'''1]^ est aussi de type fini. En fait il y
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a équivalence entre :

— M est de dimension minimale.
— M^ est de dimension minimale pour tout idéal maximal m c A.

Supposons maintenant que A est une k-algèbre noethérienne locale régulière ayant les
propriétés (i), (ii), (iii) de 1.1.2 et soit À son complété. La k-algèbre À est aussi
noethérienne locale régulière et vérifie les propriétés (i), (ii), (iii) de 1.1.2. De plus on a un
isomorphisme canonique de A-modules à gauche (resp. à droite) Â^^I^A/fc^^Â/fc (resp.
I^A/k ^A^^^/fc)- ^ M est un D ̂ -module de type fini, il y a équivalence entre :

— M est un D ̂ -module de dimension minimale.
— D^/fc ®DA/k^ esï un ̂ A/k^0^^ ^e dimension minimale.

3. L'équation fonctionnelle

3.1. THÉORIE GÉNÉRALE. - A partir des résultats du paragraphe 2 nous allons déduire
l'équation fonctionnelle par la méthode de Bernstein [B].

Soit k un corps de caractéristique nulle et A une Â:-algèbre noethérienne régulière ayant
les propriétés (i), (ii), (iii) de 1.1.2. Soit r un entier naturel ^7î=dim(A). Posons
D : =DA/fc y==A[8^ . . ., ôj. L'anneau D est du type Diff. Soit/un élément de A. Notons
f[s] le Af [^-module libre engendré par le symbole f5 et posons F^^S^F^]. On
munit V[s] [resp. F(^)] de la structure de D^ [^-module [resp. D^. (^)-module] à gauche
prolongeant celle de A^. [,y]-module [resp. Ay (^)-module] en posant

8gfs:=(ôg-^sgf-l)fs

pour toute dérivation 8e A. (8^ . . .,3,) c= Der^A) et tout geAf[s] [resp. geA^Çs)].
Si M est un D-module à gauche on pose :

Mf [s] f^.^Mf [s] ®^[s] F M = M ®A F M

[resp. Mf (s) f^M^ (s) ®^ (^) F (^)= M ®A F (^].

C'est un Df [^-module [resp. D^ (^)-module] de façon évidente, engendré par
MI 00 f5, . . ., Up 00 f5 si MI , . . .. u^ engendrent M.

Étant donné un entier /eZ on dispose du morphisme de spécialisation

<Di,: MfW-^Mf, ^l(usi(Sfs)=liflu

tel que 0, (P (s) v) = P (7) <D, ( .̂

THÉORÈME 3.1.1. — Sous les conditions précédentes, si u est un élément d'un D-module
à gauche (ou à droite) de dimension minimale, il existe un polynôme b {s) e k [s] non nul et
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un opérateur P(»eD|>] tels que l'on a l'équation fonctionnelle

b(s)(u(Sfs)=P(s)f(u(Sfs)

égalité ayant lieu dans M^^f5.
Preuve. - Voyons que Ext^/M^f5, D^))=0 si i^dh(D(s)). On a les isomor-

phismes

Ext^ ̂  (M^ Cî) ®^ ̂  F (^), D^ (s)) .. Ext^ (,) (M^ (s), Hom^ ̂  (F (^), D^ (s)))

^ Ext^ ̂  (Mf (s), D^ (s)) ®^ (,) Hom^ (,) (F ̂ ), D^ (^))

^ Ext^ (M^, D^) ®^ Hom^ ̂  (F (^), D^ ̂ )).

Mais Ext^(M^D^.)^ExtD(M,D)®A A^=0 si f^dh(D). En vertu de la proposition
1.2.7 et des théorèmes 2.1.4 et 2.2.3, il existe un sous-D (^-module de dimension
minimale N de M^(s) f5 tel que M^f^N^..

Pour chaque ME M il existe un entier /^O tel que/^^f^eN. Mais en vertu de la
proposition 1.2.5 N, est de longueur finie et la suite

D(^)/^(x)f5) 3 DCO/^ (M®f 5 ) 3 D^/^^f5) ̂  . . .

est stationnaire. Il existe donc un entier k^O tel que

/^^^eD^/^^O^f5).

Il existe donc un polynôme b'^ek^s] non nul et un opérateur Q (^)eD[^] tels que

bf(s)fl+k(u®fs)=Q(s)fl+k+l(u(S)fs)

l'égalité ayant lieu dans My [s] f5. Remarquons que le morphisme A^-linéaire

t: M^f^M^f8

qui envoie s ' v ^ î 5 sur (^+ ly/y^f 5 est un automorphisme D-linéaire. En posant
b(s)==b'(s-l-k),P(s)=Q(s-l-k)et en appliquant ^ ~ l ~ k on trouve l'équation fonction-
nelle du théorème 3.1.1.

b (s) (u ® f5) == P (s)f(u ® f5). D

En appliquant les morphismes de spécialisation 0^ à l'équation fonctionnelle on trouve
l'égalité dans My.

b(l)flu=P(l)fl+lu, V/eZ.

Ceci démontre le résultat suivant

COROLLAIRE 3.1.2. — Si M est un D-module de dimension minimale, le ^-module M.
est de type fini.
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DÉFINITION 3.1.3. — On appelle polynôme de Bernstein-Sato d'un élément uçM relati-
vement àfeA le polynôme minimal de Faction de s dans le D-module

D[^](M®f5)
DM/^f5)

REMARQUE 3.1.4. -- F. Geandier [G] a utilisé l'équation fonctionnelle dans cette situation
générale pour définir le polynôme de Bernstein-Sato générique d'une famille à un paramètre
d'hyper sur faces complexes. Elle en déduit à partir de [Kl] que ce polynôme a priori à
coefficients dans le corps des fonctions de l'espace de paramètres est en fait à racines
rationnelles. On peut conjecturer plus généralement que le polynôme de Bernstein-Sato de
tout élément d'une algèbre de dimension minimale de la classe considérée dans cet article a
ses racines rationnelles. Remarquons qu'une telle algèbre est excellente [EGA IV] et l'on
dispose donc du théorème de résolution des singularités de Hironaka [H].

3.2. DIMENSION MINIMALE ET LOCALISATION. - Une fois acquis le fait que M^. est un
D-module de type fini nous allons montrer qu'il est en fait de dimension minimale.

THÉORÈME 3.2.1. — Si M est un D-module de dimension minimale, Mj- est aussi un
D-module de dimension minimale pour toutfeA.
Preuve. - Conservons les notations précédentes et soit N' un D [^-module de type fini
tel que N = D (s) ®o ̂  N\ En vertu du théorème 2.2.1

dimD (,) (N) ̂  diniD (N7 ®^ ̂  (k [s\l{s - /)))

pour / général. Mais dh (D (s)) = dh (D) (th. 2.2.3), dim (gr (D (s))) = dim (gr (D)) et
d'après le corollaire 1.2.3, le D-module N' ®fc[s](A:[^]/(^-0) est de dimension minimale
pour / général. Soit u un élément de My. Il existe un élément ^eN et un entier r^O tels
que u^f^f'v. Soit v un élément de N' et P(^)eÂ:[^]-{0} tels que z?=P(^)~1^.
Choisissons /eZ c: k tel que l^r, P^^O. On a

wwr-'^-u
et donc le morphisme

0^: N'-^M^

est surjectif. Donc M^. est un quotient de N' ®fc[s](^M/0-0) pour /eZ, 1^0 et M^. est
de dimension minimale. D

4. Applications à la théorie des ^^-moânïes sur une variété non singulière

Dans ce paragraphe nous allons déduire de façon uniforme les propriétés de finitude
de la théorie des Qi^-modu\es qui étaient traitées cas par cas ([B], [Kl], [K2], [Bj3]).
Dans le cas analytique complexe ces propriétés étaient déduites du théorème de constructi-
bilité des solutions holomorphes d'un système holonome ([Kl], [K2]). Dans le cas
7?-adique c'est justement ce théorème qui pose problème ([RI], [R2]). C'est précisément
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cela qui nous a obligé à développer les méthodes purement algébriques du paragraphe 2.
Aussi nous commençons par le cas complexe qui se traite de manière algébrique à partir
du théorème de Frisch [Fri].

4.1. CAS DES Ql^-MODVLES SUR UNE VARIÉTÉ ALGÉBRIQUE SUR UN CORPS DE CARACTÉRIS-

TIQUE NULLE ou ANALYTIQUE COMPLEXE. - 4.1.1. Soit (X, Gx) une variété algébrique non
singulière sur un corps k de caractéristique nulle ou une variété analytique complexe
(Â:==C). On note ^x 1e faisceau des opérateurs différentiels fe-linéaires d'ordre fini à
coefficients dans 0^ [EGA IV], § 16. Rappelons que Q^= U 3)^ où les ^x sont définis

r^o
par récurrence comme dans le paragraphe 1.1.3. Ce faisceau est un faisceau d'anneaux
cohérent filtré. Ceci résulte de la cohérence de 0^ (cf. [M 1]). Si M est un Q^-module
cohérent, sa variété caractéristique Ch(e^) est définie à l'aide des bonnes filtrations
locales. Il s'agit d'une sous-variété homogène du fibre cotangent T*X. De plus si J^^O
on a l'inégalité de Bernstein dim(Ch(^))^dim(X) (cf. [M 1]; comparer avec le corollaire
1.2.3). On en déduit à l'aide de la théorie des anneaux filtrés (cf. 1) que pour toute
carte affine K (resp. polycylindre complexe), dh (F (K; ̂ x))= d™ (X) et sans faire appel
au théorème 1.1.4. Notons que D^ ̂ /k= r (K; ̂ x) et rappelons qu'un Q^-module J^
est cohérent si et seulement si pour tout K assez petit on a :

M (K) est un 3)^ (K)-module de type fini

^x^^xW^W^^ ^xe± (resp.et).

(cf. [M 1]). On appelle Q^-module de dimension minimale un Q^^-module cohérent J( tel
que dim (Ch(^))=dim(X). Soit Y une hypersurface de X (définie localement par une
équation) d'idéal ^y. Si M est un Q^-modvAe (à gauche) posons :

J^Y):= lim Hom^\,M}.
h

C'est un 2 ̂ -module (à gauche).

THÉORÈME 4 .1 .2 . — Si M est un 2^-module de dimension minimale, M (^Y) est encore
un Qy-module de dimension minimale.

Preuve. — Si K est une carte affine (resp. un polycylindre complexe) au-dessus de
laquelle Y est définie par une équation/=0, on a en vertu de la cohérence de M

^x.;c®^x(K)^(^Y)(K)^^(^Y),, VxeK (resp. et).

Il suffit de montrer donc que le ^x (K)-module ^(^Y) (K) est de dimension minimale
pour tout K assez petit. Posons A : = ̂ x (K-)» qui est une ^-algèbre noethérienne (c'est le
théorème de Frisch [Fri] dans le cas analytique complexe) ayant les propriétés (i), (ii),
(iii) de 1.1.2. Si /= 0 est une équation de Y au voisinage de K on peut appliquer la
théorie du paragraphe 3 à A, ^(K), / et trouver que ^(^Y)(K)=J^(K)^ est un
^x (K)-module de dimension minimale. D
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A partir du théorème 4.1.2 on en déduit par les méthodes standard que la catégorie
des complexes bornés à cohomologie de dimension minimale est stable par cohomologie
locale algébrique, par image inverse et par produit tensoriel interne.

Soit ^ un (P^-module cohérent et Y c= X une hypersurface de X. Si on se donne une
structure de ^^-modu\e à gauche sur ^(^Y)=^x(^Y) (x) J^, la restriction de ^(^Y) à
U:=X\Y est un S^^-module lisse (i.e. fibre vectoriel à connexion intégrable). En
particulier ^(^Y)|u est de dimension minimale. On a le théorème suivant qui étant
annoncé dans l'introduction de [K 2] ne nous semble pas démontré

THÉORÈME 4.1.3. — Le Qi^-module ^"(^Y) est de dimension minimale.

Preuve. — En utilisant le critère précédent on voit que la seule chose à montrer est
que ^ (^Y) (K) est un ^x (K)-module de dimension minimale pour K carte affine (resp.
polyc. complexe) assez petite. Posons A:=(9^(K), D : = ̂ x (K)= D^ F:=^(K),
M : = ¥f == ̂  (^Y) (K) où /= 0 est une équation de Y au voisinage de K.

Voyons que Ext^ (M,Dy)=0 si /^dim(X). Si p <= A est un idéal premier tel que/^p,
alors M est un D -module (2) qui est un A-module de type fini. Mais la fîltration
constante (M^)^=Mp est une bonne fîltration pour laquelle gr(M^)=M^ et la structure
de gr (D^)-module provient de l'augmentation gr(D^)^Ap. Donc l'idéal anUg,.^ )(M^)
contient l'idéal {^ i , . . ., /„) où ̂  est la classe dans gr(D^) de S^ { ô^ . . ., 8^} étant une
base de Der^(A). Donc

codim^ (M^) ̂  n = dim (X) = dh (Dp).

On trouve donc que Ext^ (Mp,Dp)=0, VpeSpec(A), /^p si ^7édim(X). Comme
ExtD.(M,Dy) est un Ay-module on en déduit que

Ext^ (M, Df) =0 si i ̂  dim (X).

Une fois ce fait acquis on peut répéter les arguments du paragraphe 3 pour trouver que
Fy=^ (^Y)(K) est un ^^(K)-modu\e de dimension minimale. D

PROPOSITION 4.1.4. — Soit Y c: X une hypersurface et M un Q) ̂ -module cohérent dont
la restriction à U:=X\Y est de dimension minimale. Alors Ji(^\) est un Q^-module de
dimension minimale.

Preuve (voir [K2]). — II s'agit de l'analogue faisceautique de la proposition 1.2.7. Le
Qi^-moduie Exf^ (Ext^ (^, ^x)? ̂ x) est de dimension minimale et prolonge la restric-
tion de M à U. On a

Ex t^ (Ext^ (^, ̂ x), ̂ x) (^ Y) ̂  M (^Y)

et la proposition 4.1.4 est une conséquence du théorème 4.1.2. D

(2) Remarquons que l'anneau Dy est du type Diff.
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4.2. CAS FORMEL. - Soit A une fc-algèbre noethérienne, régulière ayant les propriétés
(i), (ii), (iii) de 1.1.2. Il résulte du théorème 1.1.4 de Bjôrk que si k est de caractéristique
nulle, dh(DA/fc)=dim(A). Donc le D^-module à gauche A est de dimension minimale
puisque codim^(A)=codim^^^(A)=dim(A). Appliquons les résultats de la section
du paragraphe 3 à l'algèbre A. On trouve que pour tout élément u d'un D^-module de
dimension minimale, l'action de s dans le D^/fe-module

pA/j^®n
^w(u(sn

admet un polynôme minimal. En particulier si A=k[[x^, . . .,jcJ] on a l'équation fonc-
tionnelle

b^f^P^ff
pour toute série formelle/[Bj 3].

Considérons maintenant une extension fidèlement plate A -> B de fc-algèbres noethé-
riennes régulières de dimension n ayant les propriétés (i), (ii), (iii) de 1.1.2, telles qu'il
existe x^ . . .,^eA et 8^ . . ..^eDer^B) avec a,(A)^A, ^(x,)=ô^., W,y=l , . . .,n.
On a donc des isomorphismes filtrés

B®ADA/^D^

DA/fc®AB^DB/,

et l'extension T^^k-^^B/k est fidèlement plate à gauche et à droite. Si M est un
D^/fc-module de type fini (resp. de dimension minimale), M'-^D^^Q M est un
Dg^-module de type fini (resp. de dimension minimale). On en déduit que si u est un
élément d'un D^-module M de dimension minimale et u' :==1 ÇQueM', le polynôme
minimal de l'action de s dans le D^-module

PA/J^®^)
DA/J^]/^®^)

est égal au polynôme minimal de l'action de s dans

DB/,MQ/®r>
DB/J^W)

pour tout élément fe A. En particulier si A=C{;q , . . . ,x^} et B=C[[XI, . . .,xJ], le
polynôme de Bernstein-Sato d'une série convergente /eA est égal au polynôme de
Bernstein-Sato de la série formelle /.

Dans le même ordre d'idées on a la proposition suivante

PROPOSITION 4.2.1. — Soit M un D ̂ -module de dimension minimale, ueM et feA.
Notons b(s) le polynôme de Bernstein-Sato de ueM relativement à feA et b^(s) le
polynôme de Bernstein-Sato de u 00 1 G M^ relativement af® 1 e A^, pour m e Specmax (A).
Alors on a :

b (s) = p. p. c. m. [b^(s)\me Specmax (A),/^ m }.
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Preuve. — Comme les extensions A -> A^ et D^ ->- D^^ sont plates, on a des
isomorphismes :

. _ / D- M (u ® f5) \ D^ M (^ 0 f5)A... ® —A/K^^———^_ ^ ——m——————— ^ e Specmax (A)
VD^M/^®f5)/ D^M/Q^f5)

et le polynôme minimal d'un endomorphisme d'un A-module est le p.p.c.m. des poly-
nômes minimaux des endomorphismes induits sur les localisés aux idéaux maximaux. D

En particulier, le polynôme de Bernstein-Sato d'un polynôme fe C [X] est le p. p. c. m.
des polynômes de Bernstein-Sato des germes analytiques de/aux points de l'hypersurface
/==0. Ce résultat était connu de Briançon-Maisonobe.

4.3. CAS DES ALGÈBRES DE TATE. — Soit K un corps de caractéristique nulle muni d'une
valeur absolue . | ultramétrique complet. Rappelons que l'algèbre des séries restreintes
T^ :=K<x^ , . . . ,x^) est la sous-algèbre de K[[xi, . . .,xJ] des séries formelles ^a^x"

a

telles que |^|^0 quand |a|-^oo. Remarquons que la K-algèbre T^ est noethérienne
régulière et vérifie les propriétés (i), (ii), (iii) de 1.1.2 (cf. [B-G-R], [F-vdP]). Par la
théorie générale on sait que dh (D^/ic) = dim (T^) = n (th. 1.1.4) et le D^/ic-module T^
est de dimension minimale. Si /eT^ est une série restreinte non nulle, en vertu des
résultats du paragraphe 3 il existe un polynôme non nul bf(s)eK[s] et un opérateur
P^eDy /K^] tels que l'on ait l'équation fonctionnelle

bf(s)fs=P(s)fîs.

De façon générale on appelle algèbre de Tate une K-algèbre A^T^/I quotient d'une
K-algèbre TJT]. Soit A une K-algèbre de Tate. Rappelons que l'on dispose du A-module
des différentielles de type fini universel Q^ muni d'une dérivation

d: A->Q{/K

(cf. [F-vdP]). Si A est régulière de dimension n, Q{/K est un A-module projectif de rang n.
Considérons la condition suivante :

(iii) T II existe x^ . . , ,x^eA (^=dim(A)) tels que dx^ . . .,dx^ est une A-base de
û{/K.

Remarquons que la condition (iii) T entraîne la condition (iii) de 1.1.2. Donc si A
est une K-algèbre de Tate régulière ayant les propriétés (i), (ii) de 1.1.2 et la propriété
(iii)T, on peut lui appliquer la théorie du paragraphe 3. On a en particulier
dh (DA/K) = d1111 (A) et la notion de D^/K-module de dimension minimale.

4.3.1. Soit (X,^x) est une K-variété analytique rigide non singulière purement de
dimension n (cf. [T], [B-G-R], [F-vdP]). Nous appellerons «carte affînoïde» de X un
ouvert affînoïde U ^ X muni des sections x^ . . . ,x^e^x (U) telles que [dx^, . . ., dx^}
forment une (9^ (U)-base de O^(U)/K-

On dispose du faisceau des 1-différentielles sur X, Qx (c/ [F-vdP]) qui est ^x^0 !̂6111^
libre de rang n. En fait, si (U;x^) est une carte affînoïde de X, [dx^, . . .,dx^] est une
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^u-base de Qu» et ^x (U) est une K-algèbre de Tate régulière ayant les propriétés (i), (ii)
de 1.1.2 et (iii)T. De plus, il existe des recouvrements admissibles de X par des cartes
affinoïdes.

On définit le faisceau ^x des opérateurs différentiels K-linéaires à coefficients dans
^PX comme dans 1.1.3. C'est un faisceau d'anneaux non commutatifs filtré par les
^x= { opérateurs d'ordre ^r}, r^O. Pour chaque carte affinoïde (U;;^) de X, notons
^:d?u->^u ^a dérivation par rapport à x^ î '==l, . . .,n. La famille {y}\^\^r est une

^u-base à droite et à gauche du faisceau ^x|u- On a donc, ^x 0-0 = I^x (U)/K- Remar-
quons que si (U; x^) est une carte affinoïde de X et V ̂  U est un sous-domaine affinoïde
(cf. [B-G-R]), alors (V; x^ |v) est aussi une carte affinoïde et

^x (V) = ̂ x (V) O^x (U) ̂ x (U) = ̂ x (U) ®^ ̂ ) ̂ x (V).

De plus si x e X, la fibre de ^x en x? ^x, x est une K-algèbre noethérienne régulière ayant
les propriétés (i), (ii), (iii) de 1.1.2 (cf. [B-G-R]) et on a ̂ x^^x x/K-

Un ^^-modu\e M est par définition cohérent s'il existe un recouvrement admissible ̂
de X par des cartes affinoïdes tel que pour chaque UG^<, il existe une présentation finie

^tj^îj-^lu^O.

On a la notion de bonne fîltration pour des tels Qi^-mod^des, par exemple comme dans
[Ml].

A l'aide du théorème d'acyclicité de Tate ([T]; cf. aussi [B-G-R], [F-vdP]), de l'égalité
entre les premiers groupes de cohomologie de Gech et ordinaire et la commutation de ce
dernier avec les limites inductives (cf. [A]) on démontre que H1 (U;^)=0 pour tout ^x~
module cohérent M et toute carte affinoïde U de X sur laquelle ^i admet une présentation
finie. Ainsi, on peut recopier les résultats de [M 1] pour trouver l'équivalence entre les
propriétés suivantes :

(a) M est un ^^-module cohérent.

(b) II existe un recouvrement admissible ^U de X par des cartes affinoïdes tel que pour
chaque U e % on a

(b-\) ^(U) est un S^(U)-modu\e de type fini.
(b-2) Pour tout sous-domaine affinoïde V ç= U,

M (V) = ̂ x (V) ®^x(U) ̂  (U) ( = ̂  (V) (g),̂ ) ̂  (U)).

(c) II existe un recouvrement admissible ^U de X par des cartes affinoïdes tel que pour
chaque U e ̂  on a

(c-1) M'(U) est un ^x(U)-module de type fini.

(c-2) Pour chaque x e U, ̂  ̂  ̂ x, x ® ̂  (U) ( = (?x,x ® ̂  (U)).
Dans une suite exacte à trois termes de ^^-mod\des, si deux d'entre eux sont cohérents,

le troisième l'est aussi.
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Si M est un Qi^-module, on dira qu'il est de dimension minimale s'il existe un
recouvrement admissible ^ de X par des cartes affînoïdes tel que pour chaque Ue^f
on a

(ûf-1) e^(U) est un ^x (U)-module de type fini et de dimension minimale.
(d-ï) Pour tout sous-domaine affinoïde V g U,

M (V) -- ̂ x (V) (g)̂ u) ̂  (U) ( = ̂ x (V) ®^u) ̂  (U)).

Tout ^^-modu\e de dimension minimale est cohérent. Le faisceau structural (9^ est un
Q ̂ -module de dimension minimale.

Si U est une carte affinoïde de X, xeU et m^ est l'idéal maximal de ^x(U) associé
à x, le morphisme d?x (U)wz -)> ^x, x induit un isomorphisme sur les complétés associés
(cf. [B-G-R]), et donc il est fidèlement plat. D'après la remarque 2.2.5, si M est un
Q'^-module cohérent, il y a équivalence entre les propriétés suivantes.

(e) M est de dimension minimale.
(/) M^ est un ^x, x = ̂ ox /̂K"1110^^ de dimension minimale, pour tout x e X.
Dans une suite exacte à trois termes de ^^-modules cohérents, le terme au milieu est

de dimension minimale si et seulement si les termes aux extrêmes sont de dimension
minimale.

Si Y c: X est une hypersurface d'idéal ^y et ^ est un ^x^^ule, on définit comme
dans le cas classique

^(^Y):=R lim Hom^\^)=(9^(^Y)®^
k

RalgFY(^):=R lim Hom^((9y^/\^).
k

On a un triangle distingué

RalgryGO -> M -> e^(^Y) ̂ .

THÉORÈME 4 . 3 . 3 . — S i M est un Q) ̂ -module de dimension minimale et Y est une
hypersurface de X, alors M (^Y) est aussi un Q) ̂ -module de dimension minimale.

Preuve. — Soit ^U un recouvrement admissible de X par des cartes affînoïdes tel que
pour tout Ue^ l'hypersurface Y est définie par une équation /=0 et ^|u admet une
présentation finie. S i U e ^ e t Y n U = {/= 0 }, alors

et

^(^Y)(U)^^(U)^.

M (^Y), ̂  (^ ̂  ̂ x, x ®^ (U) ̂  W (U)

pour tout xeU. D'après le théorème 3.2.1, J^Y)(U) est un Q!^(U)-module de
dimension minimale. Par conséquent e^(^Y) est un ^x"1110^^ de dimension
minimale. D
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COROLLAIRE 4.3.4. — Si M est un Q ̂ -module de dimension minimale et Y est une
hyper sur face de X, alors le complexe R alg Fy (^) est à cohomologie de dimension minimale.

4.4. CAS DES ALGÈBRES DE DWORK -MONSKY-WASHNITZER. — Soit (W, m = (7l;)) un anneau
de valuation discrète complet, de corps résiduel k de caractéristique p ^ 0 et de corps de
fractions K de caractéristique 0. Le corps K est un corps value complet ultramétrique.
Considérons le complété w-adique W[X] de l'anneau de polynômes W[Xi, . . .,XJ. Ses
éléments sont les séries formelles ̂  a^ X" telles que

a

lim z^(â^)=+oo.
| a j-^oo

On a un isomorphisme canonique W[X] ®^K^T^.
On définit la W-algèbre de Dwork-Monsky-Washnitzer W [Xp (DMW pour simplifier)

comme la sous-algèbre de W[X] des séries ^^X" telles qu'il existe une constante C stric-
Ot

tement positive avec
î^(âO^C|a| pour |a|>0

(cf. [M-W], [vdP]).
De même on définit la K-algèbre K [Xp de DMW par

K[X]t:=K®^W[X]tc=T,.

Voici quelques propriétés algébriques de W [Xp et K [Xp :
— W [Xp et K \Xy sont des anneaux noethériens (cf. [Fu]).
— L'idéal m W [Xp est contenu dans le radical de Jacobson (cf. [M-W]) et donc les

extensions W [X]t ->~W [X] et K [X]1' -> T^ sont fidèlement plates.
— W[XF est un anneau régulier (cf. [M-W]) dont tous les idéaux maximaux sont de

hauteur n + 1. Donc, K [X]1' = W [X]^ est un anneau régulier équicodimensionnel de dimen-
sion n.

— L'anneau K [X]1^ satisfait un théorème de préparation et division de Weierstrass
(cf. [vdP]), ce qui entraîne en particulier un lemme de normalisation, que tout idéal
maximal de K [X^ est engendré par des polynômes de K [X] et que les corps résiduels
dans les idéaux maximaux sont des extensions finies de K.

D'après les propriétés précédentes, on conclut que la K-algèbre noethérienne régulière
K [Xp vérifie les propriétés (i), (ii), (iii) de 1.1.2. Par la théorie générale on sait que
dh (DK [x^/ic)= dim (K [Xp) = n et que le D^ ̂ /^-module K \XV est de dimension minimale.
Si/eKpCp est un élément non nul, en vertu des résultats du paragraphe 3 il existe un
polynôme non nul bj- (s) e K [s] et un opérateur P (s) e D^ ^xf/ic [s]te^ ̂ ^ l'011 alt l'équation
fonctionnelle

bf(s)fs=P(s)ffs.

Remarquons qu'on peut aussi appliquer les résultats de 4.2 à l'extension K [Xp -> T^.
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Plus généralement on appelle W-algèbre (resp. K-algèbre) de DMW un quotient de
WpCp (resp. de KpCp). Rappelons aussi qu'étant donné une W-algèbre A, le complété de
DMW de A, noté A1', est défini (cf. [M-W]). Il s'agit d'une sous-algèbre du complété
w-adique À de A. Si A est de type fini sur W, ou plus généralement, est de type fini sur
une W-algèbre de DMW, alors A1' est aussi une W-algbère de DMW.

On a les propriétés suivantes :
— Si A est une W-algèbre de DMW et r^ 1, A^A/^A est une algèbre de type fini

sur W^W/w^ Pour r= 1 on notera A = A/m A.
— Si A est une K-algèbre de DMW, tous les idéaux maximaux sont K-algébriques.
— Si A est un W-algèbre plate de DMW, alors A est biéquidimensionnelle de dimen-

sion r+ loA est biéquidimensionnelle de dimension r<=>K(X)^yA est biéquidimension-
nelle de dimension r.

4.4.1. Soit A une W-algèbre de DMW formellement lisse (cf. théorème A. 15).
Considérons la propriété suivante :

(iii) DMW il existe x^ . . . , X ^ G A tels que ûbq, . . .,dx^ est une A-base de Ûj^y cf.
Appendice Déf. A. 9.

Remarquons que si A est une W-algèbre de DMW formellement lisse, équicodimension-
nelle de dimension n + 1 et vérifiant (iii) DMW, alors la K-algèbre noethérienne régulière
KOO^A (c/ [M-W], th. 6.3) satisfait les propriétés (i), (ii), (iii) de 1.1.2 et on peut lui
appliquer la théorie du paragraphe 3. On a en particulier dh (D^ ^ ̂ ) = dim (K (x) A) = n
et la notion de D^ ® A/K^^dule de dimension minimale.

PROPOSITION 4.4.2. — Soit A une ^-algèbre de DMW formellement lisse -vérifiant la
propriété (iii) DMW. Alors il existe une famille { A ^ ^ g ^ n d'opérateurs différentiels
^-linéaires de A tels que

(1) ^(x^=(^\x^\ a,peN».
- \a/-

De plus, la famille {A^} est déterminée de façon unique par la condition (1) et vérifie
aussi les relations

A^À^A^A^f^^A^ oc^eN".
\ . a /

Enfin, pour tout entier /^O, les {A^})^^ forment une base du ^.-module à gauche (pu à
droite) D^/w.

Preuve. — II suffit d'appliquer le théorème A. 16, A. 14 et de recopier celle du théorème
16.11.2 de [EGA IV]. En fait on a ocîA^^", aeN", où ô1 est la dérivation par rapport
à Xp i= 1, . . . ,TÎ. D

Étant donné une W-algèbre de DMW A, on définit avec [Mer] et [L] le « schéma affine
formel faible» associé à A, noté Spff(A), comme l'espace annelé dont l'espace topologique
sous-jacent est X=Spec(A) et les sections du faisceau structural (9^ sur un ouvert
principal X^, avec fe A, coïncident avec (A^. Rappelons que si M est un A-module, on
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a un faisceau de (P^-modv^es associé, que l'on note M (voir loc. cit. pour les détails et en
particulier pour les propriétés cohomologiques de ces faisceaux).

Un W-schéma formel faible est un espace annelé en W-algèbres (X,^x) te! Q1151! est

localement isomorphe à un schéma affine formel faible. Notons que sur un W-schéma
formel faible (X,^x) i^ existe un faisceau des différentielles Qx et une dérivation
rf:^x-^ûx, de manière que si U ^= X est un ouvert tel que (U,^x|u) soit un schéma
affine formel faible, alors Ox |u est 1e faisceau associé au ^x (U)-module Ù.^ (u)/w (corol-
laire A. 12). En fait on peut aussi faisceautiser de la même façon la construction des
parties principales séparées (cf. A. 13).

Si (X, (^x) est un W-schéma formel faible, alors (X, (9^m ̂ x) est un schéma ^-algé-
brique.

Nous dirons pour simplifier qu'un W-schéma formel faible (X, ̂ x) est ^sse si localement
il est isomorphe à un schéma affine formel faible Spff(A) avec AW-algèbre de DMW
formellement lisse (cf. [M-W]). Ceci est équivalent à dire que (9^ est un faisceau de
W-algèbres plates et que (X^xA^x) est un schéma algébrique lisse sur k (cf. théo-
rème A. 15).

Si (X, ̂ x) est un W-schéma formel faible lisse, purement de dimension n, il existe un
recouvrement ^U de X par des ouverts affines tel que
(^) (U, ̂ u) est un W-schéma affine formel faible.
(^^) II existe x^ . . ., x^ e (9^ (U) tels que dx^, . . ., dx^ forment une ^y-base de Qy.

Remarquons que si U î= X est un ouvert vérifiant les propriétés (^), (^) et V ç= U
est un ouvert principal, alors V vérifie aussi les mêmes propriétés. De plus, la W-algèbre
de DMW d?x (U) satisfait la propriété (iii)DMW.

Si (X, ^x) est im W-schéma formel faible lisse, purement de dimension n,
on définit pour chaque r ̂  0 le faisceau ^x/w c End^ (^x) des opérateurs différentiels
W-linéaires à coefficients dans ^x d'ordre ^r, comme dans [EGA IV], §16. Le faisceau
des opérateurs différentiels W-linéaires à coefficients dans (9^ est par définition
^x/w: = U ^x/w c End^ (^x)« Donc, ^x/w est un faisceau d'anneaux (non commutatifs)

r^O

filtré.
Si ^ est un recouvrement de X par des ouverts affines ayant les propriétés (^), (^^)

ci-dessus, alors, d'après la proposition 4.4.2, sur chaque Ue^ il existe une famille

(o \

unique {A^}^^ c ^x/w(U) telle que ^(x^)== ' j^"". De plus les {A^} forment

une ^u-base à droite et à gauche de ^x | u [EGA IV], th. 16.11.2.
Soit maintenant X = (X, ^x) un W-schéma formel faible lisse, purement de dimension

n, et considérons l'espace annelé XK:=(X, ^xK=K(x)w^x)• On définit comme avant le
faisceau des opérateurs différentiels ^XK/K^ U ^X/K Œ S^K^X^' soit <JU un recouvre-

r^O

ment de X par des ouverts affines ayant les propriétés (3(c), (3fc3fc). On a

— ^XK/K = K- ®w ̂ x/w pour tout r ̂  0.
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- Pour chaque UG^ et chaque r^O, ^xic/iclu est un ^xKlu-'^dule libre à droite et
gauche de base {3a}|^;,, où ^ : ̂  lu -^ ^XK lu est la dérivation par rapport à x,,
;=1, . . .,n.

- Il existe un isomorphisme canonique SymÇDer^^^^^gT^^/^).
- ^x ^ est un faisceau d'anneaux cohérent.
- Si Ue^, ^XK^)"^ ^w^xO^) est une K-algèbre de DMW régulière vérifiant les

propriétés (i), (ii), (iii) de 1.1.2 et

^XK/K (U) = D^(U)/K = ̂  ®w ^X (U)/K-

- Si UG^ et V H U est un ouvert principal, alors

^XK/K (V) = ̂ XK (v) ®^XK(U) ̂ XK/K (U) = ̂ XK/K (U) ®^(u) ̂ XK (v)-

On a la notion de bonne filtration pour les ^xK/K-ï^dules cohérents. Si M est un
^x /ic-ï^dule, on peut recopier [M l], exp. 1, comme dans 4 .3 .1 pour avoir l'équivalence
entre les propriétés suivantes :

(a) M est un ^xK/K^^ule cohérent.
(b) II existe un recouvrement ^ de X par des ouverts affines ayant les propriétés (^),

(*^) tel que pour chaque UG^ on a
(&-1) e^(U) est un ^XK/K (U)-module de type fini.
(b-Ï) Pour tout ouvert principal V ç= U,

^ (V) = ̂ XK/K (V) ®^ (U) ̂  (U) ( = ̂ XK W ®<PXK (U) CM (u))-

(c) II existe un recouvrement % de X par des ouverts affines ayant les propriétés (^),
(^) tel que pour chaque Ue^ on a

(c-1) e^(U) est un ^K/K (U)-module de type fini.
(c-2) Pour chaque x e U, ^^ ̂  ̂ XK/K. x ® ̂  (u) ( = ^XK, x ® ̂  (U)).
Dans une suite exacte à trois termes de ^xK/K-^dules, si deux d'entre eux sont

cohérents, le troisième l'est aussi.
Si M est un ^xK/K-^dule, on dira qu'il est de dimension minimale s'il existe un

recouvrement ^ de X par des ouverts affines ayant les propriétés (î(c), (^) tel que pour
chaque U e ̂  on a

(d-\) e^(U) est un ^XK/K (U)-module de type fini et de dimension minimale.
(d-Ï) Pour tout V 1= U ouvert principal,

^ (V) == ̂ XK/K (V) ®^/K(U) ̂  (u) ( = ̂ XK (v) ®^(U) M (u))-

Tout ^x /K~module de dimension minimale est cohérent. Le faisceau structural (9^ est
un ^xK/K-t^dule de dimension minimale.
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Dans une suite exacte à trois termes de ^^-modules cohérents, le terme au milieu est
de dimension minimale si et seulement si les termes aux extrêmes sont de dimension
minimale.

Soit X=(X,^x) un W-schéma formel faible lisse de dimension pure n et Z=(Z,^)
un sous-espace fermé de X^^X,^)- soit ^-L c ^XK ridéal de z et soit ^=^z(^^x'
L'espace Y=(Y,^), avec Y=supp(^xW et ^Y=(^X/^)|Y. est un sous-schéma W-plat
de X, et en fait Z = Y^.

Le fe-schéma associé à Y, Y = (Y, (Py/m (Py), est aussi une sous-variété de X.
Si Ji est un complexe borné de ^^^-modules, on définit comme dans le cas classique

R M (^ Z) : = R lim Hom^ (J>\, M}
k

Ralgrz(^):=R lim Hom^ (O^l^^).
k

On a un triangle distingué de cohomologie algébrique

Ralgr^(^)-^-^R^(^Z)^1.

THÉORÈME 4.4.3. — Si M est un complexe borné de ^^^-modules à cohomologie de
dimension minimale, alors R alg Y^ (e^Q et R J( (^ Z) .yw^ â^57 a cohomologie de dimension
minimale.

Preuve. - II suffit de traiter le cas où Z est une hypersurface et Ji est un
Qi^^-mod\de de dimension minimale. Dans ce cas,

R^(^Z)=eJT(^Z)=^(x)^ (9^(^Z).

Alors on peut raisonner comme dans le théorème 4.3 .2 pour déduire que e^(^Z) est
un ^^^-moâu\e de dimension minimale. D'après le triangle de cohomologie algébrique,
R algr^(^) est aussi à cohomologie de dimension minimale. D

REMARQUE 4.4.4. - Les résultats précédents se transposent sans difficulté au cadre des
^-schémas formels (topologiquemenf) de type fini et lisses.

Si X=(X,^x) est un W-schéma formel faible lisse et Y=(Y,^y) c X est une hyper-
surface W-plate, notons 7:U=X\Y^X l'inclusion. Le faisceau j^j~1^^ (resp.
K^w.AiJ"1^) est analogue au faisceau des fonctions à singularités essentielles le long
de Y dans le cas analytique complexe. Il a une structure naturelle de ^^-module à
gauche (resp. ^^^-moâu\e à gauche). En fait il porte une structure plus fine, comme
l'on remarque dans l'exemple suivant.

EXEMPLE 4.4.5. - Notons X, =-- (X, O^m' (9^ la réduction module m' de X. // s'agit
d'un W.-schéma lisse de type fini. Soit ^x/w ^ sous-faisceau de £W^(^x) formé par
les endomorphismes P tels que pour chaque r^ l la réduction modulo m" de P, P ,
est un opérateur différentiel et il existe ^>0 avec ord (P,) ̂  À-(r +1). Par exemple si X
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est l'espace affine formel faible Spff(W[X]f), les sections globales de ^x/w sont ^es séries
^^pX'A^ telles que ^^pX^eW [X,Y]f, où les A^ sont comme dans la propo-
a, p a, P

5?^oy2 4.4.2. 57 Y c= X ̂  une hypersurface ̂ -plate et j : U ç X ̂  l'inclusion de l'ouvert
complémentaire, alors j^j~1 ̂ x û M^ structure naturelle de ^^^-module à gauche.
Le cas analytique complexe ([Me 1], [Me2], [Me 3]) suggère que j^j~^(9^ ait de bonnes
propriétés de finitude sur ^x/w ^u moins après tensorisation par K. Remarquons aussi que
l'extension ^x/w ®w^ —)> ^x/w ®w^ n'est pas fidèlement plate, ce qui fait penser que le
faisceau ^+x/w®w^ pourrait être l'anneau de base pour les bons coefficients p-adiques
(cf. [Me-N]).

REMARQUE 4.4.6. — P. Berthelot [Be2] a défini indépendamment le faisceau ^x/w dans
le cadre des schémas formels. Il a défini une filtration de ^x/w P^ ses sous-faisceaux
d'opérateurs différentiels d'échelon j qui sont des faisceaux cohérents et noethériens. Il en
déduit que le faisceau ^x/w ®w ̂  est cohérent!

APPENDICE A

CALCUL DIFFÉRENTIEL SUR LES ALGÈBRES DE DMW

Dans cet appendice nous allons transposer quelques résultats de [EGA IV] dans le
contexte des W-algèbres de DMW.

+
A. 1. Si A, B sont deux W-algèbres de DMW, l'algèbre A® ^B:=(A®^B)f est le

coproduit de A et B dans la catégorie des W-algèbres de DMW. De plus on a des
isomorphismes canoniques (A ® ^yB)^A^ ®^B^, d'après [M-W], th. 1.4.

Si A est une W-algèbre de DMW, notons Eç :A(x)^A-^A l'augmentation naturelle
+

e t s ^ O ^ ^ A - ^ A rhomomorphisme induit par £o. Notons aussi 1 (resp. ^) le noyau de
EO (resp. de e).

LEMME A. 2. — Avec les notations précédentes, si x^ . . ., x^ sont des générateurs faibles
de A (cf. [M-W], def. 2.1), alors ^ est l'idéal engendré par x^ (x) 1 — 1 00 Xp i= 1, . . ., n.
En particulier, ̂ =P.

Preuve. — Soient X^, . . .,X^, Y^, . . . ,¥„ des indéterminées. Pour chaque oceN" non
nul, il existe des polynômes à coefficients entiers P^ ^(X,Y), 1 ̂ i^n homogènes de degré
| a | — 1, tels que

n

y-Y"=^P;JX,Y)(X,-Y.).

Soit g un élément de ^ et posons ;?,=jc, ® 1 — 1 ® x.e^, l^i^n. Il existe une série
G(X,Y)= ^^pX'XY' ieW[X,Y]t telle que g=G (x® 1,1 ®x). Pour chaque a,peN"

n ROt,P
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on trouve :
n

(x" (g) 1) (1 (g) xP)= ^ (1 (g) ̂ P^x ® 1,1 ® x)^+ 1 ® x^.
1=1

Or, pour chaque ;=! , . . . , ^2 la série G,(X,Y)= ̂  ̂ pY^JX.Y) appartient à
a,P

WtX.Ylt.etcommeO^^^p^^on^
a,P

^ = . . . = ^ G,(x®l, l (x)x)^e(^ , . . . ,^) . D
1=1

Rappelons la définition des algèbres des parties principales [EGA IV], 16.3.7.

DÉFINITION A. 3 .—Soi t A une W-algèbre de DMW. On désigne par P^/w, et l'on
appelle algèbre des parties principales d'ordre l de la W'-algèbre A, l'anneau (A (g^A)/!^1

muni de l'homomorphisme aeA\—>(a(S) ^^-^'^^AO^^A)/!^1.
L'homomorphisme d'anneaux beA\—>(\ ® Z?)+I^+ leP^ se note û^/w Rappelons

que pour chaque /^O il existe un isomorphisme canonique de A-modules à gauche:

(p e HomiA (P;,/w, A) ̂  (p ° ̂ (= D^/w

(c/. 1.1.3et[EGAIV],prop. 16.8.8).

PROPOSITION A. 4. — Le séparé associé pour la topologie m-adique de P^/w est canoni-
quement isomorphe à (A (x) ^ A)/^'+1.

+
Preuve. — Notons T : P^/w -> (A ® ^yA)/^^1 l'homomorphisme canonique qui fait du

terme à droite le complété de DMW de celui à gauche ([M-W], th. 2.1). Pour démontrer
la proposition il suffît de voir que T est surjective. Soit x^ . . .,x^eA des générateurs
faibles.

Pour chaque ReN" il existe des polynômes à coefficients entiers
R^p(X),yeN", |y |^ /+l , homogènes de degré |P|- |y | (ou nuls si |P|- |y|<0), et
Q^p(X,Y), oeN", |<7 =/+!, homogènes de degré |P|-/-1 (ou nuls si |P |< /+1) tels
que:

n
Yp = Z R^, p (x)YY + Z Q^, p (X, Y) n (X, - Y,)01.

\ y \ ^ l+ l \fs\=l+l 1 = 1

t
Soit ^ e A ® w A ; il existe une série G(X,Y)= ̂  ^pXaYpeW[X,Y]+ telle que

a,P

^=G(x® 1 , 1 ®x). Pour chaque yeN", |y |^ /+ 1 (resp. aelV, | a |=/+ 1) posons:

RY (X) -- S ̂ , p X" R,, p (X) e W [[X]]
a,P

(resp. Q, = ̂  g^ ? X" Q,, p (X; Y) e W [[X, Y]]).
a, P
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II est clair que R, (X) e W [X]t (resp. Q, (X, Y) e W [X, Y]t) et que :
n

g= ^ R,(x)(l®^)+ ^ Q^®l, l®x)n^ '
1 Y 1^+1 | CT | = l + l 1= 1

d'où:
^+^+i^( ^ R^Kl®^!^1)

l y l ^ l + l

et T est surjective. D

DÉFINITION A. 5 .—Soi t A une ^-algèbre de DMW. On désigne par P^/w? et ^on

appelle algèbre séparée des parties principales d'ordre l de la ^-algèbre A, l'anneau
t t

(A ® ^ A)/J^ +1 muni de l'homomorphisme a eAl -^ (û®l )+^ I + l e (A®w A)/J^ +1.
L'homomorphisme d'anneaux ÀeAi—>•(!(><) À)+^+ le P^ se note 3^/w Si

^PÎVW^P^/W est l'homomorphisme canonique, on a 3^/w==Toâ^/w•

REMARQUE A. 6. — ^M coMr51 ^fe la preuve de la proposition A. 4, TÎOM^ û^o^ démontré
que P^/w ̂  M^ A-module de type fini, engendré par les 1 ® x7, | y | ̂ /+ 1.

COROLLAIRE A. 7. — 5'o^ A M^ ̂ -algèbre de DMW et /^O. L'application

ç e Hom^ (P^/w, A) \-> (p ° J^/w e D^

^? MW isomorphisme de /^-modules à gauche.

Preuve. — Comme la topologie w-adique est séparée sur A, d'après la proposition
A. 4 on a un isomorphisme canonique

(p e HoniA (P^/w, A) \-> (p ° T e Hom^ (P^/w, A)

(A-linéaire => W-linéaire ==> continu pour la topologie w-adique), d'où le corollaire. D

COROLLAIRE A. 8. — Avec les notations précédentes, le séparé associé pour la topologie
m-adique de Q^=I/I2 est canoniquement isomorphe à ^\^1.

Preuve. - II suffît de remarquer que Pj^(resp. Pjt/w) est la somme directe topologique
de A et I/I2 (resp. et ^'/J5'2), et d'appliquer la proposition A. 4 (comparer avec [M-W],
th. 4.5). D

DÉFINITION A. 9. — Soit A une W-algèbre de DMW. On désigne par ^/w? et ^on

appelle module séparé des différentielles de la W'-algèbre A, le ^.-module ^/^2. On note
3: A -> Ù.^ la dérivation définie par Sa = (1 (g) a - a 00 1) + J^2, V a e A.

REMARQUE A. 10. — Soit A une ^-algèbre de DMW et x^ . . . ,x^eA des générateurs
faibles. D'après la remarque A. 6 on conclut que îî^/w est engendré comme ^-module par
3x^ . . .A (comparer avec [M-W], th. 4.5 et [vdP], 2.3).

COROLLAIRE A. 11. — Soit A une W'-algèbre de DMW et M un A-module séparé pour
la topologie m-adique (par exemple M de type fini). Alors l'application

(p G Hom^ (^i/w? M) \—> (p ° 3e Der^y (A, M)
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est un isomorphisme de A-modules.

Preuve. - Elle est analogue à celle du corollaire A. 7. D

COROLLAIRE A. 12. — Soit A une W-algèbre de DMW et f un élément de A. Alors il
existe un isomorphisme canonique

(A^®AÛi/w^Û^)t/w.

Preuve. - Posons B=(A^)f pour simplifier. Soit (PO:Û^^QB/W le seul homomor-
phisme A-linéaire tel que (po ° ̂ /w = 3ç/w, et soit (p : B ®^ ÛA/W -> ^B/W l'homomorphisme
B-linéaire qui s'en déduit.

Notons do : Af -> Q^ = A^ ® û^ la différentielle et ôo : A^ B ®^ ̂ À/w la dériva-
tion qui s'en déduit en composant avec l'application naturelle A^-linéaire A.®^
Ql/w^B®^/^

^CO^) ® (^^-(j^) ® OvwA ^eA^.

Voyons que ÔQ s'étend (de façon unique) à B. L'application ôo est continue pour les
topologies w-adiques. Soit x^ . . . ,x^eA des générateurs faibles et soit g un élément
de B. Il existe une série G(X, Y)== ^ ^ ^"Y^eWpC, Y]t telle que g=G(x,f~1):

aeN", 1^0 ~

/x^ n v-ÇSX^ôX^x)-] / /x" \
6o[^yï)=^————-J,—————J®(5A/W^)-^———Tj®(3A/W/).

Notons G,(X,Y) la dérivée par rapport à X, de G(X,Y) et G(X,Y)=^/^ ^"Y^1.
a,f '

II est clair que ces séries appartiennent à W PC, Y]\ d'où la série ̂  5o (^ i^f~1) converge
a, l

vers l'élément de B ®A^A/W suivant:
n

S G, (^/-1) ® (^/w x.) - G (x,f-1) ® (^/w/).
1 = 1

Donc ôo admet un prolongement (unique) en une dérivation ô :B^B®A^/w De là
on déduit l'existence d'un seul homomorphisme B-linéaire V|/:ÛB/W -> B ®A^À/W ïel que
v|/ ° ̂ B/^ = ô. Il est facile de voir que \|/ = (p ~1. D

REMARQUE A. 13. - On a un résultat analogue du corollaire A. 12 pour les algèbres
séparées des parties principales.

A. 14. Soit A une W-algèbre de DMW et x^ . . .,x^A tels que {3x^ . . .,3^}
engendrent Û^/w comme A-module. Posons Ç,=(l ®^-^.® O+j^-^eP^ 1^^.
On peut recopier [EGA IV], 16.11.1, pour démontrer que la famille [y}^^i engendre
le A-module à gauche P^/w.
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Nous allons étudier maintenant le cas formellement lisse. Rappelons tout d'abord le
résultat suivant ([EGA IV], 0^^ et [M-W], def. 2.3).

THÉORÈME A. 15.—Soit A une ^[-algèbre de DMW. Les propriétés suivantes sont
équivalentes :

(a) A est une Wr-algèbre formellement lisse (pour les topologies m-adiques) (voir [EGAIV],
0(19.3.1))-

(b) Ay est une W'y-algèbre lisse (pour les topologies discrètes) pour tout r^ 1.
(c) A est plate sur W et A=A/wA est lisse sur k=W/m.
Le théorème suivant généralise la proposition 16.10.2 de [EGA IV].

THÉORÈME A. 16. — Soit A une W'-algèbre de DMW formellement lisse. Alors on a les
propriétés suivantes :

(i) Ûj^y est un A-module projectif (de type fini).
(ii) L'homomorphisme canonique

+
^ : Sym^ (Oi/w) ̂  g^ (A ® w A)

est bijectif.

Preuve. - La partie (i) est démontrée dans [M-W], th. 4.6. Démontrons la partie (ii).
L'homomorphisme ^F est toujours surjectif. D'après le théorème A. 15, A, est une
W.-algèbre lisse pour tout r^l . Notons I, le noyau de l'augmentation A,®w,A,-)-A,.
On peut appliquer la proposition (16.10.2) de [EGAIV] pour déduire que l'homomor-
phisme canonique

T, : Sym^ (0 /̂w,) ̂  gi\ (A. ®w, A,)

est bijectif, pour tout r^l . Or, d'après le corollaire A. 8, O^/w^^^w^/w
est canoniquement isomorphe à W,®w^i/w. dîoù un isomorphisme canonique

(p^W^^SymA^i^^SymA^Û^/w,)- Remarquons aussi qu'on a des homomor-

phismes canoniques \ : W, 00 w ê^A 00 w A) -> gr^ (A, ®w. A,), vérifiant

^(Id^®1?)^0^,

Si À e Sym^ (f^/w) est annulé par ̂  alors ^F, ((p, (1 ® /?)) = 0, V r^ 1, d'où (p, (1 ® A) == 0,
V r ^ l , c'est-à-dire, h appartient à l'intersection des m'. Sym^ (Ù^/w), ^^1, et comme
Sym^(^/w) est un A-module de type fini (cf. remarque A. 10), il est séparé pour la
topologie w-adique et À==O. Ceci démontre que ̂  est injectif, et donc bijectif. D

REMARQUE A. 17. - Les propriétés (i), (ii) du théorème A. 16 sont analogues aux
propriétés qui apparaissent dans la définition des morphismes différentiellement lisses
([EGAIV], déf. 16.10.1). En fait elles jouent le même rôle que ces dernières si on se
restreint à la catégorie des W-algèbres de DMW et aux modules de type fini, ou plus
généralement, aux modules séparés pour la topologie m-adique.
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