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0. Introduction

Soit k un corps et A:=k[x,...,x,] la k-algebre des polynomes a n variables a
coefficients dans k. Notons D,,:=A[d,, .. ., 0d,] I'algeébre de Weyl des opérateurs diffé-
rentiels k-linéaires a coefficients dans A. Si fe A est un polyndme non nul, Bernstein [B]
a démontré, si k est de caractéristique nulle, I’existence d’un polynéme non nul a une
variable b (s) et d’'un opérateur P(s) de Dy [s]: =D, ®, k[s] tels que 'on ait Péquation
fonctionnelle :

b(s)f*=P(s) /"

Dans [Bj2] Bjork a annoncé que la méthode de Bernstein peut s’étendre au cas ou f est
une fonction analytique réelle sur une variété analytique compacte réelle. L’équation
fonctionnelle a €té établie pour une série convergente a coefficients complexes dans [K 1]
puis pour une section locale d’un Py-module holonome dans [K 2] par Kashiwara. Les
méthodes de Kashiwara sont transcendantes et utilisent le théoréme de constructibilité.
Bjork étend la méthode de Kashiwara au cas d’une série formelle a coefficients dans un
corps de caractéristique nulle dans [B;j 3].

(*) Recherche entreprise dans le cadre d’une Action intégrée franco-espagnole.
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228 Z. MEBKHOUT ET L. NARVAEZ-MACARRO

L’équation fonctionnelle est un ingrédient essentiel de la théorie des 2y-modules aussi
bien dans le cas algébrique de caractéristique nulle que dans le cas analytique complexe.
Elle est a la base de la stabilité des catégories de Py-modules holonomes par les
opérations cohomologiques. En particulier elle fournit la démonstration la plus simple
du théoréme de finitude de la cohomologie de De Rham d’une variété algébrique non
singuliére sur un corps de caractéristique nulle (¢f. [Bj 3]). Elle est aussi a la base de la
théorie des cycles évanescents modérés pour les Py-modules holonomes (M 2], [K 3], [S]).

Dans ce travail on se propose de démontrer I’équation fonctionnelle pour une algébre
de Tate [T] et pour une algébre de Dwork-Monsky-Washnitzer [M-W] ou I’on ne dispose
pas d’un analogue des faisceaux constructibles complexes. On obtient alors un ingrédient
essentiel pour une théoric de Py-modules dans le contexte p-adique. Une question
importante qui est la motivation de ce travail est le théoréme de finitude de la cohomologie
de Dwork-Monsky-Washnitzer d’une variété affine non singuliére sur un corps fini et
plus généralement le théoréme de finitude de la cohomologie rigide de Berthelot [Be 1].
Le localisé le long d’une hypersurface d’une algébre faiblement compléte n’étant plus
faiblement complet, I’équation fonctionnelle est insuffisante pour démontrer le théoréme
de finitude dans le cas p-adique sur le modéle de la caractéristique nulle. Cependant le
cas complexe ([Me 1], [Me 2], [Me 3]) suggére que le complété faible d’une telle algébre,
qui est un module sur I’analogue p-adique de I’anneau des opérateurs différentiels d’ordre
infini dans le cas complexe (¢f. exemple 4.4.5), doit avoir de bonnes propriétés de
finitude une fois tensorisé par Q. Mais nous n’aborderons pas dans cet article cette
question (c¢f. [Me-N]).

L’idée principale de Bernstein [B] dans le cas polyndmial est de faire le changement de
base k — k(s) ou k(s) est le corps de fonctions rationnelles & une variable sur k et de
considérer le symbole f*. Dans ce cas, Ialgébre A étant de type fini sur k, la formation
du faisceau des opérateurs différentiels commute au changement de base. La théorie
locale des Zy-modules de dimension minimale persiste aprés ce changement de base ce
qui permet d’en déduire 'équation fonctionnelle.

L’idée naturelle pour généraliser I’équation fonctionnelle est de faire le méme change-
ment de base que Bernstein mais en partant d’'un schéma X=Spec(A) sur k£ noethérien
régulier ayant toutes les propriétés locales raisonnables du point de vue différentiel mais
sans étre de type fini, par exemple le schéma local associé & un anneau de séries
convergentes. Mais dans ce cas la formation du faisceau des opérateurs différentiels ne
commute pas au changement de base [EGAIV], §16. De plus les corps résiduels des
idéaux maximaux de A (s):=A ®,k(s) ne sont pas en général algébriques sur le corps
de base k(s) et peuvent avoir des k(s)-dérivations non triviales. Ceci empéche d’avoir
une théorie locale des 2y-modules de dimension minimale sur le modéle du cas de type
fini. Il nous faut procéder autrement.

Afin de ne pas avoir a localiser aprés le changement de base k — k(s) nous utilisons
la méthode globale des anneaux filtrés, (cf. §1). C’est alors une question purement
algébrique. Notre résultat principal (¢f. §2) est que si A est une algébre sur un corps k
de caractéristique nulle non nécessairement de type fini, noethérienne réguliére équicodi-
mensionnelle de dimension # dont les corps résiduels des idéaux maximaux sont k-algé-
briques et telle qu’il existe des éléments x;, . ..,x, de A et des k-dérivations d,, . ..,0

n
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POLYNOME DE BERNSTEIN-SATO 229

de A avec 0;(x;)=9d;;, alors 'anneau D, (s): =k (s) ®, D, est un anneau filtré du type
Diff (¢f. §1) dont la dimension homologique est égale a celle de D,,. Il y a alors une
théorie globale des D,, (s)-modules de dimension minimale qui sont artiniens. Ceci
permet de déduire I’équation fonctionnelle pour un élément de A et un élément d’un
D, -module de dimension minimale (cf. §3). On peut alors traiter sur le méme pied le
cas algébrique de type fini sur un corps de caractéristique nulle, le cas analytique
complexe (c¢f. 4.1), le cas formel (cf. 4.2), le cas analytique rigide (cf. 4.3), le cas de
Monsky-Washnitzer (cf. 4.4) et bien d’autres cas.

Voici le contenu de ce travail. Dans le paragraphe 1 nous rappelons la théorie des
anneaux filtrés du type Diff. Dans le paragraphe 2, qui est le ceeur de ce travail, nous
montrons, si A est comme ci-dessus, que la k (s)-algébre A (s) est équicodimensionnelle
de dimension dim (A) et que la dimension homologique de D, (s) coincide avec celle de
D, Dans le paragraphe 3 nous montrons I'équation fonctionnelle dans cette situation
générale. Dans le paragraphe 4 nous appliquons ceci aux différentes situations évoquées.

Nous appellerons module de dimension minimale ce qu’on appelle d’habitude module
holonome parce que les résultats de ce travail ne dépendent que de I'inégalité portant
sur la dimension de la variété caractéristique d’'un module de type fini et non sur le
théoréme de I'involutivité des caractéristiques.

1. Rappels des anneaux filtrés

1.1. ANNEAUX FILTRES DU TYPE Diff. — Dans ce paragraphe R= U R, désignera un
k=20

anneau filtré, i.e. les R,, k=0 forment une suite croissante de sous-groupes additifs de
R tels que R, R, = R, ,,, k, /=0 et 1 eR,. Le gradué de R, noté gr (R), est par définition
lanneau @;;,gr'(R) avec gr'(R)=R/R;_;, i=0, ou on a pos¢ R_; ={0}.

DEFINITION 1.1.1. — On dit que R est un anneau du type Diff si le gradué associé est
un anneau commutatif noethérien régulier dont les idéaux maximaux gradués ont méme
hauteur.

Si R est un anneau du type Diff alors R est noethérien a droite et a gauche, sa
dimension homologique est inférieure ou égale a dh (gr (R))=dim (gr (R)) (¢f. [Bj 3],[M 1])
et R, est un anneau commutatif noethérien. Si M est un R-module & gauche (ou a
droite), une bonne filtration de M est une filtration croissante (M,),., par des
Ry,-modules de type fini telle que M,=0, r<0 et grM)=@D,. ..M, ,;/M, est un
gr (R)-module de type fini. Un R-module M posséde des bonnes filtrations si et seulement
si M est de type fini. Si gr (M) est associ€ 4 une bonne filtration, les nombres dim, (gr (M))
et dim,, g, (gr (M)), pour un idéal premier p de gr(R), ne dépendent pas de la bonne
filtration choisie. On les note dim, (M) et dimg (M) respectivement. Par le lemme d’Artin-
Rees une bonne filtration d’'un R-module induit une bonne filtration sur tout sous-
module. De plus, dans une suite exacte a trois termes de R-modules de type fini, la
dimension du terme du milieu est égale au sup des dimensions des termes extrémes

(¢f [Bj 3], M 1)).
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230 Z. MEBKHOUT ET L. NARVAEZ-MACARRO

Si m est un idéal maximal de R,, on note m* I'idéal gradué de gr (R) engendré par m
et @;.08r' (R). Tout idéal maximal gradué de gr (R) est de la forme m* pour un idéal
maximal m de R,

1.1.2. Soit A une algébre commutative noethérienne réguliére sur un corps k de
caractéristique nulle ayant les propriétés:

(i) C’est une algebre équicodimensionnelle de dimension #.
(i) Les corps résiduels des idéaux maximaux sont k-algébriques.
(iii) Il existe xy,...,x,eAetdy,...,0,€Der, (A) tels que J;(x;) =0
de Kronecker. .

Il résulte de [Ma 1], th.99, que sous les conditions (i), (ii) et (iii), le A-module des k-
dérivations Der, (A) de A est libre de rang n et {9,, ..., 0, } est une base. 4

ou §;; est I'indice

ijo

1.1.3. Rappelons que pour toute k-algeébre commutative A on définit
D, < End, (A), i20 [EGATV], § 16, par récurrence sur i en posant D, :=A et

Dy ={PeEnd, (A)|[P,a]=Pa—aPeD),,VacA}.

On obtient une filtration croissante par des (A, A)-bimodules de End,(A) ayant les
propriétés suivantes:
D, =A @ Der, (A)

. ) v
D D € Dl

Si PeDj et Qe D}, [P, Qle Dy .
L’anneau des k-opérateurs différentiels de A est D, := U Dj,. C’est un anneau filtré
iz0

dont le gradué est commutatif, d’ou un morphisme:
* Sym, (Der, (A)) = gr (Day)-

Si A est une algébre noethérienne réguliére sur un corps k de caractéristique nulle
ayant les propriétés (i), (ii), (iii), le A-module & gauche (resp. a droite) DY, est libre et
les 0*:=051...0%, |o|=0y + ... +a,</en forment une base. Ceci se voit par récurrence
sur i. On en déduit que le morphisme (*) est un isomorphisme et donc D,, est le
sous-anneau de End, (A) engendré par A et Der, (A), i.e. D,,=A[0,, . ..,0,]. Comme
Sym, (Der, (A)) est une algebre de polyndmes sur A, I'anneau filtr¢ D,, est du type
Diff. On déduit que dh(D,,)<dh(Sym, (Der, (A))=2n. En fait, on a le résultat suivant
[Bj 1].

THEOREME 1.1.4. — Si A est une algébre noethérienne réguliére équicodimensionnelle
sur un corps k de caractéristique nulle ayant les propriétés (i), (ii), (iii), la dimension
homologique dh (D) est égale a dim (A).

La preuve de J. E. Bjork [Bj 1] consiste, a I’aide de la condition (ii), 4 se réduire au
cas des anneaux de séries et puis a utiliser le résultat analogue pour A=k|[x,, ..., x,] di
a J.E. Roos [Ro].
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POLYNOME DE BERNSTEIN-SATO 231

1.2. MODULES DE DIMENSION MINIMALE. — Soit R un anneau filtré du type Diff.

DEFINITION 1.2.1. — Pour un R-module a gauche (ou a droite) non nul M de type fini
on pose

gradey (M) :=inf {i= 0| Ext; (M, R)#0}.

Si M est un R-module a gauche (resp. a droite) de type fini, les Exti (M, R) sont des
R-modules a droite (resp. 4 gauche) de type fini.

THEOREME 1.2.2. — Si M est un R-module a gauche (ou a droite) non nul de type fini,
on a

codimg (M) = gradeg (M)
codimg (Exty (M, R))=1i, Vi=0 pourvu que Exti(M,R)#0.

Preuve. — Cf. [Bj2],[Bj 3], M 1]. O
CoROLLAIRE 1.2.3. — Sous les hypothéses du théoréme précédent, on a:

dimg (M) = dim (gr (R)) — dh (R).

DEeFINITION 1.2.4. — On dit qu'un R-module a gauche (ou a droite) de type fini M est
de dimension minimale s’il est ou bien nul ou bien codimg (M)=dh (R).

11 résulte du théoréme 1.2.2 que dans une suite exacte courte de R-modules de type
fini, le terme du milieu est de dimension minimale si et seulement si les termes extrémes
sont de dimension minimale. De plus si M est de dimension minimale, Exty (M, R)=0 si
i#dh(R). Il résulte de la formule de bidualit¢ M ~R Homg (R Homg (M, R), R) pour les
R-modules de type fini, que le foncteur de dualité:

M — M* : = Exti? ® (M, R)

est une anti-équivalence involutive de catégories entre la catégorie de R-modules a gauche
(resp. a droite) de dimension minimale et la catégorie de R-modules a droite (resp. a
gauche) de dimension minimale.

PropoSITION 1.2.5. — Tout R-module de dimension minimale est de longueur finie.

Preuve. — Ceci résulte du fait que R est noethérien et le foncteur de dualité est une
anti-équivalence de catégories. [J

Soit R un anneau filtré du type Diff et S un sous-ensemble de R, multiplicative-
ment fermé. Comme gr(R) est commutatif, ’anneau de fractions S™! R existe et a
les propriétés analogues du cas commutatif (cf. [D], [Ga], [St]). Rappelons que S™' R
est plat a gauche et a droite sur R, ST!R®zS 'R~S" 'R, si M est un R-module
a gauche (ou a droite) de type fini on a des isomorphismes canoniques
Exti-1, (S™!M, S R)~S ™! Exty (M, R) pour tout i>0 et dh(S™'R)<dh(R). Si f est
un élément de R,, on note R, 'anneau de fractions S™' R pour S={1,£,f ... }.

LemMME 1.2.6. — Si M est un R ;-module a gauche (ou a droite) de type fini, il existe
un sous-R-module de type fini M’ de M tel que M =M.

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L’ECOLE NORMALE SUPERIEURE



232 Z. MEBKHOUT ET L. NARVAEZ-MACARRO

Preuve. — Simy, ...,m, est un systtme de générateurs du R -module M, il suffit de
prendre pour M’ le sous-R-module engendré par les m;. O

ProrosITION 1.2.7. — Soit R un anneau filtré du type Diff et f un élément de R,,. Soit
M un R -module de type fini tel que Exty (M, Rp)=0sii#dh(R). Alors il existe un sous-
R-module M' de M de dimension minimale tel que M =M ™.

Preuve. — En vertu du lemme 1.2.6 il existe un R-sous-module M de M de type fini
tel que M =M7. D’autre part le morphisme canonique:

M — R Homy (R Homg, (M}, R ), R;)~R Homg,, (Extg"® (M, R ) [~ dh (R)], R )

est un isomorphisme parce que M est un R ;-module de type fini et dh(R;)<dh (R)<oo.
Posons M’ = Ext"® (M"”,R)*, c’est un R-module de dimension minimale en vertu du
théoréme 1.2.2. On a M=M;~M}. [

2. Le changement de base k£ — k (s)

Afin de démontrer 1’équation fonctionnelle on a besoin de savoir que si on part d’une
algébre A noethérienne réguliére sur un corps k de caractéristique nulle ayant les
propriétés (i), (i), (iii) de 1.1.2, I’'anneau filtré€ D, (s) : =k (s) ®; D, est un anneau du
type Diff et que dh (D, (s)) =dh (D).

2.1. COMPORTEMENT DE L’EQUICODIMENSIONNALITE. — Soit k un corps de caractéristique
quelconque et k(s) le corps de fonctions rationnelles & une variable sur k. Si A est une
k-algébre notons A (s): =k (s) ®, A. Remarquons que A (s)=S~ ' A[s] ou S est le systéme
multiplicatif des polynémes non nuls d’une variable a coefficients dans k.

THEOREME 2.1.1. — Si A est une k-algebre noethérienne réguliere équicodimensionnelle
de dimension n dont les corps résiduels aux idéaux maximaux sont k algébriques, alors
A (5) est une k (s)-algébre noethérienne réguliére équicodimensionnelle de dimension dim (A).

Preuve. — (a) La k(s)-algébre A(s) est noethérienne et réguliére en tant que localisée
d’un anneau noethérien et régulier, a savoir A [s]. La seule chose a montrer est I’équicodi-
mensionnalité de A (s). Montrons d’abord que dim (A (s))=dim (A)=n. Si p est un idéal
premier de A, p[s] N\ S=Z et ht(S™ ! p[s])=ht(p[s]) =ht(p) d’ot dim A (s)=dim (A). Si
M < A(s) est un idéal maximal, posons P=M N A[s] et p=PMNA. Si p[s]=P alors
ht(M)=ht(P)=ht(p)<dim(A). Si p[s] = P, ht(P)=ht(p)+1 et A[s]/P est algébrique
sur A/p (c¢f. [EGATV], prop. (5.5.3) et (5.5.6)). Considérons le diagramme commutatif
k{s]

trans./ \PnS=Q
k Al[s]/P
N 7 alg.
Alp

(*) Remarquons que I'anneau filtré R, n’est pas forcément du type Diff.
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POLYNOME DE BERNSTEIN-SATO 233

Le quotient A/p ne peut pas étre algébrique sur k et donc I'idéal p n’est pas maximal en
vertu de la condition (ii)). Donc ht(M)=ht(P)=ht(p)+1<n—1+1=n. D’ou
dim (A (s)) <dim (A)=n.

(b) Voyons maintenant que si M est un idéal maximal de A (s), ht (M)=dim (A).
Posons encore P=M N A[s] et p=PNA. Si P=p[s], p est maximal puisque M I’est.
Donc ht(M)=ht(P)=ht(p)=dim(A) (¢f. loc. cit.). Supposons que p[s] = P. Voyons
d’abord que cht(P):=dim (A [s]/P)<1. En effet si cht(P)=2, il existerait deux idéaux
premiers de A [s], P’, P” tels que P = P’ = P”. Mais M est maximal et

0=PN k[s] = P Nk[s] = P" Nkl[s]

et comme dim(k[s])=1 on a P' N k[s]=P" N k[s]. Si on fait varier P’ de fagon que
Pc P'< P” on a (¢f. [Bou], chap. VIII, §3, n° 3, prop. 5)

0=PNk[sI=(NP)NkII=NE® Nk[sD=NEP"Nk[sD=P" Nk[s]#0

ce qui est absurde. Donc cht (P)<1.

(¢) Supposons que cht(P)=1. Soit P’ un idéal maximal de A[s] tel que PP’ et
posons p’'=P’' M A. Comme P’ est maximal, p’[s] = P’ et ht (P")=ht(p")+ 1 (¢f. [EGAIV],
prop. 5.5.3 et 5.5.6). Considérons la chaine saturée p[sjcPcP’. La chaine
pls] = p’[s] = P’ est aussi saturée, car A[s] est caténaire. Donc la chaine p=p’ est aussi
saturée et ht (p")=ht (p) + 1 (A est biéquidimensionnelle). Voyons alors que p’ est maximal.
Comme I'idéal M de A (s)=S~!A[s] est maximal et P = P, alors P’ N k[s]#(0). Soit
f(s)ek[s] un polyndéme irréductible tel que P’ N k[s]=(f(s)). Considérons I’extension
finie k£ de k engendrée par les racines de f(s) et posons A:=k ®, A. L’algébre A (resp.
A[s]) est un A-module (resp. A[s]-module) libre de type fini. Il existe deux idéaux
premiers B, P'c A[s] tels que PP et PN A[s]=P, PN A[s]=P". Posons p=PNA,
p'=P"NA. On a ht(P)=ht(P), ht (P")=ht(P"), ht (p)=ht(p), ht (p")=ht(p") (cf. [Ma],
th. 20). Mais k£ contient toutes les racines de f(s) d’ou il existe cek tel que
PN k[s]=(s—c). L’idéal p’[s]+(f(s)) n’est pas en général premier alors que I'idéal
p'[s]+ (s—c) est premier. C’est pour cela qu’on a fait I’extension de scalaires k — k.
La chaine p’[s] = P’ est saturée. Donc p’[s]+(s—c)=P". Si m est un idéal maximal
de A contenant p’ alors P'=m]s]+(s—c) car P’ est maximal puisque P’ I’est. Donc
m< PN A=y, et les idéaux p’ et p’ sont maximaux. On a ht (M)=ht(P)=ht(p")=n.

(d) Supposons que cht(P)=0. Dans ce cas P est maximal, ht(P)=ht(p)+1 et
cht(p)<1 (¢f. [EGATV], prop. 10.4.4 et 10.5.1), d'ou ht(M)=ht(P)=(r—1)+1=n
puisque A est biéquidimensionnelle. D’ou le théoréme 2.1.1. O

REMARQUE 2.1.2. — L’algébre Al[s] n'est pas en général équicodimensionnelle. Par
exemple si A=k [[X]], A[s] est de dimension deux et l'idéal engendré par Xs— 1 est maximal
de hauteur 1( cf. [EGAIV], O .7.3))-

REMARQUE 2.1.3. — Les corps résiduels de A (s) aux idéaux maximaux ne sont pas en
général k (s)-algébriques. Par exemple le corps résiduel de 'idéal engendré par X s— 1 dans
k [[X]] (s) est égal au corps de fractions k (X)) qui est de degré de transcendance infini sur
k() =kX YH=kX).
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234 Z. MEBKHOUT ET L. NARVAEZ-MACARRO

Soit A une k-algébre noethérienne réguliére ayant les propriétés (i), (ii), (i) de 1.1.2.
Soit r un entier naturel £n=dim(A). Posons D,, ,,=A[0,,...,d,] < End,(A). Donc
Daj, »=Dap- L’anneau D, , est un anneau filtré du type Diff car le gradué associé est
isomorphe 4 un anneau de polynoémes A[g,, .. .,§]. Posons D,y ,(5):=k(s) ®; Day, -
C’est encore un anneau filtré dont le gradué est égal a gr(D,, ,(5) =k () ®,gr(Dyy, ,)-
Comme corollaire du théoréme 2.1.1 on obtient le résultat suivant.

THEOREME 2.1.4. — Sous les conditions précédentes, I'algébre gr(D,, ,(s)) est noethé-
rienne réguliére dont tous les idéaux maximaux gradués sont de hauteur égale a n+r.
En particulier I'anneau filtré D, , (s) est du type Diff.

2.2. COMPORTEMENT DE LA DIMENSION HOMOLOGIQUE. — Soit k un corps de caractéris-
tique nulle et A une k-algébre noethérienne réguliére ayant les propriétés (i), (ii), (iii) de
1.1.2. Nous allons calculer la dimension homologique de ’anneau filtré, du type Diff,
Duj, () pour r<n. Soit M un D, ,(s)-module de type fini. C’est donc la fibre
générique par le morphisme k[s] > A[s] d’'un D, ,[s]-module de type fini N. Notons
N;:=N/(s—)N le D,; ,-module de type fini obtenu par restriction a la fibre au-dessus
de lek.

THEOREME 2.2.1. — Awec les notations précédentes, on a l'inégalité pour presque tout
lek
dimDA/k, r(s) (M) g dimDA/k, r (Nl)'

Preuve. — Posons pour simplifier D=D,, ,. Prenons une bonne filtration N,
de N et posons M,:=S"!N,. Cest une bonne filtration de M et
gr(M)=S8""'gr(N)=£k (s) ®; (;&r (N). Pour tout /e k notons @, les morphismes de spécia-
lisation

D[s] - D, gr (D[s]) — gr (D).

Posons % :=ann,p, i (gr (M)), S :=anngp g (gr(N)) et £ :=# N gr(D[s]). Ona J c J'
et £.gr(D(s))=5".gr(D(s))=%. Il existe donc un polyndéme non nul 4 (s)ek|s] tel que
les localisés £, et £} coincident. Par conséquent si /ek est tel que A([)#0 on a

gr (D)/®, (#) ~ (gr (D [s])/-2), Qi s (K [s)/(s — D)
=~ (gr (D[sD/F)s B s (K [s]/(s — D)) ~ gr (D)/®, (F).

D’autre part on a

gr(D(9)/% =gr(D(s)/#" . gr (D (s)=(gr (D [s])/F") @i 1k ()
et
®,(f) < anng, p) (gr (N) ®, [s] (k[s)/s—D)) = anng, p) (gr(N) ®, [s] (k[s)/(s— D)),

d’ou si A())#0

dim (gr (D [s])/#") @ (k[sl/(s—= D)= . ...
=dim (gr (D)/®,(#)) 2 dimp, (N & (k [5]/(s — 1))) =dimp, (N)).
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Mais gr (D [s])/#" est plat sur k[s] puisqu’il n’a pas de torsion et comme gr (D (s))/% est
la fibre générique du morphisme k [s] — gr (D [s])/#’, on conclut par la semi-continuité
de la dimension des fibres (¢f. [Ma?2], th. 15.3). O

REMARQUE 2.2.2. — La preuve du théoréme 2.2.1 admet linterprétation géométrique
suivante : on a réalis¢ M comme la fibre générique d’'un D [s]-module de type fini N. Puis
on a démontré que la variété caractéristique de la fibre de N au-dessus d'un lek, Ch(N)),
coincide avec la fibre de la variété caractéristique de N au-dessus de I, Ch (N),, pour presque
tout lek. Finalement, par platitude, la dimension de la fibre générique de la variété
caractéristique de N, c'est-a-dire, la variété caractéristique de M, est supérieure ou égale a
la dimension de Ch (N), pour presque tout lek, d’ou le résultat.

THEOREME 2.2.3. — Sous les conditions précédentes on a I’égalité

dh(Dyy, ,(5))=dh (Dyy, ,)-

Preuve. — Posons encore D=D,, ,. L’extension D — D(s) est fidélement plate a
gauche et a droite, et D(s)=S"! D[s]; on a les inégalités (cf. [Rot], th. 9.34, 9.39).

dh (D)< dh (D (s)) <dh (D [s]) = dh (D) + 1.

Si dh(D(s))=dh(D)+1 il existerait un D(s)-module de type fini M tel que
Exty P+ (M,D(s))#0. Soit N wun D[s]-module de type fini tel que
M=S"!N=k(s) ®,yN. L’anneau D (s) est du type Diff et en vertu du théoréme 1.2.2

codimy, ¢, (Exty' 1 (M, D (s))) =dh (D) +1
et
dimp, ¢ (Bxth®* (M, D (s))) < dim (gr (D (5))) — dh (D) — 1 = dim (gr (D)) — dh (D) - 1.

Ceci contredit le théoréme 2.2.1 et le corollaire 1.2.3 puisque
dimy, ¢ (Ext3' " (M, D (5))) 2 dimy, (Ext5 ¥ " (N, D[s])),) 2 dim (gr (D)) — dh (D)
pour /ek générique. Donc dh (D (s))=dh(D). O

REMARQUE 2.2.4. — Le théoréme 2.2.3 n’est pas une conséquence du théoréeme de
Bjork 1.1.4 parce que les corps résiduels aux idéaux maximaux de A (s) ne sont pas en
général k (s)-algébriques (voir cependant [N]). Remarquons aussi que le théoréme d’involuti-
vité de Gabber [Ga] s’applique a D, ,(s) mais on ne peut pas déduire l'inégalité portant
sur la dimension de la variété caractéristique sur le modéle des variétés algébriques ou
analytiques complexes par la méme raison.

REMARQUE 2.2.5. — Notons que si A est une k-algébre noethérienne réguliére ayant les
propriétés (i), (ii), (iii) de 1.1.2 et m = A un idéal maximal, alors la k-algébre noethérienne
réguliére A,, satisfait aussi les mémes propriétés. De plus, on a un isomorphisme canonique
d’'anneaux (AN\m)~' D, ~D,_,. Si M est un D, ,-module de type fini, alors pour chaque
idéal maximal m < A le D, ,-module M,,=(AN\un) "M est aussi de type fini. En fait il y
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a équivalence entre :
— M est de dimension minimale.

— M,, est de dimension minimale pour tout idéal maximal m < A.
Supposons maintenant que A est une k-algébre noethérienne locale réguliere ayant les
propriétés (i), (i), (iii) de 1.1.2 et soit A son complété. La k-algébre A est aussi
noethérienne locale régulicre et vérifie les propriétés (i), (ii), (iii) de 1.1.2. De plus on a un
isomorphisme canonique de A-modules a gauche (resp. & droite) A ® aDax=Dgy (resp.
Doy ®4AxDg3y). Si M est un D, y-module de type fini, il y a équivalence entre:

— M est un D,y -module de dimension minimale.

= Dix®p A/kM est un D -module de dimension minimale.

3. L’équation fonctionnelle

3.1. THEORIE GENERALE. — A partir des résultats du paragraphe 2 nous allons déduire
I’équation fonctionnelle par la méthode de Bernstein [B].

Soit k£ un corps de caractéristique nulle et A une k-algébre noethérienne réguliére ayant
les propriétés (i), (i), (iii) de 1.1.2. Soit r un entier naturel <n=dim(A). Posons
D:=D,,, ,=Al0d,, ...,d,]. Lanneau D est du type Diff. Soit f un ¢lément de A. Notons
F[s] le A,[s]-module libre engendré par le symbole f° et posons F(s):=S"'F[s]. On
munit F[s] [resp. F(s)] de la structure de D, [s]-module [resp. D, (s)-module] a gauche
prolongeant celle de A ;[s]-module [resp. A ;(s)-module] en posant

ogfs:=(0g+sgf Hf*

pour toute dérivation de A.(9,, . . .,0,) = Der, (A) et tout ge A,[s] [resp. ge A, (s)].
Si M est un D-module a gauche on pose:

M, [s]f*:=M;[s] @Af[s]F[S]=M ®aF[s]
[resp. M, (s)f*:=M,(s) ®AI(S)F(S)=M ®AF ().

Cest un D/ [s]-module [resp. D/ (s)-module] de fagon évidente, engendré par
u; @f°5, .. .,u, ®f*siuy, ... u engendrent M.

Etant donné un entier /e Z on dispose du morphisme de spécialisation
®,;: M [s]f°>M,, O, (us' @ f)=If'u
tel que @, (P (s)v)=P ()) D, (v).

THEOREME 3.1.1. — Sous les conditions précédentes, si u est un élément d’'un D-module
a gauche (ou a droite) de dimension minimale, il existe un polynéme b (s)ek|s] non nul et
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un opérateur P (s)eD|[s] tels que I'on a I'équation fonctionnelle
b(s)u@L)=P(s)f(u®f)

égalité ayant lieu dans M, [s]f°.
Preuve. — Voyons que Exti - (M, (s)f%, D;(s))=0 si i#dh(D(s)). On a les isomor-
phismes

Extp, 7 () My (s) ®a o) F(s),D(s)) = Exty, 7 () (M (s), Hom, o) (F(5), D, ()
= Exﬁ)f © My (5),D;(5)) ®p, s Hom, (F (5), D (5))
~ Extf)f (M, D) ®p,Hom,  , (F (s), D (s)).
Mais Exty, (M, D,)~Ext;(M,D)®, A;=0 si i#dh(D). En vertu de la proposition
1.2.7 et des théorémes 2.1.4 et 2.2.3, il existe un sous-D (s)-module de dimension
minimale N de M, (s) f* tel que M (s)f*=N,.

Pour chaque ueM il existe un entier />0 tel que /' (u ® f)eN. Mais en vertu de la
proposition 1.2.5 N, est de longueur finie et la suite

DE)f'u@f)2DE)/ u@f)2DE M u®f) 2. ..
est stationnaire. Il existe donc un entier k=0 tel que
[T u@T)eD ()M @ ).
Il existe donc un polynome b’ (s) € k [s] non nul et un opérateur Q (s)e D [s] tels que
BT u@f)=QE T uef)
Iégalité ayant lieu dans M [s] f*. Remarquons que le morphisme A -linéaire
t: M, [s]f*— M [s]f*
qui envoie s‘v @ f* sur (s+1)fv ® f° est un automorphisme D-linéaire. En posant

b(s)=b'(s—I—k),P(s)=Q(s—I—k) et en appliquant t~'~* on trouve I’équation fonction-
nelle du théoréme 3.1.1.

bR EH=P()fu®f%). O
En appliquant les morphismes de spécialisation @, a I’équation fonctionnelle on trouve

I'égalité dans M,
b f'lu=P)f'"* u, VieZ.

Ceci démontre le résultat suivant

CoROLLAIRE 3.1.2. — Si M est un D-module de dimension minimale, le D-module M s
est de type fini.
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DeFiniTION 3.1.3. — On appelle polynéme de Bernstein-Sato d’un élément ue M relati-
vement a f€ A le polynéme minimal de 'action de s dans le D-module

D[sj(u ® )
D[s]fu®f*)

REMARQUE 3.1.4. — F. Geandier [G] a utilisé I’équation fonctionnelle dans cette situation
générale pour définir le polynéme de Bernstein-Sato générique d’une famille a un paramétre
d’hypersurfaces complexes. Elle en déduit a partir de [K 1] que ce polynéme a priori a
coefficients dans le corps des fonctions de l'espace de paramétres est en fait a racines
rationnelles. On peut conjecturer plus généralement que le polyndome de Bernstein-Sato de
tout élément d'une algébre de dimension minimale de la classe considérée dans cet article a
ses racines rationnelles. Remarquons qu'une telle algebre est excellente [EGA1V] et l'on
dispose donc du théoréme de résolution des singularités de Hironaka [H].

3.2. DIMENSION MINIMALE ET LOCALISATION. — Une fois acquis le fait que M, est un
D-module de type fini nous allons montrer qu’il est en fait de dimension minimale.

THEOREME 3.2.1. — S§i M est un D-module de dimension minimale, M, est aussi un
D-module de dimension minimale pour tout fe A.

Preuve. — Conservons les notations précédentes et soit N’ un D [s]-module de type fini
tel que N=D (s) ®pyN'. En vertu du théoréme 2.2.1

dimp, ,, (N) 2dimp (N’ ®, 1 (k [s)/(s = 1))

pour [ général. Mais dh(D (s))=dh(D) (th. 2.2.3), dim(gr(D(s)))=dim(gr(D)) et
d’apreés le corollaire 1.2.3, le D-module N’ ®, ; (k[s]/(s— ) est de dimension minimale
pour / général. Soit « un élément de M. Il existe un élément ve N et un entier r<0 tels
que u® f*=f"v. Soit v un élément de N’ et P(s)ek[s]—{0} tels que v=P(s) " 'v".
Choisissons /e Z < k tel que I<r, B())#0.On a

QPO )=u
et donc le morphisme

Ql: N,—)Mf

est surjectif. Donc M, est un quotient de N' ®; (k[s]/(s— 1)) pour l€Z, I<0 et M est
de dimension minimale. O

4, Applications a la théorie des 9y-modules sur une variété non singuliére

Dans ce paragraphe nous allons déduire de fagon uniforme les propriétés de finitude
de la théorie des Dy-modules qui étaient traitées cas par cas ([B], [K 1], [K 2], [Bj3]).
Dans le cas analytique complexe ces propriétés étaient déduites du théoréme de constructi-
bilit¢ des solutions holomorphes d’un systéme holonome ([K 1], [K2]). Dans le cas
p-adique c’est justement ce théoréme qui pose probléme ([R 1], [R 2]). C’est précisément
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cela qui nous a obligé & développer les méthodes purement algébriques du paragraphe 2.
Aussi nous commengons par le cas complexe qui se traite de maniére algébrique & partir
du théoréme de Frisch [Fri]. '

4.1. CAs DES 9x-MODULES SUR UNE VARIETE ALGEBRIQUE SUR UN CORPS DE CARACTERIS-
TIQUE NULLE OU ANALYTIQUE COMPLEXE. — 4.1.1. Soit (X, Ox) une variété algébrique non
singuliére sur un corps k de caractéristique nulle ou une variété analytique complexe
(k=C). On note 2 le faisceau des opérateurs différentiels k-linéaires d’ordre fini a
coefficients dans Oy [EGA 1V], §16. Rappelons que 2x= \U Z% ou les 2% sont définis

r20
par récurrence comme dans le paragraphe 1.1.3. Ce faisceau est un faisceau d’anneaux
cohérent filtré. Ceci résulte de la cohérence de Oy (¢f. [M 1]). Si A est un Zy-module
cohérent, sa variété caractéristique Ch () est définie 4 1’aide des bonnes filtrations
locales. Il s’agit d’une sous-variété homogéne du fibré cotangent T*X. De plus si 4 #0
on a I'inégalité de Bernstein dim (Ch (#)) =dim (X) (¢f. [M 1]; comparer avec le corollaire
1.2.3). On en déduit 4 laide de la théorie des anneaux filtrés (cf. 1) que pour toute
carte affine K (resp. polycylindre complexe), dh (I' (K; Z)) = dim (X) et sans faire appel
au théoréme 1.1.4. Notons que Dy, ), =T (K;Px) et rappelons qu'un ZPyx-module .4
est cohérent si et seulement si pour tout K assez petit on a:

A (K) est un 2 (K)-module de type fini
Dy, xPoya) M K)= M,  VxeK (resp.eK).

(¢f. M 1]). On appelle Zx-module de dimension minimale un Py-module cohérent .# tel
que dim (Ch (#))=dim (X). Soit Y une hypersurface de X (définie localement par une
équation) d’idéal #y. Si # est un Px-module (a4 gauche) posons:

M (xY):= lim Homg, (%%, H).
k

C’est un Zx-module (2 gauche).

THEOREME 4.1.2. — Si M est un Dy-module de dimension minimale, # (¥Y) est encore
un Dx-module de dimension minimale.

Preuve. — Si K est une carte affine (resp. un polycylindre complexe) au-dessus de
laquelle Y est définie par une équation f=0, on a en vertu de la cohérence de .#

Dx.x Poy i) M (¥ Y)(K)= M (xY),, VxeK (resp.eK).

11 suffit de montrer donc que le 9y (K)-module 4 (xY) (K) est de dimension minimale
pour tout K assez petit. Posons A := 0y (K), qui est une k-algébre noethérienne (c’est le
théoréme de Frisch [Fri] dans le cas analytique complexe) ayant les propriétés (i), (ii),
(iii) de 1.1.2. Si f=0 est une équation de Y au voisinage de K on peut appliquer la
théorie du paragraphe 3 a A, 4 (K), f et trouver que . (xY)(K)=.#(K), est un
9y (K)-module de dimension minimale. [
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A partir du théoréme 4.1.2 on en déduit par les méthodes standard que la catégorie
des complexes bornés a cohomologie de dimension minimale est stable par cohomologie
locale algébrique, par image inverse et par produit tensoriel interne,

Soit # un Ox-module cohérent et Y = X une hypersurface de X. Si on se donne une
structure de Py-module a gauche sur F (¥Y)= 0y (¥Y) ® &, la restriction de & (xY) a
U:=X\Y est un Zy-module lisse (i.e. fibré vectoriel & connexion intégrable). En
particulier % (xY) |U est de dimension minimale. On a le théoréme suivant qui étant
annoncé dans I'introduction de [K 2] ne nous semble pas démontré

THEOREME 4.1.3. — Le Dy-module & (¥Y) est de dimension minimale.

Preuve. — En utilisant le critére précédent on voit que la seule chose 2 montrer est
que Z (xY) (K) est un 2, (K)-module de dimension minimale pour K carte affine (resp.
polyc. complexe) assez petite. Posons A:=0x(K), D:=2x(K)=D,,, F:=%(K),
M:=F ;=% (xY)(K) ou f=0 est une équation de Y au voisinage de K.

Voyons que Ext, ; (M, D,)=0 si i#dim (X). Si p = A est un idéal premier tel que f¢p,
alors M, est un D -module (® qui est un A -module de type fini. Mais la filtration
constante (M,),=M, est une bonne filtration pour laquelle gr (M,)=M, et la structure
de gr(D,)-module provient de I'augmentation gr(D,) — A,. Donc I'idéal ann,, p, ,(M,)
contient I'idéal {, .. .,X,) ou x; est la classe dans gr(D,) de 9, {0,, ...,0,} étant une
base de Der, (A). Donc

codimp, (M,)2n=dim (X)=dh (D,).

On trouve donc que Ext;',v M,,D,)=0, VpeSpec(A), fé¢p si i#dim(X). Comme
Extl, (M, D) est un A -module on en déduit que

Exth, (M,D)=0 si izdim(X).

Une fois ce fait acquis on peut répéter les arguments du paragraphe 3 pour trouver que
F,=% (*Y)(K) est un 9y (K)-module de dimension minimale. [J

ProrosiTioN 4.1.4. — Soit Y = X une hypersurface et M un Dy-module cohérent dont
la restriction a U:=X\Y est de dimension minimale. Alors M (*¥Y) est un Dx-module de
dimension minimale.

Preuve (voir [K 2]). — 1l s’agit de "analogue faisceautique de la proposition 1.2.7. Le
Dy-module Exty, (Exty, (M, Dy), Dx) est de dimension minimale et prolonge la restric-
tionde #aU.Ona

Extly, (Exty, (M, Dy), D) (x Y) = M (xY)

et la proposition 4.1.4 est une conséquence du théoréme 4.1.2. [0

(® Remarquons que I'anneau D, est du type Diff.
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4.2. CasFORMEL. — Soit A une k-algebre noethérienne, réguliére ayant les propriétés
(1), (ii), (iii) de 1.1.2. Il résulte du théoréme 1. 1.4 de Bjork que si k est de caractéristique
nulle, dh (D,,)=dim (A). Donc le D,,-module a gauche A est de dimension minimale
puisque codimy, Ak (A)=codim,, k) (A)=dim (A). Appliquons les résultats de la section
du paragraphe 3 a I'algébre A. On trouve que pour tout élément u d’un D, ,-module de
dimension minimale, I’action de s dans le D, ,-module

DA/k [lu®f")
Daplslf(u®f’)

admet un polynéome minimal. En particulier si A=k[[x,, ..., x,]] on a I"équation fonc-
tionnelle

b f'=P(s)f1’
pour toute série formelle f[Bj 3].

Considérons maintenant une extension fidélement plate A — B de k-algébres noethé-
riennes réguliéres de dimension n ayant les propriétés (i), (ii), (iii) de 1.1.2, telles qu’il
existe xy, ...,x,€A et 8y, ...,0,eDer, (B) avec 0;(A) € A, 0,(x)=90;;, Vi, j=1,...,n.
On a donc des isomorphismes filtrés

B®aDyj>Dgy

DA/k ®, B~ DB/k

ij>

et 'extension D,, — Dy, est fidélement plate a gauche et a droite. Si M est un
D, -module de type fini (resp. de dimension minimale), M':=Dg, ®DA/kM est un
Dgj-module de type fini (resp. de dimension minimale). On en déduit que si u est un
¢lément d’'un D, -module M de dimension minimale et ' :=1® ueM’, le polynéme
minimal de Iaction de s dans le D,,-module

Dy [s] (u ® £7)
Dy [s1f(u® )

est égal au polynéme minimal de I’action de s dans

Dy [s] (' ® f°)
DB/k [s1f( ®£%)

pour tout élément fe A. En particulier si A=C{x;,...,x,} et B=C[[xy,...,x,]], le
polynéme de Bernstein-Sato d’une série convergente fe A est égal au polyndéme de
Bernstein-Sato de la série formelle f.

Dans le méme ordre d’idées on a la proposition suivante

ProposITION 4.2.1. — Soit M un D, -module de dimension minimale, ueM et feA.
Notons b(s) le polynéme de Bernstein-Sato de ueM relativement a feA et b,(s) le
polynéme de Bernstein-Sato de u @ 1€M,, relativement a f® 1€ A,,, pour me Specmax (A).
Alors on a:

b(s)=p.p.c.m.{b,,(s)| meSpecmax (A),f¢m}.
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Preuve. — Comme les extensions A — A, et Dy, — D, , sont plates, on a des
isomorphismes :
D, [s fs D sju® f°
A,,.@( A/k[_](u® s) >: Ant 1€ ) s me Specmax (A)
Duulslfu®f%) ) Dy, ulslf(u®f7)

et le polynome minimal d’un endomorphisme d’un A-module est le p.p.c.m. des poly-
noémes minimaux des endomorphismes induits sur les localisés aux idéaux maximaux. O

En particulier, le polynome de Bernstein-Sato d’un polynoéme fe C[X] est le p.p.c.m.
des polyndémes de Bernstein-Sato des germes analytiques de f aux points de ’hypersurface
f=0. Ce résultat était connu de Briangon-Maisonobe.

4.3. Cas DES ALGEBRES DE TATE. — Soit K un corps de caractéristique nulle muni d’une
valeur absolue |.| ultramétrique complet. Rappelons que I'algébre des séries restreintes
T,:=K{x,,...,x,) est la sous-algébre de K[[x,,...,x,]] des séries formelles ) a,x*

telles que |a,| -0 quand |o| - co. Remarquons que la K-algébre T, est noethérienne
réguliére et vérifie les propriétés (i), (ii), (iii) de 1.1.2 (¢f. [B-G-R], [F-vdP]). Par la
théorie générale on sait que dh(Dy, x)=dim(T,)=n (th. 1.1.4) et le Dy x-module T,
est de dimension minimale. Si feT, est une série restreinte non nulle, en vertu des
résultats du paragraphe 3 il existe un polynome non nul b,(s)eK[s] et un opérateur
P (s) e Dy, i [5] tels que I'on ait I'équation fonctionnelle

b, (s)f*=P (s) ff".

De fagon générale on appelle algébre de Tate une K-algébre A~T,/I quotient d’une
K-algébre T, [T]. Soit A une K-algébre de Tate. Rappelons que ’on dispose du A-module
des différentielles de type fini universel Qf x muni d’une dérivation

d: A—Qf

(¢f. [F-vdP)). Si A est réguliére de dimension n, Qf x est un A-module projectif de rang n.
Considérons la condition suivante:

(i) T 11 existe x,...,x,€A (n=dim(A)) tels que dx,, ...,dx, est une A-base de
Qf k.

Remarquons que la condition (iii) T entraine la condition (iii) de 1.1.2. Donc si A
est une K-algébre de Tate réguliére ayant les propriétés (i), (ii) de 1.1.2 et la propriété
(iii))T, on peut lui appliquer la théorie du paragraphe 3. On a en particulier
dh (D, )=dim(A) et la notion de D, -module de dimension minimale.

4.3.1. Soit (X, Ox) est une K-variété analytique rigide non singuliére purement de
dimension n (c¢f. [T], [B-G-R], [F-vdP]). Nous appellerons «carte affinoide» de X un
ouvert affinoide U < X muni des sections xy, . . ., x,€0x (U) telles que {dx,, ..., dx,}
forment une Oy (U)-base de Qf, y)x-

On dispose du faisceau des 1-différentielles sur X, Qy (cf. [F-vdP]) qui est Ox-localement
libre de rang n. En fait, si (U;x,) est une carte affinoide de X, {dx,, ...,dx,} est une
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Oy-base de Qu, et Oy (U) est une K-algeébre de Tate réguliére ayant les propriétés (i), (ii)
de 1.1.2 et (iii)T. De plus, il existe des recouvrements admissibles de X par des cartes
affinoides.

On définit le faisceau Py des opérateurs différentiels K-linéaires a coefficients dans
Ox comme dans 1.1.3. Ceest un faisceau d’anneaux non commutatifs filtré par les
2% ={ opérateurs d’ordre <r}, r0. Pour chaque carte affinoide (U;x;) de X, notons
0;: Oy — Oy la dérivation par rapport & x;, i=1,...,n. La famille {0}, <, est une
Oy-base 4 droite et 4 gauche du faisceau P%|y. On a donc, Py (U)=Dy, k- Remar-
quons que si (U; x;) est une carte affinoide de X et V= U est un sous-domaine affinoide
(¢f. [B-G-R]), alors (V; x;|y) est aussi une carte affinoide et

Dx(V)=0x (V) ®ox ) % (U)=2x(U) ®(9x ) Ox (V).

De plus si xeX, la fibre de O en x, Oy , est une K-algébre noethérienne réguliére ayant
les propriétés (i), (ii), (i) de 1.1.2 (¢f. [B-G-R]) et on a Dx =D, -

Un 9y-module .# est par définition cohérent s’il existe un recouvrement admissible %
de X par des cartes affinoides tel que pour chaque Ue%, il existe une présentation finie

Dy — Dy — M|y~ 0.

On a la notion de bonne filtration pour des tels 2y-modules, par exemple comme dans
[M1].

A Taide du théoréme d’acyclicité de Tate ([T]; ¢f. aussi [B-G-R], [F-vdP]), de I’égalité
entre les premiers groupes de cohomologie de Cech et ordinaire et la commutation de ce
dernier avec les limites inductives (cf. [A]) on démontre que H' (U; .#) =0 pour tout D«-
module cohérent ./ et toute carte affinoide U de X sur laquelle .# admet une présentation
finie. Ainsi, on peut recopier les résultats de [M 1] pour trouver I’équivalence entre les
propriétés suivantes :

(a) A est un Dy-module cohérent.

(b) 1l existe un recouvrement admissible # de X par des cartes affinoides tel que pour
chaque Ue% on a

(b-1) A (U) est un 2y (U)-module de type fini.

(b-2) Pour tout sous-domaine affinoide V £ U,

MNV)=Dx (V) ®.@x(U) M (U) (=0x (V) ®(9x(U) A (V).

(¢) 1l existe un recouvrement admissible % de X par des cartes affinoides tel que pour
chaque Ue# ona

(c-1) A (U) est un 2 (U)-module de type fini.
(c-2) Pour chaque xeU, A, =Dy ,® M (U)(=0x ,® 4 (U)).

Dans une suite exacte a trois termes de Dy-modules, si deux d’entre eux sont cohérents,
le troisiéme 1’est aussi.
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Si M est un Py-module, on dira qu’il est de dimension minimale s’il existe un
recouvrement admissible % de X par des cartes affinoides tel que pour chaque Ue%
on a

(d-1) A (U) est un Dy (U)-module de type fini et de dimension minimale.
(d-2) Pour tout sous-domaine affinoide V < U,

M(V)=Dx (V) ®£zx(U) M (U) (=0x (V) ®0X(U) A (U)).

Tout Py-module de dimension minimale est cohérent. Le faisceau structural O est un
9y-module de dimension minimale.

Si U est une carte affinoide de X, xeU et m, est I'idéal maximal de Oy (U) associé
a x, le morphisme Oy (U),, — Oy , induit un isomorphisme sur les complétés associés
(cf. [B-G-R]), et donc il est fidélement plat. D’aprés la remarque 2.2.5, si .4 est un
9x-module cohérent, il y a équivalence entre les propriétés suivantes.

(e) M est de dimension minimale.
(f) M, estun Dx =D, x-module de dimension minimale, pour tout xeX.

Dans une suite exacte a trois termes de Px-modules cohérents, le terme au milieu est
de dimension minimale si et seulement si les termes aux extrémes sont de dimension
minimale.

Si Y = X est une hypersurface d’idéal # et 4 est un Px-module, on définit comme
dans le cas classique

M (¥Y):=R lim Homg, (%%, M)=Ox (*Y) ®, M

k

Ralgly (#):=R lim Hom (Ox¥y, H).

k

On a un triangle distingué

+1
Ralgl'y (M) > M — M (XY) —>.

THEOREME 4.3.3. — Si M est un Dy-module de dimension minimale et Y est une
hypersurface de X, alors M (*xY) est aussi un Dy-module de dimension minimale.

Preuve. — Soit % un recouvrement admissible de X par des cartes affinoides tel que
pour tout Ue% I'hypersurface Y est définie par une équation /=0 et .# |, admet une
présentation finie. Si Ue% et Y N\ U={f=0}, alors

M (xY) (V)= (U),
et
//(*Y)xl“('/”x)f:*@x,x ®9x (U)%(*Y) )
pour tout xeU. D’aprés le théoréme 3.2.1, 4 (xY)(U) est un 2 (U)-module de
dimension minimale. Par conséquent # (xY) est un Dy-module de dimension

minimale. O
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COROLLAIRE 4.3.4. — Si M est un Dy-module de dimension minimale et Y est une
hypersurface de X, alors le complexe R alg 'y (M) est a cohomologie de dimension minimale.

4.4. Cas DES ALGEBRES DE DWORK-MONSKY-WASHNITZER. — Soit (W, m= (7)) un anneau
de valuation discréte complet, de corps résiduel k de caractéristique p=0 et de corps de
fractions K de caractéristique 0. Le corps K est un corps valué complet ultramétrique.
Considérons le complété m-adique W[)_A(] de l’'anneau de polynomes W[X,, ..., X,]. Ses
éléments sont les séries formelles Y a, X* telles que

o

lim v, (a,)= + 0.

le|=o0

On a un isomorphisme canonique W [X] ® w K ~T,.

On définit la W-algebre de Dwork-Monsky-Washnitzer W [X]" (DMW pour simplifier)
comme la sous-algébre de W [f(_] des séries Y a, X* telles qu’il existe une constante C stric-

o

tement positive avec
U, (a)=Cla|  pour |oa|>0

(¢f. [M-W], [vdP]).
De méme on définit la K-algebre K [X]' de DMW par

KXI':=K®@wyW[X] =T,

Voici quelques propriétés algébriques de W [X]' et K [X]':

— WIX]' et K[X] sont des anneaux noethériens (cf. [Fu]).

— L’idéal m W[X]' est contenu dans le radical de Jacobson (cf. [M-W]) et donc les
extensions W [X]' — W [X] et K [X]" — T, sont fidélement plates.

— W[X]" est un anneau régulier (¢f. [M-W]) dont tous les idéaux maximaux sont de
hauteur n+ 1. Donc, K [X]"=W [X]', est un anneau régulier équicodimensionnel de dimen-
sion 7.

— L’anneau K [X]' satisfait un théoréme de préparation et division de Weierstrass
(cf. [vdP]), ce qui entraine en particulier un lemme de normalisation, que tout idéal
maximal de K [X]' est engendré par des polyndmes de K[X] et que les corps residuels
dans les idéaux maximaux sont des extensions finies de K.

D’aprés les propriétés précédentes, on conclut que la K-algébre noethérienne réguliére
K [X]' vérifie les propriétés (i), (ii), (iii) de 1.1.2. Par la théorie générale on sait que
dh (D x;tx) =dim (K [X]") =7 et que le Dy (y," x-module K [X]" est de dimension minimale.
Si fe K[X]" est un élément non nul, en vertu des résultats du paragraphe 3 il existe un
polynémz non nul b, (s) e K [s] et un opérateur P (s) € Dy (x;'x [s] tels que I’on ait I’équation
fonctionnelle

by (s)f*=P(s)ff".

Remarquons qu’on peut aussi appliquer les résultats de 4.2 a I'extension K [X]" - T,.
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Plus généralement on appelle W-algébre (resp. K-algébre) de DMW un quotient de
W [X]F (resp. de K [X]"). Rappelons aussi qu’étant donné une W-algebre A, le complété de
DMW de A, noté Af, est défini (¢f. [M-W]). Il s’agit d’une sous-algébre du complété
m-adique A de A. Si A est de type fini sur W, ou plus généralement, est de type fini sur
une W-algébre de DMW, alors A' est aussi une W-algbére de DMW.

On a les propriétés suivantes:

— Si A est une W-algébre de DMW et r=1, A,=A/m" A est une algebre de type fini
sur W,=W/m". Pour r=1 on notera A=A/mA.

— Si A est une K-algébre de DMW, tous les idéaux maximaux sont K-algébriques.

— Si A est un W-algebre plate de DMW, alors A est biéquidimensionnelle de dimen-
sion r+1<>A est biéquidimensionnelle de dimension r<>K ® A est biéquidimension-
nelle de dimension r.

4.4.1. Soit A une W-algébre de DMW formellement lisse (c¢f. théoréme A.195).
Considérons la propriété suivante :

(iii) DMW il existe x,,...,x,€A tels que dx,, ...,dx, est une A-base de Q} cf.
Appendice Déf. A .9.

Remarquons que si A est une W-algébre de DMW formellement lisse, équicodimension-
nelle de dimension n+ 1 et vérifiant (iii) DMW, alors la K-algebre noethérienne réguliére
K®wA (c¢f. [M-W], th. 6.3) satisfait les propriétés (i), (ii), (iii) de 1.1.2 et on peut lui
appliquer la théorie du paragraphe 3. On a en particulier dh (D g ox)=dim (K ® A)=n
et la notion de Dy g 5 x-module de dimension minimale.

ProPOSITION 4.4.2. — Soit A une W-algébre de DMW formellement lisse vérifiant la
propriété (i) DMW. Alors il existe une famille {A®}, _n d’opérateurs différentiels
W-linéaires de A tels que

6} A(“)(xﬂ)=<ﬁ>x"*°‘, o, BeN".
X M E:

De plus, la famille { A®} est déterminée de fagon unique par la condition (1) et vérifie
aussi les relations
a+p

A® o AB = AB) o A® _—_<
Lo

>A‘°‘+'”, o, BeN".

Enfin, pour tout entier 120, les { A®},, <, forment une base du A-module a gauche (ou a
droite) Dy .

Preuve. — 11 suffit d’appliquer le théoréme A. 16, A. 14 et de recopier celle du théoréme
16.11.2 de [EGATV]. En fait on a alA®=0% aeN", ou ¢’ est la dérivation par rapport
ax,i=1,...,n. O

FEtant donné une W-algébre de DMW A, on définit avec [Mer] et [L] le « schéma affine
formel faible » associé & A, noté Spff(A), comme I’espace annelé dont I’espace topologique
sous-jacent est X=Spec(A) et les sections du faisceau structural Oy sur un ouvert
principal X7, avec fe A, coincident avec (A ;). Rappelons que si M est un A-module, on
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a un faisceau de Ox-modules associé, que ’on note M (voir loc. cit. pour les détails et en
particulier pour les propriétés cohomologiques de ces faisceaux).

Un W-schéma formel faible est un espace annelé en W-algébres (X, Oy) tel qu’il est
localement isomorphe a un schéma affine formel faible. Notons que sur un W-schéma
formel faible (X,0x) il existe un faisceau des différentielles Qy et une dérivation
d: Ox — Qy, de maniére que si U< X est un ouvert tel que (U, Ox|) soit un schéma
affine formel faible, alors Qy |y est le faisceau associé au Oy (U)-module Q}yx wyw (corol-
laire A.12). En fait on peut aussi faisceautiser de la méme fagon la construction des
parties principales séparées (cf. A.13).

Si (X, 0x) est un W-schéma formel faible, alors (X, Ox/m Oy) est un schéma k-algé-
brique.

Nous dirons pour simplifier qu'un W-schéma formel faible (X, Ox) est lisse si localement
il est isomorphe a un schéma affine formel faible Spff(A) avec A W-algébre de DMW
formellement lisse (c¢f. [M-W]). Ceci est équivalent a dire que Oy est un faisceau de
W-algébres plates et que (X, Ox/m Ox) est un schéma algébrique lisse sur k (¢f. théo-
réme A.15).

Si (X, Oy) est un W-schéma formel faible lisse, purement de dimension #, il existe un
recouvrement % de X par des ouverts affines tel que
(*) (U, 0y) est un W-schéma affine formel faible.

(**) 1l existe x,, . . ., x,€ Oy (U) tels que dx,, . . .,dx, forment une Oy-base de Q.

Remarquons que si U € X est un ouvert vérifiant les propriétés (*¥), (¥**) et VS U
est un ouvert principal, alors V vérifie aussi les mémes propriétés. De plus, la W-algebre
de DMW 0 (U) satisfait la propriété (iii) DMW.

Si (X, 0x) est un W-schéma formel faible lisse, purement de dimension n,
on définit pour chaque r=0 le faisceau P%,, = Endy (Ox) des opérateurs différentiels
Wh-linéaires a coefficients dans Oy d’ordre <r, comme dans [EGAIV], §16. Le faisceau
des opérateurs différentiels W-linéaires a coefficients dans @y est par définition
Dxpw:= U Dxw < Endy (Ox). Donc, Py y, est un faisceau d’anneaux (non commutatifs)

r=z0

filtré.

Si % est un recouvrement de X par des ouverts affines ayant les propriétés (*), (**)
ci-dessus, alors, d’aprés la proposition 4.4.2, sur chaque Ue# il existe une famille
unique {A®}, = Dx,w (U) telle que A® (x")=<B)x“"‘. De plus les {A®} forment

o

une Oy-base a droite et & gauche de Dy | [EGAIV], th.16.11.2.

Soit maintenant X= (X, 0yx) un W-schéma formel faible lisse, purement de dimension
n, et considérons I’espace annelé Xy :=(X, O, =K ®y Ox). On définit comme avant le

faisceau des opérateurs différentiels Dy x = U Pxx < Endg (Ox,). Soit % un recouvre-
r=20

ment de X par des ouverts affines ayant les propriétés (*), (**). On a

= Dxyx =K ®w D%w pour tout r20.
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— Pour chaque Ue% et chaque r=0, Py, |y est un Oy, |y-module libre a droite et
gauche de base {0}, <, OU 0;:0x, |y — Ox, |u est la dérivation par rapport d x,,
i=1,...,n

— Il existe un isomorphisme canonique Sym (Dery (Ox,)) ~ gr (Zx, x)-
— Dy €st un faisceau d’anneaux cohérent.

— Si Ue%, Ox, (U)=K ®y 0x (U) est une K-algebre de DMW réguliére vérifiant les
propriétés (i), (ii), (iii) de 1.1.2 et

Dxx (U)=Dgy wyx =Dk e, ox wyx-

— SiUe% et V < U est un ouvert principal, alors

2 Xg/K V)= (OXK V) ®0XK(U) 9 Xk/K U)=2 Xk/K ) ®0xK(U) o Xk V).

On a la notion de bonne filtration pour les Py, -modules cohérents. Si ./ est un
Dy, x-module, on peut recopier [M 1], exp. 1, comme dans 4.3. 1 pour avoir 'équivalence
entre les propriétés suivantes:

(@) A est un Dy -module cohérent.

(b) 11 existe un recouvrement % de X par des ouverts affines ayant les propriétés (*),
(**) tel que pour chaque Ue% on a

(b-1) A (U) est un Dy, x (U)-module de type fini.
(b-2) Pour tout ouvert principal V£ U,

MNV)=9 Xk/K V) ®@XK/K w# (U) (=0Oxy V) ®0XK w # (U)).

(c) 1l existe un recouvrement % de X par des ouverts affines ayant les propriétés (*),
(**) tel que pour chaque Ue% on a

(c-1) A (U) est un Dy (U)-module de type fini.
(c-2) Pour chaque xeU, A, ~Dy x . ® M (U)(=0x, . ® 4 (U)).

Dans une suite exacte a trois termes de Py, x-modules, si deux d’entre eux sont
cohérents, le troisiéme I’est aussi.

Si M est un Py, -module, on dira qu’il est de dimension minimale §’il existe un
recouvrement % de X par des ouverts affines ayant les propriétés (*), (**) tel que pour
chaque Ue% on a

(@-1) A (U) est un Dy, (U)-module de type fini et de dimension minimale.
(d-2) Pour tout V £ U ouvert principal,

MNV)= Dy x (V) ®@xK,K(U) M (U) (= 0x (V) ®(9xK(U) A (U)).

Tout Py, x-module de dimension minimale est cohérent. Le faisceau structural Oy, est
un Yy, x-module de dimension minimale.
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Dans une suite exacte a trois termes de 9y-modules cohérents, le terme au milieu est
de dimension minimale si et seulement si les termes aux extrémes sont de dimension
minimale.

Soit X=(X, Ux) un W-schéma formel faible lisse de dimension pure n et Z=(Z, 0,)
un sous-espace ferme de Xy = (X, Ox,). Soit £, = Oy, l'idéal de Z et soit ¥ =9, Oy.
L’espace Y=(Y, 0y), avec Y =supp (Ox/¥) et Oy=(0x/¥) |y, est un sous-schéma W-plat
de X, et en fait Z=Yy.

Le k-schéma associé a Y, Y= (Y, Oy/m 0y), est aussi une sous-variété de X.

Si . est un complexe borné de P, x-modules, on définit comme dans le cas classique

R.# (x Z):=R lim Home, (5%,.4)

k

Ralgl'z(#):=R lim Hom,, (Ox, /Iy, M).

k

On a un triangle distiﬁgué de cohomologie algébrique

RalgT, (A) - M - RM(xZ) .

THEOREME 4.4.3. — Si M est un complexe borné de D, -modules a cohomologie de
dimension minimale, alors RalgI'; (/) et R M (x Z) sont aussi a cohomologie de dimension
minimale.

Preuve. — 11 suffit de traiter le cas ou Z est une hypersurface et .4 est un
Dy x-module de dimension minimale. Dans ce cas,

RM(xZ)=M (L) =M Qoy Ox, (*Z).

Alors on peut raisonner comme dans le théoréme 4.3.2 pour déduire que # (* Z) est
un Py, x-module de dimension minimale. D’apres le triangle de cohomologie algébrique,
R alg"; (#) est aussi a cohomologie de dimension minimale. O

REMARQUE 4.4.4. — Les résultats précédents se transposent sans difficulté au cadre des
W-schémas formels (topologiquement) de type fini et lisses.

Si X=(X, 0x) est un W-schéma formel faible lisse et Y=(Y,0y) = X est une hyper-
surface W-plate, notons j:U=X\Y X linclusion. Le faisceau j,j ' Ox (resp.
K ®wJ,Jj ! 0x) est analogue au faisceau des fonctions a singularités essentielles le long
de Y dans le cas analytique complexe. Il a une structure naturelle de %y y-module a
gauche (resp. 9, x-module & gauche). En fait il porte une structure plus fine, comme
I’on remarque dans I’exemple suivant.

ExeMPLE 4.4.5. — Notons X,= (X, Ox/m" Ox) la réduction modulo m" de X. Il s’agit
d'un W,-schéma lisse de type fini. Soit D'y, le sous-faisceau de Endy(Ox) formé par
les endomorphismes P tels que pour chaque r=1 la réduction modulo m" de P, P,
est un opérateur différentiel et il existe >0 avec ord (P,)<A(r+1). Par exemple si X
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est 'espace affine formel faible Spff (W [X]Y), les sections globales de D'y sont les séries
Y 8 s X*AP telles que Y g, (X*YPeW [X, Y], ou les A® sont comme dans la propo-
a, B a, B

sition 4.4.2. Si Y c X est une hypersurface W-plate et j: U X est linclusion de I'ouvert
complémentaire, alors j,j~ ' Ox a une structure naturelle de D'y -module & gauche.
Le cas analytique complexe ((Mel], [Me?2], [Me3]) suggére que j,j~' Ox ait de bonnes
propriétés de finitude sur D'y, du moins aprés tensorisation par K. Remarquons aussi que
Pextension Dy QwK = D'y,w ®w K n’est pas fidélement plate, ce qui fait penser que le
faisceau D'y g ®w K pourrait étre I'anneau de base pour les bons coefficients p-adiques

(¢f. [Me-N]).

REMARQUE 4.4.6. — P. Berthelot [Be 2] a défini indépendamment le faisceau D'y, dans
le cadre des schémas formels. Il a défini une filtration de D'y, par ses sous-faisceaux
d’opérateurs différentiels d’échelon j qui sont des faisceaux cohérents et noethériens. Il en
déduit que le faisceau D'y ;w QwK est cohérent!

APPENDICE A
CALCUL DIFFERENTIEL SUR LES ALGEBRES DE DMW

Dans cet appendice nous allons transposer quelques résultats de [EGAIV] dans le
contexte des W-algébres de DMW.

+

A.1. Si A, B sont deux W-algébres de DMW, J’algébre A ® w B:=(A ®wB)t est le

coproduit de A et B dans la catégoric des W-algébres de DMW. De plus on a des
t

isomorphismes canoniques (A ® y B),~A, ®y, B,, d’aprés [M-W], th. 1.4.
Si A est une W-algébre de DMW, notons g,: A ®w A — A I"augmentation naturelle
t
et €:A® wA — A I'homomorphisme induit par g,. Notons aussi I (resp. .#) le noyau de
€, (resp. de ).

LEMME A .2. — Avec les notations précédentes, si x4, . . ., x, sont des générateurs faibles
de A (cf. [M-W], def. 2.1), alors # est l'idéal engendré par x,® 1—1® x,,i=1,...,n.
En particulier, ¥ =1°.

Preuve. — Soient X, ...,X,, Yy, ...,Y, des indéterminées. Pour chaque e N* non
nul, il existe des polyndmes a coefficients entiers P; ,(X,Y), 1 <i<n homogenes de degre
|o|—1, tels que

X =Y*=3 P X V(XY

i=1

Soit g un élément de .# et posons x;=x;® 1 —1 ® x;€.#, 1 <i<n. Il existe une série
GX,Y)=) g, X YPeW[X, Y]} telle que g=G (x® 1,1 ® x). Pour chaque o, e N"
a, B
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on trouve:

EFeDI®x)=3 1®x)P, ,x®L1®)x+1®x**"

i=1

Or, pour chaque i=1,...,n la séric G;(X,Y)=) g, ;Y*P, ,(X,Y) appartient a

a’ﬁ
WX, Y], et comme 0=¢(g)= ) g, sx*"?, ona
u’B
g=...=Y Gx®LI®XN%eF,....5). O
i=1

Rappelons la définition des algebres des parties principales [EGAIV], 16.3.7.

DEeFINITION A . 3. — Soit A une W-algébre de DMW. On désigne par Pf.‘/w, et l'on
appelle algébre des parties principales d’ordre | de la W-algébre A, I'anneau (A ® w A)/T'*?
muni de I’lhomomorphisme ac A (a® 1)+TI'" ' e(A ®@w AT

L’homomorphisme d’anneaux be A (1® b)+I'*'eP)  se note dy,. Rappelons
que pour chaque /=0 il existe un isomorphisme canonique de A-modules a gauche:

@€ Hom, (P)w, A) > ¢ d)yweDjw

(cf. 1.1.3 et [EGATV], prop. 16.8.8).

ProposITION A.4. — Le séparé associé pour la topologie m-adique de PfA/w est canoni-

1 ,,
quement isomorphe d (A ® w A)/#'* 1.

t

Preuve. — Notons 1:P}, v = (A ® wA)/#'*! 'homomorphisme canonique qui fait du
terme a droite le complété de DMW de celui a gauche ((M-W], th. 2.1). Pour démontrer
la proposition il suffit de voir que t est surjective. Soit x,, ...,x,€A des générateurs
faibles.

Pour chaque BeN" il existe des polynomes a coefficients entiers
R, s (X),yeN"|y|</+1, homogenes de degré |B|—|y| (ou nuls si |B|—|y|<0), et
Q, ;X,Y), ceN", |o|=I+1, homogenes de degré |B|—I—1 (ou nuls si |B|</+1) tels
que:

Y= T ROV T Q&[] XY

lylsi+1 lo|=1+1

"
Soit geA® wA; il existe une séric G(X,Y)=) g, § X*YPeW[X,Y]' telle que
a, B
g=G(x®1,1® x). Pour chaque yeN", |y|</+1 (resp. ceN",| o |=I+1) posons:

R, (X)=2 £, X*R, ((X)e W[X]]
o p

(1esp. Qo= 3. &4, p X" Qo s X, Y) e W [[X, Y]D.
@ p
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Il est clair que R, (X)e W [X]" (resp. Q, (X, Y)e W[X, Y]") et que:

g= Y R@I®xM+ ¥ QG®LI®x ][]

ly|Si+1 lo|=1+1
d’ou:
g+s =1 Y R@I@xN+TTY

lyisi+1

et T est surjective. [

DerFiNiTION A . 5. — Soit A une W-algébre de DMW. On désigne par 132,“,, et l'on
appeTlle algébre séparée des parties principales d’ordre | de la W-algébre A, I'anneau

t
(A ® wA)/ I muni de 'lhomomorphismeae A (a® 1)+ 1 e(A® wA)/ S

L’homomorphisme d’anneaux beA—(1@b)+S'"1eP, se note dj,. Si
©: P} ,w — Pl,w est 'homomorphisme canonique, on a d},w=1°d}w-

REMARQUE A.6. — Au cours de la preuve de la proposition A .4, nous avons démontré
que P!, v est un A-module de type fini, engendré par les 1 ® x, |y|SI+1.

CoROLLAIRE A .7. — Soit A une W-algébre de DMW et [20. L’application
peHom, (P} w,A)—o° daw € Diyyw

est un isomorphisme de A-modules a gauche.

Preuve. — Comme la topologie m-adique est séparée sur A, d’aprés la proposition
A .4 on a un isomorphisme canonique

¢eHom, (P}, A)>@-1e Hom, (P} v, A)

(A-linéaire = W-linéaire => continu pour la topologie m-adique), d’ou le corollaire. [

CoROLLAIRE A .8. — Avec les notations précédentes, le séparé associé pour la topologie
m-adique de Qj ,=1/1* est canoniquement isomorphe a 5|5,

Preuve. — 1l suffit de remarquer que Py (resp. l3,§/w) est la somme directe topologique
de A et I/I? (resp. et .#/52), et d’appliquer la proposition A .4 (comparer avec [M-W],
th. 4.5). O

DterFINITION A.9. — Soit A une W-algébre de DMW. On désigne par Q}s/w’ et I'on
appelle module séparé des différentielles de la W-algébre A, le A-module #/%*. On note
d:A— Q}‘/W la dérivation définie par da=(1 ® a—a ® 1)+ .#2, VaeA.

REMARQUE A.10. — Scit A une W-algébre de DMW et x, . ..,x,€A des générateurs
faibles. D’aprés la remarque A .6 on conclut que Q}‘/W est engendré comme A-module par
dx,, . . .,dx, (comparer avec [M-W], th.4.5 et [vdP], 2.3).

CoROLLAIRE A .11. — Soit A une W-algébre de DMW et M un A-module séparé pour
la topologie m-adique (par exemple M de type fini). Alors I'application

@ eHom, (3} ,w, M)~ ¢ °de Dery (A, M)
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est un isomorphisme de A-modules.

Preuve. — Elle est analogue a celle du corollaire A.7. [

CoROLLAIRE A .12. — Soit A une W-algébre de DMW et f un élément de A. Alors il
existe un isomorphisme canonique

(A ®, Q% w=0y lwe

Preuve. — Posons B=(A )} pour simplifier. Soit (pO:Q}\/w - ﬁ},,w le seul homomor-
phisme A-linéaire tel que @, ° EA/W = HB/W, et soit :B®, Q}.‘/W - Qé,w I’homomorphisme
B-linéaire qui s’en déduit.

Notons do: A, — Q) w=A;® Q) la différentielle et 5,: A, - B®, 0}y la dériva-
tion qui s’en déduit en composant avec l'application naturelle A,-linéaire A, ®,
Q1}./w ->B®,\ Q}\/w5

1\ .
80<%>=<ﬁ>®(a~wa)_<fl—fl)®(JA/wf)a J%EAI,

Voyons que 8, s’é¢tend (de fagon unique) & B. L’application &, est continue pour les
topologies m-adiques. Soit x,,...,x,€A des générateurs faibles et soit g un élément
de B. Il existe une série G(X, V)= Y g, X*Y'eW[X, Y] telle que g=G (x, f~!):

aeN" 120
x*\ M (0X%0X,) (x) I
SO(F)=i§1|:——fl ]@(HA/wxi)-<F—l>®(2A,wf),

Notons G; (X, Y) la dérivée par rapport & X; de G(X,Y) et G(X,Y)=) Ig, , X*Y'* 1,
a,l

Il est clair que ces séries appartiennent 8 W [X, Y]', d’ou la série Y. 8, (g,,,x*f ~") converge

a,l

vers I'élément de B ® , O} , suivant:
Z G; (E»f_ H® (HA/W X;)— G (J_C»f_ HN® (JA/Wf)-
i=1

Donc 8, admet un prolongement (unique) en une dérivation 6:B—->B® AQ,{,W. De la
on déduit Iexistence d’un seul homomorphisme B-linéaire y: 3} —> B ® AQ}\/W tel que
Yo dyw=25. Il est facile de voir que y=¢~'. O

REMARQUE A.13. — On a un résultat analogue du corollaire A .12 pour les algébres
séparées des parties principales.

A.14. Soit A une W-algébre de DMW et x,,...,x,€A tels que {dx,,...,dx,}
engendrent {3 5, comme A-module. Posons §;=(1® x,—x;® )+ #'*1eP) ,, 1<i<n.
On peut recopier [EGAIV], 16.11.1, pour démontrer que la famille {{*},, <, engendre
le A-module a gauche P y,.
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Nous allons étudier maintenant le cas formellement lisse. Rappelons tout d’abord le
résultat suivant ((EGAIV], O 4, et [M-W], def. 2.3).

THEOREME A.15. — Soit A une W-algébre de DMW. Les propriétés suivantes sont
équivalentes :

(a) A est une W-algébre formellement lisse (pour les topologies m-adiques) (voir [EGA V],
O19.3.1)-

(b) A, est une W ,-algébre lisse (pour les topologies discrétes) pour tout r=1.

(¢) A est plate sur W et A=A/mA est lisse sur k=W/m.

Le théoréme suivant généralise la proposition 16.10.2 de [EGAIV].

THEOREME A .16. — Soit A une W-algébre de DMW formellement lisse. Alors on a les
propriétés suivantes :
@) Qzlx/w est un A-module projectif (de type fini).

(i) L’homomorphisme canonique

N
¥: Sym, (Q}\/w) - gr,(A® wA)
est bijectif.

Preuve. — La partie (i) est démontrée dans [M-W], th. 4.6. Démontrons la partie (ii).
L’homomorphisme W est toujours surjectif. D’aprés le théoréme A.15, A, est une
W, -algebre lisse pour tout r=1. Notons I, le noyau de 'augmentation A, @y, A, - A,.
On peut appliquer la proposition (16.10.2) de [EGA IV] pour déduire que I’homomor-
phisme canonique

¥,: Sym,, (Q}&,/W,) - gr, (A, Qw,A)

est bijectif, pour tout r=1. Or, d’aprés le corollaire A.8, Q w =W, ®wQiw
est canoniquement isomorphe & W, ®yQ}yw, d’oi un isomorphisme canonique

0,: W, @y Sym, (Qk/w) 5 Sym a, (Q4,w,). Remarquons aussi qu’on a des homomor-
T

phismes canoniques A, : W, @y gr (A ® wA) — gr, (A, @y, A,), vérifiant
)"r ° (IdW, ® \P) = ‘Pr °Q,

Si he Sym}, (3} w) est annulé par ¥ alors ¥, (¢, (1 @ h)=0, Vr21, dot ¢,(1 ® h)=0,
Vrz1, cest-a-dire, 4 appartient a l'intersection des m’.Sym) (3}y), r=1, et comme
Sym) (Q}‘/W) est un A-module de type fini (¢f. remarque A.10), il est séparé pour la
topologie m-adique et A==0. Ceci démontre que ¥ est injectif, et donc bijectif. [

REMARQUE A.17. — Les propriétés (i), (i) du théoréeme A .16 sont analogues aux
propriétés qui apparaissent dans la définition des morphismes différentiellement lisses
((EGA1V], déf. 16.10.1). En fait elles jouent le méme role que ces derniéres si on se
restreint a la catégorie des W-algébres de DMW et aux modules de type fini, ou plus
généralement, aux modules séparés pour la topologie m-adique.
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