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LE PROBLEME DE CAUCHY RAMIFIE
SEMI-LINEAIRE D’ORDRE DEUX

Par Eric LEICHTNAM

0. Introduction

Cet article a pour objet I’¢tude du probléme de Cauchy ramifié semi-linéaire d’ordre
deux non caractéristique pour les opérateurs analytiques dont la partie principale est
linéaire et a caractéristiques simples. Plus précisément, nous considérons le probléme :

1) { a(x, D)u—f(x, Diu), <=0

Do u (x) [s=u, (x"), 0<h<d
ou 'opérateur a(x, D) est un opérateur différentiel linéaire d’ordre deux et a coefficients
fonctions holomorphes de x=(x), < ; < , au voisinage de I'origine de C***, ou I'hyperplan
S d’équation: x°=0 n’est pas caractéristique pour cet opérateur, ot f (x, Diu), <
désigne une fonction holomorphe de x dans un voisinage de 0e C**! et polynomiale en
les dérivées d’ordre <1 de u. Posons x'=(x!, x2, ..., x") et soit T ’hyperplan de S
d’équation x°=x!=0. Nous supposons que les données u, (x') (0 < h < 1) et les dérivées
partielles premiéres de u, (x") sont holomorphes et bornées sur le revétement universel de
VAT ot V est un voisinage ouvert dans S de I'origine. En outre, nous étudierons le
probléme (0.1) avec les hypothéses suivantes. Soit a, (x, &) le polyndme caractéristique
(homogeéne en &) de 'opérateur a(x, D); nous supposerons que I’équation (de degré deux)
en &,:a,(0; &, 1,0, ..., 0)=0 admet deux racines distinctes. On sait alors construire
(voir [4]) deux hypersurfaces caractéristiques k' (x)=0, 1 < i < 2 issues de T. Le résultat
principal de cet article est le :

THEOREME 0.1 (avec les hypothéses précédentes). — Il existe un voisinage ouvert Q de
0eC**? tel que, pour tout point m de (SN Q)\T et pour tout choix de déterminations de
uy(x") et uy (x") au point m, on peut prolonger le germe au point m de solution u du
probléeme (0.1) le long de tout chemin de Q ne rencontrant pas les deux hypersurfaces
caractéristigues d’équation k'(x)=0 (1 <i<2). En outre, si le terme non linéaire
f (x, D% u) ne dépend pas des dérivées partielles (premiéres) de u, alors le résultat précédent
demeure valable sans aucune hypothése sur les dérivées partielles premiéres de u, (x"). Enfin
u définit une fonction holomorphe bornée (ainsi que ses dérivées premiéres si les 0 u, |o| < 1
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190 E. LEICHTNAM

sont bornées) sur le revétement universel de Q privé de la réunion des deux hypersurfaces
caractéristiques.

Remarque 0.2. — 1. L’exemple du probléme suivant (dans C?):

dont la solution est 1/(x* - x®) montre qu’il est indispensable de supposer que les données
de Cauchy du probléme (0.1) sont bornées si ’on veut établir I’existence d’une solution
du probléme (0.1) holomorphe ramifiée autour de la réunion des hypersurfaces caractéris-
tiques issues de T. Quand on étudie les équations non linéaires, il est quasiment indispen-
sable de controler la croissance des solutions, dans cet esprit voir [1].

2. Si f est identiquement nul, alors le théoréme 0.1 est un résultat de Wagschal [4].
Dans I’appendice (§ 6), nous redémontrerons ce résultat en précisant que la solution du
probléme linéaire [resp. et en plus ses dérivées partielles premiéres] sont bornées si les
données de Cauchy sont bornées [resp. et en plus les dérivées partielles premiéres de
uq (x") sont bornées].

3. Soient a et B deux nombres réels > 0. Le probléme suivant est un exemple simple
de probléme (0.1)

D2u—(D2u+ ... +D&uy=u’

o
xl

u@©, x)=———,  k'(x)=—x"+x'
0, x) I~ Logx! (x)
xtP
Dou(0, x)=————,  k*(x)=x"+x.
1—Logx?

Maintenant nous allons expliquer pourquoi notre théoréme 0.1 peut étre vu comme
un résultat de propagation de singularités microlocales analogues a ceux de [0]. Le
conormal d’une hypersurface caractéristique de a(x, D) est une lagrangienne invariante
par le flot du champ hamiltonien de a, (x, &). L’hypothése que I’équation (de degré deux)
a,(0; €y, 1,0, ..., 0)=0 admet deux racines distinctes permet alors de voir qu’il y a
exactement deux hypersurfaces caractéristiques pour a(x, D) issues de T; ce fait est
microlocal. Soit X une variété holomorphe connexe et S une hypersurface C-analytique
(avec singularités) fermée de X; rappelons que dans le cadre de la théorie des faisceaux
(voir [6]) on peut représenter une fonction holomorphe ramifiée autour de S a I’aide d’un
morphisme se€ Hom¢ (#, Ox. ) ou F est un systeéme local sur X'\ S. Sur la base X les
singularités de s sont incluses dans S, on peut préciser cette notion de singularité en
considérant — dans T*X — le micro-support (voir [7]) SS(Rj* %) de Rj*x% ou
Jj: XN\S & X désigne l'injection canonique. On démontre dans [6] que SS(Rj* %) est
inclus dans un sous-ensemble C-analytique homogéne fermé lagrangien (donc petit) de
T*X. Il y a 12 une analogie avec les distributions intégrales de Fourier d’autant plus qu’on
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LE PROBLEME DE CAUCHY RAMIFIE SEMI-LINEAIRE D’'ORDRE DEUX 191

observe des phénomenes d’étalement des singularités au-dessus de la partie singuliére de S.
Par conséquent pour avoir une meilleure vision (microlocale) des fonctions holomorphes
ramifiées u autour de la réunion de deux hypersurfaces caractéristiques d’équation
k'(x)=0 (1 £i<2), il est naturel de raisonner dans le fibré cotangent de Q et de
considérer que les singularités de u vivent dans le conormal de (k') (0) U (k?)~*(0).
Notre théoréme 0.1 peut donc étre vu comme un résultat de propagation de singularités
microlocales un peu analogue aux théoréemes de propagation de singularités de Bony
(cf. [0]) pour des ondes conormales. Cette vision microlocale du probléme nous servira
de motivation et de fil conducteur dans la démonstration du théoréme 0.1. Maintenant
nous allons décrire la stratégie de cette démonstration.

Si o est un réel > 0, D, désigne le disque pointé de C de centre 0 et de rayon @ > 0,
le revétement universel de D, est donné par

R,={zeC/Rez < Logw} > D,

z> e,

Les fonctions holomorphes ramifiées autour de (k') ™! (0) U (k?)~ ! (0) admettent (voir
lemme 2. 1) une représentation de la forme :

g (Logk* (x), Logk? (x), x)

ou (t,, ty, x) = g (t;, t,, x) est holomorphe sur un ouvert du type #2x Q.
Dans la définition 2.2, nous définissons — sur #2 — deux opérateurs d’intégration

t [5)
D7 u(ty, t2)=J ' u(8, t,) do, 25 u(ty, t2)=J e°u(t,, o)do.
51

2

Remarque 0.3. — Du point de vue microlocal, les singularités des fonctions
g(Logk! (x), Logk?(x), x) vivent dans le conormal & la réunion des deux hypersurfaces
caractéristiques. Les opérateurs d’intégration 2;* et 25! « sont petits » quand « on
s’approche » du conormal 4 x°=x'=0, ils permettront de contrdler I’étalement des
singularités entrainé par les opérations non linéaires. 27' et 2; ' commutent.

Le théoréme 2.4 montre que la solution du probléme (0.1) posséde la structure suivante :

0.2) (v+ D715 h)(Logk! (x), Loghk? (%), x)

ou les déterminations « initiales » de Logk', Logk? sont choisies de sorte que dans un
petit voisinage de m dans S on ait Logk!(0, x")=Logk?(0, x)=Logx!, ou
v(Logk! (x), Logk?(x), x) désigne la solution (connue d’aprés le théoréme 6.1) du pro-
bléme linéaire [obtenu a partir du probléme (0.1) en supprimant le terme non linéaire
f(x, D:u)], ou h(ty, t,, x) est une fonction inconnue holomorphe sur un ouvert du type
A2, %Q,. On observe (et c’est crucial) que pour toute fonction 4 (¢, t,, x) les deux
premiéres traces « initiales » de (27 '°2; ' h) (Logk!, Logk?, x) suivant S sont identi-
quement nulles. Il s’agit alors de trouver une fonction 4 (¢, x) telle que I’expression (0.2)
annule identiquement "opérateur a(x, D)—f (x, D%). Le lemme 2.5 établit la non-nullité
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192 E. LEICHTNAM

d’un coefficient qui jouera alors le réle de terme pivot et permettra de mettre en place
un processus de résolution analogue a la méthode de I'optique géométrique.

Ceci nous conduit (aprés quelques calculs) a rechercher A (¢, ¢,, x) comme solution de
I’équation (2.5), le théoréme 2.7 assure I’existence d’une telle solution. Pour contréler les
opérations non linéaires, nous avons besoin de savoir que la solution du probléme linéaire
et ses dérivées partielles premiéres sont bornées; ce fait est assuré par le théoréme 6.1
dont la démonstration occupe ’appendice (§ 6). Nous obtenons I’existence d’une solution
h(ty, t,, x) de Péquation (2.5) aprés avoir appliqué le théoréme du point fixe & un
opérateur T, (introduit dans la section du paragraphe 5) dans un sous-espace fermé
d’une algébre de Banach B dont les éléments sont des séries formelles de la forme

Y. u;(ty, t5, X)X auxquelles on impose des majorations (voir définition 3.8) qui intuiti-
jzo
vement traduisent le fait que le degré d’annulation de u;(¢,, ¢,, x) quand « on s’approche »
du conormal 4 x°=x! =0 augmente avec j. B est alors munie d’une graduation naturelle.
Le point clef (lemme 4.2) est que les deux opérateurs d’intégration 2;' et 2, ' opérent
sur B et que 2712, ! « se majore » exactement comme ;' 2{! ou 2;'°9; . Dans
la section du paragraphe 5, nous montrons l’existence d’une solution h(t,, t,, x) de
Péquation (2.5) pouvant s’écrire sous la forme Y. u;(t,, t,, X).

jzo

Dans [2], nous avons résolu le probléme de Cauchy Ramifié /inéaire général pour un
opérateur différentiel linéaire a caractéristiques multiples de multiplicité constante avec un
second membre quelconque holomorphe ramifié autour de la réunion des hypersurfaces
caractéristiques. Les théorémes (linéaires) de [2] et les résultats (non linéaires) de cet
article sont donc complémentaires. Nous avons veille 4 ce que cet article soit self-
contained. Le plan de cet article est le suivant :

0. Introduction

Notations

Réduction du probléme (0.1) au théoréme 2.7
Fonctions majorantes et Espaces de Banach
Opérations sur les espaces B (R, w, €)

Preuve du théoréme 2.7

AR

Appendice

1. Notations

Nous rappelons quelques notations. Les coordonnées d’un point x de C"*! seront
notées (x)g < j<n Si B=(Bo, ..., B,) est un multi-indice & composantes entiéres, on
n

appelle longueur de B lentier |B|=) |B;|. L’opérateur de dérivation par rapport a la
0

variable x/ (0 £j < n) sera noté D,j et, si BeN"*! est un multi-indice de dérivation,
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LE PROBLEME DE CAUCHY RAMIFIE SEMI-LINEAIRE D'ORDRE DEUX 193
nous poserons :
DE=DFPgx ... xD.
On peut écrire a(x, D) sous la forme :

a(x, D)= ag (x) D
NEE

A

les fonctions a, étant holomorphes sur un polydisque ouvert U de centre 0e C**'. Par
définition le polyndme caractéristique de a(x, D) a pour expression :

a(x, &)= 3} ay(0¢&~.

IB1=2

Maintenant nous rappelons comment sont définies dans [4] les hypersurfaces caractéris-
tiques £'=0, 1 < i £ 2. Nous supposerons que I’équation en & :

ail(o; E_,o, 19 09 « ey 0)=0

admet deux racines distinctes notées A, et A,. Nous noterons k', 1 <i < 2 la solution du
probléme de Cauchy du premier ordre :

a, (x, grad kK (x))=0
ki (x)=x! pour x°=0
gradk(0)=(\; 1,0, ..., 0)

Ces fonctions k' sont définies et holomorphes au voisinage de I’origine; nous pouvons
évidemment les supposer définies et holomorphes dans U. En outre, nous pouvons
supposer que S\ T ne rencontre pas dans U les deux hypersurfaces caractéristiques.

2. Réduction du probléme (0.1) au théoréme 2.7

Dans cette section, nous énongons (aprés quelques préparatifs) le théoréme 2.4 qui
entraine le théoréme (0.1). Puis nous montrons que ce théoréme 2.4 est une conséquence
du théoréme 2.7 qui, lui, sera prouvé a la fin de la section du paragraphe 5.

DEerFINITION 2.0. — Soit ® > 0. On désigne par R, le revétement universel du disque
pointé D, :
R,={zeC/Rez < Logw} > D,
z et

Si Q est un ouvert de C"*!, nous noterons # (%2 x Q) I’espace des fonctions holomor-
phes sur #2x Q.

Le lemme suivant donne la structure des fonctions holomorphes ramifiées autour de
la réunion des deux hypersurfaces caractéristiques.

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L’ECOLE NORMALE SUPERIEURE



194 E. LEICHTNAM

LEMME 2.1. — Soit U un voisinage ouvert de 0 C"** comme dans le paragraphe 1.
Alors il existe ® > 0 et un polydisque ouvert Q (< U) de centre 0 C"*! tels que ¥V xeQ,
|k'(x)| < o (1 £i<2), pour tout point m de (N S)\T, pour tout germe holomorphe f
en m se prolongeant le long des chemins tracés dans U et ne rencontrant pas les deux
hypersurfaces caractéristiques, il existe (t,, t,, x)r>g(t,, t,, X)€ H (R2x Q) telle que le
prolongement ramifié f de f le long des chemins tracés dans Q et ne rencontrant pas les
hypersurfaces caractéristiques coincide avec g(Logk* (x), Logk?(x), x). Réciproquement,
toute fonction du type x> g(Logk® (x), Logk?(x), x) (avec les notations précédentes)
définit une fonction holomorphe sur le revétement universel de Q privé de la réunion des
deux hypersurfaces caractéristiques.

Preuve. — Désignons par y ’application suivante :

xiy:(}ﬁzkl(x)’ y1=k2(x), y2=x2’ . "yn___xn).

Nous poserons y”'=(y2, ..., "), x"=(x2, ..., x"). Les résultats du paragraphe 1 et
le théoréme d’inversion locale montrent qu’il existe un voisinage ouvert U, (inclus
dans U) de I’origine tel que y induit un difféomorphisme holomorphe de U, sur I’ouvert
x(U),), (20). Soit ® > 0 tel que D2 x D"~ soit inclus dans ¥ (U,). Soit Q un polydisque
ouvert de centre I'origine inclus dans U, et dans ! (D2 x D"~ !). Considérons un point
m de (SN Q)\T et f un germe holomorphe en m vérifiant les conditions de ’énonceé. 1l
est clair que 3~ (D2 x D" 1) est inclus dans U, privé de la réunion des deux hypersurfaces
caractéristiques, donc le germe holomorphe f ey~ ! au point y (m) se prolonge le long
des chemins tracés dans D2x D"~ !, or le revétement universel de D2 x D"~ ! est donné
par

A:xDIt = D2xDrt
(11, 1, Y (€, €2, ")
donc il existe ge # (#2x D" !) telle que le prolongement ramifié de f>y~' coincide
avec g (Logy°, Logy!, y'). Comme 7y envoie Q privé de la réunion des deux hypersurfaces

caractéristiques dans D2 x D!, on constate que le prolongement ramifié 7 de f coincide
avec g (Logk! (x), Logk?(x), x"). On obtient aisément la fin du lemme.

DEFINITION 2.2, — Soit ® > 0 et (t,, t,) = u((t,, t,)) € H# (R2). On pose alors :

31
V(ty, ) ER: DT ulty, z2)=j eu(0, t,) do,
153

2
25 u(ty, tz)'_‘J‘ e’u(ty, o)do

31

D7 uet D5 u définissent des fonctions holomorphes sur #2. On pose 2,=e'i0,,
1gig2.

LemME 2.3 (avec les notations précédentes). — P17 ' 2;'=95;' 9! et Vie{l, 2},
P> D71 =1d.
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Preuve. — Soit ue # (#2). Fixons t, € A,, la fonction
(D7D u) (4, 1) = (D312 DT w) (1, 1) =0 (ty, 1)
s’annule pour ¢, =¢,. On observe que

(€710,)°(@; D7 Du=— (27 W) (ty, 1)+ Dy (D,° D1 Hu=2; " u.

Donc 2, v est identiquement nul. Donc 27! et 2; ! commutent. Ceci prouve le lemme.

Pour essayer de démontrer le théoréme (0.1), on prend des déterminations de u, (x"),
u, (x") en un point m (proche de l'origine de S\ T), le théoréme de Cauchy assure
Pexistence d’une solution du probléme (0.1) dans un petit voisinage de m; nous devons
alors prouver qu’on peut prolonger ce germe u le long de tout chemin issu de m tracé
dans un voisinage de origine et ne rencontrant pas (k) ™! (0) U (k%)™ (0).

Le théoréme 6.1 de 'appendice montre qu’il existe ® > 0, un voisinage Q de 'origine
et (1, x)> v (t, x)€ # (R2 x Q) bornée (ainsi que ses dérivées partielles premiéres) tels que
K@) <D, (1<i<2) et x—>ov(Logk"(x), Logk?(x), x) est la solution du probléme
linéaire

@1 { a(x, D)v(Logk! (x), Logk?(x), x)=0
) Dfov(Logk?, Logk? x)|s=u,(x), O0=<h<I1.

Nous chercherons la solution du probléme (0.1) sous la forme :
x—v(Logk?, Logk?, x)+ (2 °2; ' h)(Logk', Logk?, x)

ou (¢, x) > h(t, x) est une certaine fonction holomorphe sur un ensemble du type
22, x Q,. Rappelons (voir § 1) que dans un voisinage de Iorigine k* (0, x")=k?(0, x")=x".
Nous prouverons le théoréme suivant dans la section du paragraphe 5; ce théoréme
entraine le théoréme (0.1).

THEOREME 2.4. — Il existe o, > 0 et un polydisque ouvert Q, de centre 0 C"*! tels
que l'assertion suivante soit vérifiée. Soit me (S N\ Q,)\T; considérons des déterminations
de uqy(x') et uy (x') au point m, choisissons les déterminations des deux logarithmes Logk?,
Logk? (c’est-a-dire le point base de R, ) de sorte que dans un petit voisinage dans S de m,
on ait Logk! (0, x")=Logk? (0, x'). Alors il existe (t, x)>v(t, x) et (t, x)> h(t, x) appar-
tenant a4 H(RL xQ,) telles que VxeQ, |KF(x)|<o, (1=£i£2),
x - v(Logk?, Logk?, x) est la solution du probléme linéaire associé (2.1) et :

(a(x, D)—f (x, D)) [v(Logk!, Logk?, x)+(2;*>2, " h)(Logk!, Logk?, x)] = 0.

En outre, on peut supposer que les dérivées en x d'ordre <1 de D7 D5 h, 97 h
(15i<2),v(t x)(etde D;v(t, x), 1 i< 2,siles 0®uy|o| < 1 sont bornées) sont bornées
sur R% x Q.

Note : On verra dans la preuve que (¢, x)— v (¢, x) est en fait défini sur un ensemble
du type 22 x Q qui est plus gros que #2 *Q,.

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L'ECOLE NORMALI SUPERIEURE



196 E. LEICHTNAM

Preuve du théoréme 0.1 a partir du théoréme 2.4. — Reprenons les notations du
théoréme 2.4. Le lemme 2.3 affirme que 2;'°2;'=92;1-9! et permet de voir que :

D,o[x+— (27 2, h)(Logk®, Logk?, x)]
=((Dwk")D; ' h+(Dyo0k?) D h+ D[ > D5 D oh) (Logk', Logk, x).

On observe que les opérateurs d’intégrations 2;!, 1<i<2 sannulent iden-
tiquement sur la diagonale (¢, t;) ou (¢, ¢,). Rappelons que x> v(Logk!, Logk?, x)
est la solution du probléme linéaire noté (2.1). Par conséquent, le choix des
déterminations de Logk! et Logk? montre que les deux premiéres traces sui-
vant un petit voisinage dans S de m de la détermination « initiale » (i.e. avant
tout prolongement) de x> (v+2;'°2, ! h)(Logk!, Logk?, x) sont respectivement
égales aux déterminations « initiales » de wuy(x") et wu,(x"). Par conséquent,
x>+ 27 D5 h)(Logk!, Logk?, x) définit une fonction holomorphe sur le revéte-
ment universel de Q,\ ((k!)~*(0) U (k%) ! (0)) qui est solution du probléme (0.1).

Nous devons donc établir I’existence d’une fonction k vérifiant les conditions du
théoréme 2.4. Nous aurons besoin du lemme préliminaire suivant. Rappelons que les
coefficients de a(x, D) sont holomorphes sur U (cf. §1).

LeMME 2.5. — Il existe des fonctions holomorphes sur U, C, ., 5 (x), A, ye{0, 1}, peN"*!
telles que pour toute fonction (t, x) @ (t, x) holomorphe sur un ouvert du type R2xQ,
on ait

(2.2) a(x, D)(x+—w(Logk!, Logk?, x))
= Z G, v, p(x) (9*1 % Dgw(tl, ty, X)) |ti=Logk‘ ), 1<is2°

A+y+|Bls2
A#E2
u#*E2

En outre, le coefficient C, ; ,(x) de 2, ° 2D, ne s’annule pas a l'origine.

Preuve. — Comme les hypersurfaces k'=0 sont caractéristiques pour l'opérateur
a(x, D), on obtient aisément la formule (2.2). Prouvons alors que le coefficient dans
(2.2) de 2, ° 2, ne sannule pas a l'origine. Rappelons que k' (0, x")=k? (0, x")=x'; par
conséquent pour ] £i<2et2<j<nona

D,ik'(0)=0, Dk (0)=1, Dok (0)=2,

A #X,. Comme [Ihyperplan S:x°=0 est non caractéristique, il existe
b, ¢, d)eC*x Cx C tels que:

a3(0; &, &1, 0, ..., 0)=bEF+cEo &, +dEL
La valeur en 0 du coefficient de 2, ° 9, dans (2.2) est donc égale a :
(2.3) 2bA A, te(hy+Ay)+2d

4° SERIE — TOME 24 — 1991 — N° 2



LE PROBLEME DE CAUCHY RAMIFIE SEMI-LINEAIRE D’ORDRE DEUX 197

Rappelons que A, et A, sont les deux racines distinctes du trindéme a, (0; &, 1, 0, .. ., 0);
(2.3) est égal a 4d—(c?/b), donc n’est pas nul. Ceci prouve le lemme.

Pour clarifier la géométrie des ouverts utilisés, il est commode d’adopter dés maintenant
la convention suivante qui sera valable pour les sections 2, 3, 4 et 5 de cet article.

Convention 2.6. — D’aprés le théoréeme 6.1 de I’appendice, il existe M > 0, ® > 0 et
un voisinage ouvert Q de origine tels que VxeQ, |k (x)| <o (1 £i<2), pour tout
point m de (SN Q)\T; pour un choix quelconque des déterminations de u, (x"), u, (x')
au point m, on peut trouver (¢, x) — u' (¢, x) € # (B, % Q) (1 £ i £ 2) telles que ' (¢, x) et
e '0,u'(t, x) (1 £i<2) sont bornées par M (ainsi que leurs dérivées premiéres en x)
sur #,xQ et x—u' (Logk! (x), x)+u?(Logk?(x), x) définit la solution du probléme
linéaire (2.1), le choix des déterminations des deux logarithmes Logk!, Logk? étant
effectué comme dans 1’énoncé du théoréme 2.4. Dans les sections 2, 3, 4 et 5, nous
travaillons avec de tels M, o, Q et nous poserons v (t,, t,, X)=u" (t;, x)+u*(t,, x). En
outre nous supposerons que les coefficients des opérateurs du probléme (0.1) et la
fonction x+—1/Cy ; ¢(x) (voir lemme 2.5) sont holomorphes et bornés sur Q.

Reprenons les notations du probléme (0.1), rappelons que (x, u,)+— f (x, u,) est holo-
morphe en x et polynomiale en les variables u, (Jo|<1). Reprenons la solution
x—v(Logk!, Logk?, x) du probléme linéaire (2.1) (voir convention 2.6). Comme
a(x, D)(v(Logk!, Logk?, x)) =0, les lemmes 2.3 et 2.5 permettent d’écrire I'identité
suivante :

(2.4) (a(x, D)—f(x, DY) (v(Logk!, Logk?, x)+ 2 2; ' h(Logk', Logk?, x))
=) C, n, u(x)@)i DDy e D7 DEA(Ly, 1y, X) |t,~=Logki(x) 1=is2)
+F(x, v(t, x), D,v(t, x), D,0(t, x), Dav(t, x), D{ D, h(t, x),

DR, x), D3 h(t, x), DT D57 DLk, x))l:,-=Logk"(x) 1<i<2)0<Ljsn

ou F (x, Z) est holomorphe en x et polynomiale en les variables Ze C2"*8.

Nous montrerons qu’il existe une fonction A(t,, ¢,, x) holomorphe sur un ouvert du
type @il xQ, telle que le membre de droite de I'identité (2.4) soit nul pour tout
(ty, ty, X)ERZ, X Q, a fortiori pour 1, =Logk" (x), 1,=Logk? (x)). Le choix des détermi-
nations des logarithmes Logk!, Logk? effectué dans le théoréme 2.4 montre alors que

x—v(Logk', Logk?, x)+ (27 '°2; ' h)(Log k', Logk?, x)

vérifie les conditions du théoréme 2.4 et définit donc la solution du probléme (0.1). Le
lemme 2.5 et la convention 2.6 montrent qu’il existe des fonctions bg (x), |B| < 2, ¢4 ;(x),
ie{l,2}, |[B| <1 telles que le fait que le membre de droite de I'identité (2.4) soit nul
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pour tout (¢, ¢,, x) est équivalent a ce que pour tout (¢,, ¢,, X) :

25 h(t,x)= Y b\ D' D5 DEA(L, x)
IBl=2
+ Z cB,i(x)@inngh(t9x)+w(t’x)+ z f;cl’o.‘.l’nms(t’x)

Il =1 (k,Pg, . . ., Py, m,s)el
iefl, 2}

(@772 h(t, ) [] (@127 Dh(t, )% (21 H™(2; by

j=0

n

ou I désigne une partie finie de N"** et ou k+) P;+m+s=1. Les fonctions
(0]

w(t, X), fepy...p,ms SONt des combinaisons linéaires de produits (finis) de dérivées d’ordre
<1 de v(¢, x), et de certaines fonctions holomorphes de x obtenues en divisant certains
coefficients du polynéme de I’expression (2.4) par —C;  ((x).

La convention 2.6 montre que les fonctions w (¢, x), fyp,.. p, ms (¢, X) sont holomorphes
et bornées sur #2xQ par une constante ne dépendant que de M et des opérateurs
a(x, D), f(x, D) du probléme (0.1). Reprenons les notations du probléme (0.1), si
f (x, D*u) ne dépend pas des dérivées partielles de u; alors le théoréme 6.1 de I’'appendice
montre qu’il est inutile de supposer que les dérivées partielles premiéres de u,(x") sont
bornées.

THEOREME 2.7. — Reprenons les notations de la convention (2.6). Il existe ®, €10, o[ et
un polydisque ouvert Q, (< Q) de centre 0 C**! ne dépendant que de M, @ > 0, Q et des
opérateurs du probleme (0.1) tels que pour chaque v(t, xX) on peut trouver une fonction
(t, x)> h(t, x) holomorphe sur 9?3,1 x Q. vérifiant I'égalité (2.5). En outre, VxeQ,,
|ki(x)| <®;, 1 <i<2, et on peut supposer que les dérivées en x d'ordre <1 de
D7 D3 h, D71 h (1 L0 £ 2) sont bornées sur R %< Q.

Preuve du théoréme 2.4 a partir du théoréme 2.7. — Considérons le couple (®,, Q;)
fourni par le théoréme 2.7. Reprenons le probléme linéaire (2.1) considéré dans le
théoréme 2.4 : il existe (¢, x)—>v(t, x)eH (#2*x Q) satisfaisant les conditions de la
convention 2.6 et permettant de définir la solution de ce probiéme linéaire (2.1). Le
théoréme 2.7 fournit une fonction 4 holomorphe sur #2 x Q, vérifiant I'égalité (2.5). Ce
qui a été écrit a propos des égalités (2.4) et (2.5) montre alors que le théoréme 2.4 est
prouvé.

Nous prouverons le théoréme 2.7 dans la section du paragraphe 5 en appliquant le
théoréme du point fixe a des opérateurs et a des espaces complets bien choisis. Dans la
section suivante, nous définissons et étudions les espaces complets en question.

3. Fonctions majorantes et espaces de Banach

DeriNtTION  3.0. — Soit ® > 0. Soient t,,t, deux points de R,. Considérons
v: [0, S] > R, un chemin de classe €' par morceaux tracés dans R, tel que yv(0)=t,,
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s
Y (S)=t,. On pose alors L(y, t,, t2)=J |e"@| v (s)| ds. Observons qu’on peut se ramener
0

au cas ou S=1.

LeEMME 3.1. — Soient ® > 0 et deux points t,, t, de R,. Alors il existe un chemin vy de
classe €* par morceaux tracés dans R, joignant t, a t, et tel que

L (Yy tla 12) é 3 max (l e't I’ | e D
Preuve. — Posons t;=x;+iy; et t,=x,+iy, (les x;, y; sont reels). Comme ¢, et ¢,
jouent des roles symétriques, on peut se ramener au cas ou y, = y,. Considérons un réel
L > 0 vérifiant

L>|x,|+|x;] et e17%|p,—y | < max(e™, e*2).

Nous allons définir un chemin y paramétré par se[0, y,—y, +x,—x;+2L] comme
indiqué sur la figure ci-dessous :

21—L+i‘y2

A 4
A

t2 = T2 + 1y

x ty =21 + 1y,

A

T —L+ly1

Pour 0 = s <L, on pose y(s)=x, —s+iy,.
Pour L<s<L+y,—y,, onpose y(s)=x,—L+i(y;+s—L).
Pour A=L+y,—y, <s<L+y,—y,+x,—x;+L=B, on pose

Y()=x,—L+s—L-y,+y, +iy,.
(On observe que x; —L < x,.) On vérifie aisément les trois calculs suivants

L
j | @y (s)|ds=e*1(1—e™")

0

L+y,-y; L
J | @y (s)|ds=e*17" |y, —y, |
L

B xp=xy+L
J |e“s"y'(s)|ds==e"1"‘j fds=e*2—e 17k,
A

0

On obtient alors immédiatement le lemme 3.1.
DEFINITION 3.2. — Soient peN et Y, u,x*=uet Y v,x*=v deux séries formelles a

aeNP aeNP
coefficients complexes. Nous écrivons u < v pour exprimer VaeN?, |u,| < v,
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Maintenant nous rappelons les définitions et propriétés de certaines fonctions majoran-
tes. On sait (voir [S]) qu’il existe C > 0 tel que la fonction définie par :

+

o(2)=C p‘éo Gty

vérifie @? « ¢. Pour R > 0, posons

R x = ¢ - .
j=0 R
On a alors 02 « 0. Pour x=(x% x!, ..., x"), nous poserons

Lo !

1-(x/R) o 1—(x/R)

Avec cette convention, on peut alors écrire, pour R" >Ret0<;<n:

0g 1

1
3.1) Dby < o R TR

« C(R, R") 6y

ou la constante = 0, C(R, R’) ne dépend que de R/R’.
En utilisant les inégalités précédentes et les inégalités de Cauchy, on obtient immédiate-
ment le

LemME 3.3. — Soit f (x) une fonction holomorphe et bornée par K sur le polydisque
centré en 0 de rayon R’ > R. Alors on a :

f(x) « KC(R, R") 6 (x).

DEFINITION 3.4. — Pour jeN, on pose

O (x)= R GR(x).'
(I-(/R)Y

Les propriétés numérotées (3.1) permettent alors d’obtenir immédiatement le lemme
suivant :

LEMME 3.5. — Soient jeN, i€{0,1, ..., n} et R>0; alorson a :
D,: ®% (x) « ®F, ; (x).
Nous désignons par A (0, R) le polydisque ouvert de centre 0 C*** et de rayon R > 0.

Pour définir les algébres de Banach adaptées a la démonstration du théoréme 2.7, il
parait commode d’introduire les espaces suivants.

DEFINITION 3.6. — Soient jeN, R > 0 et ® > 0. On désigne alors par A (j, R, ®) I'ensem-
ble des fonctions holomorphes u(t, x) sur #2xA(0, R) telles que 3C > 0, pour tout
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t=(ty, t,) € RE, pour tout chemin y de classe C' par morceaux tracé dans R, joignant t, a
t,, on a (avec les notations de la définition 3.0)

(3.2) u(t, x) < cw ® (x).
]

Note. — 1. Dans la définition précédente, on peut remplacer L(y, ¢,, £,) par
L(¥, t,, t;) ou ¥ est n’importe quel chemin tracé dans %, de classe C! par morceaux
joignant ¢, a ¢,. '

2. Pour tout j = 1 et ¢, €&, les fonctions x+— u(¢,, t;, x) sont identiquement nulles.

Nous nous contenterons d’esquisser la preuve du lemme suivant :

LEMME 3.7. — En désignant par ||u||s ;. r ) la plus petite constante = 0C vérifiant
linégalité (3.2), on définit une norme sur A (j, R, ®) et A (j, R, ®) est un espace de Banach.

Preuve. — Posons ®f= Y a,x* et considérons une suite de Cauchy (v (1, x))
ae Nn+ 1

de A(j, R, ®). Ecrivons u?(z, x)=Y u?(t)x*. Fixons aeN""1, t=(t,, t,)e &2 et y un

peN

chemin de classe €' par morceaux tracés dans %, joignant ¢, 4 t,. On a alors

Vp, geN, |[uE(O)—ul()| =

j
e Lo s

La suite (#2(?)) est donc convergente; on note u,(?) sa limite eC. Il est clair que pour
tout ¢ de #Z, x— Y u, () x*=u(t, x) définit une fonction holomorphe sur A (0, R). Par

ailleurs, on vérifie aisément que la suite (¥ (¢, x)),.n €st bornée sur les compacts de
A2 xA(0, R) et converge simplement sur #2x A (0, R) vers u(z, x). On termine alors
facilement la démonstration du lemme.

Nous allons définir les algébres de Banach qui nous permettront de prouver le
théoréme 2.7.

DerFmNtTION 3.8. — Soient R > 0, © > 0, € > 0. On désigne par B (R, o, €) ['ensemble
des séries formelles de la forme U= Y u;(t, x) X’ telles que pour chaque j=0,

jz0

u;e A(j, R, o) (voir déf. 3.6) et

| Ullr,.= 2 &ll#illag.rw <+

jz0

Remarque 3.9. — En utilisant le lemme 3.7, on vérifie aisément que (B(R, o, €),
II ||R, o) est un espace de Banach.

LEMME 3.10. — Reprenons les notations de la définition 3.8. Soit

U(ty, 1, )= Y (11 15, x) X'eB(R, o, £).

jz0
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Alors pour tout couple (w,, R,) vérifiant

. Re
0<0)1_$_m.ln<0),-62n—+1>

0<R1§<5)
2

la série de fonctions holomorphes Yy, u;(t, x) converge normalement sur les compacts de
jzo0
2%, % A(0, R,) et la somme est bornée sur 22, x A (0, R,).

Preuve. — Considérons un couple (®,, R,) vérifiant les deux inégalités du lemme. Soit
t=(t,, tz)egi’f,l. Le lemme 3.1 montre qu’il existe un chemin v de classe ¥* par morceaux
trace dans #,,, joignant ¢, a ¢, et tel que L(y, ¢;, ¢;) £ 3 ®,.

Considérons U (¢, x)=) u;(t, x) X’e B(R, o, €). Les définitions 3.4 et 3.8 montrent
alors que, pour tout j = 0 et tout t=(¢,, tz)eﬂff,l', ona

30,/ R~ij!
( ; 1) - ] | GR ( x) |
[T a=[+|/RY

i=0

(1, )] < 67| U ..

si (1, x)e #2, x A (0, Ry) = #2 x A(0, R/2), alors on a

3(01 2n+1

e 9| S (U (22

)’ e

On obtient alors immédiatement le lemme.

4. Opérations sur les espaces B(R, o, €)

LEMME 4.1. — Soient keN* et U'= Y ui(1, x) X'eB(R, 0, €), 1 < i < k. Soient C >0
izo
et (t, x)—f(t, x) une fonction holomorphe sur R2ZxA(0,R) telle que Vte%R2,
f(t, x) <« COg(x). Alors U=f(t, x) U xU?x ... xU*eB(R, o, €) et :

k
[0l e = C IT 10|k, -
i=1
Si f (¢, x) est la fonction constante égale a 1, alors on a :
k
Ul = [T 10,
i=
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Preuve. — Le cas k=1 est trivial. Nous traiterons le cas k=2, le cas général s’en

déduisant par récurrence. On a donc

fGOU=Y T [0, %)@ )X

JZ0 jitiz=j
ou, en posant Ci=||u} ||, ;. r, o) (voir déf. 3.8), on peut écrire :

Lit(y, t
u}1 (1, x) « C}l —j(YT—) q):'i (x)
1

L2(y, 1)
2 N 2 R .
u;, (1, x) « Cj, — @7, (x);
Ja:
comme 02 « 0, on observe que :
R R R
d)ix (Djz < q)jl +i2
At R Gt
En utilisant une nouvelle fois I'inégalité 63 « 0, on en déduit que :

J
j1+i2=i J: J1+i2=i

Y S x) @} i), x)«cL"l”Z)( Y CLCH) R ().

On obtient alors facilement le lemme.

LeMME 4.2. — Supposons 0 <R < 1. Soit U= Y u;(1, x)X’eB(R, o, €). Pour

jizo0
BeN"*1, |B| < 2, on pose : (avec les notations de la déf. 2.2)

971-2;'DEU= Y 27'-2;'Dlu,_, (1, ) X.

jz2
Pour ie{1, 2}, 8eN"*1, |8| < 1, on pose :

271.DU=Y 97 1<Diu;_, (1, x) X

J
izt
Alors 271> 2;'DPU et 97! -D3U appartiennent a B(R, o, €) et on a

27225 DEU g, < & [ U|fg,
127> D3 Ullg,» < e[| Ullg, e

Preuve. — Traitons le cas de 9, !'°D3U. Soit t=(t,, t,)€#2. Soit y un chemin de
classe C! par morceaux v: [0, 1] > £, tel que y(0)=1, et y(1)=t,. Soit jeN; comme

0<R<1ona®% ; «®f, etdonc:

4.1) D3 u;(1, x) « C;

Li(y, ty, 1)
—hj%—i®§+1(x)
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ot C;=||u;||a . r, o La formule intégrale de Cauchy permet d’écrire :

1
(@5 ' Diu) 1y, 1, %)= J &'y (5) Diuy (1, Y (5), x)d.
(4]

Posons L (s)= f |e"®y'(0)]| dB, 0 < s < 1. La restriction de y au segment [0, s] définit
0

évidemment un chemin de classe ' par morceaux joignant ¢, a y(s). L’inégalité (4.1) et
la définition de B (R, o, &) permettent alors d’écrire :
L (S)

Liti(y, t,, ¢
Cyds @t (9=, L lullgr ()

(2;'DEu) (1, x)<<J | @y (s)| — = G+ 1)!

On constate alors que 2, ' D2 UeB (R, o, ) et que :

2" DUk, = ¥ Cje/"'=¢[| U

jiz0

Pour étudier 27 !°D?, on travaille avec des chemins y tels que y(0)=t, et y(1)=¢,
(cf. note de la déf. 3.6). L’étude de 25 ' 2[ ' > D est alors immédiate.

5. Preuve du théoréme 2.7

Reprenons les notations utilisées dans la convention (2.6) et 1’égalité (2.5). Ce qui a
été dit avant I’énoncé du théoréme 2.7 et le lemme 3.3 montrent qu’il existe C > 0,
R €]0, 1] ne dépendant que de M, Q et des opérateurs a(x, D), f (x, D) du probléme (0.1)
tels que pour tout ¢ de %2 chacune des fonctions de x suivantes, bg (x), Cg, i (x), w(t, x),
Jipy...p,ms (1, X) est majorée — au sens « — par COg(x). Dans cette section, nous fixons
de tels C, o, R. Rappelons que si f(x, D%u) [voir probléme (0.1)] ne dépend pas des
dérivées partielles de u, alors il est inutile de supposer que les dérivées partielles premicres
de u, (x") sont bornées.

Nous allons travailler dans le sous-espace affine fermé (donc complet) E (R, o, €) de
B(R, o, €) constitué des Y. u;(ty, 15, x) X/ tels que u,y (s, x)=w(z, x). On conserve les
jzo
notations de ’égalité (2.5) et du paragraphe 4.
SiU= Y u(t x)X'€E(R, o, €), on pose

izo0

G T,(U)= Y byx)2{'-2;'DEU+ ¥ Cp,(x)9;'-DEU

I1Bl=2 |l =1
ie{l, 2}
+W(t, x)X0+ Z .ﬁc,Po,...,Pn,m,s(tﬁ x)(gi-lo’@;lU)k

(k, Pg, ..., Py, m,s)el

x 1 (@12, DaU)ix (27 Uy"(2; ' Uy

i=0
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Comme k+z P,+m+s =1, les lemmes 4.1 et 4.2 permettent d’obtenir immédiatement
0

la proposition suivante.

ProposiTioN 5.1. — Il existe un polynome P(Y)eR[Y] a coefficients =0 tel que
Vee]0, 1], T, envoie E(R, o, €) dans lui-méme et :

VUEER, o, &), ||T,(U)—w(t, x)X°|k.<eP(|U|k -

P(Y) ne dépend que de C et des opérateurs a(x, D), f (x, D) du probléeme (0.1).
En utilisant la formule suivante :

M =

X, X, Xn=Y, Y, Ya= Y X, X = Y) Yiag. .. Yn

I

i=1

et en utilisant les lemmes 4.1 et 4.2, on obtient immédiatement la proposition suivante.

ProposiTioN 5.2. — Il existe un polynome Q(Y)eR[Y] a coefficients =0 tel que
Veelo, 1[, T, envoie E(R, o, €) dans lui-méme et VU, VEE (R, o, €), on a

”Tl U)-T,(V) ”R,s =< 8||U_V”R,5Q(” U”R,c+”V”R, )

Q(Y) ne dépend que de C et des opérateurs a(x, D), f (x, D) du probléeme (0.1).
Soit Ue E(R, o, &); comme w (¢, x) < C0g(x), on observe que

1Ulk,e < CHIU=w(t, )Xy,

Les propositions 5.1 et 5.2 permettent alors d’obtenir immédiatement le corollaire suivant :

COROLLAIRE 5.3. — [l existe g,€ 0, 1] tel que V€€]0, €], T, envoie la boule unité fermée
B de centre w(t, x)X° de E (R, w, €) dans elle-méme et T, s €t 1/2-lipschitzienne. g, ne
dépend que de C et des opérateurs a(x, D), f (x, D) du probléme (0.1).

Maintenant, nous pouvons prouver le théoréme 2.7. Rappelons que nous travaillons
toujours sous les conditions de la convention 2.6. Reprenons les notations du
corollaire 5.3; considérons un réel £€]0, g]; d’aprés le théoréme du point fixe, il existe
U= Y u;(t, x) X/eE(R, o, g) vérifiant T,(U)=U. Considérons alors un couple

jzo
(o,, R;) vérifiant les conditions du lemme 3.10 relativement a (R, o, €) et tel que
VxeA(0, Ry), |k (x)| < ®;, 1 £i<2. Posons Q;=A(0, R,). D’aprés le corollaire 5.3 et
ce qui a été dit au début de la section du paragraphe 5 (o, Q7) ne dépend que de M,
o > 0, Q et des opérateurs du probléme (0.1). D’aprées le lemme 3.10, la somme 4(z, x)
de la série )" u;(1, x) est holomorphe sur 22 x Q). La clause relative a la convergence
jzo0
normale dans le lemme 3.10 permet d’écrire pour tout (z, x) de 91’3)1 xQf:

27127 DEh(t, )= Y D1'D;'Dhu; (%), |B|=2

jiz2

27Dk, )= Y. 97 Diu;_ (1, x), 1<i<2, |8|=1.

jiz1
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En utilisant la définition de T, et — une nouvelle fois — le lemme 3.10, on vérifie
immédiatement que (7, x) - h(t, x) vérifie 'égalité (2.5) en tout point de Z2 x Q.

Posons Q; =A (0, (1/2)R;). Les résultats des sections des paragraphes 3 et 4 montrent
alors que les fonctions 27125 h, 27 h(1 <i<2) et leurs dérivées premiéres en x
sont bornées sur #2 x Q. Ceci prouve le théoréme 2.7.

6. Appendice

L’objet de cette section est de démontrer le théoréme 6.1 qui précise un résultat
de [4]. Aprés quelques calculs, nous montrerons que le théoréme 6.1 est entrainé par le
théoréme 6.3. Pour montrer que les dérivées partielles premiéres de la solution du
probléme linéaire (2.1) ou (6.1) sont bornées, nous utiliserons I'unicité de la solution du
probléme (6.10) considéré dans le théoréme 6.3.

THEOREME 6.1. — Reprenons les notations de l'introduction du paragraphe 0. Soit V un
voisinage ouvert dans S de 'origine. Si uy(x"), u, (x") [resp. et en plus les dérivées premicres
de uy(x")] sont holomorphes et bornées sur le revétement universel #(V\T) de V\T,
alors il existe ® > 0, M > 0, un voisinage ouvert Q de 06 C"*! tels que Y xeQ, |k'(x)| < ®
(1 £i£2), pour tout point m de (SN Q)\T, pour un choix quelconque de déterminations
de uy(x'), uy (x') au point m, on peut trouver des fonctions u* (¢, x), u*(t, x) holomorphes
et bornées par M — ainsi que leurs dérivées premiéres en x — (resp. et en plus e™'0,u',
e”'0,u® sont bornées par M) sur #, % Q telles que la solution du probléme linéaire :

61 { a(x, Dyu=0

Diouls=u,(x"), O0=<h=1.

soit donnée par x> u' (Logk! (x), x)+u? (Logk?(x), x), le choix des déterminations des
deux logarithmes Logk!, Logk? étant effectué comme dans I'énoncé du théoréme 2.4. Le
germe de solution au point m est évidemment prolongeable le long de tout chemin d’origine
m tracé dans Q et ne rencontrant pas les hypersurfaces caractéristiques.

Nous suivrons de prés [4] et utiliserons les techniques de [3]. Soit Ry, > 0 tel que les
coefficients de I’opérateur a(x, D) soient holomorphes et bornés sur le polydisque
A (0, Ry) de centre 0e C**! et de rayon R, > 0. Nous travaillerons avec un réel ® > 0 et
le revétement

R,={reC|/Ret < Logw} »D,={zeC/0 < |z| < 0}

t—é.

Pour chaque ® > 0, on s¢ donne un point a=a(w)eZ#,,. Si ue # (4,,), on pose alors :
t
Qu)=e"0,u(t), 2" u()= e®u(0) do.

a(w)
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Maintenant, nous abordons la preuve du théoréme 6.1 et reprenons ses notations. Nous
recherchons la solution du probléme (6.1) sous la forme

x—ul (Logk! (x), x)+u? (Logk? (x), x).

Comme les hypersurfaces k' (x)=0, 1 < i < 2, sont caractéristiques, on obtient aisément
(voir [4]) le lemme suivant :

LEMME 6.2. — Soit i€ {1, 2}. Il existe des opérateurs différentiels linéaires Pi(x, D),
1 <12, dordre <1, a coefficients holomorphes dans A(0, R,) ne dépendant que de
a(x, D) et de x+—k'(x), tels que pour toute fonction u'(t, x) holomorphe sur un ouvert de
R,*x A0, Ry), on ait
2

a(x, D)u' (Logk! (x), )= Pi(x, D)Z> "' (1, X) |, = Log i (v

1=1

En outre, si a,(x, D) désigne la partie principale de a(x, D), on a

Pi(x,D)= ) D, a, (x, grad k' (x))D,i+ b (x)
j=0
ou b: A(0, Ry) — C est une fonction holomorphe.

Nous ne tiendrons pas compte de la restriction t=Logk* (x) et nous rechercherons des
fonctions holomorphes ' (¢, x), 1 < i < 2 vérifiant :

2
(6.2) Y Pi(r, D)2 (1, x) =0, 1<is<2
1=1

Le lemme 6.2 montre alors que x— u* (Logk* (x), x) + u? (Log k? (x), x) annule identique-
ment 'opérateur a(x, D).

Comme 'opérateur a(x, D) est & caractéristiques simples, les résultats du paragraphe 1
montrent que D, a, (x, grad k' (x)) ne s’annule pas a lorigine; quitte & diminuer R, > 0,
nous supposerons que cette fonction ne s’annule pas sur A (0, R,). Pour chaque 1 <i <2,
il existe alors des opérateurs différentiels a coefficients holomorphes sur A (0, R,),
Ri(x, D’) (d’ordre < 1 et indépendant de D,o), T (x, D) d’ordre < 2 tels que les relations
(6.2) soient eéquivalentes a :

6.3) Do 2u' (¢, x)=Ri(x, D) 24’ (t, x)+ T!(x, D)’ (t, x) (1L5iL2).
Comme 2° 2! =1d, les relations (6.3) seront a fortiori vérifiées si :
6.4) D,ou' (¢, x)=R'(x, D) u'(t, x) + Ti!(x, D)2~ 1 ' (1, x), 1<i<2.

Maintenant étudions les données de Cauchy. Rappelons que k! (0, x")=k2(0, x")=x*.
Il existe ®, et R, > 0 tels que pour tout point m=(0, x5)= (0, x}, xg) de S\ T vérifiant
0 <|x§| <o, et x,eA(0, R,), pour un choix quelconque des déterminations de u, (x'),
u; (x) au point m, il existe des fonctions (¢, x") > u, (1, x)e # (R,, X A0, R)),0=h < 1

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L’ECOLE NORMALE SUPERIEURE



208 E. LEICHTNAM

telles que uy,(Logx', x")=u,(x"), 0 < h < 1. Nous verrons que le théoréme 6.3 établit
I’existence d’un voisinage ouvert Q < A(0, R,) de lorigine tel que les assertions du
théoréme 6.1 seront vérifiées pour tout choix de m dans (SN Q)\T. Nous choisissons
les déterminations « initiales » de Logk* (x), Logk? (x) (et de Logx'), de sorte que dans
un petit voisinage de m, on ait Logk® (0, x")=Logk? (0, x")=Logx!. Cela dit, on a:

Do (x> u' (Logk', x))=[(D,0 k%) (x) D4 (t, x) +D,0 ' (¢, X)] |, = Log i )

Par conséquent, les relations Do (u' (Logk', x)+u?(Logk?, x))|s=u,(Logx?, x),
0 < h < 1 seront a fortiori vérifiées si on a identiquement :

6.5) ul (1, 0, x)+u* (¢, 0, x')=uy (2, x")

2
(6.6) Y [(Dy0 k9 (0, x') Du (1, 0, x)+ Do u (1, 0, X)) =1, (1, x').
i=1

Comme 2°2~!'=1d, la relation (6.6) sera a fortiori vérifiée si on a :

2 2

6.6) Y Dok (0, xVi' (1,0, x)=2 'y (1, x')— Y, D2 1 (1, 0, x').

i=1 i=1

Rappelons (voir §1) que D,ok'(0)=A; et que A, # A,. Par conséquent, quitte & diminuer
R,, il existe des fonctions holomorphes sur A (0, Ry), f;(x"), g:(x"), 1 £i <2 telles que
les relations (6.5) et (6.6)" soient équivalentes a (1 £ i< 2):

2

6.7 ' (t, 0, x)=f;(xVup (1, x)+g:(x) 2 uy (1, x) = Y, &(x) D21 (1, 0, X).

j=1

Par conséquent, nous rechercherons des fonctions holomorphes u* (¢, x), ¥ (¢, x) solution
du probléme (1 £i<2):

D,oUi(t, x)=Ri(x, D) Ui(t, x)+ T (x, D)2~ 1 U (1, x)
2
Ui, 0, x)=f;,(x) up (1, x')+ g (x) D uy (1, X)— ), g:(x) D021 U'(1, 0, X').

j=1

(6.8)

Rappelons que a=a(w), 2 ' u(H)= ft Au®do, u(d)=2"'°2u(t)+u(a). Par consé-
quent, si (4!, u?) est solution du problélsle (6.8), alors (2u!, 2u?) est solution du probléme
suivant (1 < i £ 2) ['inconnue est notée (U?, U?)]:

D,oUi(t, x)=Ri(x, D) Ui(t, x)+ T (x, D)2~ U(¢, x)+ T! (x, D)/ (a, x)
(6.9) Ui(t, 0, x")=£,(x") Duy (2, x")+g; (x") u (¢, x')

2 2
=Y g(x)Dyoil(a, 0, x)— Y g (x)Doo2 Ui, 0, x').

ji=1 j=1
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Quitte a diminuer R, > 0, nous pouvons supposer que 0 < R, < 1 et que les f;(x’),
8:(x) et les coefficients de T*(x, D), R'(x, D’) sont holomorphes et bornés sur A (0, Ry).
La suite de cet appendice est consacrée a la preuve du théoréme suivant qui permet
d’étudier les problémes (6.8) et (6.9).

THEOREME 6.3. — Soit R, €]0, Ry/2]; alors il existe deux réels R,€]0, R,[, w, > 0 ne
dépendant que de R, des f;(x'), g;(x'), des coefficients de T'(x, D), Ri(x, D), 1 £i<2
tels que Y ©€]0, w,], pour toutes fonctions h(t, x'), g,(t, x), (1 £ i< 2) holomorphes et
bornés par C' > 0 sur Z,% A(0, R,) le probléeme suivant (1 £i<2):

2

Ui, 0, x)=h;(t, )= ¥ g,(x)D,02 1 U/ (1, 0, x')
(6.10) ,;

D,oUi(t, x)=Ri(x, D)Ui(t, x)+ T (x, D)2~ U'(¢, x)+g: (¢, x)

posséde une unique solution (U (t, x), U2 (¢, x)) holomorphe sur #,* A(0, R,) par une
constante ne dépendant que de C' er des coefficients des opérateurs.

Preuve du théoréme 6.1 a partir du théoréme 6.3. — Reprenons ce qui a été dit juste
avant les expressions notées (6.5) et (6.6). On vérifie aisément qu’il existe N > 0, ®, > 0
et R, €]0, R,/2] ne dépendant que des données de Cauchy u, (x"), u; (x") du probléme (6.1)
tels que ug (¢, x°), uy (¢, x) [resp. et aussi Dug (¢, x)] sont holomorphes et bornés par
N sur #2 XA(0, R;). En examinant I’énoncé du théoréme 6.3, on constate qu’il
existe des réels 0 < 0,(< ®,), 0 <2R; <R, <R, tels que Yoe]0, o, pour toutes
fonctions 4, (t, x'), g;(t, x) holomorphes et bornées par C'>0 sur %,xA(0, R))
[resp. #,*% A (0, R,/2)] le probléme (6.10) possede une unique solution holomorphe sur
R,*x A0, R,) [resp. Z,%A(0, R;)] et cette solution est bornée par une constante ne
dépendant que de C' et des coefficients des opérateurs. Fixons @ =, [et par conséquent
a=a(o,)]. Le lemme 3.1 montre que VieR,, il existe un chemin v | [0, 1] - R,, de
classe €' par morceaux joignant a a ¢ tel que :

1
J €9 |7 ()| ds < 3 0,.
0

On vérifie alors immédiatement que les fonctions :
hi(t, X)=fi(up (1, )+ g (xV D uy (1, x),  1<is2

sont holomorphes et bornées sur %, % A(0, R,). Le théoréme 6.3 assure alors I'existence
et lunicit¢ d’une solution (u!(¢, x), u?(t, x)) holomorphe sur Ry X A0, R;) du
probléme (6.8) et cette solution est bornée. Supposons Dugy (¢, x) bornée sur
Ry, X A0, R;). On vérifie aisément que les fonctions

2
hi(t, x)=f;(x") Duiy (8, X)+ 8 () (¢, X)— ), &:(x)Dyotd(a, 0, x')

Jj=1

g:(t, x)=T'(x, D)u'(a, x)
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sont holomorphes et bornées sur %, % A(0, R,/2) par une constante ne dépendant que
des coefficients des opérateurs, de R, et des constantes majorant uy (¢, x), u} (¢, x') et
Quy (¢, x'). Le théoréme 6.3 assure ’existence et 1'unicité d’une solution holomorphe sur
Ry X A0, R;) du probléme (6.9) et cette solution est bornée. Comme 2R3 < R,, on
sait que (2u'(z, x), Qu (1, x)) est une solution holomorphe sur #,,xA(0, R;) du
probléme (6.9), elle est donc bornée sur #,, X A(0, R;). Quitte a diminuer R;, on peut
supposer que pour tout'x de A(0, R;), on a |[k'(x)| <®,, 1 <i<2. Ce qui a été dit
depuis le début de cet appendice montre alors que le théoréme 6.1 est démontré en
prenant Q=A(0, (1/2) R;) et ©=,.

Avant d’aborder la preuve du théoréme 6.3, nous rappelons les définitions et propriétés
de fonctions majorantes définies dans [3].

DEFINITION 6.4. — Soit R >0, p > 1 et keN. On pose :

k!
o5 (X)= -

(1-e0om- % wim)

Jj=1

Les résultats de la proposition suivante sont prouvés dans [3].

PROPOSITION 6.5. — Awec les notations précédentes
L 0F (%) < 941 (%), Do 0f (x)=(p/R) 9+ 1 (x), D, 9 () =(1/R) @4 1 (x),  Sj < m.
2. Soit x+> b (x) une fonction holomorphe bornée par M sur A (0, R). Alors on a :

b(x) <« M @8 (x).

3. Supposons 0 < R < Ry/2. Soit x+> a(x) une fonction holomorphe bornée par M sur
A(0, Ry). Soient keN, C > 0 et u(x) une série formelle. Alors on peut affirmer que :

u(x) <« Cof(x) = a@@)u(x)<2MCoR(x).

Preuve. — Nous allons reproduire la démonstration de [3]. On obtient immédiatement
le 1. Prouvons le 2. Les inégalités de Cauchy montrent que :

n 1 1 R
b(x) < M,Bo (——1 —(xf/R)> «M ETETETC e M @5 (x).

Ceci prouve le 2. Prouvons le 3. Pour alléger les notations, nous poserons
X=px%+x'+...+x" Ona

L o1 Rl 112 1 Ko
1—(1/2)(Pk(x) 1—(1/2R)X(pk(x) 1-(1/2) 1—(1/2R)X(1~(X/R))"»0'

D’ou :

1

m O (%) < 2y (%)
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Comme 2R < Ry, le 2 montre que:

a(x) K ——;
1-(X/2R)
on obtient alors immédiatement le 3.

Note. — Le 3 de la proposition 6.5 nous permettra de majorer ’action des coefficients
des opérateurs par des constantes multiplicatives.

On obtient immédiatement le lemme suivant :

LEMME 6.6. — Soient C,, ..., C,, Dy, ..., D, des constantes réelles = 0. Si U (x) est
une série formelle vérifiant

D,oU(x) « C; Dyoqf + ... +C, D095
U@, x)«D, ¢ +...4+D, (p;‘p,

alors on a

Ux) «<Cyop+... +Cp(pfp+D1 of +. .. +Dp(p}‘p.

Maintenant nous pouvons aborder la preuve du théoréme 6.3. Soit R, €]0, Ry/2]. Le
réel o, > 0 ne sera choisi qu’a la fin de la preuve [voir la numérotation (6.13) plus loin].
Soit ®€]0, ®,]; reprenons les notations du théoréme 6.3. Soit M > 0 tel que pour
1 <i<2, les fonctions h;(t, x'), g (t, x) sont holomorphes et bornées par M sur
R,*x A0, R)).

On définit des suites (UL(f, X))yen, 1 Si<2 de fonctions holomorphes sur
R,*x A0, R,) par les relations de récurrence suivante :

UL (1, 0, x)=h; (2, x")
D,o U (¢, x)=g; (1, x)

6.11 . 2 .
.11y Ui, 0, x)==Y g,(x)Do2 Ui, 0, x')

j=1

D,oUi,, (1, x)=Ri(x, D) UL(t, x)+ T! (x, D)2~ ' Ui (¢, x).

La solution du probléme (6.10) est alors donnée formellement par :

+ o

u(t, x)=Y UL(t, x).
k=0

Le 2 de la proposition 6.5 montre que (1 <i<2):
VieR, ht x)<Mobi(x), gt x)<Moeki(x).

Le 1 de la proposition 6.5 montre en outre que :

D,oUj (1, x) « Mokt « M @R1 (x)=M R D,o @R1,
P
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Le lemme 6.6 montre alors que
i R, R
6.12) Up(t, x) <« M — +1) 0t (x).
p

Soit N le nombre total de mondmes de dérivations en x d’ordre < 2. Soit C > 0 tel
que les f;(x"), g;(x"), les coefficients des opérateurs R’ (x, D), T!(x, D) soient bornés par
C > 0 sur le polydisque A (0, R,). Par récurrence sur k€N, nous allons établir le lemme
suivant.

LEMME 6.7. — Posons A=4C(N+2). Alors YkeN, VteAR,, pour tout chemin vy de
classe C! par morceaux [0, 1] > R, et joignant ad t,ona (1 £i<2):

ky Lkt
Ui(t, x) « A* Y M(El+l><—p—> W Qprp*2
ky+ky=k Y R, k!

1
ou L('y)=f |e" @] |y ()] ds.
0

Preuve. — L’inégalité (6.12) montre que le lemme est vrai dans le cas k=0. Soit
k = 0; supposons le lemme démontré au rang k. Rappelons que 0 <R; < 1. Le 1 de la
proposition 6.5 montre alors que pour tout entier / = 0 et tout je {1, 2,...,njona:

1
- on (p}(l = ij (p}‘l > (p}‘l
p

Comme R; < R,/2, ’hypothése de récurrence et le 3 de la proposition 6.5 montrent
alors que :

Ri(x, D) Ui (s, x)<<A"M<Bl+1> ¥ <£>k‘
p

ky+kz=k Rl

L*1(y)
—p

1
%2 2CN ~D,o @f1.
kl! p (pkl

Comme 0 <R, <1letp>1,lel dela proposition 6.5 montre que pour tout /eN et
tout multi-indice ae N"** de longueur <2, 0n a:

ot « D3t « Do @1 =D,0 <1§ o 1>~

1
Considérons un chemin vy vérifiant les conditions du lemme 6.7; on a :
. 1 .
27U, x)=j e’y (5) Up (y (5), x) ds.
0
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En appliquant pour chaque 0 < s < 1 ’hypothése de récurrence a la restriction de v a
[0, s] et en utilisant la proposition 6.5, on obtient :

T'(x, D)2~ Ui (1, x) <« A*M (ﬁ + 1)
p

k Lk1+l
s aan( 2] 0, (2 )
k1 tky=k ]{1 (k1+1)! Rl

En raisonnant comme précédemment on vérifie aisément que :

X k Lk1+l
Ui, .10, x) « A"M<&+ 1) Y 4C<£> l_ﬁp_kZ_E_(pzll_‘_l.
p kitka=k Rl (k1 + 1)! Rl

Comme 2CN+2CN+4C <A, le lemme 6.6 permet d’obtenir immeédiatement le
lemme 6.7.

Maintenant nous allons établir I’existence d’au moins une solution du probléme (6.10).
Soit te #,,; d’aprés le lemme 3.1, il existe un chemin y de classe ' par morceaux joignant
a a t tracé dans %, et tel que L(y) < 3. Le lemme 6.7 montre que pour que les séries
Y. Ui(, x), (1 i <2) convergent, il suffit que:

kzo0
+ o0 : . Ap3(!) :Ikl <é>k2 +
kgo k,+%=k[Rl(1—(P|x°|/R1)—(Z|le/R1)) p ST

Dans cet article, nous prendrons p=A+2. Posons R,=R,/2p(n+1). On considére alors
un réel ®, > 0 veérifiant :

2Ap3% 2Ap30)0<

(6.13) L L
R, 2 (1/2)R, ~ 2

lIA

Il est alors clair que pour tout ®el0, o] les séries Y Ui(s, x)=U'(s, x) convergent
k20

uniformément sur les compacts de %, % A (0, R,) et que (U (¢, x), U? (¢, x)) définit une

solution holomorphe bornée sur %, x A (0, R,) du probléme (6.10).

Maintenant prouvons I'unicité. Fixons 0€]0, o,]. Soit (U’! (¢, x), U'? (¢, x)) une autre
solution du probléme (6.10) holomorphe (on ne la suppose pas bornée) sur R, *x A(0, R,).
Posons U"'=U‘—-U". Soit K un compact d’intérieur non vide de #,. L’examen de la
preuve du lemme 3.1 montre qu’il existe un compact connexe par arcs (de classe C' par
morceaux) K’ de £#,, contenant K U {a} et tel que VzeK il existe un chemin y de classe
%' par morceaux tracé dans K’ joignant a a ¢ et vérifiant L (y) < 3 . Posons R=(1/2)R,.
Les fonctions U’ sont bornées sur K’ x A (0, R). D’aprés le 2 de la proposition 6.5, il
existe une constante Cy, > 0 telle que (1 £i<2):

VieK’, U"(t, x) « Cg oR (x)."
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Les fonctions U’ vérifient les relations :
2
U"(£,0, x)=— Y g(x)Do2 U (1,0, x')

j=1
D,oU" (1, x)=R(x, D)U" (1, x)+ T' (x, D)2~ 1 U"(4, x).

La démonstration du lemme suivant est tout a fait analogue a la démonstration du
lemme 6.7.

LEMME 6.8. — Pour tout entier naturel k, pour tout t de K’ et tout chemin v de classe €*
par morceaux joignant a ¢ t et tracé dans K' ona (1 £i<2):

. ey Lk
Ui, x) « A*Cy. ¥ (ﬂ) 1Lf(y)

7 —ka
R k ) (plq .
ky+ky=k 1-

Rappelons que p=A+2, que pour tout t de K on peut supposer L(y) <3, que
0<o=wet que: (R=(1/2)R,)
2Ap3w, _1
R 2

lIA

Posons R'=R/2p(n+1).

On vérifie alors aisément que les séries (1 <i<2) (de terme général constant)
Y U"i(1, x) convergent pour tout (z, x)eKxA(0, R’). Comme K xA (0, R’) est d’inté-
rieur non vide, on en déduit que les fonctions U’ (¢, x) sont identiquement nulles sur
I’ouvert connexe £, X A (0, R,). Ceci prouve le théoréme 6.3.
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