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TRANSVERSALES LAGRANGIENNES, PÉRIODICITÉ
DE BOTT ET FORMES GÉNÉRATRICES

POUR UNE IMMERSION LAGRANGIENNE
DANS UN COTANGENT

PAR FRANÇOIS LATOUR

Introduction

Le thème géométrique de cet article est le problème de transversales après stabilisation
dont la forme la plus simple est la suivante :

Étant donnés un fibre vectoriel W de dimension In sur un complexe fini X et deux
sous-fîbrés Ç et T| de dimension n, existe-t-il un sous-fîbré Ç de dimension n + N de
W © e^ © s^ transverse à Ç © s? et à T| © s^?

La réponse (théorème III. 3.3) est simple: une telle transversale après stabilisation
existe si les fibres Ç et T| sont stablement isomorphes.

On étudiera aussi le cas où W est muni d'une forme sesquilinéaire s-symétrique non
dégénérée, où Ç et T| sont des sous-fîbrés lagrangiens et où on cherche une transversale
après stabilisation Ç lagrangienne dans W © e © s * (où on munit s ©s* de la forme
hyperbolique).

La méthode est de montrer que la réponse au problème ne varie pas lorsqu'on déforme
Çetr | .

Comme il est classique pour un problème après stabilisation, la nature du fibre W
n'intervient pas et on se ramène à étudier la situation pour W trivial.

Dans le reste de cette introduction, on va considérer, pour fixer les idées, le cas
antisymétrique réel. On munit C" de la forme symplectique usuelle œ et on note A^ la
grassmanienne des lagrangiens de (C", œ).

Soit Z^ p l'espace des transversales lagrangiennes de dimension n+p aux deux sous-
fîbrés lagrangiens tautologiques sur A^ x A^ :

Z,^={(Lo,Ll ,M)eA,xA„xA„^/Mn(Lo©^)=Mn(Ll©^ p )={0}}.

Notons A le lagrangien de C2 engendré par (1 —z,0 ) et (0,1 +0; soit Z^= lim Z^p où
p

\+p -> A^+p+2 est l'application M \—> M © A, notons n la projection Z^ -> A^ x A^.
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4 F. LATOUR

L'invariance par déformation revient à montrer que n est une fîbration de Serre (ce
qui est clairement faux pour Z^ p -> A^ x A^).

Pour construire une « trivialisation homotopique locale » de TT, on cherche, étant donnés
quatre lagrangiens L(), L^, Mo, M^ de C" avec 4 0 M^= {0} , à stabiliser Lo, L^, Mo de
façon standard en Lo = Lo © (R2 p, Lo = L^ © ? IR2 p, Mo = Mo © A^ et M^ de façon tordue
(dépendant de Lo, L^, Mo, M^) en Mo de sorte que Mo se déforme en M[ dans les
lagrangiens transverses à Lo et L[. En fait, on construit I(Lo,Li,Mo,Mi) lagrangien de
C6" transverse à IR6" et à iR6" et une déformation (dépendant continûment de Lo, L^,
Mo, Mi) de Mo ©A3" à M^ ©I(Lo,Li,Mo,Mi) dans les lagrangiens transverses à
Lo © IR671 et LI © /IR6". Il résulte de cette construction que n est localement une fîbration
de Serre.

Soit Â^ l'espace des lagrangiens de C" transverses à [R" et i R", Â^ s'identifie à l'espace
des formes quadratiques non dégénérées sur R" (la signature de I(Lo,Li,Mo,Mi) est
deux fois l'invariant de Hôrmander-MasIov [11], [10]).

On a des stabilisations Â^^À^+2 en faisant la somme directe avec A et une limite
À = lim \ qui est visiblement la fîbre de 71 et qui a le type d'homotopie de Z x BO (on

n

stabilise par une forme quadratique de signature nulle).
Les propriétés de l'invariant I permettent aussi de classifîer les transversales lagrangien-

nes après stabilisation à deux sous-fîbrés lagrangiens (classification modulo stabilisation
et déformation) : l'ensemble des classes de transversales lagrangiennes communes lorsqu'il
est non vide est homogène sous [X, ~L x BO].

Il existe une application naturelle de Â^ dans l'espace noté Qo (An) des chemins de A^
allant de IR" à M" :

^n '• ^n -> ̂  (An),

où CT^ (L) est le chemin rectiligne allant de R" à M" dans l'espace affine des lagrangiens
transverses à L.

La fîbration de Serre précédente restreinte à A^ x {M" } donne une fîbration ¥„ -> A^
de fibre À. Or il est facile de voir que Y^ est fortement connexe :

Y,^={(L,M)eA„xA„^/Mn(L©^)=Mn(^n + p))={0}}

a le type d'homotopie du complémentaire dans un espace affine de l'image d'une variété
de dimension nettement plus petite. Il en résulte que 7t,Â^7^+i A^ pour j petit devant n,
et on vérifie que les a,, définissent à la limite une équivalence d'homotopie faible
a : À -> QA, où A = lim A,,.

Les constructions précédentes sont valables pour d'autres formes sesquilinéaires
e-symétriques non dégénérées et même dans le cas où la forme est identiquement nulle
(cas amorphe où lagrangien signifie sous-espace de dimension moitié).

Remarquons, comme Karoubi dans [13], que lorsqu'on varie de forme sesquilinéaire,
A décrit les différents espaces entrant dans la périodicité de Bott; d'autre part, À décrit
à homotopie près les mêmes espaces, mais dans un ordre différent. Les équivalences
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TRANSVERSALES LAGRANGIENNES 5

d'homotopie faible a : À -> QA donnent alors les pas élémentaires de la périodicité de
Bott réelle ou complexe.

Passons en revue les diverses familles de démonstrations de la périodicité de Bott
connues de l'auteur :

(1) la démonstration originelle de Bott [5] utilisant la théorie de Morse, voir aussi [15]
et [8];

(2) la démonstration homologique de J. Moore [7];
(3) la démonstration K-théorique d'Atiyah-Bott [4] dans le cas complexe par approxi-

mation d'une application de recollement et linéarisation, celle de Wood [17] généralisant
la précédente au cas d'une algèbre de Banach avec involution et obtenant la périodicité
orthogonale, voir aussi [2], celles de Karoubi faisant intervenir les algèbres de Clifford
([12], [13]);

(4) la démonstration d'Atiyah [3] utilisant les opérateurs différentiels elliptiques.
Dans notre approche, n'interviennent ni théorie de Morse, ni algèbre de Hopf, ni

théorie spectrale, ni opérateurs elliptiques. Notre démonstration utilise la structure affine
de l'espace des lagrangiens transverses à un lagrangien donné et la déformation fondamen-
tale de 1.2. Elle est élémentaire : le point le plus sophistiqué est que le complémentaire
dans un espace affine d'un fermé image d'une variété de petite dimension est fortement
connexe (cela nécessite la partie triviale du lemme de Sard qui assure que l'image d'une
variété dans un espace affine de dimension strictement supérieure est de mesure nulle).

Si chaque pas de la périodicité de Bott a dans cette démonstration la même origine
géométrique, remarquons que dans les cas triviaux (QBU^U, etc.), ce n'est pas la
démonstration usuelle par forte connexité des variétés de Stiefel.

Passons maintenant à une application de l'étude des transversales lagrangiennes à la
géométrie symplectique.

Soit M une variété différentiable de dimension n, on munit T* M de sa structure
symplectique canonique; soit V un espace vectoriel de dimension p. On dit qu'une
1-forme fermée a définie sur un ouvert N de M x V est une forme génératrice si
chaque fois qu'on écrit localement ai=df (f=f(x^, . . . , x ^ y ^ , . . . , y p ) où (x^) sont des
coordonnées locales sur M et (yj) des coordonnées sur V), on a la propriété que la
matrice ^f/Qx 8y) (x, y), ^f/Sy2) (x,y)) est de rang p dès que (8f/8y) (x, y) = 0; 2^ c=
N définie localement par (Sfl8y)(x,y)~=Q est alors une sous-variété de codimension p de
N et ^ : ̂  -> T* M définie localement par

( ç\r \

^3(x,y)\-> x^J-(x,y)dXi)
Sx, )

est une immersion lagrangienne (appelée définie par a).
L'existence locale et la classification locale de fonctions génératrices ont été établies

par Hôrmander et Weinstein ([11], [16], [10]). J. A. Lees [14] étudie l'existence globale de
fonctions génératrices, mais les démonstrations sont fausses. Passons sur l'hypothèse de
compacité non explicite, mais implicite dans les démonstrations de [14]. Un théorème
central de [14] est le théorème 2.1 qui est la généralisation à l'identique du résultat
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6 F. LATOUR

d'unicité locale de Hôrmander, or cette généralisation est fausse, le plus simple pour s'en
convaincre est de prendre la situation où la caustique est vide.

Considérons les deux fonctions/o,/i '• S1 x tR2 -> R

fo^.y^yi^yî-yî
^ ( Q^ • ̂  / • e Q\2/i^i^^.ViCOS.+^sin. j -I -^sm_+^cos- j

= cos 6 y\ + 2 sin Qy^ y^ — cos 9 y\.

Toutes deux sont des fonctions génératrices définissant la section nulle de T*S1, elles
ont même nombre de variables, des hessiennes de même signature, mais le fibre stable
de la hessienne de /o est trivial et celui de /i est non trivial; /o et /i ne peuvent être
équivalentes (même après stabilisation).

E. Giroux [9] a établi l'existence de 1-formes génératrices lorsque M= [R" en combinant
des méthodes de flexibilité à la Gromov et des méthodes de composition de relations
symplectiques à la Chekanov.

Écrivons T* (M x V) == T* M x V x V*; il contient la sous-variété co-isotrope
Jf=T* M x y x 0. Soit csc une 1-forme génératrice définie sur N c= M x V, oc 2^ <= T* N
est une sous-variété isotrope contenue dans J'f; le long de oc 2^, on a le fibre E tangent
au graphe de a qui est lagrangien, le fibre Tjf qui est coisotrope et transverse par
hypothèse à l'orthogonal symplectique (Toc 2^)° et le fibre vertical de T*(MxV) qui est
lagrangien. Par réduction symplectique par Toc 2^, on obtient des sous-fîbrés lagrangiens
deW=(Toc2:,)°/Toc2^

Ç = E/T oc 2:,, Ç = T ̂  H (T a I,)°/T oc Z,, T| = Vert H (T a 2:,)°/T oc S,

et Ç est transverse à ^ et TI.
Si (p : X -> T* M est une immersion lagrangienne, en utilisant un plongement de X dans

un euclidien V, on construit (p : X c> T* (M x V) plongement isotrope au-dessus de (p avec
(p(X) c: j^ et dans (T (p (X))°/T (p (X), on a toujours les sous-fîbrés lagrangiens Ç et T|;
manque la transversale commune Ç et d'ailleurs on montre facilement qu'une telle
transversale permet de construire une 1-forme génératrice a avec oc2^=(p(X).

Si a et a' sont deux 1-formes génératrices avec 2^ =2^.= S et oc=oc' le long de S, on
obtient deux tranversales lagrangiennes Ç et Ç" à ^ et T|. Si on peut déformer (après
stabilisation) Ç en Ç7 dans les transversales à ^ et T|, il résulte assez facilement de la
construction précédente que oc et a" sont équivalentes.

Reste un point pour tirer de la remarque précédente une classification des 1-formes
génératrices définissant une immersion lagrangienne donnée : Si oc est une 1-forme généra-
trice définie sur N c: M x V, si H : N -> M x V est un plongement conservant la projection
sur M et dont la restriction à 2^ est l'identité, alors 00'= H* oc est une 1-forme génératrice
et les transversales Ç et Ç' correspondantes sont équivalentes.

Ce résultat est obtenu grâce à une nouvelle construction de la différence entre Ç et Ç
plus reliée aux formes quadratiques hessiennes de a et oc7 le long de S (chap. III, §4-5).
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TRANSVERSALES LAGRANGIENNES 7

Hors de la caustique (singularité de S -> M), on a le fibre stable de la hessienne de a
(en chaque point, on considère la somme des sous-espaces propres associés aux valeurs
propres <0); ce fibre ne s'étend pas à travers la caustique, mais les hessiennes de a et a'
sont des formes quadratiques associées (notion quantitative reliée à la notion d'avoir en
chaque point même radical et introduite en III, § 4), et dans ce cas, on montre comment
la somme de Whitney du fibre stable de la hessienne de a et du fibre instable de la
hessienne de a' hors de la caustique se prolonge en un fibre sur S tout entier dont la
classe dans [S, Z x BO] est la différence de Ç et Ç.

DIFFÉRENTES LECTURES POSSIBLES. — (1) Pour un lecteur symplectique intéressé par les
1-formes génératrices, chapitre 1 en lisant partout b(x,y) comme forme symplectique,
chapitres III et IV.

(2) Pour un lecteur intéressé par le problème du début de l'introduction, chapitre 1
avec b(x,y)=Q (ce qui simplifie 1.2 et 1.3), puis chapitre III, paragraphes 1 et 3 où il
trouvera aussi une classification des transversales communes après stabilisation.

(3) Pour la périodicité de Bott, chapitre 1 dans sa généralité et chapitre II. C'est pour
rendre cette lecture possible qu'on a séparé entre le chapitre 1 et le début du chapitre III
les constructions pour un fibre ambiant trivial et les sorites pour ramener le cas général
à ce cas particulier.

L'auteur remercie le référée pour ses exigences qui, espérons-le, ont amélioré
l'introduction.

CHAPITRE 1

1. 0. PLAN DU CHAPITRE. —

§1. Notations, structure affine sur AL, espace des lagrangiens transverses à L; on
explicite A^ 0 A^ lorsque Lo et L^ sont transverses.

§2. Définition du birapport B(Lo,Li,Mo,Mi) lorsque L ,nM^=={0} . Déformation
entre Mo © B (Lo, Lo, Mo, Mo) et M^ ® B (Lo, L^, Mo, M^). Invariant de Lo, L^, Mo, M^.

§3. Construction de modèles E^ munis de lagrangiens Fo, F"i, A" et d'isométries
HE^E^ envoyant les lagrangiens standard de HE^ sur Fo" et F?" et le lagrangien
diagonal Apn pn sur A2 ". On est amené pour avoir une construction indépendante de la
(8)-symétrie, à prendre E^ de dimension 8 n.

§4. On établit que Z^ espace des transversales stables aux deux sous-fibres lagrangiens
tautologiques sur A^ x A^ est l'espace total d'un fibre de Serre de base A^ x A^.

1.1. NOTATIONS. —
1.1.1. K est un des corps tR, C ou H muni d'une anti-involution À-i-> 1 i. e.

I+~(I=X+j[i, (4i)=iiX, 'k=^ et T=l.

E est un espace vectoriel à droite sur K de dimension finie; on considère une forme
sesquilinéaire b :E x E -> K c'est-à-dire bi-additive et b (x'k, y[i) = Xfc (x, y) u.

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L'ÉCOLE NORMALE SUPÉRIEURE



8 F. LATOUR

On dit que b est s-symétrique si b(y,x)=Gb(x,y)(^= ± 1). On pose

E* •-= [ (p : E -> K additive et (p (xX) = X(p (x)}.

E* est espace vectoriel à droite ((cp. a) (x) = (p (x) a).
A une forme sesquilinéaire b sur E est associée l'application linéaire b9 : E -> E* définie

par^(x)GO=&(j,x).
On dit que la forme sesquilinéaire e-symétrique b est non dégénérée si &* est un

isomorphisme.

1.1.2. Forme hyperbolique. — Soit V espace vectoriel à droite sur K; on pose
H (V) = V © V* avec la tonne sesquilinéaire s-symétrique non dégénérée

(^(p^cp^cp^+ECp^.

Si b est une forme sesquilinéaire s-symétrique non dégénérée sur E, on a un isomor-
phisme d'espace vectoriel E © E —> H (E) qui à (x, y) associe (x, b9 (y))', par cet isomor-
phisme, la forme hyperbolique sur H (E) devient la forme

&(x,^x^/)=&flCy/)(x)+8&ffCy)(x^)=é(x,/)+£F(7^=&(x,/)+&^

Dans la suite, nous considérons surtout des formes non dégénérées mais aussi des
formes identiquement nulles (cas amorphe).

1.1.3. On dit que L c= (E, b) est lagrangien si c'est un sous-espace de dimension moitié
et isotrope [i.e. b(x,y)=0, Vx, yeL]', dans le cas non dégénéré, L est lagrangien si et
seulement si L = L° = { y e ' E / b (x, y) = 0, V x e L }.

1.1.4. Exemples. — (1) Dans E© E=H(E), on a deux lagrangiens appelés standard:
Fo=E®0 et F i=0®E.

(2) Si E=P©Q, somme directe de deux lagrangiens, dans E©E=H(E), on a un
lagrangien Ap Q qui est défini dans la décomposition E © E= (Pc ® Qo) © (P^ ® Qi) par

Ap,Q={(x,^ , -x,y),xeP,yeQ].

On dit que Ap ç est un lagrangien diagonal de H (E) car

Ap,QnFo=Ap,QnFi={0}.

(3) Dans H(H(E)), on a le lagrangien diagonal: A^A^ ̂ .
On note A(E) la grassmannienne lagrangienne formée de tous les lagrangiens de E.

Soit LeA(E), on pose

A L = { M e A ( E ) / L O M = = { 0 } } .

1.1.5. Structure affine sur A^. — Soit M eA^ et soit q^ : E -> L la projection parallèle-
ment à M; on a

(1) ^M|L==IdL;
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TRANSVERSALES LAGRANGIENNES 9

(2) Vx,^eE, b(q^x,y)-^-b(x,q^y)=b(x,y).

[l'égalité (2) résulte du fait qu'elle est triviale lorsque x et y sont dans M, lorsque x et y
sont dans L et lorsque x e L et y e M et que E = L © M].

Réciproquement, si q : E -> L vérifie (1) et (2) et si i: L ̂  E, (1) dit que p=i. q est un
projecteur et (2) assure que M=ker/? est un lagrangien bien sûr transverse à L. AL est
donc espace affine sous le sous-espace vectoriel de Hom(E,L) formé des ô nuls sur L et
tels que

b(Sx,y)+b(x,ôy)=0, ^x,yeE.

Remarques. - (1) Si on choisit une origine M^AL, tout autre Me AL s'écrit
M = graphe (u) c= Mo © L = E où u : Mo -> L vérifie

b (uz, z ) + b (z, uz) =0, V z, z' € Mo.

(2) Lorsque A(E) est non vide, les AL avec leur structure affine forment un atlas de
variété pour A(E).

1.1.6. Soient L et L7 deux lagrangiens transverses de E; tout sous-espace de dimension
moitié de E, transverse à L et L' est le graphe d'un isomorphisme de L sur I/; cela
identifie AL F} AL' à

{ u : L -^ U isomorphisme tel que b (u (x), y) + b (x, u (y)) = 0, V x, y e L }.

Dans le cas amorphe, c'est tout l'ensemble des isomorphismes de L sur U. Dans le cas
non dégénéré, définissons ALL'M : L x L -^ K par b^ ̂  (x, y) = b (x, u (y)) = - b (u (x), y) où
Me AL n AL' est le graphe de u. ÀLL'M est une forme sesquilinéaire ( — e)-symétrique car

^LL'M(>^)=^<J^(.x))= -b(u(y\x)= -sb(x,u(y))= -S^L'M^^)

et ^LL'M est non dégénérée car si b^^(x,y)=0, pour tout x de L, u(y)eL n L'={0},
donc y=Q; ALÏÏÂL' s'identifie à l'espace des formes sesquilinéaires (—^-symétriques non
dégénérées sur L.

Remarque. - Avec les notations de l'exemple (2) de 1.1.4, il est clair que P et Q sont
lagrangiens pour la forme ApoFiAp <r donc si e=- l et l'involution est l'identité pour
K= 1R ou la conjugaison pour K=C ou H, époFiAp o est ^e ^g^ture nulle.

1.1.7. On note Â(H(E))=AF^ HAp^; c'est l'ensemble des lagrangiens diagonaux de
H(E). Via l'identification de Fo et Fi avec E, À (H (E)) c= Aut (E). À (H (E)) = Aut (E)
dans le cas amorphe, et dans le cas e-symétrique non dégénéré À (HE) est l'espace des
formes sesquilinéaires ( — £)-symétriques non dégénérées sur E.

1. 2. DÉFORMATION FONDAMENTALE. —

1.2.1. Notons PT(E) l'ouvert de (A(E))4 formé des couples transverses de paires de
lagrangiens

PT(E)={(Lo,Ll,Mo,Ml)eA(E)4 /L,nM,={0},pour^=0, 1 ety=0, 1}.

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L'ÉCOLE NORMALE SUPÉRIEURE



10 F. LATOUR

Nous écrivons E=Lo©Mo et notons x, y les composantes dans Lo et Mo. Comme
LI H M()= {0}, Li est le graphe d'une application linéaire oc: Lo -^ Mo et comme L^ est
lagrangien,

b(aix,xt)^b(x,aixf)=0, Vx.x'eLo

De même, M i P l L o = { 0 } , donc M^ est le graphe de P:Mo-^Lo, et comme Mi est
lagrangien

^(P^/)+^P/)=0, V^,/eMo.

( T R\
L'endomorphisme de E, ) est inversible puisque les deux colonnes de la matrice

a \)
sont transverses (L^ Ç\ M^ = { 0 }).

Donc I- pa est un automorphisme de Lo et I-ocp de Mo puisque

/i pyi -pwi o \
Va lAû 1 / \a I-apy

et

/I -PVI PWl-Pa 0\
VO 1 Aa I/ \ a I/

1.2.2. Considérons le sous-espace de H(E) qui, dans la décomposition
Fo = E = L^ ® Mg, Fi = Lo © M^ est représenté par la matrice

/ ' °\
1 ° '1 - . p )
\-a I/

_ y 0 \_ y 0 \

II est transverse à Fo et aussi à F^ puisque ) est inversible; c'est un lagrangien
-a I /

) est inversible; c'est un lagrangien
-a \)

de H(E) d'après les propriétés de a et P et il dépend continûment de Lo, L^, Mo, M^.
Notons-le BL^LI ,MO,MI (birapport de deux paires transverses). BLQ,LO,MO,MO est ^Mo de

1.1.4.

1.2.3. Dans le cas non dégénéré, au lagrangien BLQ,LI ,MO,MI correspond, via 1.1.6,
une forme sesquilinéaire (—8)-symétrique non dégénérée sur E=Lo © Mo donnée par

B (;c, y ; x , y ' ) =b(x- P^, /) + b (a x - y , x'\

1.2.4. PROPOSITION. — // existe H : PT (E) x [0,1] -> A (E ® H (E)) continue telle que

(1)
CV^[0,1], H(Lo,Li ,Mo,Mi,On(Lo©Fo)=0
[ H(Lo,Li ,Mo,Mi,On(Li©FO=0;

4e SÉRIE - TOME 24 - 1991 - N° 1



TRANSVERSALES LAGRANGIENNES 11

p) f "(Lo^Mo^^MoeA^Mo
1 H (Lo, Li, Mo, Mi, 1) = MI © B^ Li Mo. Mi.

Preuve. — Ecrivons

H(E)=Fo © Fi =(Lo © Mo) ® (4 © Mo)

et

E ® H(E)=Lo © Fo © Mo © Fi =Lo ® Lo ® Mo © Mo © 4 © Mo

et les composantes de z : x, XQ, yy, y, x^, y ^ , de sorte que la forme B sur E © H (E) s'écrit

K ( z , 2 ' ) = b ( x , y ' ) + b ( y , x ' ) + b ( x o , y [ ) + b ( y ^ x ' o ) + b ( y o , x [ ) + b ( x , , y ' o ) .

Les lagrangiens Lo=Lo©Fo, L i=Li©Fi , Mo©A^,Mo' abrégé en Mo ©A et
MI © BL() ,L^MO>MI sont représentés respectivement par les matrices

L'isomorphisme

^I-pa

l 0
1

I-ap
0 l

fixe clairement Lo et Mo © A; il fixe aussi L^ car

(I-ap)a=a(I-pa).

L'isomorphisme

(I-pa 0 0 P 0 0'
0 1 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0

I 0 0
0 0 I

0 a

fixe L,o et LI et envoie Mo © A sur M^ © B^^n, Mo, Mr

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L'ÉCOLE NORMALE SUPÉRIEURE
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Nous allons construire une déformation entre ces deux isomorphismes à travers les
isomorphismes stabilisant LQ et L^ et qui transforment Mo © A en un lagrangien.

L'essentiel de la déformation se situe dans la matrice 3 x 3 en bas à droite; on veut
relier les matrices

' ï 0 0\ /I-ocP 0 0^
0 1 P ) et | 0 1 0

<0 a I/ \ 0 0 1^

par les pas suivants qui sont des multiplications par des matrices élémentaires :

' I 0 0\ /I 0 0\ /I 0 0'
0 1 P ) ^ ( o I-POC 0 ) - . ( P I-pa 0

:0 a I/ \0 a I/ \0 a I,
/I a 0\ / I - ap a 0\ / I -ap 0 0^

P 1 0 ) - > ( 0 1 0 ) ^( 0 1 0
,0 a I/ \ 0 a I/ \ 0 0 I,

II faut modifier un peu pour que toutes les conditions soient vérifiées. La déformation
est obtenue par les quatre segments joignant les cinq isomorphismes de la colonne de
gauche du tableau A.

Vérifications. — 1. Tous les points du segment joignant A^ à A^+i sont des isomor-
phismes de E©H(E).

Cela nécessite au pire de voir que des blocs 2 x 2 sont inversibles, par exemple dans la
première déformation

'I-?ipa (1-^P^
< oc 1 .

(^e[0,l]).

Or,

/I-)ipa (l-îi)PWl -^PVI P\
V ex 1 MO 1 AOC I;

et des décompositions analogues pour les autres blocs 2 x 2 qu'on rencontre.
2. LQ ® FQ est stable : évident.
3. LI ® Fi est stable. Vu la linéarité de la condition image (L^ © F^) <= L^ © F^, il

suffit de la tester aux sommets de la ligne brisée; cela résulte de la colonne 2 puisque le
sous-espace engendré par les colonnes d'une matrice 3 x 6 est dans L^ © F i, si les lignes
2 et 3 sont nulles et si la ligne 4 est a (ligne 1).

4. L'image de Mo © A reste lagrangien lors des déformations (c'est évident dans le cas
amorphe). Nous allons faire la vérification pour chacune des déformations en écrivant
l'image de Mo © A(À-e[0,1]) et sous le symbole i/j\ nous allons calculer les produits entre
la Même et la y-ième colonne.
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TABLEAU A

I-Pa 0 0 p 0 0
0 1 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0

I 0 0
0 0 I p

0 a I

I-Pa 0 ? p 0 0
0 I -p 0 0 0
0 0 1 0 0 0

I 0 0
0 P I-pa 0

0 a I

I-Pa 0 P p 1 0
Pa I -p -p 0 0
0 0 1 0 0 0

I a 0
o p i o

I a I

I-Pa 0 0 0 1 0
0 1 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0

I-aP a 0
0 0 1 0

I-ap a I

I-Pa 0 0
0 1 0 0
0 0 I

I-ap 0 0
0 0 1 0

0 0 I

I 0 0
0 0 0
0 0 0
a 0 0
0 I p
0 a I

I 0 0
0 0 0
0 0 0
a 0 0
Pa I-pa 0
0 a I

I I 0
0 0 0
0 0 0
a a 0
Pa I 0
a a l

I-Pa 1 0
0 0 0
0 0 0

a-apa a 0
0 I 0

a—apa a I

I-Pa 0 0
0 0 0
0 0 0

a-apa 0 0
0 I 0
0 0 I

image de Li @ F^

P 0 0
0 1 0
0 0 I
I 0 0
0 -I p
0 -a I

P o p
0 I -p
0 0 I
I 0 0
P -(I-Pa) 0
0 -a I

P -I P
-P I -P
0 0 I
I -a 0
P -I 0
I -a I

0 - 1 0
0 I 0
0 0 I

I-ap -a 0
0 - 1 0

I-ap -a I

0 0 0
0 I 0
0 0 I

I-ap 0 0
0 - 1 0
0 0 I

image de Mo ® A

Première déformation

P
0
0
1

^P
0

0
I
0
0

-(Î-W

— a

XP
-XP
I

0
(I-X)P
I

i/i:è(p^y)+6(j,p/)=o.
1/2:0=0.

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L'ÉCOLE NORMALE SUPÉRIEURE
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ï/3:b(y,^y')+bWy,y')=0.

2/2 : - b (x, a.x') - b (ox, x ' ) = 0.
2/3 : b (x, y') + b (ouc, À,?/) - b (x - À.P ouc, /) = À, [é (a x, P /) + b (P a x, /)] = 0.

3/3 :-X6(p^/)-?^(j,p/)+(l-X)[è(j,P/)+é(P^,/)]=().

Deuxième déformation

P -?J P
-^P 1 -P

0 0 1
1 -À,a 0
P -I+(l-^)pa 0

À.I -a 1

l/l:b^y,y')+b(y^y')-^[b^y,y')+b(y,Çy')]=0.

1/2: -'kb(Çy,a.x)-^b(y,x)+Kb(^y,ax)+'>.b(y,x)=0.

l/3:é(y,P/)-Xb(Pj',/)-^(y,P/)+ft(P^/)=0.

2/2 : X2 (b (x, y.x')+b (a ;c, x')) - (& (x, a x') + b (a x, x')) = 0.

2/3:-^(ax,P^)+6(.x:,j)+ft(ax,P.»/)-Z»(x,^)+(l-À,)è(pax,j')=0.

3/3:-6(P^/)-é(>',P/)=0.

Troisième déformation

(1-X)P -I (l-)i)p
-(1-X)P 1 -(l-^)P

0 0 1
1-^.ap -a 0
(l-À,)p -I 0
I-?.ap -a 1

i/i:(i-m^(p^y-^py)+é(j-xap^p/)]
-(ï-'^[b(^y,y'-^y')+b(y-^y^y')]=0.

ll2:-(l-'k)b(Çy,oix)-b(y,x)+\bWy,x)
+ (1 - À.) b (p.y, a x) + b (y, x) - 'kb (ap.y, x) = 0.

l/3:(l-ÎOè(j-?.apj/,P/)-(l-WP^/)
-(l-À.)6(^-)iapj',py)+(l-X)é(Pj',/)=0.

2/2 : Comme à la fin de la deuxième déformation.
2/3:-(,l-K)b(aix,^y)+b(x,y)+(l-'^b(oix,Çy)-b(x,y)=0.

3/3:-(l-î.)[b^y,y')+b(y,Çy')]=0.
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Quatrième déformation

0 -(1-^)1 0
0 I 0
0 0 I

I-ap -(l-À,)a O
0 - 1 0

(l-)i)(I-ap) -(l-À,)a I

1/1, 1/3, 2/3 : évidents.
1/2: -(\-^)b(y-^y,x)+(l-^b(y-^y,x)=0.
2/2:(l-À,)2[6(x,aJc /)+é(aJc,^)]-(l-?l) [è(x,ax')+è(ax,x')]=0.

1.2.5. Invariant de deux paires transverses de lagrangiens. — Choisissons une décompo-
sition E = P © Q en somme directe de deux lagrangiens et soit A=Ap p le lagrangien
diagonal correspondant de H (E).

Soit (Lo,Li,Mo,Mi)ePT(E); dans H(E), on a deux paires transverses de lagrangiens
Fo, Fi, A, A^MO- Notons Fo et P[ les lagrangiens standard de H(H(E)); le birapport
KFO.FI.A.ALQ.MO est un ̂ ê̂1611 de H(H(E)) transverse à Fo et ¥[ dépendant continû-
ment de (Lo, Mo), et la proposition 2.4 donne une déformation dépendant continûment
de (Lo, Mo) entre

A©Ap^ et A^o©B^,^^

dans les lagrangiens de HE © H (HE) transverses à Fo © Fo et'F^ © P[.

1.2.6. DÉFINITION:

ILQ, LI, MO. MI = KLQ, LI, MO, MI ® KFQ, FI, A, ALQ, Mo e ̂  ̂ E ® ̂  (HE))'

1.2.7. PROPOSITION. — // existe une application continue

K: PT (E) x [0,1] -> A (E © HE © HHE)

telle que
(1) V/e[0, l], K(LO,LI,MQ,MI, t) est transverse à Lo © Fo © Fo et à L^ © F^ © ¥[;

(2) K(LO,LI,MO,MI,O)=MO©A©AF^;

(3) K(Lo,L, ,Mo,Mi, l )=Mi©I^,L, ,Mo,Mr

Preuve. - Remarquons que Ap^n se déforme dans À (HHE) en Ap^ ^ car F^ se
déforme en A dans les lagrangiens de HE trans verses à FQ. Définissons K par

pour te [0,1/3],

K (0 = Mo © A © (déformation entre Ap^ piet ̂ o. A);

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L'ÉCOLE NORMALE SUPÉRIEURE



16 F. LATOUR

pour te [1/3,2/3],

K (0 = Mo © (déformation entre A © Ap^ et A^, Mo ® BFo, FI, A, A^, M^

pour te [2/3,1],

K(Q= (déformation entre Mo©A^,Mo et M! © B^,Li,Mo,Mi) ©^F^A^MO-

1.2.8. Si E est somme orthogonale de E' et E" et si (Lo.L^M^M^ePT^E7),
(Lo'.L^Mo'.M^ePT^E"), posons L,=LÎ®L^ M,=M;.©M/; il est clair que
(Lo,Li,Mo,Mi)ePT(E) et qu'il existe une isométrie de

H (E7) © H (H (EQ) © H (E77) ® H (H (E")) sur H (E) © H (H (E))

envoyant 1 (Lo, H, Mo, M[) © 1 (L^, L'/, Mo', M'/) sur 1 (Lo, L^, Mo, MO.

1.3. MODÈLES. —
1.3.1. £„ c'est K8 n dont la base canonique est numérotée

^1,^2? • • •5^4n»7lîJ25 • • '5 /4W

La forme & sur E^ est définie (sauf dans le cas amorphe) par

b (^, e,)=b (/,/,) =0

^2,+r.A)=0 sauf si k=2j-^-2 et ft(^,+i,/2,+2)= 1
^(/^2,)=0 saufsife=2y-let&(/2,- i ,^ , )=l

le reste par 8-symétrie

Remarque. - b (e,Jj) == 6 (/„ ̂ .) et b (e, + 2, Y} + 2)= b (e,Jj).
Notons FQ le sous-espace engendré par les e^ et F^ celui engendré par les fp et soit A"

le sous-espace engendré par

^4fc+ l~ /4 fc+3» ^4k+2 — /4 fc+45 ^4 k+3 ~^/4 k + l ? ^4k+4^"/4k+2

( fc=0, l , . . . , ^ - l ) .

C'est pour avoir des constructions indépendantes de £ que nous avons pris E^ de
dimension 8 n.

Il est clair que £„+„/ est la somme directe orthogonale E^ © £„/ et que F^^F? © Ff
etA^^A^A"'.

Il est clair que FQ et F^ sont lagrangiens; A" est un lagrangien transverse à Fo et F^
[il suffit de le vérifier pour n = 1 et les seuls produits non évidemment nuls sont

b (e, -/3, e^ +/2) = b (e^f,) - b (f^ e^ = 0

et
b (^2 -/4, e, +/i) = b (^,/i) - b (/4, ̂ 3) = 8 - s = 0].
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1.3.2. PROPOSITION. — // existe une isométrie O: HE^ -> E^ „ envoyant les lagrangiens
standard Fo 6^ F^ A? HE^ ^r F2" 6^ F2", ^ envoyant le lagrangien diagonal Apn pn de
HE^MrA2".

Preuve. - Si E est une somme orthogonale E=E /©E' / , alors H(E) est la somme
orthogonale HE7 © HE"; il suffit donc de montrer le résultat lorsque n= 1. HE^ admet
pour base

e° p° f° f° p1 P1 y1 y1
c-i . • .c-4, /i, . . .,74, ci, . . .,^4, Ji, . . - ,j 4.'

La forme E sur HE^ = E^ © E^ vérifie

^(^?, ̂ p) = ?(/^/p) = 0, ^( ,̂/J) = 0,

et si a ̂  P

?(^/!)=^(^).
Le lagrangien standard Fo est engendré par les e° et les/^, F^ par les e\ et/}, tandis

que AF^I est engendré par les e°-e]- et les/°+/^ Définissons OiHEi-^E^ par le
tableau

el e0, e0, e0, /? fi f% fi e\ e\ e\ e\ f\ f\ f\ f\
e! ^ ^ ^ e^ ^ e, e^ ^ /4 f-i fs A fi fs fe

=F2,(Ï)(F,)=F2,0(Ap^^)=A2.
Pour vérifier que <S> est une isométrie, remarquons que

II est clair que <D(Fo)=Fo, a>(Fi)=F^, 0(ÀFi^i)=A2.

b (0 é??, (D ̂ ) = 0 = ̂  (O/?, <D/Ç) = À (^ 6-?, <D/J)

et que

b^e°^f])=b(e,f,) si ^2 et y^2
=b(e^^f^^)=b(e,,fj) si ;^2 et7^2
= 0 sinon.

b(<S>el^)=b(f^^e,^)=b^f,) si ^2 et^2
= b (/,+4, ̂ .+4) === (è (é?,, y}) si ^ 2 et j^ 2
= 0 sinon.

1.3.3. Notons A^ = A (E^), Â^ = {lagrangiens de E^ transverses à Fç et F^ } et À (H (E^))
(notations de 1.1.7) s'identifie à Â^ „.

La proposition 1.2.7 devient (en utilisant la décomposition E^ = F^ © F^).

1.3.4. PROPOSITION. — // existe une application continue

I: PT(E^Â^

^ MW(? application continue H : PT(E^) x [0,1] -^ Â7 „ ^//^ ^M(?

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L'ÉCOLE NORMALE SUPÉRIEURE
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(1) V re [0, l], H (LQ, LI,, Mo, Mi, t) est transverse à Lo © Fo " ̂  L^ © Ffn;

f H(Lo,L,,Mo,M,,0)=Mo©A6"
IH(LO,L, ,MO,MI, I )=MI©I(LO,LI ,MO,MO.

1.4. FIBRATION FONDAMENTALE. -

1.4.1. Soit
Z^={(L,L^M)/LeA„L /€A„

MeA^ et M 0 (L © Fg)=M H (L' ® F?)= {0}}.

Soit Kp : Z^p -^ A^ x A,, ^ (L, L', M) = (L, L'). Soient Z^ ^ ̂  Z^ ̂ , l'application
(L, L\ M) i-> (L, L\ M © A4) et Z^= lim Z^p; les applications Tip définissent

p
7i :Z^^A^xA^. Soit Â== lim A^ où les applications de transition Â^-^Â^i sont

p

M©A1.

1.4.2. PROPOSITION. — n : Z^ -^ A^ x A^ ^^ M»^ fibration de Serre de fibre À.

Preuve. — Nous allons vérifier que TT est localement une fibration de Serre [6],
exposé 1. Soit (Lo,Lo)eA,,x A^; choisissons MeA^ transverse à Lo et Lo et soit U
l'ouvert de A^ x A^ formé des couples (L, L') avec LpiM^TiM^O}. Montrons que
n^:n~1 (U) -> U est une fibration de Serre.

Soient K un polyèdre fini, â ^ K x I - ^ U e t A o ^ x O - ^ T ï ^ U avec n ° AQ = a\ ̂  x o- Soit
p tel que Ao (K x 0) c: n^ 1 (U) c: Z^ ^ et considérons AQ comme une application de K x 0
dans Z^ p.

Écrivons a (z, t) = (L^ „ L^,) et Ao(z)==(L^ 0,4,0.^)- Posons //=6(^+/?) et soit
1 : K x 0 -> Ap' définie par

1 (z) = IL^ o © F?' L^. 0 ® F?» Mz, M © A^'

Remarquons que M©A P ©I(z) est transverse à L^^Fg^' et à L^^F^' pour
tous(z, Q€KX[O, I ] .

Pour s e [0, l], soit H, (2) l'homotopie donnée par 1.3 entre M^ © A^' et M © A^ © 1 (z).
Notons K/ le sous-complexe de K x [0,1] x [0,1]

K' = {(z, t, s) avec t= 0 ou s= 1 }.

Soit G ̂ ^A^^/

G(z,(U)=H,(z) et G(z,U)=M©AP©I(z).

D'après la remarque précédente, pour (z, t, s) e K'

A7 (z, r, s) = (L,, „ L^ „ G (z, ^, ̂ )) est dans Z^ ̂ ,.
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Soit V un voisinage de K/ dans K x 1 x I muni d'une rétraction p : V -> K ' . Posons,
pour (z,t,s)e\,

A (z, t, s) = (L,, „ H, „ G (p (z, r, s)\

Si V est assez petit, l'ouverture de la transversalité assure que A est à valeurs dans
Zn, p + p ' et K p + p ' ^ L = a - P1"! v °ù P1" est ^a projection de K x I x I sur K x I et A| ̂  == A\

Soit/: K x I-> [0, l], nulle sur K x Q et égale à 1 sur K x l , et dont le graphe est
contenu dans V. Posons, pour (z, t) e K x I

A (z, t) == A (z, ̂ ,/(z, 0) e Z^ ̂ ,.

On a n°A==a et A(z,0)=(L^o,L^o,M^© A^). Donc A : K x l ^ Z ^ relève a et
prolonge Ao.

Il est clair que la fibre n ~1 (FS, F^) est À.

CHAPITRE II

Espace de lacets des grassmanniennes lagrangiennes.
Périodicité de Bott

II. 0. PLAN DU CHAPITRE.

§ 1. On montre que la fîbration de 1.4 induit sur A^ x ^ F^ } une fîbration dont l'espace
total est fortement connexe et on en déduit que (?„ : Â^ -> Oc A^ induit une équivalence
d'homotopie faible o : À -> QA.

§2. On détermine le type d'homotopie des grassmanniennes lagrangiennes et des
espaces des lagrangiens diagonaux pour vérifier que les équivalences d'homotopie faible
a : À -> QA donnent les pas élémentaires de la périodicité de Bott.

11.1. ESPACE DE LACETS DES GRASSMANNIENNES LAGRANGIENNES.

II. 1.1. Nous gardons les notations de 1.3.3. Soit OoAn l'espace des chemins de A^
allant de FS à FÏ. On définit

cy Â^QoA»

en posant, pour LeÂ^ et re[0,l], a^(L)(0=(l-OF5+^F^ où le barycentre est pris
dans l'espace affine des lagrangiens de E^ transverses à L (1.1.5).

Soit y : Â ^ - > Â ^ + ^ défini par y(L)=L®A 1 et soit /:Q()A^ ->0.o\+^ défini par
/ (ï) (0 = Y (0 ® ̂ i (A1) (0; il est clair que

J''^n=^n+iJ'

Soit OA^ l'espace des lacets de A^ basés en F^. Soit ; :A^-^A^+i définie par
;'(L) = L © F^ et soit A = lim (A^, i).
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Définissons a, : Qo ^n -•• QA,, et ?„ : QA,, -> Q() A, par les formules :
pour te [0,1/2],

a» (Y) (0= Y (20 et ?„ (ô) (Q = 8 (2/),

pour f 6 [1/2,1],

a,, (y) (0=cr,, (A") (2-2Q et ?„ (ô) (r) = ̂  (A») (2 f -1).

Ce sont des équivalences d'homotopie et le diagramme

tioA,—^ t2A, —^ tîoA»
^' p" ^'

"n + 1 Pn + 1

^0 A» + i———^OA^ + i———>0.o ^n + 1

est homotopiquement commutatif et lim (Q()A,,,/) et OA^ lim (QA^Q;) ont même

type d'homotopie faible.

II. 1.2. THÉORÈME. — Les applications a^ : Â^ -> Q() A^ induisent une équivalence
d'homotopie faible a : A —?- QA.

Premier pas de la démonstration. — Soit /: A^ —>- A^ x A^ l'inclusion/(L)=(L, F ̂ ) et
soient

y =/•* 71 n, p 7 ZJ», p
={(L,M),LeA^MeA^/Mn(LeFg)=MnF^={0}}

etY^ lmY^^/*Z,.

Nous savons (1.4) que Y^ -> A^ est une fîbration de Serre de fibre À.

11.1.3. Deuxième pas. — ¥„ p est fortement connexe. Considérons l'application
q : Y^ p -> AF^+P c A^+p définie par q (L, M) = M. Si (L, M) e ¥„ p, alors
M H (0 © Fg) c M H (L C Fg) = { 0 }, donc

(i) M H ( 0 ® F g ) = { 0 } ;
De plus,

[M H (E^ © F§)] n (L ® Fg) = M H (L © Fg) = { 0 },

donc

dim [M H (E^ © Fg)] ̂  codim [(L © Fg) c (E, © Fg)] = 4 n,

or dim M=4/2+4/?, dim (E^ © Fg) = 8 n + 47?, donc
(ii) M est transverse à E^ © Fg.
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Soit U c= AF^ l'ouvert formé des lagrangiens vérifiant (i) et (ii). Si MeU,
M F} (En ® ES) est de dimension 4n isotrope; soit P(M) l'image de M 0 (£„ © Fg) par
la projection sur E^ parallèlement à 0®Fg, P(M) est de dimension 4n isotrope, donc
lagrangien de E^ et P : U -> A^ est continue.

Remarque. - Dans le cas non dégénéré, les conditions (i) et (ii) sont équivalentes
(en prenant l'orthogonal).

Affirmation :

(L,M)eY^ o MeU et L H P ( M ) = { O } .

En effet, si (L, M) e Y^ p et si x e L 0 P (M), il existe z e 0 ® Fg avec

x+ze(L®Fg)n[Mn(E, ,®Fg)]=Mn(L®Fg)={0},

donc x=0.
Si MeU, Lr>P(M)={0} , et si x+ze(L© Fg) H M, alors x e L n P ( M ) = { 0 } et

doncze(0©Fg)nM={0}; donc (L, M) e Y^.
q

Donc Y^p -> U est l'image réciproque par P : U -> A^ de la fîbration à fibre contractile

{(L.L^eA.xA^LnL^O}}^
L,I/h-.L';

donc Y^p a le type d'homotopie de U. Or, Ap^F^F^^) est un espace affine et le
fermé S = A p ^ — U est l'image d'une variété différentiable de dimension nettement plus
petite que celle de Ap^.

Posons :

X^p = {(/, M)/M e AF^, / droite contenue dans M H (0 ® Fg)}

^ X,,^A^, ^(/,M)=M;

X^= {(Q,M)/MeAF^, dimQ=4^+ 1 et Q c: M H (E, ® Fg)};

r ' : X^A^, /(Q,M)=M.

Dans le cas non dégénéré, Z = r (X^ p); dans le cas amorphe, S = r (X^ p) (J r ' (X^ p), et
dans ce cas dimX^ p=dimX^ p. La codimension (réelle) de X^ p est minimale lorsque
K=(R, 8== +1, où on trouve dim Ap^-dimX^ ,p=4^; donc Y^ p est au moins (4^-2)-
connexe et Y^ aussi.

11.1.4. Troisième pas. — ^A^-^A^+i est fortement connexe. Au lieu de le vérifier
directement, déduisons-le du deuxième pas. Soit F:A^-^A^+i définie par F(L)=F^®L,
il est clair que T est homotope à i:A^->\+^. Soit Jq'^q-^^q+i définie par
fq (L) = A1 © L; il est clair que ̂  est homotope à jq : \ -> Â^+1 et que les 7^ passent à la
limite en J ^ A ^ Â qui induit l'identité sur TI*Â. Soit ' k ' ^ n p - ^ ^ n + i p définie par
^(L^^F^L.A^M).
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Le diagramme commutatif

A ^ Vn - An

I 1 l' F

À -.Y^^A^,

et le lemme des cinq assurent que ^ : TC^A^ -^ ^.A^+i est un isomorphisme pour j ̂ 4 TÎ— 2,
donc ^ aussi.

II. 1.5. Dernier pas. — Soit C^p l'espace des chemins de A^+p dont l'origine est dans
i(\) et l'extrémité est P^; soit TI:C^-^A,, telle que, si yeC^p, y (0) = n (y) © Fg; 71
est une fibration de Serre de fibre QoÂn+p- Soit l'.C^p->C^p+^ /(y)=y©<7i(A1);
€„= lim (Ç^ p , l ) est l'espace total d'une fibration de Serre de base \ et de fibre

p
QpA= lim(QoA,,/).

4

Notons 3p le bord de la suite exacte d'homotopie de la fîbration n : C^ p -> A^ il est
clair que

ôo ^
^-i(ûoA^)

^k^n\ ^J'^

^
7^fe-l(QOAn+p)

est commutatif et Sç^ est un isomorphisme car C^ o est contractile. Si
Jq : 7ïfc_ i (QA^) -> ̂  (A^) est l'isomorphisme canonique, on a un diagramme commutatif

Jn (^n)*
7ï;fc-lQOAn ——————-^ ^k^n

^0 /»

^^V i7* i1*^^
Jn+p(a»l+p)*

7 t fc-100An+p——————-"^k^n+p

Donc 3p:7tfcA^ ^^fe- iûçA^+p est un isomorphisme si i^ :7tfcA„ -^A^p en est un. Le
troisième pas et la suite exacte d'homotopie montrent que C^ est fortement connexe
comme la paire A, A^.

Considérons o^ p : ¥„ ^, -^ €„ ^ où a^ ^ (L, M) est le chemin rectiligne de L © Fg à
F^ dans l'espace affine des lagrangiens trans verses à M. Les CT^ p passent à la limite
en a;, :¥„-)-€„ et a^ induit sur les fibres a :Â-^QoA qui est la limite des
a n+p : A n+p-^ O O A n+p•
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Le diagramme commutatif

A -> Vn ^\1° r" I I
QOÀ- C^ ^\

et le lemme des cinq assurent que a^:7T,Â-^7iyQo^ est un isomorphisme pour j petit
devant n, et comme ^ est arbitraire, cr : À -> Q() A est une équivalence d'homotopie faible.
Donc çy^ : Y^ -> €„ est aussi une équivalence d'homotopie faible.

II. 2. PÉRIODICITÉ DE BOTT.
II. 2.1. Rappelons la notation des groupes classiques
()„ : groupe d'isométries du produit scalaire usuel sur R".
0 (n, n) : groupe d'isométries de la forme quadratique de signature nulle

y2 1 1 y2 ____ y2 ____ ____ y2 C 1 1 I* 0^

X^-t- . . . -t-X^ ^n+1 • ' • X2n sur H

Sp(2n, R) : groupe d'isométrie de la forme symplectique

œ(x,^)=^(Xfe^+fc-^+fc^) sur R2"
k

H, : groupe d'isométries du produit scalaire hermitien usuel sur C".
U (n, n) : groupe d'isométries de la forme hermitienne de signature nulle

|y | 2 i _ 4-1 y P — I Y I 2 — — I Y I2 wr (P2"
| ̂ l | • • • • ' | -Si | | ^4-1 | • • • | x! n \ sur ^

0(n,C): groupe d'isométries de la forme quadratique x^+ . . . +x^ sur C".
Sp(2^,C): groupe d'isométries de la forme symplectique œ sur C2".
U (n. H) : groupe d'isométries du produit scalaire usuel sur H".
Sp (n. H) : groupe d'isométries de la forme antihermitienne

(ù(x^y)=^xklyk sur ^n-
k

On a
0 (n, n) H 0^ „ = 0^ x 0^ diagonal dans 0^ „

u,noQ2,o=o,
0^nSp(2^R)^U^O^

U (w, H) = U^ „ H Sp (2 n, C) noté traditionnellement Sp^.
Sp(^,H)=U(^)ncy(2^C) où 0'(2^,C) est le groupe d'isométries de la forme

quadratique x^ x^+1 + . . . + x^ x^ „ sur C2 "

Sp(^H)nU(^H)^U^Sp^.

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L'ÉCOLE NORMALE SUPÉRIEURE
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II. 2.2. Détermination des grassmanniennes lagrangiennes. — La méthode uniforme est
de déterminer le fibre des repères orthonormés du fibre tautologique sur la grassman-
nienne. Nous donnons ci-dessous les résultats

Grassmanniennes amorphes
m>2 nire
C2"
H2"

R2 " quadratique de signature nulle
C2 " hermitien de signature nulle
H2 " hermitien de signature nulle

R2 " © symplectique
C2 " q quadratique

C2 " œ bilinéaire antisymétrique
H2 " œ antihermitienne

02n/0,,XO,.

U2n/H,XH.

SP2H/SP«XSP^

o^ojo^o^
U^xU^/U^U^

Sp^xSp^/Sp^Sp^
^n/On

Oinl^n

SP«/U»
U^/Sp^

II. 2.3. Détermination de l'espace des formes non dégénérées et de son type d'homotopie.
— La colonne de droite indique le type d'homotopie

R2 " quadratique Gl (2 n, IR)/0 (», n) 0^ JO^ x ()„
de signature nulle
C2 " hermitienne Gl (2 n, C)/U (n, n) L^ ,,/U,. x U,,

de signature nulle
H2 " hermitienne Gl (2 », H)/U (n, n. H) Sp2 ,,/Sp,, x Sp,,

de signature nulle
IR2 " symplectique Gl (2 n, R)/Sp (2 w, R) 0^ n/U»
C" quadratique Gl (/î, C)/0 (», C) \JJO^
C2 " bilinéaire Gl (2 w, C)/Sp (2 «, C) V^ JSp^
antisymétrique

H" antihermitienne Gl (/î, H)/Sp (n. H) Sp»/U«

Dans le cas amorphe, c'est tout le groupe d'isomorphismes (1.1.6) ayant le type d'homo-
topie de ()„, U,, ou Sp^ suivant le cas.

II. 2.4. Nous regroupons les résultats stables dans le tableau suivant : dans la colonne
du milieu, on indique le type d'homotopie de la grassmannienne lagrangienne du type
indiqué dans la colonne de gauche, et dans la colonne de droite, on indique le type
d'homotopie de l'espace des formes non dégénérées du type indiqué dans la colonne de
gauche (dans le cas R quadratique, C ou H hermitien, on n'a indiqué que la composante
neutre de l'espace des formes non dégénérées).

[R amorphe BO = 0/0 x 0 0 = 0 x 0/0
C amorphe BU=U/UxU U = U x U / U
H amolphe BSp = Sp/Sp x Sp Sp = Sp x Sp/Sp

Rq 0x0/0=0 B0=0/0x0
Rœ U/0 0/U
Cq 0/U U/0
C© Sp/U U/Sp
Ch U x U / U = U BU=U/UxU
H A Sp + Sp/Sp = Sp BSp = Sp/Sp x Sp
H G) U/Sp Sp/U
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Les dix types d'homotopie entrant dans ce tableau portent chacun deux étiquettes, l'une
indiquant quels lagrangiens sont classifîés et l'autre quelles formes sont classifiées. Met-
tons une arête entre deux types d'homotopie chaque fois qu'une étiquette de l'un est
reliée à une étiquette de l'autre par la relation (1.1.6); on obtient les diagrammes II. 1
et II. 2 ci-après.

U C aut

n0™^ v flag C ^
I, C,h J Bu (amorpheJ

Diagramme II. 1

Ç forniS^
C,œ

U/Sp -o/u

Diagramme 11.2

Nous laissons au lecteur le soin de contempler les symétries du diagramme. La
périodicité de Bott résulte alors du théorème II. 1.2 (on a en fait QU^ZxBU,
Q(U/0)^ZxBO, Q(U/Sp)-ZxBSp, car sur le diagramme on n'a indiqué que les
composantes neutres de ces espaces de formes non dégnérées).
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CHAPITRE III

Transversales lagrangiennes communes
à deux sous-fibres lagrangiens

III. 0. PLAN DU CHAPITRE.

§1. Sorites sur les sous-fibres lagrangiens après stabilisation; différence de deux sous-
fibres lagrangiens.

§2. A sauter dans une première lecture. On étudie le comportement de la différence
de deux sous-fîbrés lagrangiens par réduction par un sous-fibre isotrope.

Ce paragraphe sera utilisé au chapitre IV dans le cas symplectique; le lemme II. 2.2 a
été rédigé par manque de références.

§3. Sorites sur les transversales lagrangiennes après stabilisation. On utilise les résultats
du chapitre 1 pour étudier l'existence et la classification de telles transversales.

§4. On introduit la notion de paire de formes quadratiques associées sur un fibre
vectoriel. On construit un fibre vectoriel différence pour une telle paire de formes
quadratiques et on en établit la trivialité lorsqu'on a une isométrie entre les deux formes
qui en chaque point est l'identité sur le radical commun des deux formes.

§5. On fait le lien entre les paragraphes 3 et 4 pour une paire de transversales
lagrangiennes.

III. 1. DIFFÉRENCE DE DEUX SOUS-FIBRÉS LAGRANGIENS

III. 1.1. X est un complexe fini et W est un K-fîbré vectoriel sur X muni d'une forme
sesquilinéaire s-symétrique b non dégénérée (ou identiquement nulle dans le cas amorphe).
Le fibre trivial sur X de fibre E^ est noté encore £„.

Notons ^f(W) l'ensemble des classes d'isotopie de sous-fibrés lagrangiens de W; soit
J^f (W) -»• ^ (W © Ep) la stabilisation qui, au sous-fibre Ç, associe le sous-fîbré lagrangien
Ç © Fg. Soit ^y (W) = lim ^ (W © E^).

p

III. 1.2. Remarque. - Pour tout 9 e [0, ît/2], l'application r9 : W © W -> W © W, définie
par r^(^,z)=(ycos9+zsin9, —^sin9+zcos9)(j,zeW^), est une isométrie de W©W;
il en résulte que, si Ç et T| sont des fibres lagrangiens de W, alors, dans W©W, les
lagrangiens i; © T| et T| © i; se déforment l'un en l'autre.

III. 1.3. Remarque. — Soient W et Ç un sous-fibré lagrangien. On note A(W) le fibre
sur X de fibre en x, A (V^), i. e. A (W) = {(x, L) L lagrangien de W^ }.

Soit Aç (W) = {(x, L) L, lagrangien de W^ et L 0 ̂  = 9 }; c'est un ouvert de A (W) et la
projection A^ (W) -> X est une fibration localement triviale à fibre contractile. On peut
donc construire un sous-fibré lagrangien Ç^ de W trans verse à Ç.

Dans le cas non dégénéré, b donne un isomorphisme de ̂  sur i;*, et, comme en 1.1.2,
la décomposition W==Ç ® ̂  donne une isométrie W^H(Ç).
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III. 1.4. Action de PC, A] sur J^(W). - Soient xçJ^(W) et MepC.A]. On repré-
sente x par Ç sous-fibre lagrangien de W © Ep, et, comme X est fini, on représente u par
a : X -> A,, qu'on identifie au sous-fîbré lagrangien de E„ sur X correspondant.

La classe de ^©ûc :W©Ep+, , dans J^^(W) est visiblement indépendante du choix
de a; elle est aussi indépendante du choix de Ç car, si î,' c W © Ep/ est un autre choix, il
existe une déformation de Ç © F§ en ^/ © F§' dans les lagrangiens de W © E^
(N=/?+^=//+^) et, si on choisit un représentant de M, a:X->A^ avec ^2 multiple de q
et ^/, la remarque 1.2 donne une déformation de a © F§ (resp. û © F§) en F§ © û (resp.
F§ ©a) dans les lagrangiens de E^+^ (resp. E^+^). En mettant ces déformations bout à
bout, on obtient une déformation dans les lagrangiens de W © E^+^ entre Ç © a © F§ et
^ © a © F§'. Notons x+ M la classe de (Ç © a) dans J^ (W).

Structure de groupe sur [X,A]. — En raisonnant comme ci-dessus, on voit que la
somme de Whitney des représentants donne une loi de semi-groupe commutatif sur
PC, A]. C'est en fait un groupe. Soit <7:E==Fo+Fi -^E la symétrie par rapport à A

échangeant Fç et F^ (s i A = graphe a, a:Fo-^Fi, alors cy=( ) ), cr est une
\ \a 0 //

isométrie de (E, b) sur (E, — b). Si ^ est un sous-fibré lagrangien du fibre trivial (E, b) sur
X et si ̂  est un sous-fibré lagrangien de E transverse à Ç, alors le fibre lagrangien o(Çi)
de (E,&) représente l'inverse de [Ç]. En effet, pour 9e[0,7r/2], considérons les deux
isomorphismes de E © E, 1:9 et pe définis dans la décomposition

E©E=(Fo+FO©(Fo+FO

par

Te(xo.xl^o^l)=(xo.xlcos9-^lsin9^o.xlsin9+J;lcos9)

^(xo,x^yo,y^=(xoœsQ+yoSm6,x^ -XoSine+^oœs9,^i)

Alors, ïefê © 0) 0 pe (0 © ̂ i) = { 0 } sont transverses et Te fé © 0) + pe (0 © ̂ ) est lagran-
gien dans (E © E,& © (-&)). Pour 9=0, c'est Ï, © ̂ , et pour 6=71/2, c'est F() © F^.

(I © o) (ïe(Ç © 0)+ pe(0 © Ci)) est donc une déformation dans les sous-fîbrés lagran-
giens de (E © E, b © b) entre Ç © a fêi) et le fibre constant F() © a (F^) = F() © F().

Il est clair que PC, A] x ̂ y (W) -> J^ (W) est une action de groupe.

III. 1.5 PROPOSITION. — 5';' £^y(W) est non vide, c'est un espace affine sous PC, A].

Preuve. — Soient x, ye^y(W). Quitte à changer de notations, on peut supposer que
x et y sont représentés par des sous-fîbrés lagrangiens Ç, T| de W.

Cas non dégénéré. — Soit î^' un K-fibré tel que î^ © ^ est trivial, et choisissons une
trivialisation ^©Ç-^K4", d'où une isométrie H (Ç7) © H (Ç) -> E^. On a une isométrie
W -> H (^). Par ces isométries, î,' © î, c= H (Ç') © W devient F^ et î,' © T| devient un sous-
fîbré lagrangien de E ,̂ d'où d:X->A^. Je dis que x-^-[d\=y; en effet, le fibre lagrangien
î, © à de W © E^ est l'image du lagrangien ^ © ^ © r i d e W S H (Ç') © W qui se déforme,
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d'après 1.2, en le lagrangien ^ © ^ © Ç c W ® : » (Ç7) © W dont l'image dans W © £„
est T| © F5.

Si a : X ^ À N est tel que R©û]=R] dans J^(W); alors, quitte à stabiliser a, Ç © û
se déforme en ^ © F^ dans les lagrangiens de W © EN; donc, en ajoutant ^ à gauche,
P"o © a se déforme en F^. Stabilisant encore a pour que N soit multiple de n, a © F^
se déforme en F^ © a, donc la classe de a est nulle dans PC, A].

Cas amorphe. - Choisissons ̂  sous-fibre lagrangien transverse à Ç et un isomorphisme
W^©^. Choisissons î,' et ^ deux fibres de même dimension et des trivialisations
î,' © Ç^K4", ̂  © ̂  ̂ K4" d'où une trivialisation

(^©^©W^E,

Par cette trivialisation, ^ © 0 © î, devient F^ et 0 © Ç'i © T| devient sous-fibre lagrangien
de E^, d'où d: X -^ A^ et le reste de la démonstration est comme précédemment.

III. 1.6. Notation. - On note û^,r|)e[X,A] l'élément tel que K]+^(Ç,r|)=[r|].
ûf(^,r|)=0 si et seulement si, après stabilisation, on peut déformer î, en T| parmi les
lagrangiens. La démonstration de III. 1.5 donne un moyen de calculer ûf(Ç, T|) et montre
que c'est indépendant des choix faits.

Exemples. - (1) Cas amorphes: <^,r|)=(r|)-(Ç)e[X,BO] ou [X,BU] ou [X,BSp].
(2) Si X= S1 dans le cas symplectique, rf(Ç, T|) est l'indice de Masiov du fibre lagrangien

T| dans (W, Ç).

III. 2. RÉDUCTION PAR UN SOUS-FIBRE ISOTROPE (CAS NON DÉGÉNÉRÉ)

III. 2.1. Soit y c W un sous-fîbré isotrope (y c y°). Si ^ est un sous-fîbré lagrangien
de W avec yriÀ,=0, alors y^X^y^À^W; donc À, est transversç au sous-fîbré y°,
donc À,ny0 est un sous-fîbré de y° <= W et isotrope; comme (^ny°)riy=0, À,ny°/y
est un sous-fîbré de y°/y isotrope et de dimension moitié, donc sous-fîbré lagrangien du
fibre non dégénéré y°/y.

Notons R l'application de l'ensemble des sous-fîbrés lagrangiens de W ne coupant pas
y dans l'ensemble des sous-fîbrés lagrangiens de y°/y définie par R (À-) = À, H y°/y.

III. 2.2. LEMME. — R est une fibration localement triviale à fibres contractiles.

Démonstration. - Soit W^ un sous-fîbré de y° supplémentaire de y, alors W^ est non
dégénéré et isométrique à y°/y (on identifiera W\ et y°/y). Soit W^W?, alors W est la
somme orthogonale de W^ et W^ et y est un sous-fîbré lagrangien de W^.

On choisit y^ sous-fîbré lagrangien de W^ transverse à y.
Soit Ço sous-fîbré lagrangien de y°/y=Wi; on choisit ^ sous-fîbré lagrangien de y°/y

transverse à Ço et on pose

Q=Q(Ço)== { sous-fîbré lagrangien de y°/y transverse à ̂  }.

Nous allons construire une trivialisation de R au-dessus de Q (Çç).
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Notons pr la projection W^ -^Ço dans la décomposition Wi=Ço©^. Soit ÇeO(Ço)
et écrivons Wi=Ç©^; alors S^W^Wi, qui est pr^ sur Ç et Id sur ^, est une
isométrie puisque Ç est lagrangien et

S^Ço.

Notons Sç l'isométrie de W qui est S^ sur W^ et l'identité sur W^. Soit M : Ç o -^Ç un
morphisme; notons M* : y^ ->• ̂  le morphisme défini par

VxeX, V^eÇo., Vz^ey^, ^(^i^)=^i,^)

et définissons T^ W= Ço © Ci ® Y ® ïi -> W par la formule

(^LO^i^^^O^i-MÎz^z+M^Zi).

D'après le choix de M*, T^ est une isométrie de W et

T, Ko) == graphe (M) c Ço © 0 © y ® 0
T,,^Id,.

Si Ç e 0 (Ço), notons Mç = u o (pr, ç) : Ç -^ y; alors Sç~1 T^ (Ço) est le graphe de Ur (noté F^ ).
En effet

{Sç-l(^0;^,0}={((pr|ç)-l^),^,0}={(/,^y,0)/eÇ,cW^};

donc Sç'̂ ^ est une isométrie de W qui induit une isométrie de (Ço)o/Ço=w2 sur

(r^)°/r^, et cette isométrie est l'identité sur l'image de y.
Soit ^ = = { morphisme de Ço dans y} x { sous-fîbré lagrangien de W^ transverse à y}.

^ est un espace affine.

Construisons <I) :QX ^ -> R-^Q). - Si (Ç,M,r|)eQx ̂  notons ^ la projection de
(r^)° sur (r^)°/r^. (Sç-1 T^)(T|) est un lagrangien de (I\)°/r^ transverse à l'image de y,
donc ^(Ç^rO^'^S^T^ri)) est un lagrangien de W ne coupant pas y et
R<D(i>,il)=Ç.

Construisons ^R^ (Q) -^Qx ̂ . - Si ^eR-^Q), soit Ç = R (À-) = projection de
À, 0 y° dans Wi. Comme À- H ï= 0, À- H y° est le graphe d'un certain morphisme v : Ç -> y
(où on considère Ç comme inclus dans y° par W^ c= y°).

Posons u = v ° (pr, ç) ~ x : Çç -> y; alors Mç = z;.
Comme ^07°=^, À,+y=(r^)°; donc À- définit XAUY 0 lagrangien de

r^/r^=(r^)°/r^ transverse à l'image de y. On pose alors ri^S^T.J'^/^ny0)
lagrangien de W^ transverse à y. On définit ^ (^) = (Ç, M, T|), alors ^ est un homéomor-
phisme inverse de 0.

III. 2.3. COROLLAIRE 1. — Supposons ^ r i Y = H O Y = 0 et notons V = À- H y°/y é?/
u' = u. n Y°/Y sous-fibres lagrangiens de y^y; û/or^

^a)^^).
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Preuve. — II existe N, un sous-fîbré lagrangien s de X x E^ dont la classe dans [X, A]
est ^(À/,^)), et une déformation u^ de sous-fibres lagrangiens de y°/y©EN telle que
^^©F^etu^À/®^

Comme la réduction R (pour W © E N et y®0) est une fîbration, il existe une
déformation u^ de lagrangiens de W®E^ avec U Q = U ® F ^ et R(ui )=À/©e, or
R(À, © s)=À/ © s et, comme la fibre de R est contractile, on peut déformer u^ en K © e,
donc d(k, u) = [e] = rf(^, u') e [X, A].

III. 2.4. COROLLAIRE 2. — Avec les mêmes notations, on suppose y <= ^ et u 0 y = 0; on
pose V = ̂ /y et p/ = u Pi y°/Y sous-fibres lagrangiens de y°/Y, alors

d(k^)=d(k',vi').

Preuve. - Choisissons un sous-fîbré ô avec À, = y © 8; 8 est isotrope. Soit n la projection
50 _^ 50^ comme À- c= 8° et À, 0 8°= y © 8, n'k=ny est un sous-fîbré lagrangien de 8°/8.
Choisissons une famille Y( (re[0,l]) de lagrangiens de 8°/8 avec Vo=7iy et, pour ?>0,
V(n7iy==0. (Par exemple, on choisit v^ lagrangien transverse à Tiy, et Ç une transversale
lagrangienne à ny et v^, et Y( est la déformation barycentrique de ny à v^ dans Aç.)
Posons Â^-nr^, c'est un lagrangien de W (^o=^) et» P0111" tout ^ ^07° =) 8, donc
lui est égal par raison de dimension, donc À-( H Y°/y = ̂  Pi y°/y = ̂ ' est indépendant de t.

Pour ^>0, on applique le corollaire 1, ^(À/.u^âf^pU). Or,

rf(^u)=^o^)=^H).

III. 2.5. Soient ^/ et TI' deux sous-fibres lagrangiens d'un fibre non dégénéré W. Soit
V un K-vectoriel considéré comme fibre trivial sur X. Soit a : î,' -> V un morphisme
injectif sur chaque fibre. Notons ^ le graphe d e a : ^ c : ^ © V © O c = W © H (V), c'est
un sous-fîbré isotrope. Soit ^ f = W ® V © 0 sous-fîbré coisotrope J f °==0©V©0 et
^ ^ (^)O = (j^o + ̂ o ̂  ç^o Q ̂ o = (^ ̂  y © 0)° qui est lagrangien de W © HV.

Le sous-fîbré lagrangien ri' © 0 © V* est transverse à (^)° car (ri' © 0 © V*) Pi ̂ =°
puisque a est injective.

Dans le fibre non dégénéré (^)°/^ on a les deux lagrangiens

Ç = ̂  © V © O/^, = Jf H fé,)0/^ et T| = (rT © 0 © V*) H fé,)0/^.

COROLLAIRE 3. — d(^, r|) =d(!y', r{').
Il suffit d'appliquer le corollaire 2 à À-=Ç '©V©0, u = î V © 0 © V * et y=^, car

ûf(^,u)=rf(^,r|7).

III. 3 . TRANSVERSALES LAGRANGIENNES

III. 3.1. Soient Ç et TI deux sous-fîbrés lagrangiens de W. On appelle transversale
lagrangienne commune à ^ et T| un sous-fîbré lagrangien Ç de W©Ep transverse à
Ç © F g e t î i © F ? .

On note T(Ç,r|,W©Ep) l'ensemble des classes d'isotopie dans W©Ep de trans-
versales lagrangiennes communes à Ç et T|; on a une stabilisation
T fé, T|, W © E^) -^ T fé, îi, W © E^ © E,) qui à Ç associe Ç © ^q.
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On note T fê, r\) = jim^ T fê, n, W © Ep).
P

III. 3.2. Action de PC, À] .ŝ r T(^,T|). — Soit Ç une transversale à ^ et T( et soit
z;epC,Â] représentée par r f :X-^Â^ identifié au fibre lagrangien correspondant de E^
transverse à Fo et F^.

Comme en III. 1.4, la classe de la transversale Ç ® r f c W © E p © E ^ ne dépend pas
du choix de d, ni du choix de Ç dans sa classe [Ç] e T (Ç, T|); on pose [Ç] + v = [Ç ® ûQ.

La somme directe munit PC, À] d'une structure de semi-groupe abélien; c'est en fait un
groupe car si a:X->\^ est représenté par graphe (o^) (o^:Fo-^Fi), l'inverse de a est
essentiellement donné par graphe (— ao oÇ1 ao).

En effet, la déformation d'isomorphismes de F() © F() sur F^ © F^

/cos9o^ sinOolo \ _ f ^x 0 WcosOoco1 -sinôao^/ao 0 \
\ sin 9ao — cos 9ao oÇ1 ao / \ 0 ao / \ sin 9ao'1 cos 6ao"1 / V 0 — ao oÇx ao /

relie ( "t _ ) à la matrice constante ( ° ), et le graphe est toujours
\ 0 -aoa^ao/ \ao O /

lagrangien si ( 0 ) est dans une mauvaise composante de Â^ „, on rajoute quelque
L \ao 0 /

chose de constant pour arriver dans la bonne composante de A4,, .

Il est clair que T (Ç, T|) x PC, À] --> T (Ç, T|) est une action de groupe.

III. 3.3. THÉORÈME.—Soient Ï, et r\ deux sous-fibres lagrangiens de W
Tfé,îl)^0 o ^;îi)=OepC,A].

Si T(^, r\)^0, c'est un espace affine sous PC, À].

Démonstration. - (1) Si Ç <= W © Ep est transverse à Ç © Fg et T| © F^, alors ^ © Fg
se déforme en T| © F^ parmi les lagrangiens transverses à Ç et bien sûr T| © Fç se déforme
en TI © Fg dans les lagrangiens de W © Ep; donc ûf(Ç, T|) = 0.

(2) On se ramène au cas où W est le fibre trimai E^.

Cas non dégénéré. — On choisit un sous-fîbré lagrangien À-o c: W et une isométrie
W^H(^o); on choisit un fibre À-i, avec une trivialisation À-i © Xo^K4" de sorte qu'on a
une isométrie H (^) © H (À-ç) ̂  E^ et une isométrie 0 : H (À-i) © W ̂  E^.

Les classes d'isotopie de fibres lagrangiens de H (À-^) transverses à ̂  et À-* sont, d'après
1.1.6, les classes d'homotopie de formes ( — e)-symétriques non dégénérées sur À-^.

On choisit ôo <= H(À,o) transverse à À-o et À-$; quitte à grossir À-i, on choisit Ô^ <= H(À-i)
transverse à À-i et X* de sorte que ô^ © §o, considéré comme application de X dans
l'espace des formes ( — £)-symétriques non dégénérées sur K4", soit homotope à zéro.
Alors 0(ôi ©ôo) est un lagrangien de E^ transverse à F5=<I>(^i © ^o) et

FÏ ==<I>(À-f © À,o), et 0(ôi © ôo) se déforme en A" à travers les transversales à Fo et F^.
Posons Ç'=0(?4 © Ç) et r|'=0(^ © T|). Il est clair que rffé'.rO^fê.ri).
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Associer à la transversale Ç à ^ et T|, 0(8i © Ç) transversale commune à î^' et rj' définit
clairement une application ^:T(Ç,T|)-^T^TI') qui est équivariante pour l'action de
PC, À].

Soit Ç fibre lagrangien de E^ © Ep transverse à î^ © Fg et TI' © FÇ. Soit, comme
en 1.2, y-Q (9 e [0, Tc/2]) l'isotopie d'échange des deux facteurs H(À-i) dans
H (À,i) ® H (À<o) © Ep © H (?4) © H (À-o) et posons

^(^©^^(^©^^-^©E^E^E^E^E,..
Il est clair que, pour tout 9 G [0, n/2]

^ © Fg © FS)=^ © Fg © FS et FeW © F? © Fï)=rT © F? © F^.

^ © 0 (ôi © ôo) se déforme en ̂  © A". r"̂  (Ç7 © 0) (§i © §o) = <I> (§1 © 0 pour un certain
fibre lagrangien Ç de W © Ep © E^ transverse à î, © Fg"^ et T| © F?""".

Associer Ç à Ç7 définit une application h : T (i;7, ri') -> T (Ç, r|) qui est [X, À] équivariante
et g et A sont des bijections réciproques.

Nous laissons au lecteur le soin de faire les modifications (analogues à celles de
III. 1.5) nécessaire pour le cas amorphe.

(3) Existence. Si rf(^,r|)=0, quitte à changer de notations, on peut supposer qu'il
existe une déformation T|̂  entre rio^ et ^i^' O11 définit / : X x l - > A ^ x A ^
par/(jc,0=(^,r|i_^). Choisissons un lagrangien î,' transverse à Ç, alors
F(x,0)=(/(x,0),^)eZ^o et est un relèvement de / j x x o - D'après 1.4, il existe un
relèvement F : X x 1 -> Z^ de /: X x 1 -> A^ x A^. Par compacité, il existe p tel que
F(Xxl )cZ^e t

Fixxi-tëœFg.riffîFÎ.O^X-Z^;

donc Ç est une transversale lagrangienne commune à Ç et T|.
(4) Classification. Soient Ç et Ç7 des transversales communes à î, et TI; pour simplifier

les notations, on suppose que Ç et Ç" sont dans E,,. Soit d: X -> Âç „

rf(x)=I(^,T1,,^,Ç,).

D'après 1.3, Ç © A6 " se déforme, comme transversale commune à Ç et T|, en Ç' © d, donc
K]=K']+MdansTfê,r|).

Réciproquement, si v e [X, À] est tel que [Ç] + v = K] et si ^ est représenté par d:X-> Âp,
alors ^A^^^4 se déforme comme transversale dans En+p+q en Ç©^©A 4 , donc
Ifë©Fg+ 4 , r |©F^'^©AP + î ,Ç©^©A4) est une application de X dans ^(n+p+q)
homotope à zéro. Or

1 fë © Fg^, T| © F?-^, Ç © A^4, Ç © d © A^)
= 1 fê, r|, Ç, 0 © 1 (Fg, F?, A^, û?) © 1 (Fg, FÎ, A^, A4);

donc 1 (Fg, F?, A^, rf) : X -^ Â^ p est homotope à zéro dans À. Comme d © 1 (Fg, F?, A^, rf)
se déforme en A7 p dans Â7 p, la classe de ûf est nulle dans PC, À].
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III. 3.4. Remarque. - Si Ç et Ç7 sont fibres lagrangiens de E^ transverses à i; et T|,
naturellement la différence entre Ç et Ç' est la classe d'homotopie de X -> QA qui, au
point x, associe le lacet en ^ formé en se déplaçant linéairement dans Ar de ^ à r^,
puis en revenant linéairement dans A^.

L'équivalence d'homotopie faible À -> QA unifie les deux points de vue.

III. 4. PAIRE DE FORMES QUADRATIQUES ASSOCIÉES

III. 4.1. Les constructions de la fin du chapitre peuvent se faire pour toute forme
sesquilinéaire s-symétrique non dégénérée ou dans le cas amorphe et considèrent les
espaces entrant dans la périodicité de Bott avec leur structure naturelle de classifiant.
Mais ces constructions s'effectuent au cas par cas, aussi nous nous limitons au cas
symplectique (R bilinéaire antisymétrique) qui sera le cas utilisé au chapitre IV.

Si Ç et T| sont deux lagrangiens transverses de W, les transversales communes Ç c= W
sont en bijection avec les formes quadratiques non dégénérées sur î,. Si q : Ç -> R est une
telle forme et si s est une métrique sur Ç et u : î, -> î, l'isomorphisme symétrique tel que
clx{y)=sx(uxy.y\ la classe d'homotopie stable de q dans [X, À] = [X, Z x BO] est déter-
minée par la classe stable du fibre V~ (u) formé par les sous-espaces propres de u associés
aux valeurs propres négatives. Si q et q' sont deux formes quadratiques non dégénérées,
leur différence est alors

[V- (u)] - [V- (u')] ̂  [V- (u)] + ̂  (u')] - R] e [X, Z x BO]

dont la dimension virtuelle est indice (q)- indice (q'\
Nous allons généraliser cette dernière expression dans le cas où Ç est T| ne sont plus

transverses.

III. 4.2. DÉFINITION. — Soit Ç un fibre réel sur X; on dit que deux formes quadratiques
q et q' sur Ç sont une paire de formes associées si, au voisinage de tout X()EX, il existe
une trivialisation locale de Ç, y dans laquelle q^ (resp. q'^) se lit en la matrice symétrique
A^ (resp. A^), et il existe une matrice symétrique B^ dépendant continûment de xeV
avec

(1) 1 — A^ B^ inversible;
(2) A,=(I-A,B,)A,=A,(I-B,A,),VXGU.

III. 4.3. Remarque. - C'est indépendant de la trivialisation, être associé est une
relation d'équivalence (par exemple si A^ = (I - A^ B^) A^ il suffit de prendre
B^-Çt-B^AJ"^ pour écrire A^=(I-A^ByA^. Si q et q' sont associées, alors
VxeX, rad^=rad^.

III. 4.4. Soit s une métrique euclidienne sur Ç et soient u et u' : Ç -> ̂  les morphismes
auto-adjoints représentant deux formes quadratiques q et q'

VxeX, V^eÇ,, qAy)=^(u^y\ q'Ay)=^(u^y).

S'il existe un morphisme auto-adjoint v : Ç -> Ç avec 1 - uv isomorphisme et u = (1 - uv) u,
alors q et q' sont associées; la définition demande justement l'existence locale d'un tel v.
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Notation. — Soient P et Q deux sous-espaces d'un espace euclidien E; on dit que P et
Q sont e-orthogonaux si

Vj;eP, VzeQ, |0,z>|^8||^||.||z||.

Si s< 1 et si P et Q sont s-orthogonaux, alors P H Q= { 0 }.

III. 4.5. LEMME. — Soit Pô un p-plan de R" euclidien; soit U un voisinage de Pc dans
G la grassmannienne des p-plans de (R". // existe T| > 0 et un voisinage V de Pô dans G tels
que : Pour tous P et Q dans V et pour toutes décompositions P = P' © P'7, Q = Q' © Q"
avec P' et Q" r\-orthogonaux, de même P" et Q'; alors P ' + Q" et P" + Q' sont de dimension
p et sont dans U.

Preuve. — Soient P^ =P^ et n la projection orthogonale sur Pô. Choisissons TI e]0,1/2[
avec 4r | / l—r|2<l et {/?-plans de R" (2 r|)-orthogonaux à P^} <= U et soit V={ /? plans
T|-orthogonaux à P^ }.

Si PeV et si yeP, alors y=ny-^yf avec y ' eP^ et

ll/ll^o,/)^ ihn. 1 1 / 1 1 ;
donc

11 / l l ^n l l ^H et \\y\\^//T^\\ny\\.

Si P et Q sont dans V, P=P /©Q", (^(^©Q" avec P' r|-orthogonal à Q" et P"
r|-orthogonal à Q\ Vérifions que nP' et nQ" sont 4r|/l —r|2-orthogonaux. Soient y e P ' ,
zeQ", y ' = = y — n y et z / =z—7tz , alors

{ny,Kz}=(y,z}-{y\z}-{y,z}^{y\z}

et

|<7c^7lz>|^| |^| | . | | |z | |(T^+T^+rl+r|2)^4r| H ^ l l . l l z l l ^ ^ ^ I l T C ^ I I . I l T c z l l .

On a donc

dim P' + dim Q" = dim n P' + dim n Q" ̂  dim PQ =p

et de même

dim P" + dim Q' = dim n P" + dim n Q' ̂  dim PQ =p.

Or dim P'+dim Pr':=dimQf-\-dimQ"==p, donc les deux inégalités précédentes sont des
égalités, donc P' + Q" et P" + Q7 sont de dimension p.

De plus, si yeP\ zeQ" et veP^

|<^+z,^>|=|<^z.>+<z,z.>|^Ti||z.||(||^||+[|z||)^2îi |H|. ||^+z||
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puisque

Ib+zraMMMI2^ IMI. llzll^ll^ll^llzl^-ll^ll.llzll^^ll^ll+llzii)2;

donc P'+Q'GU, et de même P"+Q'eU.

III. 4.6. Soient s une métrique euclidienne sur ^, q : Ïy -> R une forme quadratique et
u'.!,-> Ç le morphisme auto-adjoint associé. Pour chaque jceX, on note V^°(^) le sous-
espace de ̂  engendré par les vecteurs propres de u^ associés aux valeurs propres négatives
ou nulles et V>o(u^) le sous-espace associé aux valeurs propres positives. Si q n'est pas
non dégénéré, ces sous-espaces ne forment pas un sous-fibre de Ç, mais nous allons voir
que si q et q' sont associées, alors les V^°(^) ©V0^) définissent un fibre vectoriel
sur X.

Ici la somme directe est une somme abstraite; nous réserverons la notation ® à des
sommes abstraites ou à des sommes de Whitney de fibres; les sommes dans ̂  (même si
elles sont directes) seront notées 4-.

PROPOSITION. — Soient q et q' des formes associées sur Ç muni d'une métrique s; la
collection des V^°(^) CV^O^) définit un fibre sur X noté {V^M^V^O^)}.

Preuve. - Soit XQ^X et soit e>0 petit tel que ni u^ ni u'^ n'ait de valeurs propres
dans [-£,0[U]0,e]. Soit U un petit voisinage de XQ tel que =be n'est pas valeur propre
de u^ ou de u^ pour xeU. Le fibre î,^ se décompose en somme orthogonale de deux
sous-fibres stables par u\î,\^=^ @^ où L^=rad^ de dimension p et les valeurs
propres de M^|^ sont dans ]-£,£[ et celles de M^|^ sont dans R -[-£,£]; le fibre Jf se
décompose lui-même en JT~ ©Jf^ (Jf1 correspondant aux valeurs propres positives
ou négatives). On a une décomposition analogue ^ y = ^ ' ® Jf' associée à u et
L^=rad^=rad^=L^. Il existe une fonction £:U^ R avec £(x)—-> 0 tel que les

X -> XQ

valeurs propres de u^^ et de u^^ sont dans [-£(x),£(x)], donc ||^|L ||^£(x) et
KiiJI^W.

Comme L^ est orthogonal à K^, il existe une fonction £' : U -> R tendant vers 0
lorsque X->XQ et telle que la projection orthogonale de L^ dans K^ soit de norme
^(x).

Pour chaque xeU, décomposons L^=L^+L^+L^ (décomposition orthogonale
suivant le signe des valeurs propres de u^); de même L^L;," ̂ -L^+L^ et
L^=rad^=rad^=L4° est orthogonal à L^ et à L^.

Je dis que, quitte à restreindre U, il existe une fonction T| : U -> [0,1/2] avec
T| (x) —^ 0 telle que L^ + L^ est T| (^-orthogonal à L^ et L^~ + L^° T| (x)-orthogonal

X -* XQ

àL;.

Soit (é?i, . . .,^) une base orthonormée de L^ formée de vecteurs propres de u^
(u^êi= -^^.,^>0) et soit (/i,.. .,/^) une base orthonormée de L^ formée de vecteurs
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propres de ^(^/^^l// avec ^->0). On a

- À,, ̂  (é?,,/̂ .) = ̂  (M., ̂ ,y}) et ^ ̂  (é?,,y}) = ̂  0?,, u'Jj) = ̂  (î4 é ,̂./});

donc

(̂  + ̂ }) ̂  (̂ p./}) = ̂  ((̂  - ̂ ) ̂ ,/,) = - ̂  (M^ -y^ ̂  ̂ ,,/,)

= - ̂  (ï;̂  ̂  e,, u j j ) = À-, ̂  (̂  ̂ ,, M )̂;

donc

|^(^)|=-^|^(^^^)|^||^^J|J|^/,^
^ ' ^ j

Or si ̂  =/;+// avec/;eL^ et/yeK^, alors

ll/yll^e'Mll/,^^^) et ||^/;||^||^,,J|.||/;||^E(X).I;

donc

I^^^I^II^IKeM+ll^ls-M).

Si^=E^^eL^- et^^^^/.eL^, alors

^(^/)=Z^^-^(^y})
et

I^^^I^II^^E^+ll^llE'^SI^J.I^.I^IIz.llCs^+ll^llE7^))»^

puisque dim L^ ̂ p et dim L^ ^/?; d'où le résultat en posant

riW^IHKeM+IMI^))

et en restreignant U pour que T| (x)^ 1/2. Le même résultat est valable pour L^ et L^~.
Pour xeU, posons F^==L^ 4-L^+L^; d'après la 1/2 orthogonalité, la somme est

directe et F^ est un /?-plan de ̂ .
Pour voir que {F^} est un sous-fîbré de Ç|u, il reste à voir que F considérée comme

section de G(/?,Ç|u) est continue ou, en utilisant une trivialisation locale de Ç que F
considérée comme application de U dans G (/?, (R") est continue. La continuité en XQ
résulte immédiatement du lemme III. 4.5 en posant

PO=L,,, P=L,, P^L.+L^, P'=L;.

Q=L,, Q^L^+L,0, Q^L^.

Pour montrer la continuité de F en x^eU, on réapplique la même idée. On choisit
Ci >0 inférieur à c de sorte que u^ et u^ n'ont pas de valeur propre dans [— s^, 0 [U] 0, ej
et on fixe U^ <= U voisinage de x^ tel que ±EI n'est pas valeur propre de u^ ou de u'^
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pour xeUi. On décompose

^iui=^©^\ J^ui^^®^ où M^=rad^=rad^=M^

de dimension/?i et ^r=J^~ ©J^' et J^^J^" ® ̂ 7+; on a alors, pour xeUi

F^M^+MS+M^+N^+N^

(somme directe dans ^ identifié à tR"); on vérifie comme précédemment que, dans
G(/?i, [T), M^ 4-M^+M^ —-^ M^. Comme J^~ et ̂ + sont des fibres, la continuité

X -+ XI

de F en x^ en résulte.
Introduisons maintenant des notations qui auraient compliqué les calculs précédents.

Si t2 ouvert de X, on dit que J^^(Q) est défini si, pour tout xetî, ni a ni b ne sont
valeurs propres de u^ J^f^ ^ (0) est alors le sous-fîbré de Ç| ̂  associé aux valeurs propres
dans ]a, b[.

Il est clair que, si Q' c 0, j^ ^ (Q), ̂ , = j^ „ (Q7), et que si ^^ ̂  (Q) et J^, „ (Q) sont
définis, ^,i(Q)©^,](Q)=^^(0) (û<&<c). On pose ^f_,(Q)=^_^ _,i(Q),
J^+^(Q)=^^ +oo[(îî) et des notations ^ ' pour M'.

On dit que Uç est un E()-voisinage de XQ si c'est un voisinage de XQ et
(1) u^ et M^ n'ont pas de valeurs propres dans [—£o^[U]0,So];
(2) VxeUo, ±£o non valeur propre de u^ ou de u'^
(3) VxeUo, L^ est 1/2 orthogonal à L^ et L^~ est 1/2 orthogonal à L^ (avec des

notations évidentes).
Dans ce cas, on a construit une section continue Fy^ de G(/?o?Ç|uo) ou

/?o = dim rad q et une bijection naturelle préservant la structure vectorielle entre

U { x} x (V^0 (^) ® V"0 (^)) et FS, (y^) ® ^ .^ (Uo) ® ̂ /^, (Uo).
xeVo

Soit Ui un Ei-voisinage de x^ et soit ̂  eUo 0 U^, alors

7?2 = dim rad q^ ̂ min (^0^1).

et il existe E2<min(Eo,£i) et un s^-voisinage U^ de x^ contenu dans UoFlUi. Alors
pour ;=0 ou 1

F^ (Vp)\ U2 == FS^ (ÏP2) © ̂ E-s. -s.] (U^) ® ̂ ^, s,] (U^)

^-e,(n)|U,=^-e,(U2)

^-s.(n)|U,=^e,(U2);

d'où

(FS, (ïp,) © ̂ -e, (H) © ̂  (n))| U, = FS, (^) © ̂ -02 ̂ 2) © ̂  (^2).
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Ce qui montre que les cartes définies par les £-voisinages forment un atlas de fibre sur X
pour U {^(V^^eV"0^)).

xeX

III. 4.7. Notons { V^ ° (u) ® N>o(u')} ce fibre, il est clair que sa classe d'isomorphisme
est indépendante de la métrique utilisée. Notons

Ato,^)=[{V^O(^)®V>o(^)}]-K]epC,ZxBO].

II est clair que si q, q' et q" sont associées

A(^)=A(^)+A(^).

Si q, q1 sont associées sur Ç et si q^ q\ sont associées sur ^, alors ^+^1 et q' ~^q\ sont
des formes associées sur ^ ® Ci et

A^+^i^+^^A^i^O+A^^)-

En particulier, si q^ et q\ sont des formes non dégénérées

Ato+^,^+^)=A^,^)+[^]-[^] dans [X,ZxBO].

Si, en plus, ^ est trivial et q^ et ^ constantes (ne dépendant pas de xeX), alors
[q^\ = Ind ̂ i e PC, Z]; donc, en notant à les images dans PC, BO]

î(^)=îto+^+^)e[X,BO].

III. 4.8. PROPOSITION.—Soient q et q' deux formes associées sur Ç. Supposons qu'il
existe un isomorphisme a : Ç —> Ç ^/ que

(0 V^eX,^|^^=Irad^

(2) ^=a*^.

Alors A (^, ̂ /) == 0 dans [X, Z x BO].

Preuve. — (0) Le résultat est évident si ^ est toujours non dégénéré car la classe
d'isomorphisme du fibre stable de q est indépendant de la métrique utilisée et pour la
métrique a* s, le fibre stable de q est isomorphe par a au fibre stable de q pour s. La
démonstration va adapter cette évidence au cas général.

(1) Soit q : t, -> R et soient s et 7 deux métriques sur Ç vérifiant

(1) VxeX, ^ et ̂  coïncident sur rad^

et soit u et u les morphismes auto-adjoints associés.
Nous allons montrer que la collection des V^O(M^)®V> ( )(^^) définit un fibre noté

{^(^©V^OÏ^surX.
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Soit jCo^X; choisissons 8 et U comme en III. 4.6, mais pour les morphismes u et M,
nous avons des décompositions ^u==Jf®jr=J^©J" avec L^ = rad q^ = £^; mais en
général K^K^.

Vu la condition (1) et le fait que L^=t^=rad^, il existe une fonction e:U-^ R
avec s(x) —-»• 0 telle que, pour tout xeU

X -^ XQ

V^eL,, V^eL,, l^^^-^^^l^sWil^ll.ll^ll

V^J'eL,, l^^,?)-^^?)!^^^) H^ll. II? Il

où les I I [[ sont calculées avec s, en particulier

V^eL,, (l-e^ll^ll^ï.^^^O+e^))!!?!!2.

Montrons que, quitte à restreindre U, il existe une fonction T|:U^ [0,1/2] avec
^ (^) —-» o telle que L; + L^ est T| (x)-orthogonal à L^ et L; + L^ est T| (x)-orthogonal

X -» XQ

à L^ (orthogonal pour ^).
Soit e ^ . . . , e une base orthonormée de L^ formée de vecteurs propres de u^

{u^= -^e,, ̂ >0) et soit/i, ...,/, une base ï-orthonormée de L^ formée de vecteurs
propres de ^(^/,=X^,^>0). Notons b^ la forme bilinéaire associée à q^. On a

- À-, ̂  (̂ ,,̂ .) = ̂  (î^ e,,/̂ ) = &^ (̂ ,,̂ .) = ̂  (^p M -̂) = X, ̂  (̂ ,,̂ .);

donc

( T, \ c (•y\

l+-l)l^(^.)|=|^(^•)-^(^•)|^e(x)||^.||^--^—;
À,, / V e vx'

donc

|^(^-)|^

Si j'eL,', y='^yle^ et si ^=SJ:;•y}eL^' on a

1^(^)1^——^11^1.1^-1

-̂̂ ii.iiV^^e(.)̂ t|i
d'où le résultat car si yo e L°, = L^, ̂  (^o. ?) = 0; (ionc

|^(^oJ)|^£^)||^||.||.

La démonstration s'achève alors comme en III. 4.6.
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II est clair que la classe d'isomorphisme du fibre { V^° (u) © \>0 (u)} est indépendante
des métriques s et ? vérifiant (1), donc {^(^©V^M)} est isomorphe à Ç (^=^).

(2) Soient q, q' et û comme dans l'énoncé de la proposition. Posons ï=a*s de sorte
que ^ et ^ et ^ coïncident sur rad^=rad^. Montrons que la collection des
V^O^eV"0^) définit un fibre noté {^(^©V"0^) } sur X. Soit x^eX et soit
£ et U comme avant pour u et u' comme L^=rad^, il existe £ i : U - > ( R avec
£100——^0 et ||^|^-I[[^£,(x). Construisons r|i :U ̂  [0,1/2] avec Th(x)——.0 tel

x -» jco x - ^xo

que L^ +L^ est^(x)-orthogonal à L^ et £^ est r|i (x)-orthogonal à L^- +L^0. Comme
a^=u,a^ si^et^+L^, û^eL^+L,0; donc, si/eL^, ^(û^,/)=0, donc

l^^^l-I^^J-^^l^ll^-^ll.ll/II^SiMll^ll. ||y||.

De même si ^e L^ et y ' e L'^ + L^0. La démonstration s'achève comme en III. 4.6.
Vérifions que {^©©V^O/)} est isomorphe à Ç. Il suffît de vérifier que les

morphismes û,© Id:V^(^) ©V"0^) ̂ V^°(^) ©V>0(^)=^ définissent un mor-
phisme de fibre { V ^ 0 (u) © y>o(uf) ] -. Ç.

La continuité en XQ se montre en vérifiant que

(p,: L^+L^+L^^L^+L^+L^

^=(^-JO,y+)^(^J-^JO,y+)
tend vers Id lorsque x -> Xç. Or

ll^œ-^ll==||^--^-ll^£l(^ll^-ll^ 81(x)
v/l-£Î(

A partir de là, la continuité en x^ se montre comme en III. 4.6.
Finalement, construisons un isomorphisme

0: {^(^©V^Oï^^^^V^^)}

^{V^O^)©V> o(^)}©{V^O( i7)©V> o( i î)} ,

où O est l'identité sur les premier et troisième facteurs a sur le deuxième et a~1 sur le
quatrième. La vérification que 0 est un morphisme de fibre se fait comme précédemment.
La proposition est démontrée car le membre de gauche est isomorphe à Ç © Ç et la classe
du membre de droite dans PC, Z x BO] est [Ç] + A (q, q1) + [Ç].

III. 5. PAIRE DE FORMES QUADRATIQUES ASSOCIÉES ATTACHÉES À UNE PAIRE DE TRANS-
VERSALES LAGRANGIENNES

III. 5.1. - Soient Ç et T| deux sous-fibres lagrangiens d'un fibre symplectique W sur
X. Soit Ç un sous-fibre laigrangien transverse à Ç et T| et soient P^ et P^ les projections
de noyau Ç de W sur Ç et sur T| respectivement. Comme en 1.1.6, il vient

VzeX, Vx.^eW,, b, (Pcx, y) + b, (x, P^y) = b, (x, y)

b. (P^y) + b, (x, P^y) = b, (x, y).
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On définit q^ ̂  ̂  : Ç -> R par la formule

VzeX, Vxe^, ^ ç (x) = ̂  (P,, x, x);

c'est une forme quadratique car, si x, x ' e ̂

6, (P, x, x ' ) = 0 - é, (x, P, xQ = é, (P, x', x).

Si 6^ (P^ x, x7) == 0, Vx'e^, alors P^xe^Or^; donc x — P ^ x est dans ^ et aussi dans
(^, donc x=P,,xe^ H ÎL, donc le radical de (^,^ est ^ H r|z.

Les restrictions P^ et P^ sont des bijections réciproques et

(îW^rh^-^^

en effet, si x ' e r } , q^^^xf)=b(xf^xf)= -b(P^x\x')= -^ç(x').
Nous écrivons W=Ç © Ç avec xe£,^ et y dans Ç^. Comme TI est transverse à Ç, T| est le

graphe d'un morphisme a : î, -> Ç vérifiant

VzeX, V x, ̂  e ̂ , ^ (a^ x, x') + b, (x, a^ x7) == 0.

Comme (x+^)=(x+ax)+(^—ax), on a

IV^.^^^ et ^,T^,ç(^)=^z(^+azx.x)=^?z(azx.x)•

Soit s une métrique euclidienne sur Ç. Définissons Jo:^-^ par ^(Jo^^,x)=^(^,x),
VxeÇ^ et V^eÇ^. Comme Ç est transverse à Ç, Jo est un isomorphisme soit J i :^-^Ç,
J^ = — Jç 1 et J : W -> W défini par J = (J^ © Jç) vérifie J2 = — I. Définissons une métrique
S sur W en décrétant ^ et Ç orthogonaux, S| ^ = s et, pour ^, y ' e (^, S^ (^, y ' ) = s^ (Jg j^, Jo y).
Alors, J est une isométrie pour S et b^(x, x ' ) = S^ (J^ x, x ' ) , VXyX'eW^. On dira qu'une
telle métrique est adaptée à Ç et Ç.

Pour la métrique s sur Ç, la forme q^ est représentée par le morphisme auto-
adjoint M=Joa=Ja:i ; -^i ; car é^ (a x, x) == ̂  (Jç a x, x) et on calcule s^(ux,x') en posant
x^J/^./eÇ

5(Mx,x /)=^(Jax,J/)=S(ax,/)==S(y,ax)=ft(J- l/,ax)
= — h (x', a x) = b (a x', x) = S (J a x', x)=s(u x\ x)=s (x, MX').

Déterminons le morphisme auto-adjoint u de T| pour S^ représentant ^,^,ç. Soient
x + a x et x7 + a x ' e T|̂

S^ (x + a x, x' + a x') = s (x, x7) + S (a x, a x') = s (x, x') + s (MX, MX') = s ((1 + M2) x, x').

Soit w : Ç -> Ç le morphisme tel que u (x + a x) = wx + a wx. La condition

S (u (x + a x), x + a x) = q ^ (x + a x) = À (x, a x) = — é (a x, x) = — ^ (MX, x)

devient ^((1 +M2)wx,x)= —5'(MX,x), donc w== —(I+M 2 )" 1 M; donc w et M ont mêmes
vecteurs propres [si M(x)=À-x, wx= -(^/(l +^))x et M(x+ax)= -(?i/(l +À,2)) (x+ax)]
et la projection P^, ^ identifie V<o(u,) avec V^ (M^).
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III. 5.2. LEMME. — Soient Ç ^ Ç deux sous-fibres lagrangiens de W transverses à Ç
^ T|. Les formes quadratiques sur Ç, q=q^^^ et q'=q^^^ sont associées.

Preuve. — Écrivons Ç' comme le graphe de P: Ç -> Ç; alors

VzeX, V^/eÇ,, b^y.y'^b^y, P,/)=0;

et comme en 1.2.1, I— (ia est un isomorphisme de i; et I — a p est un isomorphisme de Ç.
Soit P^W-^TI la projection de noyau Ç7. Soit xe^ et écrivons

.v=(^"i+axi)+(p^,^); il vient y^== —ax i et ^=(I—pa)^i, donc

et

p^^a-poo-^+aa-pa)-1^

^(^)=é((:[-pa)- l^+a(I-pa)- lx,x)=ft(a(I-pa)- lx,^).

Soit (S,J) une métrique adaptée à (Ç, Ç). Soit î7= — p j : Ç -> Ç; on a z^= — ?J2 a= pa,
donc 1—vu est un isomorphisme de Ç et I — M ^ ? = J - l ( I — a p ) J isomorphisme de Ç.
Calculons ^(îïjc,^) en posant x=Jy, x ' = î y '

s(vx,xf)=-sWJ2y,Jyf)=s(Jy\Çy)=b(yf^y)=b(y^yf)=s(x,vxt)

et
qf(x)=s(ufx,x)=b^(l-Wx,x)=s(u(ï-vu)~lx,x),

donc M' = M (1 — Î^M) ~1 et pour écrire u = u (I — vu), il suffit de prendre

V=—v(\—Uv)~l=—(l—VU)~lV et I—^M==(I—^M)~1 .

III. 5.3. PROPOSITION. — Avec les notations précédentes, soient [Ç] et [Ç'] les classes des
transversales Ç et Ç dans T (Ç, T|); on a

A (^, q ' ) = K] - K'] dans [X, Z x BO].

Preuve. — Sur le fibre W, nous avons deux formes quadratiques non dégénérées
données par 1.2.2, Bç ^ ^ ç et B^ ^ ç ç. La proposition découlera de l'égalité entre A (q, q ' )
et de la différence des classes de Bç ^ ç ç. et B^ ^ ç çC que nous allons établir.

Nous allons réaliser {V^ O (^)®V > 0 (^)} comme sous-fibre de W. Pour cela, nous
utilisons une métrique (S,J) adaptée à T|, Ç'. Soient u:îy->^ représentant q, u'-.î,-^^
représentant q' et u' : r\ -> T| représentant q^ ^ ^ {q^ ^ ^ (x^ + a jq) = b (I — pa) x^, a x^)). Soit
P:T|-^^ la projection de noyau Ç', c'est un isomorphisme. Pour tout zeX, P^ est
l'identité sur ^ n T|̂  et nous avons vu en III. 5.1 que P^ est un isomorphisme de
V^ 04) sur V^ 04).

Posons V^ = V ̂  ° (M^) + V < ° (z4) c W^ ; la somme est directe puisque
ker u^ = ker ̂  = ̂  H ilz. Kn raisonnant comme en III. 4, vu les propriétés de P, V = { V ^ }
est un sous-fibre de W isomorphe à { V ^ ° (u) © y>o(uf)}.
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Notons B = B^ ^ ç ç/; si z e X, x e "^ et ^ e i^, nous avons

B^(x+^,x+v)=^(x-P^,^)+^(ax-^,x).

Calculons B^ sur ^+T|^

B (x + x^ + a Xi, x + x^ + a x^)

=é(x+Xi — paxi ,ax^)+Z?(ax,x+Xi)

= & (a x, x) + é (I — pa) x^, a x^) + & (x, a x^) + & (a x, ̂ i)

=^,^ç(^)+^,^ç'(^i+a^i);

donc B) y est négative.
Vérifions que dim V= Indice (B); il suffît de le faire en un point ZQGX. Soit

^=^n'Hzo e^ notons j9=dimÀ,. Soient Ç' et r|' des supplémentaires de ^ dans Ç^ et
T|̂ ; ^' r}r{'=[0] donc i^+ri7 est de codimension 2p dans W^ et la somme est directe;
q^ est non dégénérée sur ^/, q'^ est non dégénérée sur îV(^=^,^ç'), donc
B|^/+^/=^ |^+^^/ est non dégénérée. Soit À/ le B-orthogonal de ^+T|', À/ est de
dimension 2p, B) ̂  est non dégénérée. À- est un sous-espace isotrope de À/ de dimension
moitié, donc Ind(B|^)=/?. La décomposition B-orthogonale W^=À/ ® ̂  ® TI' donne

IndB^=Ind(Bl^+Ind(Bl^+Ind(Bl^)=^+dim(V<o(^))+dim(V<o(^

Soient V~ et V4' les fibres stable et instable de B pour la métrique S, et soit q\
Fisomorphisme de W=V~ ®V+ avec (p^v -= ( l+OIv - î ( Pt | v + = Iv + • Posons V\=(piV;
il est isomorphe à V et B j v ^ est définie négative car, si xeV, x = x _ + x + dans la
décomposition VOV*"

B(x_,x_)+B(x+,x+)^0;

donc ( l+^) 2 B(x_ ,x_)+B(^+ ,x+)^0 et si on a égalité pour t>0, alors
B(x_,x_)=B(x+,x+)=0,doncx==0. CommedimV\=dimV~, siV^ est le B orthogonal
de V\, B|v2 est définie positive et on peut construire une métrique sur W telle que V\
est le fibre stable de B; donc V\ et V sont isomorphes à V~ .

D'autre part, B()=B^ ç ç, vérifie Bo(x+y,x+y)=2b(x,y). Donc si (S,J) est une
métrique adaptée à fë,Ç),Ç"' ==(1 -J/^/2)fê) et ^+ =(1 +J/^/2)fë) sont les fibres stable et
instable de B(), donc le fibre stable de B() est isomorphe à Ç et A(q,q') est isomorphe à
la différence des fibres stables de B^ ^ ç ç/ et B^ ^ ç ç.

III. 5.4. Pour finir ce chapitre, énonçons un résultat qui éclaire la signification de la
proposition III. 4.8.

PROPOSITION. — Soient Ç, T|, Ç et Ç sous-fibres lagrangiens de W avec Ç et Ç transverses
à Ç et T|. 5"î7 existe un isomorphisme symplectique (p : W —> W ^/ ^M^ (p (Ç) = Ç, (p (r|) = T|,
(p(Ç7)=Ç ^ tel que: VzeX, Vxe^nr|^, (p^(x)=x, alors, quitte à stabiliser Ç, T|, (3 ^^ Ç'
(o^z ne change pas de notation), il existe une famille (p^ d'isomorphismes symplectiques de
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W avec (po=Id, pour tout t, (p,(Ç)=Ç, (P((T|)=TI

VzeX, Vxe^nri^ cp^(x)=x

^(pi(0==ç.
Pour cela, nous allons d'abord montrer

LEMME. — Soit ^ une famille de lagrangiens transverses à Ç et T|. Il ^ja^ une famille
d'isomorphismes symplectiques ̂  : W -> W û^c q\ (^) = Ç, (p, (r|) = T|, V z e X, V x e ̂  Pi r|^,
(p^(x)=x^(p,(Ç,)=Ço-

Comme il est classique par compacité et composition d'isomorphismes symplectiques,
le lemme découle de l'énoncé :

Soit Ç transverse à î, et T|, il existe un voisinage ^ de Ç dans les fibres lagrangiens
transverses à Ç et T| et une application continue (p de i^ dans les isomorphismes
symplectiques de W telles que

Pour tout Ç'e^, (p^fê)=^ (Pç'(îl)=î1, <Pç'(0=Ç et pour tous zeX, XG^HTI, ,
^ç', z (x)= ;c? de plus (pç = Id.

En effet, supposons que T| soit le graphe de a :Ç-^Ç et nous nous limitons aux ^
graphes de P : Ç - ^ Ç petits, i.e. | |ap[|<l et ||pa||<l, de sorte que nous calculons

(I- pa)^2 : î, ̂  Ç par la série du binôme de même que (I-ap)^2 : Ç ̂  Ç. Sur la série,
il est clair que

aa-poO^^I-ap)^/2^

„ .,. , . , . /(I-pa)-1/2 -(I-pa)- l/2P\Considérons (pr. donne par la matrice v K 7 v r / r
\ 0 (I-ap)1/2 ;

^(P};^)=((I-PoO- l /2P^-(I-P(x)- l/2P^,(I-ap) l/2^)=(0,(I-ap) l/2^)eÇ

(pç/ (x, a ̂ ) = ((I - pa) -1 / 2 x - (I - pa) -1 / 2 pa x, (I - a?)1/2 a x)

= ((I - pa)1/2 x, a (I - pa)1/2 x) e r|.

Si xe^Or^, alors ax==0 et (I-pa)"!/2^.^ donc (pç/(x, 0) = (x, 0). Comme
é(pax,^)=é(x,ap^), il est clair sur les séries définissant (I-pa)1/2 et (I-ap)1/2 que
b((I-^)l/2x,y)=b (x,(I-ap)1/2^). Calculons

&((p(x,^),(p(x /,/))=&((I-pa)- l/2x-(I-pa)- l/2P^(I-ap) l/2/)

+&(I-ap) l/2^(I-pa)- l/2x /-(I-pa)- l/2P/)

=b(x,yl)-b^y,yl)^b(y,xf)-b(y^yf)=b(x,yl)-}-b(y,xl).

Preuve de la proposition. - La proposition III. 4.8 s'applique à q et q' et a == (p, n, donc
A(^,^)=0; donc, par III. 5.3, après stabilisation, les transversales Ç et Ç se déforment
l'une en l'autre et on applique le lemme.
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CHAPITRE IV

Formes génératrices pour des immersions lagrangiennes
dans un cotangent

IV 1 . 0. PLAN DU CHAPITRE.

§ 1. Définitions, énoncé du théorème.
§2. Définition de la transversale lagrangienne associée à une 1-forme génératrice a;

identité entre la forme quadratique attachée à cette transversale en III. 5 et la forme
hessienne de a.

§3. Existence de formes génératrices: il ne reste qu'à voir que l'existence d'une trans-
versale lagrangienne implique l'existence d'une 1-forme génératrice.

§4. Classification des 1-formes génératrices. On montre d'abord comment se ramener
à des formes ayant même lieu stationnaire. Grâce à III. 4, on définit la différence de deux
1-formes génératrices. On établit la trivialité d'une famille à un paramètre de 1-formes
génératrices définissant toutes la même immersion lagrangienne et ayant toutes le même
lieu stationnaire et on achève la démonstration.

IV. 1.1. DÉFINITIONS. — Soient M une variété différentiable, T* M le fibre cotangent
muni de sa structure symplectique usuelle, V un espace vectoriel de dimension finie.
Nous identifions T* (M x V) à T* M x V x V*; il contient ^f = T* M x V x 0.

Soit p : T* (M x V) -> M la projection, nous avons pour z e T* (M x V) la décomposition
naturelle

T,(T* (M x V))=T^M © T^M © V © V*.

Les sous-fîbrés (triviaux) de T (T* (M x V)) correspondant aux troisième et quatrième
facteurs sont notés TI*V et TC*V*. Il est clair que l'orthogonal (symplectique) de T^c^f est
(T^Jf)°=0©0©V©0, donc (T^f)o=-^:*V|^ et Jf est donc une sous-variété co-
isotrope.

IV. 1.2. DÉFINITIONS. — On dit qu'une 1-forme fermée a définie sur un ouvert N de
M x V est une forme génératrice si a, considérée comme section de T* N, est transverse
àJf.

Notons alors Z^==a~ 1 (J"f); c'est une sous-variété de N appelée lieu stationnaire
(vertical) de a. Notons F^ le graphe de a [i.e. a(N)cT*N]; c'est une sous-variété
lagrangienne transverse à ^. Si zea(2^)=r^ n ̂ , par transversalité
{ 0 } = (T, F^ + T, ̂ f)° == T, F, H (T, ̂ f)°, donc T, a Z, H TC* V = { 0 } et, comme
a (2^) c: X7, on a alors T, oc5^ H (JT* V © TI* V*) = { 0 }. Donc, si pr : T* (M x V) -> T* M
est la projection, la restriction pr| ̂  est une immersion, donc /„ = pr ° GC) ̂  ̂ a "̂  T* M est
une immersion visiblement isotrope, donc lagrangienne par raison de dimension.

IV. 1.3. DÉFINITIONS. — Soient X une variété différentiable et (p:X^T*M une
immersion lagrangienne. On appelle forme génératrice définissant (p tout couple (a, A)
où a est une forme génératrice, h : X -> 2^ un difféomorphisme avec iy_ ° h = (p.
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IV. 1.4. DÉFINITIONS. - On dit que deux formes génératrices définissant (p, (a, H) et
(a7, h') sont strictement équivalentes s'il existe des voisinages N de Z, et N' de Z^, et un
difféomorphisme H : N ̂  N' avec H (ZJ = I^, tel que

(1) /?M ° H =/?M | N où /?M : M x V -^ M est la projection;
(2)^=^1^)° A;
(3) a=H*a7 .

IV. 1 . 5 . Stabilisation (supposons X connexe). - Soient (a, A) définissant (p où a
est définie sur N c= M x V, V^ un espace vectoriel et Q : V^ -> R une forme quadratique
non dégénérée. Posons N = N x V \ , a=oc+rfQ. Comme Q est non dégénérée, a est une
1-forme génératrice, ^ = Z , x ( ) c N x V i et ;„ correspond à /„ par l'identification
5^2^; posons h:X-> 2^2^. Alors (a, h) est une forme génératrice définissant (p appelée
stabilisation de (a, h) par Q : V^ -> R. (Si X a plusieurs composantes, il faut se permettre
de stabiliser par différentes formes sur V^ suivant les composantes de X.)

IV. 1.6. On dit que (a, h) et (a7, h') sont équivalentes s'il existe des stabilisations (a, h)
et (a', h') strictement équivalentes.

DÉFINITION. — On désigne par F ((p) le quotient de l'ensemble des formes génératrices
définissant (p par cette équivalence.

IV. 1.7. On dit que (a, A) et (a', h') définissant (p ont même lieu stationnaire si
2^=2^=2: et si h=hf•.X^; on a alors ^=^:E->T*M et donc, comme a(£J c ^f
eta^S^c^f

VzeS, o^=a;eT?(MxV).

IV. 1.8. Le fibre T(T*M) a un sous-fîbré lagrangien vertical Vert tangent aux fibres
de p : T* M -> M (Vert ==/7* T* M).

Dans le fibre symplectique sur X, (p*T(T*M), on a deux sous-fibres lagrangiens TX
et (p*(Vert). Nous notons y^ (pour application de Gauss) la différence entre ces deux
sous-fibres lagrangiens

y^ = f/(TX, (p* (Vert)) e [X, U/0].

IV. 1.9. Remarque. - Soit Vx le fibre normal de X. En raisonnant comme en III. 1,
avec une trivialisation de v^ ® TX, le fibre Vx © (p* (Vert) est réalisé comme sous-fibré
lagrangien de XxC^ donc, si y<p=0 dans [X.U/0], le fibre Vx©(p* (Vert) est au
moins stablement trivial; or, Vx © (p* (Vert) est isomorphe au fibre normal stable v^ où
\|/=/?(p:X^M.

IV. 1.10. THÉORÈME.—Soit ( p : X — ^ T * M une immersion lagrangienne d'une variété
compacte.

(1) F ((p) ̂  0 o ̂  = 0 dans PC, U/0];
(2) 5'; F ((p) ̂  0, F ((p) est un espace affine sous [X, BO].
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IV. 1.11. Remarque sur la compacité. — Si (a, h) définit (p et si c est un chemin dans
X, la variation de l'indice de la hessienne de a le long de h ° c est égal (ou opposé) à la
variation de l'indice de Masiov de (p le long de c; donc, si X est non compacte, le
théorème d'existence est faux tel qu'il est énoncé comme l'indique le dessin où X=M= [R.

Figure 1.

IV. 2. ÉTUDE D'UNE FORME GÉNÉRATRICE DÉFINISSANT UNE IMMERSION LAGRANGIENNE. —

IV. 2.1. Soit (a, h) une forme génératrice définissant (p. Nous allons écrire, pour simplifier
les notations, S = 2^ au lieu de a (\) <= T* N; d'après IV. 1.7, cet abus de notation
n'est pas gênant lorsqu'on considère deux formes de même lieu stationnaire. Notons
r=r,=a(N).

Le long de S, le fibre symplectique T(T*(MxV)) contient les sous-fîbrés Tjf co-
isotrope, ^ le fibre vertical de T*(M xV)(F^=0©T*^M ©0 ©V*) sous-fîbré lagran-
gien, TF sous-fibré lagrangien et TS = TT Ç\ T J'f sous-fîbré isotrope. Comme
0=(Tr+Tjf)°=Trn(T^f)0 et (T2:)°=Tr©(T^)°, T^n(T2:)° contient TS et
(T Jf)°; comme T S H (T e^f)0 = 0, il vient que

T^n(T2:)°=TS©(Tjf)0

et que (TS)0 et T^f sont transverses. Donc Ç = T ̂  Ç\ (TI:)°/T £ est un sous-fîbré
lagrangien de W==(TS)°/T£ et le fibre Ï, est identifié à 7i*V=(T^f)°.

^ et T F sont transverses; comme T F c= (TS)0, ^ et (T E)° sont transverses, et
T|=^ H (T2:)°/TZ est un sous-fîbré lagrangien de W, TS c: TF c= (TE)0, donc l'image
de TF dans W est un sous-fîbré lagrangien noté Ç.

Ç et Ç sont transverses car T F 0 (T e^f)0 = 0; Ç et T[ sont transverses car ^ Ç\ T F = 0.

IV. 2.2. Si on stabilise (a, /?) par Q : V^ ̂  IR, alors

S = E x O x O c T * N x V i X V f , Ç==Ç©7i*Vi

TI = T| © 7i* Vf et Ç = Ç © graphe (rfQ).

Donc, si Q est de signature nulle, on est exactement dans la situation de III. 3.1,
sinon on est dans celle de III. 4.7.

IV. 2.3. LEMME.—Par l'identification de ^ avec TI*V, la forme quadratique q^ r
correspond à la forme hessienne de a, q^ : TT* V -> IR.

Preuve. - Soient x^ . . ., x^ des coordonnées locales sur M, y^ . . . ,^ des coordonnées
sur V et/(x,^) une primitive locale de a. Considérons S2f|Sx2 comme application linéaire
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de TM dans T*M, S2f|8xSy de TM dans V*, 82f|8y8x de V dans T*M et 82f|8y2 de
V dans V*.

Dans la décomposition T, T* (M x V) = T^ M © T^ M ® V © V*, nous avons

T.r-{^,%,+^ty,5,,^6^^l
[ 8x2 8y8x 8x8y 8y2 J

et

(T,Z)o=T,^©V={8;c^8x+^ô^^^ô^+^/ôxeT,M,8^eV^
i ex oyox 8x8y 8y2 j

de sorte que

F.n^^^Jo^ô^^O^S^^evI.
( 8y8x 8y2 J

Écrivons la projection de Ç sur T| parallèlement à Ç, c'est-à-dire, pour MGV, cherchons
A e T, F, B e F, H (T, Z)° avec (0,0, M, 0) = A + B mod T Z. Il vient

(0,0^,0)=(8x,i2{ôx4- a2/8^,a2/8x+ ̂ Sy}
\ 8x2 8y8x 8x8y 8y2 )

+foî^^l?OÎ^Q+f8^^ô^+^5^8^0\
\ 8y8x 8y2 ) \ 8x2 8y8x )

avec

^-0.^^=0.
8x 8y 8y

On a ôx + 0^2 = 0; donc

-^-(8^+8^+8^)=0, u=6y+6y^ ^(Sy + Sy, + ô^) = 0.
dy dx 3^2

Or (82f/8y8x, 82f|8y2) : TM © V -> V* est surjective par hypothèse, donc
tr (32//^ ax, 82f/8y2) : V -^ T* M ® V* est injective, donc 6y + Sy, + 8^2 = 0.

Donc 8^1 = - u et la dernière composante de B est - 82f|8y2 u. Or

,̂,, ç (u) = œ (B, (0,0, u, 0)) = a/^) = ̂  («).a^2

IV. 2.4. Si (a, A) et (a', h') définissent (p et ont même lieu stationnaire, on a alors deux
transverses Ç et Ç' à ^ et T| dans W. Alors, IV. 2.3 et III. 5 montrent que ^ et ̂  sont
associées, ce qui résulte aussi du calcul direct suivant en coordonnées locales. Si / et /'
sont des primitives locales de a et a', j1, (/-/')= 0 pour ze£ c M x V, et comme 8f/8y,
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sont des équations locales de 2, il existe des fonctions b^ avec b^b^ et

f-r^Yb 8f 8f
J J ^L^ij^ T~-î ôy, 8yj

En dérivant deux fois en y et en se plaçant en zeZ, il reste

S^f __ 82/ S2f S2/
L^ . ^kl-Sy^y^ SViSyj Sy^v^ S y ^ Q y ^ '

En dérivant une fois en x et une fois en y, et en se plaçant en zeS, il reste

S2/' _ 92/ 82/ , 82/
-L^-^-^i-8yi8xj 8y,8xj 3y,<9^ 8yi8x/

donc, si A est la matrice des S2f|SyiSy^ C celle des 92f/ôXi8xj et A', C pour/', et B
celle des b^p on a sur Z

A' = A - ABA, C = C - ABC.

Or, la matrice M=(C,A) représente d(8flQy^ donc est de rang q par hypothèse, et M'
aussi. Comme M'=(I-AB)M, I-AB est inversible sur S.

IV. 2.5. Soit (a, A) définissant (p; soit H un difféomorphisme d'un voisinage N' de
S c M x V sur un voisinage N de Z, conservant la projection sur M et telle que H|^ = Id^.
Posons a' = H* a, alors (a7, h) définit (p et (a', h) et (a, h) ont même lieu stationnaire.

LEMME. — A (^, q^) = 0 dans [X, Z x BO],

Preuve. - Considérons a la restriction de l'application tangente à H au fibre vertical
T^VcT^MxV) (û,=(T,H)|v). Visiblement q^=a*q^ et de plus rad^,=T,S HV;
comme H|^=Ids, il vient que

^zlrad^z^^rad^-

Le lemme résulte donc de III. 4.8.

IV . 3. EXISTENCE DE FORMES GÉNÉRATRICES DÉFINISSANT (p

IV. 3.1. Soient (p : X -> T* M une immersion lagrangienne, \|/ =^(p : X -> M. Soit
g : X ç V un plongement de X dans un vectoriel de grande dimension et
^°=^xO:Xc ,VxV*. On pose (p=(p xg°:X c, T*(M xV), \J/=\ | /xg:X c^ M xV; alors
(p est un plongement isotrope et cp X c: jf.

Pour simplifier la notation, nous allons écrire TX au lieu de T (p X sous-fîbré isotrope
de TT*(MxV). Le long de X(=^X), nous avons TXn(Tjf)°=0 car (p est une
immersion; donc

^ = T Jf H (TX)°/TX est un sous-fibré lagrangien de W = (TX)°/TX,
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^ C\ TX = 0 car g est un plongement, donc ̂  est transverse à (TX)° et T| = ̂  C\ (TX)°/TX
est un sous-fîbré lagrangien de W.

Le corollaire 3 du III. 2 nous dit que ^(^,r|)=Y<p dans [X,U/0]. Si on remplace V par
V x Vi et g par g x 0 : X ̂  V x Vi, (TX)° est remplacé par (TX)° © TC* V^ © TT* Vf, T^f
par T^f©7c*Vi et ^ par ^©TiVf. Donc ^ est remplacé par ^©TT*VI et T| par
T| © 7i* Vf. On est donc dans la situation de III. 1. On dira qu'on a stabilisé.

D'après le théorème du III. 3, si y<p=0 dans [X,U/0], quitte à stabiliser, on peut
supposer qu'il existe Ç transversale lagrangienne commune à Ç et T|, et v^ trivial (IV. 1.9).

Soit E l'image réciproque de Ç, TX c= E c= (TX)° et E sous-fîbré lagrangien. Comme
(;n^=0, pour tout zeq)X, E^HT^=0 mod T^X; mais T^XcE^nT^Jf , donc
TX=EnT^f et E est transverse à Tjf. Comme Çnr|=0, E^OF^cT^X, mais
F^ Pi T^ X = 0; donc E 0 ̂  = 0 et E se projette bien sur M x V.

IV. 3.2. LEMME. — Soit

T*N
<p ^

X

^ ^
i

N

où (p ̂  M^Z plongement isotrope et v[/ M^Z plongement à fibre normal trivial.
Soit E sous-fîbré lagrangien de T (T* N) le long de (pX se projetant bien sur N,
// existe un germe le long de \|/X de 1-forme fermée a ûfo^ le graphe contient (pX ̂  est

tangent àE le long de (pX.
Le lemme achève la démonstration de l'existence car E est transverse à Tjf, donc a

est transverse à ^\ c'est une 1-forme génératrice dont le lieu stationnaire est v[/X et (a,\[/)
définit (p.

Preuve du lemme. — Comme v^ est trivial, quitte à restreindre N, on peut supposer
N=X x R^ et que \|/ est l'identification de X avec X x 0, (p est alors une section isotrope
de T* X x W x R4* -> X x W au-dessus de X x 0, donc (p = Ça, 0, &) où a est une 1-forme
fermée sur X et b'.X^W*. Soient y^ . . .,y^ des coordonnées sur W; par hypothèse
8/8y^ se relève en une section ^ de E (considéré sur X)

^(Pfc.—^)
\ 8Vk )

où Pfc est une 1-forme sur X. Écrivons Uj, (x) = ̂  u^ (x) dy^ b (x) = ̂  b^ (x) dy^ Le fait que
E est lagrangien se traduit par

f ^i= ̂ k pour l'orthogonalité de s^ et ^
[ Pfc == dbj, pour l'orthogonalité de ^ et T ((p X),

Posons a=^4-^(^^^+(l/2)^M^^^), c'est une 1-forme sur Xx R^, et dai=da=Q,
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Soient x^, . . . ,x^ des coordonnées locales sur X

a = E a, (x) dx,, p, = ̂  ̂  (x) dx, et a = ̂  A, rfx, + ̂  B, dy^

On a : A, (x, 0) = a, (x), B^ (x, 0) = &, (x), donc (p (X) c F, et

aAl(x,0)=^(x)=P,(x), ^0)=^(x);
^fc ^1 5^

donc T F, = E le long de (pX.

IV. 4. CLASSIFICATION DES FORMES GÉNÉRATRICES DÉFINISSANT UNE IMMERSION LAGRAN-
GIENNE.

^iy^.4.1 LEMME.—Soit (ai,Ài) et (o^,/^) définissant cp. // é?x^6? des stabilisations
(ai,Ai) ^ ((X2,À2) ^ ̂  difféomorphisme H: Ni -^N^ conservant la projection sur M ^/
^ H | Z^ = A"2 ^i~1 ^r tel que (a^, Ai) ^^ (H* o^, Ai) ow^ wêw^ lieu stationnaire.

Démonstration. - (1) Soit (a, A) définissant (p de lieu stationnaire 2 ^ c = N c M x V .
Soit ; : \ q. Vi un plongement dans un vectoriel. Soit (a, h) le stabilisé de (a, h) par
Q : V\ -> [R. Soient T voisinage tubulaire de 2^ dans M x V de projection n : T -> S^
et B une boule centrée en 0 dans V\. L'application < I ) : T x B - ^ M x V x V \ ,
<D (z, î;i) = (z, ï;i + ; (TT z)) conserve la projection sur M x V, est un difféomorphisme sur son
image et envoie £5 sur S'^={(z,;z)ze5:}; 0(TxB)=N' est un voisinage de 2:' dans
M x y x V i . Posons a^^-1)*^ /^O./rX^iV; alors (a7, A7) définit (p, est strictement
équivalente à (a, h) et la restriction de la projection

pr, ̂ ,: £„' -> V7 = V x V\ est un plongement.

(2) Pour montrer le lemme, on peut donc se restreindre à (o^.,/^) définissant (p où
pr|^:S,-^V sont des plongements et où dim V est grande (i^=Z,.). Soient
S,=pr(Zf) c V et h^h^ : Zi ̂ S^ donne A : Si ̂  S^

^=Pr|2:20 / ^20^^1 0(PÏ•|Sl) - l ,

Soient ^ :S f ->M tels que S^ = graphe (r^), alors r^=r^°h. Vu que dim V est grande,
A:Si -»S2 s'étend en un difféomorphisme h^ entre voisinages tubulaires U, dans V,
Au:Ui^U2.

Soit p : 1:2 -> S2 la projection et R^ = R2 ° P : U2 -> M et Ri = R2 ° Au et soit Û^ = graphe
(R,) et soit ^u: Ci -> Û2 le difféomorphisme ^j (z;. I^i ̂  = (AU z;. 1^2 ̂ uî;). alors ^u conserve
la projection 71̂  sur M et ^u | si= ^2 AF 1-

Soit À,f = 71̂  TM sur C^ : Ti^ s'étend en le morphisme fibre H : À,i -> ^2 °ù

fl(î;,^,M)==(Au^^,M), ^=Ri î ;=R2/ îu^ et MeTyM

et fl conserve la projection sur TM, Comme l'application exponentielle de M (pour une
certaine métrique riemannienne) pour Ui assez petit est un difféomorphisme de Dg(À-;)
sur un voisinage N, de S, dans M x V, fl donne H : Ni -> N2 ayant les propriétés voulues.
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IV. 4.2. On dit que (a,/?) et (a7, h') définissant (p ont la propriété (P) si a et a' sont
définies sur le même espace ambiant et s'il existe H : N ^> N" conservant n^; H| ^ =hf h~1

et H* y! et a ont même lieu stationnaire.
Dans ce cas, les formes hessiennes q^ et q^y' sont associées et A (^, q^ o^) ne dépend

pas du choix de H, car si H^ est un autre choix, alors K=Hi~1 H préserve la projection
sur M; K* (Hf a7) = H* a' et K| ̂  = Id^, donc d'après IV. 2.5

A^W^HÎaO-O dans [X,ZXBO],

et

A (^, ^H* o0 = A (^, ^H* a0 + A (^ a7, ^H* aO = A (^, ̂  a0.

Cette valeur commune est notée A (a, a") e PC, Z x BO] pour (a, À) et (a', À') définissant
(p et vérifiant P.

Si (a, h) et (a', A7) vérifient P, si on stabilise a par Q : V^ ̂  R et oc' par Q' : V^ -^ R,
alors (a, h) et (a7,/^) vérifient P; il n'y a qu'à prendre H==H x L^ et avec ce choix il est
clair que

A (a.. a') = A (a, o0 + Ind Q - Ind Q' e [X, Z x BO],

où Ind Q e [X, Z] c= [X, Z x BO]. Donc, si À (a, a') = projection de A (a, a') dans [X, BO]

À (a, a') = à (a, a7) e [X, BO].

Si maintenant (a, h) et (a", h1) définissent (p mais sont quelconques, le lemme 4.1 nous
assure qu'il existe des stabilisations (a, h) et (a7, h') vérifiant P et S (a, a') est indépendant
de tels choix car deux stabilisations d'un (a, h) ont des stabilisations communes. On note
la valeur commune

â(a,oOe[X,BO].

IV. 4.3. On fait agir [X, BO] sur F((p) de la façon suivante: Si pe[X,BO] est
représentée par un fibre À sur X plongé dans le fibre trivial X x V ^ (V\ euclidien), on
note V l'orthogonal et on considère Q^ : X x V^ -> IR la forme quadratique pour laquelle
À, et À-' sont orthogonaux, Q^ est l'opposé du produit scalaire, Q '̂ est le produit
scalaire.

Si (a, h) définit (p, on considère a=a+â?Q^ (c'est une forme sur N x V ^ génératrice),
2^=2^ x 0 et h:X ̂  S^Sa; alors la classe de (a, H) ne dépend pas des choix faits, on la
note [(a,/0]+peF(cp).

Il est clair que À (a + p, a) = P dans [X, BO].
Pour achever la démonstration du théorème, il reste à voir que si (a, A) et (a', A7)

définissent (p avec â(a,a')=0, alors (a./O^a',/^).

IV. 4.4. Démontrons d'abord par la classique méthode du chemin le
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LEMME. — Soit (o^A) une famille à un paramètre të[0,1] déformes génératrices définis-
sant (p et toutes de même lieu stationnaire. Alors la famille est triviale c'est-à-dire qu'il
existe une famille de difféomorphismes Hy conservant la projection sur M, H( , ^ = Id^ et
H*oc,=oco.

Démonstration. - Comme il est classique, le lemme résulte de l'énoncé: V.ye[0,l], il
existe, pour t proche de s, une famille de difféomorphismes H^ conservant n^ avec
H^ = Id^ et H,, == Id et H*, a, = a,

Comme h* a, | ^= (p* ̂  (À-M forme de Liouville de T* M), les formes o^ sur un voisinage
tubulaire N de £ sont toutes cohomologues; choisissons/ : N -> R avec/, = 0 et o^ - a, = ̂ ;
alors,/(/)=0 sur £.

Nous allons construire H(, en intégrant un champ de vecteurs vertical ^ avec la
condition initiale H,,(z)=z. La condition H^^==Ids s'exprime par ^=0 sur S et la
condition H^ a, = a, s'exprime par

0=^(Hîa,)==H*/^')+H*,(^<a,^>+^^)

==H*/^+^<a,^>\

Elle est vérifiée si (d^Jdt) + d{ a^, ̂  ) = 0, donc a fortiori si

(1) <a^>=-^,
dt

q

Écrivons oCs=a,+^^û(^ où a,, s'annule sur les vecteurs verticaux. Les fonctions g,
i

sont des équations de Z par hypothèse, donc il existe b^1 : N -> R,

bî^b^ et ^=0 avec/=^^^^.

Écrivons ^ = ̂  u^ ( S I S y ^ , alors

<a,,^>=<a,+^,^>=^^.^+j^^^«,^>+^^^<^,^>

=E^k+ls^«,^>+^^<^,^>^.
i L 2 ^ i J

Or, dfJdt^Çl/l^gi^g^ô^/St) de sorte que (1) est impliqué par les équations
i

(2) ^^g^dbu,u,y+^bn(dg,u^=-l^g^, i=l,...,q.
1 i i 2 i et
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Or gi ̂  = 0 et b^ = 0; donc, l'application linéaire

u^(u^- IE^^^^J+S^^^^^V-I, . . ̂ q

est inversible près de S pour t proche de s et la solution de (2) s'annule bien sur S.

IV. 4.5. Fin de la démonstration du théorème. — Soient (a, h) et (a7,/?') définissant (p
avec î(a,o0=0 dans [X,BO]. A équivalence près (IV. 4.1), on peut supposer que (a, A)
et (a', h') ont même lieu singulier (donc h'==h).

On a alors (notations de IV. 2), deux transversales lagrangiennes communes Ç et Ç à ^
et T|. Vu que Â^a,^')^), on sait (chapitre III) que, quitte à stabiliser (on garde les
mêmes notations), il existe une déformation ^ de Ç en Ç7 parmi les transversales lagran-
giennes communes à Ç et T|, d'où un fibre lagrangien E sur S x 1 comme en IV. 3.

En utilisant IV. 3.2 sur S x I, on construit une famille (a? h) de formes génératrices
définissant (p, toutes de lieu stationnaire E, telles que F^ et F^ ont même espace tangent
le long de Z et F^ et F^ ont même espace tangent le long de Z. On applique alors trois
fois le lemme 4.4 car la famille Py = (1 — t) a + ^ ao est génératrice puisque l'espace tangent
à Fp^ le long de S ne bouge pas.

BIBLIOGRAPHIE

[1] ARNOLD, Characteristic Class Entering in Quantization Conditions (Funct. Anal., 1, 1967, p. 1-14).
[2] ATIYAH, K Theory and Reality (Quart. J . Math. Oxford, vol. 17, 1966, p. 367-386).
[3] ATIYAH, Bott Periodicity and thé Index of Elliptic Operators (Quart. J . Math. Oxford, vol. 19, 1968,

p. 113-140).
[4] ATIYAH-BOTT, On thé Periodicity Theorem for Complex Vector-BundIes (Acta Math., vol. 112, 1964,

p. 229-247).
[5] BOTT, Thé Stable Homotopy of Classical Groups (Ann. Math., vol. 66, 1959, p. 313-337).
[6] Invariant de Hopf et opérations cohomologiques secondaires (Séminaire Car tan 1958-1959).
[7] Périodicité des groupes d'homotopie stables des groupes classiques, d'après Bott. (Séminaire Carton

1959-1960).
[8] DOUBROVINE, NOVIKOV et FOMENKO, Géométrie contemporaine, 3e partie, Mir, 1987.
[9] GIROUX, Formes génératrices d'immersions lagrangiennes (C.R. Acad. Sci. Paris, t. 306, série I, 1988,

p.761-764).
[10] GUILLEMIN-STERNBERG, Géométrie Asymptotics, A.M.S., 1977.
[11] HÔRMANDER, Fourier Intégral Operators (Acta. Math., vol. 127, 1971, p. 79-183).
[12] KAROUBI, Algèbres de Clifford et K-théorie (Ann. scient. Ec. Norm. Sup., t. 1, 1968, p. 161-270).
[13] KAROUBI, Périodicité de la K-théorie hermitienne, Algebraic K-theory I I I (Springer Lect. Notes Math.,

n0 343, p. 301-411).
[14] LEES, Defining Lagrangian Immersions by Phase Functions (Trans. A.M.S., vol. 250, 1979, p. 213-222).

4e SÉRIE - TOME 24 - 1991 - N° 1



TRANSVERSALES LAGRANGIENNES 55

[15] MILNOR, Morse Theory (Princeton Lect. Math., n0 51, 1962).
[16] WEINSTEIN, Lectures on Symplectic Manifoids (C.B.M.S. régional Conf. Ser. in Math., n0 29, 1977).
[17] WOOD, Banach Algebras and Bott Periodicity (Topology, vol. 4, 1966, p. 371-389).

(Manuscrit reçu le 22 décembre 1988,
révisé le 16 janvier 1990).

François LATOUR,
Université Paris XI

Mathématiques-Bât. 425
91405 Orsay Cedex, France.

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L'ÉCOLE NORMALE SUPÉRIEURE


