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TRANSVERSALES LAGRANGIENNES, PERIODICITE
DE BOTT ET FORMES GENERATRICES
POUR UNE IMMERSION LAGRANGIENNE
DANS UN COTANGENT

Par Francgois LATOUR

Introduction

Le théme géométrique de cet article est le probléme de transversales aprés stabilisation
dont la forme la plus simple est la suivante:

Etant donnés un fibré vectoriel W de dimension 2# sur un complexe fini X et deux
sous-fibrés £ et n de dimension n, existe-t-il un sous-fibré { de dimension n+N de
WD) @) transverse A ED e et a n @ €)?

La réponse (théoréme III.3.3) est simple: une telle transversale aprés stabilisation
existe si les fibrés & et 1 sont stablement isomorphes.

On étudiera aussi le cas ou W est muni d’une forme sesquilinéaire e-symétrique non
dégénérée, ou & et m sont des sous-fibrés lagrangiens et ou on cherche une transversale
aprés stabilisation { lagrangienne dans W @ € @ €* (ou on munit € ® e* de la forme
hyperbolique).

La méthode est de montrer que la réponse au probléme ne varie pas lorsqu’on déforme
Eetm.

Comme il est classique pour un probléme aprés stabilisation, la nature du fibré W
n’intervient pas et on se raméne a étudier la situation pour W trivial.

Dans le reste de cette introduction, on va considérer, pour fixer les idées, le cas
antisymétrique réel. On munit C" de la forme symplectique usuelle ® et on note A, la
grassmanienne des lagrangiens de (C", ®).

Soit Z, , I'espace des transversales lagrangiennes de dimension n+p aux deux sous-
fibrés lagrangiens tautologiques sur A, X A, :

Z, ,={ (Lo, L, M)eA, XA, xA,, /MN (Lo ®@R)=MN (L, ®iR)={0}}.

Notons A le lagrangien de C? engendré par (1—i,0) et (0, 1 +1); soit Z,= lim Z, p ou
.
p

Anip = Ay ps o est Papplication Mi—M @ A, notons © la projection Z, - A, X A,
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4 F. LATOUR

L’invariance par déformation revient & montrer que m est une fibration de Serre (ce
qui est clairement faux pour Z, , = A, x A)).

Pour construire une « trivialisation homotopique locale » de =, on cherche, étant donnés
quatre lagrangiens L,, L, My, M, de C" avec L, \M;={0}, 4 stabiliser L,, L,, M, de
fagon standard en Ly=L,® R?*?, Ly=L, ® iR?*?, M{;=M, ® A? et M, de fagon tordue
(dépendant de L,, L,, My, M,) en Mg de sorte que My se déforme en M) dans les
lagrangiens transverses a L et L. En fait, on construit I(L,, L;, M,, M,) lagrangien de
C®" transverse 4 R°" et 4 iR" et une déformation (dépendant continiment de L,, L,,
M,, M,) de M@ A*" 3 M, ®I(Ly,L;,M,,M,) dans les lagrangiens transverses a
L, ®R®"et L, @ iRS" Il résulte de cette construction que = est localement une fibration
de Serre.

Soit A, I’espace des lagrangiens de C" transverses a R" et i R", A, s’identifie a I’espace
des formes quadratiques non dégénérées sur R" (la signature de I(L,,L,, My, M,) est
deux fois I'invariant de Hérmander-Maslov [11], [10]).

On a des stabilisations A, - A, , en faisant la somme directe avec A et une limite
f\=_l_i_1£) A, qui est visiblement la fibre de w et qui a le type d’homotopie de Z % BO (on

n

stabilise par une forme quadratique de signature nulle).

Les propriétés de I'invariant I permettent aussi de classifier les transversales lagrangien-
nes apres stabilisation 4 deux sous-fibrés lagrangiens (classification modulo stabilisation
et déformation): ’ensemble des classes de transversales lagrangiennes communes lorsqu’il
est non vide est homogéne sous [X, Z X BOJ.

Il existe une application naturelle de A, dans I’espace noté Q, (A,) des chemins de A,
allant de R" a iR":

0-n : An - QO (An)’

ot o,(L) est le chemin rectiligne allant de R" a iR" dans I’espace affine des lagrangiens
transverses a L.

La fibration de Serre précédente restreinte & A, x {i{R"} donne une fibration Y, — A,
de fibre A. Or il est facile de voir que Y, est fortement connexe:

Y, ,={(L,M)eA,xA,, /MNLOR)=MN(R"*?)={0}}

a le type d’homotopie du complémentaire dans un espace affine de 'image d’une variété
de dimension nettement plus petite. Il en résulte que njﬂznﬁ 1 A, pour j petit devant n,
et on vérifie que les o, définissent a la limite une équivalence d’homotopie faible
o:A - QA, ou A=limA,.

Les constructions précédentes sont valables pour d’autres formes sesquilinéaires
g-symétriques non dégénérées et méme dans le cas ou la forme est identiquement nulle
(cas amorphe ou lagrangien signifie sous-espace de dimension moitié).

Remarquons, comme Karoubi dans [13], que lorsqu’on varie de forme sesquilinéaire,
A décrit les différents espaces entrant dans la périodicité de Bott; d’autre part, A décrit
a homotopie prés les mémes espaces, mais dans un ordre différent. Les équivalences

4° SERIE — TOME 24 — 1991 — N° 1



TRANSVERSALES LAGRANGIENNES 5

d’homotopie faible 6:A - QA donnent alors les pas élémentaires de la périodicité de
Bott réelle ou complexe.

Passons en revue les diverses familles de démonstrations de la périodicité de Bott
connues de I'auteur:

(1) la démonstration originelle de Bott [5] utilisant la théorie de Morse, voir aussi [15]
et [8];
(2) la démonstration homologique de J. Moore [7];

(3) la démonstration K-théorique d’Atiyah-Bott [4] dans le cas complexe par approxi-
mation d’une application de recollement et linéarisation, celle de Wood [17] généralisant
la précédente au cas d’une algébre de Banach avec involution et obtenant la périodicité
orthogonale, voir aussi [2], celles de Karoubi faisant intervenir les algébres de Clifford
((12], [13));

(4) la démonstration d’Atiyah [3] utilisant les opérateurs différentiels elliptiques.

Dans notre approche, n’interviennent ni théorie de Morse, ni algébre de Hopf, ni
théorie spectrale, ni opérateurs elliptiques. Notre démonstration utilise la structure affine
de ’espace des lagrangiens transverses a un lagrangien donné et la déformation fondamen-
tale de I.2. Elle est élémentaire: le point le plus sophistiqué est que le complémentaire
dans un espace affine d’un fermé image d’une variété de petite dimension est fortement
connexe (cela nécessite la partie triviale du lemme de Sard qui assure que I'image d’une
variété dans un espace affine de dimension strictement supérieure est de mesure nulle).

Si chaque pas de la périodicité de Bott a dans cette démonstration la méme origine
géométrique, remarquons que dans les cas triviaux (QBU~U, etc.), ce n’est pas la
démonstration usuelle par forte connexité des variétés de Stiefel.

Passons maintenant a une application de ’étude des transversales lagrangiennes a la
géométrie symplectique.

Soit M une variété différentiable de dimension n, on munit T* M de sa structure
symplectique canonique; soit V un espace vectoriel de dimension p. On dit qu’une
1-forme fermée o définie sur un ouvert N de M XV est une forme génératrice si
chaque fois qu’on écrit localement a=df (f=f(x,,...,X, Y1, ...,¥,) ou (x;) sont des
coordonnées locales sur M et (y;) des coordonnées sur V), on a la propriété que la
matrice ((02f/0x 8y)(x, ), (8*f/0y*) (x,y)) est de rang p dés que (9f/dy) (x,y)=0; X, <
N définie localement par (9f/dy) (x,y)=0 est alors une sous-variété de codimension p de
N et i,: X, » T* M définie localement par

z.2(x,y)— (x, Zg (x,») dxi)

est une immersion lagrangienne (appelée définie par a).

L’existence locale et la classification locale de fonctions génératrices ont été établies
par Hormander et Weinstein ([11], [16], [10]). J. A. Lees [14] étudie ’existence globale de
fonctions génératrices, mais les démonstrations sont fausses. Passons sur I’hypothése de
compacité non explicite, mais implicite dans les démonstrations de [14]. Un théoréme
central de [14] est le théoréme 2.1 qui est la généralisation a I'identique du résultat
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6 F. LATOUR

d’unicité locale de Hérmander, or cette généralisation est fausse, le plus simple pour s’en
convaincre est de prendre la situation ou la caustique est vide.

Considérons les deux fonctions f,f; : S* X R* - R
fO (eay15y2)=y%_y§

6 02 0 0?2
0,y,¥,)= cos— ty,sin— | —| —y,;sin— +y,cos—
J10,1,32) <Y1 ) Y2 2> < Y1 ’ Va2 2)

=cos0y?+2sin0y, y,—cos0y32.

Toutes deux sont des fonctions génératrices définissant la section nulle de T*S!?, elles
ont méme nombre de variables, des hessiennes de méme signature, mais le fibré stable
de la hessienne de f, est trivial et celui de f; est non trivial; f, et f; ne peuvent étre
équivalentes (méme apres stabilisation).

E. Giroux [9] a établi I’existence de 1-formes génératrices lorsque M =R" en combinant
des méthodes de flexibilité a la Gromov et des méthodes de composition de relations
symplectiques a la Chekanov.

Ecrivons T*(MxV)=T*MxVxV*; il contient la sous-variété co-isotrope
A =T*MxVx0. Soit « une 1-forme génératrice définiec sur Nc MxV, aZ, «c T*N
est une sous-variété isotrope contenue dans #’; le long de aX,, on a le fibré E tangent
au graphe de o qui est lagrangien, le fibré T # qui est coisotrope et transverse par
hypothése a I’orthogonal symplectique (T aX,)° et le fibré vertical de T* (M x V) qui est
lagrangien. Par réduction symplectique par TaZ,, on obtient des sous-fibrés lagrangiens
de W=(TaZ)’TaX,

{=E/TaZ, E=TH# N(TaZ)’/TaZ, n=Vert N\ (TaZ,)’/TaZ,

et { est transverse a § et 1.

Si @: X — T*M est une immersion lagrangienne, en utilisant un plongement de X dans
un euclidien V, on construit ¢ : X g T* (M x V) plongement isotrope au-dessus de ¢ avec
o(X) < # et dans (T @ (X))°/T @ (X), on a toujours les sous-fibrés lagrangiens § et n;
manque la transversale commune { et d’ailleurs on montre facilement qu’une telle
transversale permet de construire une 1-forme génératrice o avec aX, =@ (X).

Si a et o' sont deux 1-formes génératrices avec £,=%, =X et a=a’ le long de Z, on
obtient deux tranversales lagrangiennes { et ' a4 € et m. Si on peut déformer (aprés
stabilisation) { en (' dans les transversales a & et m, il résulte assez facilement de la
construction précédente que o et o sont équivalentes.

Reste un point pour tirer de la remarque précédente une classification des 1-formes
génératrices définissant une immersion lagrangienne donnée: Si a est une 1-forme généra-
trice définie sur N« M xV, si H: N - M XV est un plongement conservant la projection
sur M et dont la restriction a X, est 'identité, alors o' = H* a est une 1-forme génératrice
et les transversales { et {' correspondantes sont équivalentes.

Ce résultat est obtenu grace a une nouvelle construction de la différence entre { et {’
plus reliée aux formes quadratiques hessiennes de o et o’ le long de X (chap. III, §4-5).
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TRANSVERSALES LAGRANGIENNES 7

Hors de la caustique (singularité de ¥ — M), on a le fibré stable de la hessienne de o
(en chaque point, on considére la somme des sous-espaces propres associés aux valeurs
propres <0); ce fibré ne s’étend pas a travers la caustique, mais les hessiennes de o et o'
sont des formes quadratiques associées (notion quantitative reliée a la notion d’avoir en
chaque point méme radical et introduite en III, §4), et dans ce cas, on montre comment
la somme de Whitney du fibré stable de la hessienne de o et du fibré instable de la
hessienne de o’ hors de la caustique se prolonge en un fibré sur £ tout entier dont la
classe dans [Z, Z x BO] est la différence de (' et C.

DIFFERENTES LECTURES POSSIBLES. — (1) Pour un lecteur symplectique intéressé¢ par les
1-formes génératrices, chapitre I en lisant partout b(x,y) comme forme symplectique,
chapitres III et IV.

(2) Pour un lecteur intéressé par le probléme du début de I'introduction, chapitre I
avec b(x,y)=0 (ce qui simplifie 1.2 et I.3), puis chapitre III, paragraphes 1 et 3 ou il
trouvera aussi une classification des transversales communes aprées stabilisation.

(3) Pour la périodicité de Bott, chapitre I dans sa généralité et chapitre II. C’est pour
rendre cette lecture possible qu’on a séparé entre le chapitre I et le début du chapitre III
les constructions pour un fibré ambiant trivial et les sorites pour ramener le cas général
a ce cas particulier.

L’auteur remercie le referee pour ses exigences qui, espérons-le, ont ameélioré
I'introduction.

CHAPITRE 1

I1.0. PLAN DU CHAPITRE. —

§ 1. Notations, structure affine sur A;, espace des lagrangiens transverses 4 L; on
explicite Ay M Ay, lorsque L, et L; sont transverses.

§2. Définition du birapport B(L,,L;, My, M;) lorsque L; \M;={0}. Déformation
entre M, @ B (L, Ly, Mg, M) et M; @ B(L,, L,, My, M,). Invariant de L, L;, My, M;.

§3. Construction de modéles E, munis de lagrangiens Fj, F}, A" et d’isométries
HE,~E,, envoyant les lagrangiens standard de HE, sur F3" et F2" et le lagrangien
diagonal Agg gy sur A%", On est amené pour avoir une construction indépendante de la
(g)-symétrie, a prendre E, de dimension 8.

§4. On établit que Z, espace des transversales stables aux deux sous-fibrés lagrangiens
tautologiques sur A, x A, est 'espace total d’un fibré de Serre de base A, X A,

I.1. NOTATIONS. —
1.1

I K est un des corps R, C ou H muni d’une anti-involution A1 i.e.

Atp=i+n,  OGw=pL, A=A et I=L.

E est un espace vectoriel a droite sur K de dimension finie; on considére une forme
sesquilinéaire 4:E x E — K c’est-a-dire bi-additive et b (xA, ypn)=1Ab (x, y) p.

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L’ECOLE NORMALE SUPERIEURE



8 F. LATOUR

On dit que b est e-symétrique si b(y,x)=¢b(x,y)(e= £1). On pose
E*={¢:E - Kadditiveet ¢ (xA) =1 (x) }.

E* est espace vectoriel a droite ((¢. p) (x)= o (x) p).

A une forme sesquilinéaire b sur E est associée application linéaire b*: E — E* définie
par b* (x) ) =b (3, x).

On dit que la forme sesquilinéaire e-symétrique » est non dégénérée si b* est un
isomorphisme.

1.1.2. Forme hyperbolique. — Soit V espace vectoriel a droite sur K; on pose
H(V)=V @ V* avec la forme sesquilinéaire -symétrique non dégénérée

(x,0;X,0' )=0¢"(x)+e¢ (x).

Si b est une forme sesquilinéaire e-symétrique non dégénérée sur E, on a un isomor-

phisme d’espace vectoriel E ® E 3 H(E) qui a (x,y) associe (x,b*(y)); par cet isomor-
phisme, la forme hyperbolique sur H (E) devient la forme

b(x,y;x',y)=b* (") () +eb* ) (XN =b(x,y)+eb(x", ) =b(x,y) + b, x).
Dans la suite, nous considérons surtout des formes non dégénérées mais aussi des
formes identiquement nulles (cas amorphe).

I1.1.3. On dit que L = (E, b) est lagrangien si c’est un sous-espace de dimension moitié
et isotrope [i.e. b(x,y)=0, Vx, yeL]; dans le cas non dégénéré, L est lagrangien si et
seulement si L=L°={yeE/b(x,y)=0,VxeL}.

1.1.4. Exemples. — (1) Dans E® E=H (E), on a deux lagrangiens appelés standard:
Fo=E®0Oet F,=08®E.

2) Si E=P® Q, somme directe de deux lagrangiens, dans E® E=H(E), on a un
lagrangien Ap ¢ qui est défini dans la décomposition E@® E= (P, ® Qo) @ (P; ® Q,) par

AP,Q= { (x,y, —x,y),xeP,yeQ }
On dit que Ap g est un lagrangien diagonal de H (E) car
Ap qNFo=Ap qNF;={0}.

(3) Dans H(H (E)), on a le lagrangien diagonal: A, =Ag ..
On note A (E) la grassmannienne lagrangienne formée de tous les lagrangiens de E.
Soit Le A (E), on pose

Ac={MeAEBLNM={0}}.

1.1.5. Structure affine sur A;. — Soit MeA, et soit g, : E —» L la projection parall¢le-
ment 4 M; on a

1 gm L =1d;

4° SERIE — TOME 24 — 1991 — N° 1



TRANSVERSALES LAGRANGIENNES 9

(2) szyEE, b(qu’y)+b(x,ny)=b(xsy)‘

[Pégalité (2) résulte du fait qu’elle est triviale lorsque x et y sont dans M, lorsque x et y
sont dans L et lorsque xeL et ye M et que E=L @ M].

Réciproquement, si ¢: E — L vérifie (1) et (2) et si i:L g E, (1) dit que p=i.q est un
projecteur et (2) assure que M=kerp est un lagrangien bien siir transverse a L. A est
donc espace affine sous le sous-espace vectoriel de Hom (E,L) formé des & nuls sur L et
tels que

b(dx,y)+b(x,8y)=0, Vx,yeE.

Remarques. — (1) Si on choisit une origine MyeA,, tout autre MeA, s’écrit
M =graphe(#) c M, ® L=E ou u: M, — L vérifie
b(uz,z')+b(z,uz’)=0, Vz,z eM,.
(2) Lorsque A (E) est non vide, les A; avec leur structure affine forment un atlas de
variété pour A (E).

1.1.6. Soient L et L’ deux lagrangiens transverses de E; tout sous-espace de dimension
moitié de E, transverse & L et L’ est le graphe d’un isomorphisme de L sur L’; cela
identifie A; N AL &

{u:L — L’ isomorphisme tel que b (u(x), y) + b (x,u(y))=0,Vx,yeL}.

Dans le cas amorphe, c’est tout 'ensemble des isomorphismes de L sur L'. Dans le cas
non dégénéré, définissons by; 4 :L XL — K par by (X, »)=b(x,u (¥))= —b(u(x),y) ou
MeA; N A, est le graphe de u. b; ;. est une forme sesquilinéaire (— €)-symétrique car

bum(:X)=b(,u(x)=—bu(®),x)=—eb(x,u(y))= —eb o (x,y)

et by est non dégénérée car si by .y (x,y)=0, pour tout x de L, u(»)eLNL'={0},
donc y=0; AL N Ay s’identifie a 'espace des formes sesquilinéaires (— €)-symétriques non
dégénérées sur L.

Remarque. — Avec les notations de 'exemple (2) de I.1.4, il est clair que P et Q sont
lagrangiens pour la forme bggg, 4, o donc si €= —1 et 'involution est I'identité pour
K =R ou la conjugaison pour K=C ou H, bg, r,a, , est de signature nulle.

I.1.7. On note A(H (E))=Ag, N Ag,; Cest l’epsemble des lagrangiens diagonaux de
H (E). Via l'identification de F, et F, avec E, A(H(E)) c Aut(E). A (H(E))=Aut(E)
dans le cas amorphe, et dans le cas e-symétrique non dégénéré A (HE) est I’espace des
formes sesquilinéaires (— €)-symétriques non dégénérées sur E.

1.2. DEFORMATION FONDAMENTALE. —
1.2.1. Notons PT(E) l'ouvert de (A(E))* formé des couples transverses de paires de
lagrangiens

PT(E)={ (Lo, L;, Mo, M) € A (B)*/L; A M,;={0}, pour i=0, 1 et j=0, 1}.

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L’ECOLE NORMALE SUPERIEURE



10 F. LATOUR

Nous écrivons E=L, @ M, et notons x, y les composantes dans L, et M,. Comme
L, NM,={0}, L, est le graphe d’une application linéaire a.: L, — M, et comme L, est
lagrangien,

b(ox,x)+b(x,ax)=0, Vx,x'eL,

De méme, M; NL,={0}, donc M, est le graphe de B:M, - L,, et comme M, est
lagrangien

b(By,y)+b(y,By)=0, Vy,y'eM,.

. I . . . .
L’endomorphisme de E, ( B) est inversible puisque les deux colonnes de la matrice
o

sont transverses (L, "M;={0}).
Donc I—Ba est un automorphisme de L, et I—af de M, puisque

<i ?)((I) _1B>=<; 1—0uB>
(o )G DY)

I1.2.2. Considérons le sous-espace de H(E) qui, dans la décomposition
Fo=E=LJ® M}, F, =L ® M} est représenté par la matrice

et

I 0
0 I
-1 B
o 14

Il est transverse & F, et aussi a F; puisque < B) est inversible; c’est un lagrangien

de H(E) d’aprés les propriétés de o et B et il dépend continiment de L,, L;, My, M;.
Notons-le By 1, m,, M, (birapport de deux paires transverses). B 1, mo, Mo €5t ALy, M, d€
I.1.4.

I.2.3. Dans le cas non dégénéré, au lagrangien By i, m, m, correspond, via I.1.6,
une forme sesquilinéaire (— g)-symétrique non dégénérée sur E=L, ® M, donnée par

B(x,y,x',y)=b(x—By,y)+b(ax—y,x).
1.2.4. ProposiTioN. — I/ existe H:PT(E) X [0, 1] > A(E @ H (E)) continue telle que

(1) {Vte[os 1]9 H(LO9L19M0’M19 t)m(L0®FO)=O

H(Lo, L, Mo, M, ) N (L @ F))=0;

4° SERIE — TOME 24 — 1991 — N° 1
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(2) { H(LO’ LI’MO’MDO):MO@AL(), Mo

H(Lo, L, Mo,M,1)=M,; @ B, 1, Mo, m;-
Preuve. — Ecrivons
H(E)=F, ® F, = (Lo ® M) ® (L; ® M)
et
EQH(E)=L,@F, @M, ®F, =L, ®L;®M;® M, ® L; ® M}
et les composantes de z: x, xq, Vo, Vs X4, ¥4, de sorte que la forme b sur E @ H (E) s’écrit
b(z,2)=b(x, ") +b(p,x)+b(x0, ) +b(y1, %)+ b (yo, X1) + b (x1, ¥p).

Les lagrangiens L,=L,®F,, L,=L,®F,, My ® Ar, M, abrégé en My@A et
M, @ By, 1,, Mo, M, SONt représentés respectivement par les matrices

I 0 0 I 0 0 0o 0 o0 B 0 O
0o I o0 0 0 O 0o I o0 0o I o0
0 0 I 0 0 O 0 0 I 0 0 I
"L w0 ol 1 0o of{ 0
0 0 1°0 0 -I o 0o -1 B
0 0 I 0 0 I 0 —a I
L’isomorphisme
I-Ba
I 0
I
I—af
0 I
I

fixe clairement L, et M, @ A; il fixe aussi L, car

(I-af)a=od—Pu).

L’isomorphisme
I-Bo 0 0 B 0 O
0 I 0 0 0 O
0 0O I 0 0 O
I 0 O
0 0 I B
0 a I

fixe Ly et L, et envoie Mo @ A sur My @ By 1, wo v,

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L’ECOLE NORMALE SUPERIEURE
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Nous allons construire une déformation entre ces deux isomorphismes a travers les
isomorphismes stabilisant L, et L, et qui transforment M, @ A en un lagrangien.

L’essentiel de la déformation se situe dans la matrice 3% 3 en bas a droite; on veut
relier les matrices

I 0 0 I—ap 0 O
0 I B et 0 I 0
0 o I 0 0 I

par les pas suivants qui sont des multiplications par des matrices élémentaires :

I 0 0\ I 0 0 I 0 o0
0 I B]-{0 I-Bx O)—>(B I-Ba O
0 o I 0 a I 0 o I,

I o 0 T-afp o 0 ‘T-af 0 0"

St 1 0)o0 o 1T o) 0 1 0

0 o I 0 o I 0 o0 I

Il faut modifier un peu pour que toutes les conditions soient vérifiées. La déformation
est obtenue par les quatre segments joignant les cing isomorphismes de la colonne de
gauche du tableau A.

Vérifications. — 1. Tous les points du segment joignant A; a A;,, sont des isomor-
phismes de E @ H (E).

Cela nécessite au pire de voir que des blocs 2 x 2 sont inversibles, par exemple dans la
premiére déformation

(I—?»Ba a-»B

o 1

> (A €l0, 1]).

Or,

<I—M3a (1—)»)B>=<I —XB)(I B)
o I 0 I o I

et des décompositions analogues pour les autres blocs 2 X 2 qu’on rencontre.

2. L, @ F, est stable: évident.

3. L, @F, est stable. Vu la linéarité¢ de la condition image (L, ®F,)c L, ®F, il
suffit de la tester aux sommets de la ligne brisée; cela résulte de la colonne 2 puisque le
sous-espace engendré par les colonnes d’une matrice 3 X 6 est dans L; @ F, si les lignes
2 et 3 sont nulles et si la ligne 4 est o (ligne 1).

4. L’image de M, @ A reste lagrangien lors des déformations (c’est évident dans le cas
amorphe). Nous allons faire la vérification pour chacune des déformations en écrivant
I'image de M, @ A (A€]0, 1]) et sous le symbole i/j, nous allons calculer les produits entre
la i-iéme et la j-iéme colonne.
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TRANSVERSALES LAGRANGIENNES

TABLEAU A

Q.
(=) QL - (=N (=] B-_ [ ] (=1 (=) P (=) (=]
<
\w @
— 3 B.a — B - Lol 3 3 MO
o Fye (._1\_ =y | | ) ° =
_ %
&
Q. [-~% [=% m
a 3 3 3 g
I — Py
= a—~ | o o~ |loococoo = co~|o = -
iy
3 ®
= — 38 | o R_va — o 8~ — 3 3 |o = 2,
—_— e
3
3 g &3 & 8
an
— el el Pt 3 .-
= a~|o oc~|locooococo =) oo~ o
&
(=] — B (=] _u —_— o 3 = — 3 3 (=)
P
(<=} Q. Q.
[--% 3 3 3
] Pt ot
a
= a @ 9 =) =
= =) = = o - = = =)
3 3 3 3 3
a a a x5 a a
| | | @ | |
Ll ] P — P

Premiére déformation

AB
—AB

—(I=ABy) (1-1)P

AB

-

1/1: b (By,y)+b(y,By)=0.

1/2: 0=0.

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L’ECOLE NORMALE SUPERIEURE
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1/3:
2/2:
2/3:
3/3:

b(, ABy")+b(ABy,y)=0.

~b(x,0x") = b (ax,x")=0.

b(x,y")+b(ax, ABy) —b(x—ABax,y)=A[b(ax, By)+b(Bax,y)]=0.
“AbBy,y)=Ab(3,BY)IHA=MBG: BY)+b (B y, ¥)I=0.

Deuxiéme déformation

B —M p
—AB I —-B
0 0 I
I — A 0
B -I+(1-M)Pa O
AL —a I
1/1:6(By,»)+b @, By)—A2[b(By,»)+b(»,By)]=0.
12: =Ab(By,ax)—Ab(y,x)+Ab(By,ax)+Ab(y,x)=0.
13:6(,By)=Ab By, y) =2, By)+b(By,y)=0.
2/2: 2 (b(x,ax)+b(ax,x))—(b(x,ax)+b(ax,x))=0.
2/3: =Ab(ax,By)+b(x,y)+b(ax,By)—b(x,y)+(1—=A)b(Bax,y)=0.
3/3: =b(By, ¥)—b(y, By)=0.

Troisiéme déformation

a-m»p -1 (A-MB
-1=-M»p I —-(1A-MB
0 0 I
I-2ap —a 0
a-»p -1 0
I-Aaf —a I

1/1:(1=2) [b(By,y" = raBy)+b(y—AaP y, By")]
—(A=1) [bBy, y —MBy)+b(y—AaPy,By)]=0.

12: =A-M)bBy,ax)—b(y,x)+Ab(aBy,x)
+(1-MbBy,ax)+b(y,x)—Ab(aBy,x)=0.
1/3:(1=2) b(y—2aBy,By)—(1-2)b(By,y)

—(1=Mb(y—raBy,By)+(1A=2)b(By,y)=0.

2/2:Comme a la fin de la deuxiéme déformation.
2/3: =(1=Mb(ax,By)+b(x,y)+(1=A)b(ax,By)—b(x,y)=0.
33: =A=M[BBy,y)+b(y,By)]=0.
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Quatrieme déformation

0 —1=-MI 0
0 I 0

0 0 I
I—ap ~1-Ma 0

0 -1 0
(1-M)I—ap) —-1-Na I

1/1, 1/3, 2/3: évidents.
12: =1=-M)b(y—aBy,x)+ (1= b(y—apy,x)=0.
2/2:(1=0)*[b(x,ax)+b(ax,x)]—(1—L) [b(x,ax)+b(xx,x)]=0.

1.2.5. Invariant de deux paires transverses de lagrangiens. — Choisissons une décompo-
sition E=P® Q en somme directe de deux lagrangiens et soit A=A, o le lagrangien
diagonal correspondant de H (E).

Soit (L, Ly, My, M,)ePT (E); dans H(E), on a deux paires transverses de lagrangiens
Fo, Fi, A, Ay, y, Notons F; et F les lagrangiens standard de H (H (E)); le birapport
Be,, Fy, A, Ay, €S UD lagrangien de H (H (E)) transverse a Fy et F; dépendant contini-
ment de (Ly, M), et la proposition 2.4 donne une déformation dépendant continiiment
de (Lo, M,,) entre

A® Ag, A et Ay Mo @ Brg Fy,a, ALy, M,
dans les lagrangiens de HE @ H (HE) transverses & F, @ Fj et'F, @ F.
1.2.6. DEFINITION:
Iio 11, Moo My = Bro, 1y, Mo, My @ Brg Fy, Av,, MOGA (HE @ H(HE)).
1.2.7. ProposiTiON. — Il existe une application continue
K: PT(E)x[0,1] > A(E @ HE @ HHE)

telle que
(1) Vtel0, 1], K(Ly, L, My, My, 1) est transverse a L@ F, @ Fyetal; ® F, ® Fi;
(2) K(Lo, L1, Mg, M,00=M, @A ® AFO, Fy’
(3) K(Lo, L1, Mg, M, 1)=M, & ILo,Ll.Mo,Ml'

Preuve. — Remarquons que Ay, g, se déforme dans A (HHE) en Ag,, a car F; se
déforme en A dans les lagrangiens de HE transverses a F,,. Définissons K par
pour ¢€]0, 1/3],

K({@®=M, ® A @ (déformationentre Ap ¢ €t Ag, »);

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L’ECOLE NORMALE SUPERIEURE
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pour te[1/3,2/3],

K(9)=M, @ (déformation entre A @ Ag , €t Ay v, @ Bgy £y, 4 AL, Mp)

pour te[2/3,1],

K (1) = (déformation entre My @ Ay w, €t My @ By 1, mq M) @ Beg, £y, a, Ao My’

I.2.8. Si E est somme orthogonale de E' et E” et si (Lg, L}, Mg, M) ePT (E),
(Lo, LY,Mg,M{)ePT(E"”), posons L,=L;@L{", M;=M;®M;; il est clair que
(Lo, L, My, M) ePT (E) et qu’il existe une isométrie de

H(E) ®@ HH(E) @HE")®@HMH(E")) sur H(E) ® HH(E))
envoyant I(Lg, L, Mg, M) @ I(Lg, LY, Mg, MY) sur I(L,, L,, My, M)).

3. MODELES. —
1.

I.
I.3.1. E, c’est K®" dont la base canonique est numérotée

€1,€3; . . "e4n’f1’f25 .. -af4,,-
La forme b sur E, est définie (sauf dans le cas amorphe) par
b(e,e)=b(f,f)=0
b(eyj+1./)=0 saufsik=2j+2etb(e;;:1,/2;+2)=1
b(fioe2)=0 saufsik=2j—1etb(f,;_y,e;;)=1

le reste par e-symétrie

Remarque. — b(e,f)=b(f,e;) et b(e;,, fi+2)=b(esf).
Notons Fj le sous-espace engendré par les e; et F celui engendré par les f}, et soit A"
le sous-espace engendré par

eskr1San+3 eyx+2Sak+a esn+3tfak+1s esvratfonez

(k=0,1,...,n—1).

C’est pour avoir des constructions indépendantes de € que nous avons pris E, de
dimension 8 n.

Il est clair que E,,, est la somme directe orthogonale E, ® E,, et que F**"=F'@ F¥
et A"tV =A"@® A",

Il est clair que Fp et F} sont lagrangiens; A" est un lagrangien transverse a Fj et F}
[il suffit de le vérifier pour n=1 et les seuls produits non évidemment nuls sont

bley—fy,eatf)=b(e1, /)= b(f3,€4)=0
et
b(e;—fee3tf1)=b(es, f1)—b(fs,e3)=e—e=0].
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I.3.2. ProposITION. — Il existe une isométrie ®: HE, — E, , envoyant les lagrangiens
standard F, et F, de HE, sur Fi" et F2", et envoyant le lagrangien diagonal Agy, gy de
HE, sur A%".

Preuve. — Si E est une somme orthogonale E=E'@® E", alors H(E) est la somme
orthogonale HE' @ HE"; il suffit donc de montrer le résultat lorsque n=1. HE, admet
pour base

0 0 £0 0 1 1 f1 1
er...€4 fils--sfa €ls...ves f1,...2f1

La forme b sur HE, =E, ® E, vérifie
be,e)=b(f5./H=0, b(&.f=0,
et si a#P
b fH=b(esf)

Le lagrangien standard F, est engendré par les e et les /7, F, par les ¢} et f], tandis

que Agt p! est engendré par les ¢f —e; et les f+f}. Définissons ®:HE, - E, par le
tableau

e & & €& f1 S f3 f1 e g e e fi fi fi fi

e, e, es e ey e e e f3 fu fi fs fi fr fs S5

11 est clair que ® (F,)=F3, ®(F,)=F}, ® (Agt p)= A2,
Pour vérifier que ® est une isométrie, remarquons que

b(@e;, @e)=0=b(Qf;, ®f)=b(Pef,Of)
et que

b((l)e?,(l)f})=b(e,-,fj) si iS2etj<2
=b(‘—’i+2,fj+z)=b(ei>fj) si iz2etj=2
=0 sinon.

b((peil’q)f}))zb(f;+29ej+2)=b(ei3fj) si iS2etj<2
=b(fi+4’ej+4)=(b(eiafj) si iz2etj=2

=0 sinon.

1.3.3. Notons A,=A (E,), A,={lagrangiens de E, transverses a Fj et F } et AH(E))
(notations de 1.1.7) s’identifie 4 A, ,.

La proposition I.2.7 devient (en utilisant la décomposition E,=Fj @ F?}).
1.3.4. ProprosITION. — [l existe une application continue
I: PT(E,) - A,

et une application continue H:PT (E,) x [0, 1] - A, , telle que

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L’ECOLE NORMALE SUPERIEURE
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(1) Vte[0,1], H(Ly, L, My, My, 1) est transverse ¢ L, ® F5" et L, @ FS™;

2 { H(Lo, Ly, M, M,,0)=M, ® A®"
H(Lo, L, Mg, M, )=M,; @ I(Ly,L;, My, M,).

1.4. FIBRATION FONDAMENTALE. —
I1.4.1. Soit

Z, ,={(L,L',M)/LeA, L' €A,
MeA,,, et MNL®F)=MN (L @ F)={0}}.

Soit m,:Z, ,—»A,xA, mn,(L,L',M)=(,L). Soient Z, ,—Z

n, p n, p+q Lapplication
(L.L, M) (L,L,M®AY) et Z=limZ,, les applications =, définissent
p

n:Z,—A,xA, Soit A= lim A, ou les applications de transition A,—A,,,; sont
—_

14

(=@ AL
I.4.2. PROPOSITION. — 7: Z, = A, X A, est une fibration de Serre de fibre A.
Preuve. — Nous allons vérifier que n est localement une fibration de Serre [6],

exposé 1. Soit (Lo, Lg)eA, X A,; choisissons MeA, transverse a L, et L; et soit U
Pouvert de A, x A, formé des couples (L,L’) avec LM M=L"N\M={0}. Montrons que
ny: ' (U) - U est une fibration de Serre.

Soient K un polyédre fini, a:KXI->Uet Aj:Kx0—>n""U avec n°A;=a,¢ xo. Soit
ptel que Ay (Kx0) = n,'(U)<Z, ,et considérons A, comme une application de K x 0
dans Z, ..

n, p

Ecrivons a(z,f)= (L. ,L, ) et Ay(2)=(L, o, L ¢,M,). Posons p'=6(n+p) et soit
I:K x0— A, définie par

I(z)= IL,, 0®F5,L; 0®F5, Mz, M @ AP
Remarquons que M @ A? @ I(z) est transverse a L, , @ F§*? et a L, ,® F;*? pour
tous (z, )e K x[0,1].
Pour se(0, 1], soit H, (z) ’homotopie donnée par 1.3 entre M, @ A” et M ® A? @ 1(2).
Notons K’ le sous-complexe de K % [0, 1] % [0, 1]
K'={(z,1,5) avec t=0 ou s=1}.
Soit G:K' = A, ;4

G(z,0,5)=H,(2) et G(,t, D)=M@ A*D I(2).
D’aprés la remarque précédente, pour (z, t,s)eK’

A'(z,t,5)=(L, ,L, ,G(z,15)) estdansZ

n,pt+p”
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Soit V un voisinage de K’ dans KX I X1 muni d’une rétraction p:V — K’. Posons,
pour (z,t,5)€V,

A (Za t,5)= (Lz, 3 L;, ts G p(zt, S))

Si V est assez petit, Pouverture de la transversalité assure que A est & valeurs dans
n p+p €L np+p,A=a.pr, v ou pr est la projection de K X I xI sur K xT et A| =A"

Soit f:KxXI—[0,1], nulle sur Kx0 et égale a 1 sur Kx1, et dont le graphe est
contenu dans V. Posons, pour (z,£)e K x1

Z

A(z,)=A(z,1,f(z,))eZ

n, p+p’

On a ncA=a et A(z,0)=(L, L, o, M;®A”). Donc A:KxI—>2Z, reléve a et
prolonge A,
Il est clair que la fibre n~! (F%, F%) est A.

CHAPITRE 11

Espace de lacets des grassmanniennes lagrangiennes.
Périodicité de Bott

II.0. PLAN DU CHAPITRE.

§1. On montre que la fibration de I.4 induit sur A, x { F} } une fibration dont ’espace
total est fortement connexe et on en déduit que o,:A, » Q, A, induit une équivalence
d’homotopie faible 6: A — QA.

§2. On détermine le type d’homotopie des grassmanniennes lagrangiennes et des
espaces des lagrangiens diagonaux pour vérifier que les équivalences d’homotopie faible
o:A - QA donnent les pas élémentaires de la périodicité de Bott.

II.1. ESPACE DE LACETS DES GRASSMANNIENNES LAGRANGIENNES.
II.1.1. Nous gardons les notations de I1.3.3. Soit Qy A, 'espace des chemins de A,
allant de Fg a F}. On définit

c,: A,-QA,

en posant, pour LeA, et 1€[0,1], o,(L)())=(1—¢)F3+tF? ou le barycentre est pris
dans I’espace affine des lagrangiens de E, transverses a L (I.1.5).

Soit j:A,—A,,, défini par j(L)=L@®A! et soit j :QyA, > QyA,,, défini par
J M @O=v(#) ® o, (AY) (1); il est clair que

.1

J 'cn=cn+1'j‘

Soit QA, l'espace des lacets de A, basés en Fj. Soit i:A,—> A,,; définie par
i(L)=L ® F} et soit A= lim (A,, ).

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L’ECOLE NORMALE SUPERIEURE
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Définissons a,: Qg A, — QA, et B,: QA, - Q, A, par les formules:
pour t€[0, 1/2],

onM@O=y2) et B, H=3Q20),
pour te[1/2,1],
o0,(MN®O=0,A02-2) et B, ) ()=0,A"2r-1).
Ce sont des équivalences d’homotopie et le diagramme

oy By
Qo A, — QA, — Q A,

v 1o 1
Op+ 1 Bn+1
QoApi1—QA, —Q Ay
est homotopiquement commutatif et lim (Q4A,,j") et QA~ lim (QA,, Qi) ont méme
—_ —_

type d’homotopie faible.

I1.1.2. THEOREME. — Les applications o,:A,— Q, A, induisent une équivalence
d’homotopie faible o: A — QA.

Premier pas de la démonstration. — Soit f: A, > A, %A, Tinclusion f(L)=(L,F,) et
soient
Yn, P =f* Z’l, P
={(L,M),LeA,,MeA,, /MNL®F)=MNF;*"={0}}

et Y,= lim Y, ,=f*Z,.

Nous savons (I.4) que Y, — A, est une fibration de Serre de fibre A.

II.1.3. Deuxiéme pas. — Y, , est fortement connexe. Considérons Iapplication
q9:Y, ,> Apprpc A, définie par g(L,M)=M. Si (L,M)eY alors
MNO®F)cMNL@®FEH={0}, donc

) MNO®F)={0};

De plus,

n, p>

MN(E,®F)INLSFH=MNLSFH={0},
donc
dim[M N (E, ® F5)] < codim [(L @ FB) c (E, @ F5)]|=4n;

or dim M=4n+4p, dim(E, ® F§)=8n+4p, donc
(ii) M est transverse 4 E, @ F3.
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Soit U< Ag, louvert formé des lagrangiens vérifiant (i) et (ii). Si MeU,
M N (E, ® F}) est de dimension 47 isotrope; soit P (M) I'image de M N (E, ® F3) par
la projection sur E, parallélement a 0 @ F3, P(M) est de dimension 4n isotrope, donc
lagrangien de E, et P: U — A, est continue.

Remarque. — Dans le cas non dégénéré, les conditions (i) et (ii) sont équivalentes
(en prenant ’orthogonal).
Affirmation :

(L,M)eY, , <+ MeU et LNPM)={0}.
En effet, si (L,M)eY, ,etsi xeLNP(M), il existe ze0 ® F} avec
x+ze(LOFH)NMN(E,®FHI=MN(LSFp={0},

donc x=0.
Si MeU, LNPM)={0}, et si x+ze(L@®F) NM, alors xe LNPM)={0} et
donc ze (0@ F5)) "M ={0}; donc (L,M)€Y,, ,.

q
Donc Y, ,— U est I'image réciproque par P: U — A, de la fibration a fibre contractile

{((L,LYeA,xA/LNL'={0}} > A,
L,L'—L;

donc Y, , a le type d’homotopie de U. Or, Az, (F;=F}"?) est un espace affine et le
fermé Z=Ag —U est I'image d’une variété différentiable de dimension nettement plus
petite que celle de Ag,.

Posons:

X, ,={(, M)/M € Ay, droite contenue dans M N (0 ® F2)}
r: X, .~ Agp r(bM)=M;

n, p

X, ,={(QM)/MeA;, dimQ=4n+1et Q= MN(E,® F}) %
r X, = Ag,, r(Q,M)=M.

n, p

Dans le cas non dégénéré, T=r(X, ,); dans le cas amorphe, L=r(X, ,) Ur' (X; ,), et
dans ce cas dimX, ,=dimX; ,. La codimension (réelle) de X, , est minimale lorsque
K=R, e=+1, ou on trouve dim Ag, —dimX, ,=4n; donc Y, , est au moins (4n—2)-
connexe et Y, aussi.

I1.1.4. Troisiéme pas. — i:A,— A, est fortement connexe. Au lieu de le vérifier
directement, déduisons-le du deuxiéme pas. Soit i:A, — A, , définie par i(L)=F; ® L,
il est clair que i est homotope a i:A,—>A,.;. Soit fq:f\q - Aq+1 définie par
J,(L)=A*@L; il est clair que j, est homotope & j,: A, — A, ; et que les j, passent & la
limite en j:A—>A qui induit lidentit¢ sur nsA. Soit k:Y, ,—>Y,,, , définie par
E(L,M)=(F} @ L,A! ® M).
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Le diagramme commutatif

A > Y, - A,
EERN LA
A =Y, -A

et le lemme des cinq assurent que 7, : ;A — m; A, est un isomorphisme pour j<4n—2,
donc i, aussi.

I1.1.5. Dernier pas. — Soit C, , I'espace des chemins de A, ., dont Iorigine est dans
i(A,) et I'extrémité est F{*?; soit n:C, ,— A, telle que, si yeC, ,, Y(0)=n(y) ®F};
est une fibration de Serre de fibre Q,A,,,. Soit I:C, ,—»C, .1, I()=y® o, (A");
C,,=E’(C ) est ’espace total d’une fibration de Serre de base A, et de fibre

p

Qo A= lim (QA,, j").

q

n, p>

Notons 9, le bord de la suite exacte d’homotopie de la fibration n:C, , — A,, il est
clair que

-1 (Qo Ay)
%
nkAn < l]*
op ¥

-1 (QO An+p)

est commutatif et 0, est un isomorphisme car C,, est contractile. Si
I im— 1 (QA)) — m (A)) est Pisomorphisme canonique, on a un diagramme commutatif

Iy (“n)*

3 nk—lgOAn - nkAn
o

A, N lj; | ix
N

%
In+p @nt plye
-1 QO An+p———) Ty An+p

Donc 8,:m A, = 11 Qo A, 4, est un isomorphisme si i, :m A, > m A, , en est un. Le
troisiéme pas et la suite exacte d’homotopie montrent que C, est fortement connexe
comme la paire A, A,.

\

Considérons o, ,:Y, ,—C, , ou o, ,(L,M) est le chemin rectiligne de L@ Ff§ a
F1*? dans I'espace affine des lagrangiens transverses a M. Les o, , passent a la limite
en o,:Y,—»C, et o, induit sur les fibres 6:A—>QyA qui est la limite des
On+p- An+p QoA p

4° SERIE — TOME 24 — 1991 — N’ 1



TRANSVERSALES LAGRANGIENNES 23

Le diagramme commutatif

A > Y, SA,
A
Q,A> C, SA,
et le lemme des cinq assurent que c*:njf\ —7;Qy A est un isomorphisme pour j petit

devant 7, et comme 7 est arbitraire, 6: A - Q, A est une équivalence d’homotopie faible.
Donc o,:Y, — C, est aussi une équivalence d’homotopie faible.

II.2. PEriopICITE DE BOTT.

I1.2.1. Rappelons la notation des groupes classiques

O, : groupe d’isométries du produit scalaire usuel sur R".

O (n,n): groupe d’isométries de la forme quadratique de signature nulle

X34+ 4x2-x2,,—...—x%, sur R*
Sp (2n, R): groupe d’isométrie de la forme symplectique

/m(x’y)=2(xkyn+k_xn+kyk) sur R2n
k

U, : groupe d’isométries du produit scalaire hermitien usuel sur C".
U (n, n): groupe d’isométries de la forme hermitienne de signature nulle

7 S R o B e B e B2 v N 05

O (n,C): groupe d’isométries de la forme quadratique x3+ . .. +x?2 sur C".
Sp(2n,C): groupe d’isométries de la forme symplectique o sur C2".

U (n, H): groupe d’isométries du produit scalaire usuel sur H".

Sp (n, H) : groupe d’isométries de la forme antihermitienne

o(x,y)=Y Xy, sur H"
k

On a
O(n,n)NO0,,=0,%0, diagonal dans O,,

U,N0®C)=0,
OZnﬂSp(2n, R):Un S 02n

U (n,H)=U,, N Sp(2n,C) noté traditionnellement Sp,.

Sp(n,H)=U@m,n) N O (2n,C) ou O'(2n,C) est le groupe d’isométries de la forme
quadratique x; X, + ... +Xx,x,, sur C2"

Sp(n, )N\ U (n,H)~U, 5 Sp,.
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I1.2.2. Détermination des grassmanniennes lagrangiennes. — La méthode uniforme est
de déterminer le fibré des repéres orthonormés du fibré tautologique sur la grassman-
nienne. Nous donnons ci-dessous les résultats

Grassmanniennes amorphes

R2" 0,,/0,%0,
Cz " U2 n/ Uu x Un
H?" Sp2 u/SPy % Sp,
R2" quadratique de signature nulle 0,%x0,/0,~0,
C2" herrnitien de signature nulle U,xU,/U,~U,
H2" hermitien de signature nulle Sp, %X Sp,/Sp,~Sp,
R*" o symplectique U,/0,
C? " g quadratique 0,.,/U,
C2" o bilinéaire antisymétrique Sp,/U,
H?" ® antihermitienne U, ,/Sp,

I1.2.3. Détermination de 'espace des formes non dégénérées et de son type d’homotopie.
— La colonne de droite indique le type d’homotopie

R2" quadratique Gl1(2n,R)/O (n,n) 0,,/0,%x0,
de signature nulle
C?" hermitienne Gl(2n,C)/U (n,n) U,,/U,xU,
de signature nulle
H?" hermitienne Gl (2 n, H)/U (n, n, H) SP, »/SP. X SP,
de signature nulle
R2" symplectique Gl (2n,R)/Sp(2n,R) 0,./U,
C" quadratique Gl (n,C)/O(n,C) U,/0,
C2" bilinéaire Gl(2n,C)/Sp(2n,C) U, ,/Sp.
antisymétrique '
H" antihermitienne Gl(n,H)/Sp (n, H) Sp,/U,

Dans le cas amorphe, c’est tout le groupe d’isomorphismes (I.1.6) ayant le type d’homo-
topie de O,, U, ou Sp, suivant le cas.

I1.2.4. Nous regroupons les résultats stables dans le tableau suivant: dans la colonne
du milieu, on indique le type d’homotopie de la grassmannienne lagrangienne du type
indiqué dans la colonne de gauche, et dans la colonne de droite, on indique le type
d’homotopie de 'espace des formes non dégénérées du type indiqué dans la colonne de
gauche (dans le cas R quadratique, C ou H hermitien, on n’a indiqué que la composante
neutre de I’espace des formes non dégénérées).

R amorphe BO=0/0x0 0=0x0/0
C amorphe BU=U/UxU U=UxU/U
H amorphe BSp=Sp/Sp x Sp Sp=Sp x Sp/Sp
Rq 0x0/0=0 BO=0/0x0
Re U/O Oo/U
Cq o/u - U/O
Co Sp/U U/Sp
Ch UxU/U=U BU=U/UxU
Hh Sp+Sp/Sp=Sp BSp=Sp/Sp x Sp
Hao U/Sp Sp/U
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Les dix types d’homotopie entrant dans ce tableau portent chacun deux étiquettes, I'une
indiquant quels lagrangiens sont classifiés et ’autre quelles formes sont classifiées. Met-
tons une aréte entre deux types d’homotopie chaque fois qu’une étiquette de 'un est
reliée & une étiquette de I'autre par la relation (I.1.6); on obtient les diagrammes II.1
et I1.2 ci-apreés. e

EIPNED
C,

fo

5

e lae ©
BU |, %rghe

©
B

Diagramme II.1

U/Sp Oo/u
1a; orme
amorphe
BSp 1 0]
ey R
sp (ah ia ) BO
H aut ;rang Rh
= \ ) (& / orpe
Sp/U U/O
ag forme
C.0 Ca

Diagramme 1I.2

Nous laissons au lecteur le soin de contempler les symétries du diagramme. La
périodicité de Bott résulte alors du théoréme II.1.2 (on a en fait QU~ZxBU,
Q(U/O)~Z xBO, Q(U/Sp)~Z xBSp, car sur le diagramme on n’a indiqué que les
composantes neutres de ces espaces de formes non dégnérées).
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CHAPITRE III

Transversales lagrangiennes communes
a deux sous-fibrés lagrangiens

III.0. PLAN DU CHAPITRE.

§ 1. Sorites sur les sous-fibrés lagrangiens aprés stabilisation; différence de deux sous-
fibrés lagrangiens.

§2. A sauter dans une premiére lecture. On étudie le comportement de la différence
de deux sous-fibrés lagrangiens par réduction par un sous-fibré isotrope.

Ce paragraphe sera utilisé au chapitre IV dans le cas symplectique; le lemme 11.2.2 a
été rédigé par manque de références.

§3. Sorites sur les transversales lagrangiennes apreés stabilisation. On utilise les résultats
du chapitre I pour étudier I’existence et la classification de telles transversales.

§4. On introduit la notion de paire de formes quadratiques associées sur un fibré
vectoriel. On construit un fibré vectoriel différence pour une telle paire de formes
quadratiques et on en établit la trivialité lorsqu’on a une isométrie entre les deux formes
qui en chaque point est I'identité sur le radical commun des deux formes.

§5. On fait le lien entre les paragraphes 3 et 4 pour une paire de transversales
lagrangiennes. '

II1.1. DIFFERENCE DE DEUX SOUS-FIBRES LAGRANGIENS

III.1.1. X est un complexe fini et W est un K-fibré vectoriel sur X muni d’une forme
sesquilinéaire g-symétrique b non dégénérée (ou identiquement nulle dans le cas amorphe).
Le fibré trivial sur X de fibre E, est noté encore E,.

Notons £ (W) I’ensemble des classes d’isotopie de sous-fibrés lagrangiens de W; soit
Z (W) —> Z (W @E,) la stabilisation qui, au sous-fibré &, associe le sous-fibré lagrangien
&£ @ F5. Soit ¥ (W)=_li_m) ZWOE).

p

II1.1.2. Remarque. — Pour tout 0 €0, n/2], I'application r*: W @ W - W @ W, définie

par 12 (y,z)=(ycos0+zsin®, —ysin@+zcos6)(y,ze W,), est une isométric de W @ W;

il en résulte que, si & et 1 sont des fibrés lagrangiens de W, alors, dans W@ W, les
lagrangiens £ @ n et @ & se déforment 1’'un en l'autre.

III.1.3. Remarque. — Soient W et & un sous-fibré lagrangien. On note A (W) le fibré
sur X de fibre en x, A (W,), i.e. A(W)={(x,L) L lagrangien de W, }.

Soit A, (W)={(x,L) L lagrangien de W, et LN &,=0}; c’est un ouvert de A (W) et la
projection A, (W) — X est une fibration localement triviale a fibre contractile. On peut
donc construire un sous-fibré lagrangien &, de W transverse & &.

Dans le cas non dégénéré, b donne un isomorphisme de &, sur £*; et, comme en I.1.2,
la décomposition W=E ¢ &, donne une isométriec W ~H (€).
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III.1.4. Action de [X,A] sur <% (W). — Soient xe ¥ (W) et ue[X,A]. On repré-
sente x par § sous-fibré lagrangien de W @ E,, et, comme X est fini, on représente u par
a:X — A, qu’on identifie au sous-fibré lagrangien de E, sur X correspondant.

La classe de E@ac WO E,,, dans L& (W) est visiblement indépendante du choix
de a; elle est aussi indépendante du choix de  car, si £ « W @ E,, est un autre choix, il
existe une déformation de E@®FY en & ®F4 dans les lagrangiens de W @ Ey
(N=p+q=p'+q’) et, si on choisit un représentant de u, a: X — A, avec n multiple de ¢
et ¢, la remarque 1.2 donne une déformation de a @ F4 (resp. a ® F%) en F{ @ a (resp.
F§ ® a) dans les lagrangiens de E, ., (resp. E,. ). En mettant ces déformations bout a
bout, on obtient une déformation dans les lagrangiens de W @ Ey,, entre £ ® a @ F§ et
£’ ® a® F%. Notons x+u la classe de (£ @ a) dans L& (W).

Structure de groupe sur [X,A]. — En raisonnant comme ci-dessus, on voit que la
somme de Whitney des représentants donne une loi de semi-groupe commutatif sur
[X,A]. Cest en fait un groupe. Soit oc:E=F,+F, - E la symétrie par rapport a A

-1
échangeant F, et F, (si A=graphea, a:F,—>F,, alors 0=<0 aO )), o est une
o

isométrie de (E, b) sur (E, —b). Si & est un sous-fibré lagrangien du fibré trivial (E, b) sur
X et si &, est un sous-fibré lagrangien de E transverse a &, alors le fibré lagrangien o (§,)
de. (E,b) représente l'inverse de [E]. En effet, pour 8€[0,n/2], considérons les deux
isomorphismes de E @ E, 1, et p, définis dans la décomposition

E®E=(F,+F)® (F,+F),)

par

To (X05 X15 V0> V1) = (Xg, X; COS O — y, 5in 0, o, X, sin 0+ y; cos )

Po (X0, X1, Y0, ¥1) = (X0 COs 0+ yo 5in 6, x1, — X sin O+ y,cos6, yy)

Alors, T,(E@®0) N pe (0P &;)={0} sont transverses et 1o (§ @ 0)+ py (0 D &,) est lagran-
gien dans (E@ E, b ® (—b)). Pour 8=0, c’est £ P &, et pour 8=mn/2, c’est F, ® F,.

I®0) (g(ED0)+py (0P E,)) est donc une déformation dans les sous-fibrés lagran-
giens de (E® E, b @ b) entre £ ® o (&,) et le fibré constant Fy @ 6 (F,)=F, ® F,,.

11 est clair que [X,A] X & (W) »> L& (W) est une action de groupe.
III.1.5 ProposiTioN. — Si L& (W) est non vide, c’est un espace affine sous [X, A].

Preuve. — Soient x, ye <& (W). Quitte a changer de notations, on peut supposer que
x et y sont représentés par des sous-fibrés lagrangiens &, n de W.

Cas non dégénéré. — Soit &' un K-fibré tel que & @ & est trivial, et choisissons une
trivialisation &' @ £ — K*", d’ou une isométrie H(£") ® H(E) - E,. On a une isométrie
W — H (). Par ces isomeétries, &' @ & =« H(E") @ W devient F} et £ @ 1 devient un sous-
fibré lagrangien de E,, d’ou d: X — A,. Je dis que x+[d]=y; en effet, le fibré lagrangien
EDdde W @ E, est I'image du lagrangien E D &' @ 1 de W ® H(E') ® W qui se déforme,
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d’aprés 1.2, en le lagrangien n ® &' @& <« WA H(E') @ W dont I'image dans WO E,
est n @ Fj. ‘

Si a:X — Ay est tel que [ @ a]=[&] dans L& (W); alors, quitte a stabiliser a, £ @ a
se déforme en & @ FY dans les lagrangiens de W @ Ey; donc, en ajoutant & a gauche,
F{ @ a se déforme en Fi*N. Stabilisant encore a pour que N soit multiple de n, a ® F7
se déforme en F§ @ a, donc la classe de a est nulle dans [X, A].

Cas amorphe. — Choisissons &, sous-fibré lagrangien transverse a & et un isomorphisme
Wx~E@E,;. Choisissons & et &; deux fibrés de méme dimension et des trivialisations
E@E~K*™ £l @ E, ~K*" d’ou une trivialisation

E D& DW~E,

Par cette trivialisation, &' ® 0 @ & devient F} et 0 @ £; ® m devient sous-fibré lagrangien
de E,, d’ou d: X — A, et le reste de la démonstration est comme précédemment.

III.1.6. Notation. — On note d(§,n)e[X,A] I'élément tel que [E]+d(E,n)=[n].
d(,n)=0 si et seulement si, aprés stabilisation, on peut déformer & en m parmi les
lagrangiens. La démonstration de III.1.5 donne un moyen de calculer d (&, n) et montre
que c’est indépendant des choix faits.

Exemples. — (1) Cas amorphes: d(&,n)=(n)— (§)e[X, BO] ou [X, BU] ou [X, BSp].
(2) Si X=S! dans le cas symplectique, d (&, n) est 'indice de Maslov du fibré lagrangien
n dans (W, ).

II1.2. REDUCTION PAR UN SOUS-FIBRE ISOTROPE (CAS NON DEGENERE)

II1.2.1. Soit y € W un sous-fibré isotrope (y = v°). Si A est un sous-fibré lagrangien
de W avec y \A=0, alors y°+A°=y°+A=W; donc A est transverse au sous-fibré y°,
donc AN y° est un sous-fibré de y° = W et isotrope; comme (AN Y®) N y=0, AN\ y°/y
est un sous-fibré de y°/y isotrope et de dimension moitié, donc sous-fibré lagrangien du
fibré non dégénéré v°/y.

Notons R I’application de I’ensemble des sous-fibrés lagrangiens de W ne coupant pas
v dans I’ensemble des sous-fibrés lagrangiens de v°/y définie par R (A)=A N v°/y.

II1.2.2. LeMME. — R est une fibration localement triviale a fibres contractiles.

Démonstration. — Soit W, un sous-fibré de y° supplémentaire de y, alors W, est non
dégénéré et isométrique & y°/y (on identifiera W, et y°/y). Soit W,=W?9, alors W est la
somme orthogonale de W, et W, et vy est un sous-fibré lagrangien de W,.

On choisit y; sous-fibré¢ lagrangien de W, transverse a .

Soit {, sous-fibré lagrangien de y°/y=W,; on choisit {, sous-fibré lagrangien de y°/y
transverse a {, et on pose

Q=0Q(,) = { sous-fibré lagrangien de y°/y transverse a (, }.
Nous allons construire une trivialisation de R au-dessus de Q ((,).
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Notons pr la projection W, — {, dans la décomposition W, =(, @ ;. Soit {eQ(,)
et écrivons W, ={@®(,; alors S;: W, - W,, qui est pr;, sur { et Id sur {;, est une
isométrie puisque { est lagrangien et

S; ©="Co.

Notons S, I'isométriec de W qui est S/ sur W, et I'identité sur W,. Soit u:{, —§ un
morphisme; notons u*:y, — {; le morphisme défini par

VxeX, Vyelo,, Vzjev,, b, (u¥zy,y)=b,(z,,u.y)
et définissons T,: W={, DL, ®y Dy, » W par la formule
(T (3,12, 20) =y, y1 —ux 2y, 2t U p, 24).
D’aprés le choix de u*, T, est une isométrie de W et

T, (o) =graphe () c L, @ 0D YD 0
T,,,=1d,.

uly

Si {eQ (Co), notons u,=u-(pr|,):{ —v; alors S 1T, (&) est le graphe de u, (noté r"c)'
En effet

{71 (3,0, up,0}={((r,) "' »),up, 0} ={(V, )", 0)y' €, = W, . };
donc S/ 'T, est une isométric de W qui induit une isométrie de ((o)°/5o=W, sur
(T,)°/T,, et cette isométrie est I'identité sur I'image de y.

Soit # = {morphisme de {, dans v} x { sous-fibré lagrangien de W, transverse a vy }.
& est un espace affine.

up

Construisons ®:QxF - R71(Q). — Si (,u,n)eQxF, notons ¢ la projection de
T, 0 sur (l"uc)o/I"uC. (S7 ' T,)(n) est un lagrangien de (I“,,E)O/I“,,{ transverse 4 I'image de v,
donc ®(,u,m)=¢ '(S;'T,(n)) est un lagrangien de W ne coupant pas y et
RO un)=C.

Construisons ¥Y:R™'(Q)-»QxZF. — Si LeR"'(Q), soit {=R (\)=projection de
AN Y° dans W,. Comme A N y=0, A y° est le graphe d’un certain morphisme v:{ — y
(ou on considére { comme inclus dans y° par W, < y°).

Posons u=ve(pr),) "' :{, > v; alors u;=wv.

Comme ANY°=T,, A+y=(,)°% donc A définit A/ANY° lagrangien de
Iy/r,=(T,)°/T, transverse a 'image de y. On pose alors n=(S; 'T,)" ' (A/ANY°)
lagrangien de W, transverse a y. On définit ¥ (A)=({, %, n), alors ¥ est un homéomor-
phisme inverse de ®.

II1.2.3. COROLLAIRE 1. — Supposons AN\ y=pN\y=0 et notons N'=ANY’y et
W =pu N Y°/y sous-fibrés lagrangiens de ¥°|y, alors

dw=d\,p).
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Preuve. — 1l existe N, un sous-fibré lagrangien ¢ de X x Ey dont la classe dans [X, A]
est d(A',p')), et une déformation p; de sous-fibrés lagrangiens de v°/y @ Ey telle que
po=p ®F et pi=\De.

Comme la réduction R (pour WA Ey et y®0) est une fibration, il existe une
déformation p, de lagrangiens de W@ Ey avec po=p@®F) et R(u,)=A"®¢, or
R(A@e)=L @ ¢ et, comme la fibre de R est contractile, on peut déformer p, en A @ ¢,
donc d(A, w)=[e]=d (N, n)e[X, Al.

IIT.2.4. COROLLAIRE 2. — Avec les mémes notations, on suppose Yy = A et p(\y=0, on
pose N =Ly et W'=u N\ Y°/y sous-fibrés lagrangiens de y°/y, alors

dh, W=d\', ).

Preuve. — Choisissons un sous-fibré & avec A=y @ 9; 6 est isotrope. Soit 7 la projection
8% - 8°/3; comme A = 8% et AN 8°=7 @ 3, nA=ny est un sous-fibré lagrangien de §°/5.
Choisissons une famille v, ([0, 1]) de lagrangiens de 8°/8 avec v,=ny et, pour >0,
v, ny=0. (Par exemple, on choisit v, lagrangien transverse a my, et { une transversale
lagrangienne a my et v,, et v, est la déformation barycentrique de ny 4 v, dans A;)
Posons A,=n"'v, c’est un lagrangien de W (A,=A) et, pour tout #, A, N y° > 3, donc
lui est égal par raison de dimension, donc A, N y°/y=A N y°/y=L\" est indépendant de ¢.

Pour >0, on applique le corollaire 1, d(A',p")=d (A, p). Or,
d()"n ”L) = d(;VOa IJ«) = d(’"’ l»‘«)-

III.2.5. Soient &' et 1" deux sous-fibrés lagrangiens d’un fibré non dégénéré W. Soit
V un K-vectoriel considéré comme fibré trivial sur X. Soit a:& — V un morphisme
injectif sur chaque fibre. Notons &, le graphe de a:&, c & @ VA0 <= WD H(V), cest
un sous-fibré isotrope. Soit =W @ V@ 0 sous-fibré coisotrope #°=0D VDO et
HANE)=(H+E)=(H"DE)=( DV D0)° qui est lagrangien de W @ HV.

Le sous-fibré lagrangien n' @ 0 @ V* est transverse a (£,)° car (' ®0® V¥) N E,=0
puisque a est injective.

Dans le fibré non dégénéré (£,)°/€,, on a les deux lagrangiens

E=EOVOOLE=ANE)SE e 1= @08 VHINE) L.

COROLLAIRE 3. — d(§,n)=d (&, n").
Il suffit d’appliquer le¢ corollaire 2 3 A= @ V@O0, p=n"®0D V* et y=¢,, car
dMw=dE,n).

II1.3. TRANSVERSALES LAGRANGIENNES"

III.3.1. Soient £ et 1 deux sous-fibrés lagrangiens de W. On appelle transversale
lagrangienne commune 4 £ et n un sous-fibré lagrangien { de W@ E, transverse a
E@F;etn®Fj.

On note T(§,m,W® E,) I'ensemble des classes d’isotopie dans W@ E, de trans-
versales lagrangiennes communes a & et m; on a une stabilisation
TENLWOE)->TENWOE,®E,) qui a { associe { @ A’
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On note T(§,n)= lim T(§,n,W®E,).

p

I1.3.2. Action de [X,A] sur T(E,m). — Soit { une transversale a & et m et soit
ve[X,A] représentée par d:X — A, identifié au fibré lagrangien correspondant de E,
transverse a F§ et F}.

Comme en III.1.4, la classe de la transversale (®d < W@ E,® E, ne dépend pas
du choix de d, ni du choix de { dans sa classe [(]e T (§,n); on pose [(]+v=[( D d].

La somme directe munit [X, A] d’une structure de semi-groupe abélien; c’est en fait un
groupe car si a:X — A, est représenté par graphe (o) (o,:Fy— F,), linverse de a est
essentiellement donné par graphe (— o, o ! o).

En effet, la déformation d’isomorphismes de Fy @ F, sur F; ® F,

cos Oa,, sin O, (o, 0 \[cosbog! —sinBoug /o 0
sinBa, —cosBa,a; o, 0 oy/\sinBag' cosBag? 0 —oaga;ta,

- 0 . . 0 oy .
relie 4 la matrice constante , et le graphe est toujours
-0 Lo o O

. {0 o . 2 .
lagrangien | si est dans une mauvaise composante de A, ,, on rajoute quelque
%o

chose de constant pour arriver dans la bonne composante de A, ,,].

I est clair que T (€, 1) X [X, A] - T (§,n) est une action de groupe.

III.3.3. THEOREME. — Soient & et T deux sous-fibrés lagrangiens de W
TEn#g < d@En)=0e[X AL
Si T (&,1) %, c’est un espace affine sous [X, Al.

Démonstration. — (1) Si { ¢ W@ E, est transverse a £ ® F§ et n ® F%, alors £ ® Fj
se déforme en n @ F% parmi les lagrangiens transverses a et bien stir n @ F} se déforme
en n @ F} dans les lagrangiens de W @ E;; donc d(§,m)=0.

(2) On se raméne au cas ou W est le fibré trivial E,.

Cas non dégénéré. — On choisit un sous-fibré lagrangien A, ¢ W et une isométrie
W =~H (),); on choisit un fibré A,, avec une trivialisation X, ® A,~K*" de sorte qu'on a

une isométrie H (A,) @ H (A,) ~E, et une isométrie ®: H(A,) ® W S E,.
Les classes d’isotopie de fibrés lagrangiens de H (X)) transverses a A; et A¥ sont, d’aprés
I.1.6, les classes d’homotopie de formes (—¢&)-symétriques non dégénérées sur A;.

On choisit 8, = H (A,) transverse a A, et Ad; quitte & grossir A,, on choisit 8; < H(A,)
transverse a A, et A} de sorte que 3, ® d,, considéré comme application de X dans
’espace des formes (—g)-symétriques non dégénérées sur K*", soit homotope a zéro.
Alors @ (6, ®06,) est un lagrangien de E, transverse a Fi=®(A, @A, et
Fi=®(Af ®Af), et (3, @ &,) se déforme en A" & travers les transversales 4 Fj et F7.

Posons &'=® (A, ® &) et n"=D(AF ® n). Il est clair que d(&',n")=d (£, n).
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Associer a la transversale { a § et n, ® (8, @ ) transversale commune a &’ et i’ définit
clairement une application g:T(§,m) —» T(§',n’) qui est équivariante pour laction de
X, Al

Soit {' fibré lagrangien de E,® E, transverse a &' @ F§ et n' @ F}. Soit, comme
en 1.2, ry(0€[0,m/2]) Tlisotopie d’échange des deux facteurs H(A,) dans
HA)@HQ,) ®E, @ H(A,) ® H()A,) et posons

re=Q@@I@0)r,(*®I® D) ":E,®E,®E,->E,®E,QE,.
Il est clair que, pour tout 0 €0, nt/2]
nE@®@FOF)=0@FfdF;, e rMOF@F)=n"®@F,0F].
{DDB, DS sedéformeenl @ A".r,, ((' @ P(3; @ 3y)=P (8, @ L) pour un certain
fibré lagrangien { de W@ E, @ E, transverse 4 £ ® F§™" et n @ F{*".
Associer T a {’ définit une application 4: T (£, 1) —» T (§,m) qui est [X, A] équivariante

et g et h sont des bijections réciproques.

Nous laissons au lecteur le soin de faire les modifications (analogues a celles de
III. 1. 5) nécessaire pour le cas amorphe.

(3) Existence. Si d(§,n)=0, quitte a changer de notations, on peut supposer qu’il
existe une déformation m, entre Mmy=mn et m,;=E& On définit f:XXI->A,xXA,
par f(x,0)=(&,,N;-,,). Choisissons un lagrangien &' transverse a ¢&, alors
F(x,0)=(f(x,0),E)€Z, , et est un relévement de fjx.o. D’aprés 1.4, il existe un
relévement F:XXI—-2Z, de f:XxI—>A,XxA,. Par compacité, il existe p tel que
FXx1)cZ, ,et

Fixx1=C@F§EN@®FL,0):X>7Z,

donc { est une transversale lagrangienne commune a & et m.

(4) Classification. Soient { et {' des transversales communes a & et n; pour simplifier
les notations, on suppose que { et {’ sont dans E,. Soit d: X — A,

d(x) =T (8 M & G-

D’aprés 1.3, { @ AS" se déforme, comme transversale commune a § et 1, en {' @ d, donc
[€1=[C]+ [d]dansT (§, n).
Réciproquement, si ve[X, A] est tel que [(]+v=[(] et si v est représenté par d: X — f\p,

alors { @ AP*? se déforme comme transversale dans E,, p+q €N LD ID AL donc
IEDF YoM F; L DA’ ,L@®d®AY) est une application de X dans Ag 4,44
homotope a zéro. Or
IE@FM @ F" L DA . LD dD AT

=151, @ 1(F5, F, A, d) & 1 (F3, FY, A%, AY;

donc I(F5,F%,A?,d): X -> A4 , est homotope & zéro dans A. Comme d @ I(F3, F, A?, d)
se déforme en A”” dans A, ,, la classe de d est nulle dans [X, A].
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III.3.4. Remarque. — Si { et {’' sont fibrés lagrangiens de E, transverses a & et m,
naturellement la différence entre { et (' est la classe d’homotopie de X —» QA qui, au
point x, associe le lacet en £, formeé en se déplacant linéairement dans A, de &, 4 n,,
puis en revenant linéairement dans A;..

L’équivalence d’homotopie faible A — QA unifie les deux points de vue.

II1.4. PAIRE DE FORMES QUADRATIQUES ASSOCIEES

II1.4.1. Les constructions de la fin du chapitre peuvent se faire pour toute forme
sesquilinéaire e-symétrique non dégénérée ou dans le cas amorphe et considérent les
espaces entrant dans la périodicité de Bott avec leur structure naturelle de classifiant.
Mais ces constructions s’effectuent au cas par cas, aussi nous nous limitons au cas
symplectique (R bilinéaire antisymétrique) qui sera le cas utilisé au chapitre IV.

Si € et n sont deux lagrangiens transverses de W, les transversales communes { = W
sont en bijection avec les formes quadratiques non dégénérées sur &. Si g: & — R est une
telle forme et si s est une métrique sur § et u:§ — & I'isomorphisme symétrique tel que
g.(»)=s,(uy,), la classe d’homotopie stable de g dans [X,A]=[X,Z x BO] est déter-
minée par la classe stable du fibré V~ () formé par les sous-espaces propres de u associés
aux valeurs propres négatives. Si g et ¢’ sont deux formes quadratiques non dégénérées,
leur différence est alors

V- @)1=V @)=V @]+ [V )]~ [Ele[X,Z x BO]

dont la dimension virtuelle est indice (¢) —indice (¢).

Nous allons généraliser cette derniére expression dans le cas ou § est 1} ne sont plus
transverses.

III.4.2. DEFINITION. — Soit & un fibré réel sur X; on dit que deux formes quadratiques
g et ¢' sur £ sont une paire de formes associées si, au voisinage de tout x,eX, il existe
une trivialisation locale de & dans laquelle g, (resp. g) se lit en la matrice symétrique
A, (resp. A)), et il existe une matrice symétrique B, dépendant continliment de xeU
avec

(1) I-A, B, inversible;

) A.=01—-A,B)A,=A,(I-B,A),VxeU.

II1.4.3. Remarque. — C’est indépendant de la trivialisation, étre associé est une
relation d’équivalence (par exemple si A,=(I—A,B)A, il suffit de prendre
B.=—(1—-B,A,) ?B, pour écrire A ,=(I—-A.B))A.. Si g et ¢’ sont associées, alors
VxeX, radg,=radq..

III1.4.4. Soit s une métrique euclidienne sur & et soient u et u’': & — £ les morphismes
auto-adjoints représentant deux formes quadratiques g et ¢’

VxeX, Vyel,, q.()=s:.u.py), @)=5.(uy,)

S’il existe un morphisme auto-adjoint v: & — & avec 1 —wuv isomorphisme et v’ = (1 —uv) u,
alors g et ¢’ sont associées; la définition demande justement ’existence locale d’un tel v.
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Notation. — Soient P et Q deux sous-espaces d’un espace euclidien E; on dit que P et
Q sont g-orthogonaux si

VyeP, VzeQ,  [Kyz)|Ze|y|l||z].

Si e<1 et si P et Q sont g-orthogonaux, alors PN Q={0}.

II1.4.5. LeMME. — Soit Py un p-plan de R" euclidien; soit U un voisinage de P, dans
G la grassmannienne des p-plans de R". Il existe m >0 et un voisinage V de P, dans G tels
que: Pour tous P et Q dans V et pour toutes décompositions P=P' ®P", Q=Q @ Q"
avec P’ et Q"' n-orthogonaux, de méme P et Q'; alors P'+ Q" et P+ Q’ sont de dimension
p et sont dans U.

Preuve. — Soient P, =P et & la projection orthogonale sur P,. Choisissons n€]0, 1/2[
avec 41/1—n?<1 et {p-plans de R" (27)-orthogonaux & P, } = U et soit V={p plans
n-orthogonaux a P, }.

Si PeVetsi yeP, alors y=mny+)" avec y'eP; et
1y [P=<p.y >l 1yl
donc
Iy lIsnliyl et lyllst/T=n|myll.

Si P et Q sont dans V, P=P' @ Q", Q=Q" @ Q" avec P’ n-orthogonal a Q" et P”
n-orthogonal a Q'. Vérifions que P’ et 1 Q" sont 4m/1 —n2-orthogonaux. Soient yeP’,
zeQ", y'=y—mnyet zZ’=z—mnz, alors

(rny,nzy={y,zy={y,z2)={p,2 )+{),2")

et
4
[{ry, 2|yl 2|+ n+n+n?) <dn|y].lIz]|£ 1_?12||ny||-IIMII-
On a donc
dimP'+dim Q”"=dimnP'+dimn Q" <dimP,=p
et de méme

dim P” + dim Q' = dim n P + dim n Q' <dim P, = p.

Or dim P'+dim P”"=dim Q' +dim Q" =p, donc les deux inégalités précédentes sont des
égalités, donc P'+ Q" et P""+ Q' sont de dimension p.

De plus, si yeP’, ze Q" et veP;
[Kytz0) [=[ed+zop [zl (yI+zIh=2nllo]. |y +z]]
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puisque
1
ly+zlF2ly P+l F=2nlly -2zl 12+ 1212 =1 0zl 2 Ay i+ 2 ()

donc P'+ Q" eU, et de méme P”"+Q’'eU.

IIT.4.6. Soient s une métrique euclidienne sur &, ¢:& — R une forme quadratique et
u:& — & le morphisme auto-adjoint associé. Pour chaque xe X, on note V=°(u,) le sous-
espace de &, engendré par les vecteurs propres de u, associés aux valeurs propres négatives
ou nulles et V>°(u,) le sous-espace associé aux valeurs propres positives. Si g n’est pas
non dégénére, ces sous-espaces ne forment pas un sous-fibré de &, mais nous allons voir
que si g et ¢’ sont associées, alors les V=0 (u,) ® V”° (1) définissent un fibré vectoriel
sur X.

Ici la somme directe est une somme abstraite; nous réserverons la notation @ a des
sommes abstraites ou 4 des sommes de Whitney de fibrés; les sommes dans &, (méme si
elles sont directes) seront notées +.

PROPOSITION. — Soient q et q' des formes associées sur & muni d’'une métrique s; la
collection des V=° (u,) ® V>° () définit un fibré sur X noté {V=°(u,) ® V7° (i) }.

Preuve. — Soit x,€X et soit £>0 petit tel que ni u, ni w;  n’ait de valeurs propres
dans [—¢,0[U]0,€]. Soit U un petit voisinage de x, tel que +¢ n’est pas valeur propre
de u, ou de u, pour xeU. Le fibré £ se décompose en somme orthogonale de deux
sous-fibrés stables par u:§ =L@ A ou L, =radq, de dimension p et les valeurs
propres de u, | sont dans ] —¢, ¢[ et celles de u, |, sont dans R—[—¢,¢]; le fibré A" se
décompose lui-méme en X~ @ AT (A * correspondant aux valeurs propres positives
ou négatives). On a une décomposition analogue & ,=%'@ A" associce a u' et
L,,=radq, =radg, =L, . Il existe une fonction £:U — R avec &(x) —— 0 tel que les

x = x0
valeurs propres de u, et de u .. sont dans [—&(x),&(x)], donc ||u, . [|Se(x) et
[l | =& ).

Comme L. est orthogonal a K, , il existe une fonction ¢ :U — R tendant vers 0
lorsque x — x, et telle que la projection orthogonale de L, dans K, soit de norme
<g'(x).

Pour chaque xeU, décomposons L,=L_; +L%+L; (décomposition orthogonale
suivant le signe des valeurs propres de u,); de méme L,=L, +LP°+L." et
L%=radg,=rad q,=L.° est orthogonal 4 L} et a L.*.

Je dis que, quitte a restreindre U, il existe une fonction m:U —[0,1/2] avec
n(x) —— 0 telle que L, +L2 est n (x)-orthogonal a L.* et L. +L.° n(x)-orthogonal

x = x0
aL}.

Soit (e, ...,e,) une base orthonormée de L; formée de vecteurs propres de u,
(u,e;= —A;e;, A;>0) et soit (f}, . . .,f,) une base orthonormée de L.* formée de vecteurs
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propres de u, (u, f;=A;f; avec 1;>0). On a
“Nisc(enf)=s.(u.enf) et Aisy(enf)=s.(enuf)) =5, (Use, [
donc
it 1)) s (e f)= s (e~ u)) € /)= = s, (ue v, uc e, f))
= =5, (e u e, u [)= N s, (v €, U f);

donc

A
|Sx (ei,fj) | = m

t J

sx @xep uef) | [ vxei - [ uafl-

Orsi fj=f+f7 avec fieL, et €K, alors
77 Ise@fll=e @) et [lufillluell- I1f5ll<e@). 1;

donc
|5: (e f) ||| 0] € () + || u]| & (x)).
Siy=) yieeL; et y'=) yif;eL.,", alors

s, (1Y) =Y yiyis.(enf)
et

|5 )= lloll e+ lulle" G XLyl [y51=p* [0l @G+ ulle” GR L[| 1]

’
X

+ <p; d’ou le résultat en posant

n@)=p*||o[| € +|ulle ()

puisque dimL_ <p et dimL

et en restreignant U pour que ) (x) <1/2. Le méme résultat est valable pour L} et L,™.

Pour xeU, posons F,=L;+L%+L.*; d’aprés la 1/2 orthogonalité, la somme est
directe et F, est un p-plan de &,.

Pour voir que {F, } est un sous-fibré de & v 1l reste a voir que F considérée comme
section de G(p, &) est continue ou, en utilisant une trivialisation locale de § que F
considérée comme application de U dans G (p,R") est continue. La continuité en x,
résulte immeédiatement du lemme III.4.5 en posant

Po=L,, P=L,, P'=L_ +L¢, P'=L}.
Q=L, Q=L +L?° Q'=L".
Pour montrer la continuité de F en x, €U, on réapplique la méme idée. On choisit

&, >0 inférieur a ¢ de sorte que u,, et u; n’ont pas de valeur propre dans [—¢,,0[U]0, ¢,]
et on fixe U; < U voisinage de x; tel que +&; n’est pas valeur propre de u, ou de u,
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pour xe U;. On décompose

Ly =MDN, g, =M SN ou M, =radg,, =radq, =M;,

de dimension p, et /' =" DN T et /'=AH"" @ A7, on a alors, pour xe U,
F,=M;+M2+M,*+ N +N.*

- (somme directe dans &, identifié & R"); on vérifie comme précédemment que, dans
G(p,,R"), My +M2+M;* —— M, . Comme A"~ et A" sont des fibrés, la continuité

x = X1
de F en x; en résulte.

Introduisons maintenant des notations qui auraient compliqué les calculs précédents.
Si Q ouvert de X, on dit que &£, ,;(Q) est défini si, pour tout xeQ, ni a ni b ne sont
valeurs propres de u,; L, ,,(Q) est alors le sous-fibré de |, associé aux valeurs propres
dans ]a, &[.

Il est clair que, si Q' < Q, £, 1 (Q) o =L, ny (@), €t que si £, 4, (Q) et Ly, 4(Q) sont
définis, £}, 13 (Q) D L, (D)=L, 4(Q) (a<b<c). On pose L _,(Q=Z,_,, -4,
L o)=L, 1+ () et des notations £’ pour u'.

On dit que U, est un g,-voisinage de x, si c’est un voisinage de x, et
(1) u,, et u, n’ont pas de valeurs propres dans [—g&,, 0[]0, £];
(2) VxeU,, t¢, non valeur propre de u, ou de u;

(3) VxeU,, L.* est 1/2 orthogonal a L et L.~ est 1/2 orthogonal a L} (avec des
notations évidentes).

Dans ce cas, on a construit une section continue Fy, de G(po,§y,) ou
po=dimrad g, et une bijection naturelle préservant la structure vectorielle entre

U {x}x(VE2@)@V7°w) et F () @ L, (Ug) @ L', (Uy).

xeUg

Soit U, un &,-voisinage de x, et soit x, € U, M Uy, alors

p,=dimrad g, Smin (py, p,),

et il existe &, <min(gy,€,) €t un &,-voisinage U, de x, contenu dans U, U,. Alors
pour i=0 ou 1

Fl"ji (Yp,)l Us = F{Jz (sz) @ g[-ai, —g3] (UZ) @ gi&z, €] (UZ)
g—ei (Ul)l Uy = g—si (UZ)
g"i‘ei (Ul)l 195 = g’-i-si (UZ);

d’ou
FL0) @ L, (U)® Z ., (U))u,=F,E,) @ L, (Uy) @ £, (Uy).
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Ce qui montre que les cartes définies par les e-voisinages forment un atlas de fibré sur X
pour U {x}x(V=°(u,) ® V>°(u)).

xeX

IIT1.4.7. Notons {Vg WV (u’)} ce fibre, il est clair que sa classe d’isomorphisme
est indépendante de la métrique utilisée. Notons

A(g.¢)=[{ V=" () ® V>° () }]-[E]€[X, Z x BO].
Il est clair que si g, ¢’ et g"’ sont associées
A(g,9")=A(q,4)+ A4, 4").

Si g, ¢’ sont associées sur & et si g,, g7 sont associées sur &,, alors g+g¢, et g’ +¢} sont
des formes associées sur £ @ &, et

A@+4:,94 +41)=A(4q:1,91) T A(g, 9).
En particulier, si g, et ¢; sont des formes non dégénérées
A(g+4,,4' +491)=4A(q.4)+g9:]—[g1] dans [X,ZxBO].

Si, en plus, &, est trivial et ¢, et g constantes (ne dépendant pas de xeX) alors
[¢,]=1Ind ¢, €[X, Z]; donc, en notant A les images dans [X, BO]

A(¢q,9)=A(g+4,,9' +41)e[X,BO]

I11.4.8. PrROPOSITION. — Soient q et q' deux formes associées sur &. Supposons qu’il
existe un isomorphisme a: & — & tel que

€)) VxeX, ax,,adqx=1mdqx;
()] g=a*q.
Alors A(q,q")=0 dans [X, Z x BO].

Preuve. — (0) Le résultat est évident si g, est toujours non dégénéré car la classe
d’isomorphisme du fibré stable de ¢ est indépendant de la métrique utilisée et pour la
métrique a*s, le fibré stable de ¢ est isomorphe par a au fibré stable de ¢’ pour s. La
démonstration va adapter cette évidence au cas général.

(1) Soit g:& — R et soient s et 5 deux métriques sur & vérifiant

1 VxeX, s, ets, coincident sur radq,

et soit u et # les morphismes auto-adjoints associés.

Nous allons montrer que la collection des V=°(u,) ® V°(,) définit un fibré noté
(V=) ®@ V> (u)} sur X.
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Soit x,€X; choisissons € et U comme en III.4.6, mais pour les morphismes u et u,
nous avons des décompositions & ;=L @ ¥ =Z @ A avec L,,=radq,, = on, mais en
général K, ;éK

Vu la condltlon (1) et le fait que Lx0=ixo=rad qx,» 1 existe une fonction £: U — R
avec g(x) —— 0 telle que, pour tout xeU

X = X0

Vyel,, VyeLl, [s.00)—s.mN|[Se@|y] 7]
vyyel, |s.(33) =50 Ze@ |77 |

ou les || || sont calculées avec s; en particulier
Vyel,, (—e@)|y|Pss.0m 0= +e@) ||y

Montrons que, quitte a restreindre U, il existe une fonction n:U —[0,1/2] avec
n(x) —— 0 telle que L +L2 est n (x)-orthogonal a L} et L7 + L2 est n (x)-orthogonal

x = xq
a L} (orthogonal pour s). _
Soit ey, ...,e, une base orthonormée de L, formée de vecteurs propres de u,
(u, (€)= —Ne;, \;>0) et soit fi, . . .,f, une base s-orthonormée de L formée de vecteurs
propres de u, (i, fi= Xj S 7»1->0). Notons b, la forme bilinéaire associée a ¢,. On a

- )"i Sx (ei’f}) =S8 (ux ‘ei7f}) = bx (ei’f:i) = g:x (ei5 ﬂx.f:)) = Xj Ex (ei’f;');
donc

g(x)

< ,)Is =l )5 n|se @IS =

donc

e(x)
MT—e(@)

SiyeL;,y=Zy,-ei etsiy=Yy,f;el}, ona

T2l |7

| Sy (ei’f}) I é

|5, (3,

NE——= \/1
s(x)

N

d’ou le résultat car si y,e L9=12, 5, (y,,5)=0; donc

|s: (Vo ) | S @) || 3o ||| 7 -

TN RN

<p’

La démonstration s’achéve alors comme en II1.4.6.
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1l est clair que la classe d’isomorphisme du fibré { V=°(u) ® V>° () } est indépendante
des métriques s et 5 vérifiant (1), donc {V=°(u) ® V>° ()} est isomorphe a & (s=>5).

(2) Soient g, ¢' et a comme dans 1’énoncé de la proposition. Posons s=a*s de sorte
que s, et 5, et 5, coincident sur radg,=radg.. Montrons que la collection des
V=0(1,) ® V> (i) définit un fibré noté { V=°(u) ® V(') } sur X. Soit x,eX et soit
¢ et U comme avant pour # et u comme I:x0=rad Gy, 1l existe € :U—R avec
g, (x) — 0 et | a, g, —I||S& (x). Construisons n,:U —[0,1/2] avec n, (x) — 0 tel

X = X0 X = x0
que L + L2 est n, (x)-orthogonal a L.* et L} est n, (x)-orthogonal & L.~ +L!°. Comme
au.=u.a,siyel; +1L% a,yeL,"+L2 donc, si y'eL.", 5.(a,y,y")=0, donc

|5 ¥ |=[sx @y =3 Sl ay=y |||y | e @ P 1y]l-

De méme si yeL} et y’ e L. +L!°. La démonstration s’achéve comme en II1.4.6.
Vérifions que {V=C@)@® V>°(«)} est isomorphe a & Il suffit de vérifier que les
morphismes a, @ Id: V=2 (1) ® V>° (i) » V=°(u)) ® V>° (i)=&, définissent un mor-
phisme de fibré {V=@) @ VO ()} - E.
La continuité en x, se montre en vérifiant que
o, Li+00+Lf 5L +LC°+L.*F
y=0"3%Y ) @y, a0 )

tend vers Id lorsque x — x,. Or

= ~ o~ ~_ €, (%)
o)==l 5" e @I~ S 225l

A partir de 13, la continuité en x; se montre comme en II1.4.6.
Finalement, construisons un isomorphisme

o: (Ve VI wle{V@eV°w)}
S{V2Wd V)@ { V@ @d V() },

ou @ est l'identité sur les premier et troisiéme facteurs a sur le deuxiéme et a~! sur le

quatriéme. La vérification que @ est un morphisme de fibré se fait comme précédemment.
La proposition est démontrée car le membre de gauche est isomorphe & £ @ & et la classe
du membre de droite dans [X, Z x BO] est [E]+A (g, ¢") +[&].

II1.5. PAIRE DE FORMES QUADRATIQUES ASSOCIEES ATTACHEES A UNE PAIRE DE TRANS-
VERSALES LAGRANGIENNES

III.5.1. — Soient & et n deux sous-fibrés lagrangiens d’un fibré symplectique W sur
X. Soit { un sous-fibré lagrangien transverse a § et m et soient P, et P, les projections
de noyau  de W sur & et sur n respectivement. Comme en I.1.6, il vient

VzeX, Vx,yeW,, b,(Pex,y)+b,(x,P.y)=b,(x,y)
b, (Pyx,»)+b,(x, P, y)=b,(x,).
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On définit g, , ,:& — R par la formule
VzeX, Vxeg, gz, v, (X)=b, (P, x, x);
c’est une forme quadratique car, si x, x' €&,
b,(P,x,x)=0-b,(x,P,x)=b,(P, x', x).

Sib,(P,x,x)=0, Vx'€g,, alors P, xe§, M n,; donc x—P, x est dans &, et aussi dans
€, donc x=P, xe&, M n,, donc le radical de (g, ,, ), est &, N M,.

Les restrictions P |, et P, |, sont des bijections réciproques et
Py 1) * % ne= " nes

en effet, si x'en, g, ,, (P x)=b(x",P x)=—b(P.x",x)=—q, ¢ (x).

Nous écrivons W=E @ { avec xe&, et y dans {,. Comme m est transverse a {, n est le
graphe d’un morphisme o : § — { vérifiant

VzeX, Vx,x'€k&, b, (o, x,x")+b,(x,0,x)=0.
Comme (x+y)=(x+ax)+(y—ax), on a
P,(xty)=x+ax et Ge, v, (X)=b, (x+a, x,x)=b,(a, x, X).

Soit s une métrique euclidienne sur &. Définissons J,:0— & par s,(Jo_y,x)=b,(y,x),
Vxek, et Vyel,. Comme { est transverse a &, J, est un isomorphisme soit J,:& -,
J,=—J5t et J: W — W défini par J=(J, ® J,) vérifie J*= — 1. Définissons une métrique
S sur W en décrétant § et { orthogonaux, S|, =s et, pour y,)' €L, S, (»,¥)=5,Jo ¥, 30 ¥)-
Alors, J est une isométrie pour S et b,(x, x)=S,(J,x,x"), Vx,x'e W,. On dira qu'une
telle métrique est adaptée a & et C.

Pour la métrique s sur &, la forme ¢, est représentée par le morphisme auto-
adjoint u=Joa=Joa:&—>E& car b,(ax,x)=s,(J,0x,x) et on calcule s, (ux,x") en posant
x'=Jy,y,y' el
s(ux,x)=sJax,Jy)=S(ax,y)=S/,ax)=bJ 1y, 0x)

=—-p(x,ax)=b(ax,x)=STax",x)=sux',x)=s(x,ux").

Déterminons le morphisme auto-adjoint « de m pour S, représentant g, . ,. Soient
x+axetx'tax'en,

S, (x+ax,x +ax)=s(x,x)+S(@x,ux)=s(x,x)+sux, ux)=s((1+u*) x, x').
Soit w: & — & le morphisme tel que # (x+ax)=wx+awx. La condition
S(ﬁ(x+ocx),x+ocx)=qng§(x+ocx)=b(x,ocx)= —b(ax,x)= —s(ux, x)

devient s((1+u#?) wx,x)= —s(ux,x), donc w=—(I+u?*)"'u; donc w et u ont mémes
vecteurs propres [si u(x)=Ax, wx=—\/(1+A%)x et u(x+ax)=— /(1 +A3)) (x +ax)]
et la projection Py, identifie V=° (u,) avec V>° (u,).
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III.5.2. LeMME. — Soient { et (' deux sous-fibrés lagrangiens de W transverses &
et M. Les formes quadratiques sur §, q=q; , et §' =gy, ,  Sont associées.

Preuve. — Ecrivons {’ comme le graphe de p:{ — &; alors
VzeX, Vyy'el, b.(B.»y)tb.(3,8.1)=0;

et comme en I.2.1, I—fa est un isomorphisme de & et I —af est un isomorphisme de (.
Soit P,:W-mn la projection de mnoyau (. Soit xe§, et écrivons
x=(x;+tax,)+By,,».); il vient y, = —ax; et x=I—pa)x,, donc

Pr(x)=(I-Bo) 'x+a(—Ba) ' x
et
g @)=b(A—Ba) 'x+a(—Bx) 'x,x)=>b(a(I—Pa) !x,x).

Soit (S,J) une métrique adaptée a (&, §). Soit v=—BJ:§>E; on a vu= —BJI?a=Pa,
donc I—ovu est un isomorphisme de & et I—uv=J"!(I—ap)J isomorphisme de .
Calculons s(vx, x') en posant x=Jy, x'=Jy’

s(x,x)==s@Iy,1y)=sIy,B)=b(,By)=b(»,B)y)=s(x,vx)

et
g ()=s@ x,x)=b(a(1-PBo) " x,x)=suI—2u)"" x,x);

donc w'=u(1—vu)~ ! et pour écrire ¥’ =u(I—vu), il suffit de prendre
v=—0v(l—-uw) '=—(N—-vu)"'v et I—ou=I—ou)" L

II1.5.3. PrOPOSITION. — Avec les notations précédentes, soient [C] et [C'] les classes des
transversales ( et (' dans T (§,1m); on a

A(g,4)=[C1—[CT dans [X,ZxBO].

Preuve. — Sur le fibré W, nous avons deux formes quadratiques non dégénérées
données par 1.2.2, B, , . . et B ; . .. La proposition découlera de I’égalité entre A (g, q)
et de la différence des classes de B, , . . et B, ; . ¢ que nous allons établir.

Nous allons réaliser {V=°(q) @ V>°(¢’)} comme sous-fibré de W. Pour cela, nous
utilisons une métrique (S,J) adaptée a m, {'. Soient u:& — & représentant g, u':§ — &
représentant ¢’ et u’ : 1 — 1 représentant Gn e @, e, 0 (g Tox;)=b(1—Po) x;, 2 x,)). Soit
P:n— & la projection de noyau (', c’est un isomorphisme. Pour tout zeX, P, est
Iidentité sur £, n, et nous avons vu en III.5.1 que P, est un isomorphisme de
V=<0 sur V>°(u).

Posons V,=V=%(u)+V<°w)cW,; la somme est directe puisque
keru,=keru;=&, M n,. En raisonnant comme en III.4, vu les propriétés de P, V={V,}
est un sous-fibré de W isomorphe 4 { V=°(u) ® V>° () }.
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Notons B=B; , . .; si zeX, x€g, et ye{,, nous avons
B, (x+y,x+y)=b,(x—By,y) b, (ax—y,x).
Calculons B, sur &,+n,

B(x+x,toax,x+x, tox,)
=b(x+x,—Pax,ax,)+b(ax,x+x,)
=b(ax,x)+b(--Bo) x;,ax,)+b(x,0x;)+b(x,x,)

=Gt 0, () TGy g0 (X F0xy);

donc B,y est négative.

Vérifions que dim V=Indice (B); il suffit de le faire en un point z,eX. Soit
A=E&,,MNn,, et notons p=dimA. Soient &' et ' des supplémentaires de A dans &, et
N &M= {0} donc & +mn’ est de codimension 2p dans W, et la somme est directe;
9., est non dégénérée sur &', é;o est non dégénérée sur n’(q”=qm ¢,¢)» donc
B¢ sy =z e T Gz o €St nON dégénérée. Soit A’ le B-orthogonal de £'+n’, A" est de
dimension 2p, B|,. est non dégénéree, A est un sous-espace isotrope de A" de dimension
moitié, donc Ind (B,.)=p. La décomposition B-orthogonale W, =L"® &' @ n’ donne

Ind B, =1Ind (B,) + Ind (B,.) + Ind (B, ) = p + dim (V<° (1)) + dim (V< (&, )) =dim V.

Soient V™ et V* les fibrés stable et instable de B pour la métrique S, et soit @,
lisomorphisme de W=V~ @ V* avec ¢, yv-=(1+1)1Iy-, ¢, y+=Iy+. Posons V,=¢, V;
il est isomorphe 4 V et By, est définie négative car, si xeV, x=x_+x, dans la
décomposition V- @ V™

B(x_,x_)+B(x;,x,)=0;

donc (1+9H?B(x_,x_)+B(x,,x,)<0 et si on a égalitt pour >0, alors
B(x_,x_)=B(x,,x,)=0,donc x=0. Comme dim V,=dim V™, si V, est le B orthogonal
de V,, By, est définie positive et on peut construire une métrique sur W telle que V,
est le fibré stable de B; donc V, et V sont isomorphes 4 V™.

D’autre part, Bo=B  ,, vérifiec Bo(x+y,x+y)=2b(x,y). Donc si (S,J) est une
métrique adaptée a (§,0),E"=(1—1J/ \/ij E)eter=01+J/ \/2—) (&) sont les fibrés stable et
instable de B,, donc le fibré stable de B, est isomorphe a & et A(g,q’) est isomorphe a
la différence des fibrés stables de B, , . . et By ¢ . ..

II1.5.4. Pour finir ce chapitre, énongons un résultat qui éclaire la signification de la
proposition III.4.8.

ProposITION. — Soient €, N, { et (' sous-fibrés lagrangiens de W avec { et (' transverses
a & et . S’il existe un isomorphisme symplectique @ :W — W tel que ¢ (§)=E&, p(m)=n,
0 [)=C et tel que: VzeX, Vxe&, NN, 0,(x)=x, alors, quitte a stabiliser &, n, { et {’
(on ne change pas de notation), il existe une famille ¢, d’isomorphismes symplectiques de
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W avec 9o =1d, pour tout 1, ¢,(E)=E, @,(n)=7

VzeX, VxeE,Nn,  ¢,(x)=x

et 9, (§)=¢.

Pour cela, nous allons d’abord montrer

LEMME. — Soit {, une famille de lagrangiens transverses a & et 1. Il existe une famille
d’isomorphismes symplectiques @,: W — W avec ¢,(£)=&, o,(nN)=n, VzeX,V xe§, N n,,
Dyz (x) =Xxel P, (Cvt) = CrO'

Comme il est classique par compacité et composition d’isomorphismes symplectiques,
le lemme découle de I’énoncé:

Soit { transverse a4 & et m, il existe un voisinage ¥~ de { dans les fibrés lagrangiens
transverses 2 & et m et une application continue ¢ de ¥  dans les isomorphismes
symplectiques de W telles que

Pour tout C' e 'V, (PC’ (&) = E_,, (pCI (TI) = n’ (pC, (Cl) =C et pOur tous ze X, e EJZ m rlz’
@y, . (X)=x; de plus o= 1d.

En effet, supposons que n soit le graphe de a:§ — { et nous nous limitons aux ('
graphes de B:{—& petits, i.e. ||ap|[<1 et ||Ba||<1, de sorte que nous calculons

(I—Bo)*12:£ 5 € par la série du bindme de méme que (I—aP)=2:{ 5 (. Sur la série,
il est clair que

a(I-Ba)*2=(I—af)* 12 a.

Considérons @, donné par la matrice <

(I—Bo)~ /2 “(I—BOC)_UZB>
0 (- op)t2
oy By, ) =(1—Bo)" 2 By—(I—Bo) 2By, A—aP)'> y)=(0,(I—aB)** y) el
@y (x, 0 x)=((I—Pa) ™2 x— (I—Bo) ~*/? Bau x, I— P)!/? ax x)
=(I—Bw)"*x,a(I-Ba)** x)em.
Si xef,Nmn, alors ax=0 et (I—Pa) ?>x=x; donc @ (x,0)=(x,0). Comme

b(Bax,y)=b(x,aBy), il est clair sur les séries définissant (I—PBa)'/? et (I—aB)!/? que
b((I—Bw)'’2 x,y)=b (x,(I—ap)!/?y). Calculons

b(9 (5,7), @ (¥, ¥) =b(T—Bo) /2 x— ([~ Ba) "2 By, ([~ uf) 2 ')
+b(I—-aB)’2y, (1-po)~ 2 x' (1 pa) "2 By)
=b(x,y)=b(B3Y)+b (3, X)=b (1, BY)=b(%,Y)+b (3, x).

Preuve de la proposition. — La proposition I11.4.8 s’applique 4 g et ¢’ et a=@,,, donc
A(g,9)=0; donc, par II1.5.3, aprés stabilisation, les transversales { et {’ se déforment
I'une en I’autre et on applique le lemme.
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CHAPITRE 1V

Formes génératrices pour des immersions lagrangiennes
dans un cotangent

IV1.0. PLAN DU CHAPITRE.
§ 1. Définitions, énoncé du théoréme.

§2. Définition de la transversale lagrangienne associée a une 1-forme génératrice «;
identité entre la forme quadratique attachée a cette transversale en III.5 et la forme
hessienne de a.

§3. Existence de formes génératrices: il ne reste qu’a voir que ’existence d’une trans-
versale lagrangienne implique I’existence d’une 1-forme génératrice.

§4. Classification des 1-formes génératrices. On montre d’abord comment se ramener
a des formes ayant méme lieu stationnaire. Grace a I11.4, on définit la différence de deux
1-formes génératrices. On établit la trivialité d’une famille & un paramétre de 1-formes
geénératrices définissant toutes la méme immersion lagrangienne et ayant toutes le méme
lieu stationnaire et on achéve la démonstration.

IV.1.1. DerFiNITIONS. — Soient M une variété différentiable, T* M le fibré cotangent
muni de sa structure symplectique usuelle, V un espace vectoriel de dimension finie.
Nous identifions T¥*(M x V) a T*M x V X V¥*; il contient # =T* M x V x 0.

Soit p: T* (M x V) - M la projection, nous avons pour ze T* (M X V) la décomposition
naturelle

T,(T*(MxV)=T,,MOTLM@V® V*.

Les sous-fibrés (triviaux) de T (T* (M X V)) correspondant aux troisiéme et quatriéme
facteurs sont notés * V et n*V*. 1l est clair que I'orthogonal (symplectique) de T, # est
(T,#)°=000® V@O0, donc (TH#)°=n*V,, et # est donc une sous-variété co-
isotrope.

IV.1.2. DerFiNiTIONs. — On dit qu'une 1-forme fermée o définie sur un ouvert N de
M xV est une forme génératrice si o, considérée comme section de T* N, est transverse
asx.

Notons alors £,=a ! (#); c’est une sous-variété de N appelée lieu stationnaire
(vertical) de a. Notons I', le graphe de o ['i. e. a(N) @ T*N]J; c’est une sous-variété
lagrangienne  transverse a J#. Si zea(X,)=I,NH#, par transversalité
{0}=(T, [ +T,#)°=T,I,N(T,#)°, donc T,aZ,N7n*V={0} et, comme
a(Z,) c #, on a alors T,aZ, N\ (t* V@ n*V*)={0}. Donc, si pr:T*(MXV)>T*M
est la projection, la restriction pry,; est une immersion, donc i,=preoy : %, > T*M est
une immersion visiblement isotrope, donc lagrangienne par raison de dimension.

IV.1.3. DerFiniTions. — Soient X une variété différentiable et ¢:X —T*M une
immersion lagrangienne. On appelle forme génératrice deéfinissant ¢ tout couple (a, /)
ou a est une forme génératrice, £: X — X, un difféomorphisme avec i,>h= .
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IV.1.4. DeFiNiTioNs. — On dit que deux formes génératrices définissant @, (o, h) et
(o', 1") sont strictement équivalentes s’il existe des voisinages N de £, et N' de X, et un
difféeomorphisme H: N~N' avec H(Z,) =X, tel que

(1) pueH=py|n 01 py: M XV - M est la projection;

(2) K=(Hs) h;

(3) a=H*«o'.

IV.1.5. Stabilisation (supposons X connexe). — Soient (a,/) définissant @ ou «
est définie sur N « M XV, V, un espace vectoriel et Q:V,; —» R une forme quadratique
non dégénérée. Posons N=NxV,, a=a+dQ. Comme Q est non dégénérée, o est une

»

1-forme génératrice, £;=%X,X0< NxV, et i; correspond a i, par lidentification
h -

¥, ~%;; posons h: X —» T ~F. Alors (a, k) est une forme génératrice définissant ¢ appelée

stabilisation de (o, #) par Q:V,; - R. (Si X a plusieurs composantes, il faut se permettre

de stabiliser par différentes formes sur V, suivant les composantes de X.)

IV.1.6. On dit que (x, &) et (o, A') sont équivalentes s’il existe des stabilisations (o, /)
et (o', &) strictement équivalentes.

DEerNITION. — On désigne par F (@) le quotient de ’ensemble des formes génératrices
définissant ¢ par cette équivalence.

IV.1.7. On dit que (o, h) et (o',h") définissant ¢ ont méme lieu stationnaire si
X,=2,=Xetsi h=h":X~2%; on a alors i,=i,:X —T*M et donc, comme a(Z,) = #
eta' (X,) cH

VzeX, a,=a,eT¥MXxV).

IV.1.8. Le fibré T(T* M) a un sous-fibré lagrangien vertical Vert tangent aux fibres
de p: T*M —» M (Vert=p* T* M).

Dans le fibré symplectique sur X, ¢* T(T* M), on a deux sous-fibrés lagrangiens TX
et @*(Vert). Nous notons v, (pour application de Gauss) la différence entre ces deux
sous-fibrés lagrangiens

Yo=d(TX, ¢* (Vert)) e [X, U/0].

IV.1.9. Remarque. — Soit vy le fibré normal de X. En raisonnant comme en III. 1,
avec une trivialisation de vy @ TX, le fibré vy @ o* (Vert) est réalis¢ comme sous-fibré
lagrangien de X xCN, donc, si Y,=0 dans [X,U/0], le fibré vy @ @* (Vert) est au
moins stablement trivial; or, vy @ @* (Vert) est isomorphe au fibré normal stable v,, ou
y=pop:X->M.

IV.1.10. THEOREME. — Soit @:X — T*M une immersion lagrangienne d'une variété
compacte.

(1) F(p)# B <=v,=0 dans [X, U/0];
(2) Si F(9)# O, F(0) est un espace affine sous [X, BO].
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IV.1.11. Remarque sur la compacité. — Si (o, h) définit @ et si ¢ est un chemin dans
X, la variation de I'indice de la hessienne de a le long de A< c est égal (ou opposé) a la
variation de l'indice de Maslov de ¢ le long de ¢; donc, si X est non compacte, le
théoréme d’existence est faux tel qu’il est énoncé comme I’'indique le dessin ot X=M=R.

ete

Figure 1.

IV.2. ETUDE D'UNE FORME GENERATRICE DEFINISSANT UNE IMMERSION LAGRANGIENNE. —
IV.2.1. Soit (o, #) une forme génératrice définissant @. Nous allons écrire, pour simplifier
les notations, X=X, au lieu de a(Z,) = T*N; d’aprés IV.1.7, cet abus de notation
n’est pas génant lorsqu’on considére deux formes de méme lieu stationnaire. Notons
I'=T,=a(N).

Le long de X, le fibré symplectique T (T* (M x V)) contient les sous-fibrés T # co-
isotrope, # le fibré vertical de T*(M x V) (F,=0® T}, M @ 0 ® V*) sous-fibré lagran-
gien, T sous-fibré lagrangien et TE=TI NTH# sous-fibré isotrope. Comme
0=(TTr+TH)°=TINTH)° et (TZ)°=TTr ®(TH)° TH N(TZ)° contient T et
(T #)°% comme TZ N (T #)°=0, il vient que

TH#N(TE°=TE® (T #)°
et que (TX)° et T sont transverses. Donc E=T # N (TZ)°/TE est un sous-fibré
lagrangien de W= (T X)°/TZ et le fibré & est identifié a n* V= (T #)°.
ZF et TT sont transverses; comme TI < (TX)?, # et (TX)° sont transverses, et

n=% N(TZ)°TX est un sous-fibré lagrangien de W, T = TI' = (T Z)°, donc I'image
de TT dans W est un sous-fibré lagrangien noté .

{ et & sont transverses car T (N (T #)°=0; { et n sont transverses car # N T =0.
IV.2.2. Si on stabilise (o, /) par Q:V, — R, alors
E=Ex0x0cT*NxV, xV¥ E=t@®n*V,
n=n@n*Vf et [=({ graphe(dQ).

Donc, si Q est de signature nulle, on est exactement dans la situation de III.3.1,
sinon on est dans celle de II1.4.7.

IV.2.3. LEMME. — Par [identification de & avec w*V, la forme quadratique gq , .
correspond a la forme hessienne de o, q,:*V — R.

Preuve. — Soient x,, . . ., x, des coordonnées locales sur M, y,, . . .,y, des coordonnées
sur V et f(x, y) une primitive locale de a.. Considérons 02 f/0x> comme application linéaire

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L’ECOLE NORMALE SUPERIEURE



48 F. LATOUR

de TM dans T*M, 0*/0xdy de TM dans V*, *f/dy ox de V dans T*M et 9%f/dy* de
V dans V*.

Dans la décomposition T, T*(M x V)= T,,M®T;,M® V® V*, nous avons

2 2 2
Fz={8x,a—f8x+ s 8y, dy, of ox+ a—Sy}
ox? dy 0x 0x 0y oy*

et

2 2
(TZZ)°=TZF®V={8' g f8x+ °f dy,u s dx+ ——8y/8xeT M, dyeV, ueV}
ox? dy 0x 6x6

de sorte que

2 52
afB 0,9 o°f
"oy ox " dy?

F.N (Tzz)°={ syl/ayleV}

Ecrivons la projection de & sur 1 parallélement a {, c’est-a-dire, pour ueV, cherchons
AeT,T, BeF,N(T,X)° avec (0,0,u,0)=A+B mod TZ. Il vient

2 2 2 2
0,0,u,0)=|{ ox afﬁx-} af5y,5y, aféi)c+6f )
"ox? dy ox Ox dy 0y*

2 2 2 2
+ s 6y,,0, g fﬁy‘ (8x2, a—fESx2+ s 8y,,06y,,0 |.
0x? Jy 0x

aya oy*
avec
2 2
s ox,+ 0 fSyz =0.
Ox Oy 0y?

On a dx+0x,=0; donc

*f
dy ox

32
+08y,)=0, u=3y+0dy,, 0—y—2(6y+5y1+5y2)=0-

Or (0*flayox, 02f]0y?): TM @V - V* est surjective par hypothése, donc
(02 f]dy 0x, 0% f]0y?): V —» T*M @ V* est injective, donc 8y + 8y, +8y,=0
Donc 8y, = —u et la derniére composante de B est — 82 f/0y* u. Or

2

0
q‘:, L4 (u) =0 (Ba (0, 05 u, O)) = W (u) =4, (u)

IV.2.4. Si(a,h) et (o', h’") définissent @ et ont méme lieu stationnaire, on a alors deux
transverses { et ' 4 £ et n dans W. Alors, IV.2.3 et III. 5 montrent que g, et g, sont
associées, ce qui résulte aussi du calcul direct suivant en coordonnées locales. Si f et f*
sont des primitives locales de a et o', j2 (f—f")=0 pour zeZ = M XV, et comme 9f/dy;
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sont des équations locales de Z, il existe des fonctions b;; avec b;;=b; et

oy, O
/=1 2Zbua}’i ayj'

En dérivant deux fois en y et en se plagant en ze X, il reste

aZfr _ aZf B aZf b aZf
0y, dy; i dy; Ty dy, Coy0y;

En dérivant une fois en x et une fois en y, et en se plagant en ze X, il reste

Er P o Pf, Pf
0y; 0x; 0y, 0x; 0y; 0y, "’ay,ax,.’

donc, si A est la matrice des 02f/dy; 0y;, C celle des 0% flox; oxjet A", C pour /', et B
celle des b;;, on a sur X

A'=A—ABA, C'=C—-ABC.

Or, la matrice M=(C, A) représente d(9f/0y;), donc est de rang g par hypothése, et M’
aussi. Comme M’'=(1—AB)M, I—AB est inversible sur Z.

IV.2.5. Soit (a, k) définissant @; soit H un difféeomorphisme d’un voisinage N’ de
X < M xV sur un voisinage N de X, conservant la projection sur M et telle que H,;=1d;.
Posons o' =H*a, alors (o', k) définit ¢ et (o', k) et (o, #) ont méme lieu stationnaire.

LemMME. — A (q,,4,)=0 dans [X, Z x BO],

Preuve. — Considérons a la restriction de ’application tangente a H au fibré vertical
*VcTMxV) (a,=(T,H),y). Visiblement ¢, =a*q, et de plus radq, ,=T,ZNV;
comme H,;=1dg, il vient que

a; | rad qq, = Id"ad daz”
Le lemme résulte donc de I11.4.8.

IV .3. EXISTENCE DE FORMES GENERATRICES DEFINISSANT @

IV.3.1. Soient ¢@:X —»T*M une immersion lagrangienne, y=p¢:X - M. Soit
g:XsV un plongement de X dans un vectoriel de grande dimension et
g°=gx0:X s VXV* On pose p=0xg>: X g T*(MxV), y=yxg:X g MxV, alors
¢ est un plongement isotrope et ¢ X = .

Pour simplifier la notation, nous allons écrire TX au lieu de T @ X sous-fibré isotrope
de TT*(M xV). Le long de X(=¢X), nous avons TX N\ (TH#)°=0 car ¢ est une
immersion; donc

E=T# N(TX)°/TX est un sous-fibré lagrangien de W=(TX)°/TX,
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ZF N TX=0 car g est un plongement, donc & est transverse a (TX)? et n=% N (TX)°/TX
est un sous-fibré lagrangien de W.

Le corollaire 3 du III.2 nous dit que d(§,n)=1, dans [X, U/0]. Si on remplace V par
VxV,etgpar gx0:X 5 VxV,, (TX)? est remplacé par (TX)° @ n*V, @ n* V¥, TH#
par T# ®@n*V, et # par & @ nV¥. Donc & est remplacé par £ @ n*V, et n par
n @ n* V. On est donc dans la situation de III. 1. On dira qu’on a stabilisé.

D’aprés le théoréme du III.3, si v,=0 dans [X,U/0], quitte a stabiliser, on peut
supposer qu’il existe { transversale lagrangienne commune a § et n, et vy trivial (IV.1.9).

Soit E I'image réciproque de {, TX < E = (TX)? et E sous-fibré lagrangien. Comme
{NE=0, pour tout zepX, E,NT,#=0 mod T,X; mais T,X <« E,\T,#, donc
TX=ENTH# et E est transverse a T#. Comme {MNNn=0, E,NF, cT,X, mais
F,NT,X=0; donc EN % =0 et E se projette bien sur M x V.

IV.3.2. LeMME. — Soit

ou @ est un plongement isotrope et s un plongement a fibré normal trivial.
Soit E sous-fibré lagrangien de T (T*N) le long de ¢X se projetant bien sur N,

1l existe un germe le long de X de 1-forme fermée o dont le graphe contient ¢X et est
tangent a E le long de ¢X.

Le lemme achéve la démonstration de I’existence car E est transverse a Ts#, donc o
est transverse 4 #; c’est une 1-forme génératrice dont le lieu stationnaire est X et (o, )
définit .

Preuve du lemme. — Comme vy est trivial, quitte a restreindre N, on peut supposer
N=XxR? et que | est 'identification de X avec X x 0, ¢ est alors une section isotrope
de T*X x R?x R?* — X x R? au-dessus de X x0, donc ¢=(q,0,b) ou a est une 1-forme
fermée sur X et b:X — R?. Soient y,, ...,y, des coordonnées sur R? par hypothese
0/0y, se reléve en une section s, de E (considéré sur X)

0
8= (Bbg s uk)
k

ou B, est une 1-forme sur X. Ecrivons u, (x)=Y u, (x) dy;,, b (x)=Y b, (x) dy,. Le fait que
E est lagrangien se traduit par

{ u,=uy pour 'orthogonalité de s, et s,
B,==db, pour I'orthogonalité de s, et T (¢ X),

Posons a=a+d(} b, y.+(1/2) Y uy y, y)), Cest une 1-forme sur X x RY, et da=da=0,
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Soient x,, . . ., x, des coordonnées locales sur X
a=Y a;(x)dx;, B=Y PBu(xX)dx; et a=) A;dx+)Y Bdy,

On a: A;(x,0)=a;(x), B,(x,0)=b,(x), donc ¢ (X) = T, et
0B,

Vi

0A,; ob
5_1 (X, 0) =t (X) = Bki (X), (X, 0) Uy (X),
Vi 0x;

donc TT',=E le long de ¢X.

IV .4. CLASSIFICATION DES FORMES GENERATRICES DEFINISSANT UNE IMMERSION LAGRAN-
GIENNE.

IV.4.1 LeEMME. — Soit (o, h,) et (0, h,) définissant @. Il existe des stabilisations
(oy, k) et (0, h,) et un difféomorphisme H:N, - N, conservant la projection sur M tel
que H|Zg =h,h{ " et tel que (0y,hy) et (H* oy, h,) ont méme lieu stationnaire.

Démonstration. — (1) Soit (a,h) définissant ¢ de lieu stationnaire X, c N« M x V.
Soit i:X, 5 V,; un plongement dans un vectoriel. Soit (a, %) le stabilisé de (o, %) par
Q:V, »R. Soient T voisinage tubulaire de £, dans M XV de projection n: T - X,
et B une boule centrée en 0 dans V,. L’application ®:TxB->MXVxV,,
@ (z,v,)=(z,v, +i(m z)) conserve la projection sur M X V, est un difféomorphisme sur son
image et envoie Z; sur X'={(z,iz)zeX }; ®(TxB)=N’ est un voisinage de X' dans
MxVxV,. Posons o' =(® *a, '=0.h: X~3'; alors (o', #') définit o, est strictement
équivalente a (a, &) et la restriction de la projection

pris,. Zy — V'=VXxV, est un plongement.

(2) Pour montrer le lemme, on peut donc se restreindre a (o, 4;) définissant @ ou
prjs:Z;—>V sont des plongements et ou dim V est grande (L;=ZX,). Soient

S;=pr(Z)cVethyhi':L,~%, donne h:S, 5 S,
h=pr g, °hy°hite(pryz) 7",

Soient r;:S; > M tels que X;=graphe(r;), alors r;=r,°h. Vu que dim V est grande,
h:S; - S, s’é¢tend en un diffeomorphisme hy entre voisinages tubulaires U; dans V,
hy:U, S5 U,.

Soit p: U, — S, la projection et R,=R,°p: U, » M et R, =R, hy et soit U;=graphe
(R)) et soit i, : U, —» U, le difféomorphisme &y, (v, R, v) = (hy v, R, hyv); alors /iy, conserve
la projection my sur M et iy 5, =h, by .

Soit A;=n¥ TM sur U;: %, s’étend en le morphisme fibré A: %, - A, ou

ﬁ(v,y,u)=(hUv,y,u), y=R,v=R, hyv et ueT, M

et H conserve la projection sur TM. Comme I’application exponentielle de M (pour une
certaine métrique riemannienne) pour U, assez petit est un difféeomorphisme de D, (A,)
sur un voisinage N; de X, dans M x V, A donne H: N, — N, ayant les propriétés voulues.
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IV.4.2. On dit que (2, 4) et (o', 4") définissant ¢ ont la propriété (P) si o et o’ sont
définies sur le méme espace ambiant et 8’il existe H: N 5 N’ conservant m,; H=hh!
et H* o’ et o ont méme lieu stationnaire.

Dans ce cas, les formes hessiennes g, et gy.o sont associées et A (g,, gy»o’) ne dépend
pas du choix de H, car si H, est un autre choix, alors K=H; ! H préserve la projection
sur M; K*(Hf o')=H*o’ et K, =1Id; , donc d’aprés IV.2.5

A (qH*U." QH’ia’) =0 dans [Xs Zx BO],
et
A (G Iuir &) = A (G i ') + A (Guae o' s v o) = A (G Gar ')-

Cette valeur commune est notée A (a, a’)e[X, Z X BO] pour (o, /) et (o', ') définissant
o et vérifiant P.

Si (o, ) et (o', k") vérifient P, si on stabilise « par Q:V, >R et o’ par Q:V, - R,
alors (a, ) et (o, 2") vérifient P; il n’y a qu’a prendre H=H x I, et avec ce choix il est
clair que

A, a)=A(a,a)+Ind Q—Ind Q' €[X,Z x BO],
ou Ind Qe[X, Z] < [X,Z x BO]. Dongc, si A (a, &') = projection de A (o, o) dans [X, BO]
A@,a)=A(a,a)e[X,BO].

Si maintenant (a, &) et (o', &) définissent @ mais sont quelconques, le lemme 4.1 nous
assure qu’il existe des stabilisations (a, %) et (o, #’) vérifiant P et A (o, ') est indépendant
de tels choix car deux stabilisations d’un (o, 4) ont des stabilisations communes. On note
la valeur commune

A (a,a")e[X, BO].

IV.4.3. On fait agir [X, BO] sur F(p) de la fagon suivante: Si Be[X,BO] est
représentée par un fibré A sur X plongé dans le fibré trivial X XV, (V, euclidien), on
note A’ 'orthogonal et on considére Q, : X XV, — R la forme quadratique pour laquelle
A et A’ sont orthogonaux, Q, |, est 'opposé du produit scalaire, Q, |,  est le produit
scalaire.

Si (a, #) définit ¢, on considére a=a+dQ, (c’est une forme sur N x V, génératrice),

T, =%, x0et h: X35 T, % alors la classe de (2, ) ne dépend pas des choix faits, on la
note [(a, h)] + BeF (o).

Il est clair que A (a+ B, o)=p dans [X, BO].

Pour achever la démonstration du théoréme, il reste & voir que si (o, 4) et (o, 4')
définissent ¢ avec A (o, ') =0, alors (a, i)~ (o, /).

IV.4.4. Démontrons d’abord par la classique méthode du chemin le
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LEMME. — Soit (o, h) une famille a un paramétre te[0, 1] de formes génératrices définis-
sant @ et toutes de méme lieu stationnaire. Alors la famille est triviale c’est-d-dire qu’il
existe une famille de difféomorphismes H, conservant la projection sur M, H, y;=1d; et
Hfo,=0a,.

Démonstration. — Comme il est classique, le lemme résulte de ’énoncé: Vse]0, 1], il

existe, pour ¢ proche de s, une famille de difféomorphismes H,, conservant m, avec
Hy z=1d; et Hy=1d et Hf o, = a,.

Comme A* o, | 3= @* Ay (Ay forme de Liouville de T* M), les formes a, sur un voisinage
tubulaire N de X sont toutes cohomologues; choisissons f,: N — R avec f,=0 et a,— a, = df};
alors, j1 (f;)=0 sur X.

Nous allons construire H,; en intégrant un champ de vecteurs vertical u, avec la
condition initiale Hy(z)=2z. La condition H,; ;=1d; s’exprime par »,=0 sur X et la
condition H} o, = o, s’exprime par

do,

d
0= " (Ho,)=Hx[ —
dt( ts t) ts( dt

) +HX(d{ o, u,y+ i, do,)
da,
=5 (% o))
Elle est vérifiée si (do,/df)+d{ a,,u, )=0, donc a fortiori si

d
M <°‘vut>=_;j§’

q

Ecrivons o,=0a,+) g;dy; ou o, s’annule sur les vecteurs verticaux. Les fonctions g;
1

sont des équations de T par hypothése, donc il existe 5¥: N - R,

bl=p* et B'=0 avec f,= % Y bg.g.
Ecrivons u,= Y u,, (9/0y;), alors
(oot y= ot dfpiny = g+ V08 (bl )+ 3 bl (g
=Zi:gi I:u,-,+ %?gl {db, u, ) +zl:bf’ { dg,,u, >]
Or, df,/dt=(1/2) Z 8: (O g,(0b"/dr) de sorte que (1) est impliqué par les équations

abil
ot’

1 ; S 1 .
(@) U+ Ezgl<db;’>ut>+z,b:l<dgl’ut>= - EZ& i=1,....q.
1 1 1
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Or g,,;=0 et b=0; donc, I'application linéaire
1 ) . .
u,H(ui,-f- 5Zg,(dbi’, u, y+Y bl (dg,u, >>1= 1,...,q

est inversible prés de £ pour ¢ proche de s et la solution de (2) s’annule bien sur X.

IV.4.5. Fin de la démonstration du théoréme. — Soient (o, k) et (o', ") définissant @
avec A (o, o')=0 dans [X, BO]. A équivalence prés (IV.4.1), on peut supposer que (o, 4)
et (o', £") ont méme lieu singulier (donc A’ = h).

On a alors (notations de IV.2), deux transversales lagrangiennes communes { et ' & &
et n. Vu que A(q,,¢,)=0, on sait (chapitre IT[) que, quitte & stabiliser (on garde les
mémes notations), il existe une déformation ¢, de { en ' parmi les transversales lagran-
giennes communes a & et 1, d’ou un fibré lagrangien E sur £ X I comme en IV.3.

En utilisant IV.3.2 sur £ X I, on construit une famille (a,,#) de formes génératrices
définissant @, toutes de lieu stationnaire Z, telles que I', et I',, ont méme espace tangent
le long de X et T, et ', ont méme espace tangent le long de £. On applique alors trois
fois le lemme 4.4 car la famille B,=(1 — ) a+ ¢ 0, est génératrice puisque I’espace tangent
a Iy, le long de X ne bouge pas.
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