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POLYNOMES DE JOSEPH
ET REPRESENTATION DE SPRINGER

PArR MicHELE VERGNE

1. Introduction

Le but de cet article est de comparer les polyndmes de Springer et les polyndmes de
Joseph associés a une classe de conjugaison d’un élément nilpotent d’'une algebre de Lie
semi-simple.

Soit M une variét¢ munie d’une action d’un groupe de Lie compact connexe K
d’algébre de Lie k. Une forme différentielle équivariante est une application polyndmiale
X - a(X) de k dans lalgébre o/ (M) des formes différentielles sur M et telle que
a(kX)=k.a(X). L’opérateur

(dy o) (X)=(d—1(Xy)) a(X)

(ou 1(Xy) est 'opérateur de contraction associé¢ au champ de vecteurs X,, produit par
I’action infinitésimale de X ek) est une différentielle sur ’espace des formes différentielles
équivariantes. L’espace de cohomologie associ¢e est I'espace Hf (M) de cohomologie
K-équivariante de M. L’espace Hf (M) est un module sur I'algébre S (k*)* des polyndmes

K-invariants sur k. Si M est une variété compacte orientée, I'intégration o —*\[ o (X) sur
M

M est un homomorphisme noté J du S(k*)*-module H (M) dans S (k*)*. On définit
M
similairement les groupes de cohomologie équivariante H*, (M) a support compact.

Soit K un groupe compact connexe opérant sur un espace vectoriel V. Alors la cohomo-
logie équivariante & support compact H¥, (V) de V est un module libre sur S(k*)*
engendré par la forme de Thom équivariante uy. Cette forme est construite par Mathai-
Quillen [15]. J’en donne ici une expression qui rend évidente ’analogie de la forme de
Thom et du caractére de Chern du fibré des spineurs. En particulier la supertrace pour
le module des spineurs est remplacée ici par 'intégration bérésinienne.

Supposons V muni d’une structure complexe et soit C un cone algébrique dans V

stable sous I’action de K. L’application j définit une application de H} (V) dans S (k*)¥
C
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544 M. VERGNE

dont image est I'idéal de S (k*)¥ engendré par J uy. Il est donc clair que le polynome
C

j uy (X) est un invariant important. En fait, W. Rossmann [17] et A. Joseph [13]
C

montrent qu’avec une normalisation convenable, le polynome J uy (X) n’est autre que le
C
polyndéme de multiplicité équivariante J-(X) défini par A. Joseph dans [12]. Le polyndme

de Joseph J(X) est un analogue anisotrope pour I’anneau des fonctions régulicres sur C
de la notion de multiplicitt d’un anneau noetherien gradué et la formule intégrale

Jc (X) = constante f uy (X) pour la multiplicité équivariante Jc(X) est un analogue de la
C
formule intégrale de Lelong pour la multiplicité d’un point d’une variété algébrique sur

son cone tangent.

Je montre que la formule intégrale pour la multiplicité équivariante permet de comparer
directement les polynémes de Springer et les polynomes de Joseph associés & un élément
nilpotent d’une algébre de Lie semi-simple, en particulier de montrer que les polynomes
de Joseph sont des polyndomes harmoniques. Rappelons brié¢vement les définitions de ces
polyndmes. Soit G un groupe de Lie semi-simple complexe connexe d’algebre de Lie g.
Soit b=h @ n une sous algébre de Borel de g et soit W le groupe de Weyl. La variété
des drapeaux D est ’ensemble des sous-algébres de Borel de g. Soit uen un élément
nilpotent de g et soit D, la variété des sous algebres de Borel contenant u. Les composantes
irréductibles de la variété D, définissent des cycles de D. Comme la cohomologie de D
(ou son homologie par dualité) est isomorphe a I’espace des polyndomes harmoniques sur
h, on obtient ainsi un ensemble de polynomes harmoniques S! associés a u. Il est tout
a fait remarquable que I’espace engendré par les polynomes S} est stable par I’action
de W sur H, (D). La représentation de W dans cet espace est une représentation de
Springer [20]. Soit O, I'orbite de u par le groupe adjoint. En analogie avec les résultats
de Springer [19] sur les corps finis, V. Ginsburg [7] et R. Hotta-M. Kashiwara [11]
montrent que les polynomes de Springer interviennent aussi dans le calcul de la trans-
formée de Fourier de l'orbite O,. La formule de Ginsburg-Hotta-Kashiwara pour la
transformée de Fourier de O, est redémontrée de maniére plus élémentaire dans le bel
article de W. Rossmann [16].

D’autre part, A. Joseph associe aussi a une orbite nilpotente une représentation
de W. Rappelons sa construction [12]. Soit C une composante irréductible de O, M n.
L’adhérence C de C est un cone algébrique complexe T-invariant dans n. Un tel
cOne sera appelé un cone orbital. A. Joseph montre que les polynémes de multiplicité
équivariante Jsz pour C parcourant I’ensemble des composantes irréductibles de O, M n
forment une base d’une représentation de W. Différents auteurs ont démontré que les
polynémes de Springer et de Joseph coincident a un facteur prés. Citons en particulier
R. Hotta [9], V. Ginsburg [8], Borho-Brylinski-MacPherson [4] et A. Joseph [13]. Je
donne ici une autre démonstration de ce résultat. Cette démonstration est une variante
de la méthode de [13] et reprend de méme I'idée essentielle de double intégration de
W. Rossmann [16]. Elle me semble cependant plus simple et plus naturelle. Mon résultat est
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aussi plus précis car je calcule le coefficient de proportionalité des polynémes de Springer

et de Joseph. Comme dans [13], j’utilise la formule intégrale Jz (X)=constantej uy (X)
c
pour le polynéme Js. L’expression donnée dans la section 3 de cet article pour la forme

de Thom équivariante u, en fonction de I'intégration bérésinienne fait donc apparaitre
une double intégration dans la formule pour Jz. On voit ainsi que le polyndme de Joseph
Ja(X) s’exprime naturellement comme une intégrale sur le sous fibré ¥ de I’espace
cotangent a D de fibre type C. La variété ¥ est le fibré en cones introduit par Borho-
Brylinski-Mc-Pherson dans [4]. La variété % est remarquable par ses deux fibrations
naturelles. Par définition elle est fibrée sur D avec fibre type C. D’autre part, par
I’application moment, la variété € est un fibré sur O, et la fibre type de ’application
moment est une union de composantes irréductibles de la variété de Springer D,. La
formule intégrale pour Js(X) comme une intégrale sur € est le point crucial de I’article.
En effet, en appliquant la formule de Fubini pour la fibration de € sur 'orbite O, donnée
par I’application moment, je montre que le polynome de Joseph est proportionnel a un
des polynomes de Springer.

2. Notations

Soit M une variét¢ C® munie d’une action d’un groupe de Lie G. Soit g I’algébre de
Lie de G. Pour Xe€g, on note X le champ de vecteurs sur M donné par

(X 0) ()= c—j’—cp((exp—sX)x)lpo.
€

Si G agit a droite, on pose (Xy. @) (x)= di(p (x(expe X)) |,=o-
g

Soit .o/ (M) l’algébre des formes différentielles sur M. On note d:.&/* (M) — o/**1 (M)
la différentielle extérieure. Si & est un champ de vecteurs sur M, on note
1(&): L* (M) > o&/* 1 (M) la contraction par le champ de vecteurs £. Pour ae.«/ (M) on
note o=y oy, sa décomposition en une somme d’éléments homogénes oy;e.o/*(M). Si

M est une variété orientée et o une forme différentielle a support compact (ou intégrable)

on note j oc=J Oaim My I'intégrale de son terme de degré maximal. Si a=dp et si B est
M M

a support compact, on a f a=0. On note «/,(M) 'algébre des formes différentielles
M
a support compact. Soit m: M — B une fibration de variétés dont la fibre typique est

orientée et de dimension n. On note
J (A EM) - AE7"(B)
M/B

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L’ECOLE NORMALE SUPERIEURE



546 M. VERGNE

Iintégration sur la fibre. Par définition, si a€.o/* (M) est une forme différentielle sur M

a support compact, son intégrale sur la fibre est la forme différentielle J ae/*"(B)

M/B
(Lo
B M/B M

pour toute forme différentielle B sur la base B. En particulier on a la formule de Fubini

& L=l

L’application J commute a la différentielle extérieure. En particulier, si o est une
M/B

vérifiant

forme fermée de degré n et si la base est connexe, J a est une fonction constante sur
M/B

la base. Sa valeur est I'intégrale de o sur la sous variété/ n~1(x) de M pour un x arbitraire

dans la base.

Rappelons le calcul de I'intégration sur la fibre pour un espace associ¢ & un espace
fibré principal.

Soit H un groupe de Lie d’algébre de Lie h agissant librement & droite sur une
variété P. Soit P/H le quotient de P par I’action de H. Le fibré P — P/H est dit principal
de groupe H. Par image réciproque, I’espace des formes différentielles ./ (P/H) sur
I’espace P/H s’identifie a un sous espace .7,,,4(P) de o/ (P). L’espace &/, 4 (P) des
formes basiques est I’espace

A ysn={ e (PY; 1(Xp) =0, pour tout Xeh}.

Supposons de plus que H opére sur une variété M, alors H agit librement sur P x M par
I’action a droite 4. (p, v)=(ph, h~*v). On note P x ;M I’espace quotient de PxM par
cette action. Cet espace est dit espace associé au fibré principal P. On note [p, v] I'image
de I’élément (p, v) de P X M dans P X ; M. On identifie donc </ (P x ; M) au sous espace

A posy PXM)={ae o (PXxMM; 1(Xp.y) 2=0, pour tout Xeh}.

Soit m:Px ;M — P/H la fibration de fibre type M et de groupe H. Considérons
’intégration partielle

I®J ;o (P) ® o (M) - o (P),
M

c’est a dire <I ®f )(a X B)=oc<f B), si ae.of (P) et Beo/ (M). On voit facilement que
M M

I'intégration partielle I ® J se prolonge en une application de o (P x M) dans .o« (P)
M

4° SERIE — TOME 23 — 1990 — N° 4



POLYNOMES DE JOSEPH ET REPRESENTATION DE SPRINGER 547

qui envoie &,y (P x M) dans &, 4 (P). L’intégration sur la fibre
n, A (PxyM)— o/ (P/H)
se lit dans les isomorphismes

A (PXyM)~ oy (P X M)
o (PH) ~ o 0511 (P),

comme l’intégration partielle I ® J .
M

3. Cohomologie équivariante
et multiplicités

Soit M une variété C* de dimension #» munie d’une action d’un groupe de Lie G. Soit
g lalgébre de Lie de G. Notons S(g*) l’algebre des fonctions polyndmiales sur g. On
considére le produit tensoriel S (g*) ® &/ (M) comme ’algebre des fonctions polynomiales
sur g a valeurs dans .« (M). Le groupe G agit sur S(g*) ® o/ (M) par

(.0 X)=g.(a(g"".X)) pour ge G, aeS(g") ® # (M), Xeg.

Soit o/, (M)=(S(g*) ® o/ (M))€ la sous-algébre des éléments G-invariants. Les éléments
de .o/, (M) seront appelés formes différentielles G-équivariantes sur M puisque o€ o/, (M)
satisfait la relation a(g.X)=g.a(X).

L’algébre S (g*) ® o (M) est Z-graduée par
deg(P ® a)=2degP +dega
pour PeS(g*) et ae o/ (M). On définit 'opérateur d, sur S(g*) ® </ (M) par
(dg ) (X)=d (2 (X)) — 1 (Xp) (0. (X)).

Si E' est une base de g et f; la base des fonctions linéaires duales, on voit que
Xy a(X)=Y. f;(X) (1 (Eip o (X)), donc 'opérateur d, augmente de 1 le degré total sur

S(g*) ® o/ (M). L’opérateur d, préserve o/, (M). Notons & (X) I'action infinitésimale de
g dans ./ (M). La relation de Cartan

L X)=di (X)) +1(Xy) d

implique (d: ) (X)=—Z (X).a(X), pour tout aeS(g*) ® o (M), donc (#, (M), d,) est
un complexe.

DEFINITION 2. — On appelle groupes de cohomologie équivariante Hf (M) les groupes de
cohomologie du complexe (s/,(M), d,).
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548 M. VERGNE

La définition précédente de la cohomologie équivariante est due & H. Cartan [5] qui
montre que lorsque G est compact et connexe, ces groupes sont isomorphes aux groupes
H* (Mg, R) de cohomologie du quotient universel Mg de M.

Les formes équivariantes telles que d, o =0 sont appelées formes fermées (¢quivariantes).
Celles de la forme d, B sont appelées exactes.

Si M est un point e, alors Hf (#)=S(g*)° est l'algébre des polyndmes G-invariants
sur g. En général H} (M) est un module sur S(g*)®. Si M est une variété compacte

orientée, I'intégration o — J o (X) sur M est une application j de o, (M) dans S(g*)°¢
M M
et définit un homomorphisme du S (g*)®-module H} (M) dans S (g*)°.

Nous notons &/, , (M) le sous-complexe (S(g*) ® </, (M))® des formes équivariantes a
support compact et H¥ , (M) les groupes de cohomologie €quivariante 4 support compact.
Soit K un groupe compact opérant sur un espace vectoriel V. Alors la cohomologie
équivariante a support compact de V est un module libre sur S(k*)* engendré par la
forme de Thom équivariante uy (voir [6]).

Je donne ici une construction explicite de uy dans le style de Mathai-Quillen [15], voir
aussi [2].

Soit V un espace vectoriel Euclidien orienté de dimension » muni de ’action natu-
relle de G=SO(V). Soit g=so(V) l'algébre de Lie de G. Soit ¢; une base ortho-
normale orientée de V, ¢' la base duale de V*. Soit AV l'algébre extérieure de V. Si

I={j1, Ja> - - -» Js|j1<U2<...<J;} est un sous ensemble de {1, 2, ..., n}, nous écrivons
e=e; A...Ae;. Les éléments e; forment une base orthonormée de AV. On note T’
'ensemble complémentaire de I dans { 1,2, ..., n}. On note T:AV — R la composante

de plus haut degré d’un élément de AV, c’est-a-dire
T (Z aye)= A12..ny
I

La forme T est appelée intégrale de Berezin. Si eeV, on note 1,(e):AV > AV la
contraction par e. C’est une dérivation de ’algébre AV et T vérifie

T(s(e)8)=0

pour tout eeV et E€AV.
Si AeA?V, on note exp, A I'exponentielle de A dans I’algébre AV.
Si X eso(V), on définit 1(X)e A2V par

T(X)= %(Z Xe;, e))e; A e).

i<j

DEerINITION 3. — Le pfaffien de Xeso (V) est défini par

Pf(X)=T(epr(Z Xe;, ‘—’j) e A L’j))-

i<j

4° SERIE — TOME 23 — 1990 — N° 4
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Si V est de dimension impaire, le polyndme X — Pf(X) est identiquement nul. Si V est
de dimension paire n alors Pf(X) est un polyndme homogene non nul de degré n/2
sur g. On a Pf(X)2=det(X). Le polynéme Pf(X) est donc une racine du déterminant.
Cette racine carrée dépend du choix de I'orientation de V. Si V est un espace vectoriel
complexe de base e, e,, . .., ¢, l'orientation canonique de V sera donnée par la base
orientée ey, ieq, e,, ie,, . . ., €, le, de V comme espace vectoriel réel.

Soit o (V)=C® (V) ® AV* I'algébre des formes différentielles sur V. Ecrivons un
élément x de V comme x=) x;e;. Nous notons e; par d; lorsque nous identifions e, 4 la

12
dérivation dans la direction du vecteur e; et e' par dx; lorsque nous identifions €' a
I’élément dx; de AV*.

Considérons ’algebre o (V) ® AV=C> (V) ® AV* ® AV des formes différentielles sur
V a valeurs dans AV (Les algébres .o/ (V) et AV sont naturellement graduées sur Z/2 Z,
et le produit tensoriel est le produit tensoriel gradué — respectant la régle des signes.)
Un élément de o/ (V) @ AV s’écrit en coordonnées sous la forme Y. f;;(x)dx,e. La

u

fonction identique x — x est une fonction sur V a valeurs dans V. C’est donc un élément
canonique £(x) de & (V) ® AV. 1l s’écrit

e(x)=) xe
La forme dx est une forme différentielle sur V a valeurs dans V. On la note &(dx).
Elle s’écrit

e(dx)=Y dx;e;

Pour X eso (V), définissons 1’¢élément fy (X) de o/ (V) ® AV par

@4 F )=~ || x| +e(d0)+1(X),

En coordonnées

1
fX)= ——in2+2dxiei+ 3 Y Xe, e)e; Ae;

i<j

Si & est un champ de vecteurs sur V on note encore t(§) 'opérateur 1(§) ® I sur
o (V) ® AV. C’est une dérivation de o/ (V) ® AV. Si eeV, on note 1, (¢) la dérivation
de o/ (V) ® AV définie par 1, (e) (e ® E)=(— 1) a ®@ 1, (e) & si ae./*(V) et E€AV.

On note #=Y x,0; le champ d’Euler. On note 1, (%) 'opérateur sur &/ (V) ® AV

défini par
W(A)= Z x;14 (&)

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L’ECOLE NORMALE SUPERIEURE
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Si Xeg, le champ de vecteurs X, correspondant a I’action infinitésimale de g sur V est
Xy=-Y (Xe, e;)(x;0;—x;0;). On verifie que pour tout Xeg on a:

i<j

(@=1(Xy) =21, (@A) . [ (X)=0

Soit exp (fy (X)) 'exponentielle de I’élément f, (X) dans l'algébre o/ (V) ® AV. Comme
les opérateurs d, 1(Xy), 1, (&) sont des dérivations de o7 (V) ® AV, on voit que

&) (d=1(Xy) =21, (9)) . exp (fy (X)) =0.

On étend l'intégrale de Berezin en une application de .« (V) ® AV — &/ (V) par linéarité
sur & (V), i.e. T(a®&)=aT(E).

DerFINITION 6. — Soit G=SO0 (V) agissant sur 'espace vectoriel Euclidien orienté V.
La forme équivariante uy sur V définie par

uy (X)=(=m)" "2 T (exp (fy (X))

est appelée la forme de Thom équivariante de V.
On voit que

T(exp (fy ()= e~ * 1P T (exp (Y d e, % T (Xe, )¢ A ¢))

ij
peut s’expliciter sous la forme

(M T (exp (fy (X)) =¥ 1% (3 Py, (X/2) dixy),

ou P; (X) est un polyndme homogéne sur g de degré (n—|1|)/2, qui coincide au signe
prés avec le Pfaffien de la sous-matrice X; = {(Xe, ¢;);;r }. En particulier la composante
de degré n de uy (X) est 1P =112 gx. dx, . . .dx, tandis que sa composante de degré
0 est égale & (—2m)~ ™2 =12 pf(X).

Notons i : 0 — V l'injection de I'origine dans V

ProposiTION 8. — La forme de Thom uy est une forme fermée équivariante sur V de
degré total n. Elle satisfait

1. J uy (X)=1, pour tout Xeg.
A\

2. #*(uy (X)) =(—2m) " "Pf(X).

Démonstration. — 1l est clair que T (1, (#)2)=0 pour tout a e/ (V) ® AV. En appli-
quant l'intégrale de Berezin a exp (fy (X)), la relation (5) entraine que

(d=1(Xy)). T (exp (fy (X)) =0

et donc uy est une forme d,-fermée. Les autres propriétés résultent de la discussion
précédente.
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Si T est un tore agissant sur un espace vectoriel complexe V on peut donner une
expression plus «concréte» de la forme uy (X) en diagonalisant P'action de X. Soit t
l’algébre de Lie de T. Nous supposerons que les poids de I’action de T dans V sont tous
non nuls. On peut toujours se ramener a ce cas quitte a remplacer T par T xS! ou
S'={¢"} agit par homothéties sur I'espace complexe V. On choisit une forme hermitienne
T-invariante et une base orthonormée ¢, de V formée de vecteurs propres pour T. On a

donc X. e, =0y (X) ¢,. Ecrivons un élément xeV comme x=) z,¢, avec z,€C. Soit
k

_v 95.dz,
@) °X=27%

Il est facile de montrer que
T (expfy (X)) =e~*I*P£(X/2) exp o (X)

car il suffit de le vérifier pour un espace vectoriel complexe de dimension 1. Remarquons
aussi que Pf(X/2) expw (X) est polynomiale en X. En effet dans les notations de (7),
on a

Pf(X/2)expw (X)=) P (X/2)dx,.

Soit V un espace vectoriel orienté et soit K un groupe compact d’algébre de Lie k
opérant dans V. On peut alors munir V d’une structure Euclidienne invariante par K et
donc construire une forme de Thom K-équivariante u, associée a ce choix de structure
Euclidienne. La classe de cohomologie de uy est indépendante de la structure Euclidienne
choisie. En effet on a (voir [6]) le

LEMME 10. — Soit o une forme équivariante fermée sur V a décroissance rapide sur V

et telle que f o (X)=0, pour tout Xek. Alors a=d, B pour B une forme équivariante a
\%
décroissance rapide sur V.

Soit V un espace vectoriel complexe de dimension complexe /. Un cone (algébrique)
dans V est une sous variété algébrique fermée de V stable par I’action de C* sur V. Soit
C’ la partie lisse de C. Si o est une forme différentielle sur V a décroissance rapide, alors

j o converge et est notée J ao. Si a=dp ou B est a décroissance rapide alors J dp=0.
C’ C C

Soit K un groupe compact connexe d’algébre de Lie k opérant sur V et laissant stable C.

L’application j définit une application de H}, (V) dans S (k*)* dont I'image est I'idéal
C

de S(k*)¥ engendré par J uy. Le polynome f uy (X) peut aussi se calculer comme une
C C
intégrale sur I'intersection de C avec une boule centrée en zéro. En effet, avec les notations

de (7), on a

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L'ECOLE NORMALE SUPERIEURE



552 M. VERGNE

LemME 11. — Soit B={x€eV;

x||£1}. Alors

JT(eXp(fv X)) =(d) ( X PuX/2)dx)

BnC L[I|=24d

ou d est la dimension complexe de C.

Démonstration. — Ce lemme est un cas particulier de la formule générale de Ross-
mann [17]. Nous en donnons une démonstration dans ce cas important.

Soit d la dimension de C. Par changement de variables x — t}/2x, pour tout ¢>0,
ona

M(X)=JT(eXP(fv(X))=t“J et I=IF (Y PL(X/2)dx)
C C L|I|=2d

ou €ncore

Ie-tuxuz( Y P(X/2)dx)=1"m(X).
C

Li1j=2d

Pour toute fonction @ () combinaison linéaire finie de fonctions u — e™™ on a donc

f o(lxHC X Pl'(X/z)dxl)'—'((d_1)!)_1(I <P(u)u"_1du>m(X).
C R"’

Li1|=24d

Il est clair qu’on peut approximer uniformément sur R* la fonction caractéristique de
Iintervalle [0, 1] par de telles fonctions ¢ et on obtient la formule

j ( X Py(X/2)dxl)=((d—1)!)‘1<f1u""du>rn(X),
C 0

AB L|I|=24d
c’est-a-dire la formule du lemme.

Si K est un tore, le polynéme J uy (X) est proportionnel au polynome de Joseph.
C
Rappelons la définition du polynéme de Joseph associé a un cone algébrique équivariant

sous l’action d’un tore T. Soit t ’algebre de Lie de T. Nous supposerons que les poids

de l’action de T dans V sont contenus dans un demi-espace. Comme précédemment on

peut toujours se ramener a ce cas. On note A* < it* ’ensemble des poids de T dans V

comptés avec leur multiplicité. Considérons la représentation de T dans I’espace R (C)

des fonctions réguliéres sur C. Le caractére de cette représentation est la série formelle

de caracteres de T définie par Trg =, (dim R (C)), ¢* (la condition de convexité précé-
Ty

dente implique que pour tout caractére ¢ de T la dimension de I’espace (R (C)), de type
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A est finie). Elle s’écrit sous la forme:

Y cieti

13
TrRo™—=—""—

[T A=e™

aeAt

ou les p; sont des poids de T en nombre fini et (1—e~*) "' désigne la série formelle
oo}

Y e ™. La fonction [] (1—e ) Trg «© st donc une fonction analytique sur t. Consi-
n=0 aecAt

dérons son développement de Taylor.

a lorigine. Le terme non nul de plus bas degré de ce développement est un polyndme
homogene r. de degré (/—dimC) sur t. Définissons le polynéme J. associé a C par
Jo (X)=rc (iX) (cette convention differe de celle de Joseph et de Rossmann qui choisissent
Jc=rc, mais je préfere que J. prenne des valeurs réelles sur t et rationnelles sur les
éléments de t tels que exp2n X =1). Ce polyndme est étroitement relié au comportement
de dim (R (C)), lorsque A tend vers l'infini [12]. En effet si X et est tel que (a, X)>0
pour tout poids o de T dans V, la série

Trg (o (€)=Y (dim R (C)), &' &X
n

est convergente pour tout >0 (car (A, X)<0)). Lorsque ¢ - 0, on voit que

. dimcC x_ rcX)
lim 9™ “Trg €'

r=0 T X

aeA’

Il est facile d’établir un rapport entre le développement asymptotique pour ¢ petit de la
fonction

Y (dim R (C)), ¢ ®®

et de la fonction
n(T, X)= Z (dim R (C)),

MAX)<T
lorsque T — co0. On a [12]

re(X) ld
M @X) a

acAt

n(T, X)= +O(Ti 1)

lorsque T — co. Le polyndme de Joseph est donc un analogue anisotrope de la notion
de multiplicité d’'un anneau noetherien gradué. En effet si T=S! agit par homothéties,
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et si X, est le générateur de S* tel que exp 2nX,=1 la valeur J.(X,) du polyndome de
Joseph en X, est la multiplicité géométrique m, du point 0 sur C. La formule de Lelong
pour la multiplicité du point 0 s’écrit

Mo =(—2im)~@m O f (Y dz, dz,)".

CnB &k

W. Rossmann [17] et A. Joseph [13] prouvent une formule analogue a la formule de
Lelong pour le polynéme J(X) de multiplicité équivariante :

THEOREME 12. — Soit V un espace vectoriel complexe de dimension 1. Soit C un céne
algébrique dans V de dimension d stable sous 'action d'un tore T. Soit uy (X) la classe de
Thom de V. Pour X €t, la multiplicité équivariante du céne C est donnée par la formule

1 (9 =(~ 1 @)~ j e (X)=(~2m) - PS(X) f <z ”’—Zk"zk). |
c e \E 2 (0

En particulier si C=V, on a Jo(X)=1 et si C=0, J.(X)=Pf(—X).

4. Représentation de Springer

Soit g une algebre de Lie semi-simple complexe et soit G le groupe adjoint. On choisit
une forme réelle compacte k de g. Soit K le sous-groupe compact connexe de G d’algébre
de Lie k. Soit t une sous-algébre de Cartan de k et soit T le tore compact maximal de K
d’algebre de Lie t. Soit h=t.. C’est une sous-algébre de Cartan de g. Soit W=W (g, h)
le groupe de Weyl. 1l laisse stable la forme réelle t de h. Soit # I’espace des polynémes
harmoniques sur t*. Par définition un polynéme P est harmonique s’il est annulé par
tous les opérateurs différentiels a coefficients constants W-invariants sur t* sans terme
constant. On identifiera t et t* par la forme de Killing.

Nous choisissons sur g le produit scalaire K-invariant Q défini par Q (x, x)= —B(x, X)
ou x est le conjugué de x par rapport a la forme réelle k de g et B la forme de Killing
de l'algébre de Lie g (considérée comme algébre de Lie réelle). On note || y||=Q(y, »)'/?
la norme K-invariante sur g associée.

s

Soit A le systéme de racines de h dans g. Soit A* un ordre sur A, n=|A"

1
n= Y g,x,=h@®netp=- ) a. Lalgébre x, est une sous-algébre de Borel de g.

acA” a>0

Soit B le sous-groupe de G d’algebre de Lie x,,.

Soit uen et soit O, I'orbite de u dans g sous I’action du groupe adjoint. Soit 2d, la
dimension (paire) de la variété algébrique complexe O,. Soit C une composante irréduc-
tible de O, M n. La variété C est stable par B. En particulier C est invariant sous ’action
du groupe compact T. L’adhérence C de C est un cone algébrique T-invariant dans n.
Un tel cone est appelé cone orbital. Le polyndme de multiplicité équivariante Jz est un
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polynoéme sur t donné par la formule

Je(X)= (Tt)_‘”'”cj T (exp fy(—2X))

C

Si u=0, alors C=0 et Ja(X)= [] (o, iX). Si u est un élément nilpotent régulier, alors

a>0
C=netJ:X)=1.

Considérons la variété des drapeaux D de g. Un ¢lément x de D est une sous-algebre
de Borel de g et il existe geG tel que x=g.x,. La variét¢ D s’identifie a G/B. Cette
identification munit D d’une structure complexe et donc d’une orientation. La variété D
est de dimension complexe n. On note

D,={xeD, uex}
la variété de Springer associée & u. On a donc
D,={x=g.x,; g 'uenNO,}.
Soit C une composante irréductible de nM O, et soit
D(C)={x=g.x,; g 'ueC}.

Soit G, le stabilisateur de u dans G et A,=G,/G? le groupe (fini) des composantes
connexes de G,. Le groupe G, opére sur D, et laisse stable D (C). La proposition suivante
se déduit de R. Steinberg [21] et A. Spaltenstein [18].

ProposITION 13. — 1. Chaque composante irréductible de O, (M\n est une variété algé-
brique complexe de dimension d,.

2. Chaque composante irréductible de D, est une variété algébrique complexe de dimen-
sion n—d,.
3. La variété D (C) est I'orbite d’une composante irréductible de D, par le groupe A,

L’application k — k.x, définit un isomorphisme entre K/T et la variét¢ D. Rappelons
la description de la courbure de ’espace fibré principal K — K/T. Si X €k, on note r(X)
le champ sur K défini par I’action a droite:

(r (X0 ©) (8) = di‘iq» (gexp X)) |r—o.

On associe a un élément de fek* la 1-forme O invariante a gauche sur K telle que
0, rXg)=(f, X). Si E, est une base de k de base duale f“, on note 6 les 1-formes sur
K associées a f. On a

do*=—Y (/% [E, EJ])0° A 6°.

b<c

Soit r=[t, k]. On écrit k=t @ r. Par la décomposition k* =t* @ r*, I'espace t* est identifié
a un sous-espace de k*. La décomposition k=t @ r détermine une forme de connexion 0
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et une forme de courbure Q que nous explicitons. Dans la suite les indices a, b, ¢
indexeront des bases de k ou k*, les indices a, B, . .. des bases de t ou t* et les indices
i, j, ... des bases de r ou r*. Si H, est une base de t de base duale f*et*, et si on choisit
une base complémentaire E; de r de base duale f* on a

0=> 6°® H,,

Q=d9= - Z (fu’ [Eb E‘J])el A ej®Hu'

a, i<j

La forme 0 est une 1-forme sur K a valeurs dans t tandis que la forme Q passe au
quotient en une 2-forme sur K/T. On considérera Q comme un élément de /2 (D) ® t.
C’est une forme fermée. Si P est un polyndéme sur t, on étend P en un polynéme sur
o (D)®t a valeurs dans ./ (D). On peut donc calculer P(Q)e .o/ (D). Comme Q est
fermée, la forme P(Q) est fermée. Il est facile de voir [3] que si P est un polynome
W-invariant sur t sans terme constant, alors P (Q) est exacte

Soit Let* et soit (Q, A) la 2-forme sur D obtenue par contraction de Q avec A. On a

(Q’ 7")= - Z ()“’ [Eia EJ]) ei A 6}

i<j

C’est une 2-forme fermée sur D. Soit

n

can=y Lo
k=1 k!

DEFINITION 14. — Soit Z un cycle orienté de D de dimension réelle 21. Le polynéme S,
sur t* associé¢ a Z est le polynéme

s, m=2m)"! J b
z

Comme (Q(3,) S)) (M)=(2 n)"f Q(Q) ™M, et que Q(Q) est exacte si Q est W-invariant,
z
on voit que Sz (A) est un polynéme harmonique sur t*.
Une sous variété algébrique complexe (éventuellement singuliére) Z de la variété des
drapeaux définit un cycle orient¢ de D et par conséquent un polynéme harmonique

sur t*. Si / est la dimension complexe de Z ona S,(A\)=(Q2r) ™" ZITJ (Q, A)". Les polyndomes
JZ

de Springer associés a u sont les polyndémes Sy, . Ils sont de degré n—d,. Lorsque Z est
un point, S;(A)=1.SiZ=D, on a

[T (e, i)

a>0

[T p

a>0

Sp(M)=
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Rappelons qu’une orbite M de la représentation coadjointe d’un groupe de Lie réel
est munie d’une forme symplectique canonique Gy,. Si la dimension (réelle) de M est 21,
la forme By =(2m) ' (cy)/(!") est une forme sur M de degré maximal partout non nulle.
Elle définit donc une orientation canonique et une densité canonique notée dfy sur M.
Si G est un groupe de Lie semi-simple, il est connu que la mesure dBy définit une mesure
tempérée sur g*, c’est-a-dire il existe un entier N tel que

j (4|7 dBy < o0

pour toute norme Euclidienne ||f|| sur g*. Identifions g et g* par la forme de Killing B
et explicitons la forme symplectique o, d’une orbite de la représentation adjointe. Pour
Xeg, soit ay(X) la restriction 2 M de la fonction coordonnée y — B(X, y). La forme
o) st uniquement caractérisée par la propriété

(15) 1(Xw) on=d (ay (X))

pour tout Xeg.

Soit uen. On note o, la forme symplectique de O, D’aprés les remarques

précédentes, J e NIz dB, est une intégrale convergente. (Nous le démontrerons en
Oy
fait dans la suite).

DEFINITION 16. — On note m(u)=j e~y IiPagp
Oy

THEOREME 17. — Soit uen et soit O, l'orbite de u dans g sous I'action du groupe adjoint.
Soit C une composante irréductible de la variété O, (M n. Soit D la variété des drapeaux et
soit D(C)={xeD, x=gxy; g~ ' ueC}. Identifions t et t* grdce a la forme de Killing. Soit
Xet. On a l'égalité:

([T (& p) ™ Je(X)=m (u) Sp (¢ (X)

«>0

Démonstration. — Soit T* D I’espace cotangent a D et soit ©: T* D — D la projection.
Comme D=K/T et k=t @r, on identifie r a ’espace tangent en x, a D et r* a Iespace
cotangent en x,. On a donc T*D=K x ;r*. Soit ¢ la forme symplectique canonique de
T*D. On munit T*D d’une structure de fibré Euclidien en posant ||[k, f/1||*=||f||* pour
kekK, fer*.

Soit Aet*. On note encore (Q, 1) la forme sur T* D obtenue par image réciproque de
la forme (Q, A) sur D. On définit la forme F () sur T*D par

F)=—]g]*+o+(Q, W),
ou ||&|| est la fonction norme d’un vecteur cotangent.
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L’application g — g.x, fournit d’autre part un isomorphisme de D avec G/B. Nous
identifions aussi T*D a G x zn. Si X eg/b est identifi¢ 4 un vecteur tangent en x,, yen
est identifié au vecteur cotangent X — B(X, y). Si donc on identifie r et r* par B,
Iidentification de T} D soit a r* soit a n fournit un isomorphisme de n et de r* qui
est donné par la projection yen — (1/2) (y+y)er. Cette application commute a ’action
de T.

Soit p: T*D — g ’application définie par p[g, v]=g.vpour ge G, venet|g, v1]eGX yzn.
L’application p est ’application moment.

Considérons le sous-fibré €=G X 5, C de T*D de fibre type C. C’est une sous variété
algébrique complexe de T* D. La forme

— 2
FM=pllEl2+o+@ 0

est a décroissance rapide sur les fibres du fibré vectoriel T* D. L’intégrale
I)= J efF®
13

est donc convergente. Elle définit un polynéme en A. L’égalité du théoréme se déduira
de la formule de Fubini (1) appliquée aux deux fibrations w et p.

Nous calculons I (A) en utilisant d’abord la fibration p. L’image de % par p est 'orbite
O,. La fonction ||§||* sur T*D est 'image réciproque par p de la fonction ||y ||?/2 sur g.

LeMMmE 18. — La restriction de la forme symplectique ¢ a la variété € coincide avec
I'image réciproque par U'application n de la forme symplectique o, de 'orbite O,.
(Ceci démontrera en particulier que O, est tempérée.)

Démonstration. — Les formes o et o, etant G-invariantes, il suffit de démontrer
I'égalité de o|% et de p*o, en un point p=[e, x] ot x est un point lisse de C. 11 est
connu ([8], [14]) que I'espace tangent T,C a C en x est un sous-espace coisotrope de
T, O, pour la forme symplectique o,. D’aprés la proposition (13), la variété C est une
variété de dimension d,, donc est lagrangienne. Les formes ¢ et o, coincident donc sur
A*T,C.

Considérons I’action a gauche de G sur G/B. Soit a(X) le symbole du champ de
vecteurs Xp,. C’est la fonction sur T* D définie par a(X) (§)=¢& (X,,). On a donc

a(X)[g, 2]=B(g"' X, v)=B(X, g0)=B(X, u(lg, v))).
Par définition de o, 1(X*p) 0=da(X). La propriété caractéristique (15) de o, entraine
donc que 1(X)(c|%)=1(X)p*o,, pour tout X dans g. Comme I’espace tangent & € au

point p est engendré par T, C et les champs engendrés par I’action infinitésimale de G
sur T* D, on obtient le lemme.

1@):[ (e—(llyllz)/Z ec“J @ A))
Oy %/0y
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Considérons p:% — O,. La fibre au dessus de u est identifiée a la variété D (C) par
I'application gx, — [g, g~ ' u]. On a donc un isomorphisme de % avec G x 6, D (C). Comme
les fibres sont de dimension complexe n—d, et que (Q, A) est une forme fermée, on voit

que f e est une forme fermée sur O, qui dépend polyndmialement de A et dont le
%/0,

degré par rapport a A est supérieur ou égal a n—d,. Le terme homogéne de degré n—d,
est une fonction constante sur la base O,. En considérant le point u, on voit qu’il est
égal a 2m)" "% S, , (V). Nous obtenons donc que I(}) est un polynéme en A de degré
supérieur ou égal a n—d, et que son terme de degré (n—d,) est égal a

Qm)* W Sp (V) (J e lvii2 e"u).
Oy

Remarquons que P'orbite O, est stable par la dilatation y — ty pour te R* et que la
forme o, est homogéne de degré —1. On a donc

- 2 — — 2 -
J e 192 gou=12 duj e Iy 1I%/4 goy =9 du(zn)zdum(u)'
Oy

Oy

Nous calculons maintenant I (A) en utilisant la fibration n:% — D. Nous avons

I(X)=J a(h)
D

ou

oc(?»)=J eFMe o (D)
/D

désigne l'intégrale sur la fibre de © de eF ®. Comme F (A) est une forme K-invariante, la

forme o (M) est K-invariante. De plus pour calculer f o (A), il suffit de connaitre le terme
D
de degré maximum (o (A)),, de (). Soit dx la forme volume de K/T (définie par Q).

On a donc (a(A)), =7 (A)dx. Pour calculer la constante y(}A) il suffit de calculer
(2 (M), € Ar*. Explicitons I'image réciproque de la forme F (A) e o/ (K x 1 1%) sur K xr*,
On note encore ¢ la forme sur K Xr* obrenue par image réciproque de o. Ecrivons
xer* comme x=Y x; f*. Soit o la 1-forme sur K x r* définie par

a=Y x; 0,
Alors
o=da=Ydx,0'= Y (x, [E, E,])6° A 6",
i a<b
et donc
FM)==Y x?+)dx,06'=Y (, [E, ENO A 0= 3 (x,[E, EJ])0% A 6.
i i i<j a<b

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L'’ECOLE NORMALE SUPERIEURE



560 M. VERGNE

Nous considérons F(A),,, ,,€ Ak* ® Ar, comme une forme différentielle F,(A) sur r* a
valeurs dans I’espace vectoriel Ak*. Soit /* la base de k*. On a donc

F.()= - xi+Ydxf =) O [B, ED S A 1= 3 (%, [B B S A S

i<j a<b

Le calcul de I'intégrale sur la fibre pour un espace associé & un fibré principal nous
donne la formule

(@A\)ye= I eFr®Me Ak*.

C

On sait que (o (A)),, appartient en fait au sous espace Ar*. Soit T, (§) la projection d’un
élément & de Ak* sur le sous espace A2"r* qu’on identifie 4 R grice 4 son élément de
base canonique défini par Q et I'orientation de D. Prolongeons T, en une application de
& (r*) ® Ak* dans o/ (r*).

Nous avons

YA =T, (@A) = j T, (™).

Soit @, (M) la projection de F, (M) e o (r*) ® Ak* sur &/ (r*) ® Ar*. Nous avons
(‘pr()")= _lel_’_delfl_ Z ()"5 [Eiu E‘j])‘](‘l A fj_ Z (xa [Ei’ EJ])fl A fj'

i<j i<j

Soit A=A (x, A) la transformation infinitésimalement orthogonale de ’espace r* définie
par

Afi=Y (+x, [E, E) f.

Si x=0 c’est la matrice correspondant a I’action adjointe de A €t dans n~r*. Identifions
r et r*. Pour X eso(r), rappelons que

f.X)= =X+ N f 2 TSNS S
On a donc
0. 0)=1,(~2A (x, W)

L’espace vectoriel r est de dimension 27 et C est de dimension réelle 2d,. Rappelons
la formule (7)

T, (et ®)=¢~ 117 P, (X/2) dx,
I

ou P;, (X) est un polynéme homogéne de degré (2n—|I])/2 sur so(r). Nous voyons donc
que

Y(?»)=jT.(e‘""”)=fe“”"”2 Y Pu(-AK, V)dxy
C C

L{1]=2dy
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est un polyndme en A de degré inférieur ou égal & n—d,. Son terme homogéne de degré
n—d, est le polynéme

J T, (e 2= (eI ().
C

Ainsi I(A)=vol (K/T)y (L) est un polynéme en A de degré inférieur ou égal a (n—d,).
En comparant les deux expressions obtenues pour I(A) nous en déduisons que I (L) est
homogéne de degré n—d,. On obtient donc la

ProposITION 19. — Soit X et. Identifions t et t* par la forme de Killing. On a l'égalité

j eF O =(m)%vol (K/T) Je (X)= 2 n)" n*em (u) Sp (¢, (X).
c

Remarque. — 11 est possible de prouver plus directement la premicre égalité de la
proposition en remarquant que la forme

X T, (e (—X/Z))

est une forme fermée T-équivariante sur r qui donne aussi un représentant de la forme
de Thom T-équivariante de I’espace r.

Rappelons la formule vol(K/T)=Q2mn)"([] (2, p))~*. La deuxiéme égalité est la

>0

formule du théoréme.
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