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COMPACTIFICATIONS KAHLERIENNES
DE VOISINAGES OUVERTS DE CYCLES
GEOMETRIQUEMENT POSITIFS

Par F. CAMPANA

0. Introduction

Soit Z un espace analytique complexe compact irréductible et réduit, soit A un sous-
ensemble analytique fermé de Z, et U un voisinage ouvert de A dans Z.

On montre ici (th. 3.1) que les compactifications analytiques Z’' de U qui sont dans la
classe C de Fujiki (c.4.d.: biméromorphes a une variété Kéihlerienne compacte) sont
toutes dominées par l'une d’entre elles lorsque A est « géométriquement positif »
(Def. 2.1) dans U, dans un sens voisin de celui de Steinlif} ([St]). Plus précisément ceci
signifie que A contient un cycle analytique compact Y, admettant dans U une famille
analytique de déformations (Y,),.s, 0€ S irréductible, telle que :

1) pour s générique dans S, Y| est irréductible et rencontre A.
2) la réunion des Y,, s€S, est d’intérieur non vide dans U.

Il résulte de [St] que le résultat précédent reste valable lorsque seul un voisinage formel
de A dans Z est connu, pourvu que la condition de positivité géométrique faible qui y
est introduite, et qui est un peu plus forte que la condition de connexité, soit satisfaite.
La démarche pour passer ici du local au global est analogue a celle employée dans [Hz]
et [St] pour passer du formel au local.

Sous cette derniére forme, des résultats analogues ont été obtenus en géométrie
algébrique dans [Hi], [H-M] et [Ha], lorsque les compactifications considérées sont
projectives lisses au voisinage de A, intersection compléte locale avec un fibré normal
ample. Les démonstrations qui en sont données sont cependant algébriques. La méthode
utilisée ici est géométrique, et fournit de maniére plus explicite une compactification
dominante dans les cas considérés.

Cette méthode de construction permet de montrer (Prop. 4.4) que, lorsque A et Z sont
lisses, et U analytiquement isomorphe a un voisinage de la section nulle de Nz,
fibré normal 4 A dans Z, la compactification dominante est alors P(N;,, @ 1,), la
compactification projective sur A de Nz, ,, ceci lorsque Ny | , est suffisamment positif. Il
en résulte (corollaire 4.5) que Z est unirationnel exactement lorsque A est.

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L’ECOLE NORMALE SUPERIEURE. — 0012-9593/90/04 521 22/$ 4.20/ © Gauthier-Villars



522 F. CAMPANA

On applique ensuite ce résultat au probléme ayant originellement motivé ce travail, et
abordé dans [Kh] pour »n pair et supérieur a 4: la détermination des variétés
M=(M?2", g, +) riemanniennes compactes connexes orientées conformément plates de
dimension paire 2xn dont I’espace des twisteurs Z (M) (voir § 5 pour plus de détails) est
dans la classe C: il n’y en a pas d’autres, a équivalence conforme prés, que les sphéres
S2" munies de leurs métriques canoniques (Th. 5.2). Le lien entre les deux thémes réside
dans I’observation que les fibres twistorielles de Z (M), qui sont des variétés rationnelles,
ont des voisinages tubulaires (définition 2.6) dans lesquels elles sont quasi-amples
(Prop. 5.1.3), d’ou I’on déduit a I'aide de 4.5 que Z (M) est une variété unirationnelle si
Z (M) est dans la classe C.

Remarquons que la classification des M pour lesquelles Z (M) est une variété kahle-
rienne compacte avait ét¢ obtenue dans [H1], [F-K], [S] et [P.d.B-A.N-L.M] par des
méthodes de géométrie différentielle.

Ceci montre que le phénoméne mis en évidence par Y. S. Poon dans [P]: 'existence
d’espaces de twisteurs Moishezon mais non projectifs ne se produit pas dans le cas
conformément plat.

Le résultat précédent, utilisé conjointement avec d’autres, dus a J. P. Bourguignon et
N. J. Hitchin, permet par ailleurs d’établir le résultat de géométrie riemannienne suivant :
si M=(M*, g, +) est conformément plate, a courbure scalaire strictement positive et b,
nul, alors M est conformément équivalente a S* munie de sa métrique canonique.

1. Equivalence d’inclusions

1.1. NoOTATIONS, CONVENTIONS. — Les espaces analytiques considérés ici sont réduits.
Si Z est un espace analytique et d un entier, on note C,(Z) I’espace analytique réduit
des cycles analytiques compacts de dimension pure d de Z construit dans [Ba].

Si A est un sous-ensemble analytique fermé de Z, on note C,(Z), le sous-ensemble
analytique fermé de C,(Z) constitué des cycles dont le support rencontre A.

Soit S un sous-ensemble analytique localement fermé de C,(Z) et U un ouvert de Z,;
on note S (U) I'ouvert de S constitué des s de S dont le cycle de Z naturellement associé
a son support contenu dans U.

On note Gy le graphe de la famille universelle (Y,),.s (dite aussi pour abréger :
« famille S ») de cycles de Z paramétrée par S: c’est un cycle analytique fermé et
S-propre de SXZ; on note pg: Gg— S et gg: Gg— Z les restrictions des projections
naturelles.

Le support du cycle Y, sera noté | Y|, on notera {Y,} le point correspondant de
C,(2).

Si f:Z—Z' est un morphisme d’espaces analytiques, on notera fix: C(Z) > C(Z’)
I’application d’image directe de cycles par f; elle est analytique aux points en lesquels
C (Z) est localement irréductible.

1.2. DerFINITION. — On appellera inclusion analytique 1= (A, Z), ou plus simplement
inclusion la donnée d’un triplet I=(A, Z) constitué¢ d’un couple d’espaces analytiques
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compacts et réduits A et Z, avec Z irréductible et A un sous-espace de Z, tel qu’aucune
composante irréductible de A ne soit contenue dans le lieu singulier de Z.

1.3. DeriNiTioN. — Une équivalence locale E=(U, U’, f) entre deux inclusions
I=(A, Z) et I'=(A’, Z’) est un isomorphisme analytique f: U — U’ entre des voisinages
ouverts U de A dans Z et U’ de A’ dans Z' envoyant A sur A’'.

1.4. DeriNITION. — De maniére analogue une équivalence globale entre deux inclusions
I et I’ est une équivalence locale admettant un prolongement biméromorphe nécessaire-
ment unique F: Z - Z'.

On dira que I et I’ sont localement (resp. globalement) équivalentes si elles admettent
une équivalence locale (resp. globale). ‘

1.5. DEFINITION. — On dira que I=(A, Z) domine I'=(A’, Z’) s’il existe une applica-
tion de domination entre I et I', c. a. d. : une application méromorphe F: Z — Z' (nécessai-
rement surjective et génériquement finie) dont la restriction a U est une équivalence
locale f: U— U’ entre L et I'.

1.6. DErFINITION. — Soit & une classe d’espaces analytiques compacts. On dira que
I=(A, Z) est une &-inclusion si Z est dans &. On dira alors que I est £-dominante (ou
dominante parmi les &-inclusions) si I est une &-inclusion qui domine toutes les
&-inclusions qui lui sont localement équivalentes.

1.7. REMARQUES. — La relation de domination passe au quotient, et définit une
relation de préordre partiel sur ’ensemble & (I) des classes d’équivalence globale de
&-inclusions localement équivalentes a I.

Cette relation de préordre n’est pas en général une relation d’ordre. Cependant, dans
les situations considérées ici, c’est une relation d’ordre (voir remarque 3.3).

L’inclusion I est donc &-dominante si & (I) admet un élément maximum, qui est la
classe d’équivalence globale de I.

Si I=(A, Z) domine I'=(A’, Z'), Z et Z' ont méme dimension algébrique; de plus: Z
est dans C si et seulement si Z’ est dans 7.

Rappelons ([F]) que Z est dans C s’il existe une application méromorphe surjective
B: V— Z dans laquelle V est une variété kdhlérienne compacte.

1.8. DeriNITION. — Soit I=(A, Z) une inclusion, et S un sous-ensemble analytique
fermé irréductible de C,(Z),. Nous dirons que S est adaptée a I si :

(1) il existe s" dans S tel que le support du cycle Y, est contenu dans A.

(ii)' il existe une composante irréductible A® de A telle que pour s générique dans S,
Y, est irréductible et réduit, (Y4 A°) est de dimension pure, et chaque composante
irréductible de (Y4 A°) contient un point a en lequel Y et Z sont lisses.

Une donnée d’extension est un triplet J=(A, Z, S) constitué¢ d’une inclusion = (A, Z)
et de S adapté a 1.

1.9. DerFiNiTiIoN. — Une équivalence locale E entre deux données d’extension
J=(A,Z,S) et J’=(A", Z', S') est une équivalence locale E=(U, U’, f) entre [=(A, Z)
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524 F. CAMPANA

et I'=(A’, Z') telle que f, (S°(U)) est contenu dans S’ (U’), ot S°(U) est une composante
irréductible de S(U) contenant un point s’ tel que le support du cycle Y. est contenu
dans A. On notera alors par abus de notation : f, (S)==S'".

1.10. DermniTion. — Une équivalence globale entre J et J est une équivalence locale
admettant un prolongement biméromorphe nécessairement unique F: Z — Z'.

1.11. DermNiTION. — On dira que J domine J' s’il existe une équivalence locale entre J
et J' qui est la restriction d’une application méromorphe F: Z — Z' (nécessairement
surjective et génériquement finie).

1.12. DerFINITION. — La donnée d’extension J=(A, Z, S) est dite une C-donnée d’ex-
tension (resp. est dite compactifiable) si Z est dans C (resp. si S est compact). On notera
C(J) (resp. C*(J)) la classe des C-donnés d’extension (resp. des données d’extension
compactifiables) qui sont localement équivalentes a J.

2. Inclusions connexes

On désigne dans le § 2 par I=(A, Z) une inclusion analytique.

2.1. DerFiNiTION. — L’inclusion I=(A, Z) est dite connexe s’il existe une donnée
d’extension J=(A, Z, S) qui est connexe, c.a.d. telle que pg v, (Gg ) contienne un ouvert
non vide V de Z (ou encore par tout point v de V passe au moins un cycle de la famille
S (U)). ’

Soit {Y} un élément de C(Z) de support contenu dans A. On dira que I'inclusion
I=(A, Z) est Y-connexe s’il existe une donnée d’extension connexe J=(A, Z, S) telle que
{Y} appartienne a S. Remarquer que le support du cycle Y est connexe.

2.2. REMARQUE. — S’il existe un voisinage ouvert irréductible U de A dans Z et une
application analytique non constante f: U —» V envoyant A sur un ensemble fini, I'inclu-
sion I n’est pas connexe.

2.3. REMARQUE. — Les inclusions connexes sont stables par images directes et images
réciproques. Plus précisément, soit f: Z — Z' une application analytique surjective entre
espaces compacts et irréductibles.

Si I=(A, Z) est connexe, 'inclusion f (I):=(f (A), Z") I’est aussi.

Si les fibres génériques de f sont irréductibles et si I'inclusion I'=(A’, Z’) est connexe,
linclusion f*(I'):=(f "' (A’), Z) Iest aussi. Si de plus I' est compactifiable, f* (I') I'est
aussi.

2.4. ExeMpLE. — Si A est un diviseur connexe de Z tel qu’existe un entier positif m
pour lequel dimg (|m.A|) est non nul, le membre générique du systéme linéaire |m.A |
étant irréductible et rencontrant A, alors l'inclusion I=(A, Z) est compactifiable et
connexe.

Les conditions précédentes sont satisfaites en particulier lorsque A est lisse et N, A
numériquement effectif et de dimension de Kodaira-litaka n:=dim¢ (Z), auquel cas I est
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m . A-connexe pour m assez grand; la donnée d’extension J:=(A, Z, P (H® (Z, O, (m.A))*)
est alors compactifiable et quasi-ample (2. 7).

2.5. ProposiTioN. — Soit [=(A, P,(C)) une inclusion avec A irréductible. Alors I est
connexe.

Démonstration. — Soit Z:=P,(C), G:=Aut,(Z), et a: GXZXZ->ZXZXZXZ
I’application définie par: a(g, b, c)=(g.b, b, g.¢c, ¢). Son image contient I'ouvert de
Zariski constitué des quadruplets (d, b, e, c) tels que b (resp. d) soit distinct de ¢ (resp. e).
En particulier, si z est générique dans Z Iimage réciproque par a de (A X A x {z} X A)
est non vide et il existe donc g dans G tel que g. A rencontre A et passe par z.

2.6. DEFINITION. — La donnée d’extension J= (A, Z, S) est dite quasi-ample si :

(1) il existe, pour tout voisinage U de A dans Z, des voisinages ouverts U; < U, de A
dans Z, contenus dans U et tels que, pour (z, z') générique dans U, x U,, il existe
seS(U,) tel que le cycle Y, passe par z et pas par z'. (Il suffit de vérifier la condition
précédente dans un ouvert assez petit).

(ii) S(U), est irréductible, pour z générique dans U.

2.7. DerFNITION. — Soit I=(A, Z) une inclusion connexe. On dira que l'inclusion I
est quasi-ample (resp. compactifiable) s’il existe une donnée d’extension quasi-ample
(resp. compactifiable) J=(A, Z, S). On dira que I est quasi-ample et compactifiable s’il
existe J=(A, Z, S) quasi-ample et compactifiable.

Si I est une inclusion connexe, on notera C(I) (resp. C* (I)) la classe des C-inclusions
(resp. des inclusions compactifiables) qui sont localement équivalentes a 1. Par abus de
notation, on notera de la méme fagon leur quotient par la relation d’équivalence induite
par I’équivalence globale.

2.8. ExemMpLE. — Soit A une courbe rationnelle lisse et connexe de Z contenue dans
le lieu de lissité de Z. Supposons que le fibré normal N, A de A dans Z soit ample sur
A. Alors: I=(A,Z) est quasi-ample. Plus précisément: la donnée d’extension
J=(A, S, Z) est quasi-ample, ou S est la composante irréductible de C, (Z), contenant
le point {A} correspondant au cycle réduit A.

Les assertions précédentes résultent toutes de [Ko], puisque H! (A, N, A)=0.

2.9. REMARQUE. — Les propriétés de connexité et de quasi-amplitude sont stables par
équivalence locale.

2.10. REMARQUES. — Rappelons (voir [C1], corollaire 3, p. 9) que si Z est dans C,
toute composante irréductible de C(Z) est dans C, et en particulier compacte. Toute
donnée d’extension J= (A, Z, S) est donc compactifiable. Si, de plus, J est connexe, alors
gs: Gg — Z est surjective, puisque S et donc Gg sont compacts. Autrement dit : les cycles
de la famille S recouvrent Z et rencontrent A. D’ou le terme de connexité employé.

2.11. REMARQUES. — Si A est un diviseur ample de dimension strictement positive de
Z, alors I'inclusion I= (A, Z) est quasi-ample, d’apreés les théorémes de Bertini. (On prend
pour S la famille des diviseurs de Z linéairement équivalents a (rn.A), ou n est un entier
assez grand).
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Si l'inclusion (A, Z) est connexe, A Moishezon, et Z dans C, alors Z est Moishezon
(c.a.d.: biméromorphe a une variété projective). Ceci résulte du théoréme 3, p. 206,
de [C2].

Lorsque d=1, on peut obtenir la conclusion précédente sans supposer Z dans C: il
suffit que J=(A, Z, S) soit compactifiable. On le voit en appliquant la remarque 1, p. 208
suivant le corollaire du théoréme 3, p. 206 de [C2].

2.12. REMARQUE. — Lorsque l'inclusion I=(A, Z) est quasi-ample et compactifiable,
les projections pg: Gg— S et gg: Gg— Z sont des morphismes de Moishezon (c.a.d.:
biméromorphes a des morphismes projectifs).

En effet, quitte a remplacer Z par la factorisation de Stein de gg, aprés normalisation
de Gg, la condition 1. 12.(ii) n’est pas changée et les deux applications « fibres » (voir [C3],
p- 378, ligne 25 pour cette notion) P: S - C(Z) et Q: Z — C(S) de pq et g4 respectivement
sont génériquement injectives. Comme, d’autre part, pg et gg sont a fibres génériques
irréductibles, le théoréme, p. 8, de [C1] fournit la conclusion. En particulier, les fibres de
ps sont Moishezon, c.a.d. que les cycles de la famille S sont Moishezon. Si, d’autre part,
A est Moishezon, on en déduit que Z est Moishezon.

2.13. DeriNiTION. — Soit I=(A, Z) une inclusion avec A lisse et connexe et ne
rencontrant pas le lieu singulier de Z. On dira que I est lisse.

On définit alors comme suit P'inclusion tangente IN:=(A*, N, A*) associée a I, ou A*
est la section nulle de N, A, et N,A* est la compactification projective naturelle
P(1,@®N,A) de N;A. On notera N: N, A* —» A la projection naturelle.

2.14. DeriNiTION. — On dit que I est tubulaire (resp. tubulaire-connexe) si elle est
localement équivalente a IN (resp. si I est tubulaire et A-connexe). (On remarquera que
cette derniére propriété n’est pas simplement la conjonction des propriétés de connexité
et de tubularité.)

2.15. ProposITION. — Soit I1=(A, Z) une inclusion lisse telle que H' (A, N,A)=0.
Pour que I soit A-connexe, il faut et il suffit que IN soit A*-connexe.

Démonstration. — Ceci résulte, comme 2.8 qui en est un cas particulier, de [Ko].

2.16. ProrosiTioN. — Soit I=(A, Z) une inclusion lisse, IN linclusion tangente
associée. On note H%® (A, N, A) le cone de H° (A, N, A) constitué des sections de N, A
s’annulant en au moins un point de Z.

(i) Pour qye IV soit A*-connexe, il faut et il suffit que pour n générique dans N, A il
existe s dans H°? (A, N, A) dont I'image passe par n.

(i) Si IN est A*-connexe, il existe une application biméromorphe de (N,A*) sur
(AXP,(C)), ou r est le rang de N, A, c.a.d. la codimension de A dans Z.

Démonstration. — La premiére assertion est immédiate, si I'on identifie H® (A, N, A)
a un sous-ensemble ouvert et fermé de C(N;A) en associant a toute section son image
réduite.

Démontrons la seconde assertion : les applications analytiques naturelles au-dessus de
A qui définissent ’addition et la multiplication scalaire dans les fibres de (N, A) admettent
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des prolongements méromorphes a (N,A*). Il en résulte que pour tout sous-espace
vectoriel V de H° (A, N, A) son image dans C(N,A) a pour adhérence dans C(N,A*)
un sous-ensemble analytique rationnel V*, biméromorphe a P, (C), dans lequel V est
Zariski-ouvert.

Puisque IN est A*-connexe, il existe un sous-espace vectoriel V de H® (A, N, A), de
dimension r, et naturellement isomorphe a la fibre générique de N par I’application
d’évaluation naturelle.

La conclusion résulte alors de ce que la projection naturelle sur (N, A*) du graphe de
la famille V* est une modification, et de ce que I’application naturelle d’évaluation de
Vx A dans N, A se prolonge de maniere méromorphe a (V* x A), prenant ses valeurs
dans (N, A*), et fournissant d’autre part une application biméromorphe de (V* X A) sur
le graphe de la famille V*.

2.17. QuestionN. — Si [=(C, Z) est I'inclusion d’une courbe lisse connexe et compacte
C dans une variété compacte Z, et si N,C est ample, l'inclusion I=(C, Z) est-clle
connexe? Autrement dit, la courbe m.C admet-elle des déformations irréductibles et
réduites dans toutes les directions pour une multiplicité m suffisamment grande sur C?

Une réponse positive a cette question montrerait que :
(i) si Z appartient, de plus, a la classe C de Fujiki, alors Z est de Moishezon.

(i1) la conclusion de 3.1 ci-dessous est satisfaite par toute inclusion lisse I=(Y, Z) dans
laquelle N, Y est ample, et Z dans C. De plus, Z est alors Moishezon.

2.18. REMARQUE. — Lorsque l'inclusion I:=(C, Z) est tubulaire et comme en 2.17
ci-dessus, il résulte de [C-F] que la question 2.17 a une réponse positive.

3. Existence d’inclusions dominantes

3.1. THEOREME. — Soit I=(A, Z) une C-inclusion connexe. Il existe une C-inclusion
connexe I =(A*, Z*) localement équivalente 4 I et C-dominante.

3.1.2. QuestioN. — Il serait intéressant de savoir si la conclusion précédente peut
étre obtenue en supposant seulement qu’il existe une donnée d’extension J=(A, Z, S)
telle que S soit génératrice de Z (définition de [C2], p. 109). Un exemple est fourni par
une inclusion I=(A, Z) dans laquelle A est irréductible et engendre le tore complexe Z.

3.2. TukorEME. — Soit I=(A, Z) une inclusion quasi-ample et compactifiable. Il existe
une inclusion I* =(A*, Z*) quasi-ample et compactifiable, localement équivalente a I et
dominant toutes les inclusions quasi-amples et compactifiables localement équivalentes
al

3.2.2. REMARQUE. — Dans les deux cas 3.1 et 3.2 précédents, on a la condition
suffisante de dominance suivante : pour que I soit dominante, c.a.d. globalement équiva-
lente a 1", il suffit qu’il existe une donnée d’extension J=(A, Z, S) telle que tout a
générique dans A° admette une base fondamentale de voisinages ouverts V dans Z tels
que (gs *) (V) soit irréductible. Cette condition est satisfaite en particulier lorsque : Z est
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localement irréductible en a et lorsque S,:=gqg ! (z) est irréductible, pour z générique
dans Z.

3.3. REMARQUE. — On peut encore formuler ces résultats comme suit: C(I)
(resp. C*(I)) admet un élément maximum si I est connexe (resp. quasi-ample et compacti-
fiable). Dans ces deux cas, la relation de préordre sur C(I) et C*(I) respectivement est
alors une relation d’ordre. En effet, utilisant 6.6 ci-dessous, on voit que si F (resp. G)
est une application de domination entre I=(A, Z) et I'=(A’, Z') (resp. I’ et I), alors
G-°F est une application de domination entre I et elle-méme qui est une équivalence
globale si les deux F et G sont des équivalences globales. Si ce n’est pas le cas, on
obtient alors une contradiction avec le fait que le degré de ’application rg définie en 6.3
ne dépend que de la donnée d’extension connexe J=(A, Z, S), et que d’autre part, ce
nombre doit étre égal aux produits: r.d et r.d’, ou r est le degré de I’application rg+
définie en 6.6 et d (resp. d’) est le degré de la relation de domination F* entre
I"=(A*, Z") et I (resp. est le degré de (G°F-F")).

Lorsque I est seulement connexe, il résulte du corollaire 6.6 que tout élément de C* (I)
est dominé par un élément maximal de C*(I). Néanmoins I’ensemble des éléments
maximaux de C*(I) peut n’étre pas dénombrable (voir I’exemple 3.5 ci-dessous).

Lorsque I est quasi-ample, la classe des inclusions localement équivalentes a I peut
n’étre pas inductif. En particulier, un élément de cette classe peut ne pas étre dominé
par un élément maximal (voir 'exemple 3.4 ci-dessous).

3.4. ExempLE. — On considere ici [=(A, Z)=(C, P,;(C)), ou C est une droite projec-
tive de P;(C). Cest évidemment une C-inclusion quasi-ample. Remarquons que
Z =P, (C)=Z(S*) est I’espace des twisteurs de S* munie de sa métrique canonique, et
que C peut étre supposée une fibre de la fibration twistorielle T: Z (S*) —» S* de Z (voir § 5
pour ces notions).

Soit M=(M*, g, +) une variété riemannienne compacte et connexe orientée conformé-
ment plate de dimension 4; T: Z (M) - M son espace des twisteurs, et Cy une fibre de
T : Pinclusion I;:=(Cy, Z(M)) est donc localement équivalente a I.

Soit M*(1):=R x S8? le produit riemannien de S? canonique (c.4.d.: munie de sa
métrique canonique) et d’une surface différentiable orientée, compacte et connexe R de
genre au moins 2, munie d’une métrique riemannienne & courbure constante négative
égale a (—1). Notons g, la métrique (conformément plate) correspondante sur M*(1).
Soit R, le revétement riemannien de degré 2", n = 0 de R obtenu par récurrence sur zn en
prenant un revétement riemannien de degré 2 de R,_,. On notera M (1):=(M*(1), g;, +)
et M(n) le revétement riemannien de degré 2", n =0 de M (1) obtenu par produit
riemannien de S? et R,. On notera Cy, une fibre twistorielle de Z (M (n)) au-dessus
d’un point fixé de M*(1).

Le systtme d’inclusions I(n):=(Cy,, Z(M(n))) est un systéme projectif pour les
relations naturelles de domination. Il n’existe cependant pas d’inclusion I" localement
équivalente a I et dominant simultanément tous les I(n).
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3.5. ExempLE. — On s’inspire ici d’une construction due a U. Persson :

Soit f: U—V une submersion analytique entre deux variétés analytiques complexes
connexes U et V telles que dimg (U)=1+dim¢(V), et ¥': V- U une section analytique
de f. Soit E une courbe elliptique et L,. (U X E) la variété complexe obtenue en appliquant
simultanément, pour chaque v de V, la transformation logarithmique de multiplicité un
le long de la fibre (+' (v) X E) a la surface elliptique S,:=((f ' (v) X E) dont la base est
f7H)).

Si r=(r, r'") est un couple de telles sections, on notera L,(UxE) la composée :
L,.°L, (UXE), pourvu que les images de ' et r"’ soient disjointes.

On prend alors : U:=(P, (C) x P, (C)), V=P, (C) et pour f (resp. g) la premicre (resp.
seconde) projection. Soit Z:=U X E, et soit C une courbe ample et lisse de U. On note :
A:=p 1 (C)=AxC, ot p: UxE — U est la projection naturelle. L’inclusion 1:=(A, Z)
est alors une C-inclusion connexe.

Soit # un point de U non sur C, 4: B,(U):=U" > U Iéclatement de U en u, et
r=(r', ") les transformées strictes par # de deux sections disjointes de f telles que
(geh°r) et (g°oh°r") soient constantes, égales a ¢’ et ¢”’, avec ¢’=g(u). On remarquera
que I'image de »’ rencontre la courbe exceptionnelle F de 4, et que I'image de r" rencontre
la composante exceptionnelle G distincte de F de la fibre de (f-h):=f": U >V
au-dessus de f (u).

On note alors: Z':=L, (U’ xE), p": Z' > U’ la projection naturelle, et A":=p’~*(C"),
ou C’ est la transformée stricte de C par A.

3.6. ProrosiTioN. — L’inclusion I':=(A’, Z') est compactifiable et connexe, locale-
ment équivalente a [=(A, Z).

Démonstration. — La connexité résulte de I’équivalence locale, la compactifiabilité de
ce que U’ est projective et A’=p'~* (C’). Nous montrons ’assertion d’équivalence locale.
I1 suffit pour cela d’établir I’existence d’un isomorphisme analytique au-dessus de U de
Z et de Ly(UXE), ou s:=(s, s"), avec: s'=(h°r') et s"=(h°r"). On obtient un
tel isomorphisme en observant que: L (UXE) est naturellement isomorphe a:
(P, (C)x (L, (P, (C) X E))), ou (L, (P, (C) X E) désigne le produit des deux transformations
logarithmiques de (P, (C) x E) appliquées en {c¢'} XE et {¢"'} x E. Enfin il est bien connu
et facile a vérifier directement que : L, (PP, (C) X E) est une surface de Hopf, tandis que
L.(P, (C) x E) est isomorphe a (P, (C) X E).

3.7. CoroLLAIRE. — Les inclusions I et I' sont des éléments maximaux distincts de
C*(I), et Z’' n’est pas dans la classe 4.

Démonstration. — La variété Z' contient la réunion de deux surfaces de Hopf:
(feh°p) ' (f (W), et n’est donc pas dans C. Il en résulte que I et I’ ne peuvent étre
dominées simultanément par une méme inclusion, et donc que %*(I) contient deux
¢léments maximaux distincts. Il est facile de vérifier que toute inclusion I”’ au-dessus de
U et localement équivalente & I est maximale, ce qui établit la maximalité de I et I'.
Nous omettons la démonstration de ce dernier point, non utilisé dans la suite.
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3.8. REMARQUE. — L’ensemble ordonné  * (I) a en fait une infinité non dénombrable
d’éléments maximaux. On peut en construire en choisissant » > 3 points u:=(uy, . . ., 4,)
de U en position générale, et 2n sections disjointes r=(r,, ..., r,,) de f dont les n
premiéres passent respectivement par (u4, . . ., #,). On note encore B, U I’éclaté de U en
u, et r la transformée stricte par cet éclatement de la section multiple r.

On définit alors I, ,:=(A, ., Z,,) ou Z, ,:=L,(B,(U)XE) et ou A, , est I'image
réciproque de C par la projection naturelle de Z, , sur U.

Alors I, , et 1, .. sont maximaux dans C*(I) et globalement équivalentes si il existe
un automorphisme analytique de (P, (C) x [F"1 (C)) envoyant u sur ' et r sur r’, ce qui
établit I’assertion de non-dénombrabilité.

4. Exemples d’inclusions connexes dominantes

Ces exemples proviennent tous de ’application des critéres de domination donnés en
3.2.2.

4.1. ProrosiTioN. — Soit I=(A, Z) une inclusion dans laquelle A un diviseur de Z
tel que, pour un entier positif m, dimg(|m.A|) > 0 et tel que le membre générique de
|m.A]| soit irréductible et rencontre A.

Alors l'inclusion I est dominante, c.a.d.: domine toutes les inclusions qui lui sont
localement équivalentes.

Démonstration. — On prend ici S: =P (H°(Z, m.A)*). Alors S, est un espace projectif,
et est donc irréductible, pour tout z de Z. La conclusion résulte donc de 3.1.

REMARQUE. — En particulier : les inclusions localement équivalentes a I lui sont toutes
globalement équivalentes. Il est facile de fournir des exemples montrant que ce phénoméne
est particulier a la codimension un.

4.2. ProprosITION. — Soit I=(A, Z) une inclusion dans laquelle Z=P,(C). Alors I est
C-dominante.

Démonstration. — On reprend les notations de 2.4. La fibre générique de I’application
a est irréductible. Donc E,:=a"' (A x A x {z} x A) est irréductible pour z générique dans
Z. Or S, n’est autre que I’adhérence dans C(Z) de I'image de E, par la projection sur G,
composée avec I'application envoyant g de G dans le point {g.A} de C(Z). Il en résulte
que S, est irréductible. La conclusion découle a nouveau de 3.2.2.

4.3. REMARQUE. — Il est probable que la propriété précédente de P,(C) est, plus
généralement, satisfaite par les variétés bihomogeénes, c.a.d.: homogénes et presque-
homogénes sous ’action du groupe d’isotropie de I'un de leurs points.

4.4. ProprosiTION. — Soit I=(A,Z) une C-inclusion tubulaire-connexe (voir
deéfinition 2.6). Alors l'inclusion tangente associée est C-dominante.

Démonstration. — Soit H® (resp. H%®) I’espace vectoriel (resp. le cone des sections de
N, A (resp. des sections qui admettent au moins un zéro), soit E®: H°X A - N, A
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I'application naturelle d’évaluation. Soit X:=(E° ! (A*) I'image réciproque de A*,
section nulle de N, A, par E : c’est un sous-fibré linéaire du A-fibré trivial (H® x A). Soit
X° I'unique composante irréductible de X qui se projette surjectivement sur A. Soit H
I'image de X° par la projection de (H°x A) sur H: c’est un sous-cone de H°°, appelé
sa composante principale.

Nous notons maintenant E la restriction de E° & H x A. Pour a générique dans A*=A,
il existe une base fondamentale de voisinages ouverts irréductibles V de a dans (N;A)
tels que les E~1 (V) forment une base fondamentale de voisinages ouverts irréductibles
de E7!(a) dans (HxA). En effet, pour tout voisinage ouvert convexe disqué W de
I’élément nul d’une fibre N~ ! (¢') de N suffisamment voisine de N~ ! (a), I'image récipro-
que par E de W est irréductible, puisqu’elle s’identifie a I'intersection de H et du voisinage
ouvert convexe et disqué (E®)~! (W) de I’élément nul de H®.

La conclusion résulte alors de ce que le graphe de E s’identifie 4 un ouvert du graphe
de la famille S de cycles de (N;A*), si S est la composante irréductible de C (N, A*),.
contenant {A*} et I'image de H dans C(N;A*),. par I'application qui identific une
section et son image réduite.

4.5. CoroLLAIRE. — Soit I=(A, Z) une C-inclusion tubulaire-connexe. Soit  la codi-
mension de A dans Z. Alors:
(1) il existe une application méromorphe surjective génériquement finie
M: (AxP,(C)—Z.
(i1) Si A est Moishezon (resp. unirationnelle), Z est Moishezon (resp. unirationnelle).
(iii) m, (A) est d’indice fini dans =, (Z); en particulier : si m; (A) est un groupe fini,
7, (Z) est un groupe fini.

Démonstration. — L’assertion (i) résulte de ce que IN domine I, et de ce que IN étant
A*-connexe, (N, A*) est biméromorphe a (A x P, (C)). La seconde assertion résulte de
ce que la classe des variétés de Moishezon (resp. unirationnelles) est stable par images et
par produits. L’assertion (iii) résulte de (i), de ce que n; (A X P,(C)) est naturellement
isomorphe a m; (A), et du lemme suivant :

4.6. LEMME. — Soit M : Z* — Z une application méromorphe surjective et générique-
ment finie, avec Z* lisse, compacte et connexe.

Alors : M, (m; (Z*)) est d’indice fini dans nt, (Z); si Z est normal.

Démonstration. — Soit Z° un ouvert lisse, de Zariski dense de Z au-dessus duquel,
que I’on peut supposer analytique, est non ramifiée. Soit Z*°:=M~1(Z°), et soit M° la
restriction de M a Z*°. Alors (M°)y (r, (Z*°)) est d’indice fini dans =, (Z°). La conclusion
résulte alors de ce que l'injection naturelle induit une application surjective de w, (Z°)
sur m, (Z), puisque (Z/Z°) est de codimension complexe au moins un dans Z, normal.

4.7. REMARQUES. — (i) La proposition 4.5 fournit un grand nombre d’exemples
d’inclusions non tubulaires, puisque toute C-inclusion A-connexe I=(A, Z) dans laquelle
Z n’est pas uniréglée est non-tubulaire.

(ii) Cependant, méme lorsque Z= P, (C), les inclusions [=(A, Z), avec A lisse, ne sont
en général pas tubulaires, puisque la suite exacte du fibré normal de A dans Z n’est pas
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scindée. Méme dans le cas ou Z est uniréglée, les inclusions tubulaires sont donc
I’exception (remarque due au réeférée).

(iii) Une étude des rapports entre m, (Z) et m; (A) pour les inclusions connexes et
compactifiables (non nécessairement tubulaires) I=(A, Z) est faite dans [C5].

4.8. CoroLLAIRE. — Soit I=(A, Z) une inclusion tubulaire compactifiable dans
laquelle A est une courbe rationnelle telle que (N,A) est ample sur A. Alors Z est
unirationnelle.

Démonstration. — C’est un cas particulier de 4.6.(ii), car il résulte de [C3], corollaire
p. 208, que Z est Moishezon.

4.9. QuesTiON. — Peut-on supprimer I'hypothése de tubularité dans le corollaire
précédent ? Plus précisément : soit Z une variété lisse et connexe de Moishezon contenant
une courbe rationnelle a fibré normal N, Y ample. Alors Z est-elle unirationnelle? On
peut se ramener au cas particulier ou N, Y est isomorphe a une somme directe de fibrés
0 (1). Remarquons qu’une réponse affirmative a cette question entrainerait I'unirationna-
lité des fibrés en coniques de base rationnelle, et de ’hypersurface quartique générique
de P, (C) (observation due a Y. Kawamata). On démontre la simple connexité d’un tel
Z dans [C5].

4.10. REMARQUE. — Si Y est une courbe conique lisse de P, (C) contenue dans une
hypersurface cubique lisse Z de P, (C), alors: N, Y=0 (1) ® O (1). Cependant, [=(Y, Z)
n’est pas tubulaire. Ceci résulte de 7.1, puisque si I était tubulaire, la composante
irréductible S de C, (Z), serait biméromorphe a P, (C), ou a est un point générique de
Y. On va montrer que S est une surface de type général : Soit Z une hypersurface
cubique lisse de P, (C)=P. Il est établi dans [C-G] que I’espace X des droites projectives
de P contenues dans Z est une surface lisse de type général, dont I’application d’Albanese
est génériquement injective. Soit @ un point générique de Z, par lequel ne passent qu’un
nombre fini de droites de la famille . On va montrer que la famille S des coniques de
P contenues dans Z et passant par a est une surface biméromorphe a X£. Une application
biméromorphe B: £ — S est définie par: B(c)=s, ou d est lintersection du plan P
engendré par a et la droite o (supposée ne pas passer par a) et de Z, privée de la
droite o.

4.11. REMARQUE. — Soit I=(C, S) l'inclusion d’une courbe lisse et compacte dans
une surface compacte S. Nous dirons que cette inclusion est biméromorphiquement
tubulaire s’il existe une application biméromorphe b:S— S’ telle que linclusion
(C':=b(C), S') soit tubulaire. Il résulte de 4.6 que si I est aussi quasi-ample, alors S est
biméromorphe a une surface réglée. On obtient ainsi des exemples d’inclusions quasi-
amples non biméromorphiquement tubulaires. Il est facile de fournir des exemples
d’inclusions quasi-amples I=(C,S) non tubulaires mais biméromorphiquement
tubulaires : S=P (E), ou E est I'extension non triviale: 0 » Oc > E— £, >0, avec &,
le fibré en droites de degré 1 sur la courbe elliptique C qui admet une section non nulle
s’annulant en peC, et C est identifiée avec I’ensemble des droites du sous-fibré 0.
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5. Variétés riemanniennes conformément plates a complexifiée compacte

Cette partie renvoit systématiquement, pour la définition des notions utilisées, aux
articles ou elles ont été définies. Je remercie D. Barlet et L. Bérard-Bergery pour m’avoir
signalé une erreur dans une version antérieure de cette partie.

5.1. RappELs. — Soit M=(M?2", g, +) une variété riemannienne compacte et connexe
orientée de dimension paire 2n. L’espace des twisteurs T: Z (M) —» M peut alors étre
défini comme variété analytique complexe, une fibre (dite twistorielle) arbitraire Y de T
étant une sous-variété complexe lisse et connexe de Z=Z (M), dans les deux cas suivants :

5.1.1.1. n=2 et g est auto-duale (JA-H-S], [Pe]). Dans ce cas, les fibres de T sont
des courbes rationnelles (complexes) dont le fibré normal dans Z=7Z (M) est isomorphe
a la somme directe de 2 copies de ) (1).

5.1.1.2. La métrique g est conformément plate. Alors Y est rationnelle de dimension
d=n.(n—1)/2, et I=(Y, Z) est tubulaire ([S], [D-V], [B.B-O]). Cette derniére propriété
résulte de I'invariance conforme de Z (M), et du fait qu’elle est satisfaite pour M =S2",
munie de sa métrique canonique.

5.1.2. DermniTioN. — Dans ces deux cas, il existe une unique composante irréductible
ZM de C(Z) contenant les fibres réduites de T; ZM est lisse au voisinage de chacun des
points correspondant a 'une de ces fibres, de dimension complexe 2n, et est appelée la
complexifiée de M (remarquer que M se plonge naturellement différentiablement dans
ZM lorsque I'on associe 8 meM la fibre twistorielle Y,, de T au-dessus de m). Dans le
premier cas, ceci résulte de [Ko], et dans le dernier, de ce que l'inclusion (Y,,, Z(M)) est
tubulaire et de ce que : A°(Y,,, N, Y,)=2n ([S]).

Remarquons d’autre part que ’argument utilisé dans le cas 5.1.1 s’applique aussi a
I’espace des twisteurs Z (M) d’une variété quaternionnienne M= (M*", g, +) (défini dans
[Sa] et [Bes], § 14), puisque les fibres de T sont des courbes rationnelles (complexes) dont
le fibré normal dans Z=7 (M) est isomorphe a la somme directe de 2n copies de O (1),
et permet donc de définir de la méme maniére la complexifiéee ZM de M dans ce cas
aussi.

5.1.3. ProposiTION. — L’inclusion 1:=(Y, Z) est quasi-ample, ou Z:=7Z(M).

Démonstration. — Dans les deux premiers cas, cela résulte de 2.5. Dans le dernier
cas, on peut, puisque I=(Y, Z) est tubulaire, se ramener au cas de I'inclusion tangente
de Y dans N, Y’. On a alors ([S]) une suite exacte de fibrés holomorphes sur Y :

05K->V'XY 5N, Y50

ou V" est le complexifié de V=T, M, ’espace tangent a M en m, ¢ est le quotient naturel,
et K est I'ensemble des ((u+iJv), J) pour u et v dans V et J dans Y, qui est alors identifié
a la variété complexe des structures d’espace vectoriel complexe sur V qui sont compatibles
avec lorientation naturelle de V et qui sont compatibles avec g (c.a.d.:
g(Ju, Jv)=g(u, v)). L’application naturelle tx: H(Y, V' xY)=V"” - H°(Y, N, Y) est
alors un isomorphisme ([S]). D’autre part, N, Y n’est alors autre que 1’espace des twisteurs
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de V, et s’identifie naturellement différentiablement a: VxY. Si z=(w, J) est un point
de N, Y, avec w# 0 dans V, une section s=u+iv passe par z, c.a.d.: est telle que
s(J)=w et s’annule en au moins un point de Y si: w=u+Jv, avec g(u, u)=g (v, v) et
g(u, v)=0. Un calcul facile montre alors que ces conditions équivalent aux suivantes :
u=w/2)+h, Jo=(w/2)—h, ou h est dans I'orthogonal, noté H, pour g du sous-espace
vectoriel complexe (pour J) de V engendré par w. On en déduit facilement la condition
1.14.(1) de quasi-amplitude pour I=(Y, Z), puisque deux structures complexes sur V
compatibles avec g et +, et coincidant sur H sont identiques. Pour voir que la condition
1.14.(ii) est aussi satisfaite, on peut supposer que U=T~1(B), ou B est une boule ouverte
euclidienne de rayon r > 0 centrée en p, avec Y=T ! (p). La description précédente des
sections de (N,Y) qui admettent un zéro montre alors que S, (U) est lisse et convexe,
donc connexe, pour z dans U. D’oul la quasi-amplitude de IN=(Y’, N, Y").

5.2. TuEorREME. — Soit (M, g, +) une variété riemannienne connexe, compacte
orientée de dimension 27 = 4, et conformément plate. Les conditions suivantes sont
équivalentes :

1) La complexifiee ZM de M est compacte.

2) L’espace des twisteurs Z de M est biméromorphe a une variété kéhlérienne
compacte.

3) Z est Moishezon.

4) Z est unirationnel.

4") Z est rationnel.

5) n,(Z)=0.

6) (M, g, +) est conformément équivalente & S*" munie de sa métrique canonique.

Démonstration. — Les implications 4) =4) = 3) = 2) = 1) (cette derniere implication
résulte essentiellement de [Bi], voir [F] ou [L]) et 4)=5) ([Se], ou §3 ci-dessous) sont
classiques.

L’implication 6)=>4) se trouve dans [D-V] et [S]. L’implication 5)=>6) résulte du
théoréme de Kuiper ([Ku]). L’implication 1) =>4) résulte alors de 4.5, compte tenu des
rappels 5.1 précédents, et de la remarque 1.19, qui fournit déja I'implication : 1) = 3).

5.3. COROLLAIRE. — Soit M=(M*, g, +) comme ci-dessus. On suppose que g est
conformément plate et & courbure scalaire strictement positive, et que b, (M)=0. Alors:
(M, g, +) est conformément équivalente a S* munie de sa métrique canonique.

Démonstration. — 1l résulte de [Bo] que b, (M)=0. Puisque b, (M)=0, on a donc:
x(M)=2, et t(M)=0. Or, d’aprés [H1], on a: ¢3(Z)=16 (2% (M)—31t(M)) > 0. D’autre
part, le corollaire 3.8 de [H2] et la dualité de Serre montrent que H?(Z, K;™)=0 pour
m > 0. Le théoréme de Riemann-Roch montre alors que K;! est de dimension de
Kodaira-litaka égale a 3.

Donc Z est de Moishezon, et la conclusion découle de 5.2.

5.4. REMARQUE. — Soit M? pour une variété riemannienne compacte connexe orientée
telle que b, (M?)=0, et dont le revétement universel riemannien est ’espace hyperbolique
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réel H? (de telles variétés existent, bien qu’il semble difficile de trouver des références).
Alors : le produit riemannien (S? x M?3) est, si p = 2, conformément plat, a b, nul, et sa
courbure scalaire est constante, et peut étre choisie des trois signes possibles en faisant
varier le rayon de SP. Ceci montre que le corollaire 5.3 ne se généralise pas en dimension
supérieure a 4. Il est clair, par ailleurs que I’on ne peut y supprimer la condition sur la
courbure scalaire.

5.5. REMARQUE. — On démontre (a 'aide de [D] et [F]) dans [C5] que les conditions :
n=2, g auto-duale et ZM compacte entrainent que M est soit S*, soit homéomorphe a
la somme connexe d’un certain nombre de copies de P, (C).

6. Plan de la démonstration

On désigne dans toute la suite par J=(A, Z, S) et J'=(A’, Z', S’) des données d’exten-
sion compactifiables localement équivalentes, et par E= (U, U’, f) une équivalence locale
entre J et J'. On utilisera les notations introduites dans les définitions 1.8, 1.9 et 1.10.

La démonstration de 3.1 et 3.2 repose sur les étapes suivantes :
6.1. ProPOSITION. — L’isomorphisme analytique: fi: S°(U) — S'®(U"):=f%(S°(U))
admet un (unique) prolongement biméromorphe Fs: S — S’ (voir remarque 7.3).

Démonstration. — Elle repose sur la technique de [C1] de détermination des cycles
irréductibles par leur m-jet en un point; elle sera donnée au paragraphe 7.

6.2. ProposiTioN. — On suppose, de plus, que I"'une des deux conditions (i) ou (ii)
suivantes est satisfaite :

(1) Z et Z’' sont dans la classe C.

(ii) J et J’ sont quasi-amples et compactifiables.

Alors I'isomorphisme analytique induit par I’application produit :

(f«xf): Gs ) = Gs

admet un unique prolongement biméromorphe H: Gy — Gg au-dessus de S et S'. De
plus, H satisfait : (pg. ° H)=(Fx°Pg), ou Fy est défini en 6.1.

Démonstration. — Elle sera donnée au paragraphe 8 (resp. au § 9) sous ’hypothése (i)
(resp. (ii)).

6.3. NotaTions. — On suppose J et J' connexes. Soit n: G — Gg la normalisation de
Gg; soit pg et g9 respectivement les composées de pg et g avec n. Soit g¥: G — Z* et
rg: Z* — Z la factorisation de Stein de g3 = (rg° ).

6.4. ProprosiTION. — On suppose que J et J' sont connexes, et que I'isomorphisme
analytique induit par ’application produit : (f« X f): Gg, = Gy (i, admet un prolonge-
ment biméromorphe H: Gg — Gg. au-dessus de S et S'.

Alors, il existe une unique application biméromorphe B: Z* —»Z" telle que:
(q%)°H°=B<(g¥), ou HO est le relévement de (H°n) a valeurs dans GJ.
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6.5. CorOLLAIRE. — On conserve les hypothéses de 6.3 et 6.4. Alors: il existe une
donnée d’extension J”=(A", Z”, S"") compactifiable et connexe dominant J et J par des
applications méromorphes surjectives F: Z" - Z et F': Z"" - Z'. De plus, il existe une
application méromorphe surjective F”': Z* —» Z" telle que r¢=(F<F"), ou les notations
sont celles de 6. 3.

Démonstration. — On définit Z" :=b(Z*), ou b: Z* > Z X Z’ est égale a (rg X (rg. ° B)).
Il existe donc bien des applications méromorphes surjectives F et F’ possédant les
propriétés de commutation annoncées. Il existe, de plus, une inclusion I =(A", Z") telle
que F et F” induisent des équivalences locales, par restriction au voisinage de A", puisque
’'une des composantes irréductibles de (F~* (U)) s’identifie au graphe de I'isomorphisme
f:U—-U'". Cette composante est obtenue comme image de Ggy, par I'application
produit (pg X (ps. ° H)), puisque H prolonge (fx X f).

6.6. CoroLLAIRE. — Soit J=(A, Z, S) une donnée d’extension compactifiable et
connexe. Il existe une donnée d’extension J*=(A™*, Z*, S*) dominant toutes les données
d’extension J'=(A’, Z', S’) compactifiables et connexes telles qu’existe une équivalence
locale E=(U,U’, f) entre J et J pour laquelle I'application produit:
(f«*f): Gg ) — Gg () admet un prolongement biméromorphe H: G5 — Gg..

Démonstration. — 11 suffit de prendre J* telle que le degré de Papplication
rg+: Gg+ = (Z*)* soit minimum. Le corollaire 6.5 montre alors que J* posséde la
propriété de domination annoncée.

6.7. DEMONSTRATION DE 3.1. — Soit I'=(A’, Z') une J -inclusion connexe localement
équivalente a I par I’équivalence locale E=(U, U’, f). Soit J=(A, Z, S) une donnée
d’extension connexe. Alors E induit une équivalence locale entre J et J'=(A’, Z’, S),
avec S’ :=fx(S). De plus, J’' est compactifiable puisque Z’ est dans . Soit alors J* une
donnée d’extension possédant la propriété énoncée en 6.6. Il résulte de 6.2 que
I"=(A*, Z") est 7 -dominante.

Démontrons maintenant le critére de domination énoncé en 3.2.2, en utilisant les
notations de 6.3 : la propriété énoncée entraine l’existence pour a générique dans A°
d’une base fondamentale d’ouverts irréductibles V de a dans Z tels que (r5) ! (V) soit
irréductible dans Z*. Si [ =(A*, Z") est dominante, et si F: Z* — Z est une application
de domination de degré au moins 2, il existe une application surjective b* : Z* —» Z* telle
que (rg)=(F°b*). Ceci est une contradiction si F est de degré au moins 2. D’ou le
résultat.

6.8. DEMONSTRATION DE 3.2. — Soit I=(A, Z) une inclusion quasi-ample et compacti-
fiable. Quitte a changer I, soit J=(A, Z, S) et J’=(A’, Z', S’) des données d’extension
quasi-amples et compactifiables possédant la propriété de maximalité énoncée en 6.6
pour J*. 11 suffit de vérifier que I et I':=(A’, Z’') sont globalement équivalentes. Par le
choix de J et J', il existe une application de domination F: Z' — Z. Il en résulte (par
relevement & SXZ' de Gg), puisque F est génériquement finie, qu’il existe une unique
donnée d’extension J”'=(A’, Z', S"") compactifiable et quasi-ample telle que Fy(S")=S.
De plus, cette donnée d’extension possede par construction la propriété de prolongement
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biméromorphe énoncée en 6.4. De la propriété de maximalité de J, on déduit la biméro-
morphie de F, et donc 3.2.

7. Invariance de ’espace de paramétre S

On se propose ici d’établir la proposition 6. 1.

Sif:X->Yetg: T-Y sont des applications analytiques, on notera fz: Xz — B le
morphisme déduit de f par le changement de base g, s’il n’y a pas d’ambiguité sur g.

7.1. RELEVEMENTS DE CYCLES A L’ESPACE DES M1-JETS.

7.1.1. Notations. — Soit X et S des espaces analytiques réduits, et r, m = 0 des
entiers; on notera : X™ le m-iéme voisinage infinitésimal de la diagonale réduite D (X)
de X?:=(XxX).

On notera : p(r, m): G(X, r, m):=Grass (r, Ox(m)) > X la projection naturelle, ou
Grass (r, Ox(m)) paramétre les faisceaux localement libres de rang r quotient du
Ox-module O (m). On notera Grass (r, Ox, , (m)) la restriction a A de Grass(r, Oy (m)).

On notera: p, q,, g, respectivement les projections de (SXx X X X) sur ses premier,
second, troisiéme facteurs.

Soit A et G respectivement des sous-ensembles analytiques fermés de X et (S X X x X),
soit B une composante irréductible de (G N (p X q,)~ ' (A)). On définit alors le faisceau
J(m, B, G) quotient du faisceau structural de (S X X x X) par le faisceau I (m, B, G) défini
par I’égalité :

I(m, B, G):=[(pxq,)*(Is)+ (g, X g,)* (Igtxl)) +(p x g,)* (Ip)],

ou I, Iy, I, x, sont les idéeaux de G, B et D (X) respectivement.

On peut alors considérer J(m, B, G) comme un quotient sur B de (g, X g,)* (O (m)).
Soit r(m) son rang générique sur B; il correspond a J(m, B, G) une application
méromorphe R, : B — Grass (r (m), Ox A (m)) appelée m-relévement du triplet (B, X, G),
ou encore relévement de G le long de B a I’espace des m-jets de X.

Dans [C1], p. 13-15, le résultat suivant est établi :

7.1.2. ProposITION. — Soit S un sous-ensemble analytique compact et irréductible
de C(X). Soit G le graphe de la famille analytique universelle de cycles de X paramétrée
par S, supposés génériquement irréductibles et rencontrant tous A. Soit B une composante
irréductible de (G N gg * (A)) qui est S-surjective (on a identifié G a son image naturelle
dans (S x X x X)).

Alors : il existe un entier m, tel que R,, est génériquement injective si m = m,,.
7.2. DEMONSTRATION DE 6.1. — Pour simplifier les notations, on identifie S°(U) a
S (U). La remarque 7.3 ci-dessous montre que ceci ne peut provoquer d’ambiguité.

On utilise les notations de 7.1.2 ci-dessus, avec Z=X, et avec des notations analogues
pour A’,S" et Z'. On suppose B et B’ tels que (fexf)BNESU)xU)) et
(B’'N (S’ (U’) x U")) ont une composante irréductible commune.
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Pour tout m 20, on a un m-relévement R, : B — Grass(r(m), Oy ,(m)) du triplet
(B, Z, Gg). On notera R,, le reléevement du triplet (B, Z', Gg). Remarquons que
r(m)=r'(m) pour tout m, puisque les deux rangs coincident sur lintersection de
(f+xHBNEU)xU)) et (B'N(S"(U)*xU)).

L’isomorphisme f induit pour tout m = 0 un isomorphisme

Jm: Grass (r(m), Ox, 5 (m)) = Grass (r (m), Ox. 5 (m)).

Soit alors F,,: S — C(Grass(r(m), Ox A (m))) 'application méromorphe définie par :
F, (s):=(R,)« (ps * (5)) pour s générique dans S. On définit F,, de maniére analogue sur
S’. On a Pégalité : (F,)° f«+=(f,)*°F,, sur S(U), par construction.

Pour m assez grand, ces deux applications sont génériquement injectives, puisque R,,
et R}, le sont. Soit alors (F,)~! Papplication réciproque de F,,, définie sur I'image de
(F)-

L’application Fy: S — S’ définie par: (F,)~!°(f,)«°(F,) est alors biméromorphe et
prolonge f.

7.3. REMARQUE. — On peut déduire de ce qui précéde, par prolongement analytique
appliqué a (fi X f)(GgN (Sx U)) et (Gg M (S8 x U")), que fx est un isomorphisme analyti-
que de S(U) sur S’ (U").

8. Invariance du graphe de la famille S

On se propose ici de démontrer la proposition 6.2.(i), dont on utilise les notations.
On conserve aussi les notations du paragraphe 7.

8.1. Notations. — Soit (Y ),cs (resp. (Y)s ) la famille de cycles de Z (resp. S')
paramétrée par S (resp. S').

Soit S* le graphe dans S xS’ de I'application Fy définie en 6.1. On identifiera S° (U)
a un ouvert de S*.

On note G le produit fibré de Gg et Gg sur S* pour les applications méromorphes
naturelles, c. a.d. : la composante S-surjective de ’ensemble des ((s, z), (5", z')) de Gg X Gg.
tels que s'=Fx«(s). On note: P: G- S* et Q: G > Z X Z’' les projections naturelles, et
GU):=Q ' (UuxU.

Soit C(G/S*) I’espace des cycles relatifs de G sur S*, c.a.d.: le sous-ensemble analyti-
que fermé de C(G) constitué des cycles dont le support est contenu dans une fibre de P,
et Py : C(G/S*) — S* I'application analytique d’image directe par P, qui associe dans ce
cas a un tel cycle C le point de S* défini par : P« (C):=P (| C}).

8.2. RappELS. — Pour plus de détails sur la notion d’isomorphisme relatif, voir [C3].

Soit B* le graphe dans G de la restriction a B de I’application (f« X f): B— B’, ou B
et B’ ont été définis en 7.1.2 et 7.2. Remarquer que B et B’ sont analytiques fermés
dans G (U).

Soit J*:=Isom (Gg, Gg; B, B'/S*), c.a.d.: la réunion des composantes irréductibles
de C(G/S*)g. dont la projection sur S* n’est pas d’intérieur vide, et dont le point
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générique est un cycle irréductible et réduit qui est le graphe d’un isomorphisme analytique
Jj: Y, > Y, avec (s, s") dans S*.

8.3. REMARQUE. — Puisque Z et Z’, et donc aussi S et S’ par [C1] sont dans C, G est
dans C, les composantes irréductibles de J* sont compactes, donc S*-propres. On va
montrer que J* est non vide.

8.4. DerFmiTioN DE H Au-DEssus DE S(U). — On note k la section analytique
k: S°(U) - J* a P, obtenue en définissant k (s) comme le cycle le réduit dont le support
est le graphe de l'isomorphisme de Y, sur Y, obtenu par restriction de f, avec:
' =fx (s).

On va montrer que K admet un prolongement méromorphe unique K: S — J*.

Ceci établira la proposition 6.2, d’aprés [C3], puisqu’il existe une application naturelle
méromorphe M d’évaluation au-dessus de S*, avec M: J* X Gg — Gg qui est analytique
sur k£(S°(U)), ou elle induit sur les fibres de pg la restriction de f. On obtiendra
I’application biméromorphe H par restriction au-dessus de S* de M a K (S*) x Gg.

On a donc établi que J* est non vide, puisque la composante irréductible de
C(G/S*)g. contenant k (S° (U)) est une composante compacte, donc S*-surjective de J*.

8.5. Notation. — Soit Gy le graphe de la famille J; on note encore Py la restriction
a J de l'application d’image directe par P. On regarde G; comme naturellement plongé
dans JxX, avec X:=(ZXZ'). On note enfin g: G;>G, p;: G;-J, h: G;>X les
projections naturelles.

Soit B® une composante irréductible J-surjective, qui existe par construction, de
g '(B*). Alors B° est analytique fermé dans G;(U):=h"!'(X(U)), avec
X (U):=(UxU".

8.6. LES m-JETS D’ISOMORPHISMES DE CYCLES DE LA FAMILLE S LE LONG DE A. — Soit A*
le graphe dans (A° x A’%) de la restriction de g a A°.

Soit R,,: B® — Grass (r (m), Ox. 5+ (m)) le m-relévement du triplet (B®, X:=(Z x Z'), G)).

Soit :

R, y: B* = Grass(r (m, U), Ox . (m))

le m-relévement du triplet (B*, X (U):=(U x U"), G (U)), ou G (U) est considéré comme
sous-ensemble analytique fermé de S* x X (U).

On a: r(m, U)y=r(m), puisque Z et Y, sont lisses au point générique de (A°NY,)
pour s générique dans S, de sorte que r(m) ne dépend que de m et des dimensions de
ZztY,.

8.7. LES m-JETS D’ISOMORPHISMES COMPATIBLES AVEC L’EQUIVALENCE LOCALE f. — Pour
tout entier m = 0, soit BY, 'ensemble des b de B? tels que : R,,(b)=R,, y(g(b)), et B, la
réunion des composantes S*-surjectives de BY. Soit enfin J,,:=p,(B,), qui est aussi
S*-surjectif et non vide, pour tout », puisqu’il contient J (U):=K (S° (U)).

8.8. ConcrLusioN. — La suite (J,,),, » o est décroissante pour I'inclusion, donc station-
naire, par compacité. Soit K* I'intersection des J,,. Alors K* est le graphe d’une section
méromorphe K: S* —»J de Py, qui prolonge donc k. En effet, pour s générique dans
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S°(U), il existe m(s) tel que la fibre de J,, au-dessus de s soit réduite a k(s) pour tout
m = m(s), ceci d’aprés la proposition 7.1.2. Un argument de dimension montre alors
que I’on peut prendre m satisfaisant cette propriété simultanément pour tous les s d’un
ouvert dense de S°(U).

9. Démonstrations de 6.4 et 6.2 (ii)

9.1. DEMONSTRATION DE 6.4. — On conserve les notations de 6.3 et 6.4. La fibre
générique de (gs.) est irréductible, puisque Ggo est normal ([C3], appendice p. 220).

Soit F: Z* — C(Gy) I'application « fibre » de (gs:), associant a z générique dans Z* le
cycle réduit dont le support est la fibre de ggs. au-dessus de z. Elle est génériquement
injective. Soit D son image.

Soit E: Z* — C(S) la composée : ((ps),)°F.

L’application produit R:=(rgx E): Z* - Z* XD, est donc également génériquement
injective.

Soit U* la réunion des composantes irréductibles de rg— 1 (U) qui sont contenues dans
I'image de Ggo y, par (¢s:).

On définit F’, R’, E’, (Z"), U"” de maniére analogue.

Soit f: U* — U" I'application définie par: f*:=(R’) " !e[(f°rg) X (fx°E)], ou (R")~!
est 'inverse de R’, définie sur son image.

Sur Ggo ), on a I'égalité : (gg+) ° (fs X f)=f*(gs.).

Puisque H: G — Gy prolonge (f«Xf), on en déduit par prolongement analytique
que: F'ef*=H,°F, et donc que: F'(Z")=H4F (Z*).

D’ou I’égalité : Hy e F=F' sur Z*. Donc : B:= Hj satisfait la condition énoncée en 6.4.

9.2. DEMONSTRATION DE 6.2 (ii). — On utilise les notations introduites en 9. 1.

La condition de quasi-amplitude signifie que gg. a une section analytique ¢: U —» U*
au-dessus de U, et que la composée (E°7): U — C(S) est génériquement injective. En
fait :

9.2.1. LeMME. — L’application E: Z* - C(S) est génériquement injective si J est
quasi-ample et compactifiable.

Démonstration. — Si (z, z') est générique dans (Z*)?, avec: z dans U*:=¢(U)) et
z'¢ U%, ou U, et U, sont comme en 1. 14 (i), deux cas se présentent :

(i) rs(z)¢ U, : il existe donc s dans S (U,) tel que rg(z) e Y, mais rg(z) ¢ Y,

(ii) rg(z)eU,: alors E(z’) est un cyle T de S dont l'intersection avec S(U,) est
d’intérieur vide dans T, et T ne contient donc pas E (z).

Dans les deux cas, E(z) # E (z'). Ceci entraine le lemme, puisque E™* (E (U,)) est alors
contenu dans U% sur lequel E est génériquement injective.

On a donc Pégalité : fxE=E'°f* sur U* ou f* est définic en 9.1. On en déduit
que l'application B: Z* — Z" définie par: B:=[(E') "' *(Fx)«° E] est biméromorphe. On
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en déduit alors 'application H de 6.2 ii) en passant aux graphes, naturellement biméro-
morphes, des familles S, E(Z*), S’ et E'(Z').

[A-H-S]
[B]
[P.dB-LM—AN]
[B.B-O]
[Bes]
[Bi]
[Bo]
[C1]
[C2]
[C3]
[C4]

[C5]
[C-F]

[C-G]
(D]
[D-V]
[Fr]
[FK]
[F]
[Ha]

(H1]
[H2]

[Hi]
[(H-M]

[Hz]
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[Kh]
[Ko]

[Ku]
[Li]

[Pe]
[P]

[Sa]
[Se]

[S]
[Sp]
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