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496 Y. BENOIST

Introduction

0.1 NotaTions. — Soient g une algébre de Lie nilpotente sur un corps F algébriquement
clos de caractéristique 0, U= U (g) son algébre enveloppante, I un idéal primitif de U et
Q l'orbite dans g* correspondante; c’est une variété symplectique.

Soient feg*, f une sous-algébre de Lie de g telle que f(f If)=0 et
¥/:={ T—f(T)|Tef } = U. On note par une lettre latine G, K. . . les groupes unipotents
correspondants. Pour tout g-module N on note N*/:={ neN|¥/.n=0}.

0.2. ResuLTaTs. — Pour chaque composante irréductible lagrangienne A de la variété
coisotrope Z:=Q N (f+4), on construit un g-module simple M, d’annulateur I tel que
m, :=dim M%7 #0 (5).

On montre que le g-module M :=U/(I+ U¥) est de longueur finie si et seulement si
Z est lagrangienne. Et dans ce cas :

(i) M est isomorphe a ® Mp)™a.

A comp. irr.de Z

(i) Tout g-module simple N annulé par I tel que N*/#0 est isomorphe & M, pour

une unique composante A (6).

En particulier :
M=0 < Z=(.

Les multiplicités m, ne sont pas toujours égales & 1 (6), méme lorsque Z est une
K-orbite, contrairement au cas des modules sphériques [Be].

0.3. MetHopes. — Donnons quelques détails de la méthode suivie : Soit A une
composante irréductible de Z. Supposons que feA. Soient b une polarisation en f et
p:G.f-> G/B la projection : U/I s’identifie a4 un anneau d’opérateurs différentiels tordus
D, x sur G/B. On montre que A est lagrangienne si et seulement si p(A) est une
K-orbite (4) et que, dans ce cas, le D, y-module M, : « image directe des fonctions
sur p(A) » ne dépend pas du choix de b (5). La démonstration utilise les « foncteurs
d’entrelacements » étudiés en (3). Les D, x-modules M, et M sont (K, f)-équivariants
(c.f. ci-dessous) et leur étude peut étre menée dans un cadre plus général.

Soit X une variété algébrique lisse sur F sur laquelle un groupe algébrique H agit et
92 un faisceau d’opérateurs différentiels tordus avec action de H ([Ka], [BB1]). Soit
e (B/[H, bD*. Soit ¥ la catégorie des P-modules cohérents (H, p)-équivariants (i. e. des
2-modules avec action de H tels que la différence de ’action de ) a travers 2 et de la
différentielle de l’action de H est égale a p). On définit un ensemble A d’orbites
admissibles (2) et on montre que A est fini si et seulement si I’ensemble des objets simples
de € lest. Dans ce cas ces deux ensembles sont naturellement reliés. Si en outre
les orbites admissibles sont fermées alors € est une catégorie semi-simple (i. e. sans
extension) (2).

On appliquera ceci @ H=K et X=G/B:p(Z) est alors la réunion des orbites
admissibles (4).
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0.4. MoTIvAaTIONS. — Supposons un instant que F=C, que g (resp. f) est la complexifiée
d’une algebre de Lie réelle g, (resp. f,), que feigh (i= \/——1) et que Q=G.Q, ou Q, est
une Gy-orbite dans ig§. Soient m, la représentation unitaire irréductible associée a
Q, [Kil] et 5#, * le g-module des vecteurs distributions de cette représentation. L’espace
M0:=(Jf,f0°°)” (au moins sa valeur pour « presque tout m, ») joue, via la dualité de
Frobenius, un réle dans la désintégration de la représentation Indg9(x,) induite & partir
du caractére y, de K, dont la différentielle est f |,, [Pe].

Une de mes motivations est ’étude de cet espace « pour tout m, » et du lien entre
celui-ci et Z,:=Q, N (f+1). Malheureusement, ce lien n’est pas aussi précis que celui
entre M et Z : j’ai construit un exemple ou Z, est lagrangienne mais ou dim My= oo
(non publi¢).

Une approche pour ce probléme est de remarquer que, pour tout a dans M,, le
g-module engendré par a est un quotient de M. Ainsi ces résultats permettent facilement
de montrer les implications :

Z=@ = M=0 = Z,=Q
et

Zestlagrangienne = dimMy<ow = Z,estlagrangienne.

Je remercie M. Duflo qui est a I'origine de ce travail.

1. 2-modules avec action d’un groupe algébrique.

Les idées de cette partie viennent de [B-B] et [Ka].

1.1. F. o. d. t. AvEc AcTiON DE H. — Soient X une variété algébrique lisse sur un corps
F algébriquement clos de caractéristique 0 et iy : Oy 5 Dy 'injection du faisceau structural
dans celui des opérateurs différentiels.

DEFINITION. — Un faisceau 9 d’algébres sur O est un f. o. d. t. (faisceau d’opérateurs
différentiels tordus) si localement (en topologie de Zariski) le morphisme i:0x > 9 est
isomorphe a iy.

Soient H un groupe algébrique qui agit sur X et h= Lie (H).

DEFINITION. — Un « f. 0. d. t. avec action de H » est la donnée d'un f. 0. d. t. D qui est
un Ox-module équivariant et d’'un morphisme de H-modules o.:h) —» I' (X, 2) tels que :

() linjection i: Oy — 9 est équivariante ;
(ii) la multiplication dans 9 est équivariante ;
(iii) la différentielle de I'action de H sur I" (X, 9) est donnée par

h3&— (D[ (8), D).

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L’ECOLE NORMALE SUPERIEURE



498 Y. BENOIST

Si X est un espace homogene, i. e. X=H/I ou I est un sous groupe algébrique de H,
on dit que 2 est un f. h. o. d. t. Rappelons la construction des f. h. o. d. t. : Soit i=Lie (I),
i* le dual de i et (i*)' ’ensemble des formes linéaires sur i invariantes par I. Soit A e (i*)"

Le faisceau Ox ® U(h) a une structure d’algébre donnée par la relation de
commutation :

I®X,e®1]=Lxe®1, VXeb, @elx(V)
ou (L ¢) (x)=d/dt ¢ (exp (— t X) X) |,=o- Soient £ = Ox ® b le faisceau d’isotropie :
I:={Y0;®X;e0x®p|VheH (Adh™ ")} @, (h)X)€i},
I: # > O le morphisme de Ox-modules donné par
(X0 ® X)) (kD)=L ((Adh™) (X : (R X))
et
Shi={E-1@)|Ees}

le faisceau d’isotropie tordu (Ox ® U (h)) #' est un faisceau d’idéaux de Ox ® U (h). On
pose

2., x=(Ox® U (1))/(0x ® U (h)) #*
[noté o/ (1) dans [Ka]].

ProrosiTiON 1.1 ([B-B]). — Soit X=H/I. L’application . — 9, x est une bijection de
(i*)! sur I'ensemble des f. h. o. d. t,

1.2. 2-MODULES AVEC ACTION DE H.

DEFINITION. — Soit D un f. 0. d. t. avec action de H, on dit que M est un D-module
avec action de H si M est un D-module (quasi-cohérent et a gauche) et un Ox-module H-
équivariant tel que I'action de 2 sur M est H-équivariante.

M a alors deux structures de h-modules. La premiére via h - I' (X, 2), est notée a, la
deuxiéme, différentielle de I’action de H, est notée B. La différence y=f—o est une
action de b qui est O linéaire.

DerINITION. — Un (8, I)-module A-tordu M est la donnée de structures de Y)-module
p:h > End(M) et de I-module n:1— GL(M) (on suppose que M est réunion de sous-1-
modules algébriques de dimension finie) telle que p est I-équivariante et, YTet,
drn(T)=p(T)+A(T)Id.

ProPOSITION 1.2. — Soit X=H/I. La catégorie des 9, x-modules avec action de H est
équivalente a la catégorie des (Y, I)-modules \-tordus. L’équivalence est donnée par la fibre
géométrique M — i* (M) ou i: {1} - X est 'injection du point de base.

Démonstration cf. [Ka], th. 4.10.2. — La structure de I-module sur i* (.#) est claire.
Celle de h-module est donnée par .
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DEFINITION. — Soient | un caractére de by (i. e. pe(b/[h, h)*) et D un f. 0. d. t. avec
action de H. Un 9-module (H, p)-équivariant est un 9-module avec action H tel que
vy=—pnld.

Lorsque H est connexe, la catégorie des 2-modules (H, p)-équivariants est une sous-
catégorie pleine de la catégorie des 2-modules.

Exemple. — Soient F, le h-module de dimension 1 donné par p et V un H-module,
alors

M =D @y ) (F, ® V)

est un D-module (H, p)-équivariant [l'action de 2 est donnée par
d.d®1®v)=d'd®1®uvetcellede Hpar A(d® 1 ®v)=(h.d) ® 1 ® (h.v)].

CoroLLAIRE. — Soit X=H/I. La catégorie des 9, x-modules (H, p)-équivariants est
équivalente a la catégorie des I-modules (M, ) tels que ¥ X €i, dn(X)=(A(X)—p(X))Id.
L’équivalence est donnée par M — i* (M).

En particulier cette catégorie est semi-simple et n’a qu'un nombre fini d’objets simples
(cf. [Ki2], 14.2).

Soit # un 2-module cohérent, on note Supp (#) = X son support et Ch(A#) =« T*X
sa variété caractéristique. .# est dit holonome si dim Ch (#)=dim X.

1.3. FONCTEURS POUR LES Z-MODULES AVEC ACTION DE H. — Soit 2 un f. 0. d. t. avec
action de H sur X.

Soit % un fibré inversible H-équivariant alors 2% := % ® 4, 2 Q¢ £® " est naturelle-
ment un f. o. d. t. avec action de H ([Ka], 2.6.5). En outre le foncteur # —» £ ®¢, A
est une équivalence de la catégorie des Z-modules avec action de H [resp. (H, p)-
équivariants] dans celle des 2¢ -modules avec action de H [resp. (H, p)-équivariants].

Soit v un caractére de H : c’est une représentation de H dans un espace vectoriel de
dimension 1 : F,. Le foncteur # — #,:=.# ®zF, est une équivalence de catégorie entre
P-modules (H, p)-équivariants et 2-modules (H, p— dv)-équivariants (I’action de & sur
M, se fait sur 4, celle de H se fait sur les deux facteurs .# et F,).

Le faisceau d’anneaux opposés 2°PP est aussi un f. o. d. t. avec action de H (par
exemple (24)°*= (D)™ ou QE** est le faisceau des formes différentielles de degré
maximal). Un 2-module a droite avec action de H est (par définition) un 2°°P-module
avec action de H.

Soient @:Y — X un morphisme de H-variétés lisses, @ et @. les images inverse et
directe en théorie des faisceaux, 2., =0*(2):=0y ®,- ¢y (2) et 2° le f. 0. d. t. avec
action de H sur Y, image inverse de 2 ([B-B2]) : 2° est le faisceau des endomorphismes
différentiels du Oy-module ¢*(2) qui commutent a 'action a droite de ¢ (2). Par
construction, 2_, est un 2%module avec action de H et un ¢ (2)-module a droite.
Exemple : 2% = Dy. Soit /4 un P-module avec action de H [resp. (H, p)-équivariant]. On
note *(M):=D_,Q,- ¢ (H) le 2°module avec action de H [resp. (H, p)-équiva-
riant] image inverse de /. —

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L’ECOLE NORMALE SUPERIEURE



500 Y. BENOIST

On a légalitt de f o.d.t avec action de H: (2°°P)°=((2%)%)P* ou
QY% = Q9™ @, 0* (Q)® ™! ([Ka], 2.11). Soit D :=QF%% ®e, ©*(2°"), Cest un
(0°(2), 2%)-bimodule. Donc si #' est un 2-module a droite avec action de H,
O (M) By D=k By 0y ® (A') est un P*-module & droite avec action de H.
D’autre part, on note ¢ * (A)=#0om,. 4 (2., ¢ (A)) : c’est un P°*-module avec action
de H.

Soit A (resp. A7) un 2®-module a droite (resp. a gauche) avec action de H, on note :
O (N =0 (N ®ge D) [resp. 0, (N):=0.(D . ®ge )] le D-module a droite (resp.
a gauche) avec action de H image directe de A"’ (resp. A").

. . i .7 r r .
ProrosiTioN 1.3 (Kashiwara). — Soit Y ¢ X une sous variété fermée, lisse et stable
par H, alors les foncteurs

D'-modules cohérents D-modules cohérents avec action
avec action de H «————————— de H [resp. (H, w)-équivariants]
[resp. (H, p)-équivariants) dont le support est inclus dans Y
N =i, (N)
it (M) ——— M

sont des équivalences de catégories inverses.

Prenons les notations de 1.1 : soit : K - H un morphisme de groupes, J un sous
groupe de K tel que y(J) =T et ¢:Y=K/J - X=H/I le morphisme de variétés que ’on
déduit de V, alors VAe(i*), on a Iégalitt de f. o.d.t. avec action de K sur
Y: (2, x)°=%0y,y (Ka], 4.14). Dans cette situation, on note 9, y_x:=92_ et
Drixey =9D..

On a (2,0 =D _, 14, x 0l p(.)=1/2try(ad.) (Ka).

2. 9-modules (H, p)-équivariants.

Dans cette partie, nous donnons des conditions suffisantes pour qu'un 2-module
(H, w)-équivariant soit holonome. Sous ces conditions, on peut décrire ceux qui sont
simples.

Soient H un groupe algébrique, pe (H/[h, h)*, X une H-variété lisse et 2 un f. o. d. t.
avec action de H.

Soient xe X, @=H. x l'orbite contenant x, i,: ® < X I'injection, I, :={ heH|h.x=x }
le groupe d’isotropie en x et i, son algébre de Lie. Le f. h. o. d. t. @' correspond, d’aprés
1.1, & un élément A, e(i*)'=. On pose ®={n, représentation (algébrique de dimension
finie) irréductible de I, telle que dn=(\,—p | )Id }. Cest un ensemble fini; pour n dans
®, on note 0, le @'»-module simple correspondant (1.2).

DEFINITION. — Une orbite est dite admissible si ®# 5. On note A Uensemble des orbites
admissibles et A={ (o, n)/oecA et te®}.

4° SERIE — TOME 23 — 1990 — N° 3
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PROPOSITION 2. 1. — Avec ces notations, soit M un Z-module cohérent (H, w)-équivariant.
(@) Si A= alors M =0.
(b) Si A est fini alors M est un D-module holonome.

(¢) Dans ce cas, on a une bijection naturelle

A5 { @-modules (H, p)-équivariants simples }

donnée par (o, 1) — l'unique sous module (H, w)-équivariant simple de i, . (0,).

(d) Si, en outre, toutes les orbites admissibles sont fermées alors la catégorie des
D-modules cohérents (H, p)-équivariants est une catégorie semi-simple (i. e. tout objet est
somme directe finie d’objets simples).

Cette proposition généralise la description des Py-modules H-équivariants pour une
variété avec un nombre fini d’orbites ([Bo], VII, th. 12.11). Elle en différe de deux
fagons :

(1) M n'est pas en général un D-module holonome régulier (cf. [Bo], VII, 11 ou
[Ka], 3.5).

Exemple. — H=F=le sous groupe unipotent de SL(2,F) qui agit sur
X=P,F=FU {0} par ((l) }ll> .z=z+h, VheF, VzeX (X a deux orbites), j=FE=

son algébre de Lie <E= (g (1)>>, peb* I’élément donné par p(E)=1 et 2=9y le

faisceau des opérateurs différentiels. Le Px-module A4 =Py @ F,=PDx/Px(E—1) est
(H, p)-équivariant mais il n’est pas holonome régulier; en effet, au voisinage de I'infini
onaE—-1=)%9,—1.

(2) Le support de M peut contenir une infinité d’orbites.

Exemple. — H={(a, b)eF*xF}=le groupe affine de la droite, h=FA @ FB son
algébre de Lie avec [A, B]=B, X=b*={(x, y)=xA*+yB* } I’espace de la représenta-
tion coadjointe [l’action est donnée par: (a, ) '.(x, y)=(x—by, ay), V(a, b)eH,
(x, )eX], 2= et p tel que p(A)=yeF\ Z et pn(B)=0. Il y a une seule orbite
admissible I’orbite ouverte Q (car p ne s’intégre pas en un caractére de H). Le Dy-
module /=9y @, F,=Dx/Px(y0,— 7, y0,) est (H, p)-€quivariant. On vérifie que ./ est
holonome (car y# — 1) et pourtant Supp (#)=X contient une infinité d’orbites.

Démonstration. — Pour toute partie P de X on note ip: P g X I'injection naturelle.

(a) Notons A ,={®weA|w = Supp (.#) } et montrons que

Supp(A)= U o

weA gy

[Si A=¥, on aura alors .# =0]. Quitte a4 6ter & X la partie singuliére de Supp (#), on
peut supposer que S=Supp (.#) est une variété lisse. On peut alors écrire, grace a 1.3,

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L’ECOLE NORMALE SUPERIEURE



502 Y. BENOIST

M=ig, (N) ou A est un Z's-module (H, p)-équivariant. On se raméne ainsi au cas ou
Supp (A)=X.

Dans ce cas, il existe un ouvert dense U de X sur lequel 4 est un Ox-module localement
libre [Mi]. En particulier, si xeU, on a i} (#)#0. Soient o=H.x et j,:{x}s®
Iinjection naturelle, on a i* (#)=j* (i* (#)). Donc i* (M) est un D'»-module (H, p)-
équivariant non nul. On en déduit que ® est admissible (1.2). Donc

X= U o.

weA

(b) Soit U le plus grand ouvert sur lequel .# est holonome et F =X\U. On a bien
sir F < Supp (). On veut montrer que F= . Quitte a oter a X la partie singuliére de
F, on peut supposer que F est lisse. B

On a alors une suite exacte de 9-modules (H, p)-équivariants [Bo], VI, prop. 8.2) :

O > T (M) > M~ iy, (M |)

ou I'p () est le faisceau des sections de .# a support dans F. Par hypothése .# | est
holonome, donc iy, (# |y) aussi ([Bo], VIL, th. 10.1). Pour montrer que .# est holonome,
il suffit de montrer que I'r (4’ ’est. On peut écrire, grace a 1.3, 4 =i, (A7) ou A est
un 2'f-module (H, p)-équivariant qui n’est holonome sur aucun ouvert de F ([Bo], VI,
lemme 7.8). On se raméne ainsi au cas ou F=X.

Dans ce cas, Supp (#)=X. On a alors U o=X, d’aprés (a). Comme A est fini, il

weA
existe une orbite admissible ® ouverte dans X. La proposition 1.2 prouve alors que le
P'o-module cohérent (H, p)-équivariant A" =.# |, est déja cohérent comme Ox-module
([Ka], th., 4.10.2). Il est holonome, ce que contredit ’égalité F=X.

(¢) Soit (o, T) € A. Soit A, =i, (O,) : c’est un Z-module holonome (H, p)-équivariant;
en particulier il est de longueur finie. Montrons que .# a un unique sous 2-module
(H, p)-équivariant (on dira « sous-module » si cela ne préte pas a confusion) simple.
Comme o est une orbite d’un groupe algébrique, elle est localement fermée : soit
U=X\(0\ @), o est fermée dans U et U est ouvert dans X. Notons j: ® 5 U I'injection.
Soit A '=j,(0,): cest un Ds-module (H, p)-équivariant simple (1.3). On a
M =iy (N), donc M, |y=AH et M, a un unique sous-quotient simple .#’ tel que
M |y=A". Soient M, (k=1,2) deux sous modules simples de .#,. On a

Homy (A, M ;) =Homy (M, iy (N))
=Homy (M, |y, &)

ou Homy (resp. Homy) désigne I’ensemble des morphismes dans la catégorie des
Z-modules (resp. Z'v-modules) (H, p)-équivariants. On en déduit ., |y#0 d’ou
My|o=N puis M, N\ M,#0 et enfin M, =.M,(~M"). Donc 4, a un unique sous
module simple. Notons le & (o, 7).

Soient (o, m) et (o', n)eA. Supposons que & (w, T) et £ (o', ©') sont isomorphes.
Comme o=Supp(Z(®w, 7)), on a o= dou o=wo. En outre, comme
0,=if (¢ (o, m)),onan=mn" '
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Soit .# un 2-module (H, p)-équivariant simple, montrons qu’il existe (m, T)eA tel
que A ~ & (o, 7). Par hypothése I'ensemble A ,={ we A | <= Supp () } est fini, et le
(@) prouve que

Supp(A)= U o,

weA y

donc il existe une orbite admissible @ qui est ouverte dans S=Supp (). Soit
U=X\(S\\ ®) : ® est fermé dans U et U est ouvert dans X. Notons j: ® 5 U l'injection.
Le Z2'v-module (H, p)-équivariant A =.# |, a pour support o, il existe donc un
P'=-module (H, p)-équivariant ¥~ tel que A =j, (¥") (1.3). 1l existe = dans & tel que
Hom,, (¥, 0,)#0 (1.2). On a alors les identifications canoniques :

Homy (M, #,)=Homy (M, iy.(j, (0,)))
= HOIl‘lU («/” |U9 J+ ((91:))
=Hom, (7, 0,).

Donc # est 'unique sous module simple . (o, ©t) de .#,.
(d) Soit A un 9-module cohérent (H, p)-équivariant, montrons que .# est semi-simple.
“Pour weA, notons T, (#) le faisceau des sections de .# a support dans ®. Comme les
orbites admissibles sont fermées et en nombre fini, on a, d’aprés (a),

Supp(A) = U o

weA
puis

M= @ T (M).

weA

On peut donc supposer que Supp (#)=w est une orbite admissible. Dans ce cas on peut
écrire M =i,, (¥") ou ¥ est un P»-module cohérent (H, p)-équivariant; ¥~ est semi-
simple (1.2) donc # aussi (1.3).

3. Foncteurs d’entrelacement.

Le théoréme de Serre permet de « localiser » les g-modules annulés par un idéal primitif.
Ce procédé de « localisation » dépend du choix d’une polarisation. Nous montrons dans
cette partie, que des « foncteurs d’entrelacements », analogues a ceux introduits par
Beilinson et Bernstein [B-B 2] dans le cas semi-simple, relient les localisés associés a des
polarisations différentes.

3.1. LocALisaTiON. — Soient g une algebre de Lie nilpotente sur F, U=U(g), f, € g*,
B/, la forme bilinéaire sur g : B, (X, Y)=/, (X, Y]), g(fp) le noyaude B, , Q: =G.f; :
C’est une variété symplectique pour la 2-forme G-invariante donnée par B, sur
T, (Q)=g/g(f), 2d: =dim(Q), IT'idéal primitif de U associ¢ a I'orbite Q par la
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bijection de Dixmier ([Di], th. 6.2.4), R=U/L, b une polarisation en f, (i. e. une sous
algébre de g isotrope pour B,  telle que 2dimb=dimg+dimg(f;)), X: =G/B : c’est
une variété affine isomorphe & F!, 9, : =2, x le f.h.o.d.t. sur X de paramétre
folee®@®P (1. 1) et D, =D, x: =T(X, 2,,).

PropositioN 3.1 (Kirillov). — Le morphisme d'algébres U — D, qui prolonge o
(c¢f. 1.1) induit un isomorphisme R ~ Dy .

Démonstration (cf. [Ki] ou [Be2], appendice A). — Notons I'y le foncteur « sections
globales » de la catégorie des 2, -modules (quasi-cohérents) dans celle des R-modules :
Iy (M)=T (X, M) et A le foncteur « localisation » de la catégorie des R-modules dans
celle des &, -modules : Ay(M)=92, ®z M.

Le théoréme de Serre donne alors :

LeMME. — Les foncteurs I'y et Ay sont des équivalences de catégories inverses ['une de
lautre.

3.2. FONCTEURS D’ENTRELACEMENT. — Soient b’ une (autre) polarisation en f;,
X'=G/B', D x» Dy, x» x> Ax comme ci-dessus, Y=G/BNB, n:Y->X et
n' : Y - X' les projections naturelles, 9, vy, D, y-x €t D, x .y comme en 1.3.
Lorsqu’un faisceau est désigné par une lettre ronde, on note par la lettre droite correspon-
dante les sections globales de ce faisceau (ainsi Dy y . x=I(Y, Z; y.x) est un
(Dy,, v» Dy, x)-bimodule). Le foncteur image inverse n* est un foncteur exact sur les
D, x-modules car m est une application lisse. Le foncteur image directe n’, est un
foncteur exact a droite sur les 9 y-modules car " est une application affine (de fibre
B'/BN B’ ~ F?); on note L™ *n’, son k-iéme foncteur dérivé & gauche.

DEFINITION. — On  appelle foncteur d’entrelacement le foncteur Fy. x=m', °n* qui
envoie 9 ;| x-modules sur 9, x-modules.

PRrROPOSITION 3.2. — Avec les notations ci-dessus :

(@) Les foncteurs $x. x et Ay °T'yx sont isomorphes.

b) Vkz1, (L7*r')en*=0.

Le (b) n’est pas utilisé¢ dans la suite, il signifie que « en catégorie dérivée, le foncteur

d’entrelacement est concentré en degré 0 ». Cette proposition est un analogue algébrique
de [Li].

CoROLLAIRE 3.3. — Avec les notations ci-dessus, soit b"’ une (troisieme) polarisation en
fo, X'=G/B"”, ....

Alors les foncteurs Sy x et Iy x-° Ix: x Sont isomorphes.

Démonstration :

Ixr,x I x, x= By e (Tx e Ax) e Tx
=Ayg. Ty
= S x:

Démonstration de la proposition. — On utilise les idées de la démonstration du résultat
analogue pour les groupes de Lie semi-simples ([Mi], théoréme 3.16). La différence
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essentielle est qu’on ne peut pas se ramener au cas ou dim(B’/BNB)=1
(¢f- remarque 5.3). On utilise 4 la place le fait que (B’/BM\B’) est une sous variété
fermée de X (cf. lemme 3.4).

(a) Soit Iy, x=Tx.°Fy x°Ax : c’est un foncteur de la catégorie des R-modules dans
elle-méme. On veut construire un isomorphisme de foncteurs

IdS I, x.
Soit M un R-module, on a

IX',x(M)=Dfo,X'~—Y ® Dfo,Y—+X ® M.

Dyo, Y Dyo. x

(On a utilisé I'identification D, y ~ R ~ D,  y.) Remarquons que
Dyo v - x=0y®0,Dyy x
contient ’élément canonique 1 ® 1 et que D, x . y=T (Y, Q¥%) ®o, D/, x- contient

I'élément ® ® 1 ou o est une section non nulle G invariante de Q9% : ® est unique a
une constante prés. Notons Fy le morphisme de M dans Iy, x (M) donné par YmeM

Fym=@®@)e(1®1)®m.

On verifie que, Yue U, Fy (um)=u.Fy(m) : en effet, si on regarde D, ..y comme un
(Dy,, x» Dy, y)-bimodule et donc comme un (U, U)-bimodule via les applications o, on
a légalitt u.(0®1)=(w® 1).u; on a une égalit¢t analogue avec I’¢élément
1®1eDy, y . x.Donc Fy est un morphisme de R-modules. Cela définit un morphisme
de foncteurs Id — Iy, .

Montrons que, pour tout R-module M, F, est un isomorphisme. Comme les foncteurs
Id et Iy. x sont exacts a droite et commutent 4 la somme directe, il suffit de le montrer
pour M=R, le R-module libre de rang 1. En effet une résolution libre L, - L, > M -0
donnera un diagramme :

L, - L, - M -0
l FL1 l FLo l Fy

IX’, x (L)~ IX’, x (Lo) = IX’, xM)—-0

ou F; et F  seront des isomorphismes et Fy sera un isomorphisme.

Supposons donc M=R. Dans ce cas, les localises Ay.(M)=9, x et
Ax. (Ix, x M) =Fx. x(Dy,, x) sont des D, yx-modules avec action de G et le localisé
#r du morphisme Fy est un morphisme de &, x-modules avec action de G (i. e. C’est
un morphisme de 9, x-modules et de Ox-modules G-équivariants). Il suffit donc de
montrer que I’application induite sur les fibres géométriques en x,= B’/B’ est un isomor-
phisme.
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Soient Z=B'/BNB’, i: x5 X, j:Z3Y, iz:Z s X les injections naturelles et
D : Z > x, la projection. On a i;=m°j et on a le diagramme cartésien :

i

Y
T
Xo S5 X

D’une part,

* (gfo, X') = Oxo ®0x' Dfo, X’

ou O, ~ F est I'anneau des fonctions sur { x, }. D’autre part :

*(Fx, x (Do, ) =1* (0 (0* (D, X))
=p+ (* (* (Zy,,x))
=p+(Z(Ds,,%)
=P+ (@fo, z-%
=Dfo,XO “Z ®Dfo‘szo, Z-X

On a utilisé I’égalité i*°n’, =p_ °j* : c’est une conséquence du « changement de base »
([Bo], VI, théoréme 8.4; ici on peut éviter de travailler en catégorie dérivée car les quatre
foncteurs sont exacts a droite). Conformément a 1.3, &, . est le f.0.d.t. avec action
de B’ sur la variété réduite & un point x,=B'/B’ de paramétre f, |, €(b*)® et
Do xo 2= B, D -1, x0 (= Q7°) est un 9, ,-module a droite simple.

On remarque alors sur ces formules que les fibres géométriques sont des R-modules a
droite [la proposition 1.2 prouve seulement que ce sont des (g, B")-modules f,-tordus] et
qu’on a les identifications de R-modules a droite :

*(Dro,x) 2T X, iy (0,))
i* (sz X (@fo, ) = T(X, iz, (gfo, x0 « 2)-

Comme i et i; sont des immersions fermées (¢f. lemme 3.4 ci-dessous), ces R-modules
sont simples et non nuls d’aprés 1.3. Le morphisme de R-modules a droite i* (Fy) est
donné, avec ces identifications, par VreR(~ D, x. ~ D/ x)

*F1®nN=(@)®1®r)

ol o|,eT'(Z, QF™) est la restriction & Z de w. Il est non nul, c’est donc un isomorphisme.

(b) Supposons par l'absurde qu’il existe k=1 et #, un P, y-module tel que
(L™*n,)(n* #,)#0. Soit ko=1, le plus petit entier pour lequel un tel module .#,
existe. Si ko#1 alors le foncteur # — (L™ %0+, )(n* .#) est nul; si ko=1 alors ce
foncteur est exact d’aprés (a); dans les deux cas, on en déduit que le foncteur
M~ (L *on, )(n* #) est exact a droite. Soit £ un D, x-module libre tel que
& - My— 0, alors (L™ *ox,) (n* £)#0. On peut donc supposer Mo=D s, x-
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Soient Qy | x- le complexe (de de Rham) des faisceaux des formes différentielles relatives
et Q,=;*(Qy x) celui des formes différentielles sur Z. On a I’égalité ([Bo], VI, 5.3)

L7, (0* (Do, X)) =B (1 (Qy | x @y T (D, X))

ou A est la cohomologie du complexe en degré i. Ce complexe est un complexe de .-
modules G-équivariants. Il suffit donc de démontrer que *(L™*n, (n*(2,, x))=0,
Vk=1. Or, i* est un foncteur exact dans la catégorie des Ox-modules G-équivariant, on
a donc :

*LFn, (n* 9]‘0, X)) = A (! (QY 1x Doy m* (@jo, )]
=E7*@.(* Qy | x ®oy T (Zf,, )
=h (. (Qz ®g,J* (* (D, 0)))
=h5_k(P-(Q.z ®az@fo, x))
=(L_kP+)(9f0, Z-%
=0, Vk=1

car D 7. x est un 9, ,-module localement libre ([Bo], VI, 7.3).
LeMME 3.4. — Soient ¥, ¥, deux sous algébres de Lie de g, alors I'immersion naturelle
K,/K; NK; g G/K, est fermée.

Démonstration. — C’est classique : on peut trouver une base (X;, ..., X,) de g et
L <...<igSIZrtelsque,Vi=1, ...,n,6;: =FX;,1 ®...® FX, est une sous algébre
de Lie de g, f,=g, et [,=FX;®...®FX, ®@g, Alors on a un isomorphisme
® : F' > G/K, donné par ® (¢, ..., t)=exp(t; X,)...exp(1,X)K, et

O (KK, NK)={(ty, ..., 1)|Vk#iy, ..., i, ona =0}~ F

4. Géométrie des orbites.

4.1. ON RASSEMBLE DANS CETTE PARTIE QUELQUES LEMMES GEOMETRIQUES. — Soient g une
algébre de Lie nilpotente sur F, f, € g*, b une polarisation en f,, Q=G f;, p : Q > X=G/B
la projection canonique : Vge G p(g.f,)=gB, feg*, I une sous-algébre subordonnée a f
(i. e. f]g,y=0). On note

Vscg, st:={f"eg*|f"(s)=0}, sBr0 1 = {Xeg|fo (X, sD=0},

Ad et Ad* les actions adjointes et coadjointes de G dans g et g* et, Vge G, b, : =Adg (b) :
c’est une polarisation en g.f, : =Ad*(g).fo.

On pose Z=Q N\ (f+1): C’est une sous variété algébrique stable par K.
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LEMME 4.1. — Avec ces notations :

(@) p(2)={gBeX|(gfo—/) Ilr\bg=0}.
(b) Soit fy=g.foeZ. Alors :

@ {f'eZlp(fH=p(f)}=/fi+(E+b)"

® A:=K.(fi +(F+ b,)"') est une sous variété lagrangienne, irréductible, lisse et fermée
incluse dans Z. Son espace tangent est T, (A)= (1N (f+b,))*.

Démonstration. — (a) Soient E={geG|g.f,—fet'} et F={geG|gfo—fe(®Nb,)"}.
On veut montrer F=E.B.

Soit geF, Iégalite (N b,)'=F +b,; prouve quil existe f'eb;, f"ef" tel que
gfo—f=f'+f". Comme Bfy,=f,+b* ([B-C-D...], prop. 3.1.7), il existe beB tel que
g(bfo—fo)=—f" d’ou gbfy—f=f"€t' et gheE.

Réciproquement, soient g€ E et be B, alors gbfy, —f=g (bf, —f,) + &fo —feb, + 1 donc
gbeF.

(b) On peut supposer f; =f,€Z.

@ {f'eZlp(f)=pP(fo)} =ZNBfo=(fo+T)NBfo=fo+(E+b)".
(B) Remarquons que f,+ (f+b)* est stable sous K N B. L’application

J: Kxxns(fo"'(f"'b)l)—’G-f

donnée par j(k, f)=k.f' est une immersion fermée : elle est la composée :

i1 iz i3
KXy pg(fotE+D)Y) > Kxy pg(fo+0) >Gxp(f+8)>G.fo
., f) - %, f) - Kk f) kS
ou j, est fermée car f, + (£+b)* est fermée dans f, + b, j, est fermée d’aprés le lemme 3.4

et j; est un isomorphisme. En particulier, son image A est une sous variété fermée lisse
irréductible de Q et on a I’égalité de sous espace de g* :

T, (A =F.fo+(E+Db) =70 N (F+b))t=(WPro)*

avec

W =F+ (1% N b) =85 (" (F+b) = WEro

car f < B0 et b=Db57,.

Le sous espace W est lagrangien pour B, donc T, (A) est un sous-espace lagrangien
de T, (Q) : A est lagrangienne.

Les inclusions Kf; « A = Z prouvent que Z est une variété coisotrope ([Gi]) et que
les K-orbites de Z sont des sous variétés isotropes. Les lemmes suivants étudient les cas
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d’égalités :

. LEMME 4.2. — Avec ces notations. Soient C une composante irréductible de Z et
f1=gf,€C. Les affirmations suivantes sont équivalentes :

(i) dimC= %dimQ.

(i) p(O)=K.p(fD).

(i) C=K(f; +(+Db,)").

(iv) C=p~'K.p(f))NZ
Dans ce cas C est une variété lagrangienne lisse et p (C) est fermée.

Démonstration. — (i)=(ii) : Soient f'=g'f, un point lisse de Z tel que f'eC et
A=K.(f'+(E+Db,)"). A est une sous variété¢ fermée et irréductible de Z donc A = C

puis A=C car A et C ont méme dimension. En particulier p (C)=p (A) est une K-orbite
(et est donc fermée : lemme 3.4).

(i) =(ii): On a Ccp ' Kp()NZ=K@ '@())NZ)=K.(fi +{E+b)")=A.
Comme C est coisotrope et que A est lagrangienne et irréductible, on a C=A. En
particulier C est lisse.

(iii) <> (iv) : résulte de 4.1.b o).

(iii) = (i) : résulte de 4.1.5B).

COROLLAIRE 4.3. — Avec ces notations. On a ’équivalence :
(i) Z est lagrangienne.

(ii) p(Z) est une réunion finie de K-orbites.

La projection p met alors en bijection les composantes irréductibles de Z et les K-orbites
de p (Z).

Démonstration :
(1) = (ii) : clair,

(ii) = (i) : écrivons

p(@)= UKp(f) avec fi=gfoeZ

i=1

Alors

Z= Up ' Kp()NZ= UK.(+E+b,)D

i=1 i=1

est lagrangienne.

COROLLAIRE 4.4. — Avec ces notations. Supposons que f, appartient & une composante
irréductible A de Z qui est lagrangienne. Soit b’ une (autre) polarisation en f, telle que
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dim (b/b N\ b")=1, alors
dim(EN(d+b))/ENBND))) =1

Démonstration. — On a (b+b")Bre=bNb" donc B 7o induit sur I'espace vectoriel de
dimension 2 : (b+b")/(b M b’) une forme bilinéaire non dégénérée; I'image i de N (b+b’)
dans cet espace est isotrope donc dimi<1.

Supposons que cette inégalité est stricte. On a alors

(x) fENG+d)=bNb

d’ou b+b’ = B0+ (b N b’). On peut donc trouver Xeb N B tel que X ¢b’. Puisque A
est lagrangienne, on a les égalités

A=K (fo+(F+Db)H)=K(fo+(E+b))
[lemme 4.2 (iii)] puis

T,y (A)= (0 N (E+DB))* = (BBr0 N (F+D)*

(lemme 4.1.5), d’ou

870 () (E+b) = s N (E+ D).

On en déduit Xeb N (f+b’) « b\ b’ d’apres (x). Contradiction. Donc dim i=1.

LEMME 4.5. — Reprenons les notations du lemme 4.2 : Soient C une composante irré-
ductible de Z et f, =g f,€C. Les affirmations suivantes sont équivalentes.

(i) dimC=1/2dimQ et lintersection Q N (f+1') est tranverse en f,;
(i) C=K/;

(iil) dimK f;=1/2dimQ;

(iv) 2dim(g(f;) +¥=dimg+dimg(f;).

Démonstration (cf. [Fu]). — On peut supposer f; =f,.

(()=(@v): Par hypothése on a, T, (O)=T, (QNT, (fo+ =@ (fp)+DH* et
dim T, (C)=1/2dim Q. On en déduit dim g—dim (g (fy) +f)=1/2(dim g —dim g (f,)) c’est
’égalité cherchée;

(iii) = (iv) : c’est clair;

(iv) = (i) et (ii) : Par hypothése g(f,)+1 est lagrangienne pour B, on a donc

() +D =)' =T, (Kfo) = T; QN (f+))
CTfo @nN Tfo f+ fl)= Q(fO)l Nit= (g (fo)"'f)l-

Donc ces inclusions sont des égalités. On en déduit, d’une part que dim K f, =dim C puis
Kf,=C et dimC=1/2dimQ et d’autre part que l'intersection Q N (f+ ') est transverse

en f.
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(i) — (iii) : La variété Kf,=C est a la fois isotrope et coisotrope, elle est donc
lagrangienne.

4.2. ExeMpLES. — Donnons divers exemples qui éclairent la géométrie de Z. Dans ces
exemples g a pour base (¢;);—,, .. ., n- On note e;e; pour [e;, e] et on ne donne que les
crochets e; e; non nuls avec i<j.

(a) Z peut étre lagrangienne et contenir une infinité de K-orbites.

N=4; avec e,;e,=e;, e, e3=¢,; f[=fo=ef ett=Fe,.

On a Q={(x, x3): =x3ef+(1/2)x} e} —x et tef} ~F2, Z={(0,x5)}~F et
l’action de K sur Z est triviale.

(b) p(Z) n’est pas forcément localement fermé.

N=35;avece,e,=e,, e;e,=es, e,e3=es; f[=fo=et,b=Fe, ®Fe; ®Fes et t=Fe,.

On a

Q= {(xl, X35 X3, X4) - =x4ef+(x3+(1/2)x%)e§_xzeg‘xl eI+e’§} ~ F*,

Z={(xy, X3, X3, 0)} ~ F?, G/B = {(1,, t,) : =exp(t,e,)exp(t4e,)B} ~F?

et p (X1, X3, X3, X4)= (X3, X4+ X, X;). Done p(Z)={(1, 1) |1, #0} U {(0, 0) }.
(¢) Z n’est pas forcément lisse [Fu).
N=6; avec e; e3=¢,, €, e5=¢¢, €,63=¢€s, e,e,=¢€;; [ =fo=ef et I=Fe;.
On a

—_ [ X __ * 4
Q={(xy, X3, X4, X5):=XseF+ x5+ x; X, 65— X, €5 —x; et +et } ~F

et Z={ (xy, X3, X4, Xs5)| X, x,=0}.

(d) On peut avoir Z=7,\JZ, avec Z, lagrangienne et Z, pas.

N=7;, avec e e;=e,;, e, es=2es € €c=€;, €,€3=€ €,e,=e5; [fo=f=e% et
f=F(e;+e,)®F (es+eg).
On a Q={(x;, Xp, X4, X¢):=XeeFtxsef+x, x5~ x,ef +xT et —x, ef +e¥}~F* et
Z=Z,UZ, ou Z;={(0, 0, x,, x¢) } ~F? est une K-orbite et Z,={(1, x,, x4, X¢) } ~F?
n’est pas lagrangienne.

5. Modules simples associés a une composante lagrangienne

Le but de cette partie est d’associer a chaque composante lagrangienne A de Z un
g-module simple M. On relie en 5.4 ces modules avec ceux introduits dans [Be].

5.1. CONSTRUCTION DU MODULE SIMPLE M. — Gardons les notations de 3 et 4 et celles
de 2 avec X=G/B, 2=9,  x, H=K et p=f (plus précisément p=f],).

LEMME 5.1. — p(Z) est la réunion des K-orbites admissibles de X.

Démonstration. — C’est une reformulation du lemme 4.2. (a).
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Pour chaque K-orbite o de p(Z), on note i, : ® — X I'injection, # =i, (0,) : 'unique
D, o module (K, f)-€quivariant simple de support @ et M, =Ty (4,).

PROPOSITION 5.2. — Avec ces notations, soient A une composante irréductible de 7 que
l'on suppose lagrangienne et ® la K-orbite p (A) alors le g-module M, ne dépend pas du
choix de la polarisation b.

On note M, ce module.

Montrons tout d’abord quelques lemmes.

5.2. POLARISATIONS ADJACENTES.

DEFINITION. — Deux polarisations (b, b') en f, sont dites adjacentes si dim (b/b N\ b")=1.

LEMME 5.3. — Soient f,eg*, (b, b’) deux polarisations en f,, alors il existe une suite
bo=Db, b, ...,b,=b' de polarisations en f , telles que Vi=1, . . .,r, (b,_,, b,) sont adjacen-
tes.

Remarque. — On a r=dim(b/b N\ b’). Mais il n’existe pas toujours de suite pour
laquelle on ait I’égalité : prendre pour b et b’ les deux polarisations b, et b, dans I’exemple
de ([Be], Appendice A).

Démonstration. — On procéde par récurrence sur dimg. Soient 3 le centre de g et
30=3 N Kerf,.

Si 3, #0, on applique le résultat a g/3,.

Si 3,=0, on a 3=FZ avec f,(Z)=1. Soit YeC, (g)\3 ou C,(g) est le i-iéme terme de
la suite centrale ascendante, et g'={Teg|[T, Y]=0} : c’est un idéal de codimension un
de g. Si Y¢b, alors b, =FY®(b M g’) est une polarisation en f, et (b, b,) sont adjacentes.
On peut donc supposer Yeb M\ b’. On a alors bcg’ et b'=g’. Soient f5=f,|, on a
8 (f0)=a(fo)®FY, donc b et b’ sont des polarisations en f .

On applique alors le résultat a g’ pour conclure.

|g’

LEMME 5.4. — (a) Soient foeg* et (b, b") deux polarisations en f, adjacentes, alors
d=Db+ Db’ est une sous-algébre de Lie de g et [, D)<bNb'.

(b) Soient feg*, ¥ une sous-algébre subordonnée a f telle que f, appartiennent a une
composante irréductible lagrangienne A de Z=G .f, N\ (f +1'), alors on est dans une et
une seule des trois situations suivantes :

i) bNEstD'.

(i) " NEdb.

(iii) 3b” polarisation en f telle que (b, b”) et (b, b") sont adjacentes, b"' N EdDb et
b NEtb'.

Démonstration. — (a) Ecrivons b=FX@®bNb et B'=FY®bNb'. Montrons tout
d’abord que [X, Y]eb+b'. Comme b+b'=(b M\ b')Bro, il suffit de voir que, VZebN b,
on a fo([X, Y], Z)=0. Or b\b" est un idéal de b, donc [X,Z]ebNb’, d’ou
Fo X, Z), YD ef, ([b', b)) =0. De méme f, (X, [Y, Z]])=0. On en déduit 1’égalité cher-
chée grace a I'identité de Jacobi.

Donc b est une sous-algébre de g. Comme b et b’ sont des sous-algébres de codimension
unde d, on a [, djcb N b’
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(b) Ecrivons dim (b N f)=dim (b’ N )+ avec 8e{ —1,0, 1}. Dans le cas (i), on peut
écrire b=FX®bNb' avec Xef;, donc tNb' =(FX)BroNb' =(FX+b)Br0chbBro=b et
d=1. Dans le cas (i), on a 8= —1 et dans le cas (iii) on a §=0. Donc ces trois cas
s’excluent mutuellement.

Supposons qu’on n’est ni dans le cas (i) ni dans le cas (ii)) : ona fNb=FNb'=bND".
Soit b"=FN®+b)+dND), on a f,(b",b"N=0 et dimb”"=dim((®bNb)+1
(corollaire 4.4) donc b’ est une polarisation en f,. On a fN\b”"¢b M b’ donc TN b’ &b
et ENb "&b,

5.3. INDEPENDANCE DE LA POLARISATION.

Démonstration de la proposition 5.2. — On peut supposer f,€A. Soient b’ une (autre)
polarisation en f, X'=G/B’, 2, x., Fx x comme en 3.2, p'=Q — G/B’, o'=p'(A), iy,
0., H#,, M, comme ci-dessus. Il suffit de montrer d’aprés la proposition 3.2 I'égalité
I x(My)=M,.

Les deux lemmes ci-dessus permettent de supposer que b et b’ sont adjacentes et que
b Ef4Db'. Dans ce cas : soient 1:Y=G/BNB' - X=G/B et n': Y - X' les projections
naturelles et @=n"! (0)~K/K N B N\ B’~K/K N B’ [en effet, les lemmes 5.4 et 3.5 prou-
vent que K/K M B N B’ est ouvert et fermé dans n~ ! (w)]. La restriction de n’ & ® induit
un isomorphisme noté ¢’ de ® sur @' et le diagramme :

J
S
o

1}

G

€ « &I
Ho— =<

est cartésien et la formule du changement de base donne alors :

Ix x (M)=T1 o* (iy+ (0,))
="y °j+)(c*(0,))
=iy 405 (03)
=iy + (Oy)
=M,.

5.4. CONSTRUCTION PAR RECURRENCE DE M,,. — Soit ® une K-orbite admissible de G/B.
Le seul but de ce paragraphe est de démontrer que les modules M, coincident avec ceux
introduits dans [Be], § 3 (notre « paramétre ® » est la projection dans G/B du « paramétre
® de [Be] » qui lui est une K-orbite dans Z) et donc que ceux-ci ne dépendent pas de la
polarisation choisie pour leur construction lorsque ® est la projection p (A) d’une compo-
sante irréductible lagrangienne de Z. (On peut donner de cette derniére affirmation une
démonstration directe basée sur les lemmes 5.3 et 5.4.)

Soient g, un idéal de codimension 1 de g contenant b, U, =U(g,), f1=f,
primitif associ¢ & G, f4, i; : X; =G,/B g X=G/B l'injection canonique.

1, lidéal

|91’

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L’ECOLE NORMALE SUPERIEURE



514 ‘ Y. BENOIST

LEMME 5.5. — Avec ces notations. Soient M un D, x-module, M un D,  x -module,
M:=Tyx(#) et M, :=Tx (M). Alors :

(@ I'x(y+ («/’l1))=U®U1 M;.
(&) T'x (@ (A)=M/I; M.

Démonstration. — 11 suffit de montrer que D, y, ., x~U/I; U comme (g;, g)-bimodu-
les.

Pour cela, écrivons g=FT®gq, d’ou un isomorphisme :
1

FxX, 35X
(& x;) = (exptT).i; (xy).

Ceci permet d’identifier les algebres (lemme A3 de [Be]) :

U/l~D, x = A1®Df17x, on A,=F(1,d,)
T . —B[@]
w o~ ¥ S re@dTrw), vueu,
n=0 n:

Il suffit de montrer que, avec cette identification, on a l'égalité I, U/I~tA,®D; | ,.
L’inclusion cest claire car tout élément u; de I, est nul dans D, . L’inclusion>résulte
de I’existence d’un €lément u, de I, dont I'image dans D, x est t®1 (corol. A3 de [Be]).

Si N est un g-module, on note I'?(f, N)={neN|3p=1 tel que ()?.n=0}, c’est un
sous-g-module de N.

COROLLAIRE 5.6. — Avec ces notations; soient ® une K-orbite admissible de X,
o, :=i; 1 (0) : cest une K, (=K N G,)-orbite admissible de X,, M, :=Tx (i, (0,)) et
M, : =Ty, (i, , (O,))).

(a) Sig;>talors M,=U®y, M,,.

(b) Sig,talors M,=T%(f, Homy, (U, M,))).

Ceci permet de construire le module M,, par récurrence sur dim X.

Démonstration. — (a) Dans ce cas M ,=i;. (M ,,).

(b) Dans ce cas A, =i} (H,) et le foncteur A" — if (A7) est une eéquivalence entre la
catégorie des 9, x-modules (K, f)-équivariants et celle des 9,  x,-modules (K,, f)-
équivariants ([B-B-3], 1.3). Soit M'=T9 (f, Homy, (U, Mmlz); il suffit donc de montrer
que les g;-modules M, et M'/I; M’ sont isomorphes. Ecrivons g=FT@®g; et soit
a=f(T); comme (D;, x~A;®D;, x,)-module, M’ est isomorphe a C[f]e*®M,, pour
I’action produit tensorielle ([Be], § 3). Donc M'/I; M'~M’/t®@ ) M'~M,,, .

6. UI+U¥).

6.1. C’est la partie centrale de cet article : on étudie les g-modules simples contenant
des vecteurs propres sous la sous-algébre de Lie f de valeur propre f: ils sont annulés
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par un idéal primitif I. On fixe un tel idéal et on étudie (avec les notations de 0.1) le g-
module U/(I+U¥) qui est « universel » parmi les modules annulés par I et engendrés
par un vecteur propre sous f de valeur propre f.

THEOREME. — Soient g une algébre de Lie nilpotente sur F, U:=U(g), Q une orbite de
G dans g*, 1 l'idéal primitif de U associé a Q, f € g*, ¥ une sous-algébre telle que f ([t, T]) =0,
Z:=QN(f+1), M le g-module U/(I1+U ¥ ) ou ¥/ ={T—f(T)|Tet} et S l'ensemble
des g-modules simples N d’annulateur 1 tels que N*/ #0 o N*/ :={neN|¥ .n=0}.

(a) Les affirmations suivantes sont équivalentes :
(1) Z est lagrangienne.

(ii) M est de longueur finie.

(iii) S est un ensemble fini.

(b) Dans ce cas :

(&) Z est une variété lisse.

(B) L’application A - M, construite en 5 est une bijection entre I'ensemble des compo-
santes irréductibles de Z et I'ensemble S.

(Y) On pose m,:=dim(M,)"/. On a alors un isomorphisme de g-modules :
M=~ @, (M,)"A. En particulier my, < oo et M est semi-simple.

Démonstration. — Soit b une polarisation en f, et prenons les notations de 3. Les
foncteurs N — Ay (N) et & — I'y (A") induisent des équivalences inverses entre la caté-
gorie des g-modules annulés par I et ¥/ -localement nilpotents et celle des 2, x-modules
(K, f)-équivariants.

En effet, un g-module N (d’action p) est ¥/ -localement nilpotent si et seulement si
(p—f)|; est la différentielle d’une action (algébrique) n de K sur N. On munit alors
Ax(N)=2; x®xN de la structure de Ox-module K-équivariant donnée par
k.(d®n)=(k.d@n(k)n, V keK, del'(U, 2, x), neN (ou k.del'(k.U, 9, «) est
donné par l'action naturelle de K sur 9, x) ce qui en fait un 9, y-module (K, f)-
eéquivariant. Réciproquement, si A" est I, x-module (K, f)-équivariant alors N=T'x (4#")
est un K-module dont la différentielle est (p—f)|,.

(a) ()= (ii) Si Z est lagrangienne, il existe un nombre fini d’orbites admissibles
(corollaire 4.3 et lemme 5.1) et M est un 9, y-module holonome (proposition 2.1) il est
donc de longueur finie.

(i) = (iii) Si M est de longueur finie, M n’a qu’'un nombre fini de quotients simples (a
équivalence prés) donc S est fini.

. (iii) = (i) A chaque orbite admissible ®, on a associé¢ un g-module simple M, =TIy (#,)
de S avec supp (#,)=o. Dong, si S est fini il n’y a qu’un nombre fini d’orbites admissibles
et Z est lagrangienne.

(b) (o) C’est le lemme 4.2.
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(B) On a les bijections successives (corollaire 4.3 et proposition 2.1) :

composantes orbites D 5o, x-module
irréductibles «——— admissibles «——— simples (K, f)- «—— S
deZ : de X équivariants
Ae——pl);, O———M,;, M——Tx(M)

dont la composée est I’application A — M, qui ne dépend pas du choix de la polarisation
(lemme 5.2).
(y) La proposition 2.1 (d). prouve que M est une somme directe de modules simples :
il existe un entier 1, tel que M =@ (M,)"4. On a alors
A

mj, =dim (Hom, (M, M,))=dim (M%/)=m,.

COROLLAIRE. — Avec ces notations.

(1) On a les équivalences :

Z=g < M=0 < S=g.

(2) Si Z est une K-orbite alors M est multiple d’un module simple : M =(Mz)™z.

Démonstration. — (1) Clair.
(2) Z est lagrangienne et irréductible (lemme 4.5).

6.2. EXEMPLE DE MULTIPLICITE. — Si Z est une K-orbite, le module M=U/(1+U¥)
n’est pas toujours simple (i.e. on peut avoir m;=2) :

Soient g la sous-algebre de Lie de dimension 9 de Dlalgébre de Weyl
A,=F(x,y,0,,0,):g=n®b ou b est (lalgebre de Heinsenberg) engendrée par x, y,
0, 0,, 1 et n est [le radical unipotent d’un Borel de sp (2, F)] engendrée par x4,, 02,
0,0,, 02, fo=1%, Q=G.f,, t est la sous-algébre de dimension 4 engendrée par

y Yy
0,+x0,,0,+02,0,0,,0%

x Uy Ty

et f=0.
On vérifie par un petit calcul que Z=K.f,. (On sait a priori grace au lemme 4.5 que
K.f, est une composante irréductible de Z car I®g(f,) est lagrangienne pour B/ .)

L’unique g-module simple de S est alors M;=F [x, y] (via I’action naturelle de A,) et on
a (Mp)*/=F.1®F.(x*—2y) donc m,=2.

Remarque. — Supposons un nouvel instant que F=C. Soient g, et f, les algébres de
Lie définies comme g et f mais sur le corps de base R de sorte que g et f sont leur
complexifiée; soient w, la représentation unitaire irréductible de G, associée 4 Q,:=iG.f,,
et #,,” le g-module des vecteurs distributions de cette représentation. Le méme calcul
prouve que Z, :=Q, N ' est une K,-orbite mais que M, : = (.}f"‘o“’)" 0 est de dimension 2.

6.3. VoICI TROIS QUESTIONS OUVERTES. — (1) A-t-on Ulimplication : A est
lagrangienne = m, < oo ?. — Notre démonstration utilise ’hypothése plus forte : « Z est

4° SERIE — TOME 23 — 1990 — N° 3



MODULES CONTENANT UN VECTEUR PROPRE 517

- lagrangienne » et peut se géneraliser si on suppose que « A est lagrangienne et p(A) est
ouvert dans p (Z) ».

(2) Existe-t-il une caractérisation géométrique de la propriété de multiplicité 1:m,=1?
1l est probable que m,=1=>A est une K-orbite. — Lorsque f est ’ensemble des points
fixes d’une involution de g et f e, la variété Z est une K-orbite et m, =1 [Be].

(3) Soit Z°cT*X la wvariété caractéristique du D to, x-module Ay (M) localisé de
M:=U/I+U¥). Quel lien existe-t-il entre Z et Z°? En particulier, a-t-on I’égalité
dimZ=dimZ°?

On a seulement prouvé I’équivalence : dim Z=dim X <>dim Z°=dim X. Remarquons
que ces variétés ne sont pas en général isomorphes: dans ’exemple 4.2.(b), Z est
irréductible mais pas Z°.
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