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496 Y. BENOIST

Introduction

0.1 NOTATIONS. — Soient 9 une algèbre de Lie niipotente sur un corps F algébriquement
clos de caractéristique 0, U=U(g) son algèbre enveloppante, 1 un idéal primitif de U et
Q l'orbite dans g* correspondante ; c'est une variété symplectique.

Soient /eg*, Ï une sous-algèbre de Lie de 9 telle que /([ï,î])==0 et
^f : = { T —/ (T) | T e ï } c= U. On note par une lettre latine G, K . . . les groupes unipotents
correspondants. Pour tout g-module N on note N1^ : == { ne1^\tf .n=0 }.

0.2. RÉSULTATS. — Pour chaque composante irréductible lagrangienne A de la variété
coïsotrope Z : = 0 H (/+11), on construit un Q-module simple M^ d'annulateur 1 tel que
w^:=dimM^^O (5).

On montre que le g-module M : = U/(I + U Ï-Q est de longueur finie si et seulement si
Z est lagrangienne. Et dans ce cas :

(i) M est isomorphe à © (M^)^.
A comp. irr. de Z

(ii) Tout g-module simple N annulé par I tel que N'^^O est isomorphe à M^ pour
une unique composante A (6).

En particulier :

M=0 o Z=0.

Les multiplicités m^ ne sont pas toujours égales à 1 (6), même lorsque Z est une
K-orbite, contrairement au cas des modules sphériques [Be].

0.3. MÉTHODES. - Donnons quelques détails de la méthode suivie: Soit A une
composante irréductible de Z. Supposons que/eA. Soient b une polarisation en/et
p'.G.f -> G/B la projection : U/I s'identifie à un anneau d'opérateurs différentiels tordus
Df x sur G/B. On montre que A est lagrangienne si et seulement si /?(A) est une
K-orbite (4) et que, dans ce cas, le Dy. x-ï^dule M^ : « image directe des fonctions
sur /?(A) » ne dépend pas du choix de b (5). La démonstration utilise les « foncteurs
d'entrelacements » étudiés en (3). Les D^ x^^mes M^ et M sont (K, /)-équivariants
(c./. ci-dessous) et leur étude peut être menée dans un cadre plus général.

Soit X une variété algébrique lisse sur F sur laquelle un groupe algébrique H agit et
Q) un faisceau d'opérateurs différentiels tordus avec action de H ([Ka], [BB1]). Soit
He(t)/[t), l)])*. Soit ^ la catégorie des ^-modules cohérents (H, |^)-équivariants (;'. e. des
^-modules avec action de H tels que la différence de l'action de l) à travers Q) et de la
différentielle de l'action de H est égale à a). On définit un ensemble A d'orbites
admissibles (2) et on montre que A est fini si et seulement si l'ensemble des objets simples
de ^ l'est. Dans ce cas ces deux ensembles sont naturellement reliés. Si en outre
les orbites admissibles sont fermées alors ^ est une catégorie semi-simple (;'. e. sans
extension) (2).

On appliquera ceci à H=K et X=G/B:/?(Z) est alors la réunion des orbites
admissibles (4).
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0.4. MOTIVATIONS. — Supposons un instant que F = C, que g (resp. t) est la complexifîée
d'une algèbre de Lie réelle go (resp. Ïo), que/e? go ( ; = = / - 1) et que Q=G.Q() où O.o est
une Go-orbite dans ;g$. Soient 71:0 la représentation unitaire irréductible associée à
Q.Q [Ki 1] et ^^o0 le g-module des vecteurs distributions de cette représentation. L'espace
Mo^^^^'-^au moins sa valeur pour « presque tout îlo ») joue, via la dualité de
Frobenius, un rôle dans la désintégration de la représentation Ind^g (5^) induite à partir
du caractère ̂  de Ko dont la différentielle est/1^ [Pe].

Une de mes motivations est l'étude de cet espace « pour tout KQ >) e^ d11 lien entre
celui-ci et Zo:=Qo n(/+t1). Malheureusement, ce lien n'est pas aussi précis que celui
entre M et Z : j'ai construit un exemple où Zo est lagrangienne mais où dimMo=oo
(non publié).

Une approche pour ce problème est de remarquer que, pour tout a dans Mo, le
g-module engendré par a est un quotient de M. Ainsi ces résultats permettent facilement
de montrer les implications :

Z=0 => Mo=0 => Zo==0

et

Z est lagrangienne => dimMo<oo => Zo est lagrangienne.

Je remercie M. Dufio qui est à l'origine de ce travail.

1. ^-modules avec action d'un groupe algébrique.

Les idées de cette partie viennent de [B-B] et [Ka].

1.1. F. o. d. t. AVEC ACTION DE H. — Soient X une variété algébrique lisse sur un corps
F algébriquement clos de caractéristique 0 et ;x : ̂ x ̂  ^x l'injection du faisceau structural
dans celui des opérateurs différentiels.

DÉFINITION. — Un faisceau Q) d'algèbres sur (9^ est un f. o. d. t. {faisceau d'opérateurs
différentiels tordus) si localement (en topologie de Zariskî) le morphisme i'.O^-^Q) est
isomorphe à ;x-

Soient H un groupe algébrique qui agit sur X et t)==Lie(H).

DÉFINITION. — Un « f. o. d. t. avec action de H » est la donnée d'un f. o. d. t. Q) qui est
un (9 ̂ -module équivariant et d'un morphisme de ïî-modules a ; t) -> F (X, Q) tels que :

(i) l'injection i '. (9^ -> Q) est équi-uariante ;
(ii) la multiplication dans Q) est équivariante ;

(iii) la différentielle de l'action de H sur F (X, Q) est donnée par

I)3^(D^[afé),D]).
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498 Y. BENOIST

Si X est un espace homogène, L e. X=H/I où 1 est un sous groupe algébrique de H,
on dit que 3) est un f. h. o. d. t. Rappelons la construction des f. h. o. d. t. : Soit i=Lie(I),
t* le dual de i et (i*)1 l'ensemble des formes linéaires sur i invariantes par I. Soit À-e(i*)1.

Le faisceau 0^ ® U (l)) a une structure d'algèbre donnée par la relation de
commutation :

[ l (x)X,(p(x) l ]=Lx(p(x) l , VXel), (pe^x(V)

où (Lx (p) (x) = d/dt (p (exp ( — t X) x) |, = o- Soient ^ c d?x 01) le faisceau d'isotropie :

^ :={^(p ,®X,e^x®^|VAeH(Adh- l ) (^^(AI)X,)6i} ,

/: ̂  -> ^x 1e morphisme de ^x-u^dules donné par

(/(^^®X,))(AI)=^((Adh- l)(^^(/^I)X,))

et

^:={^-/fé)|Çe^}

le faisceau d'isotropie tordu (^x®U(t)))^ est un faisceau d'idéaux de ^x®U(Ï)). On
pose

^, x = (^x ® U (I)))/(^x ® U (I))) ̂

[noté e^x(^) dans [Ka]].

PROPOSITION 1.1 ([B-B]).—Soit X=H/I. L'application ^->^^x est une bijection de
(i*)1 sur l'ensemble des f. h. o. d. t,

1 . 2. ^-MODULES AVEC ACTION DE H.

DÉFINITION. — Soit Q) un f. o. d. t. avec action de H, on dit que M est un 2-module
avec action de H si M est un 2-module (quasi-cohérent et à gauche) et un (9^-module H-
équivariant tel que Faction de 2 sur M est îî-équivariante.

Ji a alors deux structures de l)-modules. La première via ï) -> F (X, ^), est notée a, la
deuxième, différentielle de l'action de H, est notée P. La différence y= |3—a est une
action de t) qui est ^x linéaire.

DÉFINITION. — Un (î), Ï)-module "k-tordu M est la donnée de structures de ^-module
p : t) -> End (M) et de 1-module n : I -> GL (M) (on suppose que M est réunion de sous-ï-
modules algébriques de dimension finie) telle que p est 1-équivariante et, VTei,
rf7i(T)=p(T)+MT)Id.

PROPOSITION 1.2. — Soit X=H/I. La catégorie des ̂  ^-modules avec action de H est
équivalente à la catégorie des (l), \)-modules ^-tordus. L'équivalence est donnée par la fibre
géométrique M -> i* (M) où i : { I } -> X est l'injection du point de base.

Démonstration cf. [Ka], th. 4.10.2. - La structure de I-module sur ;*(^) est claire.
Celle de I)-module est donnée par y.
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DÉFINITION. — Soient \i un caractère de t) (i. e. ^e(t)/[I), t)])*) et 2 un f. o. d. t. avec
action de H. Un ^-module (H, \\)-équivariant est un 2-module avec action H tel que
y=-HÏd.

Lorsque H est connexe, la catégorie des ^-modules (H, p)-équivariants est une sous-
catégorie pleine de la catégorie des ^-modules.

Exemple. - Soient F^ le ^-module de dimension 1 donné par p, et V un H-module,
alors

^:=^®u(t))(Fu®V)

est un ^-module (H, p)-équivariant [l'action de Q) est donnée par
d' \d® 1 ®v)-=d1 d® 1 (g) v et celle de H par h (d® 1 00 v)=(h. d) ® \®(h.v)}.

COROLLAIRE.—Soit X=H/I. La catégorie des Q)^ y-modules (H, \i)-équivariants est
équivalente à la catégorie des I-modules (M, 71) tels que V X e i, dn (X) = (k (X) - p, (X)) Id.
L'équivalence est donnée par Ji -> ;* (e^).

En particulier cette catégorie est semi-simple et n'a qu'un nombre fini d'objets simples
(c/.[Ki2], 14.2).

Soit M un ^-module cohérent, on note Supp (M} c: X son support et Ch (y0 c: T* X
sa variété caractéristique. M est dit holonome si dimCh(^)=dimX.

1 . 3. FONCTEURS POUR LES ^-MODULES AVEC ACTION DE H. — Soit Q UU f. 0. d. t. avec

action de H sur X.
Soit ^ un fibre inversible H-équivariant alors Q)^ : = ̂  00^ ̂  ®^x J^<8> ~1 est naturelle-

ment un f. o. d. t. avec action de H ([Ka], 2.6.5). En outre le foncteur M -> ^ ®ox^
est une équivalence de la catégorie des ^-modules avec action de H [resp. (H, \\)-
équivariants] dans celle des ^-modules avec action de H [resp. (H, n)-équivariants].

Soit v un caractère de H : c'est une représentation de H dans un espace vectoriel de
dimension 1 : F^. Le foncteur M -> M^ : = M (gp F^ est une équivalence de catégorie entre
^-modules (H, (i)-équivariants et ^-modules (H, \i - rfv)-équivariants (l'action de Q) sur
J^ se fait sur M, celle de H se fait sur les deux facteurs M et FJ.

Le faisceau d'anneaux opposés ^opp est aussi un f. o. d. t. avec action de H (par
exemple (^x)0^= (^x)"^ où ^^ est le faisceau des formes différentielles de degré
maximal). Un ^-module à droite avec action de H est (par définition) un ^PP-module
avec action de H.

Soient (p : Y -> X un morphisme de H-variétés lisses, (p* et (p. les images inverse et
directe en théorie des faisceaux, ^_ == (p* (Q) : = ̂ y ®<p • «px) (P' (^) et ^<p le f- °- d- L avec

action de H sur Y, image inverse de Q) ([B-B 2]) : ̂  est le faisceau des endomorphismes
différentiels du ([)^-modu\e (p*(^) qui commutent à l'action à droite de (p'(^). Par
construction, ̂  est un ^""-module avec action de H et un (p* (^)-module à droite.
Exemple : ̂ =^y. Soit M un ^-module avec action de H [resp. (H, |Li)-équivariant]. On
note (p*(^):=^ ®ç. (^)CP'(^) le ^-module avec action de H [resp. (H, ^i)-équiva-
riant] image inverse de M. —

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L'ÉCOLE NORMALE SUPÉRIEURE



500 Y. BENOIST

On a l'égalité de f. o. d. t. avec action de H : (^PP)^ = ((^"m)0?? où
QÎ̂ X = Q?" ®^ (p* W)0 -1 ([K-a], 2.11). Soit ^ : = QÇ^x ®^ (p* (^opp), c'est un
(<p*(^), ^^-bimodule. Donc si M' est un ^-module à droite avec action de H,
(p*(^T) (S^-^^^û^x^-^q)^^) est un ^-module à droite avec action de H.
D'autre part, on note (p4' (^)=Jfom^.^(^^., (p'(^)) : c'est un ^-module avec action
de H.

Soit ^ ' (resp. ̂ ) un ^-module à droite (resp. à gauche) avec action de H, on note :
(p + {^rl) : = cp. (J^ 00 ̂ <p ̂ ^) [resp. (p + (JQ : = (p. (^ ®^<p ̂ T)] le ^-module à droite (resp.
à gauche) avec action de H image directe de J^fresp. JQ.

PROPOSITION 1.3 (Kashiwara). — Soit Y ç X une sous variété fermée, lisse et stable
par H, alors les fondeurs

^-modules cohérents ^-modules cohérents avec action
avec action de H <———————> de H [resp. (H, \\)-équivariants\

[resp. (H, \ji)-équivariants\ dont le support est inclus dans Y
^————>i^^)

sont des équivalences de catégories inverses.
Prenons les notations de 1.1 : soit \|/ : K -> H un morphisme de groupes, J un sous

groupe de K tel que \|/(J) cl et (p:Y=K/J-^X=H/I le morphisme de variétés que l'on
déduit de \[/, alors VÀ,e(i*)1, on a l'égalité de f. o. d. t. avec action de K sur
^(^x^^o^Y ([Ka]» 4.14). Dans cette situation, on note ^y-x^^- et

^,X-Y——^-

On a (^.xr'-^-^zp.x où p( . )= l/2tr^(ad.) ([Ka]).

2. ^-modules (H, a)-équivariants.

Dans cette partie, nous donnons des conditions suffisantes pour qu'un ^-module
(H, a)-équivariant soit holonome. Sous ces conditions, on peut décrire ceux qui sont
simples.

Soient H un groupe algébrique, ae(l)/[t), t)])*, X une H-variété lisse et Q) un f. o. d. t.
avec action de H.

Soient x e X, œ = H. x l'orbite contenant x, ^ : œ c^ X l'injection, I ^ : = { heîî\h.x=x }
le groupe d'isotropie en x et t^ç son algèbre de Lie. Le f. h. o. d. t. ^lœ correspond, d'après
1.1, à un élément À^e^)^. On pose O)={TI , représentation (algébrique de dimension
finie) irréductible de 1̂  telle que âf7r==(À^—a|^)Id } . C'est un ensemble fini; pour n dans
©, on note (9^ le ^'"-module simple correspondant (1.2).

DÉFINITION. — Une orbite est dite admissible si 0)^0. On note A l'ensemble des orbites
admissibles et À = {(œ, 7i)/œ e A et n G œ}.

4e SÉRIE - TOME 23 - 1990 - N° 3
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PROPOSITION 2.1. — Avec ces notations, soit Ji un 2-module cohérent (H, [t)-équivariant.
(a) Si A=0 alors ^=0.
(&) 57 A est fini alors M est un Q)-module holonome.

(c) Dans ce cas, on a une bijection naturelle

A—> [ ^-modules (H, \\)-équivariants simples }

donnée par (œ, 71) -> l'unique sous module (H, [\)-équivariant simple de i^+ (^).
(d) Si, en outre, toutes les orbites admissibles sont fermées alors la catégorie des

^-modules cohérents (H, [\)-équivariants est une catégorie semi-simple (i. e. tout objet est
somme directe finie d'objets simples).

Cette proposition généralise la description des 0'^-modules H-équivariants pour une
variété avec un nombre fini d'orbites ([Bo], VII, th. 12.11). Elle en diffère de deux
façons :

(1) M n'est pas en général un ^-module holonome régulier (cf. [Bo], VII, 11 ou
[Ka],3.5).

Exemple. - H = F = le sous groupe unipotent de SL (2, F) qui agit sur

X = P i F = F U { o o } par 1 l .z=z+/z, VAeF , VzeX (X a deux orbites), I)=FE=

son algèbre de Lie ( E = ( ) ], p, e t)* l'élément donné par ^ (E) = 1 et Q) = Q)^ le

faisceau des opérateurs différentiels. Le ^^-module ^=(2>^ (g)^F^=^x/^x(E~ 1) est
(H, ^i)-équivariant mais il n'est pas holonome régulier; en effet, au voisinage de l'infini
on a E-l=y2ôy-\.

(2) Le support de M peut contenir une infinité d'orbites.

Exemple. - H={(û , &)eF* x F}=le groupe affine de la droite, t )=FA©FB son
algèbre de Lie avec [A, B]=B, X=t)*={(x, y)=xA*+^B* } l'espace de la représenta-
tion coadjointe [l'action est donnée par: (a, b)~1 .Çx, y)=(x—by, ay), V(û, b)eïî,
(x,y)eX], ^==^x et ^ tel ̂  p,(A)=yeF\Z et n(B)=0. Il y a une seule orbite
admissible l'orbite ouverte Q (car [i ne s'intègre pas en un caractère de H). Le ^x~
module M = ̂ x ®b Fp = ̂ x/^x ( y S y ~ J , y S y ) est (H, n)-équivariant. On vérifie que M est
holonome (car y ̂  - 1) et pourtant Supp(^)=X contient une infinité d'orbites.

Démonstration. — Pour toute partie P de X on note ip : P c; X l'injection naturelle.
(û) Notons A^ = { œ e A | œ c= Supp (e^) } et montrons que

Supp (e^) = U œ
aeAjf

[Si A=0, on aura alors ^=0]. Quitte à ôter à X la partie singulière de Supp(^), on
peut supposer que S=Supp(^) est une variété lisse. On peut alors écrire, grâce à 1.3,

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L'ÉCOLE NORMALE SUPÉRIEURE



502 Y. BENOIST

J^=is+ (^0 où J^ est un ^s-module (H, n)-équivariant. On se ramène ainsi au cas où
Supp(^)=X.

Dans ce cas, il existe un ouvert dense U de X sur lequel M est un (9^-module localement
libre [Mi]. En particulier, si xeU, on a ^(e^^O. Soient œ=H.x et 7^: { x } ç œ

=t> l'injection naturelle, on a Ç(^)=y'ÎO'î(^)). Donc ^GO est un ^"-module (H, ^i)-
équivariant non nul. On en déduit que œ est admissible (1.2). Donc

X= (J œ.
(0 6 A

(b) Soit U le plus grand ouvert sur lequel M est holonome et F=X\U. On a bien
sûr F c= Supp(^). On veut montrer que F=0. Quitte à ôter à X la partie singulière de
F, on peut supposer que F est lisse.

On a alors une suite exacte de ^-modules (H, |Li)-équivariants [Bo], VI, prop. 8.2):

0 -> FF^O -> M -> /u+ (̂  |u)

où FF(^) est le faisceau des sections de M à support dans F. Par hypothèse M\^ est
holonome, donc ;u+ {^ |u) aussl ([Bo]? VII? fh. 10.1). Pour montrer que M est holonome,
il suffît de montrer que Y^{^ l'est. On peut écrire, grâce à 1.3, ^=ip+ (JQ où ^ est
un ^^-module (H, i^-équivariant qui n'est holonome sur aucun ouvert de F ([Bo], VI,
lemme 7.8). On se ramène ainsi au cas où F=X.

Dans ce cas, Supp(eJf)=X. On a alors U œ=X, d'après (û). Comme A est fini, il
(B € A

existe une orbite admissible œ ouverte dans X. La proposition 1.2 prouve alors que le
^^-module cohérent (H, n)-équivariant ^ == M \^ est déjà cohérent comme ^x"1110^^
([Ka], th., 4.10.2). Il est holonome, ce que contredit l'égalité F=X.

(c) Soit (œ, n)eÂ. Soit ^n=i^+ (^) : c'est un ^-module holonome (H, |i)-équivariant ;
en particulier il est de longueur finie. Montrons que M a un unique sous ^-module
(H, ^i)-équivariant (on dira « sous-module » si cela ne prête pas à confusion) simple.
Comme œ est une orbite d'un groupe algébrique, elle est localement fermée : soit
U=X\(œ\œ), œ est fermée dans U et U est ouvert dans X. Notonsy: œ c; U l'injection.
Soit J^^'^^): c'est un ^'"-module (H, ^i)-équivariant simple (1.3). On a
jy^=i^+(^), donc ^^|u=^ et M^ a un unique sous-quotient simple M' tel que
M' |u=^. Soient ^^(k= 1,2) deux sous modules simples de Jiy On a

Homx(^,^)=Homx(^, î'u.(^))

=Homx(^Ju. ̂ )

où Homx (resp. Hom^) désigne l'ensemble des morphismes dans la catégorie des
^-modules (resp. ^-modules) (H, ^-équivariants. On en déduit ^Ju^O d'où
^fc^^ P1118 ^i ?! ̂ 2^0 et enfin M^M^^M'}, Donc ̂  a un unique sous
module simple. Notons le Jêf (œ, 71).

Soient (œ, n) et (œ', n')ek. Supposons que J^(œ, TI;) et ^(o/, n') sont isomorphes.
Comme œ = Supp (J^f (œ,-n;)), on a œ=œ' d'où œ^œ'. En outre, comme
^ = ̂  (JSf (œ, 7i)), on a n = n ' .
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Soit M un ^-module (H, p,)-équivariant simple, montrons qu'il existe (œ, 7t)eÂ tel
que M w J?(©, 71). Par hypothèse l'ensemble A^= { ©eA | œ c= Supp(^) } est fini, et le
(a) prouve que

Supp (̂ ) = U œ,
œeA^

donc il existe une orbite admissible © qui est ouverte dans S=Supp(^). Soit
U=X\(S\œ) : © est fermé dans U et U est ouvert dans X. Notons j: © ç U l'injection.
Le ^^-module (H, p,)-équivariant ^ = M |u a pour support ©, il existe donc un
^"-module (H, n)-équivariant ^ tel que ^=/+OQ (1.3). Il existe n dans © tel que
Hom^O^, ^1)^0 (1.2). On a alors les identifications canoniques :

Homx (^, ̂ ) = Honix (M, ̂ . (/+ (^)))
=Homu(^|u,7\(^))
=Hom,CT,^).

Donc M est l'unique sous module simple ^ (©, TC) de M^.
(d) Soit e^ un ^-module cohérent (H, ^i)-équivariant, montrons que Ji est semi-simple.

Pour ©eA, notons r^(^) le faisceau des sections de M à support dans ©. Comme les
orbites admissibles sont fermées et en nombre fini, on a, d'après (à),

Supp (^) c= ^J ©
c o e A

puis

rj

On peut donc supposer que Supp (M) = © est une orbite admissible. Dans ce cas on peut
écrire ^=^+(^) où i^ est un ^'"-module cohérent (H, ïi)-équivariant; V est semi-
simple (1.2) donc M aussi (1.3).

3. Foncteurs (Tentrelacement.

Le théorème de Serre permet de « localiser » les g-modules annulés par un idéal primitif.
Ce procédé de « localisation » dépend du choix d'une polarisation. Nous montrons dans
cette partie, que des « foncteurs d'entrelacements », analogues à ceux introduits par
Beilinson et Bernstein [B-B2] dans le cas semi-simple, relient les localisés associés à des
polarisations différentes.

3.1. LOCALISATION. - Soient g une algèbre de Lie niipotente sur F, U=U(g),/oe9*,
B^ la forme bilinéaire sur 9 : B^ (X, Y) =/o (PC, Y]), 9 (/o) le noyau de B^, 0 : = G ./o :
c'est une variété symplectique pour la 2-forme G-invariante donnée par By^ sur
Ty-Q (Q) = 9/9 (/o), 2 à '. = dim (Q), 1 l'idéal primitif de U associé à l'orbite fi. par la
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bijection de Dixmier ([Di], th. 6.2.4), R=U/I, b une polarisation en/o 0'. e. une sous
algèbre de 9 isotrope pour B^ telle que 2 dim b = dim g + dim g (/o)), X : =G/B : c'est
une variété affine isomorphe à F^, ̂  : = ̂  x k f. h. o. d. t. sur X de paramètre
/ol^l)*)8 (1.1) et D^=D^ : =F(X, ̂ ).

PROPOSITION 3.1 (Kirillov). — Le morphisme d'algèbres U -> Dr qui prolonge a
(cf. 1.1) induit un isomorphisme R ^ Dy^.

Démonstration (cf. [Ki] ou [Be2], appendice A). - Notons Fx le foncteur « sections
globales » de la catégorie des ^y^-modules (quasi-cohérents) dans celle des R-modules :
FX (^) = F (X, M) et AX le foncteur « localisation » de la catégorie des R-modules dans
celle des ^^-modules : Ax(M)==^^ (g^M.

Le théorème de Serre donne alors :

LEMME. — Les fondeurs Fx et Ax sont des équivalences de catégories inverses l'une de
Vautre.

3.2. FONCTEURS D'ENTRELACEMENT. - Soient V une (autre) polarisation en /o,
X'=G/B', ^,x', D/^ x,, Fx', Ax' comme ci-dessus, Y=G/Br}B1, n:Y->X et
7 t ' :Y->X' les projections naturelles, ^,Y, ^/o.Y-x et ^^x'-Y comme en 1.3.
Lorsqu'un faisceau est désigné par une lettre ronde, on note par la lettre droite correspon-
dante les sections globales de ce faisceau (ainsi DfY^^=rÇY,Qi. v^x ) est un

(Dy-Q y, Df^ x)-bimodule). Le foncteur image inverse TT* est un foncteur exact sur les
Q^fQ ^-modules car n est une application lisse. Le foncteur image directe n'+ est un
foncteur exact à droite sur les Q> ̂ y-modules car n1 est une application affine (de fibre
B'/B C} B' ^ F0); on note L'^TT^ son fc-ième foncteur dérivé à gauche.

DÉFINITION.—On appelle foncteur d'entrelacement le foncteur <^x'x= ̂  °TC* (Sul

envoie ̂ ^ ^-modules sur 3)y^ ̂ .-modules.

PROPOSITION 3.2. — Avec les notations ci-dessus :
(a) Les fondeurs ^x',x et AX'^X sont isomorphes.
(b) V f e ^ l , (L^O^^O.
Le (b) n'est pas utilisé dans la suite, il signifie que « en catégorie dérivée, le foncteur

d'entrelacement est concentré en degré 0 ». Cette proposition est un analogue algébrique
de [Li].

COROLLAIRE 3.3. — Avec les notations ci-dessus, soit V une (troisième) polarisation en
f^X^G/B", . . . .

Alors les fondeurs ^x",x et ^x", x7 ° ̂ x', x sont isomorphes.
Démonstration :

^x", x' ° ̂ x', x = Ax" ° (Fx' ° Ax/) ° Fx
=Ax"°rx
=t^x",x•

Démonstration de la proposition. - On utilise les idées de la démonstration du résultat
analogue pour les groupes de Lie semi-simples ([Mi], théorème 3.16). La différence
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essentielle est qu'on ne peut pas se ramener au cas où dim (B'/B 0 B') = 1
(cf. remarque 5.3). On utilise à la place le fait que (B'/B C\ B') est une sous variété
fermée de X (cf. lemme 3.4).

(a) Soit Ix'.x'^x'^x'.x^x : cîest un toncteur de la catégorie des R-modules dans
elle-même. On veut construire un isomorphisme de foncteurs

Id^Ix'.x-

Soit M un R-module, on a

Ix /.x(M)=D^x^Y ® I^o.Y-x ® M.
^O. Y D/-o. x

(On a utilisé l'identification D^ x ^ R ^ D^x") Remarquons que

D/0,Y-X=OY®Ox D /0 ,X

contient l'élément canonique 1 ® 1 et que D^ x'^Y^O^ ^î^^ox^/o.x' contient
l'élément œ ® 1 où œ est une section non nulle G invariante de Oyïx : (0 est unique à
une constante près. Notons F^ le morphisme de M dans Ix',x(M) donné par V w e M

^M (m) = (œ ® 1) 00 (1 ® 1) 00 w.

On vérifie que, V^eU, F^ (uni) = u. F^ (m) : en effet, si on regarde D^ x -Y comme un
(D^ x'? ^o. Y)-bimodule et donc comme un (U, U)-bimodule via les applications a, on
a l'égalité M . ( œ ( X ) l ) = = ( œ ( X ) l ) . M ; on a une égalité analogue avec l'élément
1 ® 1 e Dy y ^ x-Donc F^ est un morphisme de R-modules. Cela définit un morphisme
de foncteurs Id -> Ix', x-

Montrons que, pour tout R-module M, F^ est un isomorphisme. Comme les foncteurs
Id et Ix', x sont exacts à droite et commutent à la somme directe, il suffît de le montrer
pour M = R, le R-module libre de rang 1. En effet une résolution libre L^ -> Lo -> M -> 0
donnera un diagramme :

LI -^ Lo -> M -^0
i^i ^LO i^

Ix, x (Li) ̂  Ix', x (Lo) ̂  Ix', x (M) ̂  0

où FH et FLQ seront des isomorphismes et F^ sera un isomorphisme.
Supposons donc M=R. Dans ce cas, les localisés AX'(M)=^Q x' et

AX, (Ix', x (M))= ̂ x ' , x (^fQ, x) sont des ^f^ ^-modules avec action de G et le localisé
^"R du morphisme FR est un morphisme de ^y^ x'-ï^dules avec action de G (;'. e. c'est
un morphisme de 2^ ^-modules et de ^x'-modules G-équi variants). Il suffit donc de
montrer que l'application induite sur les fibres géométriques en XQ = B'/B' est un isomor-
phisme.
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Soient Z=B7B H B', ; : XQ q: X', j : Z c, Y, ^ : Z c, X les injections naturelles et
/? : Z -^ XQ la projection. On a iz=n °j et on a le diagramme cartésien :

Z - Y

[ p [n'

Xo ^ X'

D'une part,

^o,x0=0^®ox^,x'

où 0^ w F est l'anneau des fonctions sur { XQ }. D'autre part :

^ (^x'. x (^/o. x)) = ̂  « (^* (^/o, x)))

^(/•*(^(^o.x)))

=^0'z(^o.x))

=/^(^/o.z-x)
:= ̂ O, ̂ 0 - Z ®D^, z ̂ O, Z - X-

On a utilisé l'égalité f*0^ =p+ °j* : c'est une conséquence du « changement de base »
([Bo], VI, théorème 8.4; ici on peut éviter de travailler en catégorie dérivée car les quatre
foncteurs sont exacts à droite). Conformément à 1.3, ^^ ^ est le f. o. d. t. avec action
de B' sur la variété réduite à un point X Q ^ B ' / B ' de paramètre /olb^Cb7*)" et
^/o^o<-z="rx®^^-/o^o(^Qzlax) est un ^^z-module à droite simple.

On remarque alors sur ces formules que les fibres géométriques sont des R-modules à
droite [la proposition 1.2 prouve seulement que ce sont des (g, B^-modules /o-tordus] et
qu'on a les identifications de R-modules à droite :

^/o,x0^r(x^u^o))
^ (^x', x (^o, x)) ̂  r (x, ̂  (^ „ , ^)).

Comme ; et ^ sont des immersions fermées (cf. lemme 3.4 ci-dessous), ces R-modules
sont simples et non nuls d'après 1.3. Le morphisme de R-modules à droite i*(^^) est
donné, avec ces identifications, par V r e R ( ^ D^ x' ^ H/o.x)

;*(FR)(l®r)=(œ|z® 1)0(1 ®r)

où œ |z e F (Z, Q^) est la restriction à Z de œ. Il est non nul, c'est donc un isomorphisme.
(b) Supposons par l'absurde qu'il existe k^\ et J^Q un ^j- ^-module tel que

(L'^TC+XTC* ̂ o)^0. Soit ko^l, le plus petit entier pour lequel un tel module J^ç
existe. Si k^\ alors le foncteur M ->(L~ko+lK+)(n* J^) est nul; si Â:o=l alors ce
foncteur est exact d'après (a); dans les deux cas, on en déduit que le foncteur
^ ->(L~kon+)(n*Jy) est exact à droite. Soit ^ un ̂  ^-module libre tel que
JSf -> MQ -> 0, alors (L'^n^Çn* ̂ ) ̂ 0. On peut donc supposer M^ = S^ x-
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Soient Qy | x' 1e complexe (de de Rham) des faisceaux des formes différentielles relatives
et fÏz=j* (OY i x) c^m des formes différentielles sur Z. On a l'égalité ([Bo], VI, 5.3)

L^ î^ (7l* (̂  x)) = ̂ -k (71: (QY i x' ®^ 7t* (^o. X»)

où h1 est la cohomologie du complexe en degré i. Ce complexe est un complexe de (9^-
modules G-équi variants. Il suffit donc de démontrer que ^(L"^ (îi* (̂ .̂  x)))= °.
Vfe^ 1. Or, f est un foncteur exact dans la catégorie des (9x'-modules G-équivariant, on
a donc :

^(L-^^ (7l* ̂ , x)) = ̂ -fc 0'* « (^Y 1 X' ®.Y ̂  (^/o, X))))

= À5-' (P . (/•* ("Y | X' ®^ 7C* (^o, x))))

^^-^.(Q^^^^o.x))))
^-^.(Oz^z^x))
=(L-^)(^z-x)
=0, V f e ^ l

car Q)f , z -^ x est un ^/o. z-module localement libre ([Bo], VI, 7.3).

LEMME 3.4. — Soient ï^, t^ deux sous algèbres de Lie de g, alors l'immersion naturelle
KI/KI H K2 q: G/K^ est fermée.

Démonstration. - C'est classique : on peut trouver une base (X^, . . ., X^) de 9 et
;\< . . . <i,^l^r tels que, W= 1, . . . . ^, g, : =FX,+i ®. . . ® FX^ est une sous algèbre
de Lie de g, Ï2=9f et îi=FX^ ©. . . © FX^© 9^. Alors on a un isomorphisme
0 : F^G/K2 donné par 0(^, . . . . ^)=exp(^Xi). . .exp^X^K^ et

O-^Ki/Ki nK2)== {Oi, . . ., ^|Vfe^\, . . . . ̂  on a ^=0} % F5.

4. Géométrie des orbites.

4.1. ON RASSEMBLE DANS CETTE PARTIE QUELQUES LEMMES GÉOMÉTRIQUES. — Soient g Une

algèbre de Lie niipotente sur F,/o e 9*, b une polarisation en/o, Q= G/o, p : 0 -> X= G/B
la projection canonique :\/geG /?(g./o)=^B,/eg*, Ï une sous-algèbre subordonnée à /
o'.^/ltur0)'011110^

V s c g , s 1 : ^/'eg*!/^)^}, 5^0: ={Xe9|/o(pC,s])=0},

Ad et Ad* les actions adjointes et coadjointes de G dans 9 et g* et, VgeG, bg : =Adg (b) :
c'est une polarisation en g.fo '. =Ad* (g) ./o.

On pose Z=Q P| (/+l1) ; c'est une sous variété algébrique stable par K.
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LEMME 4.1. — Avec ces notations :
(a)p(Z)={gBeX\(gf,-f)\^^=0].

(b) Soitf^=g.foeZ. Alors :

(oc) {f/eZ\p(ff)=p(f,)}=f,+(î^)l.

(P) A : = K. (/i + (Ï + bg)1) est une sous variété lagrangienne, irréductible, lisse et fermée
incluse dans Z. Son espace tangent est Ty (A^Çt^fi 0 (l+b ))1.

Démonstration. - (a) Soient E = { g e G | g ./o -/e î1} et F == { g e G | gfo -fe (t H bg)1}.
On veut montrer F=E.B.

Soit g e P , l'égalité (Ï H bg)1 = ï1 + b^- prouve qu'il existe feb^, /"et1 tel que
§fo -/==/'+/". Comme B/o=/o+b1 ([B-C-D. . .], prop. 3.1.7), il existe beB tel que
§ Wo -/o) = -f d'où ^é/o -/=/'7 G î1 et ̂  G E.

Réciproquement, soient geE et &eB, alors gbfo-f=g(bfo-fo)+gfo-feb^t1 donc
^eF.

(è) On peut supposer /î =fo e Z.

(a) {/'eZ|^(/ /)=^(/o)}=ZnB/o=(/o+l l)nB/o=/o+(ï+b) l.
(P) Remarquons que/o+(Ï+b)1 est stable sous KP| B. L'application

7: Kx^C^ï+b)1)-^./

donnée pary(Â:,/')=fe./' est une immersion fermée : elle est la composée :

KxKnBC/o+^+b^^Kx^^/ .+b^^Gx^/ .+b^^G./o
(k,f) -^ (k^f) -^ (k^f) ^k.f

oùj\ est fermée car/o + (Ï + b)1 est fermée dans/o + b1,72 est fermée d'après le lemme 3.4
et 73 est un isomorphisme. En particulier, son image A est une sous variété fermée lisse
irréductible de Q et on a l'égalité de sous espace de g* :

T^ (A) = Ï ./o + (ï + b)1 = (Ï^o H (Ï + b))1 = (W^o)1

avec

w: =ï+(lB/onb)=ïB^n(I+b)=wBA)

carÏc Ï"/o et b=b^o.

Le sous espace W est lagrangien pour B^, donc T^ (A) est un sous-espace lagrangien
de Ty.̂  (Q) : A est lagrangienne.

Les inclusions K/i c: A c= Z prouvent que Z est une variété coïsotrope ([Gi]) et que
les K-orbites de Z sont des sous variétés isotropes. Les lemmes suivants étudient les cas
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d'égalités :

LEMME 4.2. — Avec ces notations. Soient C une composante irréductible de Z et
fi ==S^eC. Les affirmations suivantes sont équivalentes :

(i) dimC= -dimîî.

(iï) p(C)=K.p(f,).
(iii) C=K(/,+(î+b,)1).
(iv) C=p-l(K.p(f,))^}Z.

Dans ce cas C est une variété lagrangienne lisse et p(C) est fermée.

Démonstration. - (i)=i>(ii) : Soient f^g'fo un point lisse de Z tel que f'eC et
A=K.(/'+(Ï+b^)1). A est une sous variété fermée et irréductible de Z donc A c: C
puis A=C car A et C ont même dimension. En particulier p(Ç)=p (A) est une K-orbite
(et est donc fermée : lemme 3.4).

(ii)^(iii): On a C c:p-1 (Kp(f,)) r\Z=K(p-1 (p(f,)) ̂ }Z)=K.(f^(t^)l)=A.
Comme C est coïsotrope et que A est lagrangienne et irréductible, on a C= A. En
particulier C est lisse.

(iii) o (iv) : résulte de 4.1. b a).
(iii)=>(i) : résulte de 4.1. b P).

COROLLAIRE 4.3. — Avec ces notations. On a l'équivalence :
(i) Z est lagrangienne.

(iï) p (Z) est une réunion finie de K-orbites.
La projection p met alors en bijection les composantes irréductibles de Z et les K-orbites

dep(Z).

Démonstration :

(i) => (ii) : clair,
(ii) => (i) : écrivons

p(Z)== \JKp(f,) avec f^g^eZ.
1=1

Alors

Z= Up~l(Kp(f,))^}Z= UK.(/,+(Ï+b^.)1)
1 = 1 i=i

est lagrangienne.

COROLLAIRE 4.4. — Avec ces notations. Supposons que fo appartient à une composante
irréductible A de Z qui est lagrangienne. Soit b' une (autre) polarisation en fo telle que
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dim (b/b n b7) = 1, alors

dim ((Ï H (b + b'))/(l H (b Q b7))) = 1.

Démonstration. — On a (b + b^o = b H b' donc B^ induit sur l'espace vectoriel de
dimension 2 : (b+b')/(b H b') une forme bilinéaire non dégénérée; l'image i de Ï H (b+b7)
dans cet espace est isotrope donc dimi^ 1.

Supposons que cette inégalité est stricte. On a alors

(^) i n ^ + b ^ c b n b 7

d'où b+b 7 c= î^o+^Hb7). On peut donc trouver XebPlÏ^o tel que X^b7 . Puisque A
est lagrangienne, on a les égalités

A^/o+fl+^^Kao+ff+b7)1)

[lemme 4.2 (iii)] puis

T^ (A) = (Ï^o H (î + b))1 = (Ï^o H (Ï + b7))1

(lemme 4.1. b), d'où

ï^on^+^^^ouff+b7).
On en déduit Xeb 0 (î+b7) c b Pi b7 d'après (^). Contradiction. Donc dim i= 1.

LEMME 4.5. — Reprenons les notations du lemme 4.2 ; Soient C une composante irré-
ductible de Z et f^ =gfoeC. Les affirmations suivantes sont équivalentes.

(i) dim C = 1/2 dim Q et l'intersection Q C\ (/+ î^) est tranverse en f^ ;
(ii) C=K/,;

(iii) dimK/i=l/2dimO;
(iv) 2dim(9CA)+ï)=dimg+dimg(/0.
Démonstration (cf. [Fu]). — On peut supposer /i==/o.
(i)=> (iv): Par hypothèse on a, T^ (C) = T^ (Q) 0 T^ (/o + Ï1) = (9 (/o) + ï)1 et

dim T^ (C) = 1/2 dim Q. On en déduit dim 9 - dim (9 (/o) + Ï) = 1/2 (dim g - dim g (/o)) c'est
l'égalité cherchée;

(iii) => (iv) : c'est clair;
(iv) ==> (i) et (ii) : Par hypothèse 9 (/o) + î est lagrangienne pour B^ on a donc

(9 (/o) + ï)1 = (Ï^o)1 = T^ (K/o) c T^ (Q H (/+ Ï1))
c: T^ (Q) H T^ (/+ ï1) = 9 (/o)1 H ï1 = (9 (/o) + Ï)1.

Donc ces inclusions sont des égalités. On en déduit, d'une part que dim K/o = dim C puis
K/o=C et dimC= 1/2 dim Q, et d'autre part que l'intersection 0 H (/"^î'1) est transverse
en/o-

4e SÉRIE - TOME 23 - 1990 - N° 3



MODULES CONTENANT UN VECTEUR PROPRE 511

(ii) -> (iii) : La variété K/i = C est à la fois isotrope et coïsotrope, elle est donc
lagrangienne.

4.2. EXEMPLES. - Donnons divers exemples qui éclairent la géométrie de Z. Dans ces
exemples 9 a pour base (^)f=i, _^. On note e^e^ pour [e^ e^ et on ne donne que les
crochets e^e^ non nuls avec i<j.

(à) Z peut être lagrangienne et contenir une infinité de K-orbites.
N=4; avec e^e^=e^ e^e^=e^f=fo=:eî et î=F^.
On a Q = { ( x i , X 3 ) : =^^+(l/2)^^-^^+^î}^F2 , Z={(Q,x^)}^F et

l'action de K sur Z est triviale.
(b) p(T) n'est pas forcément localement fermé.
N=5;avec^^2=^4^l^4=^5^2^3=^5;/=/o=^b = F^l®F^3©F^5 etÏ=F^.
On a

Q= {(^, X2, X3, Xj : =X4^+(X3+(1/2)^)^-X^3Î-X^Î+^} ̂  F4,

Z= {(x,, X2, x^ 0)} ̂  F3, G/B ^ {(^, )̂ '' =exp(^^)exp04^)B} ^ F2

et p (x,, x^ x^ x^) = (X2, ^4 + ̂ i ^2). Donc ̂  (Z) = {(^, ^4) | ^2 ̂  0 } U {(0, 0)}.
(c)Z7î^^7?a^/(9rc^w^w^fe^[Fu].
N=6; avec ^1^3 =^4, e^e^=e^ e^e^=e^ e^e^=e^f=fQ=e^ etÏ=Fe3.
On a

û={(Xi , ̂  ^4. X5):=X5^*+X4^+^1^2^-^2^4-^1^+^}^F4

e t Z = { (xi, ^2, ^4, X5)[xiX2=0}.
(^) Ow ^M^ â^oîr Z= Zi U Z2 a^c Z^ lagrangienne et Z^ pas.
N==7; avec ^1^3=^4, e^e^=îe^ e^e^=e^ e^e^=e^ e^e^=e^ fo=f=e^ et

Ï=FO?3+^)©F(^+^).
On a 0={(Xl ,X2,X4,X6):=X6^T+X4^2+^l•^2^-^2^4+^ 2 ^- x l^ + ^}^ ] F 4 et

Z = Zi U Z2 où Zi = {(0, 0, ^4, jce)} ̂  F2 est une K-orbite et Z2 = {(1, x^ x^ x^)} ̂  F3

n'est pas lagrangienne.

5. Modules simples associés à une composante lagrangienne

Le but de cette partie est d'associer à chaque composante lagrangienne A de Z un
g-module simple M^. On relie en 5.4 ces modules avec ceux introduits dans [Be].

5.1. CONSTRUCTION DU MODULE SIMPLE M^. - Gardons les notations de 3 et 4 et celles
de 2 avec X=G/B, ^=^^x. H=K et n=/(plus précisément H=/|().

LEMME 5.1. — p ( Z ) est la réunion des K-orbites admissibles de X.

Démonstration. — C'est une reformulation du lemme 4.2. (a).
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Pour chaque K-orbite œ de p (Z), on note ^ : œ -> X l'injection, ̂  = ̂ + (^PJ : l'unique
^y ^-module (K,/)-équi variant simple de support œ et M^==rx(e^J.

PROPOSITION 5.2. — Avec ces notations, soient A une composante irréductible de Z que
l'on suppose lagrangienne et œ la K-orbite p (A) alors le ^-module M^ ne dépend pas du
choix de la polarisation b.

On note M^ ce module.
Montrons tout d'abord quelques lemmes.
5.2. POLARISATIONS ADJACENTES.

DÉFINITION. — Deux polarisations (b, b') enfo sont dites adjacentes si dim(b/b H b')= 1.

LEMME 5.3. — Soient /o^g*, (b, b7) deux polarisations en /o, alors il existe une suite
bo^» l>i, . . .,b,.=b7 de polarisations enfo telles que V / = 1, . . .,r, (b,_i, b .̂) ^o^ adjacen-
tes.

Remarque. - On a r^dim(b/b Ob'). Mais il n'existe pas toujours de suite pour
laquelle on ait l'égalité : prendre pour b et b' les deux polarisations b^ et b^ dans l'exemple
de ([Be], Appendice A).

Démonstration. — On procède par récurrence sur dimg. Soient 3 le centre de g et
3o=3P|Ker/o.

Si 3o T^O» on applique le résultat à 9/30.
Si 3o=0, on a 3=FZ avec/o(Z)= 1. Soit Y e €2(9^3 où Q(g) est le Même terme de

la suite centrale ascendante, et g'^TegllT, Y]=0} : c'est un idéal de codimension un
de g. Si Y^b, alors b^ = FY©(b 0 g') est une polarisation en/o et (b, b^) sont adjacentes.
On peut donc supposer YebFW. On a alors bc=g' et b'c=g\ Soient fo=fo g' on a
(!f(fo)=Q(fo)Q^^ donc b et b' sont des polarisations en/o.

On applique alors le résultat à g' pour conclure.

LEMME 5.4. — (a) Soient /o^g* et (b, b') deux polarisations en fo adjacentes, alors
b = b + V est une sous-algèbre de Lie de g et [b, b] c: b C\ b\

(b) Soient f ça*, î une sous-algèbre subordonnée à f telle que /o appartiennent à une
composante irréductible lagrangienne A de Z = G ./o H (/+ ï1), alors on est dans une et
une seule des trois situations suivantes :

0) bnïc^b 7 .
(ii) b 'nïc^b.

(iii) 3b" polarisation en fo telle que (b, b") et (b'7, b') sont adjacentes, b'Tiï^b et
v'c^w.

Démonstration. - (a) Écrivons b=FX©bnb' et b^FYQbnb'. Montrons tout
d'abord que PC, Yjeb+b7 . Comme b+b^^Hb^o, il suffit de voir que, V Z e b U b 7 ,
on a /o([[X,Y],Z])=0. Or b O b 7 est un idéal de b, donc [X,Z]ebnb', d'où
/o([[X, Z], Y])Gfo([b\ b^O. De même/o([X, [Y, Z]])=0. On en déduit l'égalité cher-
chée grâce à l'identité de Jacobi.

Donc b est une sous-algèbre de g. Comme b et b' sont des sous-algèbres de codimension
un de b, on a [b, b] c b H b'.
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(b) Écrivons dim (b H Ï) = dim (b' 01) + ô avec 8 e { — 1 , 0 , 1 } . Dans le cas (i), on peut
écrire b=FX®bnb / avec XeÏ; donc ïnb /c(FX)B^o nby=(FX+b /)B /ocbB^o=b et
0=1. Dans le cas (ii), on a 8= — 1 et dans le cas (iii) on a 5=0. Donc ces trois cas
s'excluent mutuellement.

Supposons qu'on n'est ni dans le cas (i) ni dans le cas (ii) : on a I ̂  b=I Pi b'cb 0 b ' .
Soit b^ïnCb+b'O+^nb'), on a fo([b", b"])=0 et dim b" = dim (b H b') + 1
(corollaire 4.4) donc b" est une polarisation en/o. On a Ï H b^cjrb H b' donc Ï F} b"4:b
ettnb'cirb' .

5.3. INDÉPENDANCE DE LA POLARISATION.

Démonstration de la proposition 5.2. — On peut supposer/o e A. Soient b' une (autre)
polarisation en/o, X'=G/B7, ^o,x'5 ^x',x comme en 3.2, p'=Çï-> G/B7, (^//(A), ^,
(D^, ^^, M^ comme ci-dessus. Il suffît de montrer d'après la proposition 3.2 l'égalité
^X', X (^fû) == ^w'-

Les deux lemmes ci-dessus permettent de supposer que b et b' sont adjacentes et que
b H lc|:b'. Dans ce cas : soient n : Y= G/B H B' -> X= G/B et K' : Y -> X' les projections
naturelles et œ = n ~1 (©) ̂  K/K 0 B 0 B7 ̂  K/K 0 B' [en effet, les lemmes 5.4 et 3.5 prou-
vent que K/K H B Pi B' est ouvert et fermé dans n"1 (œ)]. La restriction de n' à œ induit
un isomorphisme noté <J' de œ sur œ' et le diagramme :

œ ^ Y

1° i"
^œœ ç X

est cartésien et la formule du changement de base donne alors :

^X'x(^J=<°^*Oœ+(^))

=«°7\)(CT*(^))

=^°C^(^)

-^(^o')

5.4. CONSTRUCTION PAR RÉCURRENCE DE M^. — Soit œ une K-orbite admissible de G/B.
Le seul but de ce paragraphe est de démontrer que les modules M^ coïncident avec ceux
introduits dans [Be], § 3 (notre « paramètre œ » est la projection dans G/B du « paramètre
œ de [Be] » qui lui est une K-orbite dans Z) et donc que ceux-ci ne dépendent pas de la
polarisation choisie pour leur construction lorsque © est la projection p (A) d'une compo-
sante irréductible lagrangienne de Z. (On peut donner de cette dernière affirmation une
démonstration directe basée sur les lemmes 5.3 et 5.4.)

Soient g^ un idéal de codimension 1 de 9 contenant b, U^ =U(9i),/\ =/o | g^, I^ l'idéal
primitif associé à G^/i, ;\ :Xi==G^/B <^ X=G/B l'injection canonique.
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LEMME 5.5. — Avec ces notations. Soient M un Q) y ^-module, M^ un Q)f x module,
M : = Fx (e^O et M, : = FX, {M\ Alors :

(a) FxO^(^))=U(g)^Mi.
(b) FxO'î(^))=M/IiM.

Démonstration. - II suffit de montrer que D^ xi ^ x^U/Ii U comme (gi, g)-bimodu-
les.

Pour cela, écrivons g=FT©9i d'où un isomorphisme :

F x X i ^ X
(^)^(exptT).î\(xO.

Ceci permet d'identifier les algèbres (lemme A3 de [Be]) :

U/I^D^x ^ A,(x)D^xi où A i = F < r , a , >
T ->; -a,®i
^ ^ ^ tZ-^^adTy1^), V^eUi.

n=0 ^'

II suffit de montrer que, avec cette identification, on a l'égalité I iU/I^/Ai®Dy x •
L'inclusion c est claire car tout élément u^ de Ii est nul dans D^ xr L'inclusion => résulte
de l'existence d'un élément M() de I^ dont l'image dans D/-o,x est ^®1 (corol. A3 de [Be]).

Si N est un g-module, on note F^(î, N)=={^eN |3 / ?^ 1 tel que (îf)p.n=0], c'est un
sous-9-module de N.

COROLLAIRE 5.6. — Avec ces notations; soient œ une ^-orbite admissible de X,
œi:^!'1^) ; c'est une K^ (=KH G ̂ -orbite admissible de X^, M^:=Fx(^+ ((PJ) et
M,,:=r^(^,(^)).

(û?) Si ̂ î alors M^V®v,M^.
(b) Si^î alors M, = F^ (ï, Hom^, (U, M,,)).
Ceci permet de construire le module M^ par récurrence sur dim X.

Démonstration. — (a) Dans ce cas ^o=îi+ (^o^).
(b) Dans ce cas Ji^ = ff (c^J et le foncteur ^ -> if (JQ est une équivalence entre la

catégorie des ^f^^-modu\es (K, /o)-équivariants et celle des ^f^^-modu\es (Ki,/\)-
équivariants ([B-B-3], 1.3). Soit M'=F^ (Ï, Homu^(U, M^^)); il suffit donc de montrer
que les gi-modules M^ et M'/IiM7 sont isomorphes. Écrivons g=FT©Qi et soit
a=fo(rT)'•> comme (D^ x^A^Dy^xi^odule, M' est isomorphe à CtO^OOM^ pour
l'action produit tensorielle ([Be], § 3). Donc M'/Ï^M'^M'/Çt^^M'^M^.

6. U/p+UïQ.

6.1. C'est la partie centrale de cet article : on étudie les g-modules simples contenant
des vecteurs propres sous la sous-algèbre de Lie î de valeur propre / : ils sont annulés
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par un idéal primitif I. On fixe un tel idéal et on étudie (avec les notations de 0.1) le 9-
module U/^I+UÏ-Q qui est « universel » parmi les modules annulés par 1 et engendrés
par un vecteur propre sous Ï de valeur propre /.

THÉORÈME. — Soient 9 une algèbre de Lie niipotente sur F, U : = U (9), Q une orbite de
G dans 9*, 1 l'idéal primitif de U associé à Q,/e9*, t une sous-algèbre telle quef([î, î])=0,
Z:=Qn(/+Ï1), M le ^-module U/(I+U ( /) où ^ ={T-/(T)|Teï} et S l'ensemble
des ^-modules simples N d'annulateur ï tels quet^1^ ^0 où^1^ •.={ne1^\îf .n=0].

(a) Les affirmations suivantes sont équivalentes :

(i) Z est lagrangienne.

(ii) M est de longueur finie.

(iii) S est un ensemble fini.

(b) Dans ce cas :
(a) Z est une variété lisse.
(P) L'application A-^M^ construite en 5 est une bijection entre l'ensemble des compo-

santes irréductibles de Z et l'ensemble S.

(y) On pose m^ : = dim (M^)1'/. On a alors un isomorphisme de ^-modules :
M^ ©^(M^)^. En particulier m^< oo et M est semi-simple.

Démonstration. - Soit b une polarisation en fo et prenons les notations de 3. Les
foncteurs N -» Ax (N) et J^ -> Fx (^0 induisent des équivalences inverses entre la caté-
gorie des 9-modules annulés par I et îf -localement niipotents et celle des 2^^ ^-modules
(K, /)-équivariants.

En effet, un 9-module N (d'action p) est î^-localement niipotent si et seulement si
(P~/)|i est la différentielle d'une action (algébrique) n de K sur N. On munit alors
^(iSD^^x^R1^ de la structure de G^-moduk K-équivariant donnée par
k\d®n)=(k.d)^(k)n, V Â r e K , ûfer(U, ̂ x), "eN (où k.deY(k.\3, ̂ x) est
donné par l'action naturelle de K sur ^/o,x) ce q^ en fait un ^/o.x-1110^16 (K./)-
équivariant. Réciproquement, si ̂  est Q!^^-modu\e (K,/)-équivariant alors N=rx(^0
est un K-module dont la différentielle est (p —/) |c

(a) (i)=>(ii) Si Z est lagrangienne, il existe un nombre fini d'orbites admissibles
(corollaire 4.3 et lemme 5.1) et M est un 2f^^-moàu\e holonome (proposition 2.1) il est
donc de longueur finie.

(ii) => (iii) Si M est de longueur finie, M n'a qu'un nombre fini de quotients simples (à
équivalence près) donc S est fini.

(iii) => (i) A chaque orbite admissible ©, on a associé un 9-module simple M^ = Fx (^J
de S avec supp (^J = œ. Donc, si S est fini il n'y a qu'un nombre fini d'orbites admissibles
et Z est lagrangienne.

(6) (a) C'est le lemme 4.2.
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(P) On a les bijections successives (corollaire 4.3 et proposition 2.1) :

composantes orbites 2^ ^-module
irréductibles <————> admissibles <<———> simples (K, /)- <————> S

de 7. de X équivariants
A<————^(A); œ—————.JT,; ^————>r^)

dont la composée est l'application A -^ M^ qui ne dépend pas du choix de la polarisation
(lemme 5.2).

(y) La proposition 2.1 (d). prouve que M est une somme directe de modules simples :
il existe un entier m^ tel que M = © (M^TA. On a alors

A

< = dim (Hom, (M, M^)) = dim (M^) = m^.

COROLLAIRE. — Avec ces notations.

(1) On a les équivalences :

Z=0 o M=0 <=> S=0.

(2) Si Z est une K-orbite alors M est multiple d'un module simple : M = (M^)""7.

Démonstration. — (1) Clair. ^
(2) Z est lagrangienne et irréductible (lemme 4.5).

6.2. EXEMPLE DE MULTIPLICITÉ. - Si Z est une K-orbite, le module M=}J/(î-^-]Jîf)
n'est pas toujours simple (i. e. on peut avoir m^ï) :

Soient 9 la sous-algèbre de Lie de dimension 9 de l'algèbre de Weyl
A^=¥(x,y, 8^ ^>:g=n©t) où Ï) est (l'algèbre de Heinsenberg) engendrée par x, y,
8^ 8y, 1 et n est [le radical unipotent d'un Borel de sp (2, F)] engendrée par x8y, 82,,
ô^5y, 8^,fo= I*? ^^G./o? î est ^a sous-algèbre de dimension 4 engendrée par

8^x8^8^ 8^8, 8^82,

et/==0.
On vérifie par un petit calcul que Z=K./o. (On sait a priori grâce au lemme 4.5 que

K./o est une composante irréductible de Z car î®g(/o) est lagrangienne pour By .)
L'unique g-module simple de S est alors Mz=F[;c, y} (via l'action naturelle de A^) et on
a(Mz) ï• /==F.l®F.(x2-2^)doncwz=2.

Remarque. — Supposons un nouvel instant que F=C. Soient Q() et ïo les algèbres de
Lie définies comme g et Ï mais sur le corps de base R de sorte que 9 et l sont leur
complexifiée; soient KQ la représentation unitaire irréductible de Go associée à Q() : = iG.fo
et ^"o00 le ^-module des vecteurs distributions de cette représentation. Le même calcul
prouve que Zo : = Oo H Ï1 est une Ko-orbite mais que Mo : = (^f^00)1' ° est de dimension 2.

6.3. Voici TROIS QUESTIONS OUVERTES. - (1) A-t-on l'implication : A est
lagrangienne => m^ < oo ?. - Notre démonstration utilise l'hypothèse plus forte : « Z est
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lagrangienne » et peut se généraliser si on suppose que « A est lagrangienne et p (A) est
ouvert dans p (Z) ».

(2) Existe-t-il une caractérisation géométrique de la propriété de multiplicité 1 :m^= 1 ?
// est probable que m^ == 1 => A est une K-orbite. — Lorsque Ï est l'ensemble des points
fixes d'une involution de 9 et/eÏ1, la variété Z est une K-orbite et m^= 1 [Be].

(3) Soit Z°c=T*X la variété caractéristique du Q) ^ ̂  ̂ -module Ax(M) localisé de
M•.=V/(ï-^\JÏf). Quel lien existe-t-il entre Z et Z°? En particulier, a-t-on l'égalité
dimZ=dimZ°?

On a seulement prouvé l'équivalence : dim Z = dim X o dim Z° = dim X. Remarquons
que ces variétés ne sont pas en général isomorphes : dans l'exemple 4.2. (b), Z est
irréductible mais pas Z°.
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