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ANALOGUES DE LA FORME DE KILLING
ET DU THEOREME D’HARISH-CHANDRA
POUR LES GROUPES QUANTIQUES

Par Marc ROSSO

Soit A=(a;;) une matrice de Cartan non dégénérée. Il est classique qu’'on peut lui
associer une algébre de Lie simple définie sur Z et dont une présentation par générateurs
et relations est donnée par le théoréme de Chevalley-Serre :

g est Ialgébre de Lie engendrée par: X, Y;, HY, 1<i<N avec les relations:
[H jv s va] =0
[Hivaxj]=aijxj’ [Hiv’Yj]= _ainj
X Yj] = 8ij HY
(ad X,)' i (X »=0 et (adY)' 4 (Y))=0 pouri#j.

C’est aussi une présentation de I’algébre enveloppante U g.

On notera 4 la sous-algébre de Cartan engendrée par les H;’, R le systéme de racines
correspondant dans #*, () la base de racines simples, ( , ) le produit scalaire invariant
sur J*.

A cette méme donnée d’une matrice de Cartan, Drinfeld et Jimbo ont associé une
déformation, ou g-analogue, de U g de la fagon suivante:

U, g est la C[[A]]-algébre engendrée au sens h-adique par # et des générateurs e;, f;,
1<i<N, avec les relations:

[a,,a,]=0, Va,a,e ¥
[a,e]=0;(a)e; et [a,fl=—o;(a)f, Yae#

e, f]=3, (/2 H)

=8;— =T oy o H)=(0pa), Vj=1,...,N.
T sh (/4 (o, o)) s(HI=@a), V7

et, pour i#j, posant g,=exp (h/2) (o, ;)

l—aij

1—a,,
1)k ij —k(l—a;;—k)/2 Jk , ,1—aj;—k—_
kZO( 1)( k g ORI eje;e; Tt =
= 4ai

Mémes relations en remplacant e; par f;, e; par f;.
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446 M. ROSSO

Ou

(n) _(@=D.T-D)
ko  @=D...q-1)

U, g est une algebre de Hopf: le coproduit A, ’antipode S et 'augmentation & sont
respectivement donnés par :

Al@=a®1+1®a, VYaeH
h h h h
A(e,.)=ei®epoHi+exp— ZH,~®e,~; A)=f,® epoHi+exp— ZHi ®f;
S(a)= —a, VYae#
h h
S(e)= ‘exPz(“is o) e; et S(f)=—exp— Z(ai’ o) f;
€(@)=0, VYaes, e(e)=¢e(f)=0.

On peut aussi travailler sur C et non plus sur C[[A]] en introduisant un paramétre
complexe non nul ¢ (=exp— (h/4)) et en considérant la C-algébre engendrée par e;, f;,
k;(=exp—(h/4)H,), k; !, avec les relations qui se déduisent immédiatement de celles
écrites pour U,g. A, S, € sont encore définies et on a une algébre de Hopf que I'on
notera U, g.

On travaillera essentiellement avec U, g et ¢ non algébrique (mais on aura recours a
U, g dans la partie A). La théorie des représentations irréductibles de dimension finie a
été étudiée ([6], [7]) et la classification se fait comme dans la théorie classique en termes
de poids dominants.

On se propose de développer ici les analogues de deux outils classiques dans la théorie
des algébres de Lie semi-simples: la forme de Killing (qui sera une forme bilinéaire
définie sur U, g tout entiére, ayant une propriété d’invariance par rapport a une représen-
tation adjointe définie plus loin) et le théoréme d’Harish-Chandra sur les caractéres
infinitésimaux.

Un des intéréts de ceci est de permettre une démonstration du théoréme de compléte
réductibilité des représentations de dimension finie qui évite les difficultés posées par
celle donnée dans [7].

L’article est donc naturellement divisé en trois parties. La premiére partie est consacrée
a la construction de I’analogue de la forme de Killing, notée ( , ): le but du paragraphe
préliminaire est la proposition 3, qui assurera la non-dégénérescence de ( , ) (proposition
9). En conséquence a cette proposition 9, on donne un critére permettant de décider si
une forme linéaire sur U, g est de la forme (X, ) pour un X dans U, g. On en déduit en
particulier que les formes ad-invariantes que I’on déduit des « traces de Markov » apparues
en théorie des nceuds sont obtenues de cette fagon (proposition 11). La deuxiéme partie
est consacrée a I’analogue du théoréme d’Harish-Chandra; il est 4 noter que I’action du
groupe de Weyl tordue par la translation par la demi-somme des racines positives
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FORME DE KILLING POUR LES GROUPES QUANTIQUES 447

apparait trés naturellement du point de vue des formes linéaires ad-invariantes. Enfin,
dans la troisiéme partie, on démontre le théoréme de compléte réductibilité.

NotaTions. — U, b, (resp. U,b_) est la sous-algebre unitaire de U, g engendrée par
les e; et les H; (resp. par les f; et les H)).

— U,b, (resp. U, b_) est la sous-algebre unitaire de U, g engendrée par les e; et les
k! (resp. par les f; et les k*1).

— T est le sous-groupe du groupe des €léments inversibles de U, g engendré par les
k;, et C[T] est son algébre de groupe.

— ti=t(1/2)(ﬂiui).

— Pour Ae #*, & est le caractére de T défini par: e* (k)= ¢+ @)

— Rappelons enfin que lorsque ¢ n’est pas une racine de I'unité U,g est un U, b, -
module a droite libre, et que pour tout A dans s#*, on a construit par induction un
module cyclique standard de plus haut poids ¢*; on notera V (¢*) son unique quotient
irréductible (voir [7]).

— 1:#* > # est I'isomorphisme linéaire déduit du produit scalaire ( , ) sur #*.
Ainsi, H;=1(a,).

— Pour a=Y n;a; dans Q,k,=kt. . k.

A. Un analogue de la forme de Killing, sur U, g tout entiére

I. PRELIMINAIRES. — (1) Soit g une algeébre de Lie simple et U, g la C|[[A]]-algebre
associée. Elle est en fait définie sur QJ[A]], et il en est de méme de ses sous-algébres
U,b,, etc. On peut aussi considérer la Q (¢"*)-sous-algébre engendrée par les e, f;,
exp (£ (h/4)H,): ses relations de définition sont exactement celles déduites de la présenta-
tion de U, g, i.e. c’est la Q (e"*)-algébre universelle définie par ces générateurs et avec
ces relations.

De méme, soit teC’ non algébrique et U,g la C-algébre associ¢e. Elle est en fait
définie sur Q (¢) et comme Q (¢)-algébre, elle est isomorphe a la Q (¢"*)-algébre ci-dessus.
On utilisera ceci de la fagon suivante : supposons que I’on ait, dans U, g une relation de
liaison entre mondmes en les e;, f;, exp (£ (h/4)H,) et a coefficients dans Q (¢"*); on en
déduit alors que la méme relation est vraie dans U, g aprés substitution de ¢ 4 e "4,

(2) Les formules pour le coproduit indiquent que U, g n’est pas cocommutative; soit
A’ le coproduit opposé. Drinfeld a montré I’existence d’un élément inversible R de
U,g®U, g tel que: VxeU,g, RA(x)R™1=A"(x).

Cette « R-matrice universelle» est obtenue par la méthode du double quantique, et
posséde la structure générale suivante:

R=expgt0 Y expf—‘(H‘,@ 1-1® Hp) P;.

BENN
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448 M. ROSSO

ou:
— to€H @ H correspond au produit scalaire { , »;

— pour B=(By, .. .,Bw), Hy=% B:H;

— PgeU,b, ®U,b_ est un polynéme en ¢;® 1, 1 ® f;, homogene de degré B; en
chacune de ces variables et ses coefficients sont dans Q (¢"#) (car ils proviennent de la
dualité entre U, b, et U,b_, et on peut travailler dés le départ sur Q).

A priori la R-matrice .n’a pas de sens dans U,g ® U,g. Cependant, si on pose
R= ZNexp (h/4)(Hy ® 1 -1 ® Hp) Py, chaque terme de la somme est défini dans U, g
BeN
dés que ¢ n’est pas algébrique. (La formule explicite obtenue pour g de type Ay suggére
qu’il devrait étre suffisant d’exclure les racines de I'unité.) Pour traiter de exp (4/2) ¢,, on
peut procéder de la fagon suivante:

Rappelons que U,g est Q-graduée, ou Q est le réseau des racines. On définit un
automorphisme de U,g ® U, g, respectant la Q X Q-graduation, par:

pour & et n homogeénes, de degrés respectifs o et §, on pose:

VE®M)=12®PIER@kIn=r*PEL @ nk:.

LeMME 1. — Dans U,g ® U,g, U coincide avec I'automorphisme intérieur défini par
exp— (h/2) t,.

Démonstration. — Par définition de I:#* - 5, on a:
Va,Best™, BI(w)=(B,0)=a@(P)=<T(®),1(B)).
Soit (H¥) la base de 5# duale de la base (H;) pour le produit scalaire { , ». Alors:
Vaes*, I(a)=2a(Hi)}{f=2a(H?)Hi.
Par définition, 7= H; ® H}.

toE@M)=YHE@H}! n=3 EH;+a(H)&) ® (nH}+B(H)n)
=E®n)Q H;+a(H)) @ (HF +B(H)

d’ou
1 E®M)=E®n)Q H;+a(H)) ® (HF+BH}))"

et
€Xp — g to.(E®N)=(E®n)exp— g(Z H,QH*+Y o (H)QH} + Y H,®B (H¥) + Y o (H) B (H) 1®1)
soit

exp— gt().(é@ n)emgtﬁt”‘“' PEk; @ nk;.
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CONSEQUENCE. — La propriété: Vxe U, g, RA(x) R™!=A’(x) se traduit pour 1’élément
R ci-dessus par RA (x)=y (A’ (x))R.

(3) REPRESENTATION ADJOINTE DANS U,g. — Notons L (resp. R) la représentation régu-
lire gauche (resp. droite). On définit alors une représentation de U,g dans End (U, g),
appelée représentation adjointe, par:

ad=(L®R)(Id®S)A.
11 est commode d’introduire de nouveaux générateurs: E,=e¢, k;, F;=/k;. Ils vérifient
A(E)=E,®1+kI®E, S(E)=—k’E,
A(F)=F,® 1+k?®F, S(F)=—k *F,
si bien que si £ U, g est un élement Q-homogene de degré B, on a:
ad(E) (§)=E,E— > @ PELE,
ad (F) ()= F,&— 2% PLF,

De plus, ad E; et ad F; possédent la propriété de « pseudo-dérivation graduée » suivante:
si §,...,E,€U, g sont Q-homogenes de degrés respectifs B, ...,B,, ona:

adE;(&,...&,)=2 2 CoPrr*bi-0g, & adE(E)Ejuy- - &y

En termes des nouveaux générateurs et de la représentation adjointe, les analogues des
relations de Serre se réécrivent sous la forme habituelle :

ProrosiTION 2. — U, g est la C-algébre engendrée par E, F,, k', 1<i<N, avec les
relations :

kiki‘=ki'k=1;  kk=k;k
kEjk;'=t%E;  kFk '=t"@%F,

j™i
kr—1

adE, (F,)=§,———
i (F)) i

Pour i#j,

(adE)' "4 (E)=0 et (adF)! "% (F)=0
Désormais, on appellera U, n, (resp. U,n_) la sous-algébre unitaire engendrée par les
E, (resp. par les F,) et U, b, (resp. U,b_) la sous-algébre unitaire engendrée par les E; et

kX! (resp. par les F; et kX1).

(4) CoMMENT UTILISER R DANs U,g. — Si on affecte a k; le degré O et 4 E; et 4 F; le
degre 1, les sous-algébres U,b, sont N-graduées. On dispose donc d’une filtration

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L’ECOLE NORMALE SUPERIEURE
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décroissante :

(U, b )n={E€U,b,;chaque mondme de & est de degré =N }.
(U;b4),(U,b.), = (Uby)

pta
Alors U, b, ® U,b_ est N x N-filtrée donc N-graduée pour la filtration totale.

Remarque. — N (U,b4),={0}.
Etant donnés un nombre fini d’éléments linéairement indépendants &,, . . .,&, dans

U,n,, on dispose encore d’une filtration décroissante sur la somme directe d’espaces
vectoriel: @ [U,b, ® U,b_¢&}] (on transporte la filtration de U,b_ a U,b_¢)).

Ces différentes filtrations décroissantes permettent de définir sur les différents espaces
vectoriels envisagés des systemes fondamentaux de voisinage de 0, d’ou des espaces
vectoriels topologiques, séparés d’aprés la remarque.

Maintenant, en termes des nouveaux générateurs, R s’écrit :
R= Y (k;*Q@1)P,,
penN

ou Py est homogene de degré B;en E;® 1 et 1 ® F..
Pour

B=(B1....BN) soit I(B)=PB,+...+Pn

Alors (k5 ?® DPae(U,b, ® U,b_),, ), si bien que I'on peut donner un sens 4 R
dans le complété de U, b, @ U,b_ pour la topologie associée a la définition.
On s’intéressera surtout a exploiter les relations qui résultent de

RA()=¥ (A" ()R,

au moins pour xe U,n_. A priori une telle formule n’a lieu que dans U, g. Cependant,
pour x dans la Q(e"%)-sous-algébre, ’égalité ci-dessus implique une suite d’égalités,
Q x Q-degré par QxQ-degré, qui sont en fait des combinaisons linéaires finies de
mondmes a coefficients dans Q (e**) et que I'on peut donc spécialiser 4 U,g. La méme
hiérarchie d’égalités a donc encore lieu dans U,g ® U, g ce qui donne un sens a I’égalité
ci-dessus.

ProrosITION 3. — Soit FeU,n_, Q-homogéne de degré —a et tel que:
Vi=1,...,N, adE,(F)=0.
Alors F=0.

Démonstration. — Supposons qu’il existe de tels €léments non nuls et considérons-en
un F dont le degré (—a)eQ_ est maximal (pour I'ordre partiel habituel sur Q) parmi
les degrés des éléments satisfaisant a ces conditions.

Par hypothése, Vi, E;F=¢"2@*FE,

4° SERIE — TOME 23 — 1990 — N° 3
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LeEMME 4. — A(F)=F® 1+k2®F.

Démonstration. — Posons: A(F)=Zaj®bj: les b; sont dans U,n_ et on peut les
supposer Q-homogénes, linéairement indépendants. Alors:

E® 1+ki2®Ei)(zaj® bj)=t_2(ai'a)(zaj®bj)(Ei® 1+ki2®Ei)
soit :

Y (Biag;—t7 22, E)Q@b;+Y kia;® (E;bj— 12 =*%) p. E)=0

Or, o+ 0da;= —0b;. (0a; désigne le Q-degré de a;.)

Y (Bia—t72®9q,E)®b;+Y k?a;@adE;(b)=0  avec 0F<da; 0b;<0.

On regarde les b; et on se demande s’ils apparaissent dans la premiére somme:

— Si b;=F, alors a;=k’ et le terme a gauche de ® est nul; donc si b; apparait dans
la premiére somme: 0b;>0F. On regarde un degré minimal parmi ceux des b; tels que:
0b;>0F.

— Si B est ce degré minimal, on doit avoir: Y (E,q;—t~2® % g,E) ® b;=0. (Somma-
tion sur tous les b; de degré B.)

[En effet, ce terme ne peut étre compensé par un terme de la deuxiéme ) puisque
adE;(F)=0.] Les formules pour A indiquent que a; peut s’écrire: k§ a; avec a; dans
U,n_, si bien que:

(Bya,— 1729 g B)=k2 1> @ P ad E, (a),

d’ou: ) adE,(d}) ® b;=0. (Somme sur db;=p.)

Comme les b; sont linéairement indépendants: Vj, ad E;(a})=0, et ceci pour tout i
Mais comme OF <0aj si 0b;#0 et comme on a suppos¢ F de degré maximal, a;=0, V.

Ceci implique que b; n’apparaissait pas.

Il ne peut donc subsister que le terme de degré 0, qui est 1.

On va maintenant utiliser R.

Ona: A(F)=FRk>+1®F, et y(A'(F))=F®1+k, *®F.

On va exploiter les relations déduites de R(FR® 1+k2@F)=(F® 1+k;2® F)R.

Posons: PB=ZQS E,® F,, ou les E; sont linéairement indépendants dans (U, g), et les
F, sont linéairement indépendants dans (U,g)_;., pour s dans un certain ensemble
d’indices S;. Alors:

YY. (Qk; 2E,F ® F,+Q,k; 2 E, k2 ® F,F)
=Y. Y. (Q,Fk; 2E,® F,+Q,k; ks *E,® FF,).

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L’ECOLE NORMALE SUPERIEURE
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Comme E;F=¢"2®*FE, ona: VseSy, E,F=r"2®FE_ et par ailleurs:
Fky2=1"2® 2k 2F,
Z Z(stﬁ_zEsF® Fs-f-t'z(ﬂ’“’stﬂ—zkfl E,® F,F)
=Z Z(stB_ZEsFQD F5+st;2kﬂ_2Es®FFs).
Soit:

LYt 2*IQks 2 ki E,® F,F=} 3 Q,k; *E, ® FF,.

Lorsque E; décrit une base de (U,n.)g, les kg 2 E, sont linéairement indépendants et il
en est de méme de la famille: (k; > E,, k; 2k E)), s décrivant S;. On en déduit alors que
FF,=0 et F,F=0 pour tout s, donc en particulier: FF,=0 et F;F=0, d’ou
- F(kt—1)=0, ce qui est faux.

II. FORME BILINEAIRE AD-INVARIANTE SUR U, g.

DEFINITION 5. — Soit (p, V) une représentation de U, g. Un élément veV est dit invariant
si:VxeU,g, p(x)v=¢(x)v.

U, g agissant sur elle-méme par ’action adjointe ad, elle agit aussi sur U,g ® U, g par:
(ad ® ad)° A. Elle agit donc aussi sur I’espace des formes bilinéaires sur U, g, qui est
(U,g® U,g)*, par [(ad®ad)°A°S]. On a donc une notion de forme bilinéaire ad-
invariante sur U, g.

En terme des générateurs E,, F,, k; la propriét¢ de ad-invariance pour une forme ( , )
se traduit par:

VEnelU,g, Vi=1,...,N:
(adk; (€),adk; ()= (&, n)
(ad E;(§),n)= — (ad k? (§),ad E;(n))
(ad F; (§),n)= — (ad k7 (&), ad F; (n))

Remarque. — On dispose d’une décomposition triangulaire: U,g=
U,n_ ® C[T]® U,n, qui permet de définir sur U, g une filtration croissante d’algébre:

(U, g)n est le sous-espace vectoriel de U,g engendré par les F.K.E (écriture dans la
décomposition triangulaire) tels que le degré de E en les E; et le degré de F en les F;
sont <N. (Ces degrés sont bien définis car I'idéal des relations définissant U,n, est
engendré par des éléments homogénes.) Alors les relations de définition de U, g montrent
immédiatement que les (U, g)y forment une filtration croissante d’algébre.

THEOREME 6. — Il existe une unique forme bilinéaire ad-invariante sur U, g, ( , ) satisfai-
q &
sant aux conditions suivantes:
(i) sa restriction & C[T] x C[T] est donnée par: (k,,kg)=1t"""®P vaq BeQ;

(ii) en termes de la décomposition triangulaire, et avec des notations évidentes: (F.K.E,
F,K',E)=(E,F) (K,K') (F,E;
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(iil) tout élément de (U, g)y est orthogonal, a droite et a gauche, a tout élément F.K.E
tel que degF>N+1 ou degE=N+1.

De plus, sa restriction a la sous-algébre des éléments de Q-degré 0 est symétrique : en
fait, (E,F)#0=>0E+ 0F=0 (il s’agit des Q-degrés) et alors:

(F,E)=1*®9 (E,F).

O désigne la demi-somme des racines positives.

Démonstration. — On va construire ( , ) sur (U, g)y par récurrence sur N, le cas N=0
étant donné par (i). Au vu de (ii), il s’agit essentiellement de savoir définir (E,F) et
(F,E).

Remarques. — Pour & et 1 Q-homogeénes, (§,n)#0=0&+dn=0.
— D’aprés (i) et la propriété d’invariance, on a:
Vi j=1,...,N, VaeQ, (ad E;(F)), k)= —t~ 2% (F; ad E; (k,))
avec adE;(k)=("“%-1)k,E;, D’ou, pour tout o tel que (a,0)50:
(F,E;k)=—8;tf (t}—1)~".

— Un calcul analogue donne: (E;, F))=—8§; (¢#—1)"1.

Ces remarques montrent que I’on peut définir de fagon unique ( , ) sur (U,g), en
satisfaisant a (i), (i) et on vérifie immédiatement la propriété d’invariance. On la prolonge
a(U,g),xU,get Ugx(U,g), grace a (iii).

Le lemme suivant permettra le passage de (U,g)y a (U, 2)n+1-

Lemme 7. — (1) Soit E'eU,n ., aeQ tel que (o, o)) #0. Alors:
E,E'=[adE;(E)—k; 'adE,; (k, EN](1—¢~ @ ®)~1,

(2) Soit F'eU,n_, aeQ tel que (o, ;) #0. Alors:
F,F'=[adF,(F k)k, ' —t @ ®adF,(F) (11—t )1,

Démonstration. — (1) adE; (k,E)=k,ad E;(E")+ (% —1)k,E,E’, d’ou I’assertion.
(2) adF,(F'k)=ad F,(F)k,+ 1 " F F;k,(1—1t"®®),
Or,
adF,(F)=F,F — 2" F'F,
adF,;(F'k)=adF,(F)k,+ (11—t @) (F,F —adF,(F))k,
= @D ad F,(F)k,+(1— 1~ 9)F,F'k,,

d’ou I'assertion.

Supposons ( , ) définie sur (U, g)y, avec les propriétés requises. Pour la définir sur
(U, @)n+1, il s’agit essentiellement de calculer (E, F) et (F, E) avec E et F de degré (N+1)
respectivement en les E; et les F,.
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D’aprés le lemme, on peut écrire E=Y) kg ' ad E; (kg Ef;), avec E(, e (U, g)y B;€Q et E,
pouvant apparaitre plusieurs fois. Alors nécessairement :

(E,F)=} (ad E; (kg Efy), F),
que ’on définit par:
M = =Y 17 %0 kg, By, ad E, (F))

et ’hypothése de récurrence permet de calculer le deuxiéme membre. Il s’agit de voir
que ceci ne dépend que de E et non de la décomposition choisie.

Le lemme permet aussi d’écrire F=Y ad F, (F{; ky) ky_jl. Alors (1) donne:

(E,F)= =Y 2@ %) (k, By, ad E;ad F; (F{; k, ) k!
+ 12 @ %) (¢= 1) — 1) ad F; (F,, ky)Ek,, h

Par (iii), le deuxiéme terme est bien défini et nul.
ay (E,F)= — Y 1@ %) (k, Efy,ad B, ad F;(F{; k, ) k; ).
Mais l’autre fagon de calculer donnerait :

(E,F)=) (E,ad F,(F, ky)),
que 'on définirait par:
@) =-Y1"2® % (adF,(E), F, k)
utilisant I’expression donnée par le lemme pour E:
Q@ =-Yr2@® (- %) F k" adE; (ks E) + kg, ' ad F;ad E, (ky, E), Fij &, )

) vj

==Y 172 ® (k' ad F;ad E; (kg E(,), F{; k).

LEMME 8:
(kg, E(;y» ad E; ad F;(F; k”) ky‘j 1y= /4 Biv)) (kg, E;),ad E;ad F;(F; kyj))
(kg, ladF ;ad E; (kp, E), F) kyj) =14 ®ev)(ad F ;ad E; (kp, Efy), F(;) kyj)

Démonstration. — Montrons par exemple la premiére égaliteé.
On reéécrit ad E;ad F; (F; k, )= Y F,.K,.E, et seuls les termes v pour lesquels E,=1
peuvent donner une contribution non nulle.
(kll; E(’i)a (Z l:“v . I(v . Ev) kV—J 1) = Z (kﬁi E;i)a Fv . Kv . ky; 1)
= 1/4 By 1) Z (kﬁi E(,i)’ F,.K,)
=14 ®o7) (ky Bf,. Y F,. K, E,)
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Ainsi (1)’ devient :

(E,F)=— Y 1@ %) (kg By, ad E;ad F, (F{; k, )) 14 @ v)

et (2)' devient :
(E,F)= -3 t72®® (ad F;ad E; (kg E ), F{;, k) 4 Bi vy
Or:
-2 (o a; k?_ 1
adE;adF;=1"2®*ad F;ad E;+§;;ad —
-1
Alors:

(1) (E,F)= - r?® %0~ (kg E(),ad F;ad E, (F; ky)) 14 Bi vy
= 308y, 2 € ) (1 — 1) (1 @ ) — 1) (ki By, Fiy Ky ) 1114 O 1)
@) (E.F)=— Y172 %% (ad E,ad F, (ky, Ejy), Fyy k,) 114 007
+Y18, 2@ E(;) s e (Al FEG) _ 1) (kg, Efy, Fjy ky,-) (1/4 B 1)
Alors: — les deuxiémes sommes sont égales terme a terme: c’est clair pour i#j et pour
J et p
i=j, on a compare:

— 42 (2, Ey) (=11 (4o oF () — D
avec
2 (@) 9Eg) (t?— DR (adi Oy 1)

mais le terme bilinéaire ne peut étre non nul que pour J0Eg, + 0F(;, =0, d’ou I'égalité.
— les premiéres sommes sont égales terme a terme: dans (1), on a:
12 %0~ (kg By, ad F;ad E; (Fy;) k,))
= — 2@ %) ;=2 @ B *e) (ad F k. Efy, ad E, (Y, k,))
et c’est bien défini car les deux termes sont dans (U, g)y; et dans (2)’, on a:

i» OBy — ;) +—2 (aj, OE —a; ' ’
— 12 0 %9 =2) (72 @ B=%) (ad F, ey, By, ad E, (Fiy k, )

qui sont bien égaux car 0E=0E,+ w,.

Conclusion. — (E, F), calculé par (1) ou par (2), donne le méme résultat, ce qui montre
qu’il ne dépend que de E et F et non des décompositions choisies.

On voit de plus sur (1) que si E est de degré =N +2 en les E; et F de degré N+1 en
les F;, alors (E, F)=0. Méme chose pour degE=N+1 et de F=N+2 en utilisant (2).
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Des calculs tout a fait analogues permettent de montrer que ’hypothése de récurrence
permet de calculer (F, E) pour F, E€ (U, g)n+1-

Alors, par (ii), on définit ( , ) sur (U,g)y+, tout entiére et il faut s’assurer de la ad-
invariance.

— Le procédé méme de définition de ( , ) par récurrence assure la ad-invariance de
la restriction de ( , ) a U,b, xU,b_ et U,b_xU,b, : en effet, par bilinéarité, il suffit
de vérifier que:

(ad E; (k,E"), Fkg)=1* %) (k,E', ad E, (F ky))
pour E'e(U,n )y, Fe(U,n_)y+ - (Démonstration analogue pour ad F;.)
Or

adE,;(k,E)=k,adE,(E)+ (¢ **—1)k,E,E".
Donc:

(ad E; (k,E'),Fkg) =1~/ @B (ad E,(E")+ (1~ ®* - 1) E,E', F)
=1~ WH P (k-1adE, (k,E'), F)
= ¢~ @ P (ad E, (k, E'), F)
=~ W @B 2 @ E) (k E' ad E,(F))

[en effet, ad E;(E)+ (" @*—1)E,E’ e (U,n,)y+, €t on a appliqué la définition donnée
par la formule (1)].

Par ailleurs:

ad E, (Fky) =ad E, (F) ky+ 12 @ ) (:~®.%) — |) F k, E,

mais, dans (U, g)y, (k,E’,FkzE;)=0, donc:
(k,E', ad E, (F ky) = (k, E, ad E; (F) ky)
=~ WP (g B’ ad E,; (F))

(procéder comme dans le lemme ci-dessus). D’ou le résultat.
— Cas général : montrons que

(ad E,(FKE), F’K'E") = t =2 @ %6+9F) (FKE, ad E, (FK'E’))

lorsque ad E, (FKE) et ad E;(F'’K'E’) sont dans (U, g)x+ -
Ona:

(*) (adE,;(FKE), FK'E’)=(ad E, (FKE), F'K'E’) + 12 @ %) (Fad E,(KE), FK'E’)
=(E, F") (ad E, (F)K, K'E’) + 2 @ % (F, E") (ad E, (KE), F’K’)
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(car ad E,; envoie U,n_ dans U,b_).

(**) (FKE,adE,(FK'E"))= (FKE, ad E, (F'K’) E') + > @ %) (FKE, F'K’ ad E, (E"))

1° Cas : (F,E’)#0; donc 0F +0E'=0 et le premier terme de (*) est nul.
()= —t>@ ) (F E")(KE, ad E; (F'K")) 2 @ %8
= — 2 F+E)(F E')(KE,ad E;(F)K")
(*x)=(FKE,ad E,;(FFK") E')=(FKE, ad E,(F) K'E") = (F, E") (KE, ad E, (F") K’)
d’ou:
(*) — t2 (a;, OF + 0E) (**)‘
2° Cas: (E,F)#0; 0E+ 0F' =0 et le deuxiéme terme de () est nul.
(x%)=12@ F)(FKE, F'ad E;(K') E")+ 2 @ ") (F, ad E, (E')) (K, K") (E, F’)
=(E,F) * @ ®)[(FK, ad E,(K") E") + (FK, K’ ad E; (E"))]
=(E,F’) * ® %) (FK, ad E;(K'E"))
= —(E,F) 1> @ %'~ (3d E, (FK), K'E")
=—(BE,F)t 2@ %+ 4 E,(F)K,K'E)
d’ou encore
(*) _ t_2 (a;, OE + 0F) (**).
Montrons enfin que:
(FKE, F'K'E") = ¢4 @ %" +oF) ('K 'E’, FKE)
ou 0 est la demi-somme des racines positives.

On le fait par récurrence sur les degrés de E en les E; et de F en les F,.
— On a vu que:

(F,E)=1} (E,F)=r*®*(E,F)

— (FKE,FK'E)=(E,F)(K,K") (F,E’) et on calcule par exemple (E,F’) par la
formule (1):

(E,F)= =Y 2@ %) (k, E, ad E, (F'))
= = X1 %0 1746 %) (ad E, (F'), ky, Eyy)

(d’apres ’hypothése de récurrence)

- Z {2 (i B (y) ;=4 (8, 0y {2 (4 OF) (F',ad E, kB- Efi)))
1
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Or aE’i) +0F = —aq,.
(E,F)= 2 =4 G %) =2 (@0 (F',ad E; (kg Ey))
= Z t—4 o, 6E£i) +a;) (Fl’ ad Ei (kﬂi EZI)))
=46, ) (F',E).

PROPOSITION 9. — La forme bilinéaire ad-invariante est non dégénérée.

Démonstration. — Montrons d’abord que sa restriction a C[T] est non dégénérée.
Soit Y a,k, un élément du radical. Alors YBeQ et VneN, (Y a,k, k3)=0 soit:
Y a,"®P=0.

Considérons le polyndme de Laurent: Y a,X®P. On voit que ¢ ainsi que toutes ses
puissances en sont des racines; il est donc nul. Soit a, tel que a, #0; il existe B dans Q
tel que (B, o) #(B, o) pour a#0a, dans le support de (a,); la nullit¢ du polynéme de
Laurent correspondant implique: a,,=0, une contradiction.

— La restriction a U,n, est non dégénérée. — Soit par exemple FeU,n_ (que 'on
peut supposer .Q-homogene) tel que: VEe U,n,, (E,F)=0; en particulier: VEeU, n,,
homogene et Vi, Va, (ad E; (k,E), F)=0, d’ou (k,E,adE,(F))=0.

On procéde par récurrence sur le degré de F comme polynome en les F;.

— Pour deg(F)=1, on a déja vu que (E;, F;)#0.

— ad E, envoie U,n_ dans U,b_ (cf. la formule de dérivation tordue) et diminue de
1 le degré en les F;.

Si ad E; (F) #0, écrivons-le: ad E;(F)=) F K, avec les K, linéairement indépendants.
Alors: Va, (k,E,ad E;(F))=Y (k,,K,) (E,F,)=0. Or, on peut trouver des K,. dans C[T]
tels que la matrice ((K,, K,)) soit inversible.

Alors (E, F,)=0 pour tout E, d’ou, par hypothése de récurrence, F,=0 et finalement :
ad E,;(F)=0, Vi. Mais on a vu dans les préliminaires que ceci implique que F=0.

— La restriction a U,b, est non dégénérée. — Soit Y F,K, dans le radical, avec les
F, linéairement indépendants. Fixons v,: d’aprés le point précédent, il existe EeU,n,
tel que (E, F, )#0 et (E,F,)=0 pour v#v,. Alors VKeC[T], (K,K,)=0, d’ou K, =0.
Contradiction.

— (, ) est non dégénérée. — On procede comme ci-dessus, en utilisant la non-
dégénérescence de la restriction a U, b, et le fait que:

(FKE, F'K'E’)=(F, E') (K, K') (E, F).

CoNSEQUENCE. — On dispose d’une injection:

J: Ug-Ug*
£E-GE, )
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Il est immédiat que les formes linéaires obtenues sont a support dans un sous-
espace (U, g)y et que la restriction de cette application envoie C[T] dans I’ensemble des
combinaisons linéaires de caractéres sur C[T].

De plus, VEeU,n,, VFeU, n, on dispose d’une injection

igr: C[TI-U,g
K - FKE

et VEeU,g,j(§)°ig ¢ €st une combinaison linéaire de caractéres.

Réciproquement. — Soit ¢e(U,g)* qui soit a support dans un (U, g)y et telle que:
VEeU,n,, VFeU,n_, @°iy ; soit une combinaison linéaire de caractéres. On peut se
restreindre & E décrivant une base de (U,n, )y, F décrivant une base de (U,n_)y et on
dispose ainsi d’'un nombre fini de combinaisons linéaires de caractéres ¢°ig . Si pour
chaque (E,F) il existe Kg e C[T] tel que (Kg g, .) coincide avec cette combinaison
linéaire de caractéres, alors, désignant par (E'), (F") les bases duales de (F) et (E), on
aura:

VK, ¢ (FKE)=(Kg 5 K)
= (F,’ E) (KE, F> K) (Ela F)

soit =) F' K¢ rE',.).
On dispose ainsi d’un critére permettant de décider si une certaine forme linéaire est
dans I'image de j.

ITI. FORMES LINEAIRES INVARIANTES ET REPRESENTATIONS. — Soit (p, V) une représentation
de dimension finie de U, g. Identifiant End V & V ® V*, on obtient une représentation p
dans End V, définie par: p=(p ®' p)(I ® S) A. D’oul une représentation dans (End V)* et
une notion de forme linéaire invariante sur End V.

Par ailleurs, toute forme linéaire sur EndV est de la forme: A — Tr(DA) pour un
certain De End V.

ProposiTION 10. — (1) Soit (p, V) une représentation de dimension finie de U,g. Alors:
V:A->Tr(p(k_,;)A) est une forme linéaire invariante sur EndV (3 est la demi-somme
des racines positives).

(2) Si de plus (p, V) est irréductible, alors toute forme linéaire invariante est proportion-
nelle a .

Démonstration. — (1) On recherche les De End V tels que:
VAeEndV, VxeU,g,  Tr[Dp(x)A]l=¢(x)Tr[DA]

11 suffit de le voir pour A de la forme: v ® w*, avec veV et w*e V*,
Posons: A(x)=Y X, ® X)- On calcule immédiatement :

Tr[Dp (x) A]= Cw*, Z P (S (x2)) Dp (x1)) v )

et ceci doit étre égal a: e(x) Tr[Dv ® w*]=¢g(x) ( w*,Dv ).
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Ainsi, D définit une forme invariante si et seulement si:
VxelU,g, Z P (S(x) Dp(x4)=€(x)D.

Pour x=k;, on voit que D commute a p(k,), Vi=1,...,N.

Pour x=e¢;, on obtient: Dp(e;)=1¢*p (e;) D.

Pour x=f£;, on obtient: Dp (f})=1}p (f)D.

On vérifie immédiatement que ces relations sont satisfaites par D=p(k_,;), d’ou (1).

(2) Supposons maintenant (p, V) irréductible: on sait que V est un module de plus
haut poids; soit A ce plus haut poids et v, #0 un vecteur de plus haut poids. V est
somme de ses sous-espaces de poids: V=@V, et dimV,=1. Alors D(V,)cV, et en
particulier: Dv, =vuv,. Soit veV,: il est combinaison linéaire de vecteurs

p(fi)- - .p(fiy)vs avec p=A— (o +... +oy).
Or,

Dp(fi)- - -pUi)vs=(ty- - 1)*p (i) . -p (i)

donc D agit dans V, comme ’homothétie de rapport

V(til e tip)4= \% t4 @, ail to +aip).

Posons: v=v,¢~*®" alors D agit dans V, par v, *®¥, d’ou D=v,p(k_, ;).

Remarque 1. — Une forme linéaire invariante sur End V définit par composition une
forme linéaire ad-invariante sur U,g:x - Tr[p(k,5) p (X)].

Remarque 2. — Les p (k_, ;) sont précisément les €tats matriciaux permettant de définir
la «trace de Markov» sur I’algébre de groupe du groupe de tresses agissant dans les
puissances tensorielles V® * via la R-matrice.

ProposiTioN 11. — Soit j linjection définie par la forme bilinéaire ad-invariante et
Y e(U,g)* la forme linéaire ad-invariante déterminée par une représentation de dimension
dont tous les poids sont radiciels. Alors s est dans l'image de j (et donc en fait dans I'image
du centre de U, g).

Démonstration. — Comme les p(e;), p(f;) sont nilpotents, ¥ a son support dans un
(Utg)N'
Soient Ee(U,n, )y, Fe(U,n_)y. Alors:

V(FKE)=¢* %% " (K) Try, [p (k-4 5) p (E) p (F)]
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ou V=@ V,. Donc:
Veig p=t*®® % Try [p(k_s5) p(E)p(F)] e

et comme j(k, ,)=e*, 'assertion provient du critére établi a la fin du II.

B. Un analogue du théoréme d’Harish-Chandra sur les caractéres infinitésimaux

I. NOTATIONS, RAPPELS ET PRELIMINAIRES. — Soit Z le centre de U, g: c’est exactement
I’ensemble des éléments ad-invariants de U, g.

Pour Ae 5#*, on note ¢* le caractére de C[T] défini par: €* (k;)=t* ).

On a construit, par induction, le module cyclique standard M (¢*); soit v, un vecteur
de plus haut poids. Alors, VzeZ, zv, est encore un vecteur de plus haut poids ¢*, donc
zv, =% (2) vy, ou Y, : Z — C est un morphisme d’algébres. De plus, I’action de zeZ sur
tout sous-module et sur toute image homomorphe de M (") est encore la multiplication
scalaire par y, (2).

Soit 8 la demi-somme des racines positives et ~ la relation d’équivalence sur #*
définie par: A ~ p<>3weW tel que A+3=w(n+39).

On montre alors comme dans la situation classique que si A et p sont des poids et si
A ~ p, alors x;, =Y,

Soit E=¢_ ®id®e,: Ug(=Un_@C[T]® U,n,) —» C[T]; alors sa restriction & Z
est un morphisme d’algébres et VzeZ, x, (z) =€ (€ (2)).

Soit m:C[T]— C[T] lautomorphisme d’algébres défini par: n(k)=k;z;7' et
V=n§z:Z->C[T]. Ona: (@)=Y (2)=1(2)

Pour peN, on note C[T®)] la sous-algébre de C[T] engendrée par les k7.

LemME 1. — (1) Soit K eC[T], non nul. Alors il existe un poids \ tel que e**®(K)+#0.
(2) Soient A et 1 deux poids appartenant a deux W-orbites distinctes.

Alors, ¥ peN*, il existe un élément de C[TPV sur lequel é* et e* prennent des valeurs
distinctes.

Démonstration. — (1) Posons K=Y a,k,, (a,) & support fini.

Remarquons que si A est un poids, alors VaeN* A,=nA+(n—1)d en est un et si
pour tout poids A et pour tout entier n on a: é»*?(K)=0, alors: ) q,"**>¥=0 et le
polynéme de Laurent ) a, X**>® devrait avoir une infinité de racines. On conclut alors
comme dans la démonstration du fait que la restriction de ( , ) & C[T] est non dégénérée.

(2) Notons {e"1, ... ,e*} la réunion des orbites de e* et de e* privée de ¢*. Pour
chaque se{1,...,r}, il existe un mondme k(s) en les k*” tel que: € (k (s)) #e"s (k (s)).
Formons K=[][k (s)—e"s(k(s))]. Alors K est annulé par tous les e"s mais pas par e*.
Alors Y w(K) est W-invariant, annulé par e*, mais:

(¢, Y. w(K))=Card {w; w(h)=1}.(e" K) #O0.

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L’ECOLE NORMALE SUPERIEURE



462 M. ROSSO

COROLLAIRE. — pour tout z dans Z.:\ (z)e C[T]V.
II. L’ANALOGUE DU THEOREME D’HARISH-CHANDRA.
THEOREME. — Soient A et p deux poids tels que ¥, =1y,,. Alors: h~p.

Démonstration. — D’aprés le point (2) du lemme, il suffit de voir que V¥ est surjective
sur C[T“1Y¥. On note par la méme lettre j les injections de Z dans (U,g)* et de C[T]
dans C[T]* définies par la forme bilinéaire invariante. D’aprés la propriété (ii) de celle-ci
le diagramme suivant est commutatif:

19
z ~c
ll ll
(U, 9*-C[T]*

Res

ou Res désigne la restriction a C[T].

Soit (p, V) une représentation irréductible de dimension finie dont le plus haut poids
est radiciel et ChV=y dimV e* son caractére. On a: ChV=;(} dimV, k_,,) Notons
Try la trace usuelle sur EndV et o(Try) la forme linéaire ad-invariante déterminée par
(P, V) sur U,g: 6(Try):x = Try (p(k-45) p(x)).

Soit C[Q] Il'algébre du réseau des racines et o I'automorphisme défini par: &
@M=1t"*®d Alors la restriction de o(Try) a C[T] est précisément o(ChV) et
6(ChV)=jQ.dimV, ¢ *®dk_, ).

Remarquons aussi que: n~'(k_,)=t"*®¥k_, , si bien quon a un diagramme
commutatif :

'l_l
C[TW] -» C[T¥)]
j lj
ClQl » C[Q
Considérons maintenant KeC [TV .j(K) est un élément W-invariant de C[Q]. On
sait alors qu’on peut I’écrire: j (K)=Zall ChV(u) ou V(u) est le module de plus haut

poids p.
Alors:

jen ' (K)=0°j(K)=Y,4,6(ChV (w)
=Y"a,Res (o (Try )
Mais il existe z, dans Z tel que j(z,) = o (Try (). Donc:
jen "t (K)=} a,Resj(z,)
=Y a,j°&(z,)
=j°&Qa,z)
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Jj étant injective :

K=n¢Xa,z)=V¥ (X a,z,).

C. Compléte réductibilité des représentations de dimension finie

Pour Aes#*, on notera M (L) le module standard de plus haut poids ¢* et V(A) son
unique quotient irréductible. Comme dans la situation classique, M (A) admet un caractére
dans Z (P}, ou P désigne le réseau des poids.

On notera < la relation d’ordre partiel usuelle sur P et A — A* I'involution donnée
par —w,, ou w, est I’élément de plus grande longueur du groupe de Weyl. Elle préserve
la relation d’ordre <. De plus, si A est un poids dominant, le dual V(A)* muni de la
représentation contragrédiente est isomorphe a V (A¥).

THEOREME. — Lorsque t n’est pas algébrique, toute représentation de dimension finie de
U, g est complétement réductible.

Démonstration. — Soit V un U, g-module de dimension finie. Pour montrer qu’il est
complétement réductible, on peut supposer, par un argument de suite de Jordan-Hélder,
que I’on est en présence d’une suite exacte:

0-VAAN)->V->Vw-0

Alors:

(1) Si V n’est pas complétement réductible, alors il est indécomposable, engendré par
tout vecteur v dont I'image dans V (n) est non nulle.

(2) La compléte réductibilité pour U,s/(2) implique que V est somme de ses sous-
espaces de poids: V=@ V,,.
(3) Nécessairement: A # .

En effet, si p=A, alors dim V, =2 et V, est annulé par U,n,. Tout élément non nul v
de V, engendre un module de plus haut poids " qui ne rencontre V, que suivant C.v.
Mais si on choisit ce v dans V,\V(A),, le module qu’il engendre devrait étre V tout
entier.

(4) Si pn’est*pas <A, alors en fait A<p.

Remarquons que V ne peut avoir de poids ¢' avec v>p. Soit xeV dont I'image dans
V() engendre V (u),: comme V est somme de ses sous-espaces de poids, e* doit étre un
poids de V et on peut supposer x dans V,; de plus, pour i=1,...,N, p(e)xe V(A). En
fait, on a méme p(e;)) x=0 car sinon ce serait un vecteur de poids ¢*** dans V()), ce
qui est impossible. Donc, x est un vecteur de plus haut poids e¢*, qui engendre V; on sait
alors que tous les poids de V sont <p et en particulier A <p.

(5) Si p<A: la suite exacte duale: 0 —» V(u*) > V¥ 5> V(A*) - 0 avec p*<A* et V*
indécomposable nous rameéne 4 la situation du point précédent.
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Remarque. — Cette suite d’arguments: réduction a une suite exacte courte et points
(1) a (5) est due au Professeur A. Borel, dans une étude de la possibilité de démontrer le
théoréme de compléte réductiblité pour les algébres de Lie complexes semi-simples de
fagcon purement algébrique et sans utiliser ’opérateur de Casimir.

La suite de la démonstration donnée ici (qui se transpose immédiatement au cas des
algébres de Lie semi-simples) donne une réponse partielle a cette question: bien qu’elle
nécessite I'utilisation de tout le centre de I'algébre enveloppante, elle ne requiert aucune
formule explicite pour un quelconque élément du centre.

ConseQuENCE. — Tout revient a montrer qu’on ne peut pas avoir de suite exacte
0-VQA)—»V->V(Q —0avec A<p et V indécomposable.

Remarque. — Dans une telle situation, V est un module cyclique engendré par un
vecteur de plus haut poids p: c’est donc un quotient de dimension finie du module
standard M (p). Or, on montre, dans la situation classique, en utilisant la compléte
réductibilité des représentations de dimension finie, qu’un tel quotient de dimension finie
est nécessairement irréductible et cette démonstration s’adapterait immédiatement a la
situation des groupes quantiques.

On a donc une équivalence entre les deux points suivants
(i) Toute représentation de dimension finie de U, g est complétement réductible.

(ii) Tout U,g-module cyclique engendré par un vecteur de plus haut poids et de dimension
finie est irréductible.

On va s’attacher a montrer ce dernier point. On procéde par étapes:

(1) Soit V un U, g-module cyclique engendré par un vecteur de plus haut poids €*., ou
A est dans le réseau des poids. Alors V posséde une suite de Jordan-Holder, dont les
quotients sont de la forme V (i) avec p<A et p+36e W (A+39).

En particulier, ChV est combinaison Z-linéaire des ChV(p) avec p=<A et
pt+deW(A+9).

Démonstration (cf. Humphreys, dans: Lie Theories and their applications). — Soit
d(V)=Y dimV, la somme portant sur les p tels que:

(%) psi et p+8eW(A+3).

Cette somme est finie.
On fait une récurrence sur d(V).

Supposons d(V)=1. Si V est irréductible, c’est fini. Sinon V posséde un sous-module
maximal propre, qui contient certainement au moins un vecteur de plus haut poids e*
pour un poids p<A. Mais le centre Z agit dans le sous-module engendré par ce vecteur
par le caractére y,; donc x, =y, et p devrait satisfaire 4 (%) d’aprés I’analogue du
théoréme d’Harish-Chandra. Contradiction.

Pour I'étape de récurrence, on procéde de méme: & moins que V ne soit irréductible,
il doit contenir un sous-module de plus haut poids V' engendré par un vecteur de plus
haut poids e* pour un poids p <X qui devrait satisfaire a (). L’hypothése de récurrence
s’applique alors a chacun des modules de plus haut poids V' et V/V'. A partir de leurs
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suites de Jordan-Holder, on en fabrique une pour V ayant les quotients de la forme
requise.

(2) Appliquons ceci & V=M (A). Soit {1, ...,A,} 'ensemble fini des p<A tels que
p+3eW(L+98), ordonné de fagon a ce que: A, <A;=i<j. On a alors un systéme
d’équations: ChM()»j)=ZaijChV(l,-), a;;eN,q;;=1 et on somme sur les i<j. Posons
a;;=0 pour i>j. La matrice (a;;) est alors inversible sur Z, ce qui permet d’exprimer
chaque ChV(A;) comme combinaison Z-linéaire des Ch M (X)) pour lesquels i <j.

(3) Par conséquent, si V est un module cyclique de plus haut poids €* avec A un poids,
ChV est combinaison Z-linéaire des Ch M (p) avec p<A et p+8eW (A +95).

(4) ChM (M) est donné par: IChM (V) =€e**? ou d=[][(e*—e ") =) e(w)e™>.

Démonstration. — On a: ChMQ)=ChM(0) & et il suffit donc d’établir:
ChM (0)=e®d*.
On va utiliser le résultat suivant de Lusztig [6]:

THEOREME. — Lorsque t n’est pas algébrique, et si A est un poids dominant, le caractére
du module irréductible de dimension finie V (A) est le méme que celui du module irréductible
correspondant sur 'algébre de Lie g.

Soit A un poids dominant: d’apres le (3):
ChVv(M)=3Yc, M) ChM @)= c,(\)e***) e *ChM(0),

ou I’on somme sur les p<A tels que p+6e W (A+9d).

A étant dominant, A+ 3 est strictement dominant, donc les w (A + 8) sont deux a deux
distincts; pour p+8=w(A+3), posons: c, (A)=c, (A). Ainsi:

Chv ()= c, (W) e” *+9)e~3Ch M (0).
Utilisant le résultat de Lusztig, on obtient donc, pour tout poids dominant A :
AT ¢, (W) e* *9) e ChM (0)= & (w) e” &+,

On en déduit tout d’abord que ChM (0) est dans le corps des fractions de ’anneau
intégre Z [P], puis que quels que soient les poids dominants A et p:

QoM et ew)e* ® = ew) e’ * ) Y e, (wer *)
et quitte a remplacer A par nA+(n—1)3, neN* on a:

(X 1+ (1= 1)8) ™ H+9) (T & (w) e 4 9) = (L & (w) ™ *+9) (T ¢* () e* #+9)

nw(k+8)e

Or, A et p étant fixés, pour n assez grand les ¢ wtd) et w'eW, sont deux a

deux distincts.
En effet, si

A+38) W (u+8) — A+38) ,wy (u+d
enW( )eW(u )___enwl( )ewl(u ),
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ona:
nwA+0)—w, (A+8)=wi(n+3)—w (nt+d)

et pour wi #w' ceci est non nul.
Fixons un tel entier #: on a alors: Vw,w' e W

¢, (Mt (n—1)d)e(w)=ew)c, (L)
soit encore :
e)e, (W=eW)c, (nr+(n—1)9)

Ainsi € (w') ¢, (1) ne dépend ni de p ni de w'. Appellons k cet entier non nul.
Pour tout poids dominant A, on a:

ch ()\') ew(1+8)=k28(w) ew(x+5)
donc
dChV (M) =(kY e(w)e” **9)de~* Ch M (0),

d’ou: kde *ChM (0)=1.
Comme le terme maximal de Ch M (0) est ¢°, on en déduit immédiatement que k=1,
puis la formule cherchée pour Ch M (0).

(5) Soit V en U, g-module cyclique engendré par un vecteur de plus haut poids €*., ou
A est un poids dominant, et qui est de plus de dimension finie. Alors le groupe de Weyl
agit sur 'ensemble des poids de V et pour tout poids p de V et tout w dans W on a:
dimV,, =dimV,.

(La démonstration est la méme que celle dans la proposition suivant le théoréme 2
de [7].)

(6) Sous les mémes hypothéses qu’au (5), on a, d’aprés les points (3) et (4)
dChV=Yc,(A\)e*®*® et d’aprés (5) dChV est anti-invariant. Ceci implique que
¢, (M)=¢g(w).

On a donc obtenu une formule de caractéres, sous la seule hypothése que V était un
module cyclique, de plus haut poids e* et de dimension finie, et la formule obtenue est la
méme que pour V(A). D’ou V=V (}).

Remarque. — L’idée de la fin de la démonstration est inspirée de la remarque suivant
le théoréme 10.4 dans le livre de V. Kac: Infinite dimensional Lie Algebras.

Remarque. — Dans le cas ou g=s/(N+ 1), le théoréme est vrai dés que ¢ n’est pas une
racine de I'unité. En effet, la construction explicite d’une base a la Poincaré-Birkhoff-
Witt pour U,n_ donne directement Ch M (0) et évite le recours au résultat de Lusztig (le
résultat a été formulé dans le cadre des C][[A]]-algébres, mais en fait les mémes calculs
ont lieu dés que ¢ n’est pas racine de I'unité). Pour ce qui est de la forme de Killing, le
fait que ¢ ne soit pas algébrique n’est intervenu que dans la preuve du fait qu’elle est
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non dégeénérée, car on avait besoin de spécialiser la R-matrice; ici, la formule explicite
obtenue pour R montre que les seuls pdles éventuels sont des racines de 1'unité.

(Voir [8] pour le théoréme a la Poincaré-Birkhoff-Witt et la formule pour la R-matrice
universelle pour U, s/(N+1).)
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