
ANNALES SCIENTIFIQUES DE L’É.N.S.

ÉRIC LEICHTNAM
Le problème de Cauchy ramifié

Annales scientifiques de l’É.N.S. 4e série, tome 23, no 3 (1990), p. 369-443
<http://www.numdam.org/item?id=ASENS_1990_4_23_3_369_0>

© Gauthier-Villars (Éditions scientifiques et médicales Elsevier), 1990, tous droits réservés.

L’accès aux archives de la revue « Annales scientifiques de l’É.N.S. » (http://www.
elsevier.com/locate/ansens) implique l’accord avec les conditions générales d’utilisation
(http://www.numdam.org/conditions). Toute utilisation commerciale ou impression systé-
matique est constitutive d’une infraction pénale. Toute copie ou impression de ce fi-
chier doit contenir la présente mention de copyright.

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques

http://www.numdam.org/

http://www.numdam.org/item?id=ASENS_1990_4_23_3_369_0
http://www.elsevier.com/locate/ansens
http://www.elsevier.com/locate/ansens
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/


Ann. scient. Éc. Norm. Sup.,
4e série, t. 23, 1990, p. 369 à 443.

LE PROBLÈME DE CAUCHY RAMIFIÉ

PAR ERIC LEICHTNAM

0. Introduction

Cet article a pour objet l'étude du problème de Cauchy ramifié linéaire non caractéristi-
que pour les opérateurs analytiques à caractéristiques multiples de multiplicité constante.

Soit a (x, D) un opérateur différentiel linéaire d'ordre m à coefficients fonctions holo-
morphes de x=(x°,x1, . . . ^ x " ) décrivant un voisinage de 0 dans C^1 tel que
l'hyperplan S d'équation x°=0 soit non caractéristique pour a(x, D). Soit T l'hypersur-
face de S d'équation x°=x1 =0. Soient â^(x, Ç) le symbole principal de a(x, D) et :

w a^x,Q=Y[a^^x^rs
s

sa décomposition en facteurs irréductibles. Notons d le degré du polynôme réduit

^y=rK.(^)
s

et supposons que l'équation en Ço e C

^(0;^1,0, . . . , 0 ) = 0

admet d racines distinctes. On sait alors construire (voir [5]) d hypersurfaces caractéristi-
ques distinctes K^ = { x\ k1 (x) = 0 } issues de T.

Soient U un voisinage ouvert de OeC"^ [sur lequel les coefficients de a(x, D) sont
holomorphes] et XQ un point de U 0 (S\T). Soient v (resp. UQ, u^ . . ., z^,_i) un germe
en XQ de fonction holomorphe sur C"4'1 (resp. C") tel que v (resp. chaque u) se prolonge

/ â \
holomorphiquement le long de tout chemin d'origine XQ tracé dans U\( U K .̂ j

\ j=i /
/ d \

[resp. U Pi (S\T)]. Choisissons A un voisinage ouvert de XQ dans U\( U Ky j connexe
\j=i /

et simplement connexe ainsi que son intersection avec S tel que l'origine 0 appartienne
à S HA. Alors v (resp. les Uj) se prolongent en fonctions uniformes sur A (resp. A 0 S).
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370 E. LEICHTNAM

Résoudre le problème de Cauchy ramifié

(0.1) J a(x,D)u(x)=v(x)
^MC^Is^/.OO, 0^h<m

c'est par définition trouver un voisinage ouvert Q, de 0 contenu dans U et une fonction
u holomorphe sur Q^A vérifiant a(x,D)u=v sur un A et Dh,ou\s^^=Uh, O^h^m— 1,
et admettant un prolongement holomorphe le long de tout chemin issu de 0 ̂  S Pi A et

à

tracé dans Q\ U K,.
j= i

Dans la suite de cet article, on commettra fréquemment l'abus de notation qui consiste
à désigner par les mêmes lettres les déterminations et leur prolongement ramifié sur le

à

revêtement universel de Q\ U K .̂.
j= i

Le résultat principal de cet article est le :

THÉORÈME 0.1. — Soient U un voisinage ouvert de OeC"'1'1 et v une fonction holomorphe
quelconque sur le revêtement universel de U privé de la réunion des hypersur faces caractéris-
tiques kl(x)=0 (1 ̂ i^d). Alors il existe un voisinage ouvert Q. de 0 inclus dans U et une
solution du problème (0.1) holomorphe sur le revêtement universel de û privé de la réunion
des hyper sur faces kl(x)=Q (\^i^d). En outre on peut énoncer les résultats suivants. Si
toutes les données v et u^ (O^h^m— 1) sont de détermination finie alors la solution est de
détermination finie. Si a(x, D) est à caractéristiques simples [i.e. les entiers m^ dans (^)
sont tous égaux à 1] et si toutes les données sont dans la classe de NUsson relativement à
la réunion des hypersurfaces caractéristiques alors la solution est dans la classe de NUsson.

REMARQUES 0.2. — 1° Le théorème 0.1 est tout à fait conforme au principe fondamen-
tal énoncé par Jean Leray : les singularités de la solution du problème de Cauchy ramifié
sont déterminées par les singularités des données.

2° Soient y^ . . ., y y des hypersurfaces analytiques trans verses à S issues de T, deux
à deux transverses et non caractéristiques (pour a (x, D)) en chacun de leurs points. Si le
second membre du problème (0.1) est ramifié autour de la réunion des e9^.(l ̂ j^p) et
des hypersurfaces caractéristiques alors il existe une unique solution ramifiée autour de
la réunion des ^ et des hypersurfaces caractéristiques et tous les résultats du
théorème 0.1 sont encore valables dans cette situation. En effet, on introduit des champs
de vecteurs holomorphes sans zéros X^(l ̂ j^p) trans verses à S tels que ̂  est caractéris-
tique pour Xj(l^j^p). Il suffit alors d'appliquer le théorème (0.1) au problème de
Cauchy obtenu en remplaçant a(x, D) par X^° . .. OXpaa(x,D) et en rajoutant les
traces convenables. Ce qui précède est la réponse à une question posée par Pierre
Schapira.

3° Si toutes les données v et (^) sont de détermination finie alors les résultats démontrés
dans l'appendice C et la preuve du théorème 0.1 permettent dans certains cas (voir
théorème 0.6) de majorer avec précision les valeurs propres de la monodromie de la
solution en fonction de celles des données.
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Dans le cas particulier où le second membre du problème (0.1) est de la forme
à

^ v1 (log k1 (x), x) où (t, x) \-> v1 (t, x) (1 ̂  i^ d) appartient à l'espace Jf( ̂  x 0) des fonc-
1=1
tions holomorphes sur ̂  x Q, ̂  désignant le revêtement universel du disque de D^
de C ouvert pointé de centre 0 et de rayon œ>0;le théorème (0.1) est prouvé dans [5],

d

la solution est de la forme ^ h1 {\ogk1 (x\ x) où ^GJf^/xQ7) (l^i^d), elle est
1=1

construite explicitement en fonction des données. La clause relative à l'unicité dans notre
théorème 0.1 est donc un résultat de [5]. Dans la suite nous supposerons d^2.

Pour donner une meilleure idée de la structure des fonctions holomorphes ramifiées
autour de la réunion des hypersurfaces caractéristiques nous allons calculer le groupe

/ d \
fondamental K^ (pointé en Xo) de Q^ U K, ), dans le cas particulier mais significatif

\ j=i /
où toutes les hypersurfaces caractéristiques sont des hyperplans.

LEMME0.3 .—Soi t fi.' un poly disque ouvert de centre OeC"^. Supposons que les
( â \^•(l^y^ûO soient des hyperplans. Alors le groupe fondamental K^ de 0^ U K .̂ j est
\j=i /

égal à :

Z x (Z ̂  . . . ̂  Z)
à - 1 /OIS

et son groupe d'homologie H^ à coefficients dans J- est égal à Z^.

Preuve. - On sait (voir [3]) que le H^ est le quotient du n^ par son groupe des
commutateurs donc la seconde assertion découle de la première. Il existe un changement
linéaire de coordonnées permettant d'écrire xo=kl(x), x^Â;2^), k1 (x) = ̂  x° + x1

(l^i^d) où les nombres complexes ̂  sont non nuls et deux à deux distincts. Par abus
nous noterons K^ les droites de C2^^0, x1)} définies par les équations ^(x)^. Un
argument d'homogénéité montre que le groupe fondamental de Q,' privé de la réunion

/ d \
des hypersurfaces caractéristiques coïncide avec le groupe fondamental de C2\^ U K^ j.

\j=i /
L'application suivante :

C^(u K,)^CxC\{0, -^ -^ • • .. ̂ }
\j=i /

(A^(x^

définit un difféomorphisme. On obtient alors immédiatement le résultat.
Dans cet article nous ne supposons pas que les K^ sont des hyperplans. Dans le cas

d^3 le Tii du lemme 0.3 n'est pas commutatif. Ceci nous conduit à donner la définition

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L'ÉCOLE NORMALE SUPÉRIEURE



372 E. LEICHTNAM

générale suivante :

DÉFINITION 0.4.—Soient Q7 un voisinage ouvert de OeC"^, XoeSOÛ', et u un
d

germe holomorphe en XQ prolongeable le long de tout chemin de Q'\ U K .̂. On dit que
j'=i

u est à monodromie abélienne si u est invariant sous l'action du sous-groupe D des
d

commutateurs du groupe fondamental de Q^ U K, D'après la théorie des revêtements
j = i

il est équivalent de dire que u permet de définir une fonction holomorphe sur le revêtement
associé à D.

Nous montrerons dans la section 8 en construisant des contre-exemples que si le second
membre du problème (0.1) est à monodromie abélienne alors en général la solution ne
sera pas à monodromie abélienne toutefois le théorème suivant (prouvé dans la section 8)
indique que la monodromie de la solution est — en un certain sens — proche d'une
monodromie abélienne.

THÉORÈME 0.5. — Supposons que le second membre v du problème (0.1) soit à monodro-
mie abélienne et reprenons les notations du théorème 0.1. Alors le groupe D (voir déf. 0.4)
définit une représentation unipotente d'ordre ^2 du C-espace vectoriel engendré par les
déterminations (en un point fixé) de la solution u du problème (0.1). 5';' cette représentation
est diagonalisable alors u est à monodromie abélienne.

Le théorème suivant est démontré à la fin de la section 3, c'est la réponse à une
question posée par Jean-Pierre Labesse et Gilles Lebeau.

THÉORÈME 0.6. — Supposons que toutes les données du problème (0.1) sont de détermi-
nation finie. Si la monodromie de v est résoluble [resp. la monodromie de toutes les données
est unipotente} alors la monodromie de la solution est résoluble [resp. unipotente}.

Lorsque d=2 la réunion des deux hypersurfaces caractéristiques définit un diviseur à
croisement normal, dans cette situation on vérifie que si v est une fonction holomorphe
ramifiée autour de la réunion des deux hypersurfaces caractéristiques alors il existe œ>0,
un voisinage ouvert Q de OeC^1 et une fonction g(t^ t^ x) holomorphe sur ^xQ
tels que : Vxeû, ^(^[«o, 1^;^2 et le prolongement ramifié de v le long de tout
chemin de Q\U Ky coïncide avec :

j

(0.2) ^(Logfe^logÂ:2^),^).

Lorsque d^ 3 il semble qu'il n'existe pas (en général) de représentation - analogue à
la formule (0.2) — des fonctions holomorphes ramifiées autour de la réunion des
hypersurfaces caractéristiques. Pour contourner cette difficulté Le dung Trang m'a sug-
géré de désingulariser suivant le lieu des hypersurfaces caractéristiques en introduisant
des voisinages effilés. Cette suggestion a été le point de départ de ce travail; j'ai donc
plaisir à remercier ici Le Dung Trang.

Maintenant nous allons décrire la stratégie de la preuve du théorème 0.1. Dans la
section 2 nous définissons les voisinages effilés d'hypersurfaces caractéristiques ou non
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caractéristiques issues de T. On donne une expression explicite du revêtement universel
d'un voisinage effilé, ceci nous permet d'obtenir dans la proposition 2.5 une représenta-
tion — analogue à la formule (0.2) — des fonctions holomorphes ramifiées dans un
voisinage effilé d'une hypersurface caractéristique.

Sur le dessin ci-dessous W^ [resp. W] représente un voisinage effilé de l'hypersurface
caractéristique K^ [resp. d'une hypersurface K non caractéristique issue de T].

Dans la section 3 nous admettons le théorème 3.1 qui affirme qu'on peut recouvrir
un voisinage ouvert de l'origine par un nombre fini de voisinages effilés W^l^/^N)
tels que pour toute fonction holomorphe ramifiée dans W^ — encore notée v — définie
à partir d'une détermination de v en un point de W^ il existe une fonction holomorphe
ramifiée u sur W^ solution de l'équation a(x, V)u=v. Nous introduisons un nombre fini
d'hyperplans non caractéristiques H (;', j) issus de T et nous rappelons le théorème de [5]
qui affirme l'existence d'une solution holomorphe ramifiée autour de la réunion des
hypersurfaces caractéristiques Kj, 1 ̂ l^d pour chaque problème de Cauchy du type :

a(x,D)u=0
^|H(,,;)=W,, 0^h<m.

Nous prouvons alors qu'on peut prolonger un germe de solution u du problème (0.1) le
long de tout chemin F ne rencontrant pas les hypersurfaces caractéristiques. En outre
nous montrons que le prolongement ramifié u le long de F possède une structure
particulière grâce à laquelle il n'y a pas de problèmes de rétrécissements d'ouverts lorsque
le chemin F passe d'un voisinage effilé W^ à un voisinage effilé W .̂. La structure du
germe de solution et les précisions du théorème 3.1 permettent de voir que la solution
est de détermination finie si les données le sont et de prouver le théorème 0.6. Nous
utilisons le fait (démontré dans l'appendice C) que la solution du problème de Cauchy à
second membre nul est de détermination finie si les données de Cauchy le sont.
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374 E. LEICHTNAM

Dans l'appendice B nous prouvons le théorème 3.1 dans le cas d'un voisinage effilé
d'une hypersurface non caractéristique en reprenant une suggestion de Claude Wagschal
et en utilisant le théorème de Cauchy-Kovaleski. Dans la section 4 nous considérons un
voisinage effilé W^ de l'hypersurface caractéristique (À:2)"1 (0) et une détermination de v
en un point de W^. La proposition 2.5 assure l'existence d'une fonction g ' (/, x) holomor-
phe sur un ensemble de la forme ̂  (c, œ) x Q où

^(c, œ ) = { ^ = ( ^ , ^)^C2, Re^<logœ, Re^-Re^c}

telle que le prolongement ramifié de v le long des chemins de W^ coïncide avec
g ' (logx°, logÂ:2 (x), x). Nous chercherons alors une solution u(x) - holomorphe ramifiée
dans W^ - de l'équation a(x, D)u=v sous la forme u(x)=h(\ogx°, logA:2^), x) où
AeJf(^(c,œ)xn). Le lemme 4.3 assure que quand on applique a(x, D) à
A(logx°, \ogk2(x\ x) le coefficient de (e~^ S^^Çe-^S^-^ n'est pas nul, m^ dési-
gnant la multiplicité de l'hypersurface (À;2)"1 (0). Ce fait permet de ramener la preuve du
théorème 3.1 [/. e. l'existence d'une solution u de l'équation a (x, D) u = v] à la convergence
de la série ^ ^g(t, x) sur un ensemble du type ^(c, œ)xQ où ^f et g sont définis

i^o
dans la section 4. La proposition 4.5 assure la convergence de cette série. On pose
€^j=e~tJ8^ 1 ̂ 7^2 et on définit deux opérateurs d'intégrations à extrémités variables :

pi ^2
2-^u(t^t^\ e^^t^dQ, ^21^l^2)= ^M(^,a)rfa.

Jt2-c J t i+c

L'opérateur Jf précédemment mentionné est alors somme finie de termes du type

b^ ^ p^^ï^^r"12^"0""7"2^

où À- et H sont des entiers ^0 (voir §4 pour plus de précisions). Q)^ et Q)^ commutent
mais 2, et ^-1 ne commutent pas. L'obtention de majorations sur le terme général de
^g permettant d'établir la convergence de la série ^ ^l g nécessite alors l'étude de

i^o
commutateurs convenables (voir §5 et l'appendice A).

Le procédé de désingularisation que nous utilisons ne nous permet pas de construire
explicitement la solution du problème (0.1) en fonction des données. Toutefois lorsque
d= 2 nous montrons [voir remarque (7.23.)] qu'il est possible de construire exphcitement
la solution en fonction des données.

Enfin il m'est agréable de remercier Gilles Lebeau qui a bien voulu lire ce texte et
dont les remarques ont permis d'en améliorer le contenu.
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1. Notations

Nous commençons par rappeler quelques notations. Les coordonnées d'un point x de
C"'1'1 seront notées (^Qo^j^n- Si P=(Po? • • • • > Pn) est un multi-indice à composantes

n

entières, on appelle longueur de P l'entier |P|=^|Pj. L'opérateur de dérivation par
o

rapport à la variable x^O^j^n) sera noté D^j et, si pef^j" '^1 est un multi-indice de
dérivation, nous poserons :

DS=D^x . . . xD^;.

On peut écrire a (x, D) sous la forme :

û(x,D)= ^ ^p(x)D£,
I P I ^ W

les fonctions ûp étant holomorphes sur un polydisque ouvert U de centre OeC"4"1. Par
définition le polynôme caractéristique de a (x, D) a pour expression :

^(x,^)= ^ a^(x)^.
I P I = W

Maintenant, nous rappelons comment sont définies dans [5] les hypersurfaces caractéris-
tiques fe^O, \^i^d. On sait que l'anneau A des polynômes à w + 1 indéterminées à
coefficients dans l'anneau des germes de fonctions holomorphes à l'origine est factoriel;
le polynôme caractéristique a^ (x, Ç) de a (x, D) se décompose en facteurs irréductibles :

W Yia^^x^r-a^x^)
s
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l'entier m^\ est appelé la multiplicité du facteur irréductible a^ ,(x, Ç); a^ ,(x, ^) est
un polynôme homogène en ^ de degré ^ et à coefficients holomorphes au voisinage de
l'origine; sans restreindre la généralité, on peut supposer ces coefficients holomorphes
dans U. On a m=^d^niy Considérons alors le polynôme de degré d=^dy.

é(x,o=n^,,(^).
s

Nous supposerons que l'équation en Ço :

b(0;^ 1,0, . . . , 0 ) = 0

admet d racines distinctes (^)i^i^. Alors il existe CeC* tel que

à

Vfêo, ^i)eC2, ft(0; ̂  ̂  0, . . ., 0)=C ]"[ féo-W-
7-1

Nous noterons k'Çl ̂ i^d) la solution du problème de Cauchy du premier ordre :

À(x,grad^(x))=0

k^x^x1 pour x°=0

gradÂ^O)^,, 1,0, . . . , 0 ) ;

ces fonctions k1 sont définies et holomorphes au voisinage de l'origine, nous pouvons
évidemment les supposer définies et holomorphes dans U. Dans [5] sont donc ainsi
construites d hypersurfaces caractéristiques (issues de T) K( d'équations k^x)^^
(\^i^d). Les hypothèses précédentes montrent que quitte à diminuer U nous pouvons
supposer que pour l^i^d, ^(^^^(x)^0^-.^1)^^) où xh-^^.(x), x->Ci(x) sont des
fonctions holomorphes sur U vérifiant À^ (0) = À-^, c^ (0) = 1, V x e U 0,99 < | c^ (x) \ < 1,01.

Remarque 1.1. — Soit K une hypersurface d'équation locale fe(x)=0 (gradk(x)^0)
caractéristique pour l'opérateur a(x, D) et issue de T. On vérifie aisément qu'il existe
C>0 et ie [ 1, 2, . . ., d] tels que grad k (0) = C (À,, 1,0, . . ., 0). La théorie des équations
aux dérivées partielles du premier ordre montre alors qu'il existe un voisinage V de
l'origine de C^1 tel que V H K = V H K,.

2. Voisinages effilés et revêtements universels

Dans cette section nous construisons des voisinages effilés d'hypersurfaces caractéristi-
ques ou non caractéristiques (def. 2.3), nous montrons qu'ils recouvrent un voisinage de
l'origine (lemme 2.4) et nous donnons en utilisant la proposition 2.2 une représentation
des fonctions holomorphes ramifiées dans un voisinage effilé d'une hypersurface caracté-
ristique (prop. 2.5).
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DÉFINITION 2.1. — Soient œ>0 et c<0, on pose

X(c,(ù)=^(z„z^çC2|0<\z,\<(ù,0< ^ <ec\
C ^i J

PROPOSITION 2.2. — 5'o/^r (ù>0 et c<0.
1° Posons

^ (c, œ) == { ( ^ i , ^2)e C^Re ̂  < log œ, Re ̂  - Re ̂  ̂  c}.

^(c, co) ^ convexe. Soit (t^ t^)ç^(c, w) alors les segments [{t^-c, ^)» (^1^2)] ^
[(^i, ^i+c), (^, ^)] lîwz^ ^cto ûffl7î51 J?(c, œ) et on a Ret^^Ret^—c<log(ù.

2° Le revêtement universel 0V (c, œ) de X (c, (o) ^^ donné par

^' (c, œ) = {(^ i , ̂ ) e C^Re ̂  < log œ, Re ̂  - Re ̂  < c}
7/|^r(c,œ)h-^X(c,œ)

(^,^)^(^,^2).

Le groupe fondamental n^ (X(c, œ)) de X(c, œ) ^r isomorphe à Z2.

A^o^. — Nous travaillerons avec des fonctions holomorphes sur des ouverts de la
forme ^(c+s, œ). Pour définir les opérateurs d'intégration ^f1, 2^1 dans la section 4
nous utiliserons les ensembles ^(c, œ) car ils contiennent les deux segments mentionnés
dans le 1°. Notons que ^(c, œ) contient l'ouvert ^(c, œ) et que Vs>0, ^(c+£, œ)
contient ̂  (c, œ).

Preuve. — 2° D^ désignant le disque pointé de C de centre 0 et de rayon œ>0 et ̂
désignant le demi-plan de C défini par Rez<logœ, le revêtement de D^ x D^, est donné
par :

p\^-^i
(^)^S^).

Il est clair que ^ ' ( c , (ù)==p~1 (X(c, (û)), comme p est surjective ceci entraîne que
X(c, (ù)=p(^'(c, œ)). On voit que/? induit un revêtement/?' de X(c, œ).

Comme ^' (c, co) est une partie convexe de C2, p ' définit un revêtement simplement
connexe de X(c, œ). En outre il est clair que le groupe G des automorphismes du
revêtement universel p ' est engendré par les deux translations (^, t^)\-> (^+2; TT,^)»
(A? t^)\—>(t^ t^^-lin). Comme G est isomorphe à Z2 on en déduit que le groupe
fondamental de X(c, œ) est isomorphe à Z2.

Dans cette section nous fixons un poly disque ouvert U de centre OeC""^1.

DÉFINITION 2.3.—Rappelons (voir 1) que pour \^i^d, ki(x)==(ki(x)xo-^xl)c^(x),
posons C = 1 + max | À.J .

1 ^ i ̂  d

1° Soient iç[ 1,2, . . . , rf} et r>0, nous dirons que l'ensemble W défini par :

W={xe\J/\^(0)xo+xl\<r\xo\,ki(x)^0}
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est un voisinage effilé de Phypersurface caractéristique (k1)'1^). W ne contient aucun
point de (k1)-1^).

2° Pour chaque hypersurface ^^(O) de U ayant une équation du type x°=0 ou
À, x° + x1 = 0 (À, G C) nous allons définir des voisinages effilés de s ~1 (0) contenant
s~1 (0)\T [nous utiliserons en effet des hypersurfaces non caractéristiques ne rencontrant
pas les hypersurfaces caractéristiques de sorte que le second membre v du problème (0.1)
ne présente pas de singularités suivant s~1 (0)\T].

Premier cas : s(x)=x°, on pose

W={xeU/ | s (x ) |< r |x 1 !} où r>0.

Deuxième cas : s(x)=xo-}-(xl/'k)(fkeC) et |^| >C, on pose

W={xe\J/\s(x)\<r\xl\] où r>0 et r^-^—.
1 ^ 1

Troisième cas : s (x) = 'k x° + x1 (À- e C) et | À, | ̂  C, on pose

W={xe\J/\s(x)\<r\x°\} où r>0.

La figure (2.1) [resp. (2.2)] ci-dessous représente un voisinage effilé de Fhypersurface
non caractéristique s~1 (0) [resp. de (A:1)"1 (0)]

(2.1) u

(2.2) }
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On peut donner une interprétation plus géométrique des voisinages effilés. Considérons
(7i, Û) l'éclatement de U suivant rT:xo=xl=0, K:ÎJ ->\J .n~1 (T) est appelé le diviseur
exceptionnel de l'éclatement (voir [4]). Un voisinage effilé W de (A:1)"1 (0) est l'image par
7i d'un ouvert V de Û contenant l'intersection du diviseur exceptionnel et de
(Ti"1)^1)"1 (0)), nous illustrons ce fait à l'aide de la figure ci-dessous

U

n-\(^\o))
K

~\(^w)

^ ^((k3)-^))

W——\—»

(k2)-\o)

LEMME 2.4. — Reprenons les notations de la définition 2.3. Considérons pour chaque
ie[ 1,2, . . . ,û f} un voisinage effilé W^ de F hyper sur face caractéristique (k1)'1^). Suppo-
sons les W^ deux à deux disjoints. Alors il existe un poly disque ouvert U\ (inclus dans le
polydisque U de la définition 2.3) de centre 0 tel que les trois assertions suivantes sont
vérifiées.

1° Toute hyper sur face de U^ non incluse dans la réunion des (W\\J (fc1)""1 (0)) C\\3\ et
ayant une équation du type x° = 0 ou À- x° + x1 = 0 est non caractéristique pour a (x, D)
en chacun de ses points (dans U\) et ne rencontre pas dans U^V^T les hypersur faces
caractéristiques.

2° Si pour chaque hyper sur face s~l(çi) de U\ non incluse dans la réunion des
(^iU(ki)~l (0)))C^\J^ et ayant une équation du type x°=0 ou 'kxo-\-xl=0 on se donne
un voisinage effilé W, (voir 2°) de la définition 2.3) de s~1 (0) alors la réunion de tous les
W, et de tous les W^ \J (A:1)"1 (0) recouvre U^ et on peut en extraire un recouvrement fini.
En outre chaque hyper sur face s~1 (0) possède un voisinage effilé W, ne rencontrant aucune
hyper sur face caractéristique dans U\ et tel que toute hyper sur face de U^ incluse dans W,
et ayant une équation du type À,x°+x1 =0 est non caractéristique.

y Conservons les notations du 2°. Considérons deux voisinages effilés W et W éléments
de l'ensemble constitué des W, et des W^. Supposons W H W7 013^7^0, alors
W H W 0 U\ est un ouvert connexe (par arcs) ainsi que son intersection avec tout
polydisque ouvert de centre 0 et (W H W7 H U^) U T contient des hypersurfaces ayant des
équations du type : À/.^+x^O^eC*), non caractéristiques et ne rencontrant pas dans
Ui\T les hypersurfaces caractéristiques.

En outre l'intersection d'un voisinage effilé et d'un polydisque ouvert de centre l'origine
est connexe.

La figure (2.3) [resp. (2.4)] illustre le 1° [resp. le 3°] du lemme 2.4.
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(k 1 )^ ) Wi

Preuve l". — II existe pour chaque 1 ̂ i^d un réel ?",>0 tel que :

W,={x=(xo ,x l ,x2 , . . . ,^•)eU/|^,(0)xo+x l |<7•, |^o[,À:•(x)^0}.

Reprenons les notations de la section 1, il est clair qu'il existe un polydisque ouvert U^
(inclus dans U) de centre 0 tel que pour tout x de Ui et tout nombre complexe À, vérifiant
V y € { 1,2, . . . , d } , |^-^,(0)|^r,/2 on a :

(*) b(x; 1,0,...,0)^0, è(x;À,, 1,0,. . . ,0)^0

Vfe{ l ,2 , . . . , r f } , \^(x)-^(ft)\<1-, IX-X.^))^^.

L'hyperplan S d'équation x°=0 ne rencontre pas les (WjUCA"')"1)^))^''!'. Une
hypersurface de Ui d'équation 'kxo+xl=0 est non incluse dans la réunion des
(W.U^T^O^nUi si et seulement si V ; e { l , 2 , . . . , d } , \ \ - \, (0) | ̂  r,. Cela dit les

4e SÉRIE - TOME 23 - 1990 - N° 3



PROBLÈME DE CAUCHY RAMIFIÉ 381

propriétés (a»c) montrent que pour tout ie {1,2, . . ., d} :

(*^ (xe\J,\Tetki(x)=0) => |^(0)x°+x1 |=|)i,(0)-)i,(x)|.|x°|< ̂ \x°\.
8

Par conséquent une hypersurface d'équation 'kxo+xl=0 telle que |À-—À^(0) |^^/2 ne
rencontre pas (À:1)"1 (0) dans Ui \T. Les propriétés (^) et (a^) permettent alors d'obtenir
immédiatement le 1°.

2° Notons ^F l'ensemble des fonctions s:x^s(x) de la forme s(x)=x° ou
s(x)='kx°+x1 où À,eC et vérifie V ; G { 1 , 2 , . . . , û f } , |À--À,f(0)|^^. Pour chaque ^ de ^
considérons un voisinage effilé W, de s~1 (0). Il est clair que :

W < = { 1 , 2 , . . . , J }

LeUi/x°^Oet xl6D(-^.(0),^.)lc=W,U(ferl(0)
l ^ J

si s(x)='kx°^-x1 alors il existe r^O tel que :

LeU^^Oet^eDC-^r^lcW,
l ^ J

si 5' (x) = x° alors il existe R > 0 tel que :

{xeU^x^Oet^^oufx^Oet ^ I^R^lcW, .
x 0 1 -

II est alors clair que la réunion des W, et des W^ U (^l)"1 (0) contient U^, la compacité
du disque fermé D(0, R) de C permet d'extraire un recouvrement fini. Enfin on vérifie
aisément que chaque hypersurface •y"1 (0)(.î€^') possède un voisinage effilé W^ ne
rencontrant pas les ensembles :

^xeV|\'ki(0)x()-^xl\^^\xo\^ \^i^d.

La propriété (^^) du 1° montre alors que W^ ne rencontre pas dans U^ les hypersurfaces
caractéristiques.

3° Pour fixer les idées nous raisonnerons dans le cas où W est un voisinage effilé
d'une hypersurface d'équation : x° + (x1/^) = 0 ( | À-1 > C)

f yi 1 1
W= ^ x e U / x ° + — < r | x 1 ! ^ où r>0 et r+——.

où V/ e { 1,2, . . ., d ], | ^ - À,; (0) | ̂  r,, et dans le cas où W est égal au voisinage effilé W\
de^F^O).
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Considérons le difféomorphisme

v|/1 C* x C -> C* x C

(^i)^o^Y
\ x /

On vérifie aisément que B={zeC*/ | ( l /z)+( l /À-) |<r} est un disque ouvert si |^ | r<l ,
est le complémentaire d'un disque fermé si |^ | r>l . A = { z e C / | À - i (0)+z|<^ } est un
disque ouvert. Il est clair que A ?» B est un ouvert connexe par arcs de C. Posons

F = {(x°, X1) e C* x C/\K^1) e C* x (A H B)}

F est un ouvert connexe par arcs de C* x C. Un argument d'homogénéité en (x°, x1)
permet de voir que

E={x=(x°,x\x2, . . .^eUi/Oc^x^eF}

est un ouvert connexe de U^. Quitte à diminuer U on peut évidemment supposer que les
différentielles des ^'(1 ̂ j^d) ne s'annulent pas dans U. W H W H U^ est le complémen-
taire dans l'ouvert E de l'hypersurface fermée lisse holomorphe d'équation k1 = 0. Donc
(W Fl W Pi Ui) est connexe ainsi que son intersection avec tout polydisque ouvert de
centre 0. De même on vérifie que (W F} Ui)\S est connexe (S est l'hyperplan d'équation
x°=0). Comme \'k-^(0)\^r^ (WHUi)\S contient un point z=(z°, Z1, z2, . . .,z")
tel que [ (z^z0) + À^ (0) | > r,. Comme W H W H L^ + 0, (W 0 Ui) \ S contient un point
y=(y°,y\y2, . . .,y) tel que lO^/y^+M0)!^!» un argument de connexité montre
alors que (WHUi)\S contient des points (x°,x\x2, . . .,0 tels que À/= -(x^x^^O
et ri/2 ̂  [ À,i (0) - À,71 < r^. Comme les W, sont deux à deux disjoints on a | À,7 - ̂  (0) | ̂  rjî
pour tout î ' e{ l ,2 , . . . , d } . Les propriétés (^) et (^) écrites dans la preuve de 1°
montrent alors que (W Pi W'Pi Ui) U T contient des hypersurfaces non caractéristiques
d'équation ̂  x0 + x1 = 0 (À-' e C*) ne rencontrant pas dans U^ \T les hypersurfaces carac-
téristiques. Enfin les démonstrations précédentes montrent que l'intersection d'un voisi-
nage effilé et d'un polydisque ouvert de centre l'origine est connexe.

PROPOSITION 2.5. — Soit ie{ 1,2, . . . , d ] et W[, un voisinage effilé de (k1)'1^). Alors
il existe deux poly disques ouverts U^ <= U' (inclus dans U) de centre OeC"^, il existe un
voisinage effilé W^ (inclus dans W^) de (k1)"1 (0), il existe deux réels û)i >0 et c^ <0 tels
que :

VxeU^UWr, (JcU^eX^œO (voirrf4/:2.1)

et, pour tout point me\J'^ FlW^ et tout germe holomorphe f en m se prolongeant le long
de tout chemin d'origine m tracé dans W^, il existe ^eJf (^'(c^cùi) x U') telle que le
prolongement ramifié J de f le long de tout chemin de U^HW^ coïncide avec
^(log^log^Oc)^).
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Note. — x\—>g(logx°, logÂ:1^), x) définit de manière naturelle une fonction holomor-
phe ramifiée sur l'ensemble

W^œO^xeUVCxWx^eX^œO}.

En général W(ci,o)i) est « tordu » et ne définit pas un voisinage effilé (au sens de la
définition 2.3) de l'hypersurface (fc1)"1^) mais il contient un ensemble de la forme
^nwr.

Le dessin ci-dessous illustre la situation :

W(ci ,w^)

Preuve. - Fixons / e {1 ,2 , . . ., d} } . D'après la définition 2.3, il existe .̂ > 0 tel que :

W,={x6U/|À,,(0)xo+x l |<r , |xo | ,Â: i(x)^0}.

Rappelons que ki(x)::=(ki(x)xo.-^xl)Ci(x) et que

VjceU, 0,99<|cf(x)[<l,01.

Le changement de variable ^ :

x^^x)=(yo=xo,yl=ki(x),y2==x\ . . .^y^x")

induit un difféomorphisme d'un voisinage ouvert H (inclus dans U) de 0 sur un voisinage
ouvert %i (Uf) = V^ de 0. Cela dit on peut affirmer que :

I^.W-^wl.l^l+l^1^ ^|^(0)^+^|
\Ci(x)\
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Cette inégalité montre qu'il existe R>0, G)i>0, c^<0 tels que si U7 [resp. Z] désigne le
polydisque ouvert de rayon R de centre OeC^1 [resp. OeC"-1] alors les trois assertions
suivantes sont vérifiées :

(1) R>(sup|^(x)|)œl+-œ l-
x e U 0,99

(2) VxelT, OcU^eX^œO ^ xeW;

(3) X(ci,©i)xZcV,=7,(U,).

Avec ces notations nous pouvons énoncer et prouver le lemme suivant :

LEMME 2 .6 :

y=(yo,y\y2,^^yn)eX(c„oï,)xz => xr'OOeWî.

Preuve du lemme 2.6. - Considérons yeX(c^ (ù^)xZ. Notons ^=X^ lCv)eU, c U.
Prouvons que x=(x°, x\ x2, . . .,x") appartient à LT, pour l^j^n on a Ix^ly^R;
d'après (1) on a [ x° \ = | y° [ < ©^ < R. Enfin (1) montre que :

|x l|^[^.(x)xo+^ l[+|^(x)xo|<|^.(x)|œl+-œ^<R
U.î'î'

donc xeU7. Le lemme découle alors de (2).
Cela dit on peut affirmer que

I^W^+^i+i^w-^^i.ix0!^1^00!.
\Ci(x)\

Cette inégalité montre qu'il existe un polydisque ouvert U^ (inclus dans 17) de centre
OeC"4'1 et un voisinage effilé W^(inclus dans W;) de (A:1)"1 (0) tels que :

(4) xeU^HWr ^ x,(x)6X(^,œ,)xZ.

Considérons m un point de U; UW;' et un germe holomorphe / en m se prolongeant
le long de tout chemin d'origine m tracé dans W^. Le lemme 2.6 montre que le germe
holomorphe/ ° ̂ ~1 en 7, (w) permet de définir une fonction holomorphe sur le revêtement
universel de X(c^ (Oi)xZ. L'expression que la proposition 2.2 fournit du revêtement
universel de X (c^ œQ montre qu'il existe ge Jf (^T (ci, 0)1) x Z) telle que le prolongement
ramifié de/ ° /;"1 le long de tout chemin d'origine %, (m) tracé dans X (c^ 0)1) x Z coïncide
avec ^(log^0, to^^1,^2, . . .,y). Comme les polydisques Z et LT ont même rayon, g
définit une fonction holomorphe (encore notée g) sur ^'(c^(ù^xV\ L'assertion (4)
montre que le prolongement ramifié / de / le long de tout chemin de U; UW;7 coïncide
avec g (log x°, log k1 (x), x).
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3. Preuve du théorème 0.1

Dans cette section nous admettons le théorème 3.1 dont l'énoncé est en partie calqué
sur celui du lemme 2.4 et nous montrons que ce théorème entraîne le théorème 0.1.

THÉORÈME 3.1. — Soit v une fonction holomorphe ramifiée (dans un voisinage de l'ori-
gine) autour de la réunion des hypersurfaces caractéristiques.

1° J7 existe un poly disque ouvert U (notation de la définition 2.3) de centre OeC^1 et
pour chaque ; G { 1 , 2 , . . ., d] il existe un voisinage effilé W^ de Vhyper sur face caractéristique
(À:1)"1 (0) (les Wj étant deux à deux disjoints) tels que : pour toute fonction v (définie par
un germe de v en un point de W^) holomorphe sur le revêtement universel ^ (W^) de W^ on
peut trouver une fonction u holomorphe sur ^(W^) telle que :

a(x,D)u=v.

2° // existe un polydisque ouvert U^ (inclus dans U) vérifiant les trois assertions du
lemme 2.4 et tel que pour chaque hyper sur face y de U^ non incluse dans la réunion des
(^iU(ki)~l(0))^^^l et ayant une équation du type x°=0 ou 'kxo-^xl=0 il existe un
voisinage effilé W (voir le 2° de la définition 2.3) de y tel que pour toute fonction v
(définie par un germe de v en un point de W) holomorphe sur ^ (W) on peut trouver une
fonction u holomorphe sur ^ (W) telle que :

a(x,D)u=v.

3° Si v est de détermination finie [resp. et en plus à monodromie unipotente} alors on
peut supposer qu'il en est de même des fonctions u mentionnées en 1° et 2°. Si a(x, D) est
à caractéristiques simples et si v est dans la classe de NUsson alors on peut supposer qu'il
en est de même des fonctions u mentionnées en 1° et 2°.

Remarque. — Dans la première version de cet article l'énoncé du 2° était beaucoup
plus compliqué ; je remercie vivement Claude Wagschal de m'avoir indiqué que l'énoncé
actuel du 2° suffisait pour mon objet.

Admettons le théorème 3.1, quitte à diminuer U nous prendrons U=Ui ce qui allégera
la notation. Le lemme 2.4 montre alors qu'il existe un nombre fini de voisinage ouverts
effilés W,, 1 ̂  f ^N tels que :

N d

u = u w , u U^T^O).1=1 j= i
Soit i^l tel que W,OW^0, d'après le lemme 2.4 W.-HW^ est connexe par arcs et
(Wf F\ Wi) U T contient une hypersurface non caractéristique en chacun de ces points
H(;', l) ayant une équation du type : .x^^^^^O^^eC) et ne rencontrant pas dans
U\T les hypersurfaces caractéristiques.

Le lemme 2.4 et le 2° du théorème 3.1 nous permettent de supposer qu'un et un seul
des voisinages effilés W^ rencontre S. Quitte à changer la numérotation nous supposerons
que Wi contient U H (S\T) et que pour 2^/^N, W .̂ ne rencontre pas S. Pour alléger
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les énoncés ultérieurs nous noterons H(l, 1) l'hyperplan S d'équation x°=0. Ce qui a
été dit dans la section 1 montre clairement que le symbole principal de a(x, D) vérifie
les mêmes propriétés vis-à-vis de H (?, l) ou de l'hyperplan S. Le résultat suivant est
crucial et démontré dans [5].

THÉORÈME 3.2 [5]. — 77 existe un poly disque ouvert Q1 de centre OeC^1 et pour toute
HO', l) précédemment introduite il existe un voisinage Y(;, l) de T dans H(f, /), Y(/, l)
étant inclus dans (W^ 0 W^) U T, tels que pour toutes données de Cauchy (u'^^^ holomor-
phes sur le revêtement universel de Y (/, /)\T le problème de Cauchy

a(x,D)u=0

^IÏKU)^ 0^j<m

[9^ désignant la dérivée normale pour H (;', /)] admet une unique solution h holomorphe sur le
revêtement universel de Q' privé de la réunion des hyper sur faces caractéristiques K. (1 ̂ /'^ d)
construites dans la section 1. En outre si les données de Cauchy Uj(0^j<m) sont de
détermination finie alors la solution h est de détermination finie (voir Appendice C).

Dorénavant et jusqu'à la fin de cette section nous nous donnons des ensembles Q',
Y(f, l) fournis par le théorème 3.2 et nous pouvons supposer Q' inclus dans

N d

u-u^iU u^r^o).
1=1 J=l

Remarque cruciale 3.3. - Reprenons les notations du théorème 3.2. Comme Y(;, l)
est inclus dans (W^UW^) UT, le théorème 3.1 fournit des fonctions u\ ramifiées dans le
voisinage effilé W; et les traces suivant H (/, l) de chaque détermination de u\ sont holomor-
phes sur le revêtement universel de YQ', /)\T. Naturellement Y(;, t)C\Çï' et Q' sont en
général beaucoup plus petits que respectivement YQ', î) et U; et on peut supposer
H(f,/)n^c:YO',/)UT.

La figure ci-dessous illustre la situation :

Y(iJ)
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Preuve du théorème 0.1 (existence et détermination finie). — D'après le théorème 3.2
on peut supposer les données de Cauchy identiquement nulles. Soit XQ un point de
S Pi Wi Pi û' et u° un germe en XQ de solution du problème de Cauchy

(0.1)
f a(x,D)u°=v°
[DÎoM°|s=0, 0^h<m

d
où v° est le germe de v en ^o. Il faut montrer que si F est un chemin Q'\ U K, d'origine

7=1

XQ le germe u° se prolonge le long de F. De plus il faut montrer que lorsque v est de
détermination finie alors le prolongement ramifié u de u° l'est également. Pour tout
couple O',7')e{l, 2, . . ., N}2 avec ^7 et W^nW^nQ'^ choisissons un point x,^
appartenant à 0' Pi H (;, 7) Pi W, H W .̂ [dans le cas où H (1, 1) = S on pose x^ i = xj. Si
P est un chemin d'origine XQ paramétré par [0, 1] il existe une subdivision
^ = o < ̂  < . . . < tp = 1 de [0, 1] et pour chaque indice y e { l , 2 , . . . , 7 ? - l } i l existe un
voisinage effilé W^ tel que le chemin J^^'^ptj+i} soit d'image contenue dans W^.
Quitte à modifier la subdivision on peut supposer que i(j)^i(j^-1) pour 1 ̂ j^p-2, en
outre W^i) contient XQ et donc rencontre S\T, d'après la convention faite avant l'énoncé
du théorème 3.2 on a ;(1)= 1.

P est égal au chemin composé y^y^0 • • • °ïp-r Soi t7 'e{l , . . . , /?-2}, comme
ï}(^+i)=Yj--n(^+i) appartient à W^HW^.+I) 0^ et que cet ensemble est connexe
par arcs il existe un chemin lj joignant dans W^OW^.+Dri^ le point y}(^+i) au
point Xj=Xi^i(j+^y On définit alors les chemins suivants (on pose Xo=Xo) :

Yi=/i°^ 7 j = ^ i ° v p l j (2^'^-2), ïp- 1=^-2 ° 7 p - l '

Pour chaque 1 ̂ j^p-2, y, est d'origine ^_i et d'extrémité Xj. En outre chaque chemin
jj(\^j^p-\) est tracé dans W^. Désignons par F le chemin composé
Y i ° y 2 0 . • . ïp-r On va prouver qu'on peut prolonger le germe u° (en Xo) de solution
du problème (0.1) le long de F. La définition de F montrera alors qu'on a prolongé le
germe u° le long de V. Notons V3 le germe de fonction holomorphe en Xj obtenu en
prolongeant v° le long de y^ ° . . . °y^. L'existence du prolongement ramifié de u° te long
de F sera établie dès que l'on aura prouvé par récurrence sur \^j<^p~\ l'assertion
suivante :

(^•). Le germe u° se prolonge le long de y^ ° . . . °y, en un germe u3 en l'extrémité de
y.. En outre u3 s'écrit M•/:=^/J+/J où le germe u3 [resp./7] se prolonge le long de tout

r â ~\chemin de W^ resp. Q'VU K^ . De plus on a a(x, D)^^'.
L 1=1 J

Prouvons l'assertion (^\). Le théorème 3.1 assure qu'il existe un germe u° au point x
O=XQ se prolongeant le long de tout chemin de W^i) tel que a(x, D)u°='u°. D'autre
part, le théorème 3.2 montre qu'il existe un germe/0 en XQ se prolongeant le long de
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tout chemin de Q'\ U K^ solution du problème
1 = 1

a(x,D)/°=0

DÎo/^-DÎo^ls, 0^h<m.

Par unicité î/°+/0 coïncide avec u°. Le chemin y^ est tracé dans W,^. Notons
ufl [resp. /1] le germe de fonction holomorphe en x^ obtenu en prolongeant u'° [resp. / °]
le long du chemin y^. L'assertion (^) est alors clairement vérifiée. Supposons maintenant
le résultat prouvé à l'ordre je{ 1, 2, . . ., p-2}. Le point Xj appartient à H
^= H (;'(/), z(/+l)). D'après le théorème 3.1 il existe un germe u'^1 en Xj solution de
l'équation a(x, D) ufj+l=vj et se prolongeant le long de tout chemin de W^.+i). En
outre, d'après le théorème 3.2, il existe un germe p4'1 en Xj solution du problème

âCx.D)?^1^

^+1 |H,= -^'+1 IH.+ -̂IH,, O^A<^

d

se prolongeant le long de tout chemin de Q'\ (J K^ (d'après la remarque cruciale 3.3,
j = i

les données de Cauchy du problème précédent vérifient en effet les hypothèses du
théorème 3.2). Par hypothèse de récurrence on a a(x, D)ufj=vj. Par unicité le germe
^j+i^.gj+1 coïncide avec u13. Le chemin y^ est tracé dans W^.+i). Notons alors u'^1

[resp. ^7+1, resp. (p^1] le germe de fonction holomorphe en l'extrémité de Yj+i obtenu
en prolongeant u'^1 [resp. p^1, resp./7] le long du chemin y^i. On a clairement
a(x, D)ufj+l==vj+l. L'assertion (^.-n) est alors vérifiée par u'^1 elf^^g^1-^^^1.

Maintenant nous supposons que v est de détermination finie et nous allons prouver
que u l'est aussi. Auparavant nous allons définir quelques espaces de dimension finie.
Rappelons que H(l, 1)=S et que x^ i =XQ.

DÉFINITION 3.4. — 1° Reprenons le point x^j de H(f,y) précédemment introduit. Le
théorème 3.1 assure l'existence d'un nombre fini de fonctions holomorphes ramifiées de
détermination finie sur W^ dont les déterminations au point x^ j engendrent un C-espace
vectoriel de dimension finie G(i,j) (constitué de germes holomorphes en x, j) tel que
a(x, D)(GO',y)) coïncide avec l'espace vectoriel (de dimension finie) engendré par les
déterminations de v en x, ̂ . Dans la suite nous fixons un tel G(i,j).

Soit maintenant un indice / e { l } U ( { l , 2 , . . . ,N}\{y}) tel que W,UW^0.
Reprenons le point x^ de H(/, /). On note G(iJ, l) l'espace vectoriel constitué des
germes en x^ i obtenus en prolongeant les éléments de G (?', 7) le long des chemins tracés
dans Wj d'origine x,^ et d'extrémité x^. Comme G(iJ) est stable sous l'action des
lacets de Wj de base x^ on constate que G (i,j, î) est isomorphe à G(i,j).

2° Avec les notations précédentes on pose G(/, I ) =^ G(i, j\ l) où la somme est étendue

aux indices ; tels que G(iJ, l) est défini. On peut prolonger les éléments de G(/, l)
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le long de tout chemin de W .̂ et G (/, /) est stable sous l'action des lacets de W^ de
base x^ i.

3° Notons EQ',7') le C-espace vectoriel engendré par les déterminations en XQ des
d

prolongements ramifiés sur Q'\U t^ des germes u en x^j solution des problèmes de
1=1

Cauchy du type :

a(x,D)u==0

^M|H(f, , )=a>|H(f ,^ Q^h<m

où w décrit G(;,y)+G(;,7'). Rappelons que d'après la remarque cruciale 3.3 les données
de Cauchy du problème précédent vérifient les hypothèses du théorème 3.2. Ce théorème
assure en outre que E (;, j) est de dimension finie.

4° Notons F l'espace vectoriel (de dimension finie) des germes en XQ engendré par les
déterminations de v en XQ. Notons F() l'espace vectoriel constitué des germes u en XQ tels
que a (x, D) u e F et D^o u |s = 0 pour 0 ̂  h < m. D'après le théorème de Cauchy-Kowaleska
F est isomorphe à F().

LEMME 3.5. — Reprenons les notations de la définition précédente (x^ i=^o)- Alors Q
i i est inclus dans l'espace vectoriel Fo+^EQ',./').

Preuve. - Soit g(x) un germe en XQ élément de G^ i. Ce qui est écrit dans les points
1°, 2° et 4° de la définition 3.4 montre que a(x, U)g appartient à F. Désignons alors
par h le germe en XQ solution du problème :

a(x, D)M=O

D^o u |s = D^o g |s, 0 ̂ / < m.

Par définition h appartient à ^E(ï,y). En outre on constate que g-h appartient à Fo.
Ceci prouve le lemme.

Considérons le germe u° en XQ de solution du problème de Cauchy :

(0.1)
a(x,D)u=v°

D^oM|s=0, 0^h<m

où v° est le germe de v en XQ. Pour démontrer que le prolongement ramifié u de u° est
de détermination finie il suffit de montrer que si F" est un lacet de base XQ tracé dans

a
0^ U K^ alors le germe obtenu en prolongeant u° le long de F' appartient à l'espace

vectoriel de dimension finie Fo+^E(;,y).
i,J

Reprenons la décomposition F = y^ ° y 2 ° • • • ° 7p-1 du lacet F homotope à F' considérée
dans la première partie de la démonstration. On observe que les voisinages effilés W^i)
et W;/«_i ) rencontrent S, d'après la convention faite avant l'énoncé du théorème 3.2 on
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a i(\)=i(p- 1)= 1. Pour alléger les notations nous poserons (1 ̂ j^p-ï).

^-i^i.i^o, G,=GO-(/), ï(/+l)), G,=GO-(/), /(/+!)).

On pose en outre Gp-i =G(1, 1). Rappelons que ^ désigne le germe en Xj obtenu en
prolongeant v° le long de Y i 0 . . . ^ - . En raisonnant par récurrence sur
y e { l , 2 , . . . , / ? — ! } nous allons prouver l'assertion suivante :

(DF^) : La décomposition du germe u3 obtenu par prolongement de u° le long de
Y i ° . . . oyj•.uj=ufj^fj est telle que : u'^Çj^f3 est obtenu par prolongement ramifié le
long de Y i 0 . . . 0 ^ - d'un élément de ^E(k, l) (voir définition 3.4). En outre
a(x, 0)^==^.

Rappelons que Qp_, =Gi ,. Si l'assertion (DFp_i) est vraie alors le lemme 3.5 montre
que le germe obtenu en prolongeant u° le long de P appartient à l'espace vectoriel de
dimension finie F()+^E(Â:, /).

Prouvons l'assertion (DF^). D'après le 1° de la définition 3.4 et le théorème 3.1 il
existe un germe u'0 (au point Xo) élément de G(l, 1) se prolongeant le long de tout
chemin de W,^ tel que a(x, D)ufo==vo. Par définition le germe/0 en XQ solution du
problème :

û(x,D)/°=0

^o/°|s=-D^^°|s, 0^h<m

appartient à ^E(Â;, /). Notons ^[resp./1] le germe de fonction holomorphe en Jq
obtenu en prolongeant ^[res?./0] le long du chemin y^. Par définition, u[ appartient
à GO'(l),;(2))=Gi. Ceci prouve (DP,). Soit je[ 1,2, ...,p-l}. Supposons (DF,)
démontrée. Le point Xj appartient à H^.= H (;(/•), /(/+1)). D'après la définition 3.4 et le
théorème 3.1 il existe un germe u'^1 en x^ élément de Gp solution de l'équation a(x, D)M
^•+i=^et se prolongeant le long de tout chemin de W^.+i). Par définition le germe g
J + l en Xj solution du problème

^(x.D)^1^

^?+1|H,=-^^+1|H,+^^|H,, 0^h<m

définit lorsqu'on le prolonge le long du chemin (Yi ° . . . °jj)~1 un élément de ^E(yk, /).
Par unicité le germe i?J+l+?+l coïncide avec u'3. Notons alors
u'^1 [resp. ̂ +1, resp. ^j+l] le germe de fonction holomorphe en Xj+, obtenu en prolon-
geant M7^1^1, resp./7] le long du chemin y^. Comme u'^1 appartient à Gp la
définition 3.4 montre que u'^1 appartient à G^.+i. L'assertion (DF^.+i) est alors vérifiée
pëiTu'^1 et/^^g^^q)-7^1.

REMARQUE 3.6. — Supposons que a(x, D) est à caractéristiques simples et que toutes
les données de Cauchy et v sont dans la classe de Niisson. Le théorème 3.1 permet de
supposer que les éléments de G(iJ) [resp. Q(iJ)] définissent des fonctions holomorphes
ramifiées dans \V, [resp. WJ appartenant à la classe de Niisson. Le théorème 1 de [8]
montre alors que si les données de Cauchy u^(x'\ 0^h<m appartiennent à la classe de

4e SÉRIE - TOME 23 - 1990 - N° 3



PROBLÈME DE CAUCHY RAMIFIÉ 391

Niisson alors la solution du problème

a(x, D)u=0
D^ou^u^x'), 0^h<m

et les éléments de ^E(i,j) appartiennent à la classe de Niisson. Les démonstrations
précédentes montrent alors que la solution du problème (0.1) est dans la classe de
Niisson.

Maintenant nous allons préparer la preuve du théorème 0.6. Nous supposons que v et
toutes les données de Cauchy du problème (0.1) sont de détermination finie et à
monodromie résoluble (dans le rappel 3.9 nous verrons que c'est toujours le cas pour les
données de Cauchy) [resp. unipotente] et nous montrerons qu'il en est de même de la
solution.

Nous noterons n^ le groupe fondamental pointé en XQ de 0' privé de la réunion des
hypersurfaces caractéristiques (0.' est le voisinage de l'origine introduit dans le
théorème 3.2). Si/est une fonction holomorphe ramifiée sur Q' privé de la réunion des
hypersurfaces caractéristiques et si F est le C-espace vectoriel engendré par les détermina-
tions de/en XQ, le groupe fondamental n^ agit sur F. On appellera monodromie de/la
représentation de n^ dans GL(F) ainsi définie.

RAPPEL 3.7. - Soit G un groupe opérant sur un C-espace vectoriel de dimension finie
F, on dit que la représentation

fG^GL(F)
l g^P(g)

est résoluble [resp. unipotente] s'il existe une fîltration croissante de F par des sous-
espaces vectoriels stables par G{0}=Foc=F iC= . . . cF^=F et telle que les quotients
F}/F}_i soient de dimension ̂ 1 [resp. et en plus G opère trivialement sur les F}/F}_J.
La représentation est résoluble [resp. unipotente] si et seulement si il existe une base de
F dans laquelle les matrices de tous les p(^) sont triangulaires supérieures [resp. et en
plus tous les éléments diagonaux valent 1]. Soit F' un sous-espace vectoriel de F stable
par G, si la représentation de F est résoluble [resp. unipotente] alors elle induit une
représentation de F" résoluble [resp. unipotente]. C'est immédiat d'après l'assertion prise
pour définition.

Nous aurons besoin du lemme suivant :

LEMME 3.8. — Soit G un groupe opérant sur un C-espace vectoriel F de dimension finie.
Supposons qu'il existe une famille finie E^, . . . , E^ de sous-espaces vectoriels de F vérifiant
Y E f = F telle que pour chaque 1 ̂ i^k, E^ est stable par G et G définit une représentation
résoluble [resp. unipotente} de E^. Alors G définit une représentation résoluble
[resp. unipotente} de F.

Preuve. - On procède par récurrence sur k, il suffît de prouver ce lemme dans le cas
k=2. Comme G définit par hypothèse une représentation résoluble [resp. unipotente] de
EI et E^ il existe deux filtrations croissantes de E^ et E^ respectivement satisfaisant
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toutes les conditions du rappel 3.7 :

{0}=E^ŒE,^E^3c. . .cE^=E

{O}=E^C=E^C=E^Œ . . . ŒE^=E,.

Pour \^i^p posons F,=E^, pour \^j^,q posons Fp+^Ei+E^.. Pour l^/^-l il
existe une surjection naturelle de E^+i/E^. sur (Ei+E^.+i^Ei+E^.). Donc
Fp+j+^/Pp+j est de dimension (sur C)^l. Comme (F^^.^ définit une filtration
croissante stable par G de E^ +£3 le rappel 3.7 montre que G définit une représentation
résoluble de E^+E^. Supposons en plus que G, définisse une représentation unipotente
de EI et Ë2, s o i t y e { l , . . . , ^ -1} tel que (Ei+E2^i)/(Ei+E2^) soit une droite
complexe, soit eeE^ ̂ +i\E2^+Ei par hypothèse on a V^eG, ̂ -^eE^.cE^+Ei,
donc G opère trivialement sur F p + j + ^ / F p + j . Comme il est clair que G opère trivialement
sur les autres quotients de la fîltration (F^) ceci prouve le lemme.

RAPPEL 3.9. - Posons x'= (x1, x2, . . ., x"). Considérons une fonction u^ (x ' ) holomor-
phe ramifiée autour de x^O et de détermination finie. On sait (voir [1]) que u^ est
somme finie de fonctions du type :

W x\\o^xj(\ogx^x')

où n^eN, aeC,/(logXi, x ' ) est uniforme. La monodromie d'une fonction (non identi-
quement nulle) de type (^) est clairement résoluble, elle est unipotente si et seulement si
aeZ. Le lemme 3.8 et le rappel 3.7 montrent alors que la monodromie de u^(x') est
résoluble. Supposons maintenant que la monodromie de u^ (x ' ) est unipotente, on vérifie
alors aisément que u^ est somme finie de fonctions du type (^) où tous les a appartiennent
à Z. Le lemme 3.8 et le rappel 3.7 montrent que la réciproque est vraie.

LEMME 3.10. — Reprenons les notations de la définition 3.4. La représentation du groupe
fondamental n^ dans ^E(;,7') est résoluble. Si de plus v est à monodromie unipotente
alors on peut supposer que cette représentation est unipotente.

Preuve. - Conservons les notations de la définition 3.4, soit weG(i,j)+Çj(i,j).
Posons u^=3^w\^a ̂ .), Q^h<m. Considérons alors le germe g en x, ̂  de solution du
problème de Cauchy suivant :

a(x,D)g=0

^në\H(i,j)^^ 0^h<m.

D'après l'appendice C le prolongement ramifié g de g le long de tout chemin de
d à

Q'\UK^ peut être écrit sous la forme g= ̂  ^(log^(x), x) (g,eJf(^xU), où

giÇlogk'Çx), x) est somme finie de termes du type :

(^ ̂ ) W (x) log-i k1 (x) x h (log k1 (x), x)
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où w^e^J , a'eC, ^(logfe1^), x) est uniforme. La monodromie de (^) est résoluble. Si
la monodromie de v est unipotente alors le théorème 3.1 et le lemme 3.8 permettent de
supposer que la représentation du groupe fondamental du voisinage effilé Wj[resp. Wj
dans G(i,j) [resp. Q(i,j)] est unipotente. Le rappel 3.7 montre alors que la monodromie
de chaque u^(0^h<m) est unipotente, d'après le rappel 3.9 chaque u^ est donc une
somme finie de termes du type (^) où tous les a appartiennent à Z. L'appendice C
permet alors de supposer que tout les y! figurant dans les expressions (^^) appartiennent
à Z. Dans ce cas il est clair que la monodromie d'un terme du type (^) est unipotente.
Le lemme 3.10 découle alors du lemme 3.8 et du rappel 3.7.

Maintenant nous pouvons terminer la preuve du théorème 0.6. Rappelons que nous
étudions la monodromie de la solution u du problème

(0.1)
[ a (x, D) u = v
[D^o u |s = ̂  (x'\ 0 ̂  h < m.

Notons E le C-espace vectoriel (de dimension finie d'après l'appendice C) engendré par
les déterminations en XQ de la solution du problème :

a(x, D)M=O

D^oM|s=^(x7), 0^h<m.

La preuve du lemme 3.10 montre que la représentation de K^ dans E est résoluble
[resp. unipotente si les u^ sont à monodromie unipotente]. Reprenons les notations de la
définition 3.4. Par hypothèse la représentation de n^ dans l'espace vectoriel F engendré
par les déterminations de v en XQ est résoluble [resp. unipotente]. Si y est un lacet de

d
base XQ de Q'\ U K .̂ nous noterons y. v' l'action de y sur un élément v' de F. D'après le

j = i
rappel 3.7 il existe une base (z^, . . ., ^) de F telle que V/e { 1 , 2, . . ., k] et pour tout y
on a :

i
Y-^= E 0^(7)^ où a^(y)eC.

p=i

Si v est à monodromie unipotente alors les oc^(y) valent 1. Conservons les notations de
la définition 3.4, une base de F() est constitué des germes Ui en XQ solution des problèmes
de Cauchy :

a(x, D)ui=vi

DÎoMjs=°. 0^h<m.

d
D'après le théorème 0.1 on peut prolonger les Mj le long de tout chemin de Q'\U K,..

j'=i
La preuve du fait que la solution du problème (0.1) est de détermination finie (si les
données le sont) montre que si y est un lacet de base XQ alors il existe u[e¥o,
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/^e^EO',7) tels que y.^=M;+/^ et a(x, D)M;=y.^(l^/^). On a :

f
û(x, D)M;=y.^= ^ a^(y)û(x, D)Mp.

p=i

i
Par unicité on a u[= ^ oc^(y) Mp. Les lemmes 3.8 et 3.10 montrent alors que la représen-

p=i
tation TCI dans Fo+E+^E(f,y) est résoluble; si la monodromie des données est unipo-
tente alors on peut supposer que cette représentation est unipotente. La preuve que la
solution u du problème (0.1) est de détermination finie montre que l'espace vectoriel
engendré par les déterminations de u en XQ est un sous-espace vectoriel (stable par n^)
de Fo+E+^E(f,7). Le théorème 0.6 découle alors du rappel 3.7.

4. Préparation à la preuve du théorème 3.1

Dans cet article nous travaillerons beaucoup avec les ensembles ̂  (c, œ) car ils contien-
nent les deux segments mentionnés dans le 1° de la proposition 2.2 et nous permettront
de définir un peu plus loin les opérateurs d'intégration Q)~[1 et ^1. Pour alléger les
notations ultérieures nous dirons qu'une fonction / est holomorphe sur ^ (c, œ) x U' (U'
étant un ouvert de Cn+l) s'il existe s>0 tel que /est la restriction d'une fonction
holomorphe sur S^' (c+ e, œ) x U7.

Nous commençons la preuve des parties 1° et 3° du théorème 3.1. Pour fixer les idées
nous raisonnerons dans le cas de l'hypersurface caractéristique (Â:2)"1^). Quitte à
diminuer le polydisque U de la définition 2.3 on peut supposer — en reprenant les
notations de la proposition 2.5 — qu'il existe un voisinage effilé W^ de (A:2)"1^) tel
que dans W^ tout germe de v (le second membre du problème (0.1)) en un point de W^
définit une fonction holomorphe ramifiée dans W^ encore notée v. D'après la proposition
2.5 il existe deux polydisques U^cU', un voisinage effilé W^cW;) de (Â;2)"1^) et
deux réels cùi >0 et c^ <0 tels que pour toute fonction — encore notée v — holomorphe
ramifiée dans U^ 0 W^ définie à partir d'un germe de v en un point de U^ r\ W^, il
existe g ' e e^f (^ (c^ (Oi) x LQ telle que :

VxeU; nW^, v(x)=g'(logx°, \ogk\x\ x).

Nous chercherons une fonction (^, t^ x)\—>h(t^ t^ x) holomorphe sur un ouvert de
^(c^, Q)i) x U' de la forme ^(c[, œ^) x U" telle que dans l'intersection d'un polydisque
ouvert de centre 0 et d'un voisinage effilé de (À:2)"1 (0) on ait :

a(x, D)h(logx°, log^Oc), x)=v(x)=g' (logx°, logÂ:2^), x)
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Nous chercherons donc la fonction holomorphe ramifiée u (x) du théorème 3.1 sous la
forme A(logx°, \ogk2(x), x). Cela dit on prouve aisément le lemme suivant :

LEMME 4.1. — II existe des fonctions holomorphes sur un voisinage de l'origine c^ ^ p (x),
(5i, ^)e^2, peN^1 , |P|^w-)i- \i telles que :

a(x,D)h(logxo,\ogk2(x\x)= ^ ^ ,, ^x)D^e-^S^-(e-^S^
(4.1) '+^w

h(t^ t^x)\ ^=iogx°-

Comme l'hypersurface (k2)'1^) est caractéristique pour û(x, D) le coefficient
Gm o (G, . . ., G) est identiquement nul. Nous omettrons les restrictions
(t^ t^)=(\ogx0, logA:2^)) dans (4.1), nous chercherons une fonction h(t, x) solution de
l'équation

(4.2) ^ c,, ,, ^x)D^e-^8^(e-^8^h(t, x ) = g ' ( t , x).
K+^^m

| p l^m-X-p

où t==(t^ t^)e^(c^ ©i). ^euy et g 'e^f^^i.œOxU7) est donnée. Rappelons la
formule (^) de la section 0 :

w ^(^^n^m,^^5-
s

Quitte à changer la notation nous supposerons que a^ 2 (•x? gî"^ ̂ 2 (x)) est identiquement
nul, l'équation k2=Q définit donc une hypersurface caractéristique de multiplicité m^.

LEMME 4.2. — Dans le membre de gauche de (4.2) le coefficient de chaque monôme de
dérivation du type (e~^ o^'^e'^ 8^)11 D$ où i= ;\ +1 P | <m^ est identiquement nul.

Preuve. - Notons rf, le degré en Ç de a^ „ on a :

m-i- ^ m,,ds=m-i-(m-m^d^=d^m^-i^m^d^-m^\>m^(d^-\),
S^2

donc dans le coefficient de (e'^o^'^e'^S^D^ apparaîtra en facteur le terme
^m 2 (•x? ê^ ̂ 2 (x)) ̂  est identiquement nul.

LEMME 4.3. — Soit ; e{0 , 1, . . ., m^}. Le coefficient de (^-t l^) l(^-t2^)m~ l dans le
premier membre de (4.2) est identiquement nul si i<m^ et ne s'annule pas à l'origine si
i=m^.

Preuve. - Le cas i<m^ découle du lemme précédent. Supposons donc i=m^. Quitte
à faire un changement de variables nous pouvons supposer que k2(x)=xl. Rappelons
(voir 1) que a (x, D) = ^ ûp (x) D^. Posons :

I P I ^ m

p(x, ?i)=û,(x; ̂  1, 0, 0, . . ., 0)= ^ a^ ,_?,, o)00^°
Po^w
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comme (À:2)"1 (0) est une hypersurface caractéristique de multiplicité constante m^ on a :

VxeU, -^(x,0)=0 si 0^i<m^ —^(0,0)^0.
^A (ÎÀ/"2

Par conséquent on a :

û,(x; À, 1, 0, 0, . . ., 0)= ^ a^ ,_^ ^)XPo
W2^Po^w

et a^ ^_^(0)^0. Cela dit, quand on applique D^D^o à A(logx°, logx1, x) on
fait apparaître le monôme (e'^S^^e'^S^-^, on obtient alors aisément le lemme.

Quitte à restreindre LT nous pouvons donc supposer que le coefficient de
(e'^S^Çe'^S.y^ dans le premier membre de (4.2) ne s'annule jamais dans IT. Il
existe alors des fonctions ^ ^ p(x), (À,, ^)e^2, pef^1, \^\^m-'k-[i holomorphes
sur 17 et telles que l'équation (4.2) soit équivalente à :

(4.3) (e-^S^r^e-^S^r'^hÇt, x)=g(t, x)

+ Z ^ ,, ,(x)(e-^S^(e-^S^^h^ x)
\ p l+x+n^w

(À., \ji)^(m—m^, W2), À.^m

où (^, ^)e^(ci, œi), xeU' et^ejf(^(ci, œi)><U') est donnée. Le lemme 4.2 montre
(et c'est crucial) que si ^+n+ | p |=w et \>m-m^ alors b^ ^ p est identiquement nulle,
posons 2^=e~^S^ ^^=e~^8^ Soit ce]- oo, c^-3] (c ne sera choisi qu'à la fin de la
preuve), pour M£jf(^(c, œ) x U') on pose

'-t "J"J t l+c

^i 1 M (^ x) = e9 u (6, ^, ̂ ) dQ\ ^2"1 ^ (^ )̂ = ^ M (^, a, x) ̂ a,
^^-c J t l+c

où t==(t^ t^)e^(c, œ).

REMARQUE 4.4. - Rappelons (cf. proposition 2.2) que les segments d'intégration
[(h-c, ^), (^i, ^2)] et [Qi, ^i+c), (^, ^)] sont inclus dans ^(c, œ).

Le dessin suivant fait dans R2 (dans le plan des Re^, Re^) :

+c)

y^ }

=,t2)

q -̂1
•^1

' ^

| ^ -1 . -2 '

( t ^ . t ^ + c )

T»-11)2
'

( + - + \

permet de deviner (c/. lemme 5.4) que 2^ 1 et Q)^ 1 commutent. Pour yke^J* on pose
^r^^i"10 . . . °^r1 (^fois), ^ - f c=^21 0 . . . °^21 (^fois). Soit
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MI e Jf (^ (Ci, coi) x U"), on observe que :

^m^^~m2o^^m-m2)o^^2(u^=U^

Reprenons les notations de l'équation (4.3) et posons :

(4.4) Jf= ^ b^ ^ pM^Ï^^^'^^r^^
| p l+îi+H^m

(À., (^^(w-w^, m2), X^m

rappelons [cf. lemme (4.2)] que s i | P | + ^ + u = w e t X > w - W 2 alors b^ ^ p est identique-
ment nulle. MI = ^ J^ (g) définit une solution formelle de l'équation

^o

(4.5) u,(t, x)=g(t, x)-^J€u,(t, x)

h(t, x)=^^2'(m-m2)o^^m2cr^(^ x)] définit une solution formelle de l'équation (4.3).
Rappelons que nous cherchons la fonction holomorphe ramifiée u (x) du théorème 3.1
sous la forme h(logx°, logA:2^), x). La suite de cet article est essentiellement consacrée
à la preuve de la proposition suivante qui établit la convergence de ces séries dans un
espace convenable.

PROPOSITION 4.5. — I I existe œe]0, ̂ œj, ce]- oo, c^-3] et un voisinage Q (c=LT)
de OeC^1 tel que pour tout ge^(^(c^ ©i) x U') les séries de somme u^= ̂  ̂  g,

i^o
h= ̂  Qsy^^^^g convergent uniformément sur tout compact de ^(c, œ)xQ.

i^o
En outre si g est de détermination finie [resp. et en plus à monodromie unipotente} alors il
en est de même de h. Si a (x, D) est à caractéristiques simples et si g est dans la classe de
Niisson alors il en est de même de h.

REMARQUE 4.6. — Reprenons les notations de la proposition 4.5. Soit ee]0,1[. Posons

A(c, s, œ)={(^, ^)e^(c+£, œ); Re^<c+logœ}.

Il est clair que si (^, t^) appartient à A(c, s, œ) alors les segments [(t^—c, t^), (^, ^)] et
[(^, t^ +c), (t^ t^)} sont inclus dans l'ouvert convexe A (c, s, œ). On vérifie alors aisément
que V / e N les fonctions ^l g, 2 f w2 ° ̂ (w ~ W2) °Jff § sont holomorphes sur
A(c, 8, œ)x U'. Enfin on vérifie immédiatement que la fonction h(t, x) définit une
fonction holomorphe sur ^' (c, œ) x Q solution de l'équation (4.3).

PREUVE DES PARTIES 1° ET 3° DU THÉORÈME 3. 1 A PARTIR DE LA PROPOSITION 4.5. —

Reprenons les notations utilisées au début de cette section. Fixons un couple (c, œ)
vérifiant les conditions de la proposition 4.5. En raisonnant comme dans la preuve de
la proposition 2.5 on vérifie qu'il existe un polydisque ouvert L^ (inclus dans U^ et Q)
de centre OeC"'^1 et un voisinage effilé W^ (inclus dans les voisinages effilés W^ et W^)
de(Â:2)-l(0) tels que :

(1) VxeU3 nW^, (x°, k^x^eXÇc-1, œ) (^rdéf.2.1).
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Tout germe de v en un point de L^ Pi W^ définit une fonction ramifiée encore notée v
dans W^ donc comme au début de cette section il existe g ' e ^ ( ^ ( c ^ 0)1) x 17) telle que
dans Û3 nW^ on ait v(x)=gf(logxo, logk2^), x).

D'après la proposition 4.5, (1) et ce qui précède il existe h(t, x) holomorphe sur
^' (c, œ) x Q telle que

V x e Û3 H W^, a (x, D) h (log x°, log k2 (x\ x) = g ' (log x°, log k2 (x), x)

et u(x)==h(logx°, logÂ^Cx), x) définit une fonction holomorphe ramifiée dans U^ PlW^
et vérifie toutes les conditions demandées dans le théorème 3.1. On raisonne de même
pour les autres hypersurfaces caractéristiques et on obtient donc un polydisque U(=U3)
et des voisinages effilés W, de (Â:1)"1^), \^i^d vérifiant les assertions 1° et 3° du
théorème 3.1.

Pour démontrer la proposition 4.5 nous devrons étudier soigneusement les propriétés
des opérateurs 2^ ^2, Q)^ et ^-1. Il est clair que Q)^ et Q)^ d'une part, Q)^ et ^i~1

d'autre part ne commutent pas ( .̂ et ̂ -1 non plus bien sûr). L'objectif de la section 5
est d'étudier les commutateurs qui apparaissent ainsi.

5. Relations de commutations

Comme D$ commute avec ̂ , ̂ -1, i= 1,2 nous omettrons la variable x et considére-
rons des fonctions de t=(t^ t^)e^(c, œ) seulement. Ceci allégera les notations. Rappe-
lons que c désigne un réel ^ c^ - 3 et que :

? ^(e,^e, ^~Mw2)=r2
^1 '"Ol, t^)= \ ('"M (9, t^dô, ^«(fi, t^= ] 2 ^«((i, G)rf<T

€/t2 -c J t i+c^ /t2 -c J t i+c

u(t^t^) étant holomorphe sur un ouvert convexe de la forme A(c, £, œ) (cf.
remarque 4.6).

DÉFINITION 5.1. — On définit des opérateurs de trace : T\ u = e' u (t^ ^ + c),
^^u=e~cu(t^-c, t^). Il est clair que ^T,=0, ^Ti=0, ^i°^2=^2°^i et que pour
0•,7)e{l,2},T^71=0,^,o^- l=id,(p6N ou -^e^^^fo^^^f-^^.

LEMME 5.2. — Soit ke f^l* ûtor^ (w a /

^I^^^^I-^^'^TI
^^^k=^^ fc^2-^^(fc-l)T2

Preuve. — On a

^^~M^ h)=e-^S,\ r2 ^M(^, a)rfa1

p2
=-^M(^, ^+C)+ ^^-^^M^, a)â?CT

J t l+c

= -TiM+^1^^.
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On prouve alors la première égalité du lemme par récurrence sur k en utilisant le fait
que TI ̂ 1 =0. On prouve de même la deuxième égalité.

REMARQUE 5.3. — Dans les lemmes 5.5, 5.7 et 5.8 nous établirons des identités
algébriques en regardant comment ̂  commute avec ̂ -1 (i^j) et comment ̂  commute
avec T^. En remplaçant dans chaque groupe de termes de ces identités 2\ par ^-pfl, ^Ç
par e~p(tl+c) (où /?eZ), T\ par e\ T^ par e~c nous obtiendrons des égalités faisant
intervenir des exponentielles. Ces égalités nous seront utiles pour majorer [voir les clauses
(7.13) et (7.16) du théorème 7.9] les termes de la série ̂  Jf^ (définie dans la proposition
4.5) issus des relations de commutation. En effet le lemme 7.3 et le théorème 7.4
montrent en gros que pour q entier ^0 les majorations des opérateurs Q)\, ̂ f4, Q)^ font
respectivement intervenir ^~^i, ^(1, ^4(tl+c). Indiquons par ailleurs que nous devrons
contrôler soigneusement le nombre de fois où Q^ apparaît dans ^g, en effet les
majorations des opérateurs d'intégration feront intervenir e^ ou ^ t l+c ce qui ne permet
pas de contrôler e~12.

Le lemme suivant constitue une agréable surprise

LEMME 5.4. —^10^1=Q^10^1.

Preuve. - 2^1 °^21 ~^21 °^i1 s'annule pour ^=^-c, cela dit le lemme 5.2
montre que :

^l[^l~1 0^2 - l-^21 0^^1]=^21-^21 0^10^l~ l+T lo^^ l=o•
Ceci prouve le lemme 5.4.

LEMME 5.5. — Soient p et qe N*, on peut alors affirmer que
p-i

1° ^^^p:=^^p^l+ E ^1^1
1=0

l^p-q

où B^ est la somme d'au plus 44 termes du type :

(5.1) £(a, P,/)T^^i ...T^^

où a=(ai, . . ., o^), P=(Pi, . . ., P^) appartiennent à W, e(a, P, / )e{0,1, - 1},
^P,=<7+/-p,^=p-/.

q-l

T ^^2<^=^2-<^^+ ^ ^21^
1=0

l=q-p

où B'i est la somme d'au plus 4P termes du type :

s(a, P, OT^ÇI . ..TÏP^ÇP

où a=(ai, . . . , a^) , P=(Pi, . . ., ?„) appartient à W, s(a, P, / )e{0 , 1, - 1},
^=P-q^l,^-q-l.
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REMARQUE 5.6. - Les égalités données à la fin de 1° et 2° sont importantes, elles
permettent de prouver [voir (7.13) et (7.16)] que les commutateurs n'augmentent pas la
taille des termes relativement à 0)^0)^ ou ^î0^4. On observe que dans 1° / décrit
au plus q^y valeurs, il apparaît donc dans 1° au plus 2^x4^ termes du type (5.1); le
fait que ce nombre 8^ ne dépend pas de 2^ interviendra de manière cruciale dans la
preuve du théorème 7.9 pour établir que le nombre de termes issus des relations de
commutation dans ^g est majoré par C1 où C est une constante indépendante de /.
Naturellement on peut formuler la même observation pour le 2°.

Preuve. - Nous ne prouverons que le 1°, la démonstration du 2° étant analogue à
celle du 1°. On prouve le résultat par récurrence sur q, p étant quelconque; le cas q=\
est un résultat du lemme 5.2. Soit donc q^ 1 et supposons le résultat prouvé au rang q.
L'hypothèse de récurrence montre que :

p-i
^|+1^=^W^2)+ E ^^F1^ Z 6(a,P,/)Ta2l^l...T^^)

1=0 (a, P )e l j
lïp-q

où 1̂  est un ensemble d'indices de cardinal ^44. Le lemme 5.2 montre alors que le
second membre de l'égalité précédente est égal à :

^l~p^2+l+^+ ̂ '2+^3+^4

avec

^^-^r^-^T^i
p-i

^2= Z ^°( Z £(a,P,O^Ta21^21...Ta2<î^)
1=1 (a, P ) € I ^

l^P-q
p-1

^^- Z ^F^ S s^MTi^^.-.T^^
1=1 (a, P )6 l^

l^p-q

^4 = Z e (a, P, 0) ̂ 2 T"21 ̂ l1 • . • T^ ̂
(a, P)elo

ŒPi^-^Ea^À).
(Si p>q la dernière sommation est identiquement nulle.)
On vérifie alors immédiatement que chaque terme ^.(1^/^4) vérifie les assertions

- au cran q-\-\ - du 1° du lemme 5.5.

LEMME 5.7. — Soient p, qe ^j*, on peut alors affirmer que :

1° ^iT^T^fs c^-^r'^î)
\h=0 )

q

T2^|= Z C;;(-1)^-^1-^^
h=0
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/ P \
T ^Ti=T, ^ C^^-'^i]

\h=0 )

P

TI^Î= E (y^-iy^r^Ti^
h=0

3° Soient h^ h^ . . ., A,e f^J û?tor.s1 o^ a :

Ti^iTi^ . . .Ti^^-^^î^-'-^-iTi^,

ow a wî énoncé analogue en remplaçant T^, ^i, ^(s-l)c respectivement par T^, ^2» ^-(s-l)c.

Preuve. - On prouve aisément le 3° en raisonnant par récurrence sur s et en utilisant
l'identité rT^^t[lrT^=ec3't[lrT^. Prouvons maintenant le 1°. Soit u{t^ t^) une fonction
holomorphe, la fonction obtenue en appliquant ^2 à u(t^~c^ ^2) est ég^ à
e'12 (8t u) (^ - c, t^) + ̂ -t2 (ô^ M) (^2 - ̂  ^2)- O11 obtient alors les deux formules suivantes :

T2^2M+é?-CT2^1M=^2T2M

^^-^^^l^^^î^

on prouve alors aisément les deux formules du 1° par récurrence sur q en utilisant les
deux précédentes formules et en procédant comme pour la preuve de la formule du
binôme de Newton. On prouve le 2° de manière analogue.

LEMME 5.8. — Soient p, qe N*, on peut alors affirmer que :
p-i

1° ^^i-p=^^p^+ Z ^r%
(=0

lïp-q

où Ki est la somme d'au plus 8^ termes de la forme :

d^^î^^0

où a, beN, a-\-b=q^-l-p et A=b+l-q.
q-l

2° ^^2 Î=^2 Î^Î+ Z ^2^!
1=0

l^q-P

où Kj7 est la somme d'au plus 8^ termes de la forme :

±T^<[^eAC

où a, fce^J, a+b=p-q-^rl et A=q-^-b-l-\.

Preuve. - Prouvons le 1°. Reprenons les notations du 1° du lemme 5.5. Soit
/e{0 ,1 , . . ., p - i } C\\p-q, +oo[, dans un terme du type (5.1) on a ]^o^==/?-/^l donc
l'un des a, est non nul, rappelons aussi que ^Pf=^+/-/?. Le 3° du lemme 5.7 montre

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L'ÉCOLE NORMALE SUPÉRIEURE



402 E. LEICHTNAM

alors que B^ est somme d'au plus 44 termes du type :

(5.2) ±e~(p~l-l)c^+l-p-k^T^k,

oùkeM, k^q+l-p^q.

Le 1° du lemme 5.7 montre alors que (5.2) est somme d'au plus 2<î 'H-p~fc(^2<r)
termes du type

(5.3) ±e~(h+p~l~l)crT^Î+l-p-h^l[

où Q^h^q^l-p. On observe que A= -(h+p-l- \)=q^l-p-h^r \-q. Enfin il est
clair que K^ est somme d'au plus 2qx4q termes du type (5.3). Ceci prouve le 1°. On
prouve le 2° de manière analogue.

6. Normes et fonctions majorantes

Si (Uy) et (Vy) appartiennent à C^"^, alors on écrit ̂ u^<^v^ pour indiquer que
Vaeî^1, |Mj^|z^|. Cela dit, pour R>0, posons

l-^lVl-^
R ^ V R /K i=o\ K/

et, pour ke N, notons

0- R~kk}

k (l-Çx/R))^1'

On observe que D^'O^O^i (Q^i^n). La proposition suivante nous permettra de
contrôler l'action des coefficients des opérateurs différentiels en x; elle est essentiellement
démontrée dans [5].

PROPOSITION 6.1. — Soient ke^, C>0 et R>0. Considérons une fonction u(x) holo-
morphe sur un voisinage de l'origine et telle que u(x)<^C^(x). Alors

(a) Vpef^.DS^CO^pi.
(b) Soit R/>R et a(x) une fonction holomorphe et bornée par M>0 sur

{jceC^1/ sup \xi\<Rt], alors
O^i^n

( R7 \n+i
a(x)u(x) ̂  ——— MCO?.

R' — R /

Preuve. - Le (a) est trivial; prouvons le (&). Les inégalités de Cauchy montrent que

a(x)^M(\-^-\ 1

R'
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au < MCR-"——^—— ———i——
1-WR') (l-Cx/R))^1

On vérifie aisément que (O^i^n)

/ R _ _ _ J _ _ \ i _ R (i-^Yd-^Y
YR'-R l-CxVR'V (l-C^/R))^1 R ' -RY R/ \ RV

comme les coefficients de cette série entière sont ^0, on a :

1 1 R' 1
l-Oc1/^) x (l-QcVR))^1 ^R'-R (l-QcVR))^1

on en déduit immédiatement le résultat.

7. Preuve de la proposition 4.5

Les résultats centraux de cette section sont les théorèmes 7.7 et 7.9. Le théorème 7.9
permet de décomposer ^g en C4 termes auxquels on pourra appliquer les majorations
fournies par le théorème 7.7, ce qui nous permettra de prouver la convergence de la
série.

Rappelons l'expression notée (4.4) de Jf

^= Z ^^(x)^^^^^^"^^
ÎL+H+ |S' | ^m

Rappelons que dans cette sommation ^,p,§' est identiquement nul dans les deux cas
suivants (cf. lemme4.2) | À - | + | ^ i | = w et 'k^m—m^ ou | ô ' [ + À - + ^ = = w et \>m—m^.
Dans cette section nous considérerons (cf. l'énoncé de la proposition 4.5)
g e J ^ ( ^ ( c ^ , (Oi)xU7), nous travaillerons avec un réel fixé Re]0, 1[ (R ne dépend que
de U\ ©i et des coefficients de ^f) tel que le polydisque noté A(2R) de centre OeC"'1'1

et de rayon 2R soit inclus dans LT et tel que les coefficients b^^y de e^f soient
holomorphes et bornées sur le polydisque A(3R). Rappelons (lemme 5.4) que Q)^ et
^^1 commutent, les monômes d'opérateurs intégro-différentiels composant Jf seront
alors de trois types que nous décrivons ci-après.

- Premier type. - \^m^ et \^m-m^ comme (n, K)^(m^ m-m^) on a fk<m-m^
on obtient alors le monôme

(7 . 1) D^ ̂ "^ o ̂ -(m-ms)

— Deuxième type. — \t<m^ et \^_m—m^ on obtient alors le monôme.

(7.2) D^ï"^"^-^-^).

Il n'y a pas de termes vérifiant ̂ ^m^ et \>m—m^ car À,+n^w.
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- Troisième type. - 'k>m-m^ et [i<m^ et, on a alors ^+H+ |8 ' | ^w- l et on
obtient le monôme

(7.3) D^ ̂ ~(w ~ m2) ° ̂ ç - ̂

Soit ^e^l*, Jf4 est la somme au plus Cq (C= constante ne dépendant que de m et n)
opérateurs du type :

(7.4) b^ ̂  ̂  ̂  ° ®f ° ̂ F^ ° 0)^-^ ° E>r ° • • •
0 ̂ 1, n1, s'1 oo ̂ 0 ̂ ï10 ̂ r^2 0 ̂ ç^"^0 D^1-

En appliquant l'opérateur (7.4) à la fonction g (t, x) nous obtenons la fonction :

(7.5) ^^fo^-^o^m-n^o ^ ^ ^ o^lo^lo^^-m2o^(m-m2)

^^^ô^Df^-^^-^ô^-^r'^. . . (^i,^iDfg(^ x))). . .]

Pour contrôler l'action des coefficients de Jf nous avons besoin du lemme suivant :

LEMME 7.0. — Rappelons qu'au début de cette section nous avons supposé que tous les
coefficients de ^ sont holomorphes et bornés par M sur le polydisque noté A (3 R) de
centre 0 et de rayon 3 R. Reprenons les notations utilisées pour définir le terme (7.5). Soit
K' un compact non vide de ^{c^ û)i). Soit C^', une constante >0 telle que pour tout t de
K/ on ait :

x^g(t,x)<^C^^(x).

Alors pour tout t de K/ on a :

x^^^^Df^-i^.-i^^-iDr"^. . .( î. ,î iDf^, x)). . .)

^^(^^M)^^,^.^,^,^).

Preuve. - Nous allons prouver le résultat dans le cas q= 1, on obtient le cas général
en raisonnant par récurrence. Le (a) de la proposition 6.1 montre que pour tout t de K/
on a :

X^D^,X)^CK^I|(X).

Nous appliquons alors le (b) de la proposition 6.1 avec R /=2R(R7(R /-R)=2). Nous
obtenons alors :

^b^^i^.iD^gÇt, x) ̂  C^^MO^i |(x).

Nous aurons besoin du résultat suivant démontré dans [5].

LEMME 7.1 (voir [5]). — Soit ^=(1^ . . ., l^eP posons

J q

a+(L-)= max ^/, a_(L")=- min ^ /,
O^J^q i= l O^J^q i=l+j
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/ ° q \
( on convient que ^ = ^ =0 ). Alors a+ (L") et CT_ (L/') appartiennent à N et on a :
\ 1=1 1=1+4 /

(^(L7 7)-a_(L-)=/,+. . .+/ ,

^ ° . . . ° ̂ 21 = ̂ 2~0- ^'^ ° ̂ + (ul}

Naturellement on a un énoncé identique pour Q)^.
Reprenons les notations utilisées pour définir l'opérateur (7.4) et posons

L=(^—w+W2, . . ., À-1—771+^2), L'=(1^—7722, . . ., H1—^^), L et I/ appartiennent à
Z4. Pour majorer le terme (7.5) nous utiliserons les relations de commutations écrites
dans la section 5, il apparaîtra alors l'opérateur suivant [en les variables (^, t^)} :

(7.6) Q)^- (L/) ° ̂ 2 a~ (L) ° ̂ + (L) ° ̂ + (Ly)-

Si Q^i et ^J'1 commutait pour i^j alors la fonction (7.5) serait égale à la fonction
holomorphe obtenue en appliquant l'opérateur (7.6) au membre de gauche de la deuxième
inégalité du lemme 7.0. Disons — pour éclairer le lecteur {voir théorème 7 . 9 ) — que
nous majorerons (7.6) et montrerons comment la majoration de (7.6) permet de majorer
les termes que les relations de commutation introduisent dans l'expression de (7.5).
Considérons un terme du type (7.4) et notons d ' le nombre d'indices ie[ 1, 2, . . ., q]
tels que V>m—m^ le lemme 4.2 montre que pour un tel indice ; on a
'ki-^[ii-^\yi\^m—l. D'après le lemme 7.1 les relations suivantes sont clairement
vérifiées :

a_(L)-a+(L)=^(w-W2)-À 4- . . .-À-1

a_(L /)-a^(L /)=^2-^-. . .-^ l

(7.7) a+(L)+CT+(L 7 )+a_(L)+a_(L/)^4^w
À4 + . . . + À,1 + p4 + . . . + ̂ 1 + [ 8/ 4 1 + . . . + 18 '11 ̂ w - rf /

|8^| + . . . + |8711 ̂ qm-d'-^^- . . . +V+^+ . . . +^)

=a_(L)+a_(I/)-a+(L)-a+(L')-^.

Le second membre de la dernière relation représente le nombre d'opérateurs d'intégrations
diminué de d1 et du nombre d'opérateurs de dérivation en t^ t^.

LEMME 7.2. — Avec ces notations on peut affirmer que
(a) a^L)^^-!);
(b) a_ (L)- a ̂ +d'{m^- l)^a^ (L-);
(c) ^(^-l^a^L^+a^-a.OLt-a.aO.
Preuve. — Prouvons le (à). Rappelons que d ' désigne le nombre d'indices

Â : € { 1 , 2 , . . . , ^ } tels que ̂  - m + m^ > 0 (comme l'hypersurface k2 = 0 est caractéristique
on a toujours À/^w— 1) et on a alors À ^ — w + w ^ w ^ — 1. Ceci prouve le (a). Prouvons
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le (é). Le lemme 7.1 permet d'écrire les identités :
b q

a+(!/)= Max ^ W-m^\ a _ ( L ) = = M a x - ^ (^-w+w^
0 = f c = 4 i= l O^b^q i=l+b

l'inégalité À-1 + [i1 ̂  m montre que :

[i1 — m^ ̂  m — m^ — À-1

on peut alors affirmer que

c^(L')^ ^ (m-^-^1)
^-^2^0

II y a exactement d' indices ; tels que À,1 — m + m^ > 0 et on a À,1 — w + m^ ̂  w^ — 1 ou
encore —(m^— 1)^ —(^—w+w^) . Les relations (7.7) permettent alors d'écrire :

a_(L)-a^(L)= ^ (m-m^-V)
1 = 1

^-^ /(w2-l)+ ^ (w-m2-A ^ )^-^ / (m2-l )+a+(L / ) .

Ceci prouve le (&). Il est clair que (V) entraîne (c).

LEMME 7.3. — Soient o)i>0 ̂  Ci<0, Po^r ^OM^ (œ, c)e]0, ^ - 2œJ x ] — oo, c^—3],pour
tout compact K convexe [contenant avec (^, ^) ^lsl points {t^—c, t^) et (^, t^-\-c)) de
^%(c, œ)], /?OMr tout compact convexe K/ (fe ^(<"i, œ^) contenant K ^/ ûî^c chaque point t
de K fe poly disque de centre t et de rayon 1, pour toute fonction u(t^ t^) holomorphe sur
^(c^ û)i) et pour tout (T^, h^)eN2 nous pouvons affirmer que V(^, t^)eK. on a :

\^^u(t,, t^)\ ̂ 2^+^h,\ h^\ (sup \uÇtf)\)\e~h^^.\e~h2t2\
t'eK'

|Ti(^i^2)M(^, ̂ l^^^"-^^^^)! (supiM^)!)!^-^-'^)^!.!^^-^)!
f ' e K '

[^(^î1^2)^^!, ̂ l^^^-'^^^^)! (sUpiMOTDI^-^l-'^^l.l^^l-DI.
ï 'eK'

Note. — On peut travailler avec des ensembles K de la forme :

I (A ,û , é , c ,œ)={(^ ,^ )eC 2 /

c+f l^Re/2^c+Re^&+c<c+logœ, |Im^.| ^A, 1^^2}

où A>0, a<0 et 6<logœ. On peut prendre K/==I(A+1, a-3, À+ 1, c+2, ^©).

Preuve. — Prouvons brièvement la première assertion du lemme. Par récurrence on
vérifie immédiatement que Qs^^^u est somme d'au plus 2/'l+/12 termes du type :

e-^^e-^c^d^^S^u où O^p^h^ O^p^h^
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et :

1.,!̂ , K.l̂ .

La première assertion découle alors des inégalités de Cauchy. On prouve les deux
assertions de la même manière.

THÉORÈME 7.4. —// existe C>0 tel que V^, teC, Vfeef^* , Vz€|j, r], et pour toute
fonction q holomorphe sur un voisinage de [y, t\ on a :

lâr^Cz)!^-^ sup ^(^[[MaxCH.H^
k\ d ) e [ y , t]

rz
où 2 ^ q(z)= \ e^q(^)d^ (l'intégrale est prise suivant le segment [y, z]) ^

^-k^^-i, ^-i (fe/o^).

REMARQUE 7.5. — ^~1 correspond à l'opération de primitivation suivant le chemin

^i-^y+^-y) où v décrit [0, l], ce chemin est de longueur \ey\ \z-y\ \ev{z~y)\dv, cette
Jo

longueur est clairement majorée par [ z — y \ x Max ( [ ev \, | e2 \ ). Si on majorait brutalement
dans l'expression de Q~kq(z) |^((p)[ par sup |^(^)| alors nous obtiendrons l'inégalité

Q e [y, ï]

suivante :

|̂ )|i,u,|,OT|(k^""^^
Ce [y, t] K\

une inégalité de ce type nous obligerait dans la suite à imposer | Im ̂  ~ Im (^ + c) | ̂  Cte,
et nous ne pourrions prouver la convergence de la série ̂ ^g que sur une partie du
revêtement universel. Le théorème 7.4 indique alors qu'il se produit pour les fonctions
continues (comme il intervient le sup de | q \ sur le segment on peut appliquer le théorème
de densité de Stone-Weierstrass) un phénomène de cancellation. Enfin nous verrons dans
la preuve du théorème 7.7 qu'il est essentiel, pour majorer les opérateurs d'intégration,
de ne prendre le sup de | q {(9) \ que sur le segment d'intégration.

Preuve. — Nous aurons besoin du lemme suivant :

LEMME 7.6. — Soient kç f^l*, (y, QeC2, et q une fonction holomorphe sur un voisinage
de [y, t], alors Vzejj, t] on a :

k 1 f-1^+1 Çz

yq(2)- Y ———— L-/——^"b)z qWe^dO.
À(fr-l)! (k-b)\ J,

Preuve du lemme 7.6. — Nous allons raisonner par récurrence sur k^\. On observe

que 8 / 9 z ( q^e^dO ):=q(z)eb^. Dans le cas k==\ le lemme est trivialement vérifié.
\ J y /
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Soit k'^ 1, supposons le lemme prouvé au rang k et posons :

f c + l 1 r-lV^1 ^ z

A(z)= V ————-±—1——e^1-^2 q^e^dO
À (b-\)\ (k^\-b)\ J,

e~~z(ô/8z)A(z) est égal à :

Ï -^- (-lrl(fc+l^).—— [q^e-de
b=i(b-l)\ (/r+l-é)! J,

k + l i (-l)b+l
+ y ——_î_y—^-^^(z).

,=i (&-!)! (fe+l-é)!

La formule du binôme de Newton montre que :
k+l i (-}}b+l iZ —L--LJ2—=l(i-i^=o.
À(è-l)! (fc+l-é)! À:!'

D'après l'hypothèse de récurrence on a e~z(8/8z)A(z)=^~kq(z), comme A ( y ) est nul
on a A(z)=^~ f c - l </(z). Ceci prouve le lemme.

Preuve du théorème 7.4. — II est clair qu'il existe C>0 tel que VA:£ f^J*
k 1 1 pkz ——-——<—

,=i (&-!)! (À;-^!"^!

Soient A : e f ^ l * , 6 e { l , 2, . . ., k ] , ( y , t)eC2 etq une fonction holomorphe sur un voisinage
de [y, t\. Soit ze|>, <|. Si Re/^Re^ on a :

e^-b)z\q^e^dO ^\e(k~b)zebz\.\z-y\ sup |^(^)|.
Jy G e [y, t]

Si Re^<Re^ on a :

^-&)z q^e^dO ^\e(k~b)yeby\.\z-y\ sup |^(^)[
Jy <P6[y, t]

le théorème 7.4 découle alors du lemme 7.6.
Rappelons que dans le début de cette section on s'est donné ge^ (^(c^, û)i) x LT) et

Re]0, 1[ tel que le polydisque de centre 0 et de rayon 2R soit inclus dans U'.

THÉORÈME 7 .7 .—77 existe une constante absolue C>0 telle que Vœe]0, ^^©J,
V c e ] — o o , C i — 3], pour tout compact K convexe [contenant avec (^, ^) les points (t^—c, ï^)
et (^, ^ +c) de ^(c, œ)], ^OMr ^OM^ compact convexe K/ (fe ^(ci, œi) contenant K ̂  ûr^c
chaque point t de K fe polydisque de centre t et de rayon 1, /WMr ^OM^ A:e^J,
(Pi^Pi^ ̂  ^î)6^4 ^ ^^ ^M^ fonction u(t^ t^ x) holomorphe sur ^{c^ 0)1) x U'
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vérifiant

^(t^t^=tçK1, x^u(t,x)^C^<S>ï

où CK/ est une constante >0 et 0^ est défini dans la section 6, on peut alors affirmer que :
1° Si 5 est un entier naturel tel que 8^1 -p^ alors V teK on a :

l^ i^ i | |^ i (p2-4i+8)l
Xl-^i'^^2^?1^!2^ )̂ < CK'O?-—————- x ————————————

Pi ! ^2 !

x^i+^cj^-^^-^l^t ^t C^'^'^'^d^+c-^l +1)2-

2° 5';' 8 est un entier naturel tel que 8 ̂  ̂ 4 + q^ -p^ alors ^fteK on a :

(q, +^)t
xh^^^^Ti^î1^2^ ^) ̂  CK'————

^i ! ̂ 2 !
Ç < Pl+P2 + î l+^20 R ^ C <P2 + l + ô - 42) |^ t lP l^ l^2-4 l - Î2 + ô ) | | ^ - ô t 2 1 X ( | ̂  — C — ̂  | + l)2.

3° \/teKon a :

x^Q^^^^^uÇt, x) < C^1^^' xC^^^^
Pi ! Pi !

X 0^<-(41-D | ̂ 1 Pl |. | ̂ 2 «1+<-) |.|^-t2 (41+42) | ( |^-c-^[+1)2.

REMARQUE 7.8. - On verra dans la preuve qu'il est essentiel pour effectuer les
majorations de mettre Q)^ à gauche, le fait que ̂ 1 et Q)^ commutent est donc crucial.

Preuve. - Prouvons le 1°. Le lemme 7.3 et la proposition 6.1 montrent que pour
tout t de K :

xh^i^pM^x^CK'O^i^^!^! \e-^^\.\e~^^\.

On rappelle que V(^i, t^)eK, Ret^-Ret^^c. Faisons l'observation essentielle suivante :
pti

sur le segment d'intégration de Q^ u= \ e® uÇO, t^ x)d(9 nous majorons \epQ\ par
Jt-z-c

\eptl\ si p ' ^ 0 , par l^^-0)] si p<0. Sur le segment d'intégration de
P2

Ql^lu= e°u(t^ o,x)d<j nous majorons \e~pa\ pour/?^0 par l^"^ 2] . Cela dit on
Jti+C

a \etl+c\ ̂  \et2\. Le théorème 7.4 montre alors qu'il existe une constante absolue C>0
telle que V ^ e K on a :

x^^P^^^uÇt, x) ̂  C^^Cf^+^+^(h-q2-L

Pi'
x ( | h ~t! ~ c \ + 1)) Iep2 (tl +c)\'\e~qltl\.\ e~^ ̂  \
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Soit maintenant ô un entier naturel ^q^-pz- Sur le segment d'intégration de
Q!1 ((^ h)^^) on majore

( | t^- c-(9 |+1) 1^2-^1 par (|^-c-/J +1)| ̂ 2-41 ̂ i^-0^-0)!.

Le 1° découle alors du théorème 7.4. Prouvons brièvement le 2°. Comme précédem-
ment on montre en utilisant le lemme 7.3 et le théorème 7.4 qu'il existe une constante
absolue C' > 0 telle que V t e K on a :

|^l+c)P2|
X^^^TI^^PM^^^CK'-————L|^(i-^)|^-^i+^)|

Pi^' x toi +^2)! c^+^+^^d h-t,-c\+\\
Soit 8 un entier naturel '^q\~^qz~p'i' Sur le segment d'intégration de ^^((^P, ^^K^)
on majore

(\t^-c-(9\ +l)|^2-<ii-<ï2)| par (1^-c-^l +1) \et^p2+&-^-^^\e~ô(t2-c^.

Le 2° découle alors du théorème 7.4. On prouve le 3° de manière analogue.
L'objet du théorème 7.9 est d'établir une décomposition des termes que les relations

de commutation introduisent dans l'expression (7.5) en vue de leur appliquer les majora-
tions du théorème 7.7. Cette décomposition étant un argument essentiel on en donne
une démonstration détaillée dans l'appendice A.

THÉORÈME 7 .9 :
1° Soit ̂  1, reprenons les notations utilisées pour définir le terme (7.5) et les relations

(7.7). Alors l'opérateur suivant

(7.8) ^^f^f^o^^-^o ^ ^ ^ o^o^o^^.^^m-m;^

est la somme d'au plus 64^ termes qui sont soit du type (7.6), soit du type (7.9) ou (7.10)
que nous définissons d'après :

(7.9) ± ̂ -P! ° ̂ p2 TI ̂ î1 ̂ 2 ̂ Al c

OM Ai eZ ^/?i, /?2î ^i? ^2 appartiennent à N

(7.10) ±^l°^2T2^îl^2^A2c

OM A^eZ ̂  <7i, ^2? ^i» ^2 appartiennent à N.
Rappelons que le terme (7.6) vérifie les assertions du lemme 7 .2 et les relations (7.7).
2° De plus les entiers apparaissant dans les termes (7.9) vérifient les propriétés suivantes :

Pi +/?2 + n! + nf! ̂  4 qm

(cette propriété n'est pas numérotée)

(7.11) p^d'(m^-\)^h^h^
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(7.12) |ô^ |+. . .+ |8 ' l | ^+^-Al-A2-^=^-(L)

+a_(L /)-a^(L)-a+(L /)-rf / .

(7.13) Ai=a-(L)-a+(L)-^+^2-l.

3° De plus les entiers apparaissant dans les termes (7.10) vérifient les propriétés
suivantes :

^+^4 -^l+^2^4 ^w

(7.14) k^k^d'(m^-\)

(7.15) | ô ^ | + . . . + lô^l^i+^-^-^-^a^L)

+a_(L')-a+(L)-a^(L7)-^.

(7.16) A2=a-(L)-a+(L)-^+À:2+l.

REMARQUE 7.10. - Nous prouverons le théorème 7.9 en raisonnant par récurrence
sur q, en utilisant les relations (7.7) et les lemmes 5.7, 5.8 et 7.2. Les assertions (7.12)
et (7.15) indiquent que les opérations de commutation ne changent pas la quantité
représentée par le nombre de primitivations diminué du nombre de dérivations en t^ t^
Les assertions (7.11) et (7.14) sont à rapprocher des assertions (a) et (b) du lemme 7.2,
on pourrait les démontrer directement par récurrence. Enfin les assertions (7.13) et
(7.16) indiquent que si pourrez on remplace 2\ par e ' ^ 1 , ̂  par é?"^"^, T^ par e\
T^ par e~c (voir les remarques 5.3 et 5.6) alors les opérations de commutation ne
changent pas la quantité.

^-^(tl+c)^-^ti^m2îi^(m-m2)(ti+c)x ^ g--^1 (t^+c) ̂ -^ t^ ^t^^m-m^) (t^+c)

Soient g holomorphe sur ^(c^, œ^) x U7 (cf. énoncé de la proposition 4.5) et Re]0,l[
vérifiant les conditions imposées au début de cette section et dans le lemme 7.0. Il est
alors clair (voir la note du lemme 7.3) que pour tout œejO,^"2®!], pour tout
ce]-oo, Ci-3], pour tout compact convexe K [contenant avec (^1,^2), les points
(t^-c, t^) et (^, t^ +c)] de ^(c, œ) il existe un compact convexe K' de ^(c^, œ^) associé
à K comme indiqué dans le théorème 7.7 et il existe C^>0 telle que :

(^ V^eIC, x^g(t,x)^C^^(x).

Dorénavant nous travaillerons avec de tels R, cùi, c^ œ, c, K, K'... et nous supposerons
(ùi<l .

Maintenant nous pouvons aborder la preuve de la convergence de la série ^ ^g.
i^o

Reprenons les notations utilisées pour définir les termes (7.5) et (7.6).
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LEMME 7.11 (avec les notations précédentes). — 77 existe une constante absolue C>0
telle que pour tout t de K on a :

^ ̂  Q^- (L') o Q)^- (L) o ̂ + (L)

^^^[^^ô.Dr^-i^.-i.^-iDr"^. . .(^i,^I^1^, x))). . .)]
<^C /c0- ( L ' ) + ( ^- ( L ) + C T+ ( L ) + C T+ ( L / )

X \ e - ^ 2 d ' ( m 2 ~ l ) X ̂ '(^-^X e^- ̂ e11^- (L)+ d ' (w2- l)-C T+ (L'))^i<r_ (L') ]

'^S^'2"1"^'--"^"2-'--^"2

OM M est défini dans le lemme 7.0.

Preuve. - Le (a) du lemme 7.2 montre que d' (m^- l )+a+ (L)^2ûr(w2- 1) comme
œi<l et c<0 on a Re ^<0 et donc :

l ^ - t2 (d ' (m2- l )+ ( r+ (L))l < l ^ - 2 ï 2 d ' ( w 2 - l ) [

Le (V) du lemme 7.2 montre que ûT (w^ - 1) ̂  a+ (L') - a_ (L).
Pour alléger l'écriture nous poserons

G(t, ̂ )=^^^Dr(^-l,^-l,^-lDr-l(. . .( î, ,i,ô'iDf^(r, x))). . .).

Nous allons utiliser la majoration de G (t, x) fournie par la relation (^) et le lemme 7.0.
Appliquons à la fonction G(/, x) le 1° du théorème 7.7 avec 8=^(^2-1). Il existe
alors une constante absolue C > 0 telle que pour tout t de K on a :

x^^^-^^^-^-^+^-^+^GÇt, x)

<^c ,0°-(L)+a-(L)+a+(L)+a+(L')
X \e~ ' l t ' i à ' ^ -^X^ ' ( m ^ - D c ^ ^co_ (L)^i(o_ (L)+d ' (m2- l ) -<r+ ( L ' ) ) ^ t ^ a _ (U) 1

x(2•"M)•^S^^t••-'<|"-'•-c|+"2•
LEMME 7.12. — Pour tout (t^ t^) de K on a :

\ ^ - 2 t ^ d f ( m ^ - l ) ^ d ' ( m ^ - l ) c ^ c a _ (L) ̂  ((T_ (L)+d' (w2 - I)-CT+ (L')) t^ CT_ (L') |

^ l^ -2 t2d ' (m2- l )^ ( t i+c ) (o_ (L)+d'(w2-l)-o+ (L))^i(o_ (L')-o+ (L')) ]

Preuve. — II est clair que :
^'(W2-l)c^co_ (L)^i(<r_ (L)+d'(w2-l)-o+ (L'))^i<r_ (L')

=^(tl+c)(<^- (L)+d' (m2-l)-o+ (L)) ̂  (<r_ (L')-<r+ (L')) (^+c) (o+ (L))

comme V(^, ^)eK on a Re(^+c)^0 on obtient immédiatement le résultat.
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LEMME 7.13. — Reprenons les notations des relations (7.7), on a :

^(L)!^)! +|8-l^<(a-(L)+(T-^-^!<2q"(L)+q"(L/)

a.a^a-a/)!1 ' '" ' 1 a_(L)!a_(L')! - d'\

Preuve. - Les relations (7.7) montrent qu'on peut majorer le membre de gauche de
l'inégalité du lemme par :

(^+ . . . +fkl-q(m-m^-}-a_(L))\ (^+ . . . -^-^-gm^+a. (L'))\
a_(L)! a_(L') î

^(qm-d'-Q^^ . . . +'k1 + ̂ -}- . . .+n1))!

on utilise alors l'inégalité a ! b ! c ! ̂  (a + 6 + c) ! et on obtient immédiatement le résultat.
Reprenons les notations du théorème 7.9, nous allons énoncer trois lemmes ayant

pour objet la préparation de la majoration du terme associé à l'expression (7.9) que les
commutateurs font apparaître dans l'expression du terme (7.5).

LEMME 7.14. — II existe une constante absolue C>0 telle que pour tout t de K et pour
tous /?i, /?2, Ai, h^ Ai associés à un terme (7.9) du théorème 7.9 on a :

xt^^r^0^^21'!^1^2^1'x[^,^ô^D^(^-l,^-l,ô^-lDr-l(•. .(^w,^i^a )̂»]
<^C ,Cpl+p2+hl+h2{e'12^ ̂ '^ e^ (m2~l)

x e^?1 e11 ̂ 2+<^(m2-l)-/12-/ll)^cp2 l^i^1-^)0

x(A1^2)!(2"+lM)^R^....^|(|^-^-^|+l)2

Pl^'Pî^

où M ̂  rf4/?w/ dans le lemme 7.0.

Preuve. — Reprenons la fonction notée G (t, x) dans la preuve du lemme 7.11. Nous
utiliserons la majoration de G(t,x) fournie par la relation (^) et le lemme 7.0.
L'inégalité (7.11) du théorème 7.9 montre que d'(m^- 1)^ h i+/^ -^2. Appliquons à
la fonction G (t, x) le 2° du théorème 7.7 avec S=d' (m^ - 1). Il existe alors une constante
absolue C > 0 telle que pour tout t de K on a :
^•|-^^^-Plo^P2T^îl^2^AiCQ^^^C^CPi+p2+hl+/.2

x ^'(j^i-'-^'^-i)-^) |^i PI ^i Q^^^"1)"^"^) |, l^-^^"1)^ l^ic

x(2w+lM)^ ( / l^+/^2) !x(D^^ x( |^-^-c |+l)2 .
P^Pi^'

LEMME 7.15. — Conservons les notations du lemme 7.14. Pour tout (^, t^) de K on a :
1 p t ^ d ' (w^-l) pCà' (w^-l) ̂ ti pi ^ti (p2+d'(w2-l)-/»2-/»i)^cp2 | ^<'(l-^2+ A l)

< l^ -2 t2d ' (m2- l ) ^ ( t i+c ) (< r_ (L)-o+ (L)+d' (m^ - D) ̂ i (<r- (L')-CT+ (L')) 1 ^
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Preuve. - Le lemme découle immédiatement des égalités (7.12), (7.13) et de l'inégalité
\^-t^d'{m^-l)\ < l^-2t2(T(m2-l) l

LEMME 7.16. — Conservons les notations du lemme 7.14. On a :

(^^(18.1-, ^l)^^-^2^
7^2! ' 1 ' ' P.\Pz\ ~ d'\ •

Preuve. - En utilisant l'inégalité û!&!^(û+&)! et l'inégalité (7.12) on peut majorer
le membre de gauche de l'inégalité du lemme par :

(h^h,+\y11+ . . . +|5^|)! ̂  (^i+^-^î

^1^2' - P^Pl^'

Ceci prouve le lemme.
Conservons les notations du théorème 7.9, nous allons énoncer trois lemmes ayant

pour objet la préparation de la majoration du terme associé à l'expression (7.10) que les
commutateurs font apparaître dans l'expression du terme (7.5).

LEMME 7.17. — 77 existe une constante absolue C>0 telle que pour tout t de K et pour
tous q^, q^ k^ k^ A^ associés à un terme (7.10) du théorème 7.9 on a :

xi^^i'^^'^T^i^^c

x [b^, ̂  ̂  D^ (^-1,,.-1, ^-1 D^" ' (. . . (&,i, ,i. 5'i Df g (t, x))). . . )]

<^C^Cql+q2+ki+k2\e~t2(kl+k2)etlqle(tl+c)q2eA2ce(kl~l)c\

^(^^^^M)^^ ,„ , ( | ^ -^_ , |+ i )2
^1 f ^2 !

où M est défini dans le lemme 7.0.
Preuve (esquisse). — Reprenons la fonction notée G(t, x) dans la preuve du

lemme 7.11). Reprenons la majoration de G(t, x) fournie par la relation (^) et le
lemme 7.0. Le 3° du théorème 7.7 permet alors d'obtenir aisément le lemme 7.17.

LEMME 7.18. — Conservons les notations du lemme 7.17. Pour tout (t^ t^) de K on a :

1 ^-f2 (<4+k2) ̂ i ^i ^(ti+c) ^2 ^Â2 c ^(<4 - 1) c 1

<l^-2t2^(w2- l )^( t i+c ) (<r_ (L)-o+ (L)+d'(w2- l ) )^i (CT- (L')-o+ (L')) 1

Preuve. - L'inégalité (7.14) assure que (k^ + k^) ̂  d ' (m^, -1 ), comme
Re^^Re(^i +c)^0 on peut majorer le membre de gauche de l'inégalité du lemme par :

\e~t2(ki+k2)e~t2df(m2~l)e(tl+c)â'(m2~l)e~(tl+c)(kl+k2)etlqle(tl+c)q2e(A2+kl~l)c\
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D'après les égalités (7.15), (7.16) ce terme est égal à :
l^- t2( fc l+k2+ d ' ( w 2- l ) )^ l+ c ) ( ( ^ - (L)+d'(w2-l)-(r+ (L))^(o_ (L')-o+ (L')) |

on obtient alors immédiatement le lemme 7.18.

LEMME 7.19. — Conservons les notations du lemme 7.17, on a :

(^^(|8.|+ ^^V^1^2-^^2^2-.
q.\qz\ • ' "' ' ' ^2! - d'\

Preuve. - En utilisant l'inégalité a\b\^(a-\-b)\ et l'inégalité (7.15) on peut majorer
le membre de gauche de l'inégalité du lemme par :

(^+fc,+|8y l|+...+|5^|)!^(^+^-rfy)!^2^^^

q^\qz\ ~ qv\qz\ ~ d'\

Le théorème suivant est alors crucial.

THÉORÈME 7.20 [avec les notations des relations (7.7)]. — Si Re ^ et c sont strictement
négatifs alors on a :

Re t^ [a_ (L) + a_ (L') - cr+ (L) - o+ (L7) + à' (m^ - 1)]

+c[a_(L)-a+(L)+^(w2-l)]^( î- l)Max(c,Re^)•

Preuve. - D'après les relations (7.7) nous devons majorer :

Re t^[qm-Q^+ . . . +^+^+ . . .+^)+^(w2-l)]+c ^ (m-m^-^)+d1 (m^- 1)

il y a exactement d' indices ; tels que m-m^-^^0 et pour un tel indice ;' on a
^—m-^-m^m^— 1, donc

9

^ (m-m^-^)^d'(m^-\)^.
1=1

Par ailleurs il est clair que qm - (k1 + . . . + À4 + \i1 + . . . + ̂ ) ̂  0. Si pour au moins [q/2]
indices ; ([ - ] désigne la partie entière) on a m - À,1 - \i1 ̂  1 alors on majore le membre de
gauche de l'inégalité du lemme par ((^/2)- l)Re^. Si pour au moins [q/2] indices ; on a
m-V- [i1 = 0 alors pour un tel indice ; on a (cf. lemme 4.2) m - m^ - V- ̂  1 et :

q

^ (m-m^-^+d'^-V)^ ^ (rn-rn^-^)^-!
i= l w-m2-3^1

on majore alors le membre de gauche de l'inégalité du lemme par ({qjÏ)—\)c. Ceci
prouve le théorème.
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Preuve de la convergence de la série de la proposition 4.5.- Rappelons que (voir 6)

, R , , R-^!
°^)- . ^ ^ ',fc-n '(l-(x/R)>

Rappelons que o+(L)+a+(L^+a. (L)+o_ (I/)^4^2 et que dans renoncé du
théorème 7.9 on a p^pz^-h^h^^qm et q^q^k^k^^qm.

Reprenons les notations utilisées pour définir les termes (7.4) et (7.5). Reprenons la
fonction notée G (t, x) dans la preuve du lemme 7.11. Le théorème 7.9 montre qu'il
existe une constante positive C (ne dépendant que de m et n) telle que ^g est somme
d'au plus 0" termes qui sont soit de la forme (7.6) [G (t, x)], soit de la forme (7.9)
[G0,x)], soit de la forme (7.10) [G(t, x)]. En utilisant les lemmes7.11, 7.12, 7.13
[resp. 7.14, 7.15, 7.16; resp. 7.17, 7.18, 7.19] et le théorème 7.20 pour estimer les
termes du type (7.6) [G(/, x)] (resp. (7.9) [G(t, x], resp. (7.10) [G(t, x)]) on voit que
pour tout t de K chacun d'eux est majoré par

j^ -2 î2d ' (m2- l ) j

CK/O—————,————— - ( \^ - t^-C\ -^ l ) 2 R-^ ô f ^ + - + \^ l \ )

|^((î/2)-l)Max(Re(i, c) |
^-^M)4-

(l-dxl/R))'8^-^0'1!-^

On peut majorer 18^ [ + . . . +1 ô'11 par qm et | a ̂ ' / d 1 ! par é?'a '. Rappelons que 0 < R < 1.
Il existe donc une constante positive C\ (ne dépendant que de m, n et M) telle qu'on
puisse majorer ̂ g par :

CK' (|^2 ~h~C\ +l)26? le-2t2(w2-l)ICîR-w^--^) mq ^((^-Dl^Re^c)
\ R /

II est clair que ̂  (c, œ) est réunion de toutes les parties convexes compactes K considérées
dans la note qui suit l'énoncé du lemme 7.3.

f " 1Posons Q^xeC^1/]"! (l-(|xJ/R))>l/2 et sup|xJ<R [ . On constate alors que
l 1=0 i J

pour que la série ^ ^gÇt^ t^ x) converge il suffit que xeQ et (^, ^)e^(c, œ) où
î=0

c^Ci-3, 0<(ù<e~2Gî^ et où (c, œ) vérifie la condition (cùi<l) :

^3f7 yiQ p^-m^(Max/2)(logœ,c)^ 1

' 2"

On prouve de la même façon la convergence de la série

h(t, x)= ^ ^l-w2°^-(w-w2)^^(^ x).
4=0
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Pour achever la preuve de la proposition 4.5 nous devons démontrer le lemme suivant :

LEMME 7.21. — 1° 5';' g est de détermination finie [resp. et en plus à monodromie
unipotente} alors il en est de même de h(t, x). 2° Si a(x, D) est à caractéristiques simples
et si g est dans la classe de Niisson alors il en est de même de h (t, x).

Preuve. - Admettons provisoirement le 1° et prouvons le 2°. Posons
p(x)=kl(x)x . . . xA^x). Les résultats du paragraphe 1 et la preuve du lemme 2.4
montrent qu'il existe C>0, un polydisque ouvert U^ de centre l'origine et un voisinage
effilé W^ de (k2)-1 (0) tels que

VxeU^nW^, C|^(x)|^|^(x)|^|^(x)|.

Considérons une fonction g(t, x) holomomorphe sur ^(c^, G)i) x 17 et appartenant à
la classe de Niisson. On peut donc majorer le prolongement ramifié de
g(ïog x°, log fe2^), x) le long d'un chemin tracé dans W^ OUi par une expression du
type Cte^\k2(x)\~'N. Plus précisément il existe N>0, R/>0 tels que (avec les notations
de la note qui suit l'énoncé du lemme 7.3) pour tout compact K/ de ^(c^, û)i) de la
forme :

K^HA+LÛ-S^+I , c+2, e(ù)

on a, pour tout t de K/

(*) x^gÇt,x)^C^^'(x)

ou

CK^^-T^A,^.

(^c+a-l) représente en gros la distance de p ' ( K ' ) au lieu singulier (fe2)"1 (0), p ' désignant
le revêtement introduit dans la proposition 2.2. Reprenons les notations de la preuve de
la proposition 4.5 et considérons Re]0,R73[, c<0, et œe]0,l[ tels que l'inégalité (^)
soit vérifiée. Dans le cas à caractéristiques simples on a m^ = 1 (et d ' = 0), donc le terme
e\e~2t2(m2~l)\ n'apparaît pas dans les majorations qui nous ont permis de prouver la
proposition 4.5. Considérons un compact K de ^(c, œ) de la forme K=I(A, a, b, c, œ)
comme dans la preuve de la proposition 4.5. Il est clair que pour tout (?i, t^) de K
on a :

(|r2-^-c|2+l)^-4û-4c(2+2A) loo.

On peut supposer que g(t, x) vérifie (^). La preuve de la proposition 4.5 montre alors
qu'il existe C>0, Ri>0 ne dépendant que de n, m, R'>0, R>0 et des coefficients des
opérateurs tels que pour tout t de K on a :

x^/^,x)^CK-Cé?-4û-4c(2+2A) looa)5l.

Ceci prouve que h (t, x) appartient à la classe de Niisson.
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Maintenant nous allons aborder la preuve du 1° du lemme7.21. Reprenons les
notations de la définition 2.1 et considérons œ^ >0 et c^ <0; l'application suivante définit
un difféomorphisme analytique :

X(ci,œi)-^D^xÙ^

(M, V) ̂  (U, V/U).

Supposons alors g(t, x) de détermination finie, en raisonnant comme dans le cas classique
(voir [1]) d'une fonction de détermination finie holomorphe ramifiée autour d'un diviseur
à croisement normal, on obtient que g est somme finie de termes du type :

(^^) f(t^ t^ x)=a(et^ é^i, x)e^^e^t2t^ty

où ai, o^eC, n^ n^eN, a(z, z\ x) est holomorphe sur un ouvert du type
Hoi x H?^ x U7, U' désignant un polydisque ouvert de centre OeC^1. Si de plus g est à
monodromie unipotente alors on peut supposer que les a; appartiennent à Z. Rappelons
que la proposition 4.5 assure la convergence de la série ̂ ^^o^"^"^0^/^ x)

q

sur un ensemble ^(c, œ) x Q où c<c^ - 3 et œ<é?~2 û)i; Dans l'énoncé du lemme suivant
nous poserons c^c+^/l).

LEMME 7.22. — Soit f(t^ t^, x) la fonction donnée par la formule (^^). // existe
quatre nombres complexes \JL^ ̂  ^3, ̂  tels que pour tout i+j, ^-^Z, une partie
finie B de {n^x l^ 2 et pour tout ( ^ , P ) e ^ J x B une fonction holomorphe sur
D,xï),cxir

(z, z\ x)-^aq^(z, z , x)

telles que

2^ o ̂ -(m-w2) o jf^/= ^ ^^ +J^ t^ t^ a^ p (^1, ̂ 2 -<i, )̂.
P=(Y1.Y2.P1.P2)6B

5'f de plus fest à monodromie unipotente [i.e. si (a^, a^e Z2] on peut supposer a o=0 dès
quep^x^j2 .

Preuve du 1° du lemme 7.21 à partir du lemme 7.22. - D'après la proposition 4.5 on
sait que la série de fonctions ^^i'^o^^-^ojfîy^ ^) converge uniformément sur
les compacts de ^ (c, œ) x Q. Nous allons prouver que pour chaque P e B la série de
fonctions ^ û q p (^1,^2-^1^ ^) converge uniforméement sur les compacts de ^(c, œ)xQ.

q

Raisonnons par l'absurde, pour fixer les idées on peut supposer qu'il existe
(Hi» H2? P'i^ ̂ y^o61^ te^ q116 les deux propriétés suivantes soient vérifiées :

(û) La série ^û^^(^i, ^2-^ ^) ne converge pas uniformément sur les compacts de
9

^(c, œ)xQ.

(b) Soit P=(ui, ^^1^2) eB. Si ^i>/?'i ou si /?i=//i et 7?2>7?2 alors la série
Z^, p(^1» ^2-tl, -<") converge uniformément sur les compacts de ^(c, œ) x Q.
î
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Considérons alors T^, T^ les opérateurs de translation définis par

(TlM)(^l, ^)==M(^+2;7C, ,̂), C^)(^ ^)=^(^, ^+2/7l).

Posons N= max O^^^4'?)- D'après la proposition 4.5 la série de fonctions
(ïl' Y2.P1. ^2)68

de terme général :

Uq = (TI - ̂ 2l^1 Id/10 (T2 - e21^ Id)^
0 ]"[ ̂ i-e^Uy^^-e^jïdy^^^^^^-^^^fÇt, x)]

1 ^ 1
J^2

converge uniformément sur les compacts de ^?(c, œ) x Q. Rappelons que pour l^j^—[ij
n'appartient pas à Z. La propriété (b) montre alors qu'il existe une constante CeC* et
une série de fonctions ^ Vq(t, x) convergeant uniformément sur les compacts de

q^O

^(c, œ)xQ telle que V^el^J on a : Uq(t, x)-=v^(t, x)-\-Ca^^(etv, ̂ 2-tl, x) pour tout
(^, ^? x)e^(c, œ)xQ. Ce fait contredit la propriété (a). Enfin si/est à monodromie
unipotente alors ce qui précède montre que h(t, x) est somme finie de fonctions à
monodromie unipotente. Le lemme 3.8 et le rappel 3.7 montrent alors que h (t, x) est à
monodromie unipotente. Ceci prouve le lemme 7.21.

Preuve du lemme 7.22. — Rappelons que/(^, t^, x) est définie par l'égalité (^^a»c)
écrite avant l'énoncé du lemme 7.22. Soient ^ i ,^ 6^- On observe que ^10^2/,
TI ̂ 1 ° ̂ |2/, T^ Q>\10 Q^f peuvent s'écrire comme une somme finie de termes qui sont
du même type que (^a^) où la somme des exposants de ^ et de ^ est majorée par
/îi+^2, et dans le cas de T^^^p/on remplace Oy par 81^(001+002), 8 .̂ désignant le
symbole de Kronecker. La structure de la preuve de la proposition 4.5 montre alors que
nous pouvons nous contenter de prouver le résultat du lemme 7.22 pour
2^°2^f(t,x) {h^h^eM) au lieu de pour S^0^^-^0 ̂ f(t, x). Nous tra-
vaillerons donc avec :

Otc^) f(t^ t^ x)=a(et^ é^i, x)e^e^t^t^.

Écrivons le développement de Laurent de a relativement aux deux premières variables :

+00 +00

a(et^et^,x)= ^ ^ ^^-^a^(x).
k= — oo J'i= — oo

Soit R'>0 tel que le polydisque fermé de rayon R' et de centre OeC"4'1 soit inclus dans
17, on a :

V/z, fceZ, ^(x)^C(/i,fe)<(x)

où les C (A, k) vérifient les conditions de décroissance évidentes pour assurer la conver-
gence de la série pour tout (e11, ̂ 2-tl) élément de D^xDgci. Cela dit, rappelons la
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formule suivante démontrée dans le lemme 7 .6 :

h2 1 (-}}b+l ^2
^-h2^(k+ ̂ )t2 tW== y v ^ ^-b)t^ ^^(k+^+b)a^

^i(é-l)! (h^-b)\ ]^

Soient zeC* et P(o) un polynôme de degré ^N on vérifie alors aisément que :

P2 F N P^fon0^
P(a)ezada=\ e-^Ç-l)1-^-

Jti+c L 1=0 z _jff=ti+c

En utilisant les deux formules précédentes et leurs analogues pour ̂ 1 on vérifie aisément
que :

^.^lo^^^l^^-^^Pl^^^l ^2]

est somme d'un nombre fini indépendant de h et k de termes de l'un des trois types
suivants :

7 ̂ "l t! ^2 ^2 ̂ 1 ^ ̂ 2 -t!) {h {h çh ï! ^2 ^2

7 ̂ («i +«2) h e^ï e^ t\111-} ejl tl ej212 eu3 +a2) c

7 ̂ (ai+a2) ^2 ̂  (^2 -c) e^ t1111-2 ejl tl e3112 e'^3 +al) c

où Z désigne un nombre complexe de module ^ 1, où les entiers naturels /i, lz-> j^ J ^ J z
vérifient les inégalités l^n^ +n^-^-2,j\^h^ -\-h^ (1 ̂ ;'^3). Rappelons que le couple (c, ©)
est fixé : c < C i — 3 , co<^~2œl. En outre c^c+O^). On vérifie alors aisément que si
(e11, ̂ 2-tl) appartient à D^ x Dgc' alors on a :

|^2-c[ = l^-^i^l < l^'-^^l <^ l / 2 œ<œl

En outre on a |^| <^1. Enfin on choisit quatre nombres complexes Oy, 1^/'^4 tels que
0, o^, a^, ai+a^ appartiennent à la réunion des H y + Z et tels que j^—p^Z pour i^j.
En réordonnant convenablement les termes précédents et suivant lesquels se décompose
^^hlo^^h2f(t, x) on obtient immédiatement l'existence des fonctions
(z, z', x) -» û^ p (z, z', x) vérifiant les assertions du lemme 7.22.

REMARQUE 7.23. — Considérons brièvement le cas où l'opérateur a(x, D) ne possède
que deux hypersurfaces caractéristiques (z. e. d== 2), nous allons indiquer comment il est
alors possible de construire explicitement la solution du problème (0.1) en fonction des
données. On vérifie aisément que le second membre v du problème (0.1) est de la forme
g'ftog^Çx), logÂ:2^), x) où ^eJf(^xîD. Dans cette situation il est inutile de
désingulariser et la preuve se simplifie considérablement. L'hypersurface Â:2^
[resp. fe1 = 0] est de multiplicité m^ [resp. m—m^]. Comme d=2 une adaptation du
lemme 4.2 montre que le coefficient dans l'expression (4.2) de
(^~ t lô^)w20(^ - t2ô^)m-w2 ne s'annule pas à l'origine et que le coefficient c(x) dans
l'expression (4.2) de (^"^ô^)00^"^^)^^^ est identiquement nul dans le cas où
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û + é + | P | = w et (a>m^ ou b>m-m^). Posons ^^=e~^S^ ^^=e~^8^. Soit^e^o,
on définit alors les opérateurs d'intégration suivants :

Çh ^2
Q)~^u(t^ t^ x)= e^uÇG, t^ x)d(9, Q)^u(t^ t^ x)= e^u^t^ a, x)da

Jyo Jyo

Comme yo est une constante on observe que ̂  et ̂ -1 commutent pour i^j. Une légère
adaptation de la section 4 montre qu'il existe un opérateur ^f^ de la forme :

^ — V /, (y\ ^U ô^ 6î\-^Z <^-(w-m2)r)P
Jt/Z~ 2^ ,̂ H, pW^l ^2°^1 °^2 ^x

îi+H^w-1
3i+p+ | p | ^m

la fonction holomorphe ^,p,p étant identiquement nulle dans le cas où X+^i- t -1 p| ==w
et (k>m-m^ ou [i>m^); et cet opérateur Jf^ vérifie la propriété suivante : posons
g(t, x)=(\/c(x))g'(t, x), si MI (t^ t^ x) appartient à Jf(^ x Q) et est solution de l'équa-
tion u^g+^^u^ alors h(t^ t^ x)=^2' ( w - m 2 ) o^^m 2 M lOl» ̂  x) est telle q^

a(x, D)/^(logÂ:l(x), log^(x), x)=^(log^(x), logfe2^), x).

Or comme dans l'expression de J^ on a ^+n^w- l , on peut montrer facilement en
adaptant (avec des simplifications considérables dues au fait qu'il n'y a plus de commuta-
teurs) les résultats de 7 que la série ^ ^\g(t^ t^ x) converge dans un espace du type

^o
^(^xQ7). En utilisant le résultat de [5] on en déduit alors que dans le cas d=2 on
peut construire explicitement la solution du problème (0.1) en fonction des données.

8. Cas où le second membre du problème (0.1) est à monodromie abélienne

Le théorème 0.5 découlera du théorème suivant :

THÉORÈME 8.1. — Soient ^ une variété holomorphe, G un sous-groupe de difféomor-
phismes holomorphes de ^?, P un opérateur différentiel holomorphe sur ^ invariant par G.
On suppose que pour toute fonction h holomorphe sur ^?, P/z=0 entraîne que h est invariante
par G. Soient u et v deux fonctions holomorphes sur ^ telles que v soit invariante par G et
u soit solution de l'équation Pu=v. Alors G définit une représentation unipotente d'ordre
^2 de l'espace vectoriel F sur C engendré par les u°g, geG. Si cette représentation est
diagonalisable alors u est invariante par G.

REMARQUE 8.2. - L'exemple de ^==C, P = S / S z , u(z)=z, v(z)=\, G = groupe des
translations de vecteurs appartenant à Z, montre que l'hypothèse de diagonalisabilité ne
peut être omise si on veut que u soit invariante par G.

Preuve. - Pour geG on pose u°g=g.u. Désignons par F^ l'espace vectoriel engendré
par les g ' . u — g . g ' .u lorsque g et g ' décrivent G. On a F = F I + C M . Les hypothèses du
théorème montrent que V g, g ' e G on a : P (g' u - gg' u) = 0, g ' u - gg' u est invariant par G.
Donc V^, g ' e G on a (ïd-g)2 . g ' M==O. Donc G opère trivialement sur F^ et définit une
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représentation unipotente d'ordre ^2 de F. Dans le cas où l'hypothèse de diagonalisabi-
lité est satisfaite on a ( ï d - g ) . g ' u==0.

THÉORÈME 0.5. — Supposons que le second membre v du problème (0.1) soit à mono-
dromie abélienne, alors le groupe des commutateurs G du groupe fondamental n^ de

( à \ .^\( U Ky j définit une représentation unipotente d'ordre ^2 du C-espace vectoriel défini
\j=i /

par les germes (en un point fixe) de la solution u du problème (0.1). 5'; cette représentation
est diagonalisable alors u est à monodromie abélienne.

Preuve. - Le théorème 0.1 assure l'existence d'une solution u du problème (0.1)
holomorphe sur un certain revêtement universel ^. On sait d'après [5] que toute solution
(holomorphe sur S) de l'équation a (x, D)/= 0 est à monodromie abélienne. Par hypo-
thèse v est invariante par G; a(x, D) définit un opérateur différentiel holomorphe sur ̂
invariant par G. Le résultat découle alors du théorème 8.1.

Maintenant nous allons construire un contre-exemple pour indiquer que si le second
membre du problème (0.1) est à monodromie abélienne alors en général la solution ne
sera pas à monodromie abélienne.

Notons ^ le revêtement universel de C\{0,1}. Le groupe fondamental
^iCC\{0, 1}) de C\{0, 1} est égal au produit libre Z^Z. D'après le théorème de
NiIsson-Schreier le sous-groupe D des commutateurs de Z ^ Z est libre (à plus de deux
générateurs). La théorie des revêtements galoisiens associe à D le revêtement abélianisé
^ab de C\{0, 1 }, Tii (^!ib)=D. Introduisons les applications de revêtement

^-^ab, ^abq^C\{Q, 1}.

Notons t^ la variable de C\{0, 1}. ^ab est une surface de Riemann connexe non
simplement connexe, d'après le théorème (de représentation conforme) de Riemann
(voir [2]) son groupe de De Rham holomorphe n'est pas nul. En d'autres termes il existe
une 1-forme différentielle holomorphe œ sur ^ab qui n'est pas exacte; œ admet une
primitive u qui est holomorphe sur ^ mais qui n'est pas uniforme sur ^ab. Il existe une
fonction holomorphe v sur ^ab (v est donc holomorphe ramifiée autour de { 0, 1} et à
monodromie abélienne) telle que (ù=vq*dt^ et on a :

Su
— = v (u n'est pas à monodromie abélienne).
^i

Considérons C2 muni des coordonnées (zç, z^), désignons par A^, A^, A3 les droites
respectivement d'équations ZQ=O, Zi=0, Zi-Zo=0, considérons le difféomorphisme
holomorphe :

C^AlUA^l^-^C^xCXJO, 1}
(zo, Zi)^(zo, Zi/Zo)

Notons (^o, ^i) les coordonnées de C*xC\{0 , 1}, on a donc Zo==to, z ^ = t ^ t o . Si
g(to, t^) est holomorphe sur C* x C\{0, 1} alors en posant g(zo, Zi)=^(zo, z^/Zo) on
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obtient une fonction holomorphe sur C2\(Al U A^ U ^3) et

8g _ 1 ^g
ÔZi ZQ ar!

En posant ?(zo, zO=î;(zi/Zo) et iï(zo, z^)==u(zjzo) on obtient de la même façonnes
fonctions holomorphes ramifiées sur C2\(Al UA^ U ^3) et 8u/8z^=(llzo)v.(l/Zo)v est
à monodromie abélienne mais u n'est pas à monodromie abélienne. Posons
z=(zo, zQeC2, désignons par û(z, D) l'opérateur

_3_^/_ô_^_a_\
8zo ôzi Y^ZO 5zi7

Ai, Â2, A3 définissent des hypersurfaces de C2 caractéristiques simples pour a(z, D) et
issues de Zo=Zi=0. a(z, D)u est une fonction holomorphe ramifiée à monodromie
abélienne bien que u ne soit pas à monodromie abélienne. Désignons par H l'hypersurface
non caractéristique d'équation ZQ + z^ = 0, désignons par 8^ la dérivée normale relativement
à H. Il est clair que la solution u du problème

û(z,D)/=û(z,D)M

^/|H=^A O^2

n'est pas à monodromie abélienne bien que a(z, D)u et les données de Cauchy le soient.

9. Appendice A
Preuve du théorème 7.9

PREUVE. - Nous allons prouver le résultat en raisonnant par récurrence sur q. Les
inégalités 7?i+^2+/^l+ / ^2^4^ et q^qi^-k^k^^qm seront trivialement vérifiées.
Considérons le cas q= 1 et donc l'opérateur

(7.17) ^ ° ̂ ï1 ° ̂ i"^ ° ̂ ^-^

nous avons ici L^^-m^-^), L^Oi1-^) et :

(7.18) o_(L)-a+(L)=-V+w-W2, CT_ (L /)-a+(L')=-^1+W2.

Si n1 ̂ ^2 et À,1 <m-m^ alors (7.17) est de la forme (7.1) et le 2° du lemme 5.8 montre
que (7.17) est égal à :

m—m-^—î.^ — 1

(7.19) ^-m^o^-m^ ^ ^K;
1=0
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où K[ est la somme d'au plus g^"^ termes de la forme

±^^Q)\2\e^

où a+^V+^-w+Zet A= -À^+W-W^+À-/ -1 .
Cette dernière égalité montre - compte tenu de (7.18) - que (7.13) est vérifié. Le

nombre à' défini avant les relations (7.7) est ici nul. Comme À,1 + ̂ 1 ̂ m il est clair que /
majore a+b et donc (7.11) est vérifiée. En outre les relations (7.18) et (7.7) montrent
que :

|ô / l | ^w-? l l -^ l =/- (û+À)=a_(L)-a+(L)+a_(L ' ) -a+(L / )

donc (7.12) est vérifiée. Le terme ^\l-m+m2Q^l-^2 ^^ autre que le terme (7.6).
Enfin / décrit au plus m valeurs dans (7.19), comme w+ 1 ̂ m et p,1 -m^m il est clair
que (7.19) est somme d'au plus 4 w x8 m termes du type (7.6), (7.9). Si ^ <m^ et
^^m-m^ alors (7.17) est égal à ^-^o^-m+m;, ̂  ^ç^ ^^ç ̂  ̂  ̂ .̂  ̂  ^
Si rkl>m-m^ et ILI^^ alors ici ûT=l , (7.17) est de la forme (7.3) et le 1° du
lemme 5.8 montre que (7.17) est égal à :

j- '"2 H xTO^-P^

^-^o ̂ l-w+m2l. V <^-fl(7.20) ^-^o^-m+m^ ^ ^^^

L ï==o
^m-ÎL1-^1

où K^ est la somme d'au plus 8X 1~W + W2 termes de la forme :

±.^^\Q)\e^

oùâ+^^+j^-w+ZetA^-À^+w-^+l .
Cette dernière égalité montre - compte tenu de (7.18) - que (7.16) est vérifiée. Le

nombre d' défini avant les relations (7.7) est ici égal à 1. Comme l'hypersurface ^=0
est caractéristique on a À,1 ̂ m- 1, il est alors clair que (l^m^ - [i1 - 1) :

â ? + À = ^ l + ^ l - W + / ^ X l + ^ l - W + W 2 - ^ l - l = W 2 + V - W - l ^ W 2 - l .

Donc (7.14) est vérifiée. En outre d'après les relations (7.7) et (7.18) (et le lemme 4.2)
on a :

| 8 / l | ^w-V-^ l - l= / - (û+À)- l==a_(L)-a+(L)+a_(L / ) -a+(L / ) - l .

Donc (7.15) est vérifiée. Le terme ^-^a^-m+m^ ^ç^ ^^ç q^ç ^ .̂̂ ç çj ^
Enfin / décrit au plus m valeurs dans (7.20), comme w+ 1 ̂ 4^ et À,1 -w+w^^w il est
clair que (7.20) est somme d'au plus 4"1 x 8"* termes du type (7.6) ou (7.10). On a donc
prouvé le théorème pour ^=1. Soit q^ 1 supposons le théorème 7.9 démontré au rang q.
Considérons l'opérateur

(7.21) ^^^f^o^f^o^-^-m^
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Pour démontrer le théorème 7.9 nous devons analyser le terme composé (7.21)° (7.8).
Nous distinguerons trois parties suivant que (7.21) soit du type (7.1), (7.2) ou (7.3);
dans chacune de ces parties nous distinguerons trois cas suivant que l'on étudie les termes
composés (7.21)° (7.6), (7.21)° (7.9), (7.21)° (7.10). Nous montrerons que chacun de
ces trois types de termes est somme d'au plus (64)w termes du type (7.6), (7.9) ou (7.10).
Nous poserons :

LI =(À4 '1 '1—w+w^ À ^ — w + w ^ , . . ., À^—w+w^) ,

L^Oi^1-^, ^-w^ . . ., \^-m^.

Les relations (7.7) permettent alors d'écrire :

^(LO-o^L^a.a^-a.^+w-^-^1

a_(^)-a^(^)=a_(L /)-a^(L /)+m,-^+ l(7.22)

nous aurons à considérer l'opérateur suivant [qui est du type (7.6)] :

(7.23) Qi^-(L1) ° ̂ 2°~ ̂  ° ̂ +(L1) ° ̂ + (L1).

PREMIÈRE PARTIE. - Supposons ^+1 ̂  W2 et ^4+1 < m - m^.

- Premier cas. - Étude de (7.21)° (7.6).

— Premier sous-cas. — Supposons [lq+l—m^^(J_(Lf), comme ^i~1 et 2^ commu-
tent on vérifie aisément que (7.21) ° (7.6) est égal à

^-(o_ (L'î-^+^m^o^-^- (L)+m-m2-^ + l )o^<T+ (L)o^o+ (L')^

Ce terme n'est autre que (7.23), il est donc du type (7.6).

Deuxième sous-cas. — Supposons [iq+l—m^>a_ (L'). Alors nous devons faire commu-
ter ^q+l-^2-^-^ et ^-(^-(i^-^-^1). Le 2° du lemme5.8 montre que
(7.21)° (7.6) est égal à :

(7 24) ^-(CT- (L)+w-w2-^+ l)o^+ (L)o^^+l-m2-(T_ (L')+o+ (L')

o_ (U+w-w^-î^'1 '1-!.

+ E ^2'K;'
î=o

lïa- (L)+m-).q+l-^^q+l+a- (U)

où K'i' est la somme d'au plus ̂ q+l-m2-v- ̂ (^8'") termes de la forme :

(7.25) ± e^ TI ̂ +^(u) ̂ +0+ (L)

oùû+^?==^+l+^+l+/-w-c^_(L)-a_(L')et:

(7.26) A=CT_(L)+w-W2-^ + l +&- / - l .
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L'opérateur suivant :

^-(o- (D+m-m^-^+^^^q+^-m^-a. (L')+o+ (L')o^o+ (L)

n'est autre que le terme (7.23), il est donc du type (7.6). Considérons un terme du type
Q^-d .15) et prouvons (7.13). Les relations (7.26) et (7.22) montrent que :

A=a.(L)-a+(L)-^m-m2-'kq+l-^b-^a+(L)-l-\

=a_(Li) -a+(Li) - /+é+CT+(L)- l .

Ceci prouve (7.13). Le nombre à' est ici le même pour L^ et L[ que pour L et U.
Prouvons (7.11). Reprenons les notations utilisées pour définir (7.25), Le (c) du
lemme 7.2 montre que :

/+rf ' (W2-l)^ /+CT+(L)+CT+(L' ) -CT_(L)-CT_(L' )

^/+^ + l +^ î + l -w+(T+(L)4-CT+(L ' ) -CT_(L)-CT_(L / )^û+&+CT+(L)+a+(L 7 ) .

Ceci prouve (7.11). Prouvons (7.12). Les relations (7.22) permettent d'écrire :

l-(a^b^a+(L)^ÇJ+(Lf))=a_(L)-^a_(Lf)-G+(L)-ç5+(Lf)^m

_^+i_^+i^^_^)-o^(LO+a_(L'0-a^(L7 , ) .

L'inégalité (7.12) découle alors des inégalités (7.7). Enfin / décrit au plus m valeurs dans
(7.24), comme m + 1 ̂  4m il est clair que le terme composé (7.21) ° (7.6) est somme d'au
plus 4"1 x 8"1 termes du type (7.6), (7.9) ou (7.10).

Deuxième cas de la première partie. — Étude de (7.21) ° (7.9).

Premier sous-cas. — Supposons [iq+l—m^^p^ (et 'kq+l<m—m^) alors (7.21)°(7.9)
est égal à

^-(Pl+m2-^+ l)o^-(P2+w-w2-^+ l)T ^1^2^!^

Le nombre d' est ici le même pour L^ et L[ que pour L et L'. Prouvons (7.11),
l'hypothèse de récurrence affirme que p^ + d ' (m^ — 1) ̂  h^ + h^, comme m — m^ — À^1 ̂  0
on obtient immédiatement (7.11). Prouvons (7.12), l'hypothèse de récurrence affirme
que :

|8 / l |+ . . .+ |8 / < ^ | ^ l+^-^- /^2-^=o_(L)+a_(L') -a+(L)-a+(L / ) - r f /

Les relations (7.22) et l'inégalité \yq+l\^m-'kq+l-[iq+l montrent alors que (7.12) est
vérifiée. Prouvons (7.13), l'hypothèse de récurrence et les relations (7.22) permettent
d'écrire :

Ai=a_(L)-a+(L)-^+^-l

=a_(L)-(7+(L)+W-W2-^+ l -092+W-W2-^+ l )+/^2- l

=a_(Ll)-a+(LO-(^+w-W2-À€-h l)+/^,- l
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Ceci prouve (7.13).

-Deuxième sous-cas. - Supposons \^+l-m^>p^ (et fkq+l<m-m^. Alors nous
devons faire commuter ^^-^-Pi) et ^-<P2+'"-^2-^+1). Le 2° du lemme 5.8 montre
alors que le terme composé (7.21)° (7.9) est égal à :

(7 . 27) ^-(P2+m-m2 -^+ 1) o ̂ q+ 1 -m^-Pi) o T^ ̂ 1 ̂ 2 ̂ A! c

p^+w-m^-^"1 '1-!

+ E ^2'K,"
1=0

^pl+pz+w-^1-^1

où K;' est la somme d'au plus g^''1""12"^1 (^8"*) termes de la forme

(7.28), ± TI ̂ î ̂  ̂ Ti ̂ 1 ̂ 2 ̂ Al c

si beN* le terme précédent est identiquement nul, on peut donc supposer b=0 et alors
^==^+i+^+i-^-^^-^+/(û^w) et on a :

(7.29), A=p^m-m^-^q+l-l-l.

Le 2° et le 3° du lemme 5.7 montrent que le terme (7.28), avec - b=0 - est la somme
d'au plus 2° (^2^ termes du type :

(7.30), ±rT,^^eBC

où h\ + h'^ = Ai + À2 + û, B e Z et on a :

(7.31), B + I - A ^ A + I + A I + I - ^ .

Le nombre ûT est ici le même pour L^ et L\ que pour L et L'. Prouvons (7.11) pour un
terme composé ^^C7-30^ l'hypothèse de récurrence montre que :

/^1+/Î2-^2+/^/+^(W2-1)

comme 'kq+l+^q+l-m-p^^0on peut alors affirmer que :

^+/^2=Al+A2+^= / î l+ / ^ 2+^ + l +^ + l - w -^ l -^2+/^ /+ r f / ( w 2- l ) •

Ceci prouve (7.11). Prouvons (7.12), l'hypothèse de récurrence et les relations (7.22)
montrent que :

l-h'.-h^-d'^p^p^-h.-h^m-^1-^1-^

=a_(L)+a_(L /)-a+(L)-a+(L /)+w-^+ l-^+ l-^

^.(LO+a.a^-a^LO-a^L7!)-^.
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(7.12) découle alors des relations (7.7). Prouvons (7.13) pour un terme composé
^2 ^(7.30)t. Les relations (7.31)^ et (7.29)^ et l'hypothèse de récurrence montrent que :

B+l-^+^/^+w-^-À^+Ai+l- /^

=w-W2-^ + l +^+Al+l - /^2=a_(L)-a+(L)+w-W2-^ + l .

Les relations (7.22) montrent alors que (7.13) est démontrée. Maintenant nous devons
étudier le terme

(7.32) ^(P2+^-^2-^+l)^+l-^2-PlT^^1^2^AlC

Le 2° du lemme 5.7 montre que (7.32) est la somme d'au plus 2^1 -^ -^i ( ̂  2^ termes
du type :

(7.33) ^^^"^"^^Ti^î1^^'0

où A / /+/^2 /=/^l+A2+^ 4 + l-w2-/?l et on a :

(7.34) B'+l- /^=l+Ai-/^ .

Rappelons qu'ici d ' est le même pour L^ et L\ que pour L et L7. Prouvons (7.11)
pour chaque terme (7.33), l'hypothèse de récurrence et l'inégalité
m - m ̂  - ̂  +1 ̂  ̂  +1 - m ̂  -p^ permettent d'écrire :

^2+W-W2-^ + l +ûf / (W2- l )^ /^ l+ /^2+W-W2-^ + l

^1+A2+^+1-W2-^=/^+/^.

Ceci prouve (7.11). Prouvons (7.12) pour chaque terme (7.33), l'hypothèse de récurrence
et les relations (7.22) permettent d'écrire :

-^+/?2+W-W2-^+ l-/^ / /-^=Jr?l+^-Al-/^2+^-^+ l-^+ l-^

-a.^-a^+CT.^-a^L^+w-^1-^1-^

^.(L^+a.a^-a^LO-a^)-^.

Les relations (7.7) entraînent alors (7.12). Prouvons (7.13) pour chaque terme (7.33),
l'hypothèse de récurrence et la relation (7.34) montrent que :

^2+W-W2-^ + l +B / +l - /^2 / =^- /^2+l+Al+W-W2-^ + l

^CT.^-a+^+w-w^-^1.

Les relations (7.22) entraînent alors (7.13).
Maintenant nous devons majorer le nombre des termes. Dans (7.27) / décrit au plus

m valeurs et il apparaît au plus 2wx8w termes composés du type ̂  ̂ (7.30)^. Par
ailleurs il apparaît au plus V termes du type (7.33). Comme w^^, on constate que le
terme composé (7.21)° (7.9) est somme d'au plus

^m x ^w x 8"1 + 2"1 ̂  (64)'"
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termes du type (7.6), (7.9) ou (7.10).

Troisième cas de la première partie. — Etude de (7.21) ° (7.10).
Premier sous-cas. - Supposons ^^-m^q^ (et fkq+l<m-m^) alors (7.21)°(7.10)

est égal à

^(4l+m2-^+l)o^^2+w-w2-^+l)T2^1^2^A2c.

Le nombre à' est ici le même pour L^ et L[ que pour L et L'. Prouvons (7.14),
l'hypothèse de récurrence affirme que k^-\-k^d' (m^ — 1), et entraîne trivialement (7.14).
Prouvons (7.15), l'hypothèse de récurrence et les relations (7.22) montrent que :

^+W2-^ € + l +^4-W-W2-À Î + l - /^ l -Â;2

=a_(L)-CT+(L)+a_(L^-a+(L')+w-^+ l-^i< ^ + l

=a_(LO-a^(L,)+a_(H)-a^(H)

Les relations (7.7) montrent alors que (7.15) est prouvée. Prouvons (7.16), l'hypothèse
de récurrence montre que :

^+w-W2-À Î + l +A2-l -Â:2=a_(L)-a+(L)+w-W2-^ + l .

Les relations (7.22) montrent alors que (7.16) est vérifiée.

Deuxième sous-cas. — Supposons [iq+l—m^>q^ (et 'kq+l <m—m^). Alors nous devons
faire commuter ^l-m2-^ et ^^2+^-^2-^+l). Comme l'opérateur ^ï^'-^-^o^
est identiquement nul, le 2° du lemme 5.8 montre alors que le terme composé
(7.21)°(7.10) est égal à :

q^+m-m^-'k^'^1-!

(7.35) I: Q^K','
1=0

l^qi+qi+m-^1-^1

où K;' est la somme d'au plus g^1"^-^ (^8"*) termes de la forme

(7.36)^ ± TI Q)\ 2\ e^ T^ 2\12\1 e^

si ûeJ^* le terme précédent est identiquement nul, on peut donc supposer a=0 et alors
é^-^+^-w-^-^+^^wtetona :

(7.37)^ A+l-^+^^+w-w^-^1 .

Le 1° du lemme 5.7 et l'identité rT^orT^=e~crT^ montrent que le terme (7.36)j — avec
a=0 — est la somme d'au plus 2fc(^2w) termes du type :

(7.38), ±rT^^Q^eBC
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oùÂ:'i+Â:2=A:i+Â:2+é, BeZ et on a :

(7.39)^ B+l-Â:2=A+l-é+A2-l-Â:2.

Le nombre à' est ici le même pour L^ et L'i que pour L et L\ Prouvons (7.11) pour un
terme composé Q^10^ .W\ l'hypothèse de récurrence (7.14) montre que :

k^k^l^l+d'(m^-\)

comme ̂  +1 + À4 +1 - m - q^ - q^ ̂  0 on peut alors affirmer que :

^+À:2=fcl+Â:2+é=Â;l+A:2+^+ l+^-h l-W-^-^+/^/+^(W2-l) .

Ceci prouve (7.11). Prouvons (7.12), l'hypothèse de récurrence (7.15) et les relations
(7.22) montrent que :

l-k'^-k'^-d^q^q^-k^-k^-d'^m-^1-^1

=CT_(L)+a_(L /)-a+(L)-a^(L /)+w-^+ l-^+ l-^

=a_(LO+a_(^)-a^(Ll)-a^(^)-rf / .

(7.12) découle alors des relations (7.7). Prouvons (7.13) pour un terme composé
^ ° (7.38)^. Les relations (7.39)^ et (7.37)^ et l'hypothèse de récurrence (7.16) montrent
que :

/+B+l- fe2=^2+^-W2-^ + l +A2-l - fe2 = ^-(L)-a+(L)+W-W2-^ + l .

Les relations (7.22) montrent alors que (7.13) est démontrée. Maintenant nous devons
majorer le nombre de termes. Dans (7.35) / décrit au plus m valeurs et il apparaît au
plus 2 m x8 w termes du type ^^^(l.ï^i. Comme m^l"1, on constate que le terme
composé (7.21) ° (7.10) est somme d'au plus 2"* x y x 8'" termes du type (7.6), (7.9) ou
(7.10).

DEUXIÈME PARTIE. - Supposons ^+1 ̂  W2 et ^+1 ̂  m - m^.

Premier cas. - Étude du terme (7.21° (7.6). (7.21)° (7.6) n'est autre que (7.23), il
est donc du type (7.6).

Deuxième cas. - Étude du terme (7.21)° (7.9). Cette étude est rigoureusement identi-
que à l'étude du premier sous-cas du deuxième cas de la première partie.

Troisième cas. - Étude du terme (7.21)° (7.10). Cette étude est rigoureusement
identique à l'étude du premier sous-cas du troisième cas de la première partie.

TROISIÈME PARTIE. - Supposons [iiq+l<m^ et fkq+l>m-m^ Dans toute cette (dernière
partie) le nombre d'indices ie{ 1, . . . ,^+ 1} [resp. { 1, . . .,q }] tels que K^m-m^ est
égal à ûf '+ l [resp. d'\.

Premier cas. - Étude (7.21)° (7.6).
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Premier sous-cas. - Supposons 'kq+l-m^-m^^<J_ (L). Alors (7.21) ° (7.6) est égal à

^-(o_ (Lf)-^+l+m^^Q,-(a- (L)+w-W2-^+ l )o^<y+ (L) o ^<r+(L')^

Ce terme n'est autre que (7.23), il est donc du type (7.6).

Deuxième sous-cas. - Supposons rkq+l-m-\-m^>Ç5_ (L). Alors nous devons faire
commuter ^+l-^-^^2-^-(D) et ^-(^-(L')-^1-^). Le 1° du lemme5.8 montre que
(7.21)° (7.6) est égal à :

(7 40) ^~(fI~ (L')~Viq+l+m2)a^'kq+l~m+m2~a- (L)+o+ (L))o^<r+ (L')

CT- (L')-^'1'1^-»^-!.

+ E ^r'K,
î=o

ï^(r- (L')+<r- (L)+m-'kq+l-^^q+l

où K^ est la somme d'au plus g^4'1-"1-^-0-^^^ termes de la forme :

(7.41) ± Î2 ̂ ^^-^(L/) ̂ +CT+ (L) ̂ Ac

o ù û + & = ^ + l + H Î + l - w - a _ (L)-a_ (!/)+/, AeZ :

(7.42) A- l -&=-^ + l +w-W2+o^_(L) .

Comme CT_ (L^) est ici nul, l'opérateur suivant

f-f 43\ ^-((T_(L')-^+ l+m2)o^^+ l-w+m2-<^- (L)+(T+ (L)^CT+ (L')

n'est autre que le terme (7.23), il est donc du type (7.6). Considérons un terme du type
Q>^10 (7.41) et prouvons (7.16). Les relations (7.42) et (7.22) montrent que :

A-l-&-a+(L)=a_(Li)-a+(LO.

Ceci prouve (7.16). Prouvons (7.14) pour un terme du type ^^^(l.^l). Comme
^ + ^ < W 2 on a a+ (L^)=a+ (I/), le (b) du lemme 7.2 (appliqué avec L^ et L[ à la place
de L et L') montre que :

(^+l)(m2-l)^-a_(LO+a^(LO+a+(H).

Il est clair que a + b ̂  ̂  +1 - m + m^ - a _ (L) - 1, les relations (7.22) montrent alors que :

( r f / +l) (m2- l )^^ + l -w+W2-CT_(L)+a+(L)+a+(L / )^û+f t+a+(L)+CT+(L / ) .
i

Ceci prouve (7.14). Prouvons (7.15). Les relations (7.22) permettent d'écrire :

/ - ( f l+A+a+(L)+CT+(L / ) )=a_(L)+a_(L / ) -a-^(L)-CT+(L / )+w-^+ l -^+ l

=a_(LO-a^(LO+a_(L7 , )-a^(L^).
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L'inégalité (7.15) découle alors des relations (7.7). Enfin / décrit au plus m valeurs dans
(7.40), comme m + 1 ̂  4"*, il est clair que le terme composé (7.21) ° (7.6) est somme d'au
plus ^m x 8'" termes du type (7.6), (7.9) ou (7.10).

Deuxième cas de la troisième partie. - Étude de (7.21)° (7.9).

Premier sous-cas. - Supposons ^+1 -m^m^p^ (et ^q+l<m^) alors (7.21)° (7.9)
est égal à

^-(Pl+W2-H< ^ + l)o^-(P2+m - w2 -^+ l) ^ '^ ^l ̂ 2 eAic

Prouvons (7.11), l'hypothèse de récurrence affirme que p ^ d ' (m^- 1)^/^+/^, comme
m—m^—fkq+l+m^—l^0 on obtient :

/?2+w-W2-^+ l+(âr+l)(w2-l)^/^l+/^, .

Ceci prouve (7.11). Prouvons (7.12), l'hypothèse de récurrence affirme que :

\Sll\+...+\6fq\^p^p^-h,-h^-df=o_(L)^o_(Lf)-cJ^(L)-o^(Lt)-df

les relations (7.22) et l'inégalité lô'44'1 l^w-À^1-^4 '1- 1 montrent alors que (7.12)
est vérifiée. Enfin pour prouver (7.13) il suffit de recopier la preuve du premier sous-cas
du deuxième cas de la première partie.

Deuxième sous-cas. - Supposons 'kq+l-m-}-m^>p^. Alors nous devons faire commu-
ter ^+1-^+"*2-P2 et ^-(Pl-^+l+"*2). Comme l'opérateur ̂ ^-^^-^o^ est identi-
quement nul, le 1° du lemme 5.8 montre que le terme composé (7.21) ° (7.9) est égal à :

p^-^+i+m^-l

(7.45) ^ ^K/
1=0

l^Pl+P2+m-'kq±l ̂ +1

où K, est la somme d'au plus g^1"^^"^^^) termes de la forme :

(7.46)^ ± T^ 2\ Q)\ e^ T^ ̂ i ̂ 2 ̂ c

si b e ̂ * le terme précédent est identiquement nul, on peut donc supposer b = 0 et alors
û=À< ^ + l+^ 4 + l -w-/?l- /?2+/(â^w)etona :

(7.47)^ A-^-^+w-^+j^.

Le 2° du lemme 5.7 et l'identité T^ ° T^ == ^c T^ montrent que le terme (7.46)j — avec
&=0 - est la somme d'au plus 2fl(^2w) termes de la forme :

(7.48)^ ±T2^1^2^Bc

où^+Â:2=Ai+/22+û, B e Z e t o n a :

(7.49), B- l -^=A-l+Ai+l-^ .
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Prouvons (7.14) pour un terme composé ^^°(7.48)^ L'hypothèse de récurrence (7.11)
affirme que :

d'(m^-\)^h^h^-p^

II est clair que m^— l^'kq+l—m-^m^ et que a^'kq+l—m-}-m^—p^—l, on peut alors
affirmer que :

( r f / +l) (W2- l )^Al+/ Î2-7?2+^ + l -W+W2^/^ l+ /^2+a .

Ceci prouve (7.14) pour un terme composé Q1^10^ .4S\. Prouvons (7.15). L'hypothèse
de récurrence (7.12) et les relations (7.22) montrent que :

/ - /^ l- /^2-û=/- /^l- /^2-^+ l- l^+ l+W+^l+^2-/

=a_(LO-a^(LO+a_(L^)-a^).

Comme \yq+l\^m—'kq+l—[lq+l—}. les relations (7.7) permettent d'obtenir immédiate-
ment (7.15). Prouvons (7.16) pour un terme composé 2^1 ° (7.48)^. Les relations (7.47)^
et (7.49)^ et l'hypothèse de récurrence (7.13) montrent que :

B=l+Â;2-^ + l +W-m2+^2+ A l+ l - / î 2=l+ Â : 2+ a - ( L ) -^+( L )+ w -W2-^ + l •

Les relations (7.22) montrent alors que (7.16) est prouvée. Maintenant majorons le
nombre de termes. Comme / décrit au plus m valeurs dans (7.45), l'inégalité m^l™
montre que (7.21)° (7.9) est somme d'au plus 2 m x 2 m x 8 m termes du type (7.6), (7.9)
ou (7.10).

Troisième cas de la troisième partie. — Etude de (7.21) ° (7.10).
Premier sous-cas. - Supposons Kq+l-rn+m^^q^ (et [iq+l<m^ alors (7.21)°(7.10)

est égal à

^-(4l+m2-^+ l)o^-(î2+w-w2-^+ l)T ^kl^fc2^A2c,

L'étude de ce terme est quasiment identique à l'étude du premier sous-cas du troisième
cas de la première partie.

Deuxième sous-cas. — Supposons 'kq+l—m-^m^>q^. Nous devons faire commuter
^+l-m+w2-42) et ^-^i-^1-^). Le 1° du lemme 5.8 montre que le terme composé
(7.21)° (7.10) est égal à

(7.50) ^^-^l-^+ l+»»2)o^+ l-m+m2-^o^^^^l^2^A2<'

^_^+1+^_1

+ S ^1-%
1=0

l^ql+q2+m-•kq+l-^^q+l

où K^ est la somme d'au plus 8^+ l - w + w2~ î2(^8m) termes de la forme :

(7.51)^ ± Ï2 2\ 2\ e^ Ï2 ̂ Ï1 ̂  ̂ A2C
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si aeN* le terme précédent est identiquement nul, on peut donc supposer a=Q et alors
6==^+i+Uî+i-^-^-^+/(é^m) et on a :

(7.52), A- l - é= -À < ^ + l +w-W2+^2•

Le 1° et le 3° du lemme 5.7 montrent que le terme (7.51), — avec a==0 — est la somme
d'au plus 2b(^2w) termes de la forme

(7.53), ±T^^^eBC

où^+Â:2=Â;i+Â:2+&, B e Z e t o n a :

(7.54), B-l-Â:2=A-l-é+A2-l-Â:2.

Prouvons (7.14) pour un terme composé Q^10^ .53)i. L'hypothèse de récurrence affirme
que k^ + k^ ̂  d ' (m^ — 1) par ailleurs on a :

& ^ - l + À € + l - w + W 2 - q^m^-\

on en déduit alors que :

^+^=^+^+é^^+^+W2-l^(r f / +l)(W2-l )

ceci prouve (7.14). Prouvons (7.15) pour un terme composé Q^10^ .5Ï)i. L'hypothèse
de récurrence (7.15) et les relations (7.22) montrent que :

l-k\-k^=l-k^-k^-b=q^q^-k^-k^m-Kq+l-\3iq+l

=a_(Li)-c^(Li)+o.(Ll)-a^(Ll).

Comme \yq+l\^m-'kq+l-[lq+l-l les relations (7.7) permettent d'obtenir immédiate-
ment (7.15). Prouvons (7.16) pour un terme composé Q)^1 ° (7.53),. Les relations (7.52),,
(7.54), et l'hypothèse de récurrence (7.16) montrent que :

B=l+^2-À- î + l+W-W2+^2+A2-l-Â ;2== l+^2+ a-(L)- a+(L)+w-w2-À ' 4 + l•

Les relations (7.22) montrent alors que (7.16) est prouvée. Maintenant nous devons
étudier le terme

(7.55) ^-^1-^+1+W2)°^+1-W+W2-^T2^Ï1^^A^

Le 1° du lemme 5.7 montre que (7.55) est somme d'au plus 2^+ l~w + w2-î2(^2w) termes
du type :

(7 . 56) ^^-(41 -^+ 1 +"*2) Ï2 ̂ 1 ̂ 2 ̂ <c

où Â:l /+Â:2'=^l+^2+À '4+l-w+w2~^2 et on a :

(7.57) B /-1-À:2'=A2-1-Â:2-À/^+1-^-W-W2+^2•
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Prouvons (7.14) pour chaque terme (7.56), l'hypothèse de récurrence (7.14) et l'inégalité
m^ - 1 ̂  - m + m^ + ̂ q+1 - q^ montrent que :

W2-l+^(W2-l)^-W+m2+^+ l -^2+^l+^2=^l /+Â :2 /

ceci prouve (7.14). Prouvons (7.15) pour chaque terme (7.56), l'hypothèse de récurrence
et les relations (7.22) permettent d'écrire :

^-^+l+m2-^-^7=^+^2-^l-^2+W-^+l-^ l'+l

=a_(LO-a+(LO+a_(H)-a^(Li) .

Les relations (7.7) entraînent alors (7.15). Prouvons (7.16) pour chaque terme du type
(7.56), l'hypothèse de récurrence (7.16) et la relation (7.57) permettent d'écrire :

B'=l+feï+A2-l - fe2-^ + l +W-W2+^2=l+ f e Ï+^-( L ) - a +( L ) + w - w 2-^ + l •

Les relations (7.22) entraînent alors (7.16). Maintenant nous devons majorer le nombre
de termes. Dans (7.50) / décrit au plus m valeurs et il apparaît au plus V x 8"* termes
du type ^°(7.53)^ Par ailleurs il apparaît au plus 2"1 termes du type (7.56). Comme
m^l"1, on constate que le terme composé (7.21) ° (7.10) est somme d'au plus

^m x ^m >< gm _^ ^m ̂  ̂ m

termes du type (7.6), (7.9) ou (7.10). Ceci prouve le théorème 7.9.

Appendice B
Preuve du 2° du théorème 3.1

La proposition 4.5 fournit un polydisque ouvert U et pour chaque 1 ̂ j^d un voisinage
effilé W de (V)'1 (0) vérifiant les assertions 1° et 3° du théorème 3.1. Considérons alors
un polydisque ouvert U^ de centre 0 vérifiant les conditions du lemme 2.4. Soit y une
hypersurface non caractéristique de Ui non incluse dans la réunion des
(W. U (^T1 (0)) Fl Ui et d'équation s(x)=0 où - avec les notations de la définition 2.3
- ^(x) est de la forme x° ou ^o+(x l/)l)(|^|>C) ou À^+^dÀ^C). La preuve du
1° du lemme 2.4 montre que quitte à diminuer Ui on peut supposer que sur Ui les
fonctions \a^(x, grad^(^)|~1, les difféomorphismes (et leurs inverses)

^i^o^^A (|?,|>C), x^(x°^x°^x\x") (|^C)
\ ^ /

/ X1

X->( X1, X°+ —, X

sont uniformément bornées.
Quitte à faire un changement de variables nous pouvons raisonner dans le cas de

l'hypersurface y d'équation s(x)=xl=0. Après avoir divisé l'opérateur a(x, D) par
û^(x, grad^(jc)) on se ramène à une équation de la forme :

Pu=(Dn;l-}-c(x,D^)u=v
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où [a |^w et 0^(0, m, . . ., 0).
Notons U'i le polydisque (pour les nouvelles coordonnées) ouvert de centre l'origine

de rayon R/ tel que R/(l +C) soit égal au rayon de U^.
Considérons un voisinage effilé W de l'hypersurface xl=0 ne rencontrant pas les

hypersurfaces caractéristiques et de la forme :

W={x=(xo,x\xff)e1U[|\xl\<r\xo\] où 0 < r < l .

Nous noterons A(w, R) le polydisque ouvert de centre meCn+l et de rayon R. Soit
R>0 un réel inférieur à la moitié du rayon du polydisque \J[. A l'aide du théorème de
Cauchy-Kowaleski on obtient aisément le théorème suivant :

THÉORÈME. — // existe e>0 indépendant du choix de y et de W tel que si m== (x°, 0, x")
appartient à A(0, Ry\{0}, si m' est un point de A (m, 8r|x°|) et si on note encore v la
fonction holomorphe sur A (w, s r \ x° \ ) définie par un germe de v au point m' alors il existe
une fonction holomorphe u sur A (w, s r \ x° \ ) vérifiant :

\Pu=v
iy^u\y=o, o^/^w-i.

NOTE. - Comme 0<r<\A(m, r/2\x°\) est inclus dans W. Un germe de v en m'
définit une fonction holomorphe sur A (m, r / 2 \x°\). Le théorème de Cauchy-Kowaleski
définit une solution u holomorphe sur A (m, s r | x° [ ).

Maintenant nous pouvons terminer la preuve du théorème 3.1. Posons

W={xeA(0,R)/\xl\<Kr\xo\}.

Fixons un point base Wo^W. Considérons un chemin continu F d'origine m^ paramétré
par te[0, 1] et tracé dans W. Un argument de compacité montre qu'il existe un nombre
fini de polydisques A^ = A (m^ e r \ x° \ ), 1 ̂  ; ̂  k où m, = (x?, 0, x [ ' ) e W et une subdivision
de [0, 1] : 0=^o<^ i< • • • <tk= 1 telle que pour tout ; de { 1 , 2, . . ., A:}F([^_i, ^]) est
inclus dans A^. Notons ^ le germe au point r(^.) obtenu en prolongeant v suivant la
restriction du chemin F à [0, ^]. Le théorème précédent fournit pour chaque 1 ̂ i^k une
fonction u^ holomorphe sur A, vérifiant P^=^.. L'ouvert convexe A^A^i rencontre
y, comme les m premières traces des u^ suivant y sont nulles on constate que u^ et u^^
coïncident sur A;nA^i. En revenant aux anciennes coordonnées on obtient facilement
le théorème 3.1.

10. Appendice C

Cette section est consacrée à la preuve du théorème suivant :

THÉORÈME 10.1. — Soit Y un -voisinage ouvert de T dans S. 77 existe œ>0 et un voisinage
ouvert 0 de OeC"^ tel que pour toutes données de Cauchy w'^ 0^h<m holomorphes sur
le revêtement universel de Y\T et de détermination finie [resp. et en plus à monodromie
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unipotente], pour tout point XQ de S C\ û et pour chaque choix de déterminations des
fonctions w'^ (0^h<m) au point XQ il existe des fonctions u1^, x), l^i^d holomorphes
sur ̂  x Q de détermination finie [resp. et en plus à monodromie unipotente} telles que le

d
prolongement ramifié le long des chemins de Q\ U K^ du germe u en XQ de solution du

j= i
problème de Cauchy

(10.1)
a(x, D)M==O

D;oM|s=^(x'), Q^h<m

coïncide avec ^ u1 (log k1 (x), x).

Nous suivrons de près la démonstration de [5] avec les simplifications dues au fait que
nous travaillons avec une seule équation au lieu d'un système. Chaque fonction u1 (t, x)
sera écrite comme somme d'une série ^ u[(t, x), en regardant la structure des u\(t, x)

fc^O

et en utilisant le résultat de convergence de [5] nous montrerons que u1 (t, x) est de
détermination finie.

Rappelons que pour œ>0, ^={zeC/Rez<logœ} est le revêtement universel du
disque pointé D^ de C de centre 0 et de rayon œ>0. D'après un résultat de [1] chaque
donnée de Cauchy œ;, (x'\ 0 ̂  h < m s'écrit sous la forme œ^ (log x1, x") (x" = (x2, . . ., x"))
où (t, x") \-> œ^ (t, x") est holomorphe sur un ouvert du type ̂  x U et est somme finie
de termes du type

(^) e^t^a(e\x")

où aeC, n^eN, (z, x") i-> a (z, x") est holomorphe sur un ouvert du type D^xU. Si
tous les œ^ sont à monodromie unipotente alors on vérifie aisément qu'on peut supposer
que dans les expressions (^) a vaut 0. Le lemme 3.9 montre que la réciproque est vraie.

Comme dans [5] nous nous ramenons à un problème où les données de Cauchy sont
nulles. Rappelons (voir 1) que pour x°=0 on a kl(x)=xl. Par récurrence sur m on
obtient aisément le lemme suivant :

LEMME 10.2 (avec les notations précédentes). — // existe des opérateurs différentiels
dont les coefficients sont des fonctions de x holomorphes sur un voisinage de OeC^1,
ai ^(x, ̂ -t^), O^/^A-1, 0^h^m-\ tels que si on pose :

^ ^)= E ^-(^ x"^ Z a^ 6?-^)^ x"))h=o h\ \ 1=0 /

alors on a, pour O^h^m— 1 .'

DÏo^H^logÂ:1^), x))|s=w,(logx1, x").
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En effectuant le changement d'inconnue uÇx^-wdog^Çx), x) nous ramenons l'étude
du problème (10.1) à l'étude du problème :

a(x, D)u=v(logkl(x), x)= -a(x, D)(w(\ogk1 (x), x))
D;oM|s=0, 0^h<m

et on vérifie aisément en utilisant les formules (^) que w(t, x) et v(t, x) sont somme finie
de termes du type :

(10.3) e^t^a(e\x)

où aeC, n^eN, (z, x)\->a(z, x) est holomorphe sur un ouvert du type D^xU. Si les
données de Cauchy du problème (10.1) sont à monodromie unipotente alors on peut
supposer que les nombres a sont nuls.

Désignons par m^ la plus grande des multiplicités des hypersurfaces caractéristiques
de a(x, D). Reprenons les notations de 1 et considérons un opérateur différentiel homo-
gène g (x, D) ayant pour symbole

rte'^o
s

Considérons alors le problème de Cauchy (noté (2.7) dans [5])

a(x, D)°i(x, D^^og^x), x)
D^oM|s==0, 0^h<m^=mod.

L'opérateur a (x, D) °g(x, D) a pour symbole principal b^ (x, Ç), toutes ses hypersurfa-
ces caractéristiques ont la même multiplicité, à savoir m^ Comme g(x, D) est d'ordre
m^d—m on vérifie aisément que si u est solution du problème (10.4) alors g(x, D)(zî)
est solution du problème (10.2). Il suffit donc de vérifier que û vérifie les conclusions du
théorème 10.1. Dans la suite nous supposerons que toutes les hypersurfaces caractéris-
tiques ont la même multiplicité m^ et nous écrirons a (x, D) à la place de
û?(x,D)^(x,D).

Soit œ>0. Considérons un point a de ff^. On définit alors l'opérateur d'intégration :

-J-'Ja

Q~lu(t)= e^'u^dO,
Jâ

u(t) étant holomorphe sur ̂ . On pose Q'=e~tô^ SipeZ on définit de manière évidente
^p et si (/^O ou -k^O) alors ^jo^k=^j+k. Le point a est choisi dans [5] à la fin de
la preuve.

REMARQUE 10.3. — Nous réécrivons la preuve de [5] en utilisant une expression explicite
du revêtement universel de D^. Ceci nous permettra d'utiliser le lemme 7.6 qui fournit
une formule explicite pour les primitives itérées ^-p, pe N.

Dans le cas du problème (10.4) on peut supposer que les entiers ^ figurant dans
l'inégalité notée (3.5) dans [5] sont nuls. On recherche la solution du problème (10.4)
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sous la forme notée (3.6) dans [5]
à

^^WOog^Oc),^)
t= l

où SQ ̂  WQ — 1 et chaque fonction M1 (t, x) est holomorphe sur un ouvert de la forme
^ x Q. Dans [5] les auteurs considèrent un second membre du type (cf. formule (3.4)
de [5]) :

d

^î/(10gÂ;'(x),x)
1=1

dans la situation que nous étudions ici nous avons 1^(1, x)=0 pour j^l et
v1^, x)=v(t, x) [avec la notation relative au problème (10.4)]. Dans [5] les auteurs
montrent alors que le vecteur u (t, x) = (M1 (t, x), . . ., u0 (t, x)) est solution du problème
suivant noté (3.17) dans [5]

"0

D^o u (t, x) == ^ A;» (x, D) ̂ m-1 u (t, x)
l=m

w-1

+ S Br-^D^-^^+H^x)
l=ni

"0
(10.5)

D;o^, x)- ̂  A?(;c, D)^-^0, ^)
î=/ l

h-1

- S B?_^(x,D)^-^(^x)-w,ax)=0(x°), O^A<w
!=!(/«)

où w^(t, x)=(c(x)€^~(so+ml~mo)'u(t, x), 0, . . ., 0), où les w^ sont nuls pour h<m, c(x)
étant une certaine fonction holomorphe sur un voisinage de l'origine. Les indices HQ, n^,
n^, l(h) sont précisés dans [5].

LEMME 10.4. — cOc)^"^0'^1""1^^, x) est somme finie de termes du type :

e^t^bÇe^x)

où ae C, n^ e N, (z, x) -> b (z, x) est holomorphe sur un ouvert du type D^ x U. En outre si
les données de Cauchy du problème (10.1) sont à monodromie unipotente alors on peut
supposer que les nombres a sont nuls.

PREUVE (esquisse). — Rappelons que v(t, x) est somme finie de termes du type (10.3)
e^ f11 a(e\ x). Le développement de Laurent de a(z, x) permet d'écrire :

+00

e(lttn^a(et,x)= ^ e^ t^ e^ a^x).
fc=-00
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Rappelons la formule fourme par le lemme 7.6 pour pe N :

P i / _ i y > + i n
(10.6) ^-^(0== T ———— v——)-——e^-^1 u^e^dG.

À (b-\)\ (p-b)\ J,

En utilisant cette formule et en intégrant terme à terme on obtient aisément le lemme 10.4.
Revenons au problème (10.5). Pour démontrer le théorème 10.1 il suffît de vérifier

que si les w^(t, x), O^h^m sont de détermination finie [resp. et en plus à monodromie
unipotente] alors il en est de même de la solution u(t, x) du problème (10.5) dont
l'existence est établie dans [5]. Nous supposerons alors que pour O^h^m :

r M
(10.7) w, 0, x) = ̂  e^ ^ t1 ̂ ,,, (e\ x)

j=i 1=0

où ai==0, (Xp—a^Z pour p^j, et où les fonctions (z, x) -> a^ i j(z, x) sont holomorphes
sur un ouvert D^ x U. Si les fonctions w^ (t, x) sont à monodromie unipotente alors on
peut supposer que â^^.(z, x)=0 pour y ̂ 2.

Pour résoudre le problème (10.5) les auteurs utilisent dans [5] la méthode des approxi-
mations successives. Reprenons les notations du problème (10.5), le problème suivant
est numéroté (5.1) dans [5] :

(10.8) D?o u (t, x) = A^ (x, D) u (r, x) + H^ (t, x)
D^ouÇt, x)-A^(x, D)u(t, jc)+v^(r, x)=0(x°), 0^h<m.

Le lemme suivant est prouvé et numéroté 5.1 dans [5] :

LEMME 10.5. — 77 existe un système fondamental y de voisinages ouverts de l'origine de
C^1 tel que, quel que soit (9' e y et

^e^f(^x^; C^), O^h^m

le problème de Cauchy (10.8) admet une unique solution u e c^f ((9' x ̂ ; C^).
Nous suivons de près [5]. Posons w= (n^o^^m et notons P : w -> u l'application linéaire

définie par la résolution du problème de Cauchy (10.8). Notons d'autre part Q:u->w
l'application linéaire définie par les équations

(10.9) w,(t,x)= ^ A?(x,D)^-^Ox)
l=h+l

h-1

+ Z B?_^(x,D)^-^Q,x), O^h^m.
1=1 (h)

Le problème de Cauchy (10.5) s'écrit alors :

M = P Q M + P W .
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En posant R=PQ et UQ=P\V la solution de (10.5) est donc formellement donnée par la
formule

+00

(10.10) u(t, x)= ^ Uk(t, x) où U^^UQ pour keN.
k=0

Rappelons que les données de Cauchy du problème (10.5) sont définies par les formules
(10.7). Le lemme 10.5 permet de voir qu'il existe un voisinage ouvert (9' de l'origine de
C"^ tel que Vfee^J , ^ejf^x^, C4). Le lemme suivant est prouvé et numéroté 5.2
dans [5].

LEMME 10.6. — I I existe un nombre o)o>0 et un voisinage ouvert (9^ de l'origine de
C"'^1 tels que, pour 0<œ^œoî ^ serle (10-10) converge uniformément sur les compacts de
^x DI-

LEMME 10.7.—Vfee^j , RkUQ=Uk(t,x) est somme finie de termes du type [avec les
notations des formules (10.7)] :

(10.11) ^-p ° ̂ q (e^ t1 a (e\ x))

où p, qeM, 0^/^M, \^j^r, la fonction vectorielle (z, x)\—>a(z, x) étant holomorphe sur
D,x^.

Preuve. — On raisonne par récurrence sur k^O. Traitons le cas A:==0. La clause
relative à l'unicité dans l'énoncé du lemme 10.5 montre que si les données du problème
(10.8) sont uniformes [i.e. de la forme a^(e\ x)0^h^m] alors il en est de même de la
solution. Rappelons que ^=(^h)o^h^m est donné par les formules (10.7). On obtient
alors immédiatement le résultat du lemme dans le cas PW==UQ. Soit maintenant k^O et
supposons le résultat démontré pour u^(t, x). Il est clair que QM^ est somme finie de
termes du type (10.11). En faisant commuter les opérateurs d'intégration ou de dérivation
en t avec les opérateurs de dérivations en x on vérifie immédiatement que la solution
Mfc+1 = P (Q Mfc) du problème (10.8) est somme finie de termes du type (10.11).

LEMME 10.8 [avec les notations des formules (10.7)]. — Pour chaque k de N il existe
des fonctions (z, x) -> a (k, /, y, z, x) holomorphes sur D^x ( 9 ' , 0^ /^M+ 1, l^j^r telles
que

r M + l

u,(t,x)=^e^ ^ ^a^lj^e^x)
j = l 1=0

Rappelons que ai=0. En outre si les w^(t, x), Q^h^m sont à monodromie unipotente
alors on peut supposer que a(k, l,j, z, x)=0 dès que y ̂ 2.

Preuve (esquisse). - Reprenons les notations du lemme 10.7. ^(e^ t1 a(e\ x)) est une
somme finie de termes du type e^i111 a(e\ x). Pour calculer le terme :

Q-^e^^aÇe^x)]
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on utilise la formule (10.6) et on procède exactement comme dans la preuve du
lemme 10.4. On obtient alors aisément le lemme 10.8.

Preuve du théorème 10.1. - II suffit de vérifier que ^ u^(t, x) est de détermination
k^O

finie [resp. et en plus à monodromie unipotente si les données H ,̂ définies par (10.7) le
sont]. Le lemme 10.6 assure que la série ^ Uj,(t, x) converge uniformément sur les

k^O

compacts de ^^x^i; le lemme 10.8 montre qu'il suffit de vérifier que pour chaque
(/,7)e{0, 1, . . ., M+ 1} x { 1 , . . ., r] il en est de même de la série ^ a(k, l,j\ e\ x).

k^O

Raisonnons par l'absurde, supposons pour fixer les idées que :
(a) la série ^ a (k, //, 2, e\ x) ne converge pas uniformément sur les compacts de

k^O

^oo ̂ l;

(&) pour 1>Ï la série ^ a(k, /, 2, e\ x) converge uniformément sur les compacts de
k^O

Rappelons que pour p^j\ o^-o^Z. Désignons par T l'opérateur de translation :
(rTu)(t)=u(t-^2iK). La série de terme général :

hk(t. ^)= El (^-e^pïd^^ÇT-e^îdfu^t, x)
p ^ 2

converge uniformément sur les compacts de ^a^ ^i- Rappelons que dans l'énoncé du
lemme 10.8 on a /^M+ 1. Il existe alors une constante CeC* et une série de fonction
Z §k(^ x) convergeant uniformément sur les compacts de ̂ ^ x ̂  telles que ̂ keN on

k^O

a : h^(t, x)=gk(t, x)-^-Ca(k, //, 2, e\ x). Ceci contredit l'assertion (a). Enfin on traite
aisément le cas de la monodromie unipotente en invoquant le lemme 3.8 et le rappel 3.7.
Ceci prouve le théorème 10.1.

L'auteur remercie le Référée dont les nombreuses et judicieuses remarques ont permis d'améliorer ce texte.
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