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LE PROBLEME DE CAUCHY RAMIFIE

Par Eric LEICHTNAM

0. Introduction

Cet article a pour objet 1’étude du probléme de Cauchy ramifi¢ linéaire non caractéristi-
que pour les opérateurs analytiques a caractéristiques multiples de multiplicité constante.

Soit a(x, D) un opérateur différentiel linéaire d’ordre m a coefficients fonctions holo-
morphes de x=(x° x!, ..., x") décrivant un voisinage de 0 dans C"*! tel que
I’hyperplan S d’équation x°=0 soit non caractéristique pour a(x, D). Soit T ’hypersur-
face de S d’équation x°=x'=0. Soient a, (x, &) le symbole principal de a(x, D) et :

(%) ay(x, &) =[] an, s(x, &)"s
S

sa décomposition en facteurs irréductibles. Notons 4 le degré du polyndéme réduit

b(x, ©)=]]an, ;(x. &)
N

et supposons que 1’équation en &,eC

b(0; £y, 1,0, ..., 0)=0

admet d racines distinctes. On sait alors construire (voir[5]) d hypersurfaces caractéristi-
ques distinctes K;={ x; k' (x)=0} issues de T.

Soient U un voisinage ouvert de 0 C**! [sur lequel les coefficients de a(x, D) sont
holomorphes] et x, un point de U N (S\\T). Soient v (resp. g, #;, . . ., U,_) UN germe
en x, de fonction holomorphe sur C*** (resp. C") tel que v (resp. chaque u;) se prolonge

d
holomorphiquement le long de tout chemin d’origine x, tracé dans U\< U Kj>

Jj=1

d
[resp. UN (S\T)]. Choisissons A un voisinage ouvert de x, dans U\< UK j> connexe
Jj=1
et simplement connexe ainsi que son intersection avec S tel que I’origine 0 appartienne
a SN A. Alors v (resp. les u;) se prolongent en fonctions uniformes sur A (resp. AN S).

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L’ECOLE NORMALE SUPERIEURE. — 0012-9593/90/03 369 75/$ 9.50/ © Gauthier-Villars



370 E. LEICHTNAM

Résoudre le probléme de Cauchy ramifié

©.1) { a(x, D)u(x)=v(x)
) Dfou(x)|s=u,(x), O0<h<m
c’est par définition trouver un voisinage ouvert Q de 0 contenu dans U et une fonction
u holomorphe sur Q N A vérifiant a(x,D)u=v sur QN A et Dfoul|s,r=u;, 0Sh<m—1,
et admettant un prolongement holomorphe le long de tout chemin issu de Q VSN A et
d

tracé dans Q\ U K.
j=1
Dans la suite de cet article, on commettra fréquemment I’abus de notation qui consiste

a désigner par les mémes lettres les déterminations et leur prolongement ramifié sur le
d

revétement universel de O\ U K;.
j=1

Le résultat principal de cet article est le :

THEOREME 0. 1. — Soient U un voisinage ouvert de 0 C"*! et v une fonction holomorphe
quelconque sur le revétement universel de U privé de la réunion des hypersurfaces caractéris-
tiques k' (x)=0 (1Li<d). Alors il existe un voisinage ouvert Q de 0 inclus dans U et une
solution du probléme (0.1) holomorphe sur le revétement universel de Q privé de la réunion
des hypersurfaces k'(x)=0 (1<i<d). En outre on peut énoncer les résultats suivants. Si
toutes les données v et u, (0Sh<m-—1) sont de détermination finie alors la solution est de
détermination finie. Si a(x, D) est a caractéristiques simples [i.e. les entiers my dans (%)
sont tous égaux a 1) et si toutes les données sont dans la classe de Nilsson relativement a
la réunion des hypersurfaces caractéristiques alors la solution est dans la classe de Nilsson.

REMARQUES 0.2. — 1° Le théoréme 0.1 est tout a fait conforme au principe fondamen-
tal énoncé par Jean Leray : les singularités de la solution du probléme de Cauchy ramifié
sont déterminées par les singularités des données.

2° Soient &, ..., &, des hypersurfaces analytiques transverses a S issues de T, deux
a deux transverses et non caractéristiques (pour a(x, D)) en chacun de leurs points. Si le
second membre du probléme (0.1) est ramifi€ autour de la réunion des &;(1<j<p) et
des hypersurfaces caractéristiques alors il existe une unique solution ramifiée autour de
la réunion des &; et des hypersurfaces caractéristiques et tous les résultats du
théoréme 0. 1 sont encore valables dans cette situation. En effet, on introduit des champs
de vecteurs holomorphes sans zéros X;(1 <j<p) transverses a S tels que &; est caractéris-
tique pour X;(1<j<p). 1l suffit alors d’appliquer le théoréme (0.1) au probléme de
Cauchy obtenu en remplagant a(x, D) par X;°...°X,°a(x, D) et en rajoutant les
traces convenables. Ce qui précéde est la réponse a une question posée par Pierre
Schapira.

3° Si toutes les données v et (,) sont de détermination finie alors les résultats démontrés
dans l’appendice C et la preuve du théoréme 0.1 permettent dans certains cas (voir
théoréme 0.6) de majorer avec précision les valeurs propres de la monodromie de la
solution en fonction de celles des données.
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PROBLEME DE CAUCHY RAMIFIE 371

Dans le cas particulier ou le second membre du probléme (0.1) est de la forme
d

Y v (logk’ (x), x) ou (¢, x)+—>' (¢, x) (1 Li< d) appartient 4 I'espace #( &, x Q) des fonc-
i=1
tions holomorphes sur #,%Q, %, désignant le revétement universel du disque de D,

de C ouvert pointé de centre 0 et de rayon ®>0;le théoréme (0.1) est prouvé dans [5],
d

la solution est de la forme ) h'(logk’(x), x) ou h'e# (R, x Q) (15i<d), elle est
i=1

construite explicitement en fonction des données. La clause relative 4 I'unicité dans notre

théoréme 0.1 est donc un résultat de [5]. Dans la suite nous supposerons d=2.

Pour donner une meilleure idée de la structure des fonctions holomorphes ramifiées
autour de la réunion des hypersurfaces caractéristiques nous allons calculer le groupe

d
fondamental w, (pointé en x,) de Q’\( U Kj), dans le cas particulier mais significatif

Jj=1
ou toutes les hypersurfaces caractéristiques sont des hyperplans.

LEMME 0.3. — Soit Q' un polydisque ouvert de centre 0 C"*'. Supposons que les

d
K;(1<j<d) soient des hyperplans. Alors le groupe fondamental m, de Q’\( U Kj> est

j=1
égal a :

ZX(Zx%...%7)

d—1 fois

et son groupe d’homologie H, a coefficients dans Z est égal a 7°.

Preuve. — On sait (voir [3]) que le H; est le quotient du m, par son groupe des
commutateurs donc la seconde assertion découle de la premicre. Il existe un changement
linéaire de coordonnées permettant d’écrire x°=k!(x), x'=k2(x), k'(x)=21,x°+x'
(2<i<d) ou les nombres complexes A; sont non nuls et deux a deux distincts. Par abus
nous noterons K; les droites de C*>={(x°, x')} définies par les équations k’(x)=0. Un
argument d’homogénéité montre que le groupe fondamental de Q' privé de la réunion

. d
des hypersurfaces caractéristiques coincide avec le groupe fondamental de CZ\< U Kj).
i=1
L’application suivante :

d
CZ\<U K,)-»q:x@\{o, ~Ags = Ags s A}
J

=1
1
X
(x°, xH)— (xo, ;6)

définit un diffeomorphisme. On obtient alors immédiatement le résultat.

Dans cet article nous ne supposons pas que les K; sont des hyperplans. Dans le cas
d=3le m; du lemme 0.3 n’est pas commutatif. Ceci nous conduit & donner la définition
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372 E. LEICHTNAM

générale suivante :

DEFINITION 0.4. — Soient Q' un voisinage ouvert de 0eC"*!, x,eSNQ’, et u un
d

germe holomorphe en x, prolongeable le long de tout chemin de Q™\ U K;. On dit que
j=1

u est 2 monodromie abélienne si u est invariant sous l’action du sous-groupe D des
- d

commutateurs du groupe fondamental de Q"\ U K; D’aprés la théorie des revétements
j=1

il est équivalent de dire que u permet de définir une fonction holomorphe sur le revétement

associé a D.

Nous montrerons dans la section 8 en construisant des contre-exemples que si le second
membre du probléme (0.1) est 3 monodromie abélienne alors en général la solution ne
sera pas & monodromie abélienne toutefois le théoréme suivant (prouvé dans la section 8)
indique que la monodromie de la solution est — en un certain sens — proche d’une
monodromie abélienne.

THEOREME 0.5. — Supposons que le second membre v du probléme (0. 1) soit @ monodro-
mie abélienne et reprenons les notations du théoréme 0.1. Alors le groupe D (voir déf. 0.4)
définit une représentation unipotente d’ordre <2 du C-espace vectoriel engendré par les
déterminations (en un point fixé) de la solution u du probléme (0.1). Si cette représentation
est diagonalisable alors u est @ monodromie abélienne.

Le théoréme suivant est démontré a la fin de la section 3, c’est la réponse a une
question posée par Jean-Pierre Labesse et Gilles Lebeau.

THEOREME 0.6. — Supposons que toutes les données du probléme (0.1) sont de détermi-
nation finie. Si la monodromie de v est résoluble [resp. la monodromie de toutes les données
est unipotente)] alors la monodromie de la solution est résoluble [resp. unipotente).

Lorsque d=2 la réunion des deux hypersurfaces caractéristiques définit un diviseur a
croisement normal, dans cette situation on vérifie que si v est une fonction holomorphe
ramifiée autour de la réunion des deux hypersurfaces caractéristiques alors il existe ® >0,
un voisinage ouvert Q de 0eC"*! et une fonction g(¢,, ¢,, x) holomorphe sur %2 xQ
tels que : VxeQ, |k'(x)|<o, 1<i<2 et le prolongement ramifi¢ de v le long de tout
chemin de Q\ U K coincide avec :

J

0.2) g(Logk! (x), logk? (x), x).

Lorsque d=3 il semble qu’il n’existe pas (en général) de représentation — analogue a
la formule (0.2) — des fonctions holomorphes ramifiées autour de la réunion des
hypersurfaces caractéristiques. Pour contourner cette difficulté Lé dung Trang m’a sug-
géré de désingulariser suivant le lieu des hypersurfaces caractéristiques en introduisant
des voisinages effilés. Cette suggestion a été le point de départ de ce travail; j’ai donc
plaisir a remercier ici L€ Dung Trang.

Maintenant nous allons décrire la stratégie de la preuve du théoréme 0.1. Dans la
section 2 nous définissons les voisinages effilés d’hypersurfaces caractéristiques ou non
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caracteéristiques issues de T. On donne une expression explicite du revétement universel
d’un voisinage effilé, ceci nous permet d’obtenir dans la proposition 2.5 une représenta-
tion — analogue a la formule (0.2) — des fonctions holomorphes ramifiées dans un
voisinage effilé d’une hypersurface caractéristique.

Sur le dessin ci-dessous W, [resp. W] représente un voisinage effilé de ’hypersurface
caractéristique K, [resp. d’une hypersurface K non caractéristique issue de T].

Dans la section 3 nous admettons le théoréme 3.1 qui affirme qu’on peut recouvrir
un voisinage ouvert de 'origine par un nombre fini de voisinages effilés W;(1<i<N)
tels que pour toute fonction holomorphe ramifiée dans W; — encore notée v — définie
a partir d’une détermination de v en un point de W, il existe une fonction holomorphe
ramifiée u sur W, solution de 1’équation a(x, D) u=v. Nous introduisons un nombre fini
d’hyperplans non caractéristiques H (7, j) issus de T et nous rappelons le théoréme de [5]
qui affirme D'existence d’une solution holomorphe ramifiée autour de la réunion des
hypersurfaces caractéristiques K;, 1 </<d pour chaque probléme de Cauchy du type :

a(x, D)u=0
Onulne, p=ww  0=Zh<m.

Nous prouvons alors qu’on peut prolonger un germe de solution u du probléme (0.1) le
long de tout chemin I' ne rencontrant pas les hypersurfaces caractéristiques. En outre
nous montrons que le prolongement ramifié u le long de I' posséde une structure
particuliére grace a laquelle il n’y a pas de problémes de rétrécissements d’ouverts lorsque
le chemin I' passe d’un voisinage effilé W; a4 un voisinage effilé W;. La structure du
germe de solution et les précisions du théoréme 3.1 permettent de voir que la solution
est de détermination finie si les données le sont et de prouver le théoréme 0.6. Nous
utilisons le fait (démontré dans ’appendice C) que la solution du probléme de Cauchy a
second membre nul est de détermination finie si les données de Cauchy le sont.
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Dans I’'appendice B nous prouvons le théoréme 3.1 dans le cas d’un voisinage effilé
d’une hypersurface non caractéristique en reprenant une suggestion de Claude Wagschal
et en utilisant le théoréme de Cauchy-Kovaleski. Dans la section 4 nous considérons un
voisinage effilé W, de I’hypersurface caractéristique (k?)~ ! (0) et une détermination de v
en un point de W,. La proposition 2.5 assure I'existence d’une fonction g’ (¢, x) holomor-
phe sur un ensemble de la forme £ (¢, ®) X Q ou

R (c, w)={1=(ty, t,)eC?, Ret, <logw, Rer,-Ret; <c}

telle que le prolongement ramifi¢ de v le long des chemins de W, coincide avec
g’ (log x°, log k% (x), x). Nous chercherons alors une solution u(x) — holomorphe ramifiée
dans W, — de I’équation a(x, D)u=0v sous la forme u(x)=h(logx°, logk®(x), x) ou
he# (R(c, ©)xQ). Le lemme 4.3 assure que quand on applique a(x, D) a
h(log x°, logk? (x), x) le coefficient de (¢ ™19, )"2°(e~*20,,)" ™2 n’est pas nul, m, dési-
gnant la multiplicité de ’hypersurface (k)~* (0). Ce fait permet de ramener la preuve du
théoréme 3.1 [i. e. existence d’une solution u de I’équation a (x, D) u=1] 4 la convergence

de la série Z H#'g(t, x) sur un ensemble du type Z(c, ®) XQ ou # et g sont définis
120

dans la section 4. La proposition 4.5 assure la convergence de cette série. On pose
Pj=e'i0,, 15j<2 et on définit deux opérateurs d’intégrations a extrémités variables :

ty t

fu®,1,)do, 2;'u(,, tz)=J e°u(t,, o)do.

t1+c

9l_lu(tl’ t2)=J

t2—¢

L’opérateur # précédemment mentionné est alors somme finie de termes du type :

b, M, B(x)g‘f D, .@;ngz‘(m—mz)Dg

ou A et p sont des entiers =0 (voir§4 pour plus de précisions). 27! et 2, ' commutent
mais 2, et 9; ' ne commutent pas. L’obtention de majorations sur le terme général de

#'g permettant d’établir la convergence de la série Y, #'g nécessite alors I'étude de
120

commutateurs convenables (voir§ 5 et ’appendice A).

Le procédé de désingularisation que nous utilisons ne nous permet pas de construire
explicitement la solution du probléme (0.1) en fonction des données. Toutefois lorsque
d=2 nous montrons [voir remarque (7.23)] qu’il est possible de construire explicitement
la solution en fonction des données. o :

Enfin il m’est agréable de remercier Gilles Lebeau qui a bien voulu lire ce texte et
dont les remarques ont permis d’en améliorer le contenu.
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1. Notations

Nous commengons par rappeler quelques notations. Les coordonnées d’un point x de
C"*! seront notées (x)g<;<, Si B=(Bo, - .., B,) est un multi-indice & composantes

n

entiéres, on appelle longueur de B lentier |B|=) |B;|. L’opérateur de dérivation par
0

rapport a la variable x/ (0<j<n) sera noté D, et, si Be N"*! est un multi-indice de
dérivation, nous poserons :

DE=D"x ... xDM

On peut écrire a(x, D) sous la forme :

a(x,D)= Y az(x)DE,

|Bl=m

les fonctions a, étant holomorphes sur un polydisque ouvert U de centre 0eC"*!, Par
définition le polyndme caractéristique de a(x, D) a pour expression :

am(x5 §)= Z aﬂ(x)E.uB'

[Bl=m

Maintenant, nous rappelons comment sont définies dans [5] les hypersurfaces caractéris-
tiques k=0, 1<i<d. On sait que I’anneau A des polyndmes a n+1 indéterminées a
coefficients dans I’anneau des germes de fonctions holomorphes a I’origine est factoriel;
le polyndme caractéristique a,, (x, &) de a(x, D) se décompose en facteurs irréductibles :

(%) [1am, «(x, O™ =a,(x, &)

S
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entier m =1 est appelé la multiplicité du facteur irréductible a,, ,(x, &); a,, ,(x, &) est
un polynéme homogene en & de degré d, et a coefficients holomorphes au voisinage de
lorigine; sans restreindre la généralité, on peut supposer ces coefficients holomorphes
dans U. On a m=)d,m,. Considérons alors le polynéme de degré d=) d,.

b(x, &)=[]ay .(x, &).
S

Nous supposerons que I’équation en &, :

b(0; &, 1,0, ..., 00=0

admet d racines distinctes (A;); <; <4 Alors il existe Ce C* tel que
d
V(EJO: &I)GC29 b(oa €05 &19 0’ LIS ] 0)=C 1_[ (E..o_)ngly
j=1

Nous noterons k* (1 <i<d) la solution du probléme de Cauchy du premier ordre :

b(x, grad k' (x))=0
K(x)=x' pour x°=0

gradk (0)=(;, 1,0, ..., 0);

ces fonctions k' sont définies et holomorphes au voisinage de l’origine, nous pouvons
évidemment les supposer définies et holomorphes dans U. Dans [5] sont donc ainsi
construites d hypersurfaces caractéristiques (issues de T) K, d’équations k'(x)=0
(1LiZd). Les hypothéses précédentes montrent que quitte & diminuer U nous pouvons
supposer que pour 1<i<d, k' (x)=(; (x) x°+x') ¢;(x) ou x> A, (x), x = c;(x) sont des
fonctions holomorphes sur U vérifiant A;(0)=A4;, ¢;(0)=1, VxeU0,99 <|¢;(x)|<1,01.

Remarque 1.1. — Soit K une hypersurface d’équation locale k(x)=0 (gradk (x)#0)
caractéristique pour lopérateur a(x, D) et issue de T. On vérifie aisément qu’il existe
C>0et ie{ 1,2, ..., d} tels que gradk(0)=C (A, 1, 0, ..., 0). La théorie des équations
aux dérivées partielles du premier ordre montre alors qu’il existe un voisinage V de
lorigine de C*** tel que VN K=V NK,.

2. Voisinages effilés et revétements universels

Dans cette section nous construisons des voisinages effilés d’hypersurfaces caractéristi-
ques ou non caractéristiques (def. 2.3), nous montrons qu’ils recouvrent un voisinage de
lorigine (lemme 2.4) et nous donnons en utilisant la proposition 2.2 une représentation
des fonctions holomorphes ramifiées dans un voisinage effilé d’une hypersurface caracté-
ristique (prop. 2.5).
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<e‘}

DgriNiTiOoN 2. 1. — Soient ®>0 et ¢<0, on pose

)

X (c, co)={(zl, 7,)eC*/0<|z, | <o, 0<

Z3

PRroOPOSITION 2.2. — Soient >0 et ¢<0.

1° -Posons
R (c,w)={(t1,1,)e C*/Ret; <logw,Ret,—Ret; <c}.

R(c, ®) est convexe. Soit (t,,t,)eR(c, ®) alors les segments [(t,—c, t,), (14, ,)] et
[(2,, t; t0), (24, t,)] sont inclus dans R (c, ®) et on a Ret,<Ret,—c<logo.
2° Le revétement universel ®' (c, o) de X (¢, o) est donné par
R’ (c,w)={(t;,1,)eC*/Ret;<logw,Ret,—Ret; <c}
P& (c,m)—>X(c,m)

(tl’ t2) = (etla etz)'

Le groupe fondamental nt, (X (c, ®)) de X (c, ®) est isomorphe a 7*.

Note. — Nous travaillerons avec des fonctions holomorphes sur des ouverts de la
forme %' (c+¢, ®). Pour définir les opérateurs d’intégration 27!, 2 dans la section 4
nous utiliserons les ensembles Z (c, o) car ils contiennent les deux segments mentionnés
dans le 1°. Notons que £ (c, ®) contient I'ouvert #'(c, ®) et que Ve>0, %' (c+g, ®)
contient Z (¢, ®).

Preuve. — 2° D, désignant le disque pointé de C de centre 0 et de rayon ©>0 et %,
désignant le demi-plan de C défini par Rez<logw, le revétement de D, x D, est donné
par :

p|#5 - D]

ti,ty))— (e, e2).
1) (e, e?)

Il est clair que #'(c, ®)=p ' (X(c, ®)), comme p est surjective ceci entraine que
X (¢, ®)=p(Z' (c, ®)). On voit que p induit un revétement p’ de X (c, w).

Comme R’ (c, ®) est une partie convexe de C?, p’ définit un revétement simplement
connexe de X(c, ). En outre il est clair que le groupe G des automorphismes du
revétement universel p’ est engendré par les deux translations (¢, t,)—> (¢, +2im,t,),
(ty, t) (24, t,+2im). Comme G est isomorphe 4 Z?> on en déduit que le groupe
fondamental de X (¢, w) est isomorphe a Z2.

Dans cette section nous fixons un polydisque ouvert U de centre 0 C"*!.
DEeFINITION 2.3. — Rappelons (voir 1) que pour 1<i<d, k' (x)=(\; (x)x°+ x) c; (x),

posons C=1+ max |A;].

1=5i=d

1° Soient ie{1,2,...,d} et r>0, nous dirons que 'ensemble W défini par :

W={xeU/|M(0)x°+x"|<r|x°|, k'(x)#0}
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est un voisinage effilé de I'hypersurface caractéristique (k')”!(0). W ne contient aucun
point de (k)™ (0).

2° Pour chaque hypersurface s~!(0) de U ayant une équation du type x°=0 ou
Ax°+x!'=0(AeC) nous allons définir des voisinages effilés de s~ !(0) contenant
571 (0)\\ T [nous utiliserons en effet des hypersurfaces non caractéristiques ne rencontrant
pas les hypersurfaces caractéristiques de sorte que le second membre v du probléme (0. 1)
ne présente pas de singularités suivant s~ (0) \ T].

Premier cas : 5 (x)=x°, on pose

W={xeU/|sx)|<r|x'|} ou r>0.

Deuxiéme cas : s(x)=x°+(x'/A) (A eC) et |\| >C, on pose

W={xeU/|s(x)|<r|x'|} ou r>0 et r;ﬁL.

A
Troisiéme cas : s(x)=Ax°+x'(LeC) et |A|<C, on pose
W={xeU/|s(x)|<r|x°|} ou r>0.

La figure (2.1) [resp. (2.2)] ci-dessous représente un voisinage effilé de ’hypersurface
non caractéristique s~ ! (0) [resp. de (k1)1 (0)]

2.1 U
s (o)
1
U
(k) "(o0)
(2.2) T
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On peut donner une interprétation plus géométrique des voisinages effilés. Considérons
(m, U) I’éclatement de U suivant T:x°=x!=0, n: U > U.n~1(T) est appelé le diviseur
exceptionnel de I’éclatement (voir [4]). Un voisinage effilé W de (k)™ ! (0) est I'image par
n dun ouvert V de U contenant Pintersection du diviseur exceptionnel et de
(r~ Y ((k*)~* (0)), nous illustrons ce fait a ’aide de la figure ci-dessous

U
- (i 1
V] n_1((k1)—1(0)) (k ) (O)
v T,
n((2) () W
-1 <_(k3)_1(°)
17 ((3) (o)
A
4 (k2)%0)
(T

LEMME 2.4. — Reprenons les notations de la définition 2.3. Considérons pour chaque
ie{l1,2,...,d } un voisinage effilé W; de I'hypersurface caractéristique (')~ (0). Suppo-
sons les W; deux a deux disjoints. Alors il existe un polydisque ouvert U, (inclus dans le
polydisque U de la définition 2.3) de centre 0 tel que les trois assertions suivantes sont
vérifiées.

1° Toute hypersurface de U, non incluse dans la réunion des (W;\U (k') 1 (0)) N\ U, et
ayant une équation du type x°=0 ou Ax°+x'=0 est non caractéristique pour a(x, D)
en chacun de ses points (dans U,) et ne rencontre pas dans U, \ T les hypersurfaces
caractéristiques.

2° Si pour chaque hypersurface s~*(0) de U, non incluse dans la réunion des
(W, U (K)~1(0)) N\ U, et ayant une équation du type x°=0 ou Ax°+x*=0 on se donne
un voisinage effilé W, (voir 2°) de la définition 2.3) de s~ (0) alors la réunion de tous les
W, et de tous les W, (k)" * (0) recouvre U, et on peut en extraire un recouvrement fini.
En outre chaque hypersurface s~* (0) posséde un voisinage effilé W, ne rencontrant aucune
hypersurface caractéristique dans U, et tel que toute hypersurface de U, incluse dans W,
et ayant une équation du type A x°+ x' =0 est non caractéristique.

3° Conservons les notations du 2°. Considérons deux voisinages effiles W et W' éléments
de [l'ensemble constitué des W, et des W, Supposons WNW NU,#, alors
WNAW NU, est un ouvert connexe (par arcs) ainsi que son intersection avec tout
polydisque ouvert de centre 0 et (W N\W' N\ U,)UT contient des hypersurfaces ayant des
équations du type : X' x°+x'=0(N € C¥), non caractéristiques et ne rencontrant pas dans
U, \\T les hypersurfaces caractéristiques.

En outre I’intersection d’un voisinage effilé et d’un polydisque ouvert de centre ’origine
est connexe.

La figure (2.3) [resp. (2.4)] illustre le 1° [resp. le 3°] du lemme 2.4.
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Preuve 1°. — 1l existe pour chaque 1<i<d un réel ;>0 tel que :
W,={x=(x%x"x% ..., x)eU/| N 0)x°+x!|<r|x°|, K (x)#0}.

Reprenons les notations de la section 1, il est clair qu’il existe un polydisque ouvert U,
(inclus dans U) de centre 0 tel que pour tout x de U, et tout nombre complexe A vérifiant
Vje{1,2,...,d},|A=2;(0)|=r;/20ona:

(*) b(x;1,0,...,00#0,  b(x;A1,0,...,0)%£0
Vie{1,2,...,d}, |x,.(x)—x,.(0)|<%, ]x—xi(x)|gai.
L’hyperplan S d’équation x°=0 ne rencontre pas les (W;U (k) *)(0))\ T. Une
hypersurface de U,; d’équation Ax°+x'=0 est non incluse dans la réunion des
(W; U (k)1 (0)) N U, si et seulement si Vie{1,2,...,d}, |A—%;(0)|2r,. Cela dit les
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propriétés (x) montrent que pour tout ie{1,2,...,d}:

%) (reU,\Tetki(x)=0) = |x,.(0)x°+x1|=|x,.(0)—x,.(x)|.|x°|<f§|x°|.

Par conséquent une hypersurface d’équation Ax®+x'=0 telle que |A—2,(0)|=r,/2 ne
rencontre pas (k) ~* (0) dans U, \ T. Les propriétés (x) et () permettent alors d’obtenir
immédiatement le 1°.

2° Notons & Jlensemble des fonctions s:x+>s(x) de la forme s(x)=x° ou
s(x)=Ax°+x' ou LeC et vérifie Vie{1,2,...,d}, |A—2,;(0)|2r;. Pour chaque s de #
considérons un voisinage effilé W, de s~*(0). Il est clair que :

Vie{1,2,...,d}

1
{erl/xO;éO et ZeD(—X,(0), ri)} < W,U (k)" (0)
X
si s(x)=Ax%+ x! alors il existe ' >0 tel que :
xl
{erl/xO;éO et —OeD(—k,r’)} cW,
x
si s(x)=x? alors il existe R>0 tel que :

1
{erl/(x°=0 et x! #0) ou <x°;e0 et || gR)} W,
X

Il est alors clair que la réunion des W, et des W; U (k) ~* (0) contient U,, la compacité
du disque fermé D (0, R) de C permet d’extraire un recouvrement fini. Enfin on vérifie
aisément que chaque hypersurface s~ !(0)(se# ) posséde un voisinage effilé W, ne
rencontrant pas les ensembles :

{er/|K,-(0)x°+x1|_S_g|x°|}, 1<i<d.

La propriété (x%) du 1° montre alors que W ne rencontre pas dans U, les hypersurfaces
caractéristiques.

3° Pour fixer les idées nous raisonnerons dans le cas ou W est un voisinage effilé
d’une hypersurface d’équation : x°+(x*/A)=0(|A|>C)

xl

W= {er/ x°+ .

<r|x1|} ou r>0 et r;éL.

|A]

ouVje{l,2,...,d}, |A—%;(0)|=r, et dans le cas ou W’ est égal au voisinage effilé W,
de (K1)~ (0).
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Considérons le difféeomorphisme

Y|C**xC—»C*xC

0 1 oxl
", xH— X’F .

On vérifie aisément que B={zeC*/|(1/z)+(1/A)|<r} est un disque ouvert si |A|r<1,
est le complémentaire d’un disque fermé si |A|r>1. A={zeC/|A, (0)+z|<r,} est un
disque ouvert. Il est clair que A M B est un ouvert connexe par arcs de C. Posons

F={(x°x!)eC*x C/Y (x°,x))eC* x (AN B) }

F est un ouvert connexe par arcs de C*x C. Un argument d’homogénéité en (x°, x!)
permet de voir que

E={x=(x%x"x%...,x)eU,/(x° x")eF}

est un ouvert connexe de U,. Quitte a diminuer U on peut évidemment supposer que les
différentielles des k(1 £j<d) ne s’annulent pas dans U. W "\ W’ N U, est le complémen-
taire dans Pouvert E de I'hypersurface fermée lisse holomorphe d’équation k' =0. Donc
(WNW'NU,) est connexe ainsi que son intersection avec tout polydisque ouvert de
centre 0. De méme on vérifie que (W M U,)\ S est connexe (S est I’hyperplan d’équation
x°=0). Comme |A—A,(0)|=r,, (WNU,;)\ S contient un point z=(z° z!, 2%, ...,2")
tel que | (z*'/z%)+ A, (0)|>r,. Comme WNW' N U, # &, (WM U,)\ S contient un point
y=0°%y' y% ...,y tel que |(»'/y°)+A,(0)|<r,, un argument de connexité montre
alors que (W N U,)\ S contient des points (x°, x*,x2, ..., x") tels que A'= — (x!/x°) #0
et r;/2<|A; (0)— A |<r;. Comme les W; sont deux a deux disjoints on a |A'— A, (0) |=r,/2
pour tout ie{1,2,...,d}. Les propriétés (%) et (xx) écrites dans la preuve de 1°
montrent alors que (W N W' N\ U,;)UT contient des hypersurfaces non caractéristiques
d’équation A’ x° + x* =0 (A’ € C*) ne rencontrant pas dans U, \ T les hypersurfaces carac-
téristiques. Enfin les démonstrations précédentes montrent que l'intersection d’un voisi-
nage effilé et d’un polydisque ouvert de centre 1’origine est connexe.

PROPOSITION 2.5. — Soit ie{1,2,...,d} et W}, un voisinage effilé de (k')~*(0). Alors
il existe deux polydisques ouverts U’y = U’ (inclus dans U) de centre 0 C***, il existe un
voisinage effilé W' (inclus dans W;) de (k’)~1(0), il existe deux réels ;>0 et ¢, <0 tels
que : ’

VxeU,NW!, %k (x)eX(c;,0,) (voirdéf.2.1)

et, pour tout point me U, "\ W' et tout germe holomorphe f en m se prolongeant le long
de tout chemin d’origine m tracé dans Wi, il existe ge # (&' (c,, w,) X U’) telle que le
prolongement ramifié f de f le long de tout chemin de Uy N\'W) coincide avec
g (log x°, logk! (x), x).
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Note. — x> g (logx°, logk’(x), x) définit de maniére naturelle une fonction holomor-
phe ramifiée sur 'ensemble

W ey, 0)={xeU'/x% Kk x)eX(c;,m,)}.

En général W (c,,®,) est « tordu » et ne définit pas un voisinage effilé (au sens de la
définition 2.3) de I’hypersurface (k*)”!(0) mais il contient un ensemble de la forme
Uy N Wy

Le dessin ci-dessous illustre la situation :

k) (o)

W(C],W.I)

”

U,nWw

Preuve. — Fixons i€{1,2,...,d}}. D’apres la définition 2.3, il existe r;>0 tel que :
W;={xeU/|(0) x°+ x| <r;|x°|, k' (x)#0} .
Rappelons que k' (x)=(\; (x) x°+ x!) ¢; (x) et que
VxeU, 099<|c;(x)|<1,0l.
Le changement de variable y; :
x>0 )=0"=x% v =k (x), y*=x%,...,)"=x"

induit un difféomorphisme d’un voisinage ouvert U; (inclus dans U) de 0 sur un voisinage
ouvert x; (U,)=V, de 0. Cela dit on peut affirmer que :

I’»:(O)—k,-(x)l.lx°|+%gm(mxuxw
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Cette inégalité montre qu’il existe R>0, o, >0, ¢, <0 tels que si U’ [resp. Z] désigne le
polydisque ouvert de rayon R de centre 0 C"** [resp. 0e C" ] alors les trois assertions
suivantes sont vérifiées :

()
1 R>(sup|A(x) ) o, + —
1) (xelal (X)) o, 0.99
2 VxeU’, %k (x)eX(c,,0,) = xeW;
3 X(c, 0)xZ = V;=5,;(U).

Avec ces notations nous pouvons énoncer et prouver le lemme suivant :

LEMME 2.6 :
y=(yo’y1:y2a . .,y")EX(Cl,(Dl)XZ = ’X.i_l(y)ewg'

Preuve du lemme 2.6. — Considérons yeX(c,, ®,) X Z. Notons x=y; ' ()e U, = U.
Prouvons que x=(x° x!, x%, ...,x") appartient & U’, pour 2<j<n on a |x/|=|)/|<R;
d’aprés (1) on a |x°|=|»°| <o, <R. Enfin (1) montre que :

|8 | =% 00 X0+ 8 [+ M () x| <[ i () o, + (%15<R

>

donc xeU’. Le lemme découle alors de (2).

Cela dit on peut affirmer que

|2 (0) x°+ x| +| X, (0)— A, (%) |.|x°| =2 M

|ci (x)l
Cette inégalité montre qu’il existe un polydisque ouvert U, (inclus dans U’) de centre
0eC"*! et un voisinage effilé W!'(inclus dans W;) de (k') (0) tels que :

4 xeUyNW, = y(x)eX(c,m)*xZ.

Considérons m un point de U, M W;’ et un germe holomorphe f en m se prolongeant
_le long de tout chemin d’origine m tracé dans W;. Le lemme 2.6 montre que le germe
holomorphe f =y, en y; (m) permet de définir une fonction holomorphe sur le revétement
universel de X (¢;, ®;) X Z. L’expression que la proposition 2.2 fournit du revétement
universel de X (¢, ®,) montre qu’il existe ge # (%’ (c,, ®,) X Z) telle.que le prolongement
ramifié de f >y, ! le long de tout chemin d’origine ; (m) tracé dans X (c,, ®,) X Z coincide
avec g(logy°, logy',y?, ...,y"). Comme les polydisques Z et U’ ont méme rayon, g
définit une fonction holomorphe (encore notée g) sur %’ (c;, m,) x U’. L’assertion (4)
montre que le prolongement ramifié f de f le long de tout chemin de U} N\ W}’ coincide
avec g (log x°, logk® (x), x).
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3. Preuve du théoréme 0.1

Dans cette section nous admettons le théoréme 3.1 dont I’énoncé est en partie calqué
sur celui du lemme 2.4 et nous montrons que ce théoréme entraine le théoréme 0. 1.

THEOREME 3. 1. — Soit v une fonction holomorphe ramifiée (dans un voisinage de I’ori-
gine) autour de la réunion des hypersurfaces caractéristiques.

1° Il existe un- polydisque ouvert U (notation de la définition 2.3) de centre 0 C"*! et
pour chaque i€ {1,2, . . .,d} il existe un voisinage effilé W, de I'hypersurface caractéristique
(k)= (0) (les W; étant deux a deux disjoints) tels que : pour toute fonction v (définie par
un germe de v en un point de W;) holomorphe sur le revétement universel #(W,) de W, on
peut trouver une fonction u holomorphe sur #(W,) telle que :

a(x,Dyu=v.

2° Il existe un polydisque ouvert U, (inclus dans U) vérifiant les trois assertions du
lemme 2.4 et tel que pour chaque hypersurface & de U, non incluse dans la réunion des
(W, U (k)1 (0)) \U, et ayant une équation du type x°=0 ou Lx°+x*=0 il existe un
voisinage effile W (voir le 2° de la définition 2.3) de & tel que pour toute fonction v
(définie par un germe de v en un point de W) holomorphe sur £ (W) on peut trouver une
fonction u holomorphe sur A (W) telle que :

a(x,D)u=nv.

3° Si v est de détermination finie [resp. et en plus a monodromie unipotente] alors on
peut supposer qu'il en est de méme des fonctions u mentionnées en 1° et 2°. Si a(x, D) est
a caractéristiques simples et si v est dans la classe de Nilsson alors on peut supposer qu’il
en est de méme des fonctions u mentionnées en 1° et 2°.

Remarque. — Dans la premiére version de cet article I’énoncé du 2° était beaucoup
plus compliqué; je remercie vivement Claude Wagschal de m’avoir indiqué que I’énoncé
actuel du 2° suffisait pour mon objet.

Admettons le théoréme 3.1, quitte & diminuer U nous prendrons U= U, ce qui allégera

la notation. Le lemme 2.4 montre alors qu’il existe un nombre fini de voisinage ouverts
effilés W;, 1 <i<N tels que :

N d
U=U W, U U &)™0).

i=1 j=1

Soit i#/ tel que W; N\ W,# F, d’aprés le lemme 2.4 W, W, est connexe par arcs et
(W;NW)UT contient une hypersurface non caractéristique en chacun de ces points
H (i, /) ayant une équation du type : x°+A, ;x'=0(}, ,€C) et ne rencontrant pas dans
UNT les hypersurfaces caractéristiques.

Le lemme 2.4 et le 2° du théoréme 3.1 nous permettent de supposer qu’un et un seul
des voisinages effilés W, rencontre S. Quitte a changer la numérotation nous supposerons
que W, contient U N (S\T) et que pour 2<;<N, W, ne rencontre pas S. Pour alléger
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les énoncés ultérieurs nous noterons H (1, 1) ’hyperplan S d’équation x°=0. Ce qui a
été dit dans la section 1 montre clairement que le symbole principal de a(x, D) vérifie
les mémes propriétés vis-a-vis de H(i, /) ou de I’hyperplan S. Le résultat suivant est
crucial et démontré dans [5].

THEOREME 3.2 [5]. — Il existe un polydisque ouvert Q' de centre 0 C"*' et pour toute
H (i, [) précédemment introduite il existe un voisinage Y (i, ) de T dans H(@Q, ), Y (i, ])
étant inclus dans (W; \ W) U T, tels que pour toutes données de Cauchy (4)), < ; < holomor-
phes sur le revétement universel de Y (i, )\T le probléme de Cauchy

a(x, D)u=0
Ot g s, = s 0=j<m

[0, désignant la dérivée normale pour H (i, I)] admet une unique solution h holomorphe sur le
revétement universel de Q' privé de la réunion des hypersurfaces caractéristiques K ;(1<j<d)
construites dans la section 1. En outre si les données de Cauchy u;(0<j<m) sont de
détermination finie alors la solution h est de détermination finie (voir Appendice C).
Dorénavant et jusqu’a la fin de cette section nous nous donnons des ensembles Q’,
Y (i, ]) fournis par le théoréme 3.2 et nous pouvons supposer Q' inclus dans
N d
U=UW,U U &) 0.
i=1 j=1
Remarque cruciale 3.3. — Reprenons les notations du théoréme 3.2. Comme Y (i, /)
est inclus dans (W; W) U T, le théoréme 3.1 fournit des fonctions u; ramifiées dans le
voisinage effile W; et les traces suivant H (i, I) de chaque détermination de u; sont holomor-
phes sur le revétement universel de Y (i, )\ T. Naturellement Y (i, ) N Q' et Q' sont en
général beaucoup plus petits que respectivement Y (i, /) et U; et on peut supposer
HGDINQ<Y(E HUT.
La figure ci-dessous illustre la situation :
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Preuve du théoréme 0.1 (existence et détermination finie). — D’aprés le théoréme 3.2
on peut supposer les données de Cauchy identiquement nulles. Soit x, un point de
SNW, NQ et «° un germe en x, de solution du probléme de Cauchy
o1 a(x, D)u®=1°

Do u®|s=0, 0Zh<m

d
ou v° est le germe de v en x,. Il faut montrer que si I" est un chemin Q"\ U K; d’origine
j=1
X, le germe u° se prolonge le long de I'. De plus il faut montrer que lorsque v est de
détermination finie alors le prolongement ramifié u de u® I’est également. Pour tout
couple (i, )e{1,2, ..., N}? avec i#j et W,N\W,; N\ Q' #F choisissons un point x;
appartenant a Q' YH(, j) N W; N\ W, [dans le cas ou H(1, 1)=S on pose x; ;=x,]. Si
I'" est un chemin d’origine x, paramétré par [0, 1] il existe une subdivision
1,=0<t,<...<t,=1 de [0, 1] et pour chaque indice je{1,2, ..., p—1} il existe un
voisinage effilé W, tel que le chemin y;=T" |[,j, ;411 Soit d’image contenue dans W, ;.
Quitte a modifier la subdivision on peut supposer que i(j)#i(j+1) pour 1<j<p—2; en
outre W, ;, contient x, et donc rencontre S\ T, d’apres la convention faite avant I’énoncé
du théoréme 3.2 on a i(1)=1.

I est égal au chemin composé yj°y5°...°Yp—;. Soit je{l, ..., p—2}, comme
Y;(t;+1)=";+1 (t;+,) appartient & W;;; \W,; ;41N Q" et que cet ensemble est connexe
par arcs il existe un chemin /; joignant dans W;; \W, ., NQ’ le point v;(¢;,,) au
point §j=xi () ii+1)- On définit alors les chemins suivants (on pose Xo=Xo) :

-1

Y1=vY1°0, Yj=lj——11°Y}°lj 2=jsp-2), 'Yp—-1=lp-2°'Y;—1-

Pour chaque 1<j<p—2, y; est d’origine )?j_ , et d’extrémité Ej. En outre chaque chemin
Y;(1£jSp—1) est tracé dans W,;. Deésignons par I' le chemin composé
Y1°Y2° ... Yp—1- On va prouver qu'on peut prolonger le germe u® (en x,) de solution
du probléme (0.1) le long de I'. La définition de I' montrera alors qu’on a prolongé le
germe u° le long de I'". Notons »’ le germe de fonction holomorphe en EJ- obtenu en
prolongeant »° le long de v, © . .. °y;. L’existence du prolongement ramifié¢ de 4° le long
de T" sera établie dés que 'on aura prouvé par récurrence sur 1<j<p—1 I’assertion
suivante :

(Z2;). Le germe u° se prolonge le long de y,° ... °y; en un germe w en Pextrémité de

¥;. En outre o s’écrit w/=u"+fJ ou le germe u"/ [resp. /7] se prolonge le long de tout
d

chemin de W, ;, [resp. O\ U K,:l. De plus on a a(x, D)u'/=1'.
=1

Prouvons I’assertion (2,). Le théoréme 3.1 assure qu’il existe un germe ' au point x

0=Xo se prolongeant le long de tout chemin de W, tel que a(x, D) u'®°=2°. D’autre

part, le théoréme 3.2 montre qu’il existe un germe f ° en x, se prolongeant le long de
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d
tout chemin de Q"\ U K, solution du probléme

=1

a(x,D)f°=0
Diofols= —Dhou®

s 0<h<m.

Par unicité »'°+f° coincide avec u°. Le chemin y, est tracé dans W,, Notons
u'[resp. f '] le germe de fonction holomorphe en x, obtenu en prolongeant u'°[resp. f °]
le long du chemin y,. L’assertion (£, ) est alors clairement vérifiée. Supposons maintenant
le résultat prouvé a lordre je{l,2,...,p—2}. Le point X; appartient a H
j=H@(), i(i+1)). D’aprés le théoréme 3.1 il existe un germe u'i*1 en x; solution de

=9/ et se prolongeant le long de tout chemin de W, ,,, En

I’équation a(x, D) u"*!
outre, d’apreés le théoréme 3.2, il existe un germe g/** en X; solution du probléme

a(x, D)g*1=0

h i —_ h i+ | L h j
Ong " g, = —Opu " g, + Opu”

fip 0h<m

d
se prolongeant le long de tout chemin de Q"\ U K, (d’aprés la remarque cruciale 3.3,
=1
les données de Cauchy du probléme précédent vérifient en effet les hypothéses du
théoréme 3.2). Par hypothése de récurrence on a a(x, D)u’=1’. Par unicité le germe
u'i*t1+gi*1 coincide avec u'/. Le chemin y,, , est tracé dans W, ;, ). Notons alors u"/*?
[resp. g*1, resp. ¢’*'] le germe de fonction holomorphe en I'extrémité de v;,, obtenu
en prolongeant u/** [resp. g'**, resp. /7] le long du chemin y;,;. On a clairement
a(x, D)u’*1=v/*1 Lassertion (2,, ) est alors vérifiée par u/*! et fi*1=gi*1+ /"1,
Maintenant nous supposons que v est de détermination finie et nous allons prouver
que u l’est aussi. Auparavant nous allons définir quelques espaces de dimension finie.
Rappelons que H(1, 1)=S et que x; | =x,.

DEFINITION 3.4. — 1° Reprenons le point x; ; de H(i, j) précédemment introduit. Le
théoréme 3.1 assure ’existence d’un nombre fini de fonctions holomorphes ramifiées de
détermination finie sur W; dont les déterminations au point x; ; engendrent un C-espace
vectoriel de dimension finie G (i, j) (constitué de germes holomorphes en x; ;) tel que
a(x, D)(G (i, j)) coincide avec I'espace vectoriel (de dimension finie) engendré par les
déterminations de v en Xx; ;. Dans la suite nous fixons un tel G (i, j).

Soit maintenant un indice /e{1}U({1,2, ..., N\{j}) tel que W,;N\W,#.
Reprenons le point x; ; de H(j, ). On note G (i, j, /) I’espace vectoriel constitué des
germes en x; ; obtenus en prolongeant les ¢léments de G (i, /) le long des chemins tracés
dans W; d’origine x; ; et d’extrémite x; ;. Comme G (i, j) est stable sous Iaction des
lacets de W; de base x; ; on constate que G (i, j, ) est isomorphe a G (i, j).

2° Avec les notations précédentes on pose G (j, )= Y. G, j, ]) ou la somme est étendue

i

aux indices i tels que G(i, j, /) est défini. On peut prolonger les éléments de G (j, /)

4° SERIE — TOME 23 — 1990 — N° 3



PROBLEME DE CAUCHY RAMIFIE 389

le long de tout chemin de W; et G, ) est stable sous I’action des lacets de W; de
base x; ;.

3° Notons E(G, j) le C-espace vectoriel engendré par les déterminations en x, des
d

prolongements ramifiés sur Q"™\ U K, des germes u en x; ; solution des problémes de
1=1

Cauchy du type :

a(x, D)u=0

h — Ah
Ot p=0nwlua. p 0<h<m

ou w décrit G (i, j)+ G (i, j). Rappelons que d’aprés la remarque cruciale 3.3 les données
de Cauchy du probléme précédent vérifient les hypothéses du théoréme 3.2. Ce théoréme
assure en outre que E (7, j) est de dimension finie.

4° Notons F I’espace vectoriel (de dimension finie) des germes en x, engendré par les
déterminations de v en x,. Notons F, I’espace vectoriel constitué des germes u en x, tels
que a(x, D)ueF et D%ou|s=0 pour 0<h<m. D’aprés le théoréme de Cauchy-Kowaleska
F est isomorphe a F,,.

LeEMME 3.5. — Reprenons les notations de la définition précédente (x, ,=x,). Alors G
1.1 est inclus dans l'espace vectoriel Fy+Y E (i, j).

Preuve. — Soit g(x) un germe en x, élément de G, ;. Ce qui est écrit dans les points
1°, 2° et 4° de la définition 3.4 montre que a(x, D)g appartient a F. Désignons alors
par 4 le germe en X, solution du probléme :

a(x, D)u=0

Dioulg=Dlogls, 0Zj<m.

Par définition /4 appartient & Y E (i, j). En outre on constate que g—h appartient a F,,.
Ceci prouve le lemme.

Considérons le germe u° en x, de solution du probléme de Cauchy :

©.1) { a(x, D)u=2°

Dhouls=0, 0<h<m

ou v° est le germe de v en x,. Pour démontrer que le prolongement ramifié u de u° est

de détermination finie il suffit de montrer que si I'" est un lacet de base x, tracé dans
d

Q\_U K, alors le germe obtenu en prolongeant «° le long de I'"" appartient a I’espace
1=1

vectoriel de dimension finie Fo+ Y E (i, j).
i,J
Reprenons la décomposition =y, °y,° ... °y,_; dulacet I' homotope a I'"" considérée
dans la premicre partie de la démonstration. On observe que les voisinages effilés W, ,,
et W;,—1, rencontrent S, d’aprés la convention faite avant I'énoncé du théoréme 3.2 on
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ai(1)=i(p—1)=1. Pour alléger les notations nous poserons (1 <;<p—2).
Xpo1=%1,1=%,  G;=G@(), iG+1),  G=GGE(), i(G+1).

On pose en outre G,_, =G (1, 1). Rappelons que »’ désigne le germe en x; obtenu en
prolongeant ° le long de y,°...° y; En raisonnant par récurrence sur

j€{1,2, ..., p—1} nous allons prouver I'assertion suivante :

(DF)) : La décomposition du germe w' obtenu par prolongement de u° le long de
Yio. ..oy =ul+f7 est telle que : w'/eG,, f7 est obtenu par prolongement ramifié le
long de 7y;°...°y; dun élément de Y E(k,]) (voir définition 3.4). En outre
a(x, D)yui=1'.

Rappelons que Gp_l =G, ;. Si I'assertion (DF,_,) est vraie alors le lemme 3.5 montre
que le germe obtenu en prolongeant u° le long de I'" appartient a I’espace vectoriel de
dimension finie F,+ ) E(k, I).

Prouvons I’assertion (DF,). D’aprés le 1° de la définition 3.4 et le théoréme 3.1 il
existe un germe u’° (au point x,) élément de G (1, 1) se prolongeant le long de tout
chemin de W, ,, tel que a(x, D)u'®=12°. Par définition le germe f° en x, solution du
probléme :

a(x,D)f°=0

Dlof %ls= —Dhou|s, 0<h<m

appartient & Y E(k, I). Notons u'* [resp. f '] le germe de fonction holomorphe en X
obtenu en prolongeant u’°[resp. £ °] le long du chemin y,. Par définition,  appartient
a G(@i(1),i(2))=G,. Ceci prouve (DF,). Soit je{l,2, ..., p—2}. Supposons (DF))
démontrée. Le point J?j appartient a ﬁj=H(i (), i(j+1)). D’aprés la définition 3.4 et le

théoréme 3.1 il existe un germe u'/*! en x; élément de G;, solution de I’équation a(x, D) u
"i*1=1l et se prolongeant le long de tout chemin de W, ,,. Par définition le germe g
j+1

en )?j solution du probléme
a(x,D)g’* =0

hj+1|. — _ Ahrj+1 L h j |~
o0, g |Hj— apu' [Hj+6,,u'1 |H,-’ 0<h<m

définit lorsqu’on le prolonge le long du chemin (y;°...°y;)”" un élément de ) E(k, J).
Par unicitté le germe u’t'+g/t! coincide avec /. Notons alors
witt [resp. g’; + ! resp. ¢’ + 11 le germe de fonction holomorphe ejl.)zﬂ , obtenu en prolon-
geant u/*1[g/*! resp. f7] le long du chemin vy;,,. Comme u”*! appartient & G;, la
définition 3.4 montre que u"*! appartient a GjH. L’assertion (DF;, ;) est alors vérifi¢e
par uitlet fitl=gitl4 it

REMARQUE 3.6. — Supposons que a(x, D) est a caractéristiques simples et que toutes
les données de Cauchy et v sont dans la classe de Nilsson. Le théoréme 3.1 permet de
supposer que les éléments de G (i, j) [resp. G (i, /)] définissent des fonctions holomorphes
ramifiées dans W; [resp. W] appartenant a la classe de Nilsson. Le théoréme 1 de [8]
montre alors que si les données de Cauchy u, (x"), 0<h<m appartiennent a la classe de
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Nilsson alors la solution du probléme

a(x, D)u=0

Dhouls=u,(x'), 0Zh<m

et les éléments de ) E(i, j) appartiennent a la classe de Nilsson. Les démonstrations
précédentes montrent alors que la solution du probléme (0.1) est dans la classe de
Nilsson.

Maintenant nous allons préparer la preuve du théoréme 0.6. Nous supposons que v et
toutes les données de Cauchy du probléme (0.1) sont de détermination finie et a
monodromie résoluble (dans le rappel 3.9 nous verrons que c’est toujours le cas pour les
données de Cauchy) [resp. unipotente] et nous montrerons qu’il en est de méme de la
solution.

Nous noterons 7, le groupe fondamental pointé en x, de Q' privé de la réunion des
hypersurfaces caractéristiques (Q' est le voisinage de l'origine introduit dans le
théoréme 3.2). Si f est une fonction holomorphe ramifiée sur Q' privé de la réunion des
hypersurfaces caractéristiques et si F est le C-espace vectoriel engendré par les détermina-
tions de fen x,, le groupe fondamental &, agit sur F. On appellera monodromie de f'la
représentation de nt, dans GL (F) ainsi définie.

RAPPEL 3.7. — Soit G un groupe opérant sur un C-espace vectoriel de dimension finie
F, on dit que la représentation

{G——»GL(F)
g—p(g)

est résoluble [resp. unipotente] s’il existe une filtration croissante de F par des sous-
espaces vectoriels stables par G{0}=F,cFjc...cF,=F et telle que les quotients
F/F;_, soient de dimension<1 [resp. et en plus G opere trivialement sur les F;/F;_;].
La représentation est résoluble [resp. unipotente] si et seulement si il existe une base de
F dans laquelle les matrices de tous les p(g) sont triangulaires supérieures [resp. et en
plus tous les éléments diagonaux valent 1]. Soit F’ un sous-espace vectoriel de F stable
par G, si la représentation de F est résoluble [resp. unipotente] alors elle induit une
représentation de F’ résoluble [resp. unipotente]. C’est immeédiat d’aprés I’assertion prise
pour définition.

Nous aurons besoin du lemme suivant :

LemME 3.8. — Soit G un groupe opérant sur un C-espace vectoriel F de dimension finie.
Supposons qu'’il existe une famille finie E,, . . ., E, de sous-espaces vectoriels de F vérifiant
Y E,=F telle que pour chaque 1 <i<k, E; est stable par G et G définit une représentation
résoluble [resp. unipotente] de E, Alors G définit une représentation résoluble
[resp. unipotente] de F.

Preuve. — On procéde par récurrence sur k, il suffit de prouver ce lemme dans le cas
k=2. Comme G définit par hypothése une représentation résoluble [resp. unipotente] de
E, et E, il existe deux filtrations croissantes de E, et E, respectivement satisfaisant
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toutes les conditions du rappel 3.7 :

{0}=E, ;cE, ,<E; ;c...<E; ,=E
{0}=E, <E,,<E,;c...cE, ,=E,.

Pour 1 =i<p posons F;=E, ;, pour 1 <j<q posons F,,;=E, +E, ;. Pour I<j<g—11il
existe une surjection naturelle de E, ;,,/E, ; sur (E;+E, ;.,)/(E;+E; ;. Donc
F,+j+1/Fp+; est de dimension (sur C)<1. Comme (F)); <;<,+, définit une filtration
croissante stable par G de E, +E, le rappel 3.7 montre que G définit une représentation
résoluble de E; +E,. Supposons en plus que G, définisse une représentation unipotente
de E, et E,, soit je{l,...,¢g—1} tel que (E,+E, ;.,)/(E;+E, ) soit une droite
complexe, soit e€E, ;,,\E, ;+E; par hypothése on a VgeG, g.e—e€E, ;cE, ;+E,,
donc G opére trivialement sur F, ;. ,/F,, ;. Comme il est clair que G opére trivialement
sur les autres quotients de la filtration (F,) ceci prouve le lemme.

RaPpEL 3.9. — Posons x'=(x!, x2, ..., x"). Considérons une fonction u, (x") holomor-
- phe ramifiée autour de x'=0 et de détermination finie. On sait (voir [1]) que u, est
somme finie de fonctions du type :

(%) xlog" x, f (log x4, x')

oun eN, aeC, f(logx,, x") est uniforme. La monodromie d’une fonction (non identi-
quement nulle) de type () est clairement résoluble, elle est unipotente si et seulement si
aeZ. Le lemme 3.8 et le rappel 3.7 montrent alors que la monodromie de u, (x) est
résoluble. Supposons maintenant que la monodromie de u, (x’) est unipotente, on vérifie
alors aisément que u, est somme finie de fonctions du type (x) ou tous les o appartiennent
a Z. Le lemme 3.8 et le rappel 3.7 montrent que la réciproque est vraie.

LeMME 3.10. — Reprenons les notations de la définition 3.4. La représentation du groupe
fondamental n, dans Y E(i, j) est résoluble. Si de plus v est & monodromie unipotente
alors on peut supposer que cette représentation est unipotente.

Preuve. — Conservons les notations de la définition 3.4, soit we G (i, )+ G (@, j).
Posons u,=dhw |y, 5, 0<h<m. Considérons alors le germe g en x; ; de solution du
probléme de Cauchy suivant :

a(x,D)g=0

h —
ang‘H(i,j)_uh, 0<h<m.

D’aprés lappendice C le prolongement ramifié g de g le long de tout chemin de
d d

QU K, peut étre écrit sous la forme g= ) g,(logk’(x), x) (g;€ # (#,*U), ou
1=1 i=1

g:(logki(x), x) est somme finie de termes du type :

(*%) (k) (x)log™ k' (x) x h (log k' (x), x)
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ou m; eN, o'eC, h(logk'(x), x) est uniforme. La monodromie de (k%) est résoluble. Si
la monodromie de v est unipotente alors le théoréme 3.1 et le lemme 3.8 permettent de
supposer que la représentation du groupe fondamental du voisinage effile W;[resp. W]
dans G (i, j) [resp. G (i, /)] est unipotente. Le rappel 3.7 montre alors que la monodromie
de chaque u,(0<h<m) est unipotente, d’aprés le rappel 3.9 chaque u, est donc une
somme finie de termes du type (%) ou tous les o appartiennent & Z. L’appendice C
permet alors de supposer que tout les o’ figurant dans les expressions (*x) appartiennent
a Z. Dans ce cas il est clair que la monodromie d’un terme du type (*x) est unipotente.
Le lemme 3.10 découle alors du lemme 3.8 et du rappel 3.7.

Maintenant nous pouvons terminer la preuve du théoréme 0.6. Rappelons que nous
étudions la monodromie de la solution # du probléme

©.1) a(x, Dyu=v

Dhouls=u,(x'), 0<h<m.
Notons E le C-espace vectoriel (de dimension finie d’aprés 'appendice C) engendré par
les déterminations en x, de la solution du probléme :

a(x, D)u=0

Dhouls=u,(x'), O0Zh<m.

La preuve du lemme 3.10 montre que la représentation de n,; dans E est résoluble
[resp. unipotente si les u, sont & monodromie unipotente]. Reprenons les notations de la
définition 3.4. Par hypothése la représentation de m; dans I’espace vectoriel F engendré

par les déterminations de v en x, est résoluble [resp. unipotente]. Si y est un lacet de
d

base x, de Q"\ U K; nous noterons y.v’ I'action de y sur un €lément v’ de F. D’aprés le
j=1

rappel 3.7 il existe une base (vy, ..., v,) de F telle que V/e{1,2, ..., k} et pour tout y

ona:

]
Yo=Y o,,(1)v, ou a,,(y)eC.
p=1

Si v est & monodromie unipotente alors les o, ;(y) valent 1. Conservons les notations de
la définition 3.4, une base de F, est constitué des germes u; en x,, solution des problémes
de Cauchy :

a(x, D)u;=nv,
Dhou, |s=0, 0<h<m.
d
D’aprés le théoréme 0.1 on peut prolonger les u; le long de tout chemin de Q™ U K.
i=1

La preuve du fait que la solution du probléme (0.1) est de détermination finie (si les
données le sont) montre que si y est un lacet de base x, alors il existe ueF,,
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f1€X.E(, j) tels que y.uy=uj+f, et a(x, D)uj=y.v,(1<I<k). On a :

]
a(x, D)u{=y.v,= Z ap,l('Y)a(xs D)up'

r=1

1
Par unicité on a yj= Y. o, () u,. Les lemmes 3.8 et 3.10 montrent alors que la représen-
r=1
tation m; dans Fy+E+Y E(j, /) est résoluble; si la monodromie des données est unipo-
tente alors on peut supposer que cette représentation est unipotente. La preuve que la
solution u du probléme (0.1) est de détermination finie montre que I’espace vectoriel
engendré par les déterminations de u en x, est un sous-espace vectoriel (stable par )
de Fo+E+) E(i, j). Le théoréme 0.6 découle alors du rappel 3.7.

4. Préparation a la preuve du théoréme 3.1

Dans cet article nous travaillerons beaucoup avec les ensembles £ (¢, ®) car ils contien-
nent les deux segments mentionnés dans le 1° de la proposition 2.2 et nous permettront
de définir un peu plus loin les opérateurs d’intégration 27! et 25 '. Pour alléger les
notations ultérieures nous dirons qu’une fonction f est holomorphe sur Z (¢, ®) x U’ (U’
étant un ouvert de C"*?!) s’il existe £>0 tel que fest la restriction d’une fonction
holomorphe sur £’ (c+¢, w)x U’.

Nous commengons la preuve des parties 1° et 3° du théoréme 3. 1. Pour fixer les idées
nous raisonnerons dans le cas de I’hypersurface caractéristique (k2)~!(0). Quitte a
diminuer le polydisque U de la définition 2.3 on peut supposer — en reprenant les
notations de la proposition 2.5 — qu’il existe un voisinage effilé W5 de (k?)~!(0) tel
que dans W), tout germe de v (le second membre du probléme (0.1)) en un point de W,
définit une fonction holomorphe ramifiée dans W', encore notée v. D’aprés la proposition
2.5 il existe deux polydisques U, <U’, un voisinage effilé W5 (cW3) de (k%) (0) et
deux réels o, >0 et ¢, <0 tels que pour toute fonction — encore notée v — holomorphe
ramifiée dans U, N\ W, définie a partir d’'un germe de v en un point de U, N\ W5, il
existe g’ € # (% (c,, ®,) X U’) telle que :

VxeU,NW5,  ov(x)=g (logx°, logk?(x), x).

Nous chercherons une fonction (¢,, t,, x)+> h(t,, t,, x) holomorphe sur un ouvert de
R(cy, ®) % U’ de la forme %’ (c}, ®;) x U” telle que dans 'intersection d’un polydisque
ouvert de centre 0 et d’un voisinage effilé de (k) ™! (0) on ait :

a(x, D) h(logx®, logk® (x), x)=v(x)=g' (log x°, logk* (x), x)
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Nous chercherons donc la fonction holomorphe ramifiée u(x) du théoréme 3.1 sous la
forme & (log x°, log k? (x), x). Cela dit on prouve aisément le lemme suivant :

LeEMME 4.1. — Il existe des fonctions holomorphes sur un voisinage de I'origine ¢, , 5(x),
(A, WeN2, BeN" 1 |B|<m—L—p telles que :

a(x, D)h(logx®, logk® (x), x)= Y. ¢, , s(x)DE(e™"19, ) (e""20,)
@.1) itnsm
h(th t29 X)

t1=logx0 .

ty=log k2 (x)

Comme I'hypersurface (k?)~'(0) est caractéristique pour a(x, D) le coefficient
Cn o0 ...,0 est identiquement nul. Nous omettrons les restrictions
(¢, t,)=(log x°, logk? (x)) dans (4.1), nous chercherons une fonction k (%, x) solution de
I’équation
4.2 Y G p()DE(T10,) (67720, h(t, x)=g' (¢, x).

A+ps=m
|Blsm—h—p

ou t=(t,, t,)eZ(c;, ®), xeU' et g'e #(2(c,, ®,)xU’) est donnée. Rappelons la
formule (x) de la section 0 :

(%) ay (x, ) =[] ap, ,(x, &)™
S

Quitte a changer la notation nous supposerons que a,,, , (x, grad k? (x)) est identiquement
nul, ’équation k2 =0 définit donc une hypersurface caractéristique de multiplicité m,.

LEMME 4.2. — Dans le membre de gauche de (4.2) le coefficient de chaque monoéme de
dérivation du type (e~'20,,)" " (e~"19,,)"' D8 ou i=i, +|B|<m, est identiquement nul.

Preuve. — Notons d; le degré en § de g, , ona:

m—i— Y mid=m—i—(m—myd))=d,m,—izmyd,—my+1>m,(d,— 1),
s#2

donc dans le coefficient de (e™'24,,)" *(e™'.9,,)"* D! apparaitra en facteur le terme
a,, »(x, gradk?(x)) qui est identiquement nul.

LEMME 4.3. — Soit i€ {0, 1, ..., m,}. Le coefficient de (e™*10, ) (e*20,,)""" dans le
premier membre de (4.2) est identiquement nul si i<m,, et ne s’annule pas a l'origine si
i=m,.

Preuve. — Le cas i<m, découle du lemme précédent. Supposons donc i=m,. Quitte
a faire un changement de variables nous pouvons supposer que k2 (x)=x!. Rappelons
(voir1) que a(x, D)= Y ag(x) D Posons :

|Blsm

P, M)=a,(x;1,1,0,0, ...,00= 3 ap, m-po o (X¥)A%

Bosm
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comme (k*)~* (0) est une hypersurface caractéristique de multiplicité constante m, on a :

VxeU ig(x 0)=0 si 0<i<m,; i"fﬁ(() 0)#0
] a}‘} ) - = 2 a}“"lz ] .

Par conséquent on a :

(60, 1,0,0, ...,00= Y ag, m-p, o)(X)AP0

my<Bo=m

et A, m-my (0)#0. Cela dit, quand on applique D28°D:'1‘B° a h(logx° logx!, x) on
fait apparaitre le monéme (e "1 6,1)"0 (e 2 6,2)"'“‘0, on obtient alors aisément le lemme.

Quitte a restreindre U’ nous pouvons donc supposer que le coefficient de
(e7"19,)"2(e”"20,,)" ™2 dans le premier membre de (4.2) ne s’annule jamais dans U’. Il
existe alors des fonctions b, , ¢(x), (A, WeN?, BeN"*"! |B|<m—A—p holomorphes
sur U’ et telles que I’équation (4.2) soit équivalente a :

(4.3) (719, )" (e™"20,)" " h(t, x)=g(t, x)
+ ) by, y, p(X)(e710,)"(e7*20,,)* DEA(L, x)

|Bl+r+psm
A, WFm—mz, my), A¥m

ou (¢4, t,)ER(cy, ®,), xeU’ et ge # (% (cy, ®;) %X U’) est donnée. Le lemme 4.2 montre
(et c’est crucial) que si A+p+|B|=m et A>m—m, alors b, , , est identiquement nulle,
posons &, =e""10,, P,=e '20,,. Soit ce]— o0, ¢; — 3] (c ne sera choisi qu’a la fin de la
preuve), pour ue # (£ (c, ®) X U’) on pose

' 1,
27, x)=j L Pu®, 1, ) d), Dilul, x)=J e ult,, o, x)do,
ty—c t1+c :

ou t=(t,, t,)eZ(c, ®).

REMARQUE 4.4. — Rappelons (¢f. proposition 2.2) que les segments d’intégration
[(t;—c, 1), (24, )] et [(z;, t; T ), (¢, t,)] sont inclus dans Z (¢, ®).
Le dessin suivant fait dans R? (dans le plan des Rez,, Ret,) :

(tz-C,t1+C) o ‘t1,t1+C)
s:D—1
1 i
1 ‘1)21
- (tq.to)
(to-c,t) 7 2

permet de deviner (¢f. lemme 5.4) que 27! et ;' commutent. Pour ke N* on pose
D= te. . . oDt (k fois), Dk=93re .. . 29;! (k fois). Soit
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u, € # (% (c;, ®) % U’), on observe que :

D2 Dy DD DI () =uy.

Reprenons les notations de ’équation (4. 3) et posons :

4.4) H = > by, . pX) DN D595 ™" 9 ™D,
|Bl+A+psm
A, W#Fm—mz, mz), A¥m

rappelons [¢f. lemme (4.2)] que si |,B |+A+p=met A>m—m, alors b, , , est identique-

ment nulle. u; = Y #"(g) définit une solution formelle de I'équation
120

4.5) u, (1, x)=g(t, x)+Hu, (t, x)

h(t, x)=Y 2;™ ™)™ #'g(1, x)] définit une solution formelle de I’équation (4.3).
Rappelons que nous cherchons la fonction holomorphe ramifiée u(x) du théoréme 3.1
sous la forme 4 (log x°, logk? (x), x). La suite de cet article est essentiellement consacrée
a la preuve de la proposition suivante qui établit la convergence de ces séries dans un
espace convenable.

PROPOSITION 4.5. — [l existe ®€]0, e”2®,], c€]— o0, ¢; —3] et un voisinage Q (=U’)

de 0eC"*! tel que pour tout ge # (R (cy, w,) X U’) les séries de somme u,= Y H'g,
10

h=Y 95(m "9 ™ #'g convergent uniformément sur tout compact de Z (c, ®) x Q.
120

En outre si g est de détermination finie [resp. et en plus a monodromie unipotente] alors il
en est de méme de h. Si a(x, D) est a caractéristiques simples et si g est dans la classe de
Nilsson alors il en est de méme de h.

REMARQUE 4.6. — Reprenons les notations de la proposition 4. 5. Soit £€]0, 1[. Posons
A(c, & 0)={(t,, )€ (cte, ®); Ret,<c+logw}.

Il est clair que si (¢, t,) appartient & A (c, €, ®) alors les segments [(t, —c, t,), (¢, 1,)] et
[(¢,, t; +¢), (¢, t,)] sont inclus dans 'ouvert convexe A (¢, &, ®). On vérifie alors aisément
que VieN les fonctions H#'g, @729, ™ ™o 'e sont holomorphes sur
A(c, &, ®) X U’. Enfin on vérifie immédiatement que la fonction A (¢, x) définit une
fonction holomorphe sur £’ (¢, ®) X Q solution de 1’équation (4. 3).

PREUVE DES PARTIES 1° ET 3° DU THEOREME 3.1 A PARTIR DE LA PROPOSITION 4.5. —
Reprenons les notations utilisées au début de cette section. Fixons un couple(c, ®)
vérifiant les conditions de la proposition 4.5. En raisonnant comme dans la preuve de
la proposition 2.5 on vérifie qu’il existe un polydisque ouvert U, (inclus dans Uj et Q)
de centre 0e C"** et un voisinage effilé W, (inclus dans les voisinages effilés W5 et W)
de (k)= (0) tels que :

(1) VxeU,NW, (% k2 (x)eX(c—1, ®)  (voirdéf.2.1).
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Tout germe de v en un point de U; M W, définit une fonction ramifiée encore notée v
dans W/, donc comme au début de cette section il existe g'e # (Z (c;, ®,) X U’) telle que
dans U; W, on ait v(x)=g’ (log x°, logk? (x), x).

D’aprés la proposition 4.5, (1) et ce qui précéde il existe 4(z, x) holomorphe sur
X' (c, ®) xQ telle que

VxeU; N\'W,, a(x, D)h(logx®, logk®(x), x)=g' (logx°, logk? (x), x)

et u(x)=h(logx°, logk?(x), x) définit une fonction holomorphe ramifiée dans U; \'W,
et vérifie toutes les conditions demandées dans le théoréme 3.1. On raisonne de méme
pour les autres hypersurfaces caractéristiques et on obtient donc un polydisque U (=U,)
et des voisinages effilés W, de (k)™ (0), 1<i<d vérifiant les assertions 1° et 3° du
théoréme 3. 1.

Pour démontrer la proposition 4.5 nous devrons étudier soigneusement les propriétés
des opérateurs 9,, 9,, 27" et 2;*. 1l est clair que 9, et 2;! d’une part, 2, et 97!
d’autre part ne commutent pas (2; et 2; ! non plus bien siir). L’objectif de la section 5
est d’étudier les commutateurs qui apparaissent ainsi.

5. Relations de commutations

Comme Df commute avec 9;, 2!, i=1,2 nous omettrons la variable x et considére-
rons des fonctions de t=(¢,, t,) € % (c, ®) seulement. Ceci allégera les notations. Rappe-
lons que ¢ désigne un réel <c, —3 et que :

t

t
9l-lu(tv t2)=J 1 eau(ea tz)dea 92_1u(t1a t2)= ’ ecu(tla O')dO'
ta—c¢

ty+c
u(t,, t,) €étant holomorphe sur un ouvert convexe de la forme A(c, &, ®) (¢f

remarque 4. 6).

DEFINITION 5.1. — On  définit des opérateurs de trace: T,u=eu(t,, t;+c),
T,u=e ‘u(t,—c, t,). Il est clair que 2, T,=0, 2,T,=0, 2,°2,=92,°9, et que pour
(i,j)e{ 1,2}, T,@;lso, D927 '=id, (peN ou —geN)= PP PI=Pr*4,

LEMME 5.2. — Soit ke N* alors on a :
2,.2;*=92;%2,—2; % VT,
2,9*=27*2,-27* VT,

Preuve. — On a

t

D, D7 u(ty, ty)=e™"1 a,IU

t1+c

eu(t,, o) dc]

2
=—eu(ty, t1+c)+j e’e "0, u(ty, o)do
ty1+c

=-T,u+2;'9,u.
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On prouve alors la premiére égalité du lemme par récurrence sur k en utilisant le fait
que T, 25 !=0. On prouve de méme la deuxiéme égalité.

REMARQUE 5.3. — Dans les lemmes 5.5, 5.7 et 5.8 nous établirons des identités
algébriques en regardant comment 2; commute avec Z; * (i#j) et comment &; commute
avec T;. En remplagant dans chaque groupe de termes de ces identités 2% par e™?'1, 9%
par e ?4*9 (ou peZ), T, par ¢, T, par e ° nous obtiendrons des égalités faisant
intervenir des exponentielles. Ces égalités nous seront utiles pour majorer [voir les clauses
(7.13) et (7.16) du théoréme 7.9] les termes de la série 2%3 (définie dans la proposition
4.5) issus des relations de commutation. En effet le lemme 7.3 et le théoreme 7.4
montrent en gros que pour g entier >0 les majorations des opérateurs 24, 29, 9, font
respectivement intervenir e~ %1, e®'1, ¢2@1*9. Indiquons par ailleurs que nous devrons
controler soigneusement le nombre de fois ou 2, apparait dans #“g, en effet les
majorations des opérateurs d’intégration feront intervenir 't ou e1™¢ ce qui ne permet
pas de contrdler e~ 2.

Le lemme suivant constitue une agréable surprise
LEMME 5.4. — 97195 =951-97".

Prewve. — 97 '°25;'—~9;1°97! sannule pour t,=t,—c, cela dit le lemme 5.2
montre que :

DDy Dy =D D =Dy =Dy D DT T D=0

Ceci prouve le lemme 5.4.

LEMME 5.5. — Soient p et qe N*, on peut alors affirmer que

1° DLDP=D P DL+ I’Zl 27'B,
l;:gq
ou B, est la somme d’au plus 4% termes du type :
5.1 e(a, B, DT D81 ... T DB

o a=(y, ...,o), B=Py ...,B,) appartiennent a N? g(o, B, Ne{0,1, -1},
Zﬁi=q+1_P,Z°‘i=P_l~
q—1
2° DPD,1=2,19F + Z 2;'B;
=0
q-p

IV ~

1
ou B, est la somme d’au plus 47 termes du type :

e(o, B, DT 2% ... T D%

ou a=(ay, ...,a,), B=(By ...,B,) appartient & NP, &(a, B, Ne{0,1, -1},
2Bi=p—g+l Yo=g—1
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REMARQUE 5.6. — Les égalités données a la fin de 1° et 2° sont importantes, elles
permettent de prouver [voir (7.13) et (7.16)] que les commutateurs n’augmentent pas la
taille des termes relativement a 2%°2:? ou 2%°2,% On observe que dans 1° / décrit
au plus ¢<27 valeurs, il apparait donc dans 1° au plus 2% 47 termes du type (5.1); le
fait que ce nombre 8¢ ne dépend pas de 27 interviendra de maniére cruciale dans la
preuve du théoréme 7.9 pour établir que le nombre de termes issus des relations de
commutation dans #'g est majoré par C' ou C est une constante indépendante de /.
Naturellement on peut formuler la méme observation pour le 2°.

Preuve. — Nous ne prouverons que le 1°, la démonstration du 2° étant analogue a
celle du 1°. On prouve le résultat par récurrence sur g, p étant quelconque; le cas g=1
est un résultat du lemme 5.2. Soit donc ¢=1 et supposons le résultat prouvé au rang gq.
L’hypothése de récurrence montre que :

p—1

DY DP=2, D7D+ Y D,97( Y e B DTy DY ... T D)
=0 (@ B)el;
I2p—q

ou I; est un ensemble d’indices de cardinal <44. Le lemme 5.2 montre alors que le
second membre de I’égalité précédente est égal a :

DPDVIN AT +T ,+ T3+ T,
avec

T, = _@1—(1’-1)'1“2 7!

p—1
Ta= ) 27 Y e B DD, T3 2% ... T3D%)
=1 .

1 (@ P)el;
I2p—q
p—1
T 3= 70 Z e(a, B,DT;*“IQQI...T;%@%:
=1 (@, B)el;
l2p—q
Te= Y e(@B, 02, TP ... TuDh
(a0, B)elp

QB:=q-p, Y =p).

(Si p> ¢ la derniére sommation est identiquement nulle.)

On vérifie alors immédiatement que chaque terme 7 ;(1 <j<4) vérifie les assertions
— aucran g+1 — du 1° du lemme 5.5.

LEMME 5.7. — Soient p, ge N*, on peut alors affirmer que :

q
1 9§T2=T2( Y cge—'w@g—h@';>
h=0
q
T,24= Y Ci(—1)'e ™24 "T, 2"

h=0
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P
2° T, =T, ( Y c;ehczag-h@g>
h=0
p

T, 25=Y Cie*(-1)'2;™"T, 2}

h=0
3° Soient hy, h,, ..., hyeN alorson a :

h h hy — -1 hy+...+hg_ h
T, 2T, 9" ... T, Ps=e"Degh -1 T, s,

on a un énoncé analogue en remplagant T,, 9D,, e*~ V¢ respectivement par T,, D,, e~ ¢~ V¢,

Preuve. — On prouve aisément le 3° en raisonnant par récurrence sur s et en utilisant
identité T, 2" T,=¢° 2" T,. Prouvons maintenant le 1°. Soit u(¢,, t,) une fonction
holomorphe, la fonction obtenue en appliquant 9, a u(f,—c, t,) est égale a
e™'2(0,,w)(t,—c, t;)+e "2(0,,u) (1, —c, t,). On obtient alors les deux formules suivantes :

T,9,ute ‘T, 2,u=2,T,u
2, T,u—e ‘T, 2,u=T,9,u
on prouve alors aisément les deux formules du 1° par récurrence sur ¢ en utilisant les

deux précédentes formules et en procédant comme pour la preuve de la formule du
binéme de Newton. On prouve le 2° de manicre analogue.

LeMME 5.8. — Soient p, g€ N*, on peut alors affirmer que :

p—1
1 D597P=97 94+ Y, 2{'K,
1=0
l2p—gq

ou K, est la somme d’au plus 8% termes de la forme :
+T, 2% D5 et

oua beN,a+b=qg+Il—pet A=b+1—gq.

q-1

2° DPD;1=2,19% + Z 2;'K,
1=0
l2g-p

ou K est la somme d’au plus 8P termes de la forme :
1T, 24 D% e
oua, beN,a+b=p—q+ilet A=q+b—1I1—-1.

Preuve. — Prouvons le 1°. Reprenons les notations du 1° du lemme 5.5. Soit
1e{0,1, ..., p—1}N[p—g, + o, dans un terme du type (5.1) ona ) o,=p—/=1 donc
I'un des a; est non nul, rappelons aussi que Y ;=g +/—p. Le 3° du lemme 5.7 montre
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alors que B, est somme d’au plus 44 termes du type :
(5.2 te Pl Degari-r—kT, gk

oukeN, k<g+I/—-p=q.
Le 1° du lemme 5.7 montre alors que (5.2) est somme d’au plus 29777k (<29)
termes du type

(5.3) :he_(h+p_l_I)CT2@%+1_P_'19';

ou 0<h<q+I—p. On observe que A= —(h+p—I—1)=qg+I—p—h+1—gq. Enfin il est
clair que K, est somme d’au plus 2?x 49 termes du type (5.3). Ceci prouve le 1°. On
prouve le 2° de maniére analogue.

6. Normes et fonctions majorantes

Si (u,) et (v,) appartiennent a CcNV'™! alors on écrit Y u, x* <Y v, x* pour indiquer que
VaeN"*1 |u,|<|v,|. Cela dit, pour R>0, posons

=10

et, pour ke N, notons

r_  R7*k!
L= (/R)HT

On observe que D, i®f <®F,, (0<i<n). La proposition suivante nous permettra de
contrdler I'action des coefficients des opérateurs différentiels en x; elle est essentiellement
démontrée dans|[5].

ProposITION 6.1. — Soient ke N, C>0 et R>0. Considérons une fonction u(x) holo-
morphe sur un voisinage de lorigine et telle que u(x) < C ®F (x). Alors

(@ VBeN""!1, Dbu<CO}, 4.

(b) Soit R'>R et a(x) une fonction holomorphe et bornée par M>0 sur
{xeC" !/ sup |x'| <R'}, alors

O<i=Zn

’

a(x)u(x)<< )HIMC(I)?.

’

Preuve. — Le (a) est trivial; prouvons le (b). Les inégalités de Cauchy montrent que

x -1
a(x)<M<1 E)
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k! 1

au < MCR ¥
1—(x/R") (1—(x/R))**!

On vérifie aisément que (0<i<n)

(wx o) e e R) (x)
R'-R 1-(¥/R")/ (1—=(/R)*' R'—R R R’

comme les coefficients de cette série entiére sont =0, on a :

1 » 1 < R’ 1
1-(¢/R)  (1=(/R)"T R'=R (1-(/R)*"!

on en déduit immédiatement le résultat.

7. Preuve de la proposition 4.5

Les résultats centraux de cette section sont les théorémes 7.7 et 7.9. Le théoréme 7.9
permet de décomposer #?g en C? termes auxquels on pourra appliquer les majorations
fournies par le théoréme 7.7, ce qui nous permettra de prouver la convergence de la
série.

Rappelons I’expression notée (4.4) de #

#= Y by DDDy D™D DY

Atp+ |8 ] =m

Rappelons que dans cette sommation b, , 5 est identiquement nul dans les deux cas
suivants (¢f. lemme 4.2) |L| + |p|=m et AZm—m, ou |§'|+A+p=m et A>m—m,.
Dans cette section nous considérerons (¢f. I’énoncé de la proposition 4.5)
geH (Z(c;, ;) x U’), nous travaillerons avec un réel fixe Re]0, 1[ (R ne dépend que
de U’, @, et des coefficients de #’) tel que le polydisque noté A (2R) de centre 0eC"*!
et de rayon 2R soit inclus dans U’ et tel que les coefficients b, , 5 de H# soient
holomorphes et bornées sur le polydisque A(3R). Rappelons (lemme 5.4) que 2! et
2, commutent, les mondmes d’opérateurs intégro-différentiels composant # seront
alors de trois types que nous décrivons ci-apres.

— Premier type. — u=m, et \<m—m,, comme (U, A) #(m,, m—m,) on a A<m—m,,
on obtient alors le monéme

7.1 D¥ @4 m20 g~ m=m),

— Deuxiéme type. — p<m, et \Sm—m, on obtient alors le mondme.

(7.2 DY @420 @y~ mm),
Il n’y a pas de termes vérifiant p=m, et A>m—m, car A+p=m.
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— Troisiéme type. — A>m—m, et p<m, et, on a alors A+p+|8|<m—1 et on
obtient le mondéme
7.3 D g ) g
Soit geN*, #1 est la somme au plus C? (C=constante ne dépendant que de m et n)
opérateurs du type :
(7.4) b 054Dy D e Dm0 @5 M Mo DIe
byt 151 (X) DY DY e D ™20y MM DY
En appliquant 'opérateur (7.4) a la fonction g (¢, x) nous obtenons la fonction :
(7.5) DY D@ m2o@;m Do o ghleghlogmio gy m=m)
*[bya, 1. 5a DY (bra-1 a1, 5a-1 D (L. (by1 1,51 DY g (1, X)) . ]

Pour contréler 'action des coefficients de # nous avons besoin du lemme suivant :

LEMME 7.0. — Rappelons qu’au début de cette section nous avons supposé que tous les
coefficients de s sont holomorphes et bornés par M sur le polydisque noté A(3R) de
centre 0 et de rayon 3 R. Reprenons les notations utilisées pour définir le terme (7.5). Soit
K’ un compact non vide de % (c,, ®,). Soit Cy., une constante >0 telle que pour tout t de
K’ on ait :

x> g (t, x) < Cy. O (x).
Alors pour tout t de K' on a :
xt>bya 40 5a D (Bya-1, -1, 5a-1 D¥ (L (byr, 1,51 DY g (1, X)) L)
< Cy (2" M) (DFS'H b e ()

Preuve. — Nous allons prouver le résultat dans le cas g=1, on obtient le cas général
en raisonnant par récurrence. Le (a) de la proposition 6.1 montre que pour tout ¢ de K’
ona:

x—D¥ g (1, x) < Cx. D51 | (x).

Nous appliquons alors le (b) de la proposition 6.1 avec R’=2R (R’/(R'—R)=2). Nous
obtenons alors :

xtbyt 151DV g (2, x) < C 2" P M DRt | (%).
Nous aurons besoin du résultat suivant démontré dans [5].
LemMmE 7.1 (voir [5]). — Soit L"=(, . .., I')eZ% posons
q

j
o,(L)=max YI, o_(L)=-min Y }

0sj=q i=1 0=jsq i=1+j
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0 q
(on convient que Y = Y =0>. Alors o, (L") et o_ (L") appartiennent a N et on a :

i=1 i=1+gq
o, Lo _(L=l+...+]

l e =g -o_ (L"), (155!
Die...°D}=9,° D5+

Naturellement on a un énoncé identique pour 2,.

Reprenons les notations utilisées pour définir lopérateur (7.4) et posons
L=A-m+m,, ..., M '—m+m,), L'=i—m,, ..., u' —m,), L et L’ appartiennent a
Z4. Pour majorer le terme (7.5) nous utiliserons les relations de commutations écrites
dans la section 5, il apparaitra alors ’opérateur suivant [en les variables (¢,, ,)] :

(7.6) P7o- e @y Mo ggr Mo gs ),

Si 9, et 9; ! commutait pour i#j alors la fonction (7.5) serait égale a la fonction
holomorphe obtenue en appliquant 'opérateur (7.6) au membre de gauche de la deuxiéme
inégalit¢ du lemme 7.0. Disons — pour éclairer le lecteur (voir théoréme 7.9) — que
nous majorerons (7.6) et montrerons comment la majoration de (7.6) permet de majorer
les termes que les relations de commutation introduisent dans ’expression de (7.5).
Considérons un terme du type (7.4) et notons d’ le nombre d’indices ie{1,2, ..., g}
tels que AM>m—m,, le lemme 4.2 montre que pour un tel indice i on a
M+p'+|8"| <m—1. Daprés le lemme 7.1 les relations suivantes sont clairement

vérifiées :

o_(L)—o,(L)y=qm—my)—r—...—A\!
o_(L)—o,(L)=gm,—pi—...—p!
7.7 o,(L)+o,(L)+o_(L)+o_(L)<4gm
M+ oEA pt At 8]+ |8 Sgm -4’
3|+ ...+ Sgm—d'—(A+ .. +A i+ )

=o_(L)to_(L)—0o,(L)—0c,(L)-4d"

Le second membre de la derniére relation représente le nombre d’opérateurs d’intégrations
diminué de d’ et du nombre d’opérateurs de dérivation en ¢,, ¢,.

LEMME 7.2. — Avec ces notations on peut affirmer que

(@ o, (L)=d (my—1);

(b) o-(L)—o,(L)+d" (my—1)2o, (L);

() d'(my—12zo, (L)+o,(L)—o_(L)—o_(L).

Preuwve. — Prouvons le (a). Rappelons que d’ désigne le nombre d’indices

ke{l,2, ..., q} tels que A*—~m+m, >0 (comme I’hypersurface k2 =0 est caractéristique
on a toujours A*<m—1) et on a alors A*—m+m,<m,— 1. Ceci prouve le (a). Prouvons
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le (b). Le lemme 7.1 permet d’écrire les identités :

b q
o,(L)= Max Y (W-m,), o_(L)=Max — Y Ai-m+m,)
0=b=q i=1 0sbsq i=1+b

Iinégalité A'+ p' <m montre que :
W—my <m—m,— N
on peut alors affirmer que

6. L) T (m—my—1)

ui-myzo0

Il y a exactement 4’ indices i tels que A'—m+m,>0 et on a A'—m+m,<m,—1 ou
encore —(m,— 1)< — (M —m+m,). Les relations (7.7) permettent alors d’écrire :

o_(L)—o,(L)= Y (m—my—1L)
i=1
>—d'(my—1+ Y (m—my—r)z—d (my—1)+o,(L).

p-myz0

Ceci prouve le (b). Il est clair que (b) entraine (c).

LEMME 7.3. — Soient @, >0 et ¢, <0, Pour tout (», c)€]0, e~ ?®,]x]— o0, ¢, — 3], pour
tout compact K convexe [contenant avec (t,, t,) les points (t,—c, t,) et (¢, t;+c)) de
R (¢, )], pour tout compact convexe K' de #(c,, »,) contenant K et avec chaque point t
de K le polydisque de centre t et de rayon 1, pour toute fonction u(t,, t,) holomorphe sur
R (c,, ;) et pour tout (hy, h,)e N2 nous pouvons affirmer que ¥ (t;, t,)eK on a :

| D D2 u(ty, t,)| <242 by ) byt (sup |u(t)
t'eK’

)le""1'1|.|e‘h2’2|

| T2 (@ PR u(ty, 1)] S247%2 (hy +h) ! (sup |u(@)])] et #1201 ] e 10

t'eK’

| T, (2 Do) u(ty, t,)| S2"1% 2 (hy+hy)! (sup |u(t)])|e”Br1HhDiz| @™V

t'eK’
Note. — On peut travailler avec des ensembles K de la forme :
I(A, a, b, c, w)={(1;, 1,)eC?/
ctasRet,<c+Ret; <b+ce<ctlogo, [Imy| <A, 15i<2}
ou A>0, a<0 et b<logw. On peut prendre K'=I(A+1, a—3, b+1, c+2, ew).

Preuve. — Prouvons briévement la premiére assertion du lemme. Par récurrence on
vérifie immédiatement que 2% 2% u est somme d’au plus 2"1**2 termes du type :

—hyty ,—hyt }4 )4 A
e"Mhre 22¢, d, OF1e0N2u ou 0=p,=h,, 0=p,<h,
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et:

h!
IcP1I§;1_" I 2,—
1+

La premiére assertion découle alors des inégalités de Cauchy. On prouve les deux
assertions de la méme maniére.

THEOREME 7.4. — Il existe C>0 tel que Vy, teC, VkeN* Vzely, 1], et pour toute
fonction q holomorphe sur un voisinage de [y, t] on a :

|2” q(Z)|<|y—t|—

! Oely,

DI

ou 9 1q(2)= j e*q(p)de (I'intégrale est prise suivant le segment |y, z]) et
D k=g e P71 (k fois).

REMARQUE 7.5. — 2! correspond a I'opération de primitivation suivant le chemin
v et @) ou v décrit [0, 1], ce chemin est de longueur |e” | |z—y|J\1 |e* &= dv, cette

(V]
longueur est clairement majorée par |z—y| x Max(|e’|, |€?|). Si on majorait brutalement

dans l'expression de 2 %¢(z) |q(9)| par sup |g(0O)| alors nous obtiendrons I'inégalité
Oely,t]

suivante :

- z— XMaX e}' , ez k
|27%q(2)| < sup |q((0)|(| Y| '(| |, [€*])
Oely, t] k!

une inégalité de ce type nous obligerait dans la suite 4 imposer |Im ¢, —Im (¢, +¢)| < Cte,
et nous ne pourrions prouver la convergence de la série )’ #'g que sur une partie du
revétement universel. Le théoréme 7.4 indique alors qu’il se produit pour les fonctions
continues (comme il intervient le sup de |g| sur le segment on peut appliquer le théoréme
de densité de Stone-Weierstrass) un phénomeéne de cancellation. Enfin nous verrons dans
la preuve du théoréme 7.7 qu’il est essentiel, pour majorer les opérateurs d’intégration,
de ne prendre le sup de |g(0)| que sur le segment d’intégration.

Preuve. — Nous aurons besoin du lemme suivant :

LEMME 7.6. — Soient ke N*, (y, f)e C?, et q une fonction holomorphe sur un voisinage
dely, t], alorsVzely, flona:

k

7+q@= 3 - OV e

p=1 (b— 1! (k—b)! J; 4(0)e* do.

Preuve du lemme 7.6. — Nous allons raisonner par récurrence sur k=1. On observe

que 6/62( J q(0)e*° d@>=q(z) . Dans le cas k=1 le lemme est trivialement vérifié.
y
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Soit k=1, supposons le lemme prouvé au rang k et posons :

k+1

A(Z)= Z 1 (_1)b+1 e(k+1—b)zj‘zq((9)eb0d@
2 (=11 (k+1-b)! ,

e ?(0/0z) A(z) est égal & :

k+1

I D k+1-0) (k—b)zr b0
b§1 ®-1! (k+1-b)! € yq(@)e do

k+1
+ z 1 ("‘l)bH plk—b+b)z
sm1 (b—1)! (k+1—b)!

q(2).

La formule du binéme de Newton montre que :

k+1

1 (G2 SR (P
b;(b~1)!(k+1—b)! D=0

D’aprés ’hypothése de récurrence on a e ?(0/0z) A (z)=2 ¥ q(z), comme A (y) est nul
onaA((z)=2"*"14(z). Ceci prouve le lemme.
Preuve du théoréeme 7.4. — 1l est clair qu’il existe C>0 tel que Vke N*

k

1 1 C*
,,; (b—1)! (k—b)!éﬂ

Soient ke N*, be{ 1,2, ...,k }, (v, 1) € C? et q une fonction holomorphe sur un voisinage
de [y, ). Soit z€[y, t]. Si Ret=Rey on a:

e(k—b) zJ‘ q((g) eb@ do

y

< |e*™Pzeb| | z—y| sup |g(0)].
Oely,t]
Si Ret<Reyona:

<|e* 7| |z—y| sup |q(0)]

Oely, 1]

e(k—b)zj q((o) eb0 do

y

le théoréme 7.4 découle alors du lemme 7.6.

Rappelons que dans le début de cette section on s’est donné ge # (% (c,, ®,) X U’) et
R€]0, 1 tel que le polydisque de centre 0 et de rayon 2R soit inclus dans U’.

THEOREME 7.7. — Il existe une constante absolue C>0 telle que Y w€el0, e *o,],
Vce]— oo, ¢, — 3], pour tout compact K convexe [contenant avec (t, t,) les points (t,—c, t,)
et (t,, t,+c) de %(c, w)], pour tout compact convexe K' de % (c,, ®,) contenant K et avec
chaque point t de K le polydisque de centret et de rayon 1, pour tout keN,
(P1> P2> 91> 92)€N* et pour toute fonction u(t,, t,, x) holomorphe sur & (c,, ®;)x U’
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vérifiant
V(t, t,)=teK’, x—u(t, x) < Cy. OF

ou Cy. est une constante >0 et ®F est défini dans la section 6, on peut alors affirmer que :
1° Si 8 est un entier naturel tel que 8=q,—p, alorsVteK ona :

|eP1'1| |e'1(l’2"11+5)]
XD P2 PN D2 u(t, x)<CK,(Df o X P
1: 2

x eP2+¥¢| 7122t | g 1 g, 1 CUt ¥ PIYP2([ 1 +o—1,| +1)%

2° Si 3 est un entier naturel tel que 8=q,+q,—p, alorsVteK on a :

(9:+9,)!
p1! py!

Cpl +py+q1+ay (I)§ ec(p2+1+8—q2)|et1 ) 2% etl (P2 —491—4q5+9) l .le—Stzl X (ltz—c" tl | + 1)2

XD 19,2 T, D1 D% u(t, x) < Cy.

3 VtieKona:

!
XD P11 92T, 21 DL u(t, X) <€ CK,@_%_)" x CP1tP2ta1taz
Py D2

X QR e @D gt 71| |72 170 e 2 @1t | (|, — e~ 1, | +1)2

REMARQUE 7.8. — On verra dans la preuve qu’il est essentiel pour effectuer les
majorations de mettre 2; ' a gauche, le fait que 27' et 2; ' commutent est donc crucial.

Preuve. — Prouvons le 1°. Le lemme 7.3 et la proposition 6.1 montrent que pour
tout r de K :

x> D1 DLu(t, x) < Cx O 21129, 1 g, |e '] |e”92"2|.

On rappelle que V (¢,, t,) €K, Ret, —Ret; <c. Faisons I'observation essentielle suivante :
1

sur le segment d’intégration de 97 u= J ¢’ u(0, t,, x)dO nous majorons |e”’| par
ta—c

le?'t| si p=0, par |79 si p<0. Sur le segment d’intégration de

7]

@;1u=j €u(t,, o, x)do nous majorons |e”?°| pour p=0 par |e"?'2|. Cela dit on
t1+c

a |e'1*¢| 2 |e'2|. Le théoréme 7.4 montre alors qu’il existe une constante absolue C'>0

telle que VieK on a :

! !
X+ D2 PN DR u (1, x) < Cg DR c~n+qz+vzi%
2 .

X (|ty—ty—c|+1))|er2 ¥ e u 1| |e79212|
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Soit maintenant 8 un entier naturel =g, —p,. Sur le segment d’intégration de
27 (0, t,)eK) on majore

(|t—c—= 0| +1)|e®2790¢] par (|t,—c—t,|+1)|eP27 a1t |g78270)|
Le 1° découle alors du théoréme 7.4. Prouvons briévement le 2°. Comme précédem-

ment on montre en utilisant le lemme 7.3 et le théoréme 7.4 qu’il existe une constante
absolue C'>0 telle que V,eK ona:

| e(tl +¢) py |

x> D72 T, 291 D2 u(t, x) < Cg.

; Ie‘(l—"Z)Ie"'l (ql+q2)|
py:

X(q1+¢)! CU+ g, +p, OF (|1, — 1 —c| +1).
Soit & un entier naturel =g, +¢q,—p,. Sur le segment d’intégration de 2;* ((0, t,)eK)
on majore
(|t;=c= 0] +1)|°P27179| par (|t,—c—t;| +1) |e1P2+370179D| |e78(270 |

Le 2° découle alors du théoréme 7.4. On prouve le 3° de maniére analogue.

L’objet du théoréme 7.9 est d’établir une décomposition des termes que les relations
de commutation introduisent dans I’expression (7.5) en vue de leur appliquer les majora-
tions du théoréme 7.7. Cette décomposition étant un argument essentiel on en donne
une démonstration détaillée dans I’appendice A.

THEOREME 7.9 :

1° Soit g= 1, reprenons les notations utilisées pour définir le terme (7.5) et les relations
(7.7). Alors 'opérateur suivant

- —(m— 1 1 - —(m—
(7.8) DM Prmo gy Mmoo ghle gl e grmao g mmmd)

est la somme d’au plus 64™ termes qui sont soit du type (7.6), soit du type (7.9) ou (7.10)
que nous définissons ci-apreés :

(7.9) £ P[P @ 2T, DM P2 ehre
ou A €Z et py, p,, hy, h, appartiennent a N

(7.10) + P[P 0T, D1 Preh2¢
ouA,eZ et q,, q,, ki, k, appartiennent a N.

Rappelons que le terme (7.6) vérifie les assertions du lemme 7.2 et les relations (7.7).
2° De plus les entiers apparaissant dans les termes (7 .9) vérifient les propriétés suivantes :

pitpyth +h,<4dqm
(cette propriété n’est pas numérotée)

(7.11) patd (my—1)2h,+h,
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(7.12) |89 +...+

5’1| Spitp,—hi—hy,—d'=c_(L)
+o_(L)~0o,(L)—0o,(L)-4d.
(7.13) A=c_(L)—oc,(L)y—p,+h,—1.

3° De plus les entiers apparaissant dans les termes (7.10) vérifient les propriétés
suivantes :

q1tq,+k +k, <4 gm
(7.14) ki t+k,<d (m,—1)
(7.15) |8"’

+.. 1|8

Sq1t+q,—ki—k,—d'=oc_(L)
+to_(L)~0o,(L)-oc,(L)—d'

(7.16) A,=0_(L)—o, (L)—q,+k,+1.

REMARQUE 7.10. — Nous prouverons le théoréme 7.9 en raisonnant par récurrence
sur ¢, en utilisant les relations (7.7) et les lemmes 5.7, 5.8 et 7.2. Les assertions (7.12)
et (7.15) indiquent que les opérations de commutation ne changent pas la quantité
représentée par le nombre de primitivations diminué du nombre de dérivations en ¢,, ¢,.
Les assertions (7.11) et (7. 14) sont a rapprocher des assertions (a) et (b) du lemme 7.2,
on pourrait les démontrer directement par récurrence. Enfin les assertions (7.13) et
(7.16) indiquent que si pour pe Z on remplace 2% par e 71, D% par e P 179 T, par ¢,
T, par e ¢ (voir les remarques 5.3 et 5.6) alors les opérations de commutation ne
changent pas la quantité.

e MU +0) gmulty gmyty pm—mp) (1) % x oM @1+0) p=nlty gmyty pm—my) @y +0)

Soient g holomorphe sur Z(c,, ®,) X U’ (cf. énoncé de la proposition 4.5) et Re]0,1[
vérifiant les conditions imposées au début de cette section et dans le lemme 7.0. Il est
alors clair (voir la note du lemme 7.3) que pour tout we]0, e 2w,], pour tout
c€]— 0, ¢;—3], pour tout compact convexe K [contenant avec (¢, t,), les points
(t—c, t,) et (¢, t; T ¢)] de Z (c, w) il existe un compact convexe K’ de £ (c,, ®,) associé
a K comme indiqué dans le théoréme 7.7 et il existe Cy.>0 telle que :

(%) VteK’, xrg(t, x)<Cyx O (x).

Dorénavant nous travaillerons avec de tels R, o, ¢,, o, ¢, K, K'... et nous supposerons
o, <l '

Maintenant nous pouvons aborder la preuve de la convergence de la série ) #'g.
120

Reprenons les notations utilisées pour définir les termes (7. 5) et (7. 6).
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LeMME 7.11 (avec les notations précédentes). — Il existe une constante absolue C>0
telle que pour tout t de K on a :

x,_,gl—ﬁ— (L’)ogz‘*’— @) o@g+ L)
L’ 59 841 51
° @‘I*’ ( )[blq, nd, 5 Dx (b;“q-l, pa=1 5a-1 Dx ( .. (b;vl’ RIS Dx g(t, x))) . )]
<Cy, Co- W+o-My+oy Wtoy L)

x Ie—zzz @ (my=1) ¢ o (my=1) ¢ 5 geo_ (L) gty (6 (L)+d' (my—1) =04 (L) t10- (L’)l

o, ()'!o, M) i1 .
X ——————— (2" M5, , to—1t, — +12
G_(L)!G_(L’)!( ) |6‘1+...+51|(| 2~ thi—c|t+1)

ou M est défini dans le lemme 7 .0.

Preuve. — Le (a) du lemme 7.2 montre que d'(m,— 1)+ o, (L)<2d'(m,— 1) comme
®;<letc<0onaRet,<0etdonc:

|e_'2 @ (my—1)+o, (L))| < |e—2r2 d’(m2—1)|

Le (b) du lemme 7.2 montre que d' (m,—1)=o, (L")—o_(L).
Pour alléger I’écriture nous poserons

G(t, X)=bya 0 5aD¥* (Bra-1, a-1,5a-1 D (L. (b1, 151 DY g(1, X))). . ).

Nous allons utiliser la majoration de G (z, x) fournie par la relation (x) et le lemme 7.0.
Appliquons a la fonction G(z, x) le 1° du théoréme 7.7 avec d=d' (m,—1). 1l existe
alors une constante absolue C>0 telle que pour tout 1 de K on a :

x,__,gl—o_ (L’)ogz—u_ (L)09;+ (L)og;u L) G(t, x)
<CK' Co- L)+o_ (L)+oy L)+oy (L)

x |e—2t2d' (my=1) 5 o (my—1) ¢ 5 peo— (L) pty (6 (L)+d' (my—1) =04 (L)) pty o (L’)|

o, (U)o, L) .

x (2"t M)4 () 1 (lt,—t,—c| + 12
( )G_(L)!O'_(L')! 189+...+8 |([ 2 1 | )

LEMME 7.12. — Pour tout (t,, t,) de K on a :
|e—2t2 d’ (mz—l)ed’ (mz—l)cecc_ (L)etl (c_ (L)+d (my—1)—c (L) etl o_ (L")

éle—zz2 d'(my=1) gty +0) (6 - (L) +d (my=1)=cy (L) pty (6- L)~y L) |

Preuve. — 1l est clair que :
ed’ (mgy — l)ceco_ (L)etl (c_ (L)+d" (my—1)—0c, (L)) e’lc- (L)

=1+ (- L) +d (my— =0 (L) gty (06— L) ~0 (L) lty +0) (o4 (L)
comme V(¢;, t,)€K on a Re (¢, +¢)<0 on obtient immédiatement le résultat.
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LeMME 7.13. — Reprenons les notations des relations (71.7), on a :

o, (D)o, (L)!
o_(L)!'o_ (LN

(C_ (L)+c_ (L')—d')! - 90- L)+o_ (L)
o Dlo.L) = @l

(8] +...+|8"

)<

Preuve. — Les relations (7.7) montrent qu’on peut majorer le membre de gauche de
I'inégalité du lemme par :
A+ ... A —gm—my)+o_(L)! (W+...+p—gm,+o_(L))!
o_(L)! o_(L)!
X(gm—d'—M+ ... +A +pi+ . 4+ph))!

on utilise alors 'inégalité a!b!c!<(a+b+c)! et on obtient immédiatement le résultat.

Reprenons les notations du théoréme 7.9, nous allons énoncer trois lemmes ayant
pour objet la préparation de la majoration du terme associ¢ a ’expression (7.9) que les
commutateurs font apparaitre dans I’expression du terme (7. 5).

LemMme 7.14. — II existe une constante absolue C>0 telle que pour tout t de K et pour
tous py, P, by, by, Ay associés a un terme (7.9) du théoréme 7.9 on a :

XD P1e P P2 T, P Phrerre
84 84~ 1 51
X [blq, nd, 51 Dx (blq_ 1ya-1 ga-1 Dx ( .. (bll, nl, 5l Dx g(t9 X)))]
<CK’ Cr1 +pyt+hythy l e—tz d’ (my — l)ecd’ (my—1)
X etlpl e’l (pp +d’ (mz-l)—hz—hl) ecp2 ‘ eAl ce(l—hz)c
(hy+h)! s
M 1 R 4 2
X —’,—'(2" M) ®fga, gt ([t —c| +1)
P1:Py:
ou M est défini dans le lemme 7 .0.

Preuve. — Reprenons la fonction notée G (¢, x) dans la preuve du lemme 7.11. Nous
utiliserons la majoration de G(¢, x) fournie par la relation (%) et le lemme 7.0.
L’inégalité (7.11) du théoréme 7.9 montre que d'(m,—1)=h; +h,—p,. Appliquons a
la fonction G (¢, x) le 2° du théoréme 7.7 avec d=d’ (m, — 1). 1l existe alors une constante
absolue C>0 telle que pour tout t de K on a :

X P P1ePyP2T P Phrer1°G (1, x) KCy, CPrrP2thiths
xec(p2+1+d’(m2—1)—h2)|et1 P1 o' (p2+d’(m2—1)—h2—h1)|"e—d’ (mz—l)tzleAlc
(hy+hy)!

X (2n+1 M)q><
Pi!py!

XOFpay  pat X (1~ —c| +1)%

LEMME 7.15. — Conservons les notations du lemme 7.14. Pour tout (t,,t,) de K ona :
|e—t2 d (mz—l)ecd’ (mz—l)etl )21 etl (py+d (my—1)—hy—hy) ecp2 | et(l—hz +A,)

< l e~ 22d (my=1) o1 +) (0 M=oy L)+d' (my— 1)) oty (6 (L)~ (L) |
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Preuve. — Le lemme découle immédiatement des égalités (7.12), (7.13) et de I'inégalité
etz ma=D| < | =22 ma- D)

LEMME 7.16. — Conservons les notations du lemme 7.14. On a :

+py

! —dn! 27
(h1+h2)'(|8"’|+.-.+|8’1|)!§(p1+p2 d)-é :
) V2% Pi!py! d'!

Preuve. — En utilisant 'inégalité a!b!<(a+b)! et I'inégalité (7.12) on peut majorer
le membre de gauche de I'inégalité du lemme par :

(h1+h2+|6'1|+ ..o+ 0)! S(pl+pz—d’)!
Pi!py! T p!py!

Ceci prouve le lemme.

Conservons les notations du théoréme 7.9, nous allons énoncer trois lemmes ayant
pour objet la préparation de la majoration du terme associé a ’expression (7.10) que les
commutateurs font apparaitre dans I’expression du terme (7. 5).

LemMME 7.17. — Il existe une constante absolue C>0 telle que pour tout t de K et pour
tous q,, q4,, ky, ky, A, associés a un terme (7.10) du théoréme 7.9 on a :

X D[P 2T, Pk Phreh2¢

X [bya, 9, srqulq(blq—l’pq—l, ea-1 Di'q_l(. (b1, 51 Di'lg(t, x))). ..)]

<CK’ qu +qytkyt+ky | e—t2 (ky +kp) etl q; e(tl +¢)qy eAz c e(kl -1)c |

k,+k,)! .
x G re i e,y 1y =] 1)
q1:9>:
ou M est défini dans le lemme 7 .0.
Preuve (esquisse). — Reprenons la fonction notée G (¢, x) dans la preuve du

lemme 7.11). Reprenons la majoration de G(¢, x) fournie par la relation (x) et le
lemme 7.0. Le 3° du théoréme 7.7 permet alors d’obtenir aisément le lemme 7.17.

LeMME 7.18. — Conservons les notations du lemme 7.17. Pour tout (t,, t,) de K on a :

I e 12 (kg k) oty a4y H(t1+0) a3 pAz € plky — 1) |
< I e—2t2 d’' (my—1) e(tl +c)(o_ (L)—o4 (L)+d (my—1)) etl (6- (L)-064 (L)) l
Preuve. — L’inégalitt (7.14) assure que (k,+k,)<d (m,—1), comme
Ret, <Re(t, +¢) <0 on peut majorer le membre de gauche de I'inégalité du lemme par :

I e 121 +ky) o=ty @ (my=1) (g +O) ' (my— 1) o= (1 +0) (ky +h2) pt1ay ity +6)da plAz kg = 1)c ]
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D’apres les égalités (7. 15), (7.16) ce terme est égal a :

| e t2 (kg +hy+d (my= 1)) Sty +0) (6— (L +d (my=1) =04 (L) oty G- (L) =04 (L)|

on obtient alors immédiatement le lemme 7.18.
LEMME 7.19. — Conservons les notations du lemme 7.17, on a :

241%42

M(ISNI ++l811 )'é(q1+q2_d,)'§ ,
419! 9:'4,! d'!

Preuve. — En utilisant I'inégalité a!b!<(a+b)! et I'inégalité (7.15) on peut majorer
le membre de gauche de I'inégalit¢ du lemme par :

S+, . 4|8 _(@1*g,—d)! éz'n*qz_
q:'q,! q:'9,! d'!

(ki +ky+

Le théoréme suivant est alors crucial.

THEOREME 7 .20 [avec les notations des relations (7.7)]. — Si Re ¢, et ¢ sont strictement
négatifs alors on a :

Re ty[o_(L)+o_(L)—o,(L)—o, (L)+d (m,—1)]

+e[o_(L)—o, (L)+d' (m,— 1)]g<% - 1>Max(c, Re 1,).

Preuve. — D’apreés les relations (7.7) nous devons majorer :

12

q
Re t, [gm— '+ ... +A94+pl+ ... +p“)+d’(m2—l)]+cl: (m—mz—ki)+d'(m2—1):|
=1 :

il y a exactement d’ indices i tels que m—m,—A <0 et pour un tel indice i on a
AM—m+m,<m,—1, donc

q
Y (m—my—A\)+d’' (my,—1)20.
i=1

Par ailleurs il est clair que gm— A+ ... +A%+pl+ ... +p920. Si pour au moins [g/2]
indices i ([ -] désigne la partie entiére) on a m—Ai—p'>1 alors on majore le membre de
gauche de I'inégalité du lemme par ((¢/2)— 1) Re¢,. Si pour au moins [g/2] indices i on a
m— A —pui=0 alors pour un tel indice i on a (cf. lemme 4.2) m—m,—A>1et:

i (m—my—A\)+d' (m,~ 1)z Y (m—mz—w');g ~1
i=1

m-my-Aiz1

on majore alors le membre de gauche de I'inégalit¢ du lemme par ((g/2)—1)c. Ceci
prouve le théoréme.
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Preuve de la convergence de la série de la proposition 4.5. — Rappelons que (voir 6)

DR (x)= __Ii_k_
(1—(x/R))**
Rappelons que o, (L)+o,(L)+o_(L)+o_(L)<4gm et que dans 1’énoncé du
théoréme 7.9 on a p;+p,+h, th,<dqmet q, +q,+k, +k,<4qgm.

Reprenons les notations utilisees pour définir les termes (7.4) et (7.5). Reprenons la
fonction notée G (¢, x) dans la preuve du lemme 7.11. Le théoréme 7.9 montre qu’il
existe une constante positive C (ne dépendant que de m et n) telle que H#9g est somme
d’au plus C? termes qui sont soit de la forme (7.6) [G(z, x)], soit de la forme (7.9)
[G (¢, x)], soit de la forme (7.10) [G(¢, x)]. En utilisant les lemmes 7.11, 7.12, 7.13
[resp. 7.14, 7.15, 7.16; resp. 7.17, 7.18, 7.19] et le théoréme 7.20 pour estimer les
termes du type (7.6) [G (¢, x)] (resp. (7.9) [G (¢, x], resp. (7.10) [G(z, x)]) on voit que
pour tout ¢ de K chacun d’eux est majoré par

Ie—2t2d’(m2—1),
Cy- C* d' ('tz—t1"c|+1)2R_('8’q|+'"+|3’1“

|e((q/2)—1)Max (Rety, c)l

X (271 M)
(1 _(IXI/R))' 8+, +|8 1 |+1

On peut majorer ||+ ... +|8'"| par gm et |a|*/d’'! par e!“|. Rappelons que 0<R<1.
Il existe donc une constante positive C; (ne dépendant que de m,n et M) telle qu’on
puisse majorer g par :

2 Je= 23 (my=1)| -m XY™ @ 1) Max Re .0
Ce(|t,—t,—c|+1)%e CiR ™| 1- N x el 1),

Il est clair que Z (¢, ) est réunion de toutes les parties convexes compactes K considérées
dans la note qui suit ’énoncé du lemme 7. 3.

Posons Q={xeC"“/l—[ A—(x;|/R)>1/2 et suplx,.|<R}. On constate alors que
i=0 i
pour que la série Z Hg (1, t,, x) converge il suffit que xeQ et (¢, 1,)eZ(c, ®) ou
q20
c<c,—3,0<w<e %0, et ou (¢, ®) vérifie la condition (0, <1) :

(* *) om Cl R—me(Max/Z) (log @, ¢) < l

2

On prouve de la méme fagon la convergence de la série

h(t, x)= 3, D{m29;™ ™) 141, x).

q20
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Pour achever la preuve de la proposition 4.5 nous devons démontrer le lemme suivant :

LEMME 7.21. — 1° Si g est de détermination finie [resp. et en plus a monodromie
unipotente) alors il en est de méme de h(t, x). 2° Si a(x, D) est a caractéristiques simples
et si g est dans la classe de Nilsson alors il en est de méme de h(t, x).

Preuve. — Admettons provisoirement le 1° et prouvons le 2°. Posons
p(x)=k*(x)x ... xk%x). Les résultats du paragraphe 1 et la preuve du lemme 2.4
montrent qu’il existe C>0, un polydisque ouvert U, de centre ’origine et un voisinage
effilé W, de (k?)~1(0) tels que

VxeU,NW,, ClRWI'=|p)|<|k @)

Considérons une fonction g (¢, x) holomomorphe sur £ (c,, ®,) X U’ et appartenant a
la classe de Nilsson. On peut donc majorer le prolongement ramifié de
g(log x°, log k2 (x), x) le long d’un chemin tracé dans W, M\ U, par une expression du
type Cte x | k?(x)|~N. Plus précisément il existe N>0, R'>0 tels que (avec les notations
de la note qui suit I’énoncé du lemme 7.3) pour tout compact K’ de #(c,, ®,) de la
forme :

K'=I(A+1,a—3,b+1,c+2, ew)
on a, pour tout ¢ de K’
(%) x> g (t, x) <Cy f (%)
ou
Ce =)™ NC(A, b).

(e°**~ 1) représente en gros la distance de p' (K') au lieu singulier (k?)~!(0), p’ désignant
le revétement introduit dans la proposition 2.2. Reprenons les notations de la preuve de
la proposition 4.5 et considérons Re]0,R’/3[, ¢<0, et ®€]0,1[ tels que I'inégalité (*x)
soit vérifiee. Dans le cas a caractéristiques simples on a m,=1 (et d’=0), donc le terme
ele 2™ V| papparait pas dans les majorations qui nous ont permis de prouver la
proposition 4.5. Considérons un compact K de £ (c, ) de la forme K=1(A, a, b, ¢, ®)
comme dans la preuve de la proposition 4.5. Il est clair que pour tout (¢,, ¢,) de K
ona:

(ty—t;—c|+1)Se % % 2+2A)1,

On peut supposer que g(t, x) vérifie (). La preuve de la proposition 4.5 montre alors
qu’il existe C>0, R, >0 ne dépendant que de n, m, R">0, R>0 et des coefficients des
opérateurs tels que pour tout  de K on a :

xh(t, x)<KCy. Ce "4 (2+2A)' 0 0h1,
Ceci prouve que 4 (2, x) appartient a la classe de Nilsson.
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Maintenant nous allons aborder la preuve du 1° du lemme 7.21. Reprenons les
notations de la définition 2. 1 et considérons @, >0 et ¢, <0; ’application suivante définit
un diffeomorphisme analytique :

X (¢, @y) = le XD ey

(u, v)— (u, v/u).

Supposons alors g (¢, x) de détermination finie, en raisonnant comme dans le cas classique
(voir [1]) d’une fonction de détermination finie holomorphe ramifiée autour d’un diviseur
a croisement normal, on obtient que g est somme finie de termes du type :

(k% %) St ty, x)=a(e', e27', x) e 1e"2 21 {52

ou a,, a,eC, n,, n,eN, a(z, z', x) est holomorphe sur un ouvert du type
I)m1 x D, x U’, U’ désignant un polydisque ouvert de centre 0 C"**. Si de plus g est a

monodromie unipotente alors on peut supposer que les o; appartiennent a Z. Rappelons

que la proposition 4.5 assure la convergence de la série Y. @ ™2°P; ™™D 1 f (1, x)
q
sur un ensemble Z (¢, ®) X Q ol c<c, —3 et <e” 2 ®,; Dans I’énoncé du lemme suivant

nous poserons ¢’ =c+(1/2).

LemME 7.22. — Soit f(t,, t,, xX) la fonction donnée par la formule (x*x). Il existe
quatre nombres complexes Wy, iy, W3, Wy tels que pour tout i#j, w,—Ww;¢Z, une partie
finie B de {p;}*xN? et pour tout (q,B)eNXB une fonction holomorphe sur
D, x D x U’

(Z:» Z,’ x) - aq, B(Z9 ZI) X)
telles que

—m —(m-m — ty +y,t ty ta—t
Dm0, Mmoo 1 f= Z etttz hihag, o (e, €271, X).
B=(r1,v2, pP1,p2)eB

Si de plus f est @ monodromie unipotente [i.e. si (&, o,) € Z?] on peut supposer a, p=0 des
que B¢ Z2 x N2,

Preuve du 1° du lemme 7.21 a partir du lemme 7.22. — D’aprés la proposition 4.5 on
sait que la série de fonctions Y, @[ ™29, ™ ™o #1 f (1, x) converge uniformément sur
les compacts de £ (c, ®) X Q. Nous allons prouver que pour chaque BeB la série de
fonctions ) a, 4 (€'t,€2™", x) converge uniforméement sur les compacts de £ (c, ®) X Q.

q

Raisonnons par P’absurde, pour fixer les idées on peut supposer qu’il existe
(145 Kys P1, P5)=Bo€B tels que les deux propriétés suivantes soient vérifiées :
(a) La série Y a
q

4 Bo (€', €271, X) ne converge pas uniformément sur les compacts de

R(c, ) x Q.

(b) Soit B=(uy, Uy, p1, P)EB. Si p,>p; ou si p,=p; et p,>p, alors la série
Y. a, g(e'1, €271, x) converge uniformément sur les compacts de £ (c, @) X Q.
q
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Considérons alors t,, T, les opérateurs de translation définis par
(T u) (ty, ) =u(t +2im, 1), (u) (2, t)=u(ty, t,+2im).

Posons N= max (p, +p,t2). Daprés la proposition 4.5 la série de fonctions
(Y1, 72, P1, P2) €B

de terme général :
= 2i ! 2i ;
u,=(ty—e*™1Id)P1o (1, — e*™21d)"2

o [] vy —e2™Id)N (1, — 2™ TN [D7 ™22 D, ™72 e #1 (1, X))
1#1
j*2

converge uniformément sur les compacts de Z (¢, ®) X Q. Rappelons que pour /#/p,— 1;
n’appartient pas & Z. La propriété¢ (b) montre alors qu’il existe une constante Ce C* et

une série de fonctions ) v, (¢, x) convergeant uniformément sur les compacts de
q20

R (c, ®) xQ telle que VgeN on a: u,(t, x)=2v,(f, x)+Ca, 4, (€', 271, x) pour tout
(ty, t5, X)€R(c, ®) X Q. Ce fait contredit la propriété (a). Enfin si f est a monodromie
unipotente alors ce qui précéde montre que h(f, x) est somme finie de fonctions a
monodromie unipotente. Le lemme 3.8 et le rappel 3.7 montrent alors que 4 (¢, x) est &
monodromie unipotente. Ceci prouve le lemme 7.21.

Preuve du lemme 7.22. — Rappelons que f(t,, t,, x) est définie par I'égalité (k*x*)
écrite avant ’énoncé du lemme 7.22. Soient gq,, g,€N. On observe que 291°-9%f,
T, 29 -9%f, T, P%1° D% f peuvent s’écrire comme une somme finie de termes qui sont
du méme type que (x*x*) ou la somme des exposants de ¢, et de ¢, est majorée par
n; +n,, et dans le cas de T; 29! > 2% f on remplace a; par 9, ;(a; +a,), §; ; désignant le
symbole de Kronecker. La structure de la preuve de la proposition 4.5 montre alors que
nous pouvons nous contenter de prouver le résultat du lemme 7.22 pour
DM M1 (1, x) (hy, h,€N) au lieu de pour P[™2°P; ™ ™o #f(¢, x). Nous tra-
vaillerons donc avec :

(k%) [, ty, x)=a(e, e27", x)e*1t1e*2'2 1 2,

Ecrivons le développement de Laurent de a relativement aux deux premiéres variables :

+ oo + o

a(é, ez, x)= Y Y et g, ().
k=—0ow h=-o

Soit R’>0 tel que le polydisque fermé de rayon R’ et de centre 0e C"** soit inclus dans
U',ona:

Vh keZ, a,,(x)<C(h, k)®Y (x)

ou les C(h, k) vérifient les conditions de décroissance évidentes pour assurer la conver-
gence de la série pour tout (e, e27'1) élément de Da,1 xD,c,. Cela dit, rappelons la
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formule suivante démontrée dans le lemme 7.6 :

k2 _1)b+1
@;hz[e(k+a2)t2 t;2]= Z 1 ( 1) +
p=1(0— 1! (h,—b)!

5]
e(hz—b) tZJ\ 0.n2 e(k+a2+b)cd0..
t1 +c

Soient ze C* et P (o) un polyndme de degré <N on vérifie alors aisément que :

t N 0] o=t
jz P(o)edo=| & ¥ (~ 1) D 7"
) = A1

1+tc o=t1 +c

En utilisant les deux formules précédentes et leurs analogues pour 2! on vérifie aisément
que :

@1"'1 o@z'hz [e'"1 ek t2711) gr1 1y g2ty 11 122]

est somme d’un nombre fini indépendant de h et k de termes de I'un des trois types
suivants :

7 o111 g2 12 ghty gk (t3—1y) 1111 tlzl el g2tz
Ze(al +ay)ty ehtl ekc tlll tlf eil ty ejz ty e(j3+a2)c

Ze(u1+a2)tz eh(tz—c)ekc tlll tlzz eil ty ejz t2€—(j3+a1)c

ou Z désigne un nombre complexe de module <1, ou les entiers naturels /,, /,, j;, j,, J3
vérifient les inégalités /;<n, +n,+2, j;<h; +h, (1<i<3). Rappelons que le couple (c, ®)
est fixé : c<c,;—3, @w<e ?m,. En outre ¢'=c+(1/2). On vérifie alors aisément que si
(¢'1, €'27"1) appartient & D, x D, alors on a :

|e27¢| = |e'271e1e™| < | ' | <ePo<w,

En outre on a |¢°| <et. Enfin on choisit quatre nombres complexes p;, 1 <j<4 tels que
0, oy, a,, a; +a, appartiennent a la réunion des p;+7Z et tels que p,—p;¢Z pour i#j.
En réordonnant convenablement les termes précédents et suivant lesquels se décompose
DMeP;"f(t,x) on obtient immédiatement Iexistence des  fonctions
(z, Z', x) > a, 4 (z, Z', x) vérifiant les assertions du lemme 7.22.

REMARQUE 7.23. — Considérons briévement le cas ou 'opérateur a(x, D) ne posséde
que deux hypersurfaces caractéristiques (i. e. d=2), nous allons indiquer comment il est
alors possible de construire explicitement la solution du probléme (0.1) en fonction des
données. On vérifie aisément que le second membre v du probléme (0. 1) est de la forme
g (logk! (x), logk®(x), x) ou g'e# (#2xQ'). Dans cette situation il est inutile de
désingulariser et la preuve se simplifie considérablement. L’hypersurface k?=0
[resp. k' =0] est de multiplicité m, [resp. m—m,]. Comme d=2 une adaptation du
lemme 4.2 montre que le coefficient dans Pexpression (4.2) de
(e7'19,)"2°(e™"20,,)" ™2 ne s’annule pas a lorigine et que le coefficient c(x) dans
lexpression (4.2) de (e *19,,)*°(e”20,,)"°DE est identiquement nul dans le cas ou
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a+b+|B|=met (a>m, ou b>m—m,). Posons @, =e""19,, D,=e '2d,,. Soit y,€ R,,
on définit alors les opérateurs d’intégration suivants :

ty 2
‘gl_lu(tla tZs x)=j ewu((99 t23 X)d@, 92_1u(t1’ t23 X)=J ecu(tl, o, X)dO'
Yo Yo

Comme y, est une constante on observe que %; et 2; ! commutent pour i#j. Une légére
adaptation de la section 4 montre qu’il existe un opérateur #, de la forme :

H = Y b NP DD 9, "I DE
A+p=m-—1
Atp+|Blsm

la fonction holomorphe b, , ; étant identiquement nulle dans le cas ou A+p+|B|=m
et A\>m—m, ou p>m,); et cet opérateur #, vérifie la propriété suivante : posons
gt x)=/c(x)) g (¢, x), si u, (¢, t,, x) appartient 4 H# (%2 x Q) et est solution de ’équa-
tion u; =g+ #,u, alors h(ty, t,, x)=D; ™ ™ e P ™2y, (t,, t,, x) est telle que

a(x, D)h(logk! (x), logk?(x), x)=g’ (logk* (x), logk? (x), x).

Or comme dans ’expression de #, on a A+p<m—1, on peut montrer facilement en
adaptant (avec des simplifications considérables dues au fait qu’il n’y a plus de commuta-

teurs) les résultats de 7 que la série Y, #, g (¢, 1,, x) converge dans un espace du type
1z0

H (#%x Q). En utilisant le résultat de [5] on en déduit alors que dans le cas d=2 on
peut construire explicitement la solution du probléme (0.1) en fonction des données.

8. Cas ou le second membre du probléme (0. 1) est 2 monodromie abélienne

Le théoréme 0.5 découlera du théoréme suivant :

THEOREME 8. 1. — Soient # une variété holomorphe, G un sous-groupe de difféomor-
phismes holomorphes de R, P un opérateur différentiel holomorphe sur R invariant par G.
On suppose que pour toute fonction h holomorphe sur &, P h=0 entraine que h est invariante
par G. Soient u et v deux fonctions holomorphes sur & telles que v soit invariante par G et
u soit solution de I'équation Pu=v. Alors G définit une représentation unipotente d’ordre
=<2 de l'espace vectoriel F sur C engendré par les u-g, geG. Si cette représentation est
diagonalisable alors u est invariante par G.

REMARQUE 8.2. — L’exemple de #=C, P=0/0z, u(z)=z, v(z)=1, G=groupe des
translations de vecteurs appartenant a Z, montre que I’hypothése de diagonalisabilité ne
peut étre omise si on veut que u soit invariante par G.

Preuve. — Pour ge G on pose u°g=g.u. Désignons par F, ’espace vectoriel engendré
par les g'.u—g.g’ .u lorsque g et g’ décrivent G. On a F=F,+ Cu. Les hypothéses du
théoréme montrent que Vg, geGona : P(g'u—gg u)=0, g’ u—gg' u est invariant par G.
Donc Vg, g'eG on a (Id—g)*.g'u=0. Donc G opére trivialement sur F, et définit une
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représentation unipotente d’ordre <2 de F. Dans le cas ou ’hypothése de diagonalisabi-
lité est satisfaite on a (Id—g).g'u=0.

THEOREME 0.5. — Supposons que le second membre v du probléeme (0.1) soit a mono-

dromie abélienne, alors le groupe des commutateurs G du groupe fondamental n, de
d

Q\( U Kj> définit une représentation unipotente d’ordre <2 du C-espace vectoriel défini
j=1

par les germes (en un point fixé) de la solution u du probléme (0.1). Si cette représentation
est diagonalisable alors u est @ monodromie abélienne.

Preuve. — Le théoréme 0.1 assure ’existence d’une solution u du probléme (0.1)
holomorphe sur un certain revétement universel £. On sait d’aprés [5] que toute solution
(holomorphe sur %) de I’équation a(x, D)f=0 est & monodromie abélienne. Par hypo-
thése v est invariante par G; a(x, D) définit un opérateur différentiel holomorphe sur #
invariant par G. Le résultat découle alors du théoréme 8. 1.

Maintenant nous allons construire un contre-exemple pour indiquer que si le second
membre du probléme (0.1) est & monodromie abélienne alors en général la solution ne
sera pas & monodromie abélienne.

Notons # le revétement universel de C\ {0,1}. Le groupe fondamental
T (CN\ {0, 1}) de C\ {0, 1} est égal au produit libre Z * Z. D’aprés le théoréme de
Nilsson-Schreier le sous-groupe D des commutateurs de Z x Z est libre (a plus de deux
générateurs). La théorie des revétements galoisiens associe & D le revétement abélianisé
Z°° de C\{ 0,1 }, n, (#°**)=D. Introduisons les applications de revétement

aoav, A SeNfo,1).

Notons ¢, la variable de C\ {0, 1}. #*® est une surface de Riemann connexe non
simplement connexe, d’aprés le théoréme (de représentation conforme) de Riemann
(voir [2]) son groupe de De Rham holomorphe n’est pas nul. En d’autres termes il existe
une 1-forme différentielle holomorphe @ sur #*® qui n’est pas exacte; » admet une
primitive u qui est holomorphe sur # mais qui n’est pas uniforme sur %2°. Il existe une
fonction holomorphe v sur #*° (v est donc holomorphe ramifiée autour de {0, 1} et a
monodromie abélienne) telle que w=vg* dt,, et on a :
Ou

% =v (u n’est pas a monodromie abélienne).
L

Considérons C*> muni des coordonnées (z,, z,), désignons par A;, A,, A; les droites
respectivement d’équations z,=0, z;=0, z;—z,=0, considérons le difféomorphisme
holomorphe :

<[32\\(Al UA, UA;) > C*x C\{O, 1 }
(20> 21) > (20, 21/20)

Notons (Z, t;) les coordonnées de C*xC\ {0, 1}, on a donc zy=to, z;=1,1t, Si
g(to, 1) est holomorphe sur C*x C\ {0, 1} alors en posant g(zo, z,)=g (2o, 21/2,) ON
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obtient une fonction holomorphe sur C>\ (A, U A, UA,) et

% _1 3%
0z, zo 0ty

En posant v(z,, z,)=v(z,/2,) €t u(2q, z;)=u(z,/z,) on obtient de la méme fagon des
fonctions holomorphes ramifiées sur C2\ (A; U A, U A;) et 0u/dz, =(1/z4)v.(1/20) v est
i monodromie abélienne mais % n’est pas a monodromie abélienne. Posons
z=(z,, z;) € C2, désignons par a(z, D) opérateur

d 0 0 0

oo — 4+ — ).
0zy 0z, \0zy 0z,
Ay, A,, A, définissent des hypersurfaces de C? caractéristiques simples pour a(z, D) et
issues de z,=z,=0. a(z, D)u est une fonction holomorphe ramifiée & monodromie
abélienne bien que u ne soit pas 4 monodromie abélienne. Désignons par H I’hypersurface

non caractéristique d’équation z, + z, =0, désignons par J, la dérivée normale relativement
a H. 1l est clair que la solution # du probléme

a(z, D)f=a(z, D)u
Bflu=duly, 0<5j<2

n’est pas & monodromie abélienne bien que a(z, D)« et les données de Cauchy le soient.

9. Appendice A
Preuve du théoréme 7.9

Preuve. — Nous allons prouver le résultat en raisonnant par récurrence sur q. Les
inégalités p, +p,+h,+h,<4gm et q,+q,+k, +k,<4gm seront trivialement vérifiées.
Considérons le cas g=1 et donc I'opérateur

(7.17) @’ilo@lillogl-mz.,@;(m—mz)

nous avons ici L=(A'—m+m,), L'=(u!—m,) et :

(7.18) o_(L)—o,L)=-A+m—m,, o_(L)—o,(L)=—p'+m,.

Si u!=m, et A\! <m—m, alors (7.17) est de la forme (7.1) et le 2° du lemme 5.8 montre
que (7.17) est égal a :

m—mz—ll—l

(7.19) @y mrmegntmy Y gl
1=0
1zm-al -yl
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ot K] est la somme d’au plus 8*' ~™ termes de la forme
+T, 9 D% e

ounatb=A+p'—-m+let A=—A+m—m,+b—1I—1.

Cette derniére égalité montre — compte tenu de (7.18) — que (7.13) est vérifié. Le
nombre d’ défini avant les relations (7.7) est ici nul. Comme A' +p! <m il est clair que /
majore a+b et donc (7.11) est vérifiee. En outre les relations (7. 18) et (7.7) montrent
que :

3| <m—A—p'=l-(atb)=0_(L)—o,(L)+o_(L)—o, (L)

donc (7.12) est vérifiée. Le terme 921'"'*"'“9’1'1"”2 n’est autre que le terme (7.6).
Enfin / décrit au plus m valeurs dans (7.19), comme m+1<4™ et p* —m, <m il est clair
que (7.19) est somme d’au plus 4™ x 8™ termes du type (7.6), (7.9). Si pl<m, et
M <m—my, alors (7.17) est égal & 9% ™20 @4 ~™*™2 qui n’est autre que le terme (7.6).
Si A'>m—m, et pl<m, alors ici d'=1, (7.17) est de la forme (7.3) et le 1° du
lemme 5.8 montre que (7.17) est égal a :

m2—p1—1

(7.20) [@q‘-"'zoggl-mmw y @;'K,]
1=0
lgm—ll—pl

ou K, est la somme d’au plus g ~m*m; termes de la forme :
+T, 24 D% e
oua+b=A+pl—m+iet A=b—A+m—m,+1.
Cette derniére égalité montre — compte tenu de (7.18) — que (7. 16) est vérifiée. Le

nombre d’ défini avant les relations (7.7) est ici égal 4 1. Comme I’hypersurface k2=0
est caractéristique on a A <m— 1, il est alors clair que (/S<m,—p'—1):

atb=M+p'—m+ISMN+p —mtm,—p' —l=m,+ M —m—1<m,— 1.

Donc (7.14) est vérifiee. En outre d’aprés les relations (7.7) et (7.18) (et le lemme 4.2)
ona:

5

Sm—-AM-pl—-l1=/-(a+b)—-1=0c_(L)-oc,.(L)+o_(L)—o,.(L)—1.

Donc (7.15) est vérifiée. Le terme ,@'{1'"‘“9*21""*'”2 n’est autre que le terme (7.6).
Enfin / décrit au plus m valeurs dans (7.20), comme m+1<4™ et A\ —m+m,<m il est
clair que (7.20) est somme d’au plus 4™ x 8™ termes du type (7.6) ou (7.10). On a donc
prouvé le théoréme pour g= 1. Soit g=1 supposons le théoréme 7.9 démontré au rang q.
Considérons I’opérateur

(7.21) DG et e gm0 g mmm),
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Pour démontrer le théoréme 7.9 nous devons analyser le terme composé (7.21)<(7.8).
Nous distinguerons trois parties suivant que (7.21) soit du type (7.1), (7.2) ou (7.3);
dans chacune de ces parties nous distinguerons trois cas suivant que I’on étudie les termes
composes (7.21)°(7.6), (7.21)(7.9), (7.21)°(7.10). Nous montrerons que chacun de
ces trois types de termes est somme d’au plus (64)™ termes du type (7.6), (7.9) ou (7. 10).
Nous poserons :

L=\ —m+m,, M—m+m,, ..., N —m+m,),

L=t =m,, <i—m,, ..., pt—m,).

Les relations (7.7) permettent alors d’écrire :

(1.22) {0—(L1)—6+(L1)=c.(L)—cs+(L)+m—m2—m+1

o_(L)—o,(L)=0c_(L)—o, (L)+m,—pt"!
nous aurons a considérer I’opérateur suivant [qui est du type (7.6)] :

(7.23) Do~ Do g5 Mo g3+ (o g+ M),

PREMIERE PARTIE. — Supposons Wit >m, et Mt <m—m,.
2 2

— Premier cas. — Etude de (7.21)°(7.6).

— Premier sous-cas. — Supposons pi*!—m,<o_(L'), comme 27! et 2;! commu-

tent on vérifie aisément que (7.21)°(7.6) est égal a

—@- L) -t 4my) o =6 (L) +m—my—2at1y, w, w)
2;'° ¥ m)eg © m-my D5+ 95+,

Ce terme n’est autre que (7.23), il est donc du type (7.6).

Deuxiéme sous-cas. — Supposons p?*! —m,>c_ (L'). Alors nous devons faire commu-

ter QTITmTo- ) o grle-WFTmomy-AThH [e 20 4y lemme 5.8 montre que
(7.21)°(7.6) est égal a :

(7.24) 92—(0_ (L)+m—m2—)ﬂ+l)°@g+ L, @;11‘1+1—m2—6_ (L)+o4 (L)
o_ (L)+m—m2—lq+1—1
+ % 2;'K{

1=0
126- W+m-29t1—pd*tlys_ (L)

\ " +1_ - ’
ou K’ est la somme d’au plus 8" " ~m27°- ) (< 8™) termes de la forme :

(7.25) £ AT, @otor L) ghtor @)

ona+tb=M"1+pi*t+l-m—oc_(L)—o_(L)et:

(7.26) A=c_(L)+m—my— A" +b—]—1.
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L’opérateur suivant :

@2—(0_ (L)+m—m2~x'1+1)°9;1ﬂ+1—mz—o_ L)+o4 (L’)°9c2r+ L)

n’est autre que le terme (7.23), il est donc du type (7.6). Considérons un terme du type
95 "'°(7.25) et prouvons (7.13). Les relations (7.26) et (7.22) montrent que :

A=oc_(L)—o,(L)y+m—m,—A*'+b+c, (L)—I—-1
=o_(L,)—o,(L)-I+b+o, (L)1
Ceci prouve (7.13). Le nombre d’ est ici le méme pour L, et L que pour L et L.

Prouvons (7.11). Reprenons les notations utilisées pour définir (7.25), Le (¢) du
lemme 7.2 montre que :

I+d' (my,—1)zl+o, L)+o,(L)—o_(L)—o_(L)
2+ it —m4 o, (L)+o,(L)-o_(L)—o_(L)=a+b+o, (L)+o, (L)

Ceci prouve (7.11). Prouvons (7.12). Les relations (7.22) permettent d’écrire :
I-(a+b+o,L)+o,(L)=0c_(L)to_L)—0oc,.(L)—c,(L)+m
—AMTl-pitli=0_(L))—o, (L)+o_(L)—o, (L))
' L’inégalité (7.12) découle alors des inégalités (7.7). Enfin / décrit au plus m valeurs dans

(7.24), comme m+1=<4™ il est clair que le terme composé (7.21)°(7.6) est somme d’au
plus 4™ X 8™ termes du type (7.6), (7.9) ou (7.10).

Deuxiéme cas de la premiére partie. — Etude de (7.21)°(7.9).

Premier sous-cas. — Supposons pi*!—m,<p, (et Mt <m—my,) alors (7.21)°(7.9)
est égal &

- —ygt+1 —_ - —q+1
91 (py+my— W )092 (py+tm—my— 2 )T1 @I{l @gz eA1 <

Le nombre 4’ est ici le méme pour L, et L] que pour L et L. Prouvons (7.11),
I’hypothése de récurrence affirme que p,+d’ (m,—1)=h, +h,, comme m—m,— A1 >0
on obtient immédiatement (7.11). Prouvons (7.12), ’hypothése de récurrence affirme
que :

5

+...+ |8 pytp,—h—h,—d'=c_(L)+to_(L)—o,(L)-o,(L)-d

Les relations (7.22) et I'inégalité |§"¢*! | <m—A?*!—p?*! montrent alors que (7.12) est
vérifiée. Prouvons (7.13), ’hypothése de récurrence et les relations (7.22) permettent
d’écrire :

Ai=oc_(L)—oc,(L)—p,+h,—1
=o_(L)-o,L)+m—m,— M1 —(p,+m—m,— M)+ h,—1
=o_(L)—o,(L)—(pytm—my—A*)+h,—1
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Ceci prouve (7.13).

— Deuxiéme sous-cas. — Supposons pi*'—m,>p, (et AM*1<m—m,). Alors nous
devons faire commuter @¢*" " ~m27PV et @5 @2*mm2=M* e 2° du lemme 5.8 montre
alors que le terme compose (7.21)<(7.9) est égal a :

(7.27) @y P2tmmaTMI N gt om0 o T, P P ot

pytm-my—2adt1i-1

-1 "
+ Y 25'K]
1=0
12py+pa+m—2dt1 a1

ou K;’ est la somme d’au plus gra*t-ma—py (£8™) termes de la formnie

(7.28), +T, 9° D% AT, 9" P2 A1

si beN* le terme précédent est identiquement nul, on peut donc supposer b=0 et alors
a=M"1"+ 1 —m—p, —p,+1(@a<m)etona:

(7.29), A=p,+m—m,—+1—1-1.

Le 2° et le 3° du lemme 5.7 montrent que le terme (7.28), avec — b=0 — est la somme
d’au plus 2°(<2™) termes du type :

(7.30), +T, 9" P2 B¢

ouhi+hy=h,+h,+a,BeZetona:

(7.31), B+1—hy=A+1+A,+1—h,.

Le nombre d’ est ici le méme pour L, et L que pour L et L'. Prouvons (7.11) pour un
terme composé 2, '°(7.30),, I'hypothése de récurrence montre que :

hy+h,—p,+IZI+d (my—1)

comme A4t +pi*l—m—p, <0 on peut alors affirmer que :
W +hy=h +hy+a=h +h, + "+ —m—p —p, +I1<1+d (m,— 1).
Ceci prouve (7.11). Prouvons (7.12), ’hypothése de récurrence et les relations (7.22)
montrent que :
=W —h,—d'=p,+p,—h —h,+m—A3* 1 —ps+ti—g'
=o_(L)+o_(L)-o,L)-oc, (L)+m—A*tt—pitt—g'
=o_(Ly)+o_(Ly)-o,(Ly)—o,(Ly-4d"
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(7.12) découle alors des relations (7.7). Prouvons (7.13) pour un terme composé
95'%(7.30),. Les relations (7.31), et (7.29), et Phypothése de récurrence montrent que :

B+1—hy+Il=p,+m—m,— A+ '+ A, +1—h,
=m-my— M +p,+A;+1-h,=c_(L)—o,(L)+m—m,— A"

Les relations (7.22) montrent alors que (7.13) est démontrée. Maintenant nous devons
étudier le terme

- - —aqt1 +1_ -
(7.32) @y Ctmma D G T m T, G 9l et

Le 2° du lemme 5.7 montre que (7.32) est la somme d’au plus 2wt lomy—py (£2™) termes
du type :

- - —349+1 " o ’
(7.33) @5 P2tmom MO, ghl g e

ouhy+hy=h+h,+p?*'—m,—p etona:
(7.34) B'+1—-hy=1+A,—h,.
Rappelons qu’ici d’ est le méme pour L, et L} que pour L et L'. Prouvons (7.11)
pour chaque terme (7.33), [I’hypothése de récurrence et [linégalité
m—my— A1 >p1* 1 —m, —p, permettent d’écrire :
patm—my,— ANt d (my—1)2h, +hy,+m—m,—A1*?

Shy+h,+ Wit —my,—p, =h{+h.

Ceci prouve (7. 11). Prouvons (7.12) pour chaque terme (7. 33), I’hypothése de récurrence
et les relations (7.22) permettent d’écrire :

__d'+p2+m_m2_>\'q+1__hlll__h’2’=p1+p2__h1_h2+m_)\‘q+l_uq+1_dl
=0_ (L)—o‘+ (L)+C_ (LI)_O_+ (L’)+m_}\'q+l_uq+l_dl
=o_(L)+o_(L)-o,L)—o, (L)-d"

Les relations (7.7) entrainent alors (7.12). Prouvons (7.13) pour chaque terme (7.33),
I’hypothése de récurrence et la relation (7.34) montrent que :

prtm—my— A1+ B +1—hy=p,—h,+1+A +m—m,— A"}
=c_(L)—o,(L)y+m—m,— A",

Les relations (7.22) entrainent alors (7. 13).

Maintenant nous devons majorer le nombre des termes. Dans (7.27) / décrit au plus
m valeurs et il apparait au plus 2™ x 8™ termes composés du type 2;'(7.30),. Par
ailleurs il apparait au plus 2™ termes du type (7.33). Comme m<2™, on constate que le
terme composé (7.21)°(7.9) est somme d’au plus

2" X 2" X 8™+ 2" < (64)™
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termes du type (7.6), (7.9) ou (7.10).

Troisiéme cas de la premiére partie. — Etude de (7.21)°(7.10).

Premier sous-cas. — Supposons W' —m,<q, (et M*!<m—m,) alors (7.21)°(7.10)
est égal 4

— —pyqt1 — — —2q+1
@ @tm=wT Do g @ tm=my=MTH T ki ks phac,
Le nombre d’ est ici le méme pour L, et | ue pour L et L'. Prouvons (7.14 y
1 1

I’hypothése de récurrence affirme que k; +k, <d’ (m,— 1), et entraine trivialement (7. 14).
Prouvons (7. 15), ’hypothése de récurrence et les relations (7.22) montrent que :

g +my—ptt g tm—m, =M~k —k,
=c_(L)—o,(L)+o_(L)—o, (L)+m—ra*t—pi*!
=o_(Ly)—-o.(L)+to_(L)-o. (L)

Les relations (7.7) montrent alors que (7.15) est prouvée. Prouvons (7. 16), ’hypothése
de récurrence montre que :

g,+m—my,—M 1+ A, —1-k,=0_(L)—o, (L)y+m—m,— A"

Les relations (7.22) montrent alors que (7.16) est vérifice.

Deuxiéme sous-cas. — Supposons p?*! —m,>gq, (et A** <m—m,). Alors nous devons
faire commuter 2% M2 "41 et @5 @*m-m2=M"Y Comme I'opérateur 24" “m27 4T,
est identiquement nul, le 2° du lemme 5.8 montre alors que le terme composé
(7.21)°(7.10) est égal a :

ay+m-my—2dti—y
(7.35) Y 2;'Ky

1=0
lzgy+gz+m—2dtl—patl

ou K/’ est la somme d’au plus guitli-m—aqy (£8™) termes de la forme
(7.36), +T, D4 D e* T, Dkt Pk eto*

si ae /* le terme précédent est identiquement nul, on peut donc supposer a=0 et alors
b=AM*"14+ "' —m—gq,—q,+I(b<m)etona:

(7.37), A+1—b+i=q,+m—m,—A+1,

Le 1° du lemme 5.7 et I'identité¢ T,°T,=e™ T, montrent que le terme (7.36), — avec
a=0 — est la somme d’au plus 2°(<2™) termes du type :

(7.38), +T, D% P2
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ouki+ky=k,+k,+b,BeZetona:
(7.39), B+1—-ky=A+1-b+A,—1-k,.
Le nombre d’ est ici le méme pour L, et L] que pour L et L'. Prouvons (7.11) pour un
terme composé 25 '+ (7.38), I’hypothése de récurrence (7.14) montre que :
kitk,+IZi+d (my—1)
comme p?*! +A2* 1 —m—gq, —q,<0 on peut alors affirmer que :
kitky=k, +k,+b=k,+k,+ M ' +pi*t —m—gq, —q,+I<I+d (m,—1).

Ceci prouve (7.11). Prouvons (7.12), ’hypothése de récurrence (7.15) et les relations
(7.22) montrent que :

I-ki\—ky—d'=q,+q,—k,—k,—d'+m—A\1*1—p1*1
=c_(L)+o_(L)—o,(L)—oc, (L)+m—A1*1—piti—g’
=o_(L)to_(L)—o,(Ly)—o,(L)-d"
(7.12) découle alors des relations (7.7). Prouvons (7.13) pour un terme composé

252 (7.38),. Les relations (7.39), et (7.37), et 'hypothése de récurrence (7. 16) montrent
que :

I+B+1-ky=q,+m—m,— A" +A,—1-k,=0_(L)—o, (L)+m—m,—A1"%.
Les relations (7.22) montrent alors que (7.13) est démontrée. Maintenant nous devons
majorer le nombre de termes. Dans (7.35) [/ décrit au plus m valeurs et il apparait au
plus 2™ x 8™ termes du type 2;'°(7.38),, Comme m<2™ on constate que le terme

compose (7.21)(7.10) est somme d’au plus 2™ x 2™ x 8™ termes du type (7.6), (7.9) ou
(7.10).

DEUXIEME PARTIE. — Supposons p!*!<m, et M* ' <m—m,.

Premier cas. — Etude du terme (7.21°(7.6). (7.21)°(7.6) n’est autre que (7.23), il
est donc du type (7. 6).

Deuxiéme cas. — Etude du terme (7.21)°(7.9). Cette étude est rigoureusement identi-
que a I’étude du premier sous-cas du deuxiéme cas de la premiére partie.

Troisiéme cas. — FEtude du terme (7.21)°(7.10). Cette étude est rigoureusement
identique a I’étude du premier sous-cas du troisiéme cas de la premiére partie.

TROISIEME PARTIE. — Supposons pi*! <m, et A"* >m—m,. Dans toute cette (derniére
partie) le nombre d’indices ie{1,...,g+1} [resp. { 1,...,q }] tels que A'’>m—m, est
égalad’ +1 [resp. d'].

Premier cas. — Etude (7.21)°(7.6).
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Premier sous-cas. — Supposons A" —m+m,<o_ (L). Alors (7.21)°(7.6) est égal &

P56 L)-pi*l+my), 25 ¢- (L)+m—mz—m“)°@§+ Lo ge+@),

Ce terme n’est autre que (7.23), il est donc du type (7. 6).

Deuxiéme sous-cas. — Supposons A?*'—m+m,>c_(L). Alors nous devons faire
commuter @7 mtmamo- M) gt @@-A)~uT4my) e 1° dy lemme 5.8 montre que
(7.21)°(7.6) est égal a :

(7.40) @[~ @)-wT4my o GAITl=m+my=o_ L) +o, L))o o4 L)

o_ (L)-pdtl4my—1

-1
+ Y 2:'K,
1=0
120- (L)+0— (L)+m—-ad+t1—pa+l

ot K, est la somme d’au plus 8" ' ~m+m2=e-() (< 8™) termes de la forme :

(7.41) £T, 2570+ LI @hror L) A
ona+b=M"1+u "' —m—o_ (L)—o_(L)+1], AeZ:
(7.42) A—1-b=—-2*""+m—m,+o_(L).

Comme o_ (L,) est ici nul, 'opérateur suivant

(7 43) 91—(6_(L')—pq+l +m2)og)i‘l+1 -m+my—o_ (L)+o4 (L) @({4. L)

n’est autre que le terme (7.23), il est donc du type (7.6). Considérons un terme du type
97t (7.41) et prouvons (7.16). Les relations (7.42) et (7.22) montrent que :

A-l=-b-o,(L)=0c_(L)—o,(Ly).

Ceci prouve (7.16). Prouvons (7.14) pour un terme du type 2;'c(7.41). Comme
Bo+1<myona o, (L)=c, (L), le (b) du lemme 7.2 (appliqué avec L, et L} a la place
de L et L") montre que :

@ +1)(m,—1z—o_(L)to,(L,)+o, (LY.
1l est clair que a+b<A**!'—m+m,—o_(L)—1, les relations (7.22) montrent alors que :
@+D)my—D2AM*"'—m+m,—o_(L)+o,(L)+o, (L)=a+b+o,(L)+o, (L).

Ceci prouve (7.14). Prouvons (7.15). Les relations (7.22) permettent d’écrire :

I—(a+b+o,(L)+o, (L)=0c_L)+o6_(L)—o,.(L)—oc, (L)+m—Arrtt—pya+!
=o_(L)-o,(L)+to_(L)—o, (LY.
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L’inégalité (7. 15) découle alors des relations (7.7). Enfin / décrit au plus m valeurs dans
(7.40), comme m+ 14", il est clair que le terme composé (7.21)°(7.6) est somme d’au
plus 4™ x 8™ termes du type (7.6), (7.9) ou (7.10).

Deuxiéme cas de la troisiéme partie. — Etude de (7.21)°(7.9).

Premier sous-cas. — Supposons Mt —m+m,<p, (et p?*'<m,) alors (7.21)°(7.9)
est égal a

- —yqt1 - - —qt+1
@1 (py +my— )092 (pp+m—my—2 )"I‘1 @21 @ZZ eAI‘.

Prouvons (7.11), 'hypothése de récurrence affirme que p,+d’ (m,—1)=h, +h,, comme
m—my—A"1+m,—12=0 on obtient :

pytm—m,— AN+ (d' + 1) (my—1)=2h,+h,.

Ceci prouve (7. 11). Prouvons (7. 12), ’hypothése de récurrence affirme que :

3+, .+

8| <p,+p,—hy—h,—d'=c_(L)+o_(L)-oc,(L)—oc, (L)-d

les relations (7.22) et I'inégalité |5*!|<m—A?*'—p?* ! —1 montrent alors que (7.12)
est vérifiée. Enfin pour prouver (7.13) il suffit de recopier la preuve du premier sous-cas
du deuxiéme cas de la premiére partie.

Deuxiéme sous-cas. — Supposons A" —m+m,>p,. Alors nous devons faire commu-
ter QXTI mEmy=pz ot g 1w +m) Comme Popérateur @4 "™ ¥m2 P20 T, est identi-
quement nul, le 1° du lemme 5.8 montre que le terme composé (7.21)°(7.9) est égal a :

pr—nitl4my—1

(7.45) Z 2'K,
1=0
12p1+pa+m—29+1 e+l

ou K, est la somme d’au plus gM T l=mtmy—py (<£8™) termes de la forme :
(7.46), +T, 24 D% e* T, D Dhzerr€

si be /* le terme précédent est identiquement nul, on peut donc supposer b=0 et alors
a=M"1"+ Wt —m—p, —p,+l(@a<m)etona:

(7.47), A—1= M4 m—m,+p,.

Le 2° du lemme 5.7 et I'identité T,°T,=e°T, montrent que le terme (7.46), — avec
b=0 — est la somme d’au plus 2°(<2™) termes de la forme :

(7.48), +T, D1 P2 P

oukiy+ky,=h thy,+a,BeZetona:

(7.49), B—1-ky=A—1+A,+1—h,
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Prouvons (7. 14) pour un terme composé 21!+ (7.48),. L’hypothése de récurrence (7.11)
affirme que :

d,(mz— l)ghl +h2_p2.

Il est clair que m,—12A* ' —m+m, et que a<A**!'—m+m,—p,—1, on peut alors
affirmer que :

@+1D)my—1D)Zh +h,—p,+ A —m+m,2h,+h,+a.

Ceci prouve (7.14) pour un terme composé 91 '°(7.48),. Prouvons (7.15). L’hypothése
de récurrence (7.12) et les relations (7.22) montrent que :

I—hi—hy—a=1—h;—h,—AM*'—p?* '+ m+p +p,—1
1
=o_(Ly)—o.@Ly)+o_(Ly—o.(L)).

Comme | 87" |<m—2A9"1 —pa*1—1 les relations (7.7) permettent d’obtenir immédiate-
ment (7. 15). Prouvons (7. 16) pour un terme composé ;"< (7.48),. Les relations (7.47),
et (7.49), et ’hypothése de récurrence (7. 13) montrent que :

B=14+k,~ A" 4 m—m,+p,+ A, +1—h,=1+ky+o_(L)—c, (L)+m—m,—A1*1,

Les relations (7.22) montrent alors que (7.16) est prouvée. Maintenant majorons le
nombre de termes. Comme / décrit au plus m valeurs dans (7.45), l'inégalite m<2™
montre que (7.21)°(7.9) est somme d’au plus 2™ X 2™ x 8™ termes du type (7.6), (7.9)
ou (7.10).

Troisiéme cas de la troisiéme partie. — Etude de (7.21)(7.10).

Premier sous-cas. — Supposons A" —m+m,<q, (et n?*! <m,) alors (7.21)(7.10)
est égal a

— _yat1 - — —2q+1
91 (qq +my—p )‘,@2 (g +m—m,y A )T2 @1{1 @1&2 eAzc‘

L’étude de ce terme est quasiment identique a I’étude du premier sous-cas du troisiéme
cas de la premicre partie.
Deuxiéme sous-cas. — Supposons M*!—m+m,>gq,. Nous devons faire commuter
+1 +1 2 q2
@Yt Tmrm—ag) et @@ ¥ tm) e 1° du lemme 5.8 montre que le terme composé
(7.21)°(7.10) est égal a
—- —yqt+1 +1_ —
(7.50) Q@ Am) o T mmimy—ar o T, PK1 P2 eP2¢
q—pdtl4m,—1
-1
+ Y 27K,
1=0
ng1+q2+m_xq+l_pq+l
\ +1_ -
ou K, est la somme d’au plus 8+ ~™*m27492( < 8™) termes de la forme :

(7.51), +T, 9% D% ™ T, D1 Pz ehoe
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si ae N* le terme précédent est identiquement nul, on peut donc supposer a=0 et alors
b=M*"14+ 1 —m—q,—q,+I(b<m)etona:

(7.52), A—1=b= =M 14 m—m,+q,.

Le 1° et le 3° du lemme 5.7 montrent que le terme (7.51), — avec a=0 — est la somme
d’au plus 2°(<2™) termes de la forme

(7.53), +T, D%t P52 P

oukit+ki=k, +k,+b,BeZetona:
(7.54), B—-1-ky=A—-1-b+A,—1—k,.

Prouvons (7. 14) pour un terme composé 21 ' (7.53),. L’hypothése de récurrence affirme
que k,; +k,<d'(m,—1) par ailleurs on a :

bS—1+M" ' —m4+m,—g,<m,—1
on en déduit alors que :
kitky=k, tk,+bZk, +k,+tm,—15(d'+1)(m,— 1)

ceci prouve (7.14). Prouvons (7.15) pour un terme composé 2;'*(7.53),. L’hypothése
de récurrence (7.15) et les relations (7.22) montrent que :

I—Ky—ky=I—k,—k,—b=q, +q,—k,—k,+m—A3+1 —pa+1
=o_(L)-o,(@Ly)+o_(LY—o,(L)).

Comme | 8" |Sm—A9"1—p?*1 -1 les relations (7.7) permettent d’obtenir immédiate-
ment (7. 15). Prouvons (7. 16) pour un terme composé 2" (7.53),. Les relations (7. 52),,
(7.54), et ’hypothése de récurrence (7.16) montrent que :

B=1+k,— A" v m—m,+q,+A,—1—k,=1+k)+o_(L)—o, (L)+m—m,—A1"1,

Les relations (7.22) montrent alors que (7.16) est prouvée. Maintenant nous devons
étudier le terme

(7.55) @@ im0 gt T, gkt @iz ehae,

Le 1° du lemme 5.7 montre que (7.55) est somme d’au plus MH-mtmy—a, (£2™) termes
du type :

(7.56) @7 W m) T ki ks oB'e
ou ki +ky=k,+k,+A*"'—m+m,—q, etona:

(7.57) B —1-ky=A,—1—k,~ A 4+ m—m,+q,.
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Prouvons (7. 14) pour chaque terme (7.56), ’hypothése de récurrence (7. 14) et 'inégalité
my,—12 —m+m,+A1*1 —¢g, montrent que :

my—1+d (my,— 1) —m+m,+M*"1—g, +k, +k, =k +k}

ceci prouve (7.14). Prouvons (7.15) pour chaque terme (7. 56), 'hypothése de récurrence
et les relations (7.22) permettent d’écrire :

g =W A my =k —ky=q,+q,—k, —ky+m—p1T et
=o_(L)-o,(L)+o_(Ly)—o, (LY.

Les relations (7.7) entrainent alors (7.15). Prouvons (7. 16) pour chaque terme du type
(7.56), ’hypothése de récurrence (7.16) et la relation (7.57) permettent d’écrire :

B'=1+ky+A,—1-k,— M "' +m—m,+q,=1+ky+o_(L)—o, (L)+m—m,—A1*L

Les relations (7.22) entrainent alors (7.16). Maintenant nous devons majorer le nombre
de termes. Dans (7.50) / décrit au plus m valeurs et il apparait au plus 2™ X 8™ termes
du type 2;'°(7.53),. Par ailleurs il apparait au plus 2™ termes du type (7.56). Comme
m<2™ on constate que le terme compose (7.21)<(7.10) est somme d’au plus

2 X 2m x 8™ 4 2™ < (64)™

termes du type (7.6), (7.9) ou (7. 10). Ceci prouve le théoréeme 7.9.

Appendice B
Preuve du 2° du théoréme 3.1

La proposition 4.5 fournit un polydisque ouvert U et pour chaque 1 <j=d un voisinage
effile W; de (k/) ™! (0) vérifiant les assertions 1° et 3° du théoréme 3.1. Considérons alors
un polydisque ouvert U, de centre 0 vérifiant les conditions du lemme 2.4. Soit & une
hypersurface non caractéristique de U, non incluse dans la réunion des
(W;U (k)= (0)) N U, et d’équation s(x)=0 ou — avec les notations de la définition 2.3
— s(x) est de la forme x° ou x°+(x*/A)(|A|>C) ou Ax°+x'(|A|<C). La preuve du
1° du lemme 2.4 montre que quitte & diminuer U; on peut supposer que sur U, les
fonctions |a,, (x, grad s (x)|~*, les difféomorphismes (et leurs inverses)

1
x—»(x‘, x°+ %, x”) (A]>C), x> (% Ax%+x', x) (|A]Z0)

sont uniformément bornées.

Quitte a faire un changement de variables nous pouvons raisonner dans le cas de
I’hypersurface & d’équation s(x)=x'=0. Aprés avoir divisé 'opérateur a(x, D) par
a,,(x, grad s (x)) on se raméne a une équation de la forme :

Pu=D%h+c(x, DY))u=v
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ou |a|Smeta#(0,m, ..., 0).
Notons Uj le polydisque (pour les nouvelles coordonnées) ouvert de centre ’origine
de rayon R’ tel que R’ (1 +C) soit égal au rayon de U,.

Considérons un voisinage effilé W de I’hypersurface x'=0 ne rencontrant pas les
hypersurfaces caractéristiques et de la forme :

W={x=(x% x', x")eUy/

xt|<r|x®|}  ou O<r<l.

Nous noterons A (m, R) le polydisque ouvert de centre meC"*! et de rayon R. Soit
R >0 un réel inférieur a la moitié du rayon du polydisque Uj. A I'aide du théoréme de
Cauchy-Kowaleski on obtient aisément le théoréme suivant :

THEOREME. — I existe € >0 indépendant du choix de & et de W tel que si m=(x°, 0, x")
appartient a A(0, R)\ {0}, si m'" est un point de A(m, er|x°|) et si on note encore v la
fonction holomorphe sur A(m, er|x°|) définie par un germe de v au point m' alors il existe
une fonction holomorphe u sur A(m, er|x°|) vérifiant :

Note. — Comme 0<r<1A(m, r/2|x%|) est inclus dans W. Un germe de v en m’'
définit une fonction holomorphe sur A (m, r/2|x°|). Le théoréme de Cauchy-Kowaleski
définit une solution u holomorphe sur A (m, er|x°|).

Maintenant nous pouvons terminer la preuve du théoréme 3.1. Posons
W'={xeA(0, R)/|x'|<er|x°|}.

Fixons un point base m,e W’. Considérons un chemin continu I" d’origine m,, paramétré
par t€[0, 1] et tracé dans W’. Un argument de compacité montre qu’il existe un nombre
fini de polydisques A,=A (m;, er|x}|), 1 i<k ou m;=(x?, 0, x;")e W’ et une subdivision
de [0,1]: 0=ty<t;<...<t,=1 telle que pour tout i de {1,2, ..., k}([t;_y, £;]) est
inclus dans A;. Notons v; le germe au point I'(¢;) obtenu en prolongeant v suivant la
restriction du chemin I' a [0, ¢]. Le théoréme précédent fournit pour chaque 1 <i<k une
fonction u; holomorphe sur A; vérifiant Pu,=v,. L’ouvert convexe A; N A;,, rencontre
&, comme les m premiéres traces des u; suivant & sont nulles on constate que y; et u;, ,
coincident sur A; N A;,;. En revenant aux anciennes coordonnées on obtient facilement
le théoreme 3.1.

10. Appendice C

Cette section est consacrée a la preuve du théoréme suivant :

THEOREME 10.1. — Soit Y un voisinage ouvert de T dans S. Il existe ®>0 et un voisinage
ouvert Q de 0 C"*? tel que pour toutes données de Cauchy w), 0<h<m holomorphes sur
le revétement universel de Y\T et de détermination finie [resp. et en plus a monodromie
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unipotente], pour tout point x, de S(\Q et pour chaque choix de déterminations des

fonctions w, (0Sh<m) au point x, il existe des fonctions u'(t, x), 1 <i<d holomorphes

sur R,*xQ de détermination finie [resp. et en plus a monodromie unipotente) telles que le
d

prolongement ramifié le long des chemins de Q\ U K; du germe u en x, de solution du
j=1

probléme de Cauchy

a(x, D)u=0
(10.1) . ( )
Dhoulg=w,(x'), 0Zh<m

d
coincide avec Y. u' (logk’ (x), x).
i=1
Nous suivrons de prés la démonstration de [5] avec les simplifications dues au fait que
nous travaillons avec une seule équation au lieu d’un systéme. Chaque fonction u' (¢, x)

sera écrite comme somme d’une série ui t, x), en re ardant la structure des ui L, X
k k\%>
k20

et en utilisant le résultat de convergence de [5] nous montrerons que (¢, x) est de
détermination finie.

Rappelons que pour ©>0, #,={zeC/Rez<logw} est le revétement universel du
disque pointé D, de C de centre 0 et de rayon ®>0. D’aprés un résultat de [1] chaque
donnée de Cauchy o}, (x"), 0 <h<m s’écrit sous la forme w, (log x!, x') (x"" =(x?, ..., x")
ou (¢, x"") > ®, (2, x'") est holomorphe sur un ouvert du type %, % U et est somme finie
de termes du type

(%) e“t"al(e, x")

ou aeC, n,eN, (z, x")—a(z, x') est holomorphe sur un ouvert du type D, x U. Si
tous les @, sont 3 monodromie unipotente alors on vérifie aisément qu’on peut supposer
que dans les expressions (x) o vaut 0. Le lemme 3.9 montre que la réciproque est vraie.

Comme dans [S] nous nous ramenons a un probléme ou les données de Cauchy sont
nulles. Rappelons (voir 1) que pour x°=0 on a k!(x)=x!. Par récurrence sur m on
obtient aisément le lemme suivant :

LemMME 10.2 (avec les notations précédentes). — Il existe des opérateurs différentiels
dont les coefficients sont des fonctions de x holomorphes sur un voisinage de 0eC"*!,
a; 4(x,e7'0,),0=I<h—1,0<h<m—1 tels que si on pose :

m=1 _oh h-1
w(t, x)= 3}, x—<wh (6, X"+ Y a(x, e o) wi(s, x”))
h=0 h' =0

alors on a, pour 0<h<m—1:

Djo (x - w(logk’ (x), x)) |s=w, (log x, x"").
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En effectuant le changement d’inconnue u(x)—w (logk* (x), x) nous ramenons 1’étude
du probléme (10. 1) a I’étude du probléme :

a(x, D)u=v(logk! (x), x)= —a(x, D)(w(logk! (x), x))

10.2
(102 Dhouls=0, 0<h<m

et on vérifie aisément en utilisant les formules (x) que w (¢, x) et v (¢, x) sont somme finie
de termes du type :

(10.3) e“r"a(e, x)

ou aeC, n,eN, (z, x)a(z, x) est holomorphe sur un ouvert du type D, x U. Si les
données de Cauchy du probléme (10.1) sont @ monodromie unipotente alors on peut
supposer que les nombres a sont nuls.

Désignons par m, la plus grande des multiplicités des hypersurfaces caractéristiques
de a(x, D). Reprenons les notations de 1 et considérons un opérateur différentiel homo-
géne g (x, D) ayant pour symbole

[Tamos ™ (x, &)
S

Considérons alors le probléme de Cauchy (noté (2.7) dans [5])

104 a(x, D)°g(x, D)u=v(logk! (x), x)
(104 Dhouls=0, 0<h<m;=mqyd.

L’opérateur a(x, D)° g (x, D) a pour symbole principal 5™ (x, £), toutes ses hypersurfa-
ces caractéristiques ont la méme multiplicité, a savoir m,. Comme g (x, D) est d’ordre
myd—m on vérifie aisément que si u est solution du probléme (10.4) alors g (x, D) (x)
est solution du probléme (10.2). Il suffit donc de vérifier que  vérifie les conclusions du
théoréme 10.1. Dans la suite nous supposerons que toutes les hypersurfaces caractéris-
tiques ont la méme multiplicitt m, et nous écrirons a(x, D) & la place de
a(x, D)eg(x, D).

Soit ®>0. Considérons un point @ de R,. On définit alors I’opérateur d’intégration :

(78 u(t)=Jtemu(@)d0,

u(¢) étant holomorphe sur #,. On pose P =e"'0,. Si peZ on définit de maniére évidente
PP et si (j=0 ou —k=0) alors 97 P*=%i** Le point a est choisi dans [5] a la fin de
la preuve.

REMARQUE 10.3. — Nous réécrivons la preuve de [5] en utilisant une expression explicite
du revétement universel de D,. Ceci nous permettra d’utiliser le lemme 7.6 qui fournit
une formule explicite pour les primitives itérées 27, pe N.

Dans le cas du probléme (10.4) on peut supposer que les entiers s, figurant dans
'inégalité notée (3.5) dans [5] sont nuls. On recherche la solution du probléme (10.4)
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sous la forme notée (3.6) dans [5]

d

Y. D% ui (logk' (x), x)

i=1

ou so=m,—1 et chaque fonction #'(z, x) est holomorphe sur un ouvert de la forme
R, % Q. Dans [5] les auteurs considérent un second membre du type (c¢f. formule (3.4)
de [5)) :

d

Y v (logk’ (x), x)

i=1

dans la situation que nous étudions ici nous avons v/(¢, x)=0 pour j=2 et
v (¢, x)=v(t, x) [avec la notation relative au probléme (10.4)]. Dans [5] les auteurs
montrent alors que le vecteur u (¢, x)=(u' (¢, x), ..., u’(t, x)) est solution du probléme
suivant noté (3.17) dans [5]

DMou(t, x)= Zo Ar'(x, D)2™ 'u(t, x)
o m—1
+ Y Br,,(x, D)2 tu(t, x)+w,(t, x)
(10.5) i e
Dtou(t, x)— Y, Al (x, D)2"'u(t, x)
I=h

h—-1

- Y B, (x, D)Y2"'u(t, x)—w,(t, x)=0 (x°), 0<h<m

1=1(h)

ou w,(t, x)=(c(x) @ Cotm~mo y (¢, x), 0, ..., 0), ou les w, sont nuls pour h<m, c(x)
étant une certaine fonction holomorphe sur un voisinage de I’origine. Les indices n,, n,,
n,, I(h) sont preécisés dans [5].

LEMME 10.4. — c(x) @ ~Co*m1~mo) 3 (¢, x) est somme finie de termes du type :

e“ "2 b(e, x)

o aeC, nyeN, (z, x) = b(z, x) est holomorphe sur un ouvert du type D, x U. En outre si
les données de Cauchy du probléme (10.1) sont a monodromie unipotente alors on peut
supposer que les nombres o sont nuls.

PrREUVE (esquisse). — Rappelons que v (z, x) est somme finie de termes du type (10.3)
e” " q(é, x). Le développement de Laurent de a(z, x) permet d’écrire :

+

eMa(e, x)= Y e“rMea(x).
k=-o
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Rappelons la formule fournie par le lemme 7.6 pour peN :

-, _ 14 1 (_l)b+1 (p—b)tfl »o
(10.6) D7Pu(l) b; TR _u(0)edo.

a

En utilisant cette formule et en intégrant terme a terme on obtient aisément le lemme 10.4.

Revenons au probléme (10.5). Pour démontrer le théoréme 10.1 il suffit de vérifier
que si les w, (¢, x), 0<h<m sont de détermination finie [resp. et en plus & monodromie
unipotente] alors il en est de méme de la solution u(t, x) du probléme (10.5) dont
I’existence est établie dans [5]. Nous supposerons alors que pour 0<h<m :

r M
(10.7) wy(t, x)=Y), e Y tay,, ;(€, x)
=1 1=o0

ou a; =0, a,—a;¢Z pour p#j, et ou les fonctions (z, x) = g, ; ;(z, x) sont holomorphes
sur un ouvert D, x U. Si les fonctions w, (¢, x) sont & monodromie unipotente alors on
peut supposer que a, ; ;(z, x)=0 pour j=2.

Pour résoudre le probléme (10.5) les auteurs utilisent dans [5] la méthode des approxi-
mations successives. Reprenons les notations du probléme (10.5), le probléme suivant
est numeéroté (5.1) dans [5] :

(10.8) { DYou(t, x)=An(x, D)u(t, x)+w,/(t, x)

Dou(t, x)— Al (x, D)u(t, x)+w,(t, x)=0 (x°), 0Zh<m.
Le lemme suivant est prouvé et numeéroté 5.1 dans [5] :

LeMME 10.5. — Il existe un systéme fondamental & de voisinages ouverts de l'origine de
C"*! tel que, quel que soit O'e & et

w,eH (O'x R,; CY), 0<h<m

le probléme de Cauchy (10.8) admet une unique solution ue # (0’ x R,; C%).

Nous suivons de pres [5]. Posons w=(w})o <s<n €t notons P:w — u I’application linéaire
définie par la résolution du probléme de Cauchy (10.8). Notons d’autre part Q:u—w
I’application linéaire définie par les équations

"o

(10.9) w,(t, x)= Y Al(x, D)Z"'u(t, x)

I=h+1

h-1
+ Y B, (x,D)2"'u(t,x), O0<h<m.

l—njp
1=1(h)

Le probléme de Cauchy (10.5) s’écrit alors :
u=PQu+Pw.
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En posant R=PQ et u,=Pw la solution de (10.5) est donc formellement donnée par la
formule

+ o0

(10.10) u(t,x)= Y wu,(t,x) ou w=R*u, pour keN.

k=0

Rappelons que les données de Cauchy du probléme (10.5) sont définies par les formules
(10.7). Le lemme 10.5 permet de voir qu’il existe un voisinage ouvert @' de 'origine de
C"*1 tel que VkeN, u,e # (R, x 0', C%. Le lemme suivant est prouvé et numéroté 5.2
dans [5].

LemME 10.6. — Il existe un nombre wy,>0 et un voisinage ouvert O, de l'origine de
C"*1! tels que, pour 0 <w < @, la série (10.10) converge uniformément sur les compacts de
'%(I) X @1.

LemME 10.7. — VkeN, RFuy=u,(t, x) est somme finie de termes du type [avec les
notations des formules (10.7)] :

(10.11) PP DU ta(e, X))

oup, qeN, 0ZI<M, 1<j<r, la fonction vectorielle (z, x)+> a(z, x) étant holomorphe sur
D, x0'.

Preuve. — On raisonne par récurrence sur k=0. Traitons le cas k=0. La clause
relative & 1unicité dans ’énoncé du lemme 10.5 montre que si les données du probléme
(10.8) sont uniformes [i.e. de la forme a,(¢’, x) 0<h<m] alors il en est de méme de la
solution. Rappelons que w=(w,)o<s<, €st donné par les formules (10.7). On obtient
alors immédiatement le résultat du lemme dans le cas Pw=u,. Soit maintenant k=0 et
supposons le résultat démontré pour u, (¢, x). Il est clair que Qu, est somme finie de
termes du type (10.11). En faisant commuter les opérateurs d’intégration ou de dérivation
en ¢ avec les opérateurs de dérivations en x on vérifie immédiatement que la solution
4,1 =P(Qu) du probléme (10.8) est somme finie de termes du type (10.11).

LemME 10.8 [avec les notations des formules (10.7)]. — Pour chaque k de N il existe
des fonctions (z, x) = a(k, 1, j, z, x) holomorphes sur D, x 0', 0SISM+1, 1<j<r telles
que

r M+1

uk(t9 x)= Z eajt Z tla(k’ l7 j) ets x)
j

=1 1=0

Rappelons que o, =0. En outre si les w,(t, x), 0Sh<m sont a monodromie unipotente
alors on peut supposer que a(k, I, j, z, x)=0 dés que j=2.

Preuve (esquisse). — Reprenons les notations du lemme 10.7. 21(e%* ' a (€', x)) est une
somme finie de termes du type e*' ' a (¢, x). Pour calculer le terme :

D Pl ta(e, x)]
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on utilise la formule (10.6) et on procéde exactement comme dans la preuve du
lemme 10.4. On obtient alors aisément le lemme 10.8.

Preuve du théoréme 10.1. — 11 suffit de vérifier que ) u,(t, x) est de détermination
k=0

finie [resp. et en plus & monodromie unipotente si les données w, définies par (10.7) le

sont]. Le lemme 10.6 assure que la série ) . (f, x) converge uniformément sur les
k20
compacts de %, % 0,; le lemme 10.8 montre qu’il suffit de vérifier que pour chaque
L pe{0,1, ..., M+1}x{1, ..., r} il en est de méme de la série Y a(k, [, j, €, x).
k=0
Raisonnons par I’absurde, supposons pour fixer les idées que :

(a) la série Y a(k, I, 2, ¢, x) ne converge pas uniformément sur les compacts de

k20
9?,,,0 X0y
(b) pour I>I' la série Y, a(k, I, 2, ¢, x) converge uniformément sur les compacts de
k=0
Ry X 0.

Rappelons que pour p#j, a,—a;¢Z. Désignons par T I'opérateur de translation :
(Tw)()=u(t+2in). La série de terme général :

he(t, x)= ] (T— 2™ Id)M* 2o (T — 22 IdY! u, (, x)

p¥*2

converge uniformément sur les compacts de %, % ¢;. Rappelons que dans I’énoncé du
lemme 10.8 on a /<M +1. 1l existe alors une constante CeC* et une série de fonction

Y. & (1, x) convergeant uniformément sur les compacts de #,,, % 0, telles que Vke N on
k20

a: h(t, x)=g.0, x)+Ca(k, ', 2, ¢, x). Ceci contredit I'assertion (a). Enfin on traite
aisément le cas de la monodromie unipotente en invoquant le lemme 3.8 et le rappel 3.7.
Ceci prouve le théoréme 10.1.

L’auteur remercie le Referee dont les nombreuses et judicieuses remarques ont permis d’améliorer ce texte.
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