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DEUXIEME MICROLOCALISATION SIMULTANEE
ET FRONT D’ONDE DE PRODUITS

Par J. M. DELORT

Introduction

Il est devenu clair depuis plusieurs années que les distributions conormales le long
d’une variété lisse X (i. e. qui conservent une régularité fixée Hj . lorsqu’on leur applique
un nombre quelconque de champs de vecteurs a coefficients C® tangents & X) jouent un
role essentiel dans I’étude des singularités des équations aux dérivées partielles hyperboli-
ques semi-linéaires ([3], [4], [16], [1]). Il apparait donc utile de connaitre les singularités
microlocales d’un produit u, . . . u, de telles distributions lorsque les u; ont une régularité
locale suffisante (par exemple Hj . (R") avec s>n/2) pour que cette opération ait un sens.
Lorsque les u; sont conormales le long d’'une méme sous-variété X, la réponse est triviale :
le produit u, ... u, est lui aussi conormal le long de X et son front d’onde est donc
contenu dans T# R". Nous allons ici étudier ce probléme lorsque les u; sont conormales
le long de variétés Z; en position quelconque les unes par rapport aux autres. Rappelons
que Lebeau a récemment montré [14] que le front d’onde d’une fonction C* des
u; F(uy, . ..,u,) s’estime par la réunion des fronts d’onde de tous les polynémes de
uy, . . .,u, Les majorations que nous projetons d’obtenir fournissent donc également une
borne supérieure 8 WF (F (uy, . . .,u))).

Lorsque p=2, le probléme est ais¢ : écrivons en effet u;=Q;8;; ou Q; est un opérateur
pseudo-différentiel C* et 8; le courant d’intégration sur la sous-variete X;, et
Uy =uy (x) @ uy (») |y=,. D’aprés [11], WF (u, u,) s’estime par une expression faisant
intervenir WF (1, ® u,) et le deuxiéme front d’onde & croissance le long du conormal a
la diagonale A={x=y} de u; @u, :

WFR! (u; ® u)=WFL' ((Q; 35)) ® (Q, 35,)).

Prés de T (R"x R")\ 0, Q, (x, D,) ® Q,(y, D,) est un opérateur pseudo-différentiel ce
qui entraine que I’ensemble précédent est contenu dans

WFL' (3, ® 35,).

Il nous suffit donc d’estimer ce dernier a partir de X, et X, pour savoir majorer
géométriquement WF (u, u,). On ne sait pas obtenir une telle estimation lorsque X, et
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258 J. M. DELORT
%, sont C®. Par contre, §’il s’agit de variétés analytiques réelles, il découle de [5]
(cf. également [10]) que
WF%’ZI (g, ® 83,) = CTxc(C"x C") (T C"x T C")

ou A%, ):j? sont complexifiées de A, Z; et ou le membre de droite est le cone normal de
Whitney. Il en résulte alors que

WF (u, ) © (T3 C" U TEC) (T C" U T CY N T* R
ou + est 'opération introduite par Kashiwara et Schapira dans [8]. La méthode précé-

dente ne s’étend pas au cas d’un produit d’au moins trois termes u, .u,.u; chaque u;
étant conormal le long de la variété analytique réelle Z;. En effet, si I'on écrit

uguy uz3=(Q 821) ® (Q, 5):2) ® Qs 523) |x1 =x3=x3
et si ’on applique la formule de trace [11], on est ramené a étudier

WFz . ((Q ®Q; ® Qy) (8r, ® 8, ® 8y)).

Or ici, Q;®Q,®Q,; n’est pas un opérateur pseudo-différentiel prés de

* ; , A , . .
tx1=x2=x33 \0. En fait, ce n’est méme pas un opérateur 2-microlocal i. e. on ne peut

pas majorer le deuxiéme front d’onde précédent par
WFz. . (B, ® 85, ®8y).

Autrement dit, la réduction a I'étude d’un objet analytique 35, ® 35, ® 5, ne peut plus
se faire comme pour un produit de deux distributions.

Pour traiter malgré tout le probléme, on pourrait faire intervenir dans la méthode des
microlocalisations d’ordre supérieur & 2. On a préféré ici une technique moins lourde
consistant d’abord a écrire le produit étudié

Uy ... u,(x)= f&(x—xl) o (= xP)uy (xh) .. u,(xP)dxt L. dxP

ou d(.) est la masse de Dirac en 0. On est donc ramené a 1’é¢tude du front d’onde de
(%) d(x—xb) ... 8(x—xP)u; (x) ... u,(xP)
que ’on écrit comme une trace

Ulptoyt, . xp=ppy  avec U=8(x—x")...8(x—x)Q@u, (") ...u, (")

Le but de la section 1 de ce travail est alors d’obtenir une formule de trace, généralisant
celle de [11] et permettant de majorer le front d’onde de () a partir d’un deuxiéme front
d’onde simultané

2,1 mn
(**) WF(TE;") R ST{xl=yl JR"XR"), . T{xP=yP) R"xR") (U)
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DEUXIEME MICROLOCALISATION SIMULTANEE 259

Cet objet est défini au paragraphe 1.1 et la formule de trace associée prouvée au
paragraphe 1.2, par une méthode directement inspirée de celle indiquée par Lebeau dans
[11]. L’intérét de cette nouvelle majoration apparait au paragraphe 3.1 ou on prouve
que si u;=Q;dy; avec Q; opérateur pseudo-différentiel C*, le produit tensoriel
0,0, D,)® ... ®Q,(", Dy») est simultanément 2-microlocal prés des points ou il
est nécessaire de connaitre () (de maniére analogue & ce qui se passait pour un produit
de deux distributions, on n’a besoin d’étudier () qu’au voisinage des points de la
forme ((x, &), (x*, x*; &', —&Y),...,(xP, x?; EP, —EP)) avec E/#0 pour tout j ce qui
assure que chaque Q; O, D,j) est un opérateur pseudo-différentiel sur RYjx R}). Pour
majorer géométriquement WF (u, ... u,), on doit donc majorer géométriquement des
objets de la forme

2,1
(k%) WF(T»‘@") R", Tixl=ypl) (R"XRY), _,fopzyp,m"xw))(ﬁ (x"xl) o 0(x—xP)

®85, () . .. 85, 07)).

C’est ce qui est fait au paragraphe 2.2, par les mémes méthodes que dans [5] et [13], en
utilisant un « cone normal simultané » défini au paragraphe 2.1 et qui remplace le cone
normal de Whitney intervenant dans les majorations de deuxiéme microssupport classique.
Cela permet ensuite au paragraphe 3.2 d’obtenir une majoration

14
WF (u; ... up) [ 3 (T;,;@"UT@@")](\T*R"
1

ou les =¥ sont les complexifiées des ; et 47 est une opération définie au paragraphe 2. 1
et généralisant le + de Kashiwara-Schapira.

Drapres [7], si A;, j=1,2 sont des sous-analytiques coniques isotropes d’un cotangent
T*RN, A, +A, P’est également : cette assertion résulte du fait que le cone normal de
Whitney a un sous-analytique isotrope le long d’une variété lagrangienne est isotrope.
L’analogue de cette derniére propriété pour le cone normal simultané est fausse : on
donne au paragraphe 2.1 un contre-exemple immédiat. Toutefois, on montre directement
en appendice que si Aj, j=1,...,p sont des sous-analytiques coniques isotropes de
T*RN, alors %A-‘I’Aj I’est également. En particulier, on voit que le front d’onde d’un
produit de distributions conormales C* le long de sous-variétés analytiques est contenu
dans un ensemble isotrope donc petit.

Le dernier paragraphe montre que la méthode développée ici permet également d’éten-
dre les résultats de Lebeau [13] sur les caustiques semi-linéaires au probléme de Cauchy
pour I’équation des ondes semi-linéaire & données initiales conormales non nécessairement
classiques le long d’une hypersurface analytique. En effet, la méthode de [13] repose sur
l’analyse d’intégrales du type

Je+ (x—xY) ... ep (x—xP)uy (xY) .. u,(xP)dx' ... dx?

ou e, (.) est la solution élémentaire de 1’équation des ondes a support dans I’avenir.
Lorsque les u; sont conormales classiques, Lebeau étudie ces intégrales en utilisant la
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260 J. M. DELORT

deuxiéme microlocalisation usuelle. Lorsqu’elles sont non classiques, cette méthode n’est
plus viable mais l'utilisation du deuxiéme front d’onde simultané permet comme pour
les produits de tourner la difficulté et d’obtenir les mémes résultats géométriques que
dans [13].

Remarquons pour terminer que le deuxiéme front d’onde simultané permet de majorer
non seulement le front d’onde mais également le deuxiéme front d’onde (usuel ou
simultané) d’une trace (¢f. paragraphe 1.2) et cela sans faire intervenir de microlocalisa-
tion d’ordre supérieur a 2.

Signalons enfin que dans un contexte tout a fait différent C. Sabbah a indiqué dans
[18] une définition de deuxiéme microlocalisation simultanée dans le cadre des 2-modules.

Je remercie G. Lebeau pour plusieurs discussions sur I’ensemble de ce travail, D.
Trotman qui s’est intéressé a la partie géométrique et K. Kurdyka qui m’a signalé le
résultat de Pawlucki [17] utilisé en appendice.

0. Rappels

Nous allons, dans cette section, rappeler les définitions et propriétés de base des
transformations de F.B.I. et de la deuxiéme microlocalisation le long d’une lagrangienne,
telles qu’elles sont exposées dans [19] et [12].

0. 1. TRANSFORMATION DE F.B.I. — Soient M une variété analytique réelle de dimension
n et X une variété complexifiee de M. On notera ¢ le point générique de M et x celui
de X.

Si @:X — R est une fonction continue et U un ouvert de X, on note Hg(U) I'espace
de Sjostrand des fonctions

. Ux[l,+0[=C
0.1.1 v
( ) { (

x, A) > v(x, A)

holomorphes en x, continues en A, telles qu’il existe M e R avec

0.1.2) sup  [AMe ™y (x, A)|< +o0.
Ux[1, +oo[
Si x,, est un point de x, on pose H, , = lim H,(U), U décrivant le filtre des voisinages
Usxo
ouverts de x,.
On désigne par N, (U) 'espace des fonctions de la forme (0.1.1) telles qu’il existe

£>0 avec

0.1.3) sup  |ePC@9y(x, )| <+ o0
Ux[1, +oo [

4° SERIE — TOME 23 — 1990 — N° 2



DEUXIEME MICROLOCALISATION SIMULTANEE 261

—

et on pose N, = lim N, (U).
—_—

Usxg

On note X® la variété analytique réelle sous-jacente a X, TX®~TX sont fibré tangent,
T*X® le fibré cotangent réel a X®, T*X le fibré cotangent holomorphe a4 X. On identifie
T*X a T*X® en associant 4 la forme C-linéaire { e T* X la forme R-linéaire u - —Im{ ()
(identification de Sjostrand). En composant lidentification naturelle de T*M a
TEXR <« T*X® et Pidentification précédente, on obtient une injection T*M g T*X
donnée dans un ouvert de carte par (¢, T) — (¢, —7) (¢, Te R"). Rappelons enfin que si ¥
est une fonction de classe C! sur X, la variété

0.1.4) Ay={ (o d¥ (0)); xeX }  T*X®

s’identifie 4 la sous-vari¢té de T* X, également notée A,, donnée par

0.1.5) A¢={<x,% a—‘I’(x)>;xeX}cT"‘X,
i 0x

0/0x désignant la dérivée holomorphe.

Rappelons la définition des transformations de F.B.I. [19] : soit (x,, 2,)eX XM et @
une fonction holomorphe au voisinage de (x,, #,) dans X x X vérifiant

(@ (lo,%?(anto)):quT*MCT*X

t

2
0.1.6) (i) ImQ (x0,20) > 0
or
2

(iii) —6—2 (xo, to) inversible.

0x 0t

Sous ces hypothéses, on sait [19] que pour x voisin de x,, I'application définie au
voisinage de ¢, dans M par

(0.1.7) t—> —Im®(x, 1)

admet un unique point critique #(x) voisin de ¢, et que ’application
0.1.8) K: x—»(t(x), —%—o(x,t(x)))
t

est un diffeomorphisme d’un voisinage de x, dans X sur un voisinage de g, dans T* M.
L’ensemble

0.1.9) {(t, - %?(x, 1; x,?(x, t));(x, 1 eX x X, voisin de (x,, to)}
X
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262 J. M. DELORT

est le graphe d’une transformation canonique complexe  d’un voisinage de ¢, dans T* X
sur un voisinage de (x,, (0®/0x) (x,, t,)) dans T*X. La fonction

0.1.10) 0 ()= —Im® (x,  (x))

est une fonction analytique strictement pluri-sous-harmonique au voisinage de x, et on a
[ 2 09
0.1.11) x(T*M)=A,=<| x, - E—(X) ; x proche de x, ».
i Ox

Soient a(x, ¢, A) un symbole classique au voisinage de (x,, t,), elliptique en (x,, #,)
(cf. [19]), u une distribution au voisinage de ¢, dans M, 6 une fonction C* & support
dans un voisinage assez petit de #,, 6 = 1 prés de #,. On pose

0.1.12) 8(a,0)u(x, )= J M0 g (x, 1,0) 0(F) u(z) dt

pour x voisin de x,. On a 3(a, O)ueH, ., et on dit que 5(a, 6) est une transformation
de F.B.I. (associée a D, a, 0).

Le spectre singulier analytique de u est alors d’aprés [19] caractérisé par

(0.1.13) Po#SS(u) <« 8(a,0)ueN, .
[le point x,e X étant I'image réciproque de p, par (0.1.8)].

0.2. DEUXIEME MICROLOCALISATION. — Nous allons rappeler la définition des trans-
formations de F.B.I. de deuxiéme espéce et des espaces de Sjostrand associés en
suivant [12].

Conservons les notations du paragraphe 0.1 et supposons données une fonction
¢ : X - R analytique réelle strictement pluri-sous-harmonique et une sous-variété analyti-
que réelle L de X, lagrangienne par la 2-forme symplectique sur X (2/i) 0 d¢. Soient Y
une copie de X, (¥o, Xo) un point de Y x X,

g YxXx[0,1[»>C

0.2.1) {
0, x,W)->g0, x, 1

une fonction holomorphe en (y, x) analytique réelle en p telle que si ’on pose
def def to
0.2.2) fOxw=-Img@x,W+ex)= ) LG )"
k=0

les conditions suivantes soient satisfaites :

Q) fOleL=O9 (afo)le:O
x = fo (o, X) est transversalement non dégénéré le long de L de signature (n, 0).

@ fir,x)=0.
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DEUXIEME MICROLOCALISATION SIMULTANEE 263

(iii) L’application : x - f, (yg, x) de L dans R a un point critique non dégénéré de
signature (0, n) en x,.

Alors, pour (y, p) voisin de (y,, 0), x > f (y, x, 1) a un unique point critique voisin
de x4, x (¥, p) qui de plus est un col. Posons

W(y,u)=§f(y,x(y,u),u)

0.2.3)
V() =¥(,0)

et supposons :
(iv) V est strictement pluri-sous-harmonique.

+ D’aprés [12] on a alors un isomorphisme (local au voisinage de y,)

0.2.4) A: YoT*L

défini en associant a yeY la classe dans T; X du vecteur tangent (x(y, 0), x,(y)) ou
x, () est le coefficient de p? dans le développement de x (y, p) en p=0 puis en identifiant
T.X a T*L par I'isomorphisme hamiltonien associé a la structure symplectique donnée
sur X par (2/i) @ 0¢.

Si ¥:Y x]0, 1] - R est une fonction continue, et U un ouvert de Y, on note HZ (U)
I’espace des fonctions (cf. [12])

0.2.5) {w: Ux[l,+0[%x]0,1]->C

bW ->we, AW
holomorphes en y, continues en (A, p) telles qu’il existe Me R, a€]0, 1] avec

0.2.6) sup |[A"Me M2 00l gy (3, 4, ) | < + 0.
A mweUx[1, +o0[x]0,q]
w221

On note N2 (U) le sous-espace des éléments w de HZ (U) tels qu’il existe £>0 avec
weHZ_..

Si yo€Y est donné, les espaces Hi , et N, sont définis par limite inductive.

Soient g(y, x, u) une phase définie pres de (o, xo)€Y X X vérifiant les conditions (i)
a (iv), b(y, x, A, B un symbole analytique classique elliptique en (y,, x,) (cf- [12]), £ un
bon contour pour f (y,, -) [12], § IV-3 (X dépend de p), v un élément de H B un
voisinage assez petit de x,. Posons

@, X0°

0.2.7) 82(b,ZﬂB)v@,X,u)=J eMO=Wp(y x, \, w)o(x,A)dx
ZnB

Alors (0.2.7) induit une application indépendante de X et B
(0.2.8) 8*(): H, /N, . — H?2

¢, x0/ * "9, x0 ¥, yo

/NG

¥, yo

qu’on appelle la F.B.I. de deuxiéme espéce associée a b et g.
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264 ‘ J. M. DELORT

1. Deuxiéme microlocalisation simultanée et théorémes de trace

Il s’agit de définir dans cette section une deuxiéme microlocalisation simultanée le long
d’une famille de lagrangienne A,, . . ., A, qui nous permettra d’obtenir une généralisation
du théoréme de trace de Lebeau [11].

1.1. DEUXIEME MICROLOCALISATION SIMULTANEE. — Soient My, ...,M,, p+1 variétés
analytiques reelles de dimensions n,, ...,n, et X,,...,X,, p+1 variétés analytiques
complexes, complexifiées de My, . .., M, respectivement. Si ¢;:X; > R, j=0,...,p est
une fonction continue donnée et @=(¢o,...,¢,) on note pour U ouvert de
XoX ... xX,, H,(U) I'espace des fonctions

. p+l_)
a.1.1) { v: UX[l, +oof C

(X, gy - - osA) 20 (x; Ao, .. ., AY)
holomorphes en x, continues en A, . . ., A, telles qu’il existe M=(M,, ...,M,)eRP*!
avec

~£1;0; ()
(1.1.2) sup [A"Me o

Ux[1, +oo [PH1

v(x;A)| <+

p
oux=(x%...,x"), A=, . ..,A,), A"M=[]A; M.
0

On note N, (U) I'espace des ¢léments de H, (U) tels qu’il existe >0 avec

p .
—§1j¢j(xl)—elnf(k0, e

(1.1.3) sup  |A"Me 'lp)v(x,?»)|<+oo.

Ux[1, +oo [PH1

On définit comme au paragraphe 0.1 des espaces de germes H,, ., N
Donnons-nous pour tout j=0, ...,p un point (xj, t))€X;*x M,, une phase ®;(x/, )

définie prés de (x), #)) dans X;xX; verifiant les conditions (0.1.6) et un symbole

@, x0°

p
a(x, t, \)=[]a;(*’, ¥, 1)) ou, pour tout j, a; est un symbole analytique classique ellipti-
(1]

que en (x}, #j). Notons ¢;(x’) la fonction définie 4 partir de ®; par (0. 1. 10).

Soient u une distribution au voisinage de t,=(, . . ., #5) dans M=Myx ... XM, et
0eCy (M), 0 =1 au voisinage de ¢,. On définit alors une transformation de F.B.L
généralisée en posant

4 P
iZ1;®; (s, o)

(1.1.4) S(a,e)u(x;x)=fe a(x,t,\) u(f)0(f)dt

On a 8(a, O)ueH, , [si xo=(x3, ..., x§)] et I'image de &(a, 6)u dans H
est indépendante du choix de 0 : on la note 8 (a) u.

N

@, xO/ 9, X0
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DEUXIEME MICROLOCALISATION SIMULTANEE 265

Soient pour tout j=0,...,p, ¥;:X;x]0,1]->R une fonction continue et
¥=(¥o, ..., ¥,) Si U est un ouvert de X,% ... xX,, on note FA2 (U) I'espace des
fonctions

p+1 p+1
1.1.5) {Ux[1,+oo[ x10, 1]P*1 > C

(x, A, p) > w(x, A, p)

holomorphes en x, continues en (A, p) telles qu’il existe M=(M,, ..., M))eR?*! et
ae]0, 1] avec
£ F ¥ (), pp
VIR IT A F1c AN
(1.1.6) sup |AMe o7 T
x, % WeUx[1, +ocP*1x]0, of "1
ruizi

w(x, A, p)|< +oo.

On définit N2 (U) comme le sous-espace des éléments w (x, A, p) de A2 (U) tels qu’il
existe MeRP*!, ae]0, 1] et £>0 avec
—% l.j p} ¥; (xJ, n)—e il}f (; "Jz

J

(1.1.7) sup A Me " wx, A | < + o0

(A, weUx 1, +a PT1 x]0,qP !
rjuizi

et les espaces de germes en un point comme précédemment.

Soient pour tout j=0,...,p, ¢;:X;— R une fonction analytique réelle strictement
pluri-sous-harmonique et L; une sous-variét¢ analytique réelle de X; pour la 2-forme
(2/) 30,

Soient pour tout j=0, ..., p, Y; une copie de X;, g;(, xJ, ;) une phase définie pres
de (y), x))eY;xX; vérifiant les conditions (i) 4 (iv) du paragraphe 0.2,

p
b, x, A, =[] b;(Y, x’, A;, n)) un produit de symboles analytiques classiques elliptiques
0

en (v, x}), Z; un bon contour pour f7(y), x’, ;) [f’ étant définie par (0.2.2) appliqué
a (g, 0)l, Z=Zox ... XX, v(x; M) un €lement de H, ., [0t ¢=(9, ..., ¢,)], Bun
voisinage assez petit de x,. Posons

14 . .
i g Ajgi(v, xJ, up

(1.1.8) 8B, ZNB)v(y, A, u)=f e b(y, x, A, p) v(x, A)dx.
InB

Si pour j=0, ..., p, ¥;(”, u;) désigne la valeur critique de la phase (—Im g;+¢,)/u?
définie par (0.2.3), (1.1.8) induit une application indépendante des choix de X et B

(1.1.9) 82(6): H,, /N, ., —H; , /N3 ..

La deuxiéme microlocalisation simultanée va étre définie en liant les 2 (p + 1) paramétres
ci-dessus (Ao, . . ., Ay Mo, - - -, W) par les p relations

(1.1.10) hopd=A pi=... =),
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de maniére a ne conserver que p+2 parametres indépendants (A, po, . . ., W) si A’ désigne
la valeur commune aux expressions (1.1.10).

Définissions d’abord les espaces de Sjostrand associés :
DerFINITION 1.1.1. — Soient pour j=0, ..., p une fonction ¥;:X;x[0, 1] R conti-
nue, ¥ la famille (¥, . .., ¥,) et U un ouvert de X, % ... x X,

On note HZ (U) [resp. N (U)] I’espace des fonctions
: + X p+1
(1.1.11) {W Ux[l, +o0[x]0, 1P*1 > C

oM, W-=wh, M,

holomorphes en y, continues en (A, p) telless quil existe M'eR,
M=M,, ..., M,)eR?*!, ae]0, 1] (resp. et £>0) tels que

p .
=X g ‘l‘j(yl, uj)

(1.1.12) sup [V M pMe w(, M, p)|<+o0
(¥, M, weUx[1, +0[x]0, a]"+l
(resp.
p
-V C¥; 05 n)—o)
(1.1.13) sup [WMe o TR g A, )| < + 00)

@ A, WeUx[1, +w[x]0, af !

14
avec la notation pM= ] p}l.
0

On définit comme précédemment les espaces de germes en xoeX, % ... XX, Hy
et N§, ,,- On notera R I'application de restriction de R*®*V={(Ag, ..., Ai Mo, - . -, 1) }
a la sous-variété d’équation A pi=...=»A,pu’ munie des coordonnées (A, W, . . ., H,).

Il résulte des définitions précédentes que R opére de H3 . (resp. N3 | ) dans HE ,
(resp. Ng, )

En reprenant les notations introduites avant la définition pour ¢;, L;, g;, ¥;, b, on
peut poser :

DermNtTion 1.1.2. — On appelle transformation de F.B.I. de deuxiéme espéce simulta-
née associée a (b, g) 'application

def
(1.1.14) 82 ()= R82(h):H,, , /N, ,,~HZ , /N

9, xO/ ?, X0

Deuxiéme micro-support simultané. — Notons toujours My, ..., M, p+1 variétés
analytiques reelles de complexifices X, ..., X,. Soient pour tout j=0,...,p, g; un
point de T*M; et A; un germe en g; de lagrangienne analytique réelle de T*M;. On
notera AY la variété complexifiée de A; dans T*X;. On note

to=00, ..., ) eM=Myx ... xM,

la projection de

4=(Go> - - -» ) ET*M=T*M x ... XT*M,,
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Considérons une distribution u définie prés de ¢, et choisissons une famille de phases
O=(®,, ..., ®,), un symbole a(x, t, ) et une troncature 6 permettant de définir la
F.B.I. généralisée & (a) donnée par (1.1.4).

On note (pj(xj) la fonction associée a ®; par (0.1.10), x;: (X, xbh) — (T* M, g)) le
difféomorphisme local donné par (0.1.8), x;: (T*X}, g;) = (T*X;, x;(¢;) la transforma-
tion canonique (0.1.9) et =(@,, . .., ¢,). Les variétés L;=«; ' (A;) =X, sont lagran-
giennes pour la 2-forme (2/i) 0 dg;. Soient pour tout j=0, . .., p des points q}"eT;"j Ajet
(@, §¥) e T*L; 'image réciproque de (g;, ¢7) par 'application &;: T*L; — T* A; naturelle-
ment déduite de x; Choisissons pour tout j un point y{)eYj copie de X, une phase
g; (0, p;) et un symbole b permettant de définir par les formules (1.1.8), (1.1.9) une
application 82 (b) et par (1.1.14) une F.B.I. de deuxiéme espéce simultanée 32 (b).

Notons A;: (Y}, yh) - (T* L;, (4, ) le diffcomorphisme local défini par (0.2.4). On
posera A=Ay, X ... XA, k=KoX ... XK, K=Ky X ... XK,

Donnons alors la définition suivante :

DEeFiNITION 1.1.3. — On dit que le point (9o, 48), - - -5 (g, qF))ET* Agx ... XT*A,
n'est pas dans le deuxiéme micro-support simultané de u le long de (Ao, ..., A)):
SS&o. ap(@ si et seulement si 82(b)8(a)u est nul dans H3 , /N , [avec
y0=A— ! (l~(— ! ((q0> qg)’ ] (qw q;)))]

On peut également définir une notion analogue dans le cadre C*.

DermNTION 1.1.4. — On dit que le point
(90> 48) - - -» (@, GE)ET*Ag X ... XT*A,

n’est pas dans le deuxiéme front d’onde simultané de u le long de (Ao, ..., A):
WFG, . .., ap@) si et seulement si il existe W voisinage de y, dans Y=Y, x ... xY
a€]0, 1], MeRP*! tels que pour chaque entier Ne N

p°

P .
=\ (g ¥, wy)

(1.1.15) sup [MNuMe 82(b) d(a)u|< + .
@ M, weWx[1, +0[X]0, L't]”+1
Les ensembles précédents sont des fermés de T*Ayx...xT*A, vérifiant
WE& . .. apWSSSE,. . ., a, ). Lorsque p=0, SS3 ' (u) est le deuxiéme micro-sup-

port a croissance de u le long de A, tel qu’il a été défini par Lebeau dans [11] (ou il est
not¢ WF3, ).

Les ensembles SSZ ! . 4,(®) et WFZ ' ,)(w) ne dépendent que des données
géomeétriques (A,, . . ., A,) et pas des choix arbitraires de phases ou de symboles utilisés
pour les définir. Cela résulte immédiatement des résultats analogues pour la deuxiéme
micro-localisation le long d’une seule lagrangienne de [12] étant donné que les transforma-
tions &(a), 3% (b) sont définies comme produits tensoriels de F.B.I. ou de F.B.I. de
deuxiéme espéce le long d’une seule lagrangienne.

Précisons le caractére conique des ensembles qui viennent d’étre définis. Si re R%, on
notera M, ’homothétie de rapport r sur les fibres de T* Ao % ... X T*A,:

(1.1.16) M,: (o> 43): - - -» @p 7)) = (G0 740), - - -, (@ 7qY)),
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m’; ’homothétie de rapport r sur les fibres de T*M;, j=0, ..., p et lorsque A;,cT*M;
est conique pour les (7)), , on désignera par

A T*Ag X ... XT*A, > T*Agx ... XT*A,

’application égale a I'identité sur les facteurs T* A,, k+#j et a I’application naturellement
déduite de 1} |5, sur T*A;. On a alors :

ProposITION 1.1.5. — (i) L'ensemble SS& .\ . a,@) [resp. WFR' @) est
invariant sous 'action de M, pour tout r>0.

(i) Supposons que pour un certain indice j A; soit conique dans T*M;. Alors
SS&o.. . .. ay (W) [resp. WFR L 4, (W)] est invariant sous l'action de #; pour tout r>0.

Démonstration. — (i) se prouve comme le résultat analogue de [12] dans le cas p=0:
les transformations & (a) et 52 (b) étant choisies, on pose

GO v, A, W=8®) v, A, p /1)

(1.1.17) {gg(b)v@,x,p)=RoS,2(b)v(y,w,u)=82<b)v(y,xr,u\/;)

et on utilise que 87 (b)°8(a)u caractérise le SSZ! . 4, (resp. WF ' ) en des
points convenables.
(ii)) Posons ici

(1.1.18) (@ u(x, )=08(@ u(x,hgs ..., Mj_1, FAjy Ajigy oo oy A,

L’identification k": Xy % ... x X, > T*M, X ... x T*M, est alors composée de k=k"
et de I’homothétie m] et 8, (a)ueH, ou @"=(Qq, ..., Pj—;, 7Qj, Pjiq,..., P,). Si
(805 - - -» &) sont les phases permettant de définir 82 (b), notons 8?2 (b) la transformation
associée aux phases ((go, - - -, &—1,78; (07, X/, Wi /) &jw1s - - > &) €t 32(b)=R-82(b).
L’identification Yo x ... xY,>T*LyXx ... XT*L, associée est la méme que pour r=1
(sur le j-iéme facteur, elle est en effet la composée de deux fleches: Y; > T, X; - T*L;,
la premiére étant modifiée par un facteur 1/r sur les fibres et la seconde par un facteur r
puisque la forme symplectique a considérer sur X; est r2/idd¢;). On a

(1.1.19) 8(b) 8,(@) u(y, M, p)
=82(b) 6((1) u(ya )",s l»lo, MR Hj—la HJ/\/;, uj+1a LR} Llp)

Le deuxiéme point de la proposition en résulte.

Terminons ce paragraphe par un exemple : supposons que pour tout j=0, ..., p, M;
est un ouvert de R" muni des coordonnées #. Soit N; sous-variété de M; de dimension
n; d’éqpat?ons ti=0si =", ¢’ ’) On pose A;=Tg{ M;. On munit T*M, des coordon-
nées (¢, v), A; des coordonnées (¢'/, t""’), T* A; des coordonnées (#'/t"7; t'7*, 1" 7*). Soit
u une distribution au voisinage de t,eM, 6eCg (M) a support prés de ¢, 6=1 au
voisinage de ¢,. On utilisera la F.B.I. généralisée.

—% j (=122
(1.1.20) Tu(x, X)=Je 0 0(H) u(@at.
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On a TueH, o ¢=(¢y, . . ., 9,) avec ¢;(x’)=(Im x%)?/2, j=0, . .., p. L’isomorphisme
k; 1 T*M; > X;=C" est donné par (¢, v) » ¥/ —it/.

Donnons-nous pour tout j une fonction 4;:[0, 1[ - R, analytique réelle avec h;(0)=1.
Si Pon pose pour x/, )’ dans C"i

. . 2 rj_ N2 nj+.,,j2 . "2
(1.1.21) gj(ygx:,uj)=&[(y X, i ):I_l(x )
2 1= h;(u3) 2

la F.B.I. de deuxiéme espéce généralisée associée s’écrit (aprés changement de variables
en x"'/ ramenant le contour d’intégration au réel) :

(1.1.22) 31 v, M p)
)4 . . . . .
[ z-oyuiza-epyoi-xh2-0gui2 b ep) o - hi -0y @h?
=\ e° v(x', ix", A)dx
z

ou X est voisinage de Re y, dans R" x ... X R", y, étant le point de C"ox ... XC"
correspondant par 'isomorphisme

A71eR71: T*Agx ... xT*A, > Clox .. xC"
(1'1'23) { ’j rj. o jx 1" jx rj ool jx i o 1T ¥
(@, "5 " e, L ) (T, =T ) )
au point de T*Ay X ... x T* A, prés duquel on veut étudier le deuxiéme micro-support.

La F.B.I. de deuxiéme espéce simultanée associée 82 est a valeurs dans H2Z ou
¥=(¥,, ..., ¥, avec pour tout j=0, .. ., p,

;0 wy)=>Am y'H%/2+Am y" )22 (h; (1)) + ).

La composée 8% (1). Tu(y, A', p) est alors égale dans Hy , /N , a

14 p 2 2y\ny2 P 2y \ (n;—n}/2
Tni2 u.(]-—u.) i/ h(u) (nj—np/
1.1.24) @mnp " ] (% —
( ) @m ° ( A Iol A

P . .
iy B 2 oy B a2y 4 w2y udy (17002 iz T oydeipd
XJ‘e (x/z)g(yj 2)) (l/2)§((hj(u,)+u,)/uj)(t N xe 0 / 0(2) u(r)dt.

1.2. THEOREMES DE TRACE. — Il s’agit d’établir dans ce paragraphe des théorémes de
trace généralisant au deuxiéme micro-support simultané la formule de trace obtenue par
Lebeau dans [11].

On note toujours My, ..., M, p+1 variétés analytiques réelles de complexifices
respectives Xo, . . ., X, de dimension n, . . ., n,. Pour tout j=0, ...,/ on se donne un
point ¢;eT*M; un germe A; de lagrangienne analytique réelle de T*M; en g; et un
point (g;, g¥) e T* A; se projetant sur g; par T*A; - A;. Pour tout j=/+1, ..., p soit N;
une sous-variété analytique réelle de M; de dimension n; et notons
N=MyX ... XM, XN, ,;X...XN,cM=MXx...xM,. Si u est une distribution
assez réguliere sur M, on se propose de majorer WFX' — , (u|ly) et
SSK,! .. . ap(u|n) & partir de deuxiémes micro-supports simultanés de u le long de familles
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de lagrangiennes convenables [on a noté (A, . . ., A;) la famille de lagrangiennes consti-
tuée par les A, j=0, . . ., / et les sections nulles Tg}ij, j=I+1, ..., p qui seront toujours
sous-entendues dans les notations].

Supposons choisi un systéme de coordonnées locales # sur M ; au voisinage d’un point
theM; tel que pour j=I+1,..., p, theN, /=(r'J, "J) avec N;={r"/=0}. Si u est une
distribution définie au voisinage de t,=(z3, . . ., t5) on utilisera la F.B.L., Tu(x, A) définie
par (1.1.20).

Pour tout j=0, .. ., / on choisit une phase g;(3/, x’, u)) telle que (g;, 9;=1/2 (Im x%)?)
vérifie les conditions (i) 4 (iv) du paragraphe 0.2 le long de la lagrangienne L; naturelle-
ment associée & A; (¢f. § 1.1), »/ décrivant un voisinage ouvert du point yj de C"%
correspondant par identification a (¢/, ¢/*) (cf. définition 1.1.3).

On notera Y'=(P° ...,)), Yo=00, ..., 1), X'=x° ..., x), Xb=(, ..., xh),
W=(Ho, - - -, W) et

1

1.2.1) G(Y, X, ', M)= ¥ ihg; (0, X, W) | -

j=0 ji=0,...,1

Soient 5;, j=I+1, ..., p des éléments de R%, y=(°, ..., yP)eCox ... xC" et fune
distribution a support compact sur M. Soient pour j=0, ..., /, Z; un bon contour pour
la phase —Im g;(y’, x/, p;)+(1/2) (Im x) [12]. Posons, suivant [11]

2 (—@h2zn+ici.yh-a2) ¥ (@Isy+yh?
I+1

(1.2.2) S2fo, M1 1505+ - -5 s,,)=J‘e'+1

1 . PR
G4 XL v, ph+E (—p} )220 +ixd . o)
X e 0

p " j
X 1-[(_‘ 24 )f'(to,...,t")d‘co...drpdxo...dx’

1+1 7»'3,?

Pintégrale en dx°...dx' étant prise sur T,x ... x I, et I'intégrale en dt®. . .dt? étant
prise sur R" x ... X R",

On supposera désormais que f vérifie I’hypothése de régularité suivante : il existe ve R,
6>0 et C>0 tels que

r l 4 v
1.2.3) J|f(1:°,...,‘c”)] I (l+|1:"j|)8d1:"’+1.‘.dt"”§C<1+z]tj]+ Y |vi )
0

I+1 1+1

On peut alors calculer f |y. Posons

(1’24) T(ZAO,...,Al)(-f!N)(yo""9yl’y,l+19'"9y,p’)\‘,,”l)
=feG”"x""’“”T(f|N)(x',y"“,...,y'P;l Xow,

2"' 9 2’
Ho W

4° SERIE — TOME 23 — 1990 — N° 2



DEUXIEME MICROLOCALISATION SIMULTANEE 271

avec

(1.2.5) T(fIN)<x°, ces XXX P Ny kp)
! o o
f - (}.j/Z)(xJ—;J)Z- b (),j/z)(x'l—t'J)Z
=\le © 1+1
X(flW@ ..., &, e oL ePdl.didrttt L dr'P
(TZ,, ... ap st donc associée a la deuxiéme microlocalisation simultanée le long de

(Aos - Ay TR Niyy, ..., T§,N,) : on Tobtient en prenant pour j=/+1,...,p les
phases (1.1.21) par rapport aux seules variables (3', x')).

LeMME 1.2.1. — Avec les notations précédentes

+ +
(1.2.6) J ds,H,..J ds,,f dy"’“...J dy"PS2f (1, My W, Siggs - os Sp)
0 0 =1 ly?l=1

’ ! '\n;/2
= [T H; M) @myr~ a2 [] ( 2n ) g

I+1 0 Mf
><’T(ZA(), .. .,Al)(le)(yO9 R yla y,l+1’ sty ylp’ }",9 P«l)
ou pour j=I/+1, ...,p, H;(A) est une fonction continue vérifiant

lim H, (M) V52 = 2wy 2,

A =+

Démonstration. — 1l suffit de poser

+ a0 ” ‘5 __Tllj yuj .
(1.2.7) H,; (M) = j f e~ M1 P sy <—‘>dy"fds,..
o Jiyii=1 M s

On va maintenant déduire de (1.2.6) en suivant [11] le théoréme de majoration du
deuxiéme micro-support simultané d’une trace.

Pour tout j=I+1,...,p, notons V;=T*M; |Nj, p;: V;—> T*N; la projection naturelle,

ASTEM,  y A X THN; s THA,

J
NJ
'injection naturelle

V}-: "](AJ : T* NJ) m (T* AJ IAj—Nj)

J
(ou A;—N; désigne A, privé de sa section nulle) et p;: V; > T*N,; la projection naturelle.
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Si A; est muni des coordonnées locales (#7, ")) et T*A; des coordonnées

(¢, m'; t'i* 1"'7*) on a donc

p;i Vi={(, 0,7, 7))} > T*N;
(1.2.8) (7, 0; 9, vy > (¢, 1)

p;: Vj= {9, v 7%, 0); U £0} > T*N;
(19, VI %, 0) - (17, 19%).

Si I est une partic de {/+1,...,p} on note A, la famille de lagrangiennes de
T*M,, ..., T*M, définie par A=(R,, ...,R,) ou A;=A; si je{O,...,I1} U],
Kj=T;;jN£j sinon. De méme on pose V;=T*Agx ... x T*A; Vi x...x¥,ouV,=v,
sij¢let V;=V;sijel. Enfin p;:Vi>T*Agx ... XT* A XT*N;,; x ... x T*N, dési-
gne l'application égale a I'identité sur les /+ 1 premiers facteurs et a p; (resp. 5}) sur le
Jj-iéme lorsque je {/+1, ..., p}\I (resp. jel).

Le théoréme de majoration s’énonce alors :

THEOREME 1.2.2. — Soit u une distribution vérifiant localement I’hypothése de régularité
(1.2.3).0na

SSGo. ... lN<= U P(SSE W NVY

(1 2 9) Ic{l+1, ...,p}
w F(zziol, c A (u |N) < U (W FIZ\} YwN V.
Ic{i+1,...,p}
Remarque. — Lorsque /=0 (resp. et A,=Tg, M,) on obtient une majoration du

deuxiéme micro-support & croissance (resp. du micro-support) de u |y le long de A,,.
Démonstration. — Prouvons la deuxiéme inclusion (1.2.9). Soit

((qO’ qg)’ R (qb ql*)a (tg+la tg+l* 5ttt (t:)p’ t(,)p*))
un point de
T*Agx .. . XT*AXT*Np X ... XT*N,

qui n’est pas dans le membre de droite de (1.2.9). Pour toute partie Ic{/+1, ..., r}
et tous t;" avec |1} |=1 si jel [¢f. proposition 1.1.5 (ii)] le point :

((qo’ qg)a MR ] (qla q;k)’ (té)j, 0; tg*a T”j)jtb (tg’ T”j; t;)j*9 O)jel)

n’est pas dans W F} ! (u). Posons :

(1.2.10) TZu@, N, p, (0);e)=

1 A 1 L . s
i/ gj0f X, pp)—E0 (=eh2/2pF - T (2)pI-th2- T @/2) (vI-r)?
= |0 0 jzi+1 jel

j¢l

—02) = (+phd e h?+in £ oydoeing
Jjel jel

Xe 0 u(Hdtdx’ ... dx.
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Iintégration en x°, . . ., x' se faisant sur un produit de bons contours £, % ... X X,

C’est une F.B.I. simultanée de deuxiéme espeéce le long de A; [¢f. (1.1.23) avec
hj=1 —uf+u}‘, Jjel]. Définissons une suite o,_,>...>a, d’éléments de ]0, 1] par la
récurrence descendante suivante : supposons o, _;> . . . >, déja définis. Par hypothése
il existe alors pour tout Ic{/+1, ..., p} avec |I|=k un voisinage borné W, de

(1.2.10) {(Yo, (to=i15*, T))jer, (16 —116*, i7));40; ) € R,
|5 |=1sijel, |5 [S20 2, sij¢ 1)

un réel o, €]0, o, ;[ et M;e R* tels que YNeN, 3Cy>0 avec

p
(1 ‘2' 12) |T12\]u(y’ )"19 Ul, (uj)]el)|+ Z |T12\l(tm u) (V, xla "l'l’ (u1)151)|
m=I+1
1 . . . .
<Cup™ )»,_Neg Y00, np+@ar2) jﬁ.[“'“ ¥H2+(m yH2/(1 +uhl+A/2) jil(lm yh?

pour tous yeW,, A'21, p;€]0, o], je {0, ..., 1} UI (les ¥; désignant comme au para-
graphe précédent les valeurs critiques de —Img; ()7, x’, p))+1/2(Im x%)* divisées par p?).
On pose B,=1/aZ, k=1,...,p—let

—j2) £ @2
(1.2.13) f()=e 1+1 0 u(.

On remarquera que si u vérifie localement ’hypothéese (1.2.3), il en est de méme pour
favec

< CA'P—D3é2
Ll @ed+t || 4P

! » P
0219 [7@I(1+Ziel T 1) TTas el
(] 1+1

1+1

(C indépendante de 1'). On a en outre f |y=0u|y.

Pour prouver le théoréme, il nous faut donc déduire des conditions (1.2.12) que
Ti, . apF YL Y o P, N, W) est & décroissance rapide pour Y' voisin de
Y} et y" voisin de t§f —itg* j=I[+1, .. .,p. D’aprés (1.2.6) il nous suffit donc de montrer
que sous les hypothéses précédentes chacun des termes de la somme

(1.2.15) Y J ds; 4 ...dspf dy"ttt J dy'?
Ie{l+1, .. .,p}JC ly =1 lyP|=1
X[S2f 0, My W, Sihgs -5 S|
ou pour tout I
(1.2.16) Ci={(S141> - > 5); 8;€IBy1}, + oo si jelets;e]0, Byl si j¢l}
est a décroissance rapide par rapport au poids

Y=(¥,, ..., ¥, 1/2Imy" 1), ..., 1/2 (Im y'?)?).
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1
LemMmE 1.2.3. — Soit yeR, et posons M= Zn/2+2(n/2)+v+(p D(6/2)—5. 1l

I+1

ot =iyt L g —itd*) et ael0, 1] tels que pour tout

existe V voisinage de (Y},
entier N2> 1, il existe Cy>0 avec

+ + o +
T O A S I e
0 0 AN |yt =1
'J‘ dyllp
lyPi=1

Szf(y’ 7",9 Hl, Spe1s oo sp)l

1

éCN )“/M—SyN H uj—nj—lve
0

1 . p .
VI p)+a2) £ (my)?
0 1+1

pour O0°, ..., Yyt Lo YD) e Vet pel0, of j=0, .. .1
Démonstration. — L’intégrant de (1.2.1) se majore en module par

1 ; 4 ; L .
MEIW;0hpp+02) I (mydj2)-()2) T @ pFA+Imx)2/d
1+1 0

(1.2.18) e ©

3 . . 14 j

—02) T @InHImyH2-go2) B -7 sp?

e 1+1 I+1
Ir”’ Iy 7|
X n |f('L' ceey )|
1+1 }“
On a
+ 0 i T”jl
l+1<j<1’f e~ a-1wTIns? L _lge <C

= )\(’ 2 =

0 5

(uniformément en t'/, 1')

+ 2 |T”P|
j=p - W2 =[P I sy ds,
A

12
<N )\; Sp
+ o0 ds
<ll—(yN+1)8|TI,pla e—(x'/z)(l—l/sp)z P <CXI—S(YN+1)|T”pl5
= 2-8 = ’
0 4

Compte tenu de ces expressions, de (1.2.14) et de (1.2.16) le membre de gauche de
(1.2.17) se majore par

! . 4 R
2(,/2)+ E (n,/2)+V+(p-l)(8/2) 8(yN+1) l'g‘Yj(y’»ujH(l'/Z)lfl(lmy”)2

(1.2.19) C\'o

nu—nj—Zv X e

0

d’ou le lemme.
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On fixe désormais y tel que

(1 31+ 5 0= < ]

jel

pour tout I<{/+1, ..., p} [¢f. (1.2.12)]. D’apres le lemme, il suffit pour prouver le
théoréme de majorer les intégrales obtenues en remplagant dans (1.2.15) le domaine C,
par

(1.2.20) Ci={(Sy41> - - -» 5,); S;€1By 1y NN [sijelets;e]0, By ]sij¢l}.

Pour ce faire, on va exprimer chacune d’entre elles a I'aide d’un opérateur agissant
sur T3 u(y, M, p', ()1, ol les p; sont reliés aux s; par s;=p;?, jel, puis utiliser
(1.2.12). Exprimons d’abord S?f en fonction de f :

P 1 4

Z (nj/2) .
(1.2.21) S2£@ N W Syeps -0 8)=QaAY0 7 [Tpy"ix I] s~
0

I+1

p 72 ynj a 12
—)2 - 2 " 2 1
XHe 12 6" (,——,;)e( 26" §f0’, )\.I, K5 Sieas -"’SP)’
fariv} Ns; dy

avec

(1.2.22) SPf (Vs W, sy, -

1 ; . .
G (Y, X, 0, wh-Z(2) pf (-2 -0v)2) £ (i-riy2
. sp).—_ e 0 I+1

P ; 4 :
W/2) T st H2+i T oasiediyi
1+1 1+1

X e [ o, -, tpdtdxy . .. dx;

Dr’aprés (1.2.13),on a

(1.2.23) 82, M, b si41s « s 5p)
___§2u 0, e l’< Il+1,_sl+—1 ]+ 1 , ‘."< 'p, Sp Ilp>;
o v ly \/m?:y y \/T?E,fy
Mo, T+sE L, .. .,\/1+sp2).

On fixe I<{/+1,...,p} et on veut estimer S*f(y, A, p’ 844, ..., s,) pour
0°, ..., )" voisin de Y}, y'/ voisin de tg*, j=I+1,...,p, "/ dans la sphére réelle et
(41> - - -» 5,) dans C{. On peut supposer I={A+1, ..., p}.

Montrons alors :

LeMME 1.2.4. — Soit 5=(s5;,1, . .., S e REL Siv ("%, ..., 2™, L\') est fonction holo-
morphe de (z2"'*1, ..., '™ telle qu’il existe D eR avec

h
-('/2) T (mz''hH?
I+1

sup  ATP|o(Z"Th, L, 2 M)e |<+o

Vz1,z"eK
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pour tout compact K, posons pour y'"’ réel, | y"I|=1:

(1.2.29) (A;0) (" ..,y A)

h

z nf h h .

A \i+1 Y —0/2) I s} E+in B oxtd(sjyi-zd)

=(£__ e 1+1 1+1 v(an+1’ el Z”h, X')dx" dZ”
n p

ou ny est le nombre de variables y' et ou X est le contour :

xuj=cuj
(1.2.25)

) . 1+s? o )
Z=g;y" = — LImo’’—iRe o’

avec c"1eC,| " |<c, 1+ 1<j<h.

Il existe alors une fonction C(5) continue sur R%™' & valeurs dans R* telle que :

(1.2.26) A:82u(0 ..., 1 L), o, 1), (O, S ey

NARE 5
YO, N, WL L TEse ey, SISO, Ly

Sp

(y'p’ T
/1+ spz

=CES G M b S1p1s - s 8,).

modulo un reste a décroissance exponentielle en \' uniformément en s.

Démonstration. — Le lemme est essentiellement une version du théoréme de changement
de F.B.I. Pour l'obtenir, il suffit d’exprimer dans (1.2.24) v=382u & partir de u et de
réaliser la déformation de contour :

x"=viitc
(1.2.27)

2
=gy~ I4sy Imoc"/—iRec" +ivs? 1
2

avec |c”f [gc pour v € [0, 1]. La contribution du bord du contour d’intégration est a
décroissance exponentielle par rapport a A, uniformément en le paramétre 5. Lorsque
v=1 on obtient la phase donnant I’expression (1.2.22), (1.2.23) de Sf.

Remarque. — La contribution du bord de la déformation (1.2.27) est négligeable
uniformément en s grace a la présence des _ /1 +s]? dans le membre de droite de (1.2.23).
C’est pour obtenir cette uniformité que ’on a appliqué le lemme 1.2.1 & (1.2.13) plutdt
qua f=u.
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Fin de la preuve du théoréme. — On a d’aprés (1.2.10) et (1.2.22) :

(1.2.28) §2u(y°, oYL O Y, L O 2, (y"'“, \/;:._Zyuh)’ e
Sh

(y"’, \/:"ngy"t’) Mo 1, L1, TFSg . /1+s§>

h .
-02) T (zh?
I+1

TZu0% .., ), 0" i, L oM i)

yp, x,, H’, Hh+1, ey "l‘p)

quitte & poser p?=s; ! pour j=h+1,...,p.
Considérons I'intégrale

(1.2.29) J‘ds,ﬂ...dsl,Jv dy"ttix ...
G Iyt =1

XJ‘ dy"plszf(y’ )\'l’ "l'la sl+ 1> *>» Sp)l'
[yPl=1

Comme I'intégrant s’estime a partir de S2f et des §2 (¢f), j=I+1, .. .,p, il suffit pour
obtenir la décroissance rapide de (1.2.29) d’estimer le membre de gauche de (1.2.26).
Comme (8,44, - - -, §,) € Cj, 'argument de T,Z\Iu dans (1.2.28) reste dans le domaine sur
lequel (1.2.12) est valide lorsque z'*/ décrit le contour (1.2.25) avec ¢ assez petit, que
(0°, ..., ") est assez voisin de Y}, et y"/*! est assez voisin de (t§f —itg*), j=I+1,...,p
(cf. définition des o). Alors, par choix de vy, (1.2.26) est a décroissance rapide, en A' N2
donc (1.2.29) également.

Compte tenu de (1.2.15), du lemme 1.2.3 et de (1.2.20) cela achéve la preuve du
théoréme.

Dans le cas du SS?'! la preuve est la méme quitte a couper les intégrales a e™ au lieu
de XYM (cf. [11]).

2. Majorations géométriques de deuxiéme micro-supports

2.1. CONES NORMAUX SIMULTANES. — Nous présentons dans ce paragraphe une défini-
tion de « cone normal simultané » qui généralise les cones normaux de Whitney ([7], [8])
et qui nous permettra au paragraphe suivant d’écrire des résultats de majoration géomeétri-
que de deuxiéme micro-supports simultanés, analogues a ceux de [5] pour le deuxiéme
micro-support usuel.

Soient M,, ...,M,, p+1 variétés analytiques réelles (C? suffit en fait) et donnons-
nous un fermé conique S de T*M, x ... xT*M, et pour tout j=0,...,p un fermé A;
de T*M; Posons M=M x...xM, T*M=T*M,x...xT*M,. Soit pour
Jj=0,...,p, X un systtme de coordonnées locales sur M; au voisinage d’un point
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xheM; et (x/, &) les coordonnées associées sur T*M;. On notera x=(x° ..., x?),
E=(E% ..., EP) et (x, &; X, E) les coordonnées associées sur T (T* M).

DeFNITION 2.1.1. — On appelle cone normal simultané a S le long de (A, ..., A))
I’ensemble

CS;Ag, - s AY)={(x% ..., xP, E% ..., & X0 .. XP, B, ..., BNeT(T*M)
tels qu’il existe des suites

(xi, &f;,)eT*Mj, j=0,...,p
(X:,{, E.»;n)GAj’ j=05 v sp
ceR%,j=0,...,p,ci >+ 00,j=0,...,p

} convergeant vers (x/, &%)

vérifiant :

Coms - - X5 ey -, chER)ES

ch (o= x;) = X0, ), (G —EN > B j=0, ..., p}.

L’ensemble C(S; A,, ..., A,) est un cone intrinséquement défini comme partie de
T(T*Myx ... xT*M,) (i.e. est invariant par les changements de coordonnées sur cet
ensemble issus d’un produit de changements de coordonnées sur My, My, ..., M)).

Le cone C(S; Ao, ..., A,) est égal au produit des cones normaux de Whitney
C(Sp, Ag) X ... xC(S,, A,) lorsque S est un produit S=S,x ... xS, avec S; conique
pour tout j. Dans tous les cas, le cone normal de Whitney C(S; Ay x ... X A)) est inclus
dans C(S; A, ..., A,) avec une inclusion en général stricte.

On supposera désormais que les A; sont des sous-variétés lisses de T*M,, j=0, ..., p.
Le cone C(S; Ay, ..., A,) est alors invariant par T(Ay X ... XA)) et on désignera par
Cino.. . .. a»(S) son image dans le fibré normal T, (T*Mg) X ... X T, (T*M,).

Lorsque les A; sont lagrangiennes dans T*M, on notera également Cy,, . | ap ()
Iimage de I’ensemble précédent par I'isomorphisme hamiltonien du fibré normal sur le
fibré cotangent T* Ay x ... XT*A,,.

Choisissons pour tout j=0, ..., p une transformation canonique y; : T*M; - T* M;
telle que x;(A;)=M; section nulle de T*M,. Notons y;: T*A;— T*M [Iapplication
induite par xjet)z=)~(0>< L X )~(p CT*Agx ... XT*A, > T*M, x ... xT*M,. Il résulte
de la définition :

LEMME 2.1.2.

XCiro,. . . ap®={0% ...,y 1% .., M)eT*Myx ... xT*M,;

il existe des suites

@2, ..., 22500, ..., 2)eS;

ueR* w —0,j=0,...,p
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telles que si on pose (yi, ni)=y,;(z}, w, 1) on ait :

Yoo, mifu,-n,j=0,...,p}.

Remarque. — Si p=0 le cone C, (S) de la définition est le cone normal de Whitney
[8]. En particulier, d’aprés [8], th. 10.5.2 si S est lagrangien sous-analytique dans T* M,
Cy, (S) est isotrope. Lorsque p>0 cette propriété ne subsiste pas comme le montre
I’exemple suivant :

Exemple
Ao=A, =T}, R, S=T¢ (R x R).

{xo=x1}

C(Ao,Al)(S)z {(&0, €15 &8, EF); Eo &+ &, §T=0}~

Dans la section suivante, on obtiendra des majorations géométriques de deuxi€émes
micro-supports simultanés le long de familles de lagrangiennes (Ao, ..., A,) par des
ensembles de la forme C(, . | Ap) (S). Lorsqu’on appliquera ces résultats pour majorer
le spectre singulier ou le deuxiéme micro-support le long d’une seule lagrangienne de la
trace d’une distribution sur une sous-variété, on ne fera intervenir d’aprés le

théoréme 1.2.2 que 'image de C,, . . | Ap) (S) par une projection convenable. On verra
que bien que C,, . . ., Ap) (S) ne soit pas isotrope, lorsque S I’est, cette projection elle le
sera.

Soit pour j=1, ..., p, N; une sous-vari¢té lisse de M; qui dans un systtme de
coordonnées locales (x"/, x"J) sur M; est d’équation x'/=0. Soient A, lagrangienne
conique de T*M, et pour j=1, ..., p, A;=T¥ M; muni des coordonnées (x", £"/). On
munit T* A; des coordonnées naturelles (x'/, £7; x"7*, £"7*). Soit y : T* M, - T* M, une
transformation canonique telle que % (A,) =M, section nulle de T* M,, (microlocalement
prés de g,eT*M,\ M,). On note y : T*A,— T*M, lapplication induite. Soient
VeT*A x ... xXT*A,:

(2.1.1) V={(x", . xPE, L EP X L XX BB,
grik=0, | g
p: T*AgXxV-oT*AgxT*N; X ... XT*N,
(2.1.2) (g g%, 5 .., X P87, LB X, L X0, L., 0))
i ((q’ q*)b ('xll, xll*)’ MR ) (x,p’ x’p*))'

=1,j=1,...,p}.

On a alors :
PROPOSITION 2.1.3. — Soit S un fermé conique de T*My% ... xXT*M,. On a :

(X% 1d) (p(Ciag, . . .. ap )N T* Ay x V)
= {((q9 q*)’ (xlla cees x'p; éll’ ey EJ,p))ET*onT*Nl X ... ><’T*N’p;
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il existe des suites (22, x%, ..., xB; (O, &L, ..., ED)ES, u,eR%, u, — 0 telles que si on
pose (xp, E2) =1 (zm, 4n o) 0N ait :
(Xms Emlttm) = (g, 4*)
O, &) = (x7, &%), j=1, ..., p
& =0, &7 | > + 0, j=1,...,p}.

x|
Démonstration. — Soit pour j=1, ..., p, x; la transformation canonique
Xj(x,j, xllj; glj’ &Ilj)=(xlj, &llj; &lj’ __xllj).

Si (g, 9%, %, ..., x5 8, L EP)exxId(p(Cp,, . . ap B NT*AxV)) il
existe d’aprés le lemme 2.1.2 &, ... £"? de norme 1, une suite (22, x%, ..., x2;
0EL ...,E)eS et des suites w,eR%*, ul,—0, j=0,...,p avec si

Omo M) =% (2> un G -
oy & tahs &gty — X3 uly) — (x7, 775 €Y, 0)

d’ou | x,’ wi| > + oo pour j=1, ..., p.

&7 0,
Réciproquement ces conditions entrainent celles du lemme 2.1.2.

Supposons A,=T, M, et pour I< {1, ..., p} soient A, et V, les variétés définies
avant I’énoncé du théoréme 1.2.2 (avec /=0). Soit S un fermé sous-analytique conique
de T*M, x ... xT*M,,. On a (c¢f. appendice corollaire A.5) :

PROPOSITION 2.1.4. — L’ensemble \UJ p;(C,,(S) N'V)) est un fermé sous-analytique iso-
I
trope de T* My x T*N,; x ... XT*N, égal a
{0 x, .., xPE% 8, L EP)eT* Mg X T*N, x ... xT*N,
tels qu’il existe une suite

(2.1.4) (x9, x%, ..., xB;EQ EL ... ER)eS

avec :
(oo Em) = (6%, 89), (6, &) > (¢, €9), j=1, ..., p
Xl =0, | x| |Eni [0 sij=1, ..., p}.
Concluons ce paragraphe par deux exemples qui nous seront utiles dans la partie 3.
Prenons My=C", M, =...=M,=C?, N, =...=N,=C" sous-variét¢ d’équation x" =0

de C?" muni des coordonnées (x’, x''). Soient F; =« T*M,, j=1, ..., p des parties coni-
ques données et posons :

(2-1.5) S={(, (', x"), ..., (¥, x"P);
01+ ... +07, (—01+0" 07, ..., (—07+0"7, 07P))
eT*M,x ... xXT*M, avec (x'+x"/, 0"))eF, j=1, ..., p}.
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I1 résulte alors de la proposition 2. 1.4 que I'ensemble
(2.1.6) {(x’, ENeT*My; (x', ..., x; 8,0, ...,0eU pI(CAI(S)ﬂVI)}

est égal 4 ’ensemble

p
FF;={(x, £)eT*M,; il existe des suites
1

(x3, &heF, j=1, ..., p,
une suite x,2 e M,=C" avec

x> x',j=0, ..., p, 4. +EPSE, | XX

Eil->0,j=1,...,p}.

généralisation naturelle du F, + F, défini par Kashiwara-Schapira dans [8].

Prenons maintenant pour N; la diagonale de M;=C"i x C" d’équation x}=x]’ et soient
S, cT*MyxT*C"x .. . xT*C"%, S, cT*C"tx ... xT*C"% deux fermés coniques
donnés et
(2' 1 . 8) S= {(x'o’ ('xll’ xlll)’ MR (x,p’ xl,p); &’0’ (all, &’11)9 AR ) (glp’ &I’p));

(0, .., xXPEC L EPeS et (XY, L, xR ET, L EP)ES, )
Alors U p;(C,, (S) NV)) est égal a

{0 x, L X EEY, L EP)eT*Mg X T* N x ... xT*N,;

3 des suites (x/°, ..., x/P; 29, ..., EP)eS,

m >
avec

(2.1.9) (0%, ..., xUP ENL L ENP)ES,

m > Sm »
(0, &) = (x°, £7)
?;'{+&;:j—>5_"j, x:,{—»x'j, x:,:j—>x'j,j=1, RN /

| = x| | &)

-0,j=1, ...,p}.

2.2. MAJORATION GEOMETRIQUE DU DEUXIEME MICRO-SUPPORT SIMULTANE. — On se pro-
pose dans cette section de montrer que le cone normal simultané du chapitre 2.1 est
I'objet géométrique qui majore le deuxiéme micro-support simultané d’une distribution
valeur au bord d’une fonction ramifiée, en généralisant les résultats de [5] et [13]. On
utilisera les propriétés de base des fonctions et des ensembles sous-analytiques pour
lesquelles on renvoie a [2] ou au paragraphe de rappels de [5] ainsi qu’a la bibliographie
qui y est donnée.
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Soient M, j=0, ..., p, un ouvert de R", X; un voisinage de M; dans C",q; un point
de T*M;, A; un germe en g; de sous-variété analytique réelle lagrangienne de T* M; et
(gj> g¥) un point de T* A; se projettant sur g; par la projection naturelle.

On choisit un systéme de coordonnées analytiques réelles # sur M; au voisinage du
point #=0 image de g; par la projection T*M; —» M;. On note #t,=(1], ..., t§)=0 et
on se donne Z sous-variété analytique réelle de M=M, x ... X M,, contenant #, et Z®
complexifiée de Z dans X=X, X ... XX,

Soit 4 : Z€ — C une fonction holomorphe au voisinage de 0, réelle sur le réel, vérifiant
h(0)=0. On notera :

(2.2.1) T¥i102%={(z {)eT*Z%; 3z,€2%, z,»z30,€C

avec o,,h(z,) -0 et 6, 0h(z,) > (}.

Pour r>0, on note B,={reX; |¢| <r} et B¥=B, M. On suppose qu’il existe une
composante connexe A de (Z—h~*(0)) N BF telle que 2|, >0 et ,€A.

On notera Q,=B, N Z%—h"1(0) et O, le revétement de Q, associé au groupe =, (A)
(i.e. §, est le quotient du revétement universel de Q, par la relation d’équivalence
consistant a identifier deux chemins v,, v, de méme origine et extrémité chaque fois que
Y, 75 ! est homotope 4 un lacet de A).

Si m: 8, —Q, est la projection naturelle, 7~ ' (A) est alors réunion de composantes
connexes isomorphes a A par 7.

Soit a : A - C une fonction analytique réelle vérifiant les deux conditions suivantes :

.AC>0, a>0 et Ve >0 assez petit

2.2.2) '[ la()|dt< Ce®
An{t; |h(@)] s¢}

p
In;
(dr désignant la mesure sur Z déduite de la structure riemanienne usuelle sur Re ).

Il existe @ : &, » C fonction holomorphe et A composante connexe de ©~ ! (A) telles
que :

— 5[; =q°Tn l;

— 3NeN et pour tout ouvert V de O, tel que sup@ard(VNn~ " (n(7))< + oo il

teV
existe Cy >0 avec

(2.2.3) la@| SCylhm@)|™N,  VieV.

Notons 8, le courant d’intégration sur Z et pour Be N’ ou /=codimy Z, 8% la dérivée
d’ordre B de 4, dans la direction d’un (codim Z)-uple de champs de vecteurs transverses
a Z donnés. On pose :

(2.2.4) u(t)y=al,sP.
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Sip:T*X x Z®— T*Z® est I'application naturelle, il s’agit de prouver :
X

THEOREME 2.2. 1. — Sous les hypothéses précédentes

(2.2.5) SS(ZAOI,. . .,Ap)(u) < Cus.. . .,A}})(P—l(T:“(O)ZC))HT*AOX . X T*A,

les A}: étant complexifiées de A; pour j=0, ..., p.

Démonstration. — On peut toujours supposer =0.
La preuve est semblable a celle de la proposition 1, § IIT2 de [13]. Nous allons en
rappeller le principe en renvoyant a [13] pour la plupart des démonstrations. On utilisera
la transformation de F.B.I. généralisée standard
-% A =th?)2
(2.2.6) Tu(x, A)= e o

|t] sr

u(t)de

a laquelle est associée l'identification de T*M; a C" donnée par : (¥; v)) - #~it/. On
notera ¥ la  transformation canonique T*C"%—T*C"% donnée par:
X ()= ~iv, V).

Si L; = C" (resp. x}eC") est I'image de A; (resp. ¢;) par lidentification précédente, il
existe d’aprés [12] une unique fonction pluri-harmonique ¢, définie au voisinage de xi)
dans C", a valeurs réelles vérifiant P, (x)<1/2 (Im x%)* avec égalité exactement sur L; et
un difféomorphisme holomorphe I'; : (C%, x}) — (C", 0) tel que I';(L;)=R". Soient pour
tout j, g;(x) une fonction holomorphe prés de xj vérifiant —Img;(¥)=e¢, Y; une
copie de Cc" et pour tous y=0°% ...,yeYox ... XY,
z=(2% ..., z9)eCmx ... xChet t=(1° ..., P)eMyX ... XM, posons

2.2.7) GO,z 1 W= z[fw—zf)Z— Loty + (zf)—tf)’]
olL2 Hj 2p;

j j
(2.2.8) Tzu(y, N, u)zj J‘ eil’G(y-z,t.u)u(t)dtdz
Zo,zV|t]| Sr
avec
.,
2.2.9) 2o ,=Dr MR’ De={zeX; |z| £R}.

D’aprés [12] et les définitions du paragraphe 1, (2.2.8) est une transformation de
F.B.I. de deuxiéme espéce simultanée le long de (A, ..., A,). Si 'on note X, la
transformation canonique complexe

X T*CU->T*CY
(2.2.10) o o )
st (ws - )

ox’
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ijf*x}’ (A)=L; c X et Iidentification 1~<j°Aj : Y;— T*A; définie au paragraphe 1.1 est
la composée :

Y; > T*R > T*A;
(2.2.11) {

¥ o Rey, —Imp) > ([Tpoxg;ox7) 7 [(Rey, —Imp)]

ourl;. ij°x§-’ désigne l’application. induite par I'jey, ° Xy : A;— R% sur les fibrés cotan-
gents (cf. [12], [5]). On note pj I'image réciproque de (g; q}¥) par (2.2.11) et
Yo=(0, - - -, ¥B) (on a Rey,=0).

En outre T?u(y, A, p)e HE avec ¥ =(¥,, ..., ¥,) et ¥; (%, p;=0)=1/2(Im »¥)>. Pour
£>0 fixé, on notera

a,,g={ten,; |h(t)|g§}

(2.2.12) 0,.,=171Q,,)
Ae={teA;h(t);s}, A8=Aﬂn‘1(Aa)
Z0,s==20,z><’At:CDRer,e’ i0,a=20,zx‘&1»:c])lleir,s
et suivant [13] on écrit T2 u(y, A, p)=T?2 (10,0, N, W+ T2 (aca, O, M, .
On a

4 .
51 JOAP)

2.2.13) | T2 (1,_p, ), ¥, p)| < Ctee®e’ o
On pose
(2.2.14) Oy, e)=inf sup [-ImG(@,z, t, p)]

Zi,e (z,0€Xq,¢

la borne inférieure étant prise sur lPextrémité X; . des homotopies
C'H: X, .X[0, 1] > Dg xQ, , vérifiant

H|, x=l, H|,_,=1d
(2.2.15) H(z, t,0)eDgxh™'(e) si h(H)=¢
H(, 1, 0)¢Dgx b1 () si h(t)#e
On note £, , Pextrémité de ’homotopie H : X, , %[0, 1] » D x §, . définie par les

conditions : neH=H et A|,_o=n""5, ,: 5o .~ & .
On a alors

2.2.16) T, 0, N, w= J o002 500 G (7) 8, (r () dr () dz.
Iy,e
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Considérons les fonctions
0.0 w= JSIIIP (—ImG(y, z t, u)
z| =R
z,1) réels

2.2.17) O,, W= sup (—ImG(y, z t, p)

[t]=r
(z,t) réels

®(y7 H, 8)=sup (é’ ®1a ®2)

p
D’aprés [13], § III-2 la fonction [[p?® (v, p, €) se prolonge jusqu'a €=0 en une
0
fonction localement lipschitzienne sous-analytique sur Y X [0, po[?*? X [0, €,]. Si I'on note
p

I1 pf O, (», p) sa valeur pour =0, u;>0, @, est localement lipschitzienne en y uniforme-
0

ment en p et vérifie au voisinage de (y,, 0) une estimation de la forme
1 1
(2.2.18) 5((Imy)2—0)§®o (AT RS E(Imy)z-

En outre, si ’on pose

(2.2.19) O,(»)= Lm O,(y,

p—-0
uj>0, vj

il résulte de la proposition A.1 prouvée en appendice que @, (y) est localement lips-
chitzienne sous-analytique et qu’il existe f>0 avec

Cteeb P CteeP

(2.2.20) O, 1 e)20,(r, W+ — §®o()’)+CtC§,P~f+ -
[1w [1w}
0 0

au voisinage de (y,, 0, 0).

En procédant comme dans [13] on en déduit que si (o, 43), - - -» (4, 7)) est dans
SSHo. . a, (), on a nécessairement ®, dérivable en y, et O (y,)=(1/2) (Im ¥o)?.

Pour r>0 et €>0 assez petits, notons (S, .),c(1,.., 12) les sous-variétés lisses de
Dy X Q, , définies par les équations de la forme { £;=0, f;#0; i€, jeJ} ou (I, J) décrit
Pensemble des partitions de {1, ..., 4} etf;, ..., f, désignant les fonctions :

(2.2.21) |z|-R,  |t]-r, |h(t)|—§, h(f)—¢.

Comme le lemme 4, § I11-2 de [13] s’étend au cas de plusieurs paramétres (cf. proposition
A. 1 en appendice), il résulte de [13] (¢f. également [5], § 3.2) qu’il existe :

— une suite (¥, 13, - - -, Wy €Y X0, pol?*! convergeant vers (y,, 0) telle que ©, soit
analytique au voisinage de (y,,, K™) pour tout m et que d, @, (y,,, W™) = —Im y,;
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— pour tout meN une suite (¥, ,, W™* €™ 9eY x]0, po]?** x]0, g,] convergeant
vers (y,,, p™, 0) telle que © soit analytique au voisinage de (y,, ,, u™* €™%) et que
Nim, & = (2/1) (0O/0Y) (U, 1 W™ ¥, €™ ¥) converge vers (2/1) (00/0y) (Vs K™)

— une suite (2, by &’ Om k> Tm, k) € U TS, omok telle que

o

0G 0G 0G
(ym, k> Zm, k> tm, k; nm, k2 Cm, k> Tm, k)e{< s Z t; )}

oy’ oz ot

i.e. que l'on ait pour tout j=0, ..., p:

n{n,k=i()’;';.,k'“2f;:,k)

fn,k=-—i(y{n,k_z},n,k)

(2222) arj—l (Z{"‘ k)

1
[(mk)zg,(l" (zh, )+ p

T mk)z(r ', )—t:;,o]

———( ,-1 (2 )~ B 1)

J
T k™

(mk)z

Comme (¥, 1> N, 1) = (o, —Im y,) il résulte de la premicre des relations précédentes
que pour m=m, assez grand et k 2k, (m) assez grand |z, ,|<R et donc {,, ,=0. Passant
a la limite lorsque k — + 00, on trouve les relations analogues a (2.2.22) obtenues en
supprimant I’indice £ avec la condition

(2.2.23) (o T €P ™ (TH10) 29 U {4, 1), 1€ Z, |t]=r).

Il en résulte que si m— + o, ¢, >, =0 et donc seul est a prendre en compte le
premier terme de la réunion (2.2.23). On obtient alors pour tout j

. 1 o
(2.2.24)  (Rey}, —Im pf)= lim LAl oo b (B — (WD) Th)

m — + oo ( m)2

le point . désignant ’homogénéité sur les fibres. D’aprés le lemme 2.1.2 cela signifie
[puisque xL;° X (A}:) n’est autre que la section nulle]

(2.2.25) (Reyo, —Im yy)e )~C C(AS. e AD) (! (TH-1 (0) ZC)),

———— e T

% désignant I’application T ° ALo*XQX ... xT,e AL, Xy d’ou le résultat grace a (2.2.11).
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3. Applications

On va, dans cette section montrer comment les résultats précédents permettent d’obtenir
des majorations géométriques du front d’onde C* de distributions obtenues par applica-
tion a des distributions du type de celles étudiées dans la section 2 d’opérateurs pseudo-
différentiels C* et d’opérations non linéaires. Les majorations cherchées doivent évidem-
ment étre indépendantes des opérateurs précédents et ne prendre en compte que les
données géomeétriques du probléme.

3. 1. DEUXIEME FRONT D’ONDE SIMULTANE ET OPERATEURS PSEUDO-DIFFERENTIELS. — Soient
M,, ..., M, /+1 variétés analytiques réelles de dimensions ng, ..., n, et Nj,oq, ...,
N,, p—1 variétés analytiques réelles de dimensions n,, ,, . . ., n,. Pour tout j=0, ..., [,
soient A; un germe en ¢;€ T*M; de lagrangienne analytique réelle lisse de T*M; et
(9> ¢F) un point de T*A;. Pour j=I/+1, ..., p on pose M;=N;XN;, n;=2n; et on
plonge N; dans M; par I'application diagonale. On choisit pour j=0, ..., p un systéme
de coordonnées locales # au voisinage de la projection #) de g; sur M; si 0<j</ et au
voisinage d’un point 7 de N; pour /+1=<j<p, tel en outre que pour j=I/+1, ..., p,
H=(t", ') avec N; d’équation 1"/=0.

Soient u(f°, ..., #, ¢!, ..., ¢P) une distribution au voisinage de
(19, - 1o, tgtY, L., 1) dans Mo x ... XM, XN, x ... xN, et pour j=[+1, ...,
p, u; une distribution au voisinage de ¢¢ dans N; et Q; un opérateur pseudo-différentiel
C* au voisinage de 7§ dans N;. On pose :

14
u(@®, .., ®)=ul@®, ..., L) [Tu G+
I+1

(3.1.1)

p
U, ..., ®)=u(®, ..., & L) [T Qu) G+
I+1

(les produits précédents ayant un sens comme produits tensoriels).

Soit N=Myx ... XM XNy x... xN,cMyx...xM,. Si U vérifie localement la
condition de régularité (1.2.3), on a d’aprés le théoréme 1.2.2:

(3.1.2) WF(ZAOI, uapU lN) < U P (WFIZ\, LU)yNvy.

I<{l+1, ..., p}

Notons (7, s'/) un systéme de coordonnées produit sur N;xN;. On se propose de
prouver ici (indépendamment de toute hypothése de régularité sur U) :

TuEOREME 3.1.1.— Pour tout 1<{I+1, ..., p}, on a (en identifiant pour
je{i+1, ..., p}—TT*M, a T*N;x T*N; et T4, N; a N)):

G.1.3) p(WF'O)NV)ep( [T (WF@ ) UTYN)
1+12jsp
il

XWELT (e, ..., ¢, ™ L D) [T sDINVY

jel
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ou A est la famille de lagrangiennes de (T* My, . . ., T* M. (T*N));¢1141<j<p (T*M)); 0
donnée par Aj=(A,, . .., Ay (T;!}J,Nj)j“, l+1<j<ps (T;!}J. M));cp-

Démonstration. — 1l résulte de la définition méme du deuxiéme front d’onde simultané
que ’'on a

(3.1.4) WFZ'(U)eWF( [T Qu)xWF%!' u® [1Q;u)
j¢l Jjel
I+1<5jsp

et il suffit de majorer le deuxiéme terme du membre de droite de (3.1.4) par

WF3'(u® []u;) au voisinage des points de V,. On peut, sans perte de généralité
jel

supposer I={/+1, ..., p}. On notera alors A;=A, V,=V. Pour tout j=I/+1, ..., p,

A;=T¥,M; est muni des coordonnées (7, T) et T*A; des coordonnées (17, '/ 17*,

1''7*), D’apreés la proposition 1.1.5, il nous faut voir:

LemME 3.1.2. — On a

(3.1.5)  WF2'(U)N {t"*=0,

v =1,j=I+1, ..., p}cWF} ! (u).

Dans le cas ou les opérateurs Q;, j=/+1, ..., p sont classiques, le lemme peut
probablement s’obtenir par une méthode de phase stationnaire, comme la proposition 1
de [9]. On va plutét ici exprimer une F.B.I. de deuxiéme espéce simultanée convenable
de U a partir d’'une F.B.I. analogue agissant sur u et prouver directement que ’opérateur

® Q; est « simultanément 2-microlocal ». Nous utiliserons le lemme suivant ([6], proposi-
Jjel

tion 9.6.2) :

LemMmE 3.1.3. — Soient u une distribution a support compact sur M, ;X ... xM_ W

un voisinage de Supp u, borné. Posons

p°

(3.16) Tu(x'*', ..., x% 0144, ..., O))

P . .
- 2 (0j2) (xI-1))2
=Je 41! u(*y, ... P)dltt L dr
Si ® e CM(W) avec M assez grand (devant I'ordre de u) on a

_ P " + o
(G.1.7) (u, @Y= lim 2°°7*Q2m) ’J (D(t)dtj x ...
w 0

r—-1-
to § ©y2) * _ ’ . D,
xf el+1 [1o% 1d0,+1...dcpj I l_[<1— <m’,—’>>
0 1+1 o'tl=1 |@P| =11+1 G;
xTu(*'+ire™!, ..., P+ire?; oy, ..., 0,)do'" . . do?

On peut toujours supposer u 4 support compact prés de S, ..., 8, g, ) et
le symbole de Q; a support compact preés de ¢
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Pour j=0, ..., /soient g; 07, x4, K;) une phase associée a la deuxiéme microlocalisation
le long de A; prés de (g;, ¢¥) (cf. début du paragraphe 1.2), y} le point de X; (complexifiée
de M;) associé a (g, q¥) par les identifications naturelles, Y'=(°, ..., )",
YL=09, ..., y,). Posons

(318) T12\U(ya }\'19 Ko - - -» l'l'p)

l A l P p P
J‘ L 0/RP 0500, 5w = 0/2) F-t)2 - T (2) (-2
= | e0 0 1+1

14 . 14 . .
-'/2) (x"J)Z/p;Hix' z y"l.r"l/u}
I+1 I+1

X e U(H)dtdx®. . .dx"

C’est une F.B.I. de deuxiéme espéce simultanée le long de A=(A,, ..., A) (cf.
(1.1.23) avec h;(u})=1—p?), lintégration en x°, ..., x' étant faite sur un produit de
bons contours X, X ... X X,. On notera
(3.1.9) OYLa+y, ..., e\, 1)

1 RN 1 P
E (/) g; O0F, I, np—Z1[2) (xF—1)2/u}
= eO 0

U(H)di®...dtdx°. . .dx*

de maniére a avoir

(3.1.10) TZUG, N, Bos - - -5 1)

. L oo
J - £ a2 0i-rh2 -0 T @+ Sy e
=]e 1+1 0 o

UYL &4, oo, e, )M, phddtt. . Lare.

On définit de méme « en remplagant U par « dans (3.1.9).

Soient pour j=I/+1, ..., p, B;(D,) un opérateur différentiel a coefficients constants
elliptique. Comme il suffit de prouver I’analogue de (3.1.5) obtenu en remplagant le
membre de droite par

p
WF21 (1‘[ Bj.u>,
1+1

on peut supposer U donné par
§ @rrd-gi-iy. rivi § @i-Thy.pi
I+1

(3.1.11) U(t°,...,t”)=fe’+1

p
xQ@', L e [T Qi+ By, G u (e, . AP L P dE G,

1+1

0 étant une troncature prés de (¢34, .. ., 1,P).

On choisira bien sir B; d’ordre assez grand pour que I'intégrale précédente en { soit
absolument convergente. Une formule analogue donne U en fonction de u.
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Considérons la fonction

(3‘1‘12) (I)(?+1> ] ?pQJ’Hl, ] ypa }“,’ p’l+13 M up)

14
=TI e~ W12 pi—rh2 =02 wh @ H2 i edy i
j=l+1

% gf WIuh) @I+ d=Ti— 2 i+ i 0 ud) @I =700

1errj 1j ' \n;
xQ(trL L., t’P)Qj<t’f+t”f, %)B{‘(x g )(%—)Jdtfdcf.

2
j K

J

C’est une fonction de classe CM en 7 si les B; sont d’ordre assez grand.

Notons =41, - - -» M) et
(G.1.13) w (Y, 7%, .. 70, W)
=;(Yl’ (?l+13 p'12+1 ?,l+1)9 M (?p’ ui ?,p); )\‘” p’l)‘
On a alors, d’aprés (3.1.10), (3.1.11) :

(3.1.149 TZUO, M, pg, - .-, 1)

p
= H u;ljﬁ;(Yla 73 )\',7 ul)q)(ta J"Hl, ] yp9)"” H1+1, LR ] up)d;

I+1

Posons

lex,ou(yo: ey y’> ;H‘l’ . -:j;P; )",s lJ')

14
=[Tupe

1+1

uy (YL 70, whydi

p ~ 4 ~e o~ ~ . o~
-/2) T a2 J’ —(/2) 2 o =TH+ (T -2 o
I+1 e I+1

de telle maniére que Tx ,u=T3u lorsque 6;=1, Vj=/+1, ..., p. On a en outre

(3.1.16) T cu(® ...,y .y,

p
=[Twye

1+1

14 .
~(V/2) T ()2
I+1

TGz (Y, ..., N, 1)
((5)—,’4_1’ i)’;‘ul+1), o ()7117, l'j;llp), % Cligr « - o N O'p)

d’apres (3.1.6).
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11 résulte alors de (3.1.14) et du lemme 3.1.3 que T2U(; A, Hos - - -» M,) s’écrit (a
un facteur multiplicatif polynomial en X', po, . .., W, pres) :

+ 00 + o0
(3.1.17) limj dFJ dc,ﬂ...f dcpf do'tix ...
r->1- w; 0 0 n)l+1}=1

p
o1 T z - u)z—(m) z « !)2/u4+:x z vy ijd
xf dw"Jdt & J]clite !
lof | =1

I+1

g @i+rd-vi-p}v J)cfl/p2+.x' ): @i=tiy.gimd
Xe +1

p 1 ’
x0@', ..., ]] Qj<t'j+t"j, Z‘—%—)B{‘(%U)
1

I+1 j Kj
p
. D. - /2) z o[+ +ire’ 1)2]
x| TI(1- <o), > e wlGO ..., ¥,
1+1 A G;
(P +ire™, =it retY), L (P ire’,

—iP+re’?), N, to, - - -» 1)

ou Wi={(@*, . t”) ((CARETR AP s N (L AT t~””)~)eW} avec W voisinage
borné du support de u par rapport aux varlables (?“, L),

Si Q(z”, {'') est 'un des symboles Q;, on sait d’aprés [15], §-1 que Q admet un
prolongement presque analytique Q(z”, () : c’est par définition une fonction C® de
(Z",¢"eC”xC", a support dans ¢ )<1, telle que
Qg xmr=Q et que :

"

0.-Q", )| +

" el 1| deg Q Z | mt—’”t
L N e (LR =)

(3.1.18) 51|C”|g

|-

. 1
130G €] +[3-QE" ¢ SCx(m 2|+ m ¢ Y i |¢7| 5,

pour tout entier N. De méme la troncature 6 admet une prolongement presque analytique
a support compact vérifiant des estimations analogues.

Utilisant ce prolongement, on peut donc calculer I'intégrale de U'intégrant I, de (3.1.17)
sur des contours complexes. Prouvons alors :

LEMME 3.1.4. — Supposons que pour j=I+1, ..., p, ||[Re y"7|=1| £(1/2) et que y’
reste dans un compact. Alors il existe 0<C,<C, tels que pour tout €>0 assez petit,
T2 U (y, M, w) soit égal, modulo un reste a décroissance rapide en ), a des intégrales de 1,,
0,1, B: 1,, calculées sur des contours complexes en (t, 1, §) bornés, contenus dans

(3.1.19) Q={(o,+1, BT J Y (L AP A Y L G N 4 %
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Cl—_<-GJ§C2,J=I+1, . .,P

p
Y |#i+io—Reyi-i
1+1 G;

Im y"J Rey"’

Oj

+| -+ e~ —ilm y"

<s}.

Démonstration. — La preuve étant la méme pour chacun des indices j=I+1, ..., p,
on fixe celui-ci et on I'oublie dans les notations. Considérons les fonctions :

HO(, p)=72+p*7"?
tll 2
H'(y, 1, ) =(Re y' 1)’ +(—2 +Imy")
1}

3.1.20 r o
G120 H (3, §, W)= <Im yr ) +(Re "+
W

-~ t” - 2
H (1, T, W=~ 1) +<—2 - ’")
n

H4 — C’+C" ’ 2 ” "2
(cro,t, W= s toro’| +"+ore”)”
K

Soit xeC¥ (Q—1,1]), x=1 au voisinage de [—(1/2), (1/2)]. Soit C>0 assez grand pour
que x (H° (’t}, 1)/C?) soit identiquement égale a 1 au voisinage du support par rapport a
fide uz (YL 7%, ..., 15 N, p). Soit ¢>0 4 choisir assez petit.

Considérons le contour complexe :

I+ "
Z={(c, o, t'+isy (H'/c?) (Im y'+ ¢ uzz; >, " +isy (HY/cH)p? (Rey” +¢'),

- . s C,+C" - . s
f—i——yxH°2CH(>—+ore'), 1" —i
1+0X( / )< ) 1+

2 A (H2C) (" +ora),
c

¢ iy () (42 D) - (’— —?")), ¢+ iy (He) ( - —?'));
m m

(3.1.21)

(1,7, 0) réels, 7e W, ceR%, weS"™ !, s€|0, 1]}.

Le bord s=0 de X est le contour d’intégration réel de (3.1.17). On notera X, le bord
s=1. En tout point de X, 'intégrant de (3.1.17) se majore en module par ’exponentielle

4° SERIE — TOME 23 — 1990 — N° 2



DEUXIEME MICROLOCALISATION SIMULTANEE 293
de:

}\'I )\‘I )\‘I tll 2
3.1.22) —(Im y)*——Rey —t)>— = — +Im y"”
( ) 2( ») 2( y' =t 2<u2 y)

s () (1 - :‘L‘;/c—z)) [(m ye 23 )2 +(Re y" +e;")2]
m

—K’sx(HO/ZCZ)(l_ c SX(HO/2C2)>|:<C+C”+0'I'(0'>2+(C"+0'r0)")2:|
l+o c+1 2 u2

— N sy (H?/c?) [(t’ —-7)%+ (’—2 - ?')2]
n

- %(1 — %) 56— Cte X' o (1— (H/C?)

le dernier terme provenant du choix de C relativement au support de 17;. On a d’apreés la

formule de Stokes
f I,=f I,+j(5,l,+541,)
Z Zo z

et la preuve du lemme consiste a montrer que

lim J I, et lim ‘[ @,1,+9,1)
r-1-Js, r=>1-Js

existent et ne différent des intégrales de I, et 91, respectivement sur des contours contenus
dans Q que par un reste a décroissante rapide.

Pour cela, on va utiliser les majorations (3.1.18) appliquées a Q (' +¢”, A’ {’’/u?) de
la maniére suivante : si [{"”|<1/4, I'hypothése 1/2<|Re y”|<1 entraine que yx (H?/c?)
est nul (pour ¢ assez petit) et donc le contour X reste réel par rapport aux variables
(@', £'); les inégalités (3.1. 18) appliquées avec Im £’ =0 entrainent alors

)\" deg Q xl -1
(3.1.23) [3,L|<Cy(sx /) H* (. ¢, u)”’)”(—2> B<_2 c)
B B
x g2 m »)%—(2)H(y, &, W=’ 5/2) x HYe?) H2 0, L, w)

X g~M 1 M2eD)2(1+a) H ro, {, N-N sy H2HH3 (1, T, 1)

X g~ ®/2) (1 -r?) o~ Cte Mo (1 -y (HO/C?))

Si |{""|=1/4, on peut appliquer la premiére des inégalités (3.1.18) et on a alors

(.1.24) [G,L|+|3 L |sCns" (x (H'/c?) H2 (y, §, )2 +x (H?/c?) H (¢, T, )"/
A " deg Q A -1
(el o
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x g?12) tm »)?—(/2) H' v, 1, W=V s/2 x HYAYHZ @, £, )

X e~ W sxH2CH2(1+a) H* (ora, { w—N sy ®E2/e?) H3 @, T, W= ('/2) (1 =r?) o =Cte 1’ o (1~ (HO/C?)

Commengons par montrer que les intégrales étudiées convergent lorsque o — + o,
uniformément en r — 1 —. Sur le domaine ou H®>C? c’est clair d’aprés les inégalités
précédentes prises pour N=0. Si H°<C? x(H°2C»=1. Si de plus
€+ /p*+"?Y2<5/2 on a H*(orm, {, W)?=c/4 (pour r prés de 1) d’ou une
estimation de (3.1.28), (3.1.24) par

I3

Cys™ (H?)!2 4+ (H?/c?) (H3)”2)N(1 + % 1
N

deg Q
> B ¢/p?)™!

X M2 m y)2~Cte X' so2/(1+0)

Si on choisit N=2, on obtient lorsque ¢ — + 0o un facteur de convergence en ¢~ 2.

Dans le cas ou (({'+{")?/u*+" 22 2 6/2, il suffit d’appliquer les inégalités (3.1.23),
(3.1.24) avec N=0 puisque les B(A'{/u?)~! fournissent d’emblée le facteur de conver-
gence. On peut donc passer a la limite lorsque r - 1—.

Sur la partie de T sur laquelle H' 2¢?/2, |3,1, |+|d,1, | est décroissance exponentielle
en A’ d’aprés (3.1.24). 1l suffit donc de considérer la partie de X sur laquelle H' <c?/2
donc y (H'/c*)=1. On majore alors |3,1, |+|,1, | par

A dee @ des B N (112 1/2 27,2y 13 1/2\N
1+;;|C| Cys"(H (3, &, W' 5+ (H/e*) H (1, T, w)™'*)

x e'/2) Am »)?—(/2)s B2 3y, & w+x HA)H3 ¢, T, )

Cette expression s'estime par (1+X'|{]/p?)%e Q-9 B C AN dés que H22c¢?/2 ou
H3>¢?/2. On est donc réduit 2 H' <c?/2, H2<c?/2, H3<¢?/2. Si c est assez petit, et C
assez grand cela entraine en particulier que x (H°/2 C)=1.

Alors | 9,1, |[+]0,1, | s’estime par (1+1'|(|/u?)%8 279 ® fois

’ 219 9 4 —
CNSNex (Im y)4/2—-)'sH /2(1+c)§CN?\/ N

si H*>¢?/2. On peut donc également se restreindre 2 H* < ¢?/2. Ces conditions, combinées
avec I'hypothése 1/2<|Re y"|<1 entrainent que la portion de contour restante est
contenue dans Q si ¢ est pris asez petit. Cela achéve la preuve du lemme.

Fin de la preuve du théoréme 3.1.1. — Il résulte du lemme 3. 1.4 que dans I’expression
(3.1.17) de T3 U(y, A', p) en fonction de T3 ,u la seule contribution a priori non
négligeable est fournie lorsque (¥ /+iw’'’/, —if’"/+ ®''J) est dans un voisinage arbitraire-
ment petit de (Re y'/+iIm y'¥/o;, Re y""//o;+i Im y"9). Or pour tout c€[C,, C,] fixé,
Ta u(Y, 7%, ..., 7% X, n) caractérise WF% '(u) prés du point ((gq, q%), - . .,
(ql’ q;k)) (Ref’l+17 _Rei”H-l» ~Or+1 Imﬁ,H-l’ Cr+1 Imj)'"“'l)".‘,(ReJ‘,’p,
—Re 7?7 —o,Im j'?, 5, Re 5" 7)). Donc T, U (y, X', ) est & décroissance rapide dés
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que le point

((qo’ qg)’ LIRS ] (‘]1, q;k)’ (Re y,l+1’ _Re y”l+1/°-l+1; _Im y,l+19 c$l+1 Im y"l+1)> L)
(Re y'?, —Rey"*?/c,; —Im y'?, 6, Im y"?))

n’est pas dans WF% ! (u). Compte tenu de la proposition 1.1.5 cela revient a dire que :

((‘10, qg)s LRI (qla q;k)9 (Rey,l+1’ _Rey,,l+l; _Im y,l+1’ Im y”l+1)a MR ]
(Re y'?, —=Re y"7; —Im y'?, Im y" 7))

n’est pas dans WF% ! (). Le lemme 3.1.2 (et donc le théoréme 3.1.1) en résultent.

Remarque. — Le point essentiel, dans la preuve précédente, est de pouvoir montrer
que sur le domaine fournissant une contribution non négligeable a (3.1.17) on a pour
j=Il+1,...,p

(3.1.25) 0<C, Z[¢"I]2C,

(ce qui entraine que ("7 — Q;(¢'/+1¢"7, M'("//u?) est un symbole). Cela est vrai parce
que pour tout j |Re y" 7| est proche de 1, hypothése qui résulte de la structure méme de
la formule de trace du paragraphe 1.2. C’est uniquement pour avoir cette condition que
I'on a été amené a introduire le deuxiéme micro-support simultané et a prouver la
formule de trace associée.

3.2. SINGULARITES DE PRODUITS. — On se propose dans ce paragraphe d’appliquer les
résultats précédents a des théorémes de majoration de fronts d’onde de distributions
obtenues par ’application d’opérations non linéaires et d’opérateurs pseudo-différentiels
a des distributions « connues ».

On appellera « arbre » un ensemble ordonné I tel que ’ensemble des minorants stricts
d’un élément quelconque de I ait un unique élément maximal (lorqu’il n’est pas vide).
On supposera I connexe i. e. il existe un seul élément de I, noté 0, qui n’a pas de minorant
strict. On note alors f:I—{0} — I lapplication qui & tout élément associe I'unique
élément maximal de I’ensemble de ses minorants stricts et I*={ieL; /™' ()= }.

Soient M un ouvert de R" et I un arbre (connexe). Pour tout jel, on se donne :
— un opérateur pseudo-différentiel C* sur M, Q; d’ordre m;, et pour tout jeI”;
— une sous-variété analytique réelle Z; de M.
On note sz le courant d’intégration sur Z;. On a Szje Hjj. M) si s;< —(1/2) codimy Z;.
Définissons par récurrence
(3.2.1) o;= inf (o,—my) si jel-I1” o;=s; si jel®
kesf ~1g
et supposons que pour tout jeI—1*o;>n/2.

Notons X un voisinage complexe de M et pour tout jeI® soit ZF complexifiée de Z;
dans X.
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On définit par récurrence
U;=8, si jel®
3.2.2) U= [ QU, si jel-I~
kes g
On a alors :
THEOREME 3.2.1. — Sous les hypothéses précédentes,
(3.2.3) WF(Uy)<={(t, 1)eT*M; Vjel il existe une suite t},eX, ti, > t,

VjeI” il existe une suite ti,€ C" avec (4, th) e Te X U T X

m> m
veérifiant :

Y tortetVjel-{0} |-t Y |0}

jel® kel(j) nI®

ou pour je1, 1())={kel; I1eN avec f' (k)=j}.

COROLLAIRE 3.2.2. — Soient pour j=1, . . ., p, v;e Hj,. (M) avec s >n/2 une distribution
conormale C* le long d’une sous-variété analytique réelle lisse Z; de M. Alors, avec la
notation (2.1.7),on a :

4 p
(3.2.4) WF<H vj>c<:f- (T;;XUT,";X))(\T*M.
1 1
Démonstration. — Chaque v; s’écrit Q;8,, ou Q; est un opérateur pseudo-différentiel
C*. 1l suffit alors d’appliquer le théoréme.
La preuve du théoréme utilisera le lemme suivant :

LEMME 3.2.3. — Soient M,, ..., M,, p+1 wvariétés analytiques réelles lisses,
Ay, ..., A, des lagrangiennes analytiques réelles lisses de T*M,, ..., T*M, et = :
Mox...xM,->M,; x...xM, la projection. Soit u une distribution sur My % ... XM,

telle que |,y () SOit propre. Soit
PiTH MoXT*A X .. xT*A, > T*A,; x ... xT*A,

la projection naturelle. On a alors :

(3.2.5) WF(ZA»I{”,,Ap)qu(t‘),...,zp)dz")

2,1
CP[WF(T?AOMO. A Ap)(u)ﬂT;';oMo XT*Apx ... xT*A]
Démonstration. — Considérons une F.B.I. de deuxiéme espéce simultanée le long de

(A4, ..., A)) donnée par :

(3.2.6) TfAl’-vAp)(v)=J eiA'G(yl,.yP, xl, ., xP el 0P, ) G(tl, ., tp) 'U(tl,., P) dt dx
z
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(0 troncature convenable). Le lemme résulte de la formule

(3.2.7) Th, . ayo(, N, W=(/2m)"> m Mo

X deo I:[ M GO, Xt W-02) 0 —10)2 e(tl,., tp) u(to, tl,., tp) dto. . 'dtpdx:l
z

lorsque v= fu de°.

Introduisons quelques notations : on appellera sous-arbre de I toute partie J<I qui,
munie de P'ordre induit est un arbre connexe d’élément minimal 0. Pour tout jeI notons
M; une copie de M. Pour tout sous-arbre J de I on notera A, la famille de lagrangiennes
Ay=(Ay, j)jer 00

(3.2.9) {Al,j=T?r"=sf)(ijMf) si jeJ—-{0}

Ay, =T, (M;xM)  si jel-1.
Pour tout jeI—{0}, identifions M; a la diagonale N; de M; x M; et posons :

Vi=T*(M;xM))|x,  p;j: V;—>T*M; projection naturelle
(3.2.9) U T;';j M;xM)) x T*M; -» T* (T;{;j (M;xM))) injection naturelle

M.l
V=, (T%, (M, x M) x T* M) N\ (T* (T§, (M, x M)

M;

%, (M; X M)~ N))
5j: Vj —T*M; projection naturelle.

On posera en outre A; (=T, My, Vo=T*M,, py: Vo= T*M, égale a I'identité. Si
T* A, désigne le produit [] T* A, ;

Jjel

V= H VJ.X H V;

jel—{0} je(d-))u{0}
est une sous-variété de T* A, et les applications p; et ; précédentes permettent de définir :

(3.2.10) oy V- [[T*M,

jel

Si T est un sous-arbre de I avec J<T, on utilisera les mémes notations A,, p, pour
désigner les objets obtenus en remplacant dans (3.2.9), (3.2.10) I par I, la signification
a leur donner étant toujours claire par le contexte.

Pour tout jel, posons d(j)=inf {d; f*(j)=0} et pour J sous-arbre de I et /e N :

J={je); d()<1}

(3.2.11) {J’:{jeJ; d@=1}.
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On notera
*=JNI*, A=T*Myx [] TH,M;
jesrtw
sous-variété de
T*Mox [[ T*M; et p: A>T*M,

jer o

la projection naturelle. Si /e N, on définit A} et p} comme A, et p, mais en remplagant
£t par £ () —f~*(3". On va prouver :

LEMME 3.2.4. — Pour tout entier l on a :

(3.2.12) WEUg<= U plAINk (VN FY]
Jey

J sous —arbre

avec
(3.2.13) F,=[ I1 (WE (U () U T}, M))]
jerTtw-rTtah-a
XWF,Z\’JI n 8(sf(j’—tj) l—[ Uj(si))
jef "t@m-s5Ttah jeluI®

avec la convention de notation s°=t°.

Démonstration. — Supposons le résultat prouvé jusqu’a I'ordre / et montrons-le a
'ordre /+ 1. Dans le terme 2-microlocal de (3.2.13), on peut poser pour jeJ\J* :

U; ()= H 3(s'— 1" Q, U, (" dr"
hef 1)

D’apres le lemme 3.2.3, on a alors

3.2.14) WF,Z\'Jl( H 3(sS P-4 H Uj(sj))
jerto-r~tdh jertur®
<l [T TEMY)NWEL I [T 8¢ 9-¢) I QU;@) [T Ui
jer~tdh jer ' jer~1ah jer®

P, désignant la projection naturelle de

* * *
IT TMijx I1 T*M, x 1T M;
jer ~tah jer t@m-rtah jel
sur
% *
I1 T*M;x [ T*M,.
jesrto-rtdh jel
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En écrivant pour jef ™1 (J"), 8 (s’ V) Q;U;(¥)=38(s' ?— ) Q; U;(s) |,y et en utili-
sant le théoréme 1.2.2, on majore le terme en WF,{'J 1(...) du membre de droite de
(3.2.14) par

(3.2.19) U Py, j[V,,yﬂWFf\’Tl( H 3 (s W —p)
seferus ~tah jer o
J sous —arbre

x I QUi [T Ul

jer ~tah jelr®
ou
V5= H \7j X H V;
jel-1 jetus~tah-T
et py, 7 est la projection naturellement associée.
D’aprés le théoréme 3.1.1 chacun des termes de la réunion (3.2.15) se majore par
Py, 7LV, 7N ( [1 (WF (U;(s) U T, M)
jesr~tah-a-n
XWEEI ([ 86 9-¢) [ Ui
jer~'w jel®ud-y
En outre f'MN=f"'M—f1@*"Y et JPUFT-D=T*1UT®. En reportant

(3.2.14), (3.2.15) et la formule précédente dans (3.2.12), (3.2.13) au cran/, on
obtient (3.2.12), (3.2.13) au cran /+1, compte tenu des égalités précédentes et de

FrO-E-HUUTT@-F-)=r - 3H-T.

Démonstration du théoréme 3.2.1. — Démontrons le théoréme par récurrence sur la
longueur /(I) de ’arbre 1
(3.2.16) ID=sup {d(), jel}.

Supposons le résultat déja prouvé pour tout arbre de longueur </(I). Appliquons le
lemme 3.2.4 en choisissant /=/(I). On a alors J'cJ* d’ou ™' (J)=F et U;=u; pour
jeJ'UJ®=J°. D’aprés I'hypothése sur les u;, le théoréme 2.2.1 entraine :

(3.2.17) WE21( T] 8@ 9=#) T u())=Crp(SHNT*A,

jesrtw jer®
ou AY est complexifiée de A, et S} est 'ensemble des points complexes :

(3.2.18) S}={(toa (tj)jef “1agy (Sj)jeJ—(qu{O))’ (Sj)jeJ‘”;

Z T, (_Tj)jef “Lay ( Z Tk)jeJ—(qu(ow (O-j)jejm)
kef 1 (0) kef "L

avece

v=s"Dsijef~1(J) et (s, o)) eTHeX; U TE X, sije)}
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(toujours avec la convention s°=f° et en notant X ; un voisinage complexe de M).

D’aprés le lemme 3.2.4 et la proposition 2.1.4, on a alors :

WFEUp<= U {(%%;
Jel
J sous —arbre

il existe

— VjefTt()—J, YeR" avec (¢° )e WF(U) U T, M;
— Vjef (@)U {0} une suite #;,eC", £, > (°
— VjeJ® une suite t,, € C" avec (t, 1,)e T X; UTE X;
(3.2.19) telsque:
Y u+ Y o1l

jel® jef~tm-1
VjeI-{0}, |4, -] Y i+ y ™| >0}
kel® A1) ke(S71M-DA1G)

ou I(j) désigne I’'ensemble défini dans 1’énoncé du théoréme. Or pour tout jef ! (J)—1J,
U; s’exprime a partir des u,, keI® par des formules analogues a (3.2.2) mais faisant
intervenir un arbre de longueur </(I). Grice a ’hypothése de récurrence les WF (UY) de
(3.2.19) se majorent par le théoréme appliqué aux arbres de longueur </(I) ce qui
donne (3.2.3).

3.3. CONFINEMENT DES SINGULARITES DE SOLUTIONS D’EQUATIONS SEMI-LINEAIRES. — On se
propose de montrer ici que l'utilisation des résultats précédents permet d’étendre les
théorémes de confinement des singularités de solutions de I’équation des ondes semi-
linéaire avec données de Cauchy conormales classiques le long d’une hypersurface
analytique prouvés par Lebeau dans [13] au cas de données de Cauchy conormales
quelconques.

Soient Q un ouvert de R'"¢Y muni des coordonnées (1, x). w=!2ﬂ{l=0,’ et

supposons Q domaine d’influence de ® pour 'opérateur des ondes

02 0?
or? 1 6x,2
Soient
deg p

pw= Y p(@u
0
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un polyndme a coefficients C* dans Q, u, (resp u;) dans Hj . (w) [resp Hj.! (®)] s>d/2
et ueC) . (R, H;,. (RY) solution dans Q de

Ou=p(u)
(3.3.1) Ul,—0=1o

Oyt |0 =1uy.

Soit V une hypersurface analytique réelle de ® de complexifiée V€ dans un voisinage
o® de ® dans C%. Notons &/ 'ensemble des suites (z,,, {,,) € T* C**¢ vérifiant :

— z, converge vers un point de Q;

— 3, eC* telle que n,,=A,, ' {, soit de norme 1 et convergente;

- (Zm’ Qm)=(0’ Xms Tmo E,\m) avec (xms &m)eT:‘IC Clet &vzn=1:r2n'

Le résultat de Lebeau s’énonce alors :

THEOREME 3.3.1 (Lebeau). — Supposons uq et u, conormales classiques le long de V.

Soient & un ensemble de suites de T* C'*4 vérifiant les conditions (3), (4), (5) et les axiomes
A.l1a A.4 del13], contenant oy et

(3.3.2) Z(&)=Adh{(z, )eT*C'*|o; I(), ), €&, j=1,...,N

avecz=1lim z,, {=lim ({,+ ... +{D}.

Si ue CY. (R, Hs,, (R?) est solution de (3.3.1), on a :

(3.3.3) WF (1)< Z (&) N T*Q.

On va prouver ici :

ProposITiION 3.3.2. — La conclusion du théoréme subsiste sous la seule hypothése : u,
et u, sont conormales C* quelconques le long de V.

La preuve du théoréme 3.3.1 de [13] consiste & montrer que pour tout entier %,
WF,, (1) est contenu dans la réunion des fronts d’ondes C* d’un nombre fini de
distributions explicites puis a estimer ceux-ci par le membre de droite de (3.3.3). Seule
cette derniére étape fait intervenir le caractére classique de u,, u; et il nous faut donc ici
prouver que cette estimation subsiste pour u, et u, conormales quelconques.

Rappelons d’abord quelques notations de [13] :

BLISTHEQUE )

Un diagramme D est un quadruplet D=(1, J’, J”, €) ou

— T est un arbre connexe; o

= RN R Nl
- . o

— J' et J” sont deux parties disjointes de I (on notera J=J"\JJ"");

— & est une application J - {0,1}.
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On notera (z=(z%);;, z=(2);,) la variable de (R**%)!!Ix (R!*4)! "I avec z/=(¢/, x),
Z/=(#, x%). On définit les distributions
Dl 2)= [] e.(P-2)][]8(~2)
jel—{0} jel¥
(3.3.4) {D}@2)= [ 32N (@) @t () ® T] 8:9.0,(2)
jely jel)”

ID|(2)= I[D](Z,Z). (D} () dz

e, (.) désignant la solution €lémentaire de 1’équation des ondes a support dans le cone
d’avenir et u, (z) une distribution de Hj,_*(Q), s'>(d+1)/2 conormale C* le long de

loc
V < Qet vérifiant u, |, _ o=, 0, |,-0=0 si x=(x", x”) est un systéme de coordonnées
k|t=0 ks Yt%k|t=0

sur © avec V={x"=0}, et si

e (x) = Jeix" a0, g g

avec g, symbole C®, il suffit de poser

u (x, 1)= Je’""" ST g (X8 ) A dr
avec
@ (', 8", D=a, (x', §) 1 (/1 +E"2) (1 +E") 712

ou 3 e C? (R), jx (6} do= 1>.

Le fait que le produit intervenant dans I'expression de |D| ait un sens se prouve
comme le lemme 2 de [13], § II. 2.

D’aprés [13], § I1.3 on sait que si un point (2%, {%)=(#°, x°; 1°, £°) avec °>0 est dans
WF,,, () (keN), il existe un diagramme D et des points z/eQ, jeI-{0}, Z/eQ, jeV
tels que

(3.3.5) { @ @)jer-(0p @jer; 8 0, 00eWF(D. {D})

(z, ZyeSupp(D]. {D}).
Ecrivons

[D]. { D} =[D] ((Zj)jel’ (Ej)jel’) ® {D } ((Wj)jeb (‘;})JGJ)) |(Zj=wi)jejy =y

D’apres [13], § I1.2, lemme 2 les hypothéses de régularité du théoréme 1.2.2 sont
satisfaites et on a

(3.3.6)  WF(D].{D})c U pxx(WF3! (D]®{D})N Vg )
K<)
K <)y
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ol Ag g désigne la famille de lagrangiennes Ag = (Ak);c; U (AL); .y avec A =section
nulle de T*C!'*¢ si jel-J, Ajf=section nulle de T*(C!*9xC!*%) si jeJ—K,
Aj=conormal & la diagonale zZ=w de C'**xC!* si jeK, AL =section nulle de
T*(C'*¥xC'*9 si je)J'—K’, Al.=conormal a la diagonale z/=w/ de C!*¥xC!*? s
jeK'.

Ecrivons pour k=0, 1, #,(2)=Q, (3y) ou Q, est un opérateur pseudo-différentiel C®
et Oy le courant d’intégration sur la sous-variété V de Q.

D’apreés le théoréme 3.1.1, (3.3.6) se majore par

3.3.7) U Ve NC [T (WFGy (W) UTEQ)

Kcl jel —K
K <cJ
x ] (WE@9o,WNUTEQ) [] (WF@GLED W) UTAQ)
jel’'-K jeV-K’
WFL' DI® I &) [I 890, [T 8{5& )]

jeKnl jeKnl” jeK’

\

D’aprés le théoréme 2.2.1, que l'on peut appliquer quitte a& remarquer que
e (1, x)=Cte 01| ;|<,, sid=2k+1 et e, (1, X)=Cte O* 1|, <., (> — | x|D)V/* si d=2k,
le terme 2-microlocal de (3.3.7) se majore par

CAE’ « Ap ® ABY) NT* Ag

ou
A[D]={((Zj)jel’ (Ej)jel’; (Qj)jel’ (Zj)iel'); il existe (Ej)j €1ty

avec ¢ -
(@-2 9, BeAy si jel-{0}

P= ¥ &

kef "1
Y=-=+ T B jel-@U{o})
kef L)

§=~=-T, jer)

ou Ag=TEC'*4\JTE1+4C'*9, T¥cC'** désignant la réunion du conormal 4 la partie
lisse du cone d’onde complexe et du conormal a 0,

ASS ={({(@jexs @P)jexs e @)jex)s 7=0,8=0si jeK’,
t=0,(0,x/; v/, E)eT¥C* *?si jeKN T,
PF=0,8=0si jeKNJ"}.
D’aprés (2.1.9) on a donc
WF(D).{D}) = {(z2;60; 3(@jcr @jers Gier @jer)
dans Ay, 3(Wh)j e Wi)je s (O);e1 (@) c )
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dans A,p, tels que
2 =z jel,z -2, jel
wi,— 2, jel, wi, > w, jel
Gno ¢, jel=1
Gt ol >, jel
Gtol, T jer
|zh=wh| . |Gh] >0, je]
EAANIARNENY
avec
A{D}= {((Zj)jej, (Ej)je.l’; (Cj)jeb@j)je]’); 7"=0,Ef=0 sijel’,
(#=0et(0,x'; v,E)eT¥cC "% si jeT',
PF=0,8=0sijel"}.
La proposition en résulte alors par la méme preuve que dans [13], § I1.4. La seule

différence consiste a remplacer la condition (3) 6 de [13] par |z}, —w}]|. L, | -0,
|zl,—wi,| . |T,| = 0 qui est plus faible mais qui suffit pour conclure.

APPENDICE

On va prouver ici quelques résultats géomeétriques utilisés dans les preuves de certains
théorémes de la section 2. On utilisera librement les propriétés de base des ensembles et
des applications sous-analytiques pour lesquelles on renvoie a [2] ou au paragraphe de
rappels de [5] et a la bibliographie qui y est donnée.

Prouvons d’abord :

ProposITION A . 1. — Soient U un ouvert sous-analytique de R" et
f: Ux]0,1P*' SR
CANESNCA)
une fonction continue, localement lipschitzienne en x uniformément en W, bornée sur
U x10,1]7*%, & graphe sous-analytique dans U x [0,1]P+1,
Posons f,(x)= lim f (x, p).

u-0

Alors :
— fo est sous-analytique localement lipschitzienne sur U ;

— il existe un ouvert sous-analytique V. < U x]0, 1]17*! tel que

Ux{0}cVerque lim f(x,p)=fo(x,),
(x, p) = (x0, 0)
(x,meV
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— pour tout xoeU tel que f, soit dérivable en x, il existe une suite (x,, H,)EV
convergeant vers (xy, 0) avec f analytique réelle prés de (x,, W, et

00X (Xpns Wom) = 0fo/0x (Xo)-

Démonstration.  —  Soient  S=gr(f) < Ux]0,IFP*'xR et Z={(x,1);
t=sup{s; (x,s)eSN {p=0}}}. On sait que T est sous-analytique (cf. par exemple [20])
et T n’est autre que le graphe de f, d’ou la premiére assertion.

Soit V={(x, p)eUx]0,17**; d((x, f (x, p), p), Zx{0})<C|p|*}. Montrons que si
C est assez grand et o>0 assez petit, Ux {0} est contenu dans V. D’aprés le lemme de
Iaile [21] on peut choisir une stratification (Z;);., de X et pour tout j une variété
S; analytique réelle contenue dans S, de dimension dimX;+1, sous-analytique dans
Ux[0,1P*' xR avec Z;= S, et S;N\{p=0} = =, D’aprés les inégalités de Lojaciewicz
il existe ¢ et N tels que si (x, /' (x, ), WeUS; on ait |p|2ed((x, f (x, p), w), DN 11

J

suffit de choisir a <1/N, C>¢~ !N, Pour prouver la derniére assertion, on peut toujours
se restreindre au cas ou f, est analytique au voisinage de x, ([5], lemme 1.3.8). Soit V'
un ouvert sous-analytique de V tel que {(x, 0); |x—x,|<8} soit adhérent 4 V’ et que f
soit analytique sur V'. On supposera d assez petit pour que f, soit analytique au voisinage
de {x;|x—x,|<8}. D’aprés le l'aile [21], il existe A variété analytique sous-analytique
de V' de dimension n+1 telle que { x; | x—x,|<8}x {0} < A.

Pour pe[0, 1] posons

(A.1) A,={(x,peA;|u|=p}.

Si p est assez petit non nul, A, est une hypersurface lisse de A. Il résulte de [8]
lemme 8.6.3 que si x est en dehors d’un sous-ensemble sous-analytique de codimension 1
de Ao, si (X W) —(x,0) et si T, A, | converge vers 1, T contient T,A, (en
supposant x dans les points lisses de A,), donc t=T, A, pour des raisons de dimension.
Donc quitte & remplacer x, par un point hors de I'ensemble exceptionnel, également
noté x,, & diminuer & et 4 remplacer A par un voisinage assez petit de {x; |x—x,|<8}
dans A, également noté A, on peut supposer T, , A, arbitrairement voisin de R"x {0} .
La projection orthogonale I1, ,,:R"x {0} > T ) A/, est alors un isomorphisme et si
Xix, =iy, (0f]0x (x, W), X4, €st un champ de vecteurs analytique sur A, tangent au
feuilletage des A, et tel qu’il existe ye]0,1[ avec |X,, ,,|=v|df/0x(x, p)|. Appliquons
maintenant le raisonnement de [13], § III.2, lemme 4 : supposons que 0f,/0x(x,)=0 et
qu’il existe C>0 tel que |9f/dx (x, p)|=C sur V'. Soit ¢ (., s) le flot du champ X/|X].
Supposons 8 assez petit pour que @ (.,s) soit défini sur {(x,p,$); |x—x,|<8, |n|<8,
|s|<8}. Si(x,, u,) est une suite de A convergeant vers (x,, 0), on a pour |s|<3 :

(A.2) { 10 (G 1) )= G o) | < 5]
| f (@ (s 1> ) = (X ) | ZY C [ 5]

Soit (¥, 0)=1lim ¢ ((x,,, k), 8). Comme A =V, f , est continue donc on a si m —» + ©

(A.3) { | 90— Xo| <8
| foo)—/fo (xo) |27 C8.
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Puisque par hypothése 9f,/0x (xo)=0 on a | df,/0x (x) | <y C/2 si | x—x,|<5 avec § assez
petit. Cela contredit les deux inégalités précédentes et achéve la preuve de la proposition.

Dans cette deuxiéme partie de ’appendice nous allons prouver I’assertion d’isotropie
figurant dans la proposition 2.1.4. Rappellons qu’un sous-analytique conique A de
T*R" est dit isotrope si la forme de Liouville de T* R" s’annulle sur une sous-variété
ouverte dense de A ([8], § 8.2). D’aprés [8], proposition 8.2.2 et 8.2.3, un sous-analyti-
que conique A de T*R” est isotrope si et seulement si il existe une stratification sous-

analytique & de R" telle que A soit contenu dans (J TFR" Le résultat de base que
Ses

nous allons prouver est alors :

THEOREME A.2. — Soit & une stratification sous-analytique de R". Il existe alors &
stratification sous-analytique de R", compatible @ & et telle que pour toute strate S de P
et tout p-uple(S,, . . .,S,) de strates de Z telles que S S;,j=1,...,p, on ait

< T¢R"
s

(A-4) ( i1y w)

1

CoRrOLLAIRE A.3. — Soient A;, j=1,...,p des ensembles sous-analytiques coniques
isotropes de T* R". Alors +% A ; est isotrope (sous-analytique).
Démonstration du corollaire. — Puisqu’il existe une stratification sous-analytique & de
R" telle que pour tout j, A; = U T¢R" et que d’apres le théoréme & peut étre raffinée
Ses
en une stratification 7 vérifiant (A.4) ona +2A; < U T#R" d’ou le résultat.
Se?

La preuve du théoréme repose sur le lemme suivant :

LEMME A.2. — Soit S une strate de &. Il existe un fermé sous-analytique Z de S de

codimension 1 dans S tel que pour toutes strates S,, .. .,S, de S adjacentes a S et tout
xeS—7Z
P
(A.5) ( + T, R") < (T¥RY,.
1 x
Démonstration. — Si I'on suppose que & satisfait a la condition (a) de Whitney sur
S—2Z, ce qui est loisible, I'inclusion (A.5) résulte par récurrence sur p de
p
(A.6) < ¥ R”) c (T*R"),
1 x

pour xeS—Z, avec la notation

14

FF={(x; ©eT*R"; Idessuites (x/,, EL)eF, j=1,...,p

1

June suite x2 e R"
(A.7) xh = x,j=0,...,p,|&,| > +o,j=1,...,p
[xh=xn| . [&n =0, j=1,....p
Ent .. FELE].
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Supposons qu’il existe un ouvert sous-analytique U de S, au-dessus duquel (A.6) n’est

jamais satisfait et tel que dans un systéme de coordonnées locales x=(x', x'") au voisinage
de U, S soit donnée par x" =0. Considérons ’ensemble :

E={((x°,§°),(x1,§1), co (P ED) Uy, U, O, L, 0,);

A.8) W, E)eTERY [&|=1,j=1,...,p
u;€]0,1], 0;€]0,1], j=1,...,p
p .
Uy ... up§°= Y []wé
J=1 k#j
o;u;=|x’—x'| j=1, .. .,p}.
Cest un sous-analytique ainsi que E,=EN{x’=x'=...=x,
Uy=...=U,=06;=... =cp=0}. Si T désigne la projection
(x9, €9 kL .. .,E) > (x% E% ona
p
(A.9) n(E)= + T&R"
1

Par hypothése, pour tout x’e U, il existe £=(E’, £") avec &' #0 et (x', 0; &', E)en(E,).
Soit m la projection de T*R"” sur R". Quitte a remplacer U par un sous-ouvert sous-
analytique dense, également noté U, il existe donc une strate I' de E, telle que
nem : I+ U soit un isomorphisme et que pour tout (x', 0; &', £”)en(I) on ait &' #0.

Montrons alors qu’il existe un point y; de U, un voisinage V de y; dans U et une
application analytique réelle

(A.10) g: Vx[0,1]>E

telle que g (', 0)=(1t°1~t| ) ! pouryeVetg(y,s)eE pour tout y'eV et s€]0,1]. Pour
cela remarquons que d’aprés le lemme de I'aile de Whitney, il existe, quitte & remplacer
I par le complémentaire d’un fermé sous-analytique de codimension 1 dans I', également
noté I', une sous-variété analytique et sous-analytique X de E, de dimension égale a
dimT +1 avec T < X. Considérons un ouvert de I' au voisinage duquel I" se redresse en
un sous-espace vectoriel de T*R"x .. . xT*R"XRFx ... xRP. Il existe H sous-espace
vectoriel contenant I, de dimension dimI'+1 et F fermé sous-analytique de
codimension 1 de I" tels que pour tout point z, de I'—F, X soit prés de z, le graphe
d’une application analytique bornée, définie sur I'intersection d’un voisinage de z, avec
I'un des demi-espaces de H de bord T, a valeurs dans H*. On en déduit I'existence d’un
ouvert V' de U, voisinage sous-analytique de mem(z,) et d'une application
(O, )= g, 1), sous-analytique sur V’'x[0, 1] analytique sur V’x]0,1] vérifiant
g(.,00=(n-m ) " et g, NeE si te]0,1]. D’aprés un résultat de Pawlucki ([17],
proposition 2) il existe ke N* et V' ouvert sous-analytique dense de V' tel que pour tout
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Yoe€V”, (v',5) > g(¥',s)=g (', 5*) se prolonge analytiquement au voisinage de (yj, 0) dans
V' xR.

Ecrivons alors
(A.11) g(,9)=(x°0",), E°(),9)), . . ., (x2 (¥, 9), E2 (', 9)),
u 0,8, ..., u,(',5),0,0",5), ...,6,0,9).

Puisque (x/ (', s), &/ (', 5)) € T§,R" on aura pour tout j
(A.12) Y EHO,9)dx(,9)=0
I=1

Il en résulte si y'=(yy, . . ., ¥m) Que

P (v Jj
(A.13) Z Z G (y',s) é)&(y',s)=0, k=1,...,m, y'eV, se]0,1].
1=1 j=1 uj(V,S) 0y ’

Puisque x’(3’,0)=x°(y’,0) pour tout j, il existe des entiers M} et des fonctions
analytiques réelles ki (y', s) telles que 4 (y',0) # 0 et que

(A.14) X, 9) = x) (0, )= (', 5).
Si K est un compact de { y'; Vj, Ih](y',0)#0 }, il existe C>0 tel que

2 w0920 0/.9)

(A.15)
Oy

<CIX(/,9)=x (9|

si y’eK et s est proche de 0. Il résulte alors de (A.8), (A.13) et (A.15) que

( 5 &{(y',s>)0_x?(yl,s)~,o, k=1,...,m

(A.16) ) i=1 w;(v',9) ) 0y,

n
=1
siyeKets—0+.

Or
xX0G,0=y, sil<m, x0(,00=0 si m+1ZI<n
et

: gj())l’s)_) 0 ’ : N
,-;1 ——uj(y’,s) E9(,0) sis—>0+.

11 résulte donc de (A. 16) que &2 (y',0)=0 si /<m ce qui contredit 'hypothése sur U.

Démonstration du théoréme A.2. — 1l suffit de procéder par récurrence sur la codimen-
sion des strates de & en utilisant a chaque pas le lemme A .4.

4° SERIE — TOME 23 — 1990 — N° 2



DEUXIEME MICROLOCALISATION SIMULTANEE 309

Pour terminer, nous allons déduire du corollaire A .3 I'isotropie de divers ensembles
intervenant dans les paragraphes 2 et 3. Prouvons d’abord :

COROLLAIRE A.S. — Reprenons les notations de la proposition 2.1.4. Soit S un fermé
conique sous-analytique isotrope de T*MqyX ... XT*M,. Alors U p;(Cy,(S)NV)) est
1

isotrope dans T* My X T*N; x ... xT*N,.
Démonstration. — Posons F,=8§,

=T* * . % . * . %
Fy=ThMoX ... X Th_ M, X T8 M, X T, M;s, X ... X T M,

j=1, ...,p.Si

m: T*MoX ... XT*M, |y, «. . xn, = T*MgXT*N; x ... xT*N,

est la projection naturelle, il résulte de (2.1.4) que

Up(Ca(§) N V)= (( 3 Fj>
1

le...XNp)

Le résultat découle alors du corollaire A . 3.

COROLLAIRE A .6. — Sous les hypothéses du théoréme 3.2.1 le membre de droite de
(3.2.3) est isotrope sous-analytique.

Démonstration. — Soient X; des copies de X=C" pour jel et soit S I'image de

[T T%X,x [1 (T2#X;UTEX)

jel-1%° jel®
par le changement de variables

(to> (t)jc1-(035 Tos (Tje1-10) = (S0 =10 (5;= ;= 1y ())je1-(0}>

Go= ka, (0;= Z Tjei-{0})

kel kel())

ou I()={kel;IleN et f'(k)=j}. Si pour J partie de I—{0}, A, désigne la famille de

lagrangiennes  A;=(A;, ));c; donnée par A; o=T%,Xo, Ay =T X st jél,

Ay, j=TH=0,X; sije], U p;(Cy,(S)NV)) n'est autre, d’aprés (2.1.4) que le membre de
J

droite de (3.2.3). La conclusion résulte donc du corollaire A.5.
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