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DEUXIÈME MICROLOCALISATION SIMULTANEE
ET FRONT D'ONDE DE PRODUITS

PAR J. M. DELORT

Introduction

II est devenu clair depuis plusieurs années que les distributions conormales le long
d'une variété lisse S (/. e. qui conservent une régularité fixée Hfoç lorsqu'on leur applique
un nombre quelconque de champs de vecteurs à coefficients C°° tangents à S) jouent un
rôle essentiel dans l'étude des singularités des équations aux dérivées partielles hyperboli-
ques semi-linéaires ([3], [4], [16], [1]). Il apparaît donc utile de connaître les singularités
microlocales d'un produit u^ . . . Up de telles distributions lorsque les Uj ont une régularité
locale suffisante (par exemple H^(^") avec s>n/2) pour que cette opération ait un sens.
Lorsque les Uj sont conormales le long d'une même sous-variété S, la réponse est triviale :
le produit u^ . . . Up est lui aussi conormal le long de S et son front d'onde est donc
contenu dans T$ R". Nous allons ici étudier ce problème lorsque les Uj sont conormales
le long de variétés 5^ en position quelconque les unes par rapport aux autres. Rappelons
que Lebeau a récemment montré [14] que le front d'onde d'une fonction C°° des
Uj F(MI, . . . , U p ) s'estime par la réunion des fronts d'onde de tous les polynômes de
MI, . . .,Up. Les majorations que nous projetons d'obtenir fournissent donc également une
borne supérieure à WF(F(MI, . . .,Mp)).

Lorsque ̂ =2, le problème est aisé : écrivons en effet ^=Q^8^. où Qj est un opérateur
pseudo-différentiel C00 et S^. le courant d'intégration sur la sous-variété Sy, et
u^u^u^{x)®u^(y)\^y. D'après [11], WP(u^u^) s'estime par une expression faisant
intervenir WF (u^ ® u^) et le deuxième front d'onde à croissance le long du conormal à
la diagonale A = { x=y } de u^ ® u^ :

WF^1 (u, ® ̂ )=WF^1 ((Q, 8^) ® (Q, ô^)).

Près de T^^x ffr^O, Qi(x, D^O^Q^CV, Dy) est un opérateur pseudo-différentiel ce
qui entraîne que l'ensemble précédent est contenu dans

WF^(8^(x)8^.

Il nous suffit donc d'estimer ce dernier à partir de S ^ et 1̂  pour savoir majorer
géométriquement W¥(u^u^). On ne sait pas obtenir une telle estimation lorsque 2^ et
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258 J. M. DELORT

5^2 sont C00. Par contre, s'il s'agit de variétés analytiques réelles, il découle de [5]
(cf. également [10]) que

WF^1 (8^ ® 8 )̂ c CTÎc (C" x C") (T^ C x T?ç C")

où A0, Z^ sont complexifiées de A, Zy et où le membre de droite est le cône normal de
Whitney. Il en résulte alors que

WF (u, u^) c: [(T^ C" U Tgn C") + (T^ç C" U Tgn C")] H T* r

où + est l'opération introduite par Kashiwara et Schapira dans [8]. La méthode précé-
dente ne s'étend pas au cas d'un produit d'au moins trois termes u^.u^.u^ chaque u-
étant conormal le long de la variété analytique réelle 2 .̂. En effet, si l'on écrit

u, ̂  u, = (Q, 8^) ® (Q^ 8^) (x) (Q3 8,3) ̂  ̂ ^,3

et si l'on applique la formule de trace [11], on est ramené à étudier

WF^^^((Q, ® Q, ® Q3)(8,, ® 8,, (g) 8,,)).

Or ici, Qi ® Q2 ® Qs n'est pas un opérateur pseudo-différentiel près de
^îxi=x2=x3}\^- En fait, ce n'est même pas un opérateur 2-microlocal ;'. e. on ne peut
pas majorer le deuxième front d'onde précédent par

^^^^î^i^^^ô^).

Autrement dit, la réduction à l'étude d'un objet analytique 8^ 00 8, ® 8, ne peut plus
se faire comme pour un produit de deux distributions.

Pour traiter malgré tout le problème, on pourrait faire intervenir dans la méthode des
microlocalisations d'ordre supérieur à 2. On a préféré ici une technique moins lourde
consistant d'abord à écrire le produit étudié

u, . . . Up(x)== 8(x-x1) . . . 8(x-^)Mi(x1) . . . UpWdx1 . . . dx19

où 8 (. ) est la masse de Dirac en 0. On est donc ramené à l'étude du front d'onde de

W 8(x-x1) . . . 6(x-x^)u,(x1) . . . UpW

que l'on écrit comme une trace

^{^y1, . . . , x P = y p } avec U=8Qc-x1) . . . 8(^-^)® u^(y1) . . . u^).

Le but de la section 1 de ce travail est alors d'obtenir une formule de trace, généralisant
celle de [11] et permettant de majorer le front d'onde de () à partir d'un deuxième front
d'onde simultané

(^ ^(Tfen^T^l^l^x^ . . .,Tf^=y^(OS"xDî"))(U).
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DEUXIÈME MICROLOCALISATION SIMULTANÉE 259

Cet objet est défini au paragraphe 1.1 et la formule de trace associée prouvée au
paragraphe 1.2, par une méthode directement inspirée de celle indiquée par Lebeau dans
[11]. L'intérêt de cette nouvelle majoration apparaît au paragraphe 3.1 où on prouve
que si ^==Q^ôs. avec Q^ opérateur pseudo-différentiel C00, le produit tensoriel
Q^ (y1, D i)® . . . (SîQpO^, Dyp) est simultanément 2-microlocal près des points où il
est nécessaire de connaître 0 (de manière analogue à ce qui se passait pour un produit
de deux distributions, on n'a besoin d'étudier Q qu'au voisinage des points de la
forme ((x, ^), (x1, ^1; Ç1, -^), . . .,(^, ̂ ; ̂ , -^)) avec ^0 pour tout j ce qui
assure que chaque Q ,̂ Dyj) est un opérateur pseudo-différentiel sur tR^x IR^). Pour
majorer géométriquement WF(MI . . . Up), on doit donc majorer géométriquement des
objets de la forme

(^^) WF^)r,^i^i^ns"xns»), . . ,T^=^(^><^))(§(^-^) • • • 8(^-^)

®ô^ (/)... 8 )̂)).

C'est ce qui est fait au paragraphe 2.2, par les mêmes méthodes que dans [5] et [13], en
utilisant un « cône normal simultané » défini au paragraphe 2.1 et qui remplace le cône
normal de Whitney intervenant dans les majorations de deuxième microssupport classique.
Cela permet ensuite au paragraphe 3.2 d'obtenir une majoration

WF(^ . . . u,) c F + (T^UTgnC^InT^r

où les S0 sont les complexifiées des 2 .̂ et + \ est une opération définie au paragraphe 2.1
et généralisant le + de Kashiwara-Schapira.

D'après [7], si A^y'=l,2 sont des sous-analytiques coniques isotropes d'un cotangent
T*^, AI+A^ l'est également : cette assertion résulte du fait que le cône normal de
Whitney à un sous-analytique isotrope le long d'une variété lagrangienne est isotrope.
L'analogue de cette dernière propriété pour le cône normal simultané est fausse : on
donne au paragraphe 2.1 un contre-exemple immédiat. Toutefois, on montre directement
en appendice que si Aj, j^ 1, . . .,p sont des sous-analytiques coniques isotropes de
T*^, alors +?A^ l'est également. En particulier, on voit que le front d'onde d'un
produit de distributions conormales C°° le long de sous-variétés analytiques est contenu
dans un ensemble isotrope donc petit.

Le dernier paragraphe montre que la méthode développée ici permet également d'éten-
dre les résultats de Lebeau [13] sur les caustiques semi-linéaires au problème de Cauchy
pour l'équation des ondes semi-linéaire à données initiales conormales non nécessairement
classiques le long d'une hypersurface analytique. En effet, la méthode de [13] repose sur
l'analyse d'intégrales du type

\e+(x-x1) . . . e^Çx-x^u,^) . . . UpWdx1 . . . dxv

où e+(.) est la solution élémentaire de l'équation des ondes à support dans l'avenir.
Lorsque les Uj sont conormales classiques, Lebeau étudie ces intégrales en utilisant la
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260 J. M. DELORT

deuxième microlocalisation usuelle. Lorsqu'elles sont non classiques, cette méthode n'est
plus viable mais l'utilisation du deuxième front d'onde simultané permet comme pour
les produits de tourner la difficulté et d'obtenir les mêmes résultats géométriques que
dans [13].

Remarquons pour terminer que le deuxième front d'onde simultané permet de majorer
non seulement le front d'onde mais également le deuxième front d'onde (usuel ou
simultané) d'une trace (cf. paragraphe 1.2) et cela sans faire intervenir de microlocalisa-
tion d'ordre supérieur à 2.

Signalons enfin que dans un contexte tout à fait différent C. Sabbah a indiqué dans
[18] une définition de deuxième microlocalisation simultanée dans le cadre des ^-modules.

Je remercie G. Lebeau pour plusieurs discussions sur l'ensemble de ce travail, D.
Trotman qui s'est intéressé à la partie géométrique et K. Kurdyka qui m'a signalé le
résultat de Pawlucki [17] utilisé en appendice.

0. Rappels

Nous allons, dans cette section, rappeler les définitions et propriétés de base des
transformations de F.B.I. et de la deuxième microlocalisation le long d'une lagrangienne,
telles qu'elles sont exposées dans [19] et [12].

0.1. TRANSFORMATION DE F.B.I. - Soient M une variété analytique réelle de dimension
n et X une variété complexifiée de M. On notera t le point générique de M et x celui
deX.

Si cp : X -> R est une fonction continue et U un ouvert de X, on note H,p (U) l'espace
de Sjôstrand des fonctions

(0.1.1) [ v : Ux[l ,4-oo[- .C
[ (X,ÎL)^(X,X)

holomorphes en x, continues en À-, telles qu'il existe M e R avec

(0.1.2) sup | K~Me~^(x)v(x, À,) | < + oo.
U x [ l , +00 [

Si XQ est un point de x, on pose H^p ^ = lim H,p (U), U décrivant le filtre des voisinages
V3XQ

ouverts de XQ.
On désigne par N<p(U) l'espace des fonctions de la forme (0.1.1) telles qu'il existe

e>0 avec

(0 .1 .3 ) sup l^^-^Oc, ?i)| <+oo
U x [ l , +00 [
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DEUXIÈME MICROLOCALISATION SIMULTANÉE 261

et on pose N<p ^ = lim N<p(U).
us^o

On note X^ la variété analytique réelle sous-jacente à X, TX^TX sont fibre tangent,
T* X^ le fibre cotangent réel à X^, T* X le fibre cotangent holomorphe à X. On identifie
T* X à T* X^ en associant à la forme C-linéaire Ç e T^ X la forme IR-linéaire u -> - Im Ç (u)
(identification de Sjôstrand). En composant l'identification naturelle de T*M à
T^X^cT^X^ et l'identification précédente, on obtient une injection T*Mc;T*X
donnée dans un ouvert de carte par (t, r) -> (t, —r) (f, T€ IR"). Rappelons enfin que si v|/
est une fonction de classe C1 sur X, la variété

(0.1.4) A^= {(x,û^|/(x));xeX}cT*XD S

s'identifie à la sous-variété de T* X, également notée A^, donnée par

(0.1.5) A^f^.^M^xexiŒ^X,

8/8x désignant la dérivée holomorphe.
Rappelons la définition des transformations de F.B.I. [19] : soit (jCç, r o )eXxM et 0

une fonction holomorphe au voisinage de (^o, to) dans X x X vérifiant

/ -ao \(i) t^——Çx^Q =^eT*Mc=T*X
\ ôt )

(0.1.6) (ii) im^Oco,^) » 0

92^
(iii) —— (xo, to) inversible.

ôxôt

Sous ces hypothèses, on sait [19] que pour x voisin de XQ, l'application définie au
voisinage de ÎQ dans M par

(0.1.7) t-> -Im0(x,0

admet un unique point critique t (x) voisin de ÎQ et que l'application

(0.1.8) K: x-.(t{x\ -^(^(x)))
\ 8t }

est un difféomorphisme d'un voisinage de XQ dans X sur un voisinage de qo dans T* M.
L'ensemble

K ôO 30 \ 1
(0.1.9) t,- —(x,t)\x ,—(x,Q ; (x ,0<=XxX, voisin de (x^to)}

ôt ôx ) J
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262 J. M. DELORT

est le graphe d'une transformation canonique complexe ^ d'un voisinage de q^ dans T* X
sur un voisinage de (Xo, (ô^>/8x) (xo, to)) dans T* X. La fonction

(0.1.10) (p(x)--lm0(x,/(x))

est une fonction analytique strictement pluri-sous-harmonique au voisinage de XQ et on a

(0.1.11) x (T*M)=A,={fx , 2 ^wVx proche de xol.
(A ; Sx ) J

Soient a(x, t, À,) un symbole classique au voisinage de (XQ, to), elliptique en (Xo, to)
(cf. [19]), u une distribution au voisinage de ÏQ dans M, 0 une fonction C°° à support
dans un voisinage assez petit de ^ , 0 = 1 près de to. On pose

(0.1.12) ô^eMx,^ p^^0^^, t,K)Q{t)u(t)dt

pour x voisin de XQ. On a 8 (a, Q)uçîî^^ et on dit que 8(û, 9) est une transformation
de F.B.I. (associée à 0, a, 9).

Le spectre singulier analytique de u est alors d'après [19] caractérisé par

(0.1.13) PotSS(u) o Ô(^9)MeN^

[le point XQ eX étant l'image réciproque de po par (0.1.8)].

0.2. DEUXIÈME MICROLOCALISATION. - Nous allons rappeler la définition des trans-
formations de F.B.I. de deuxième espèce et des espaces de Sjôstrand associés en
suivant [12].

Conservons les notations du paragraphe 0.1 et supposons données une fonction
(p : X -> R analytique réelle strictement pluri-sous-harmonique et une sous-variété analyti-
que réelle L de X, lagrangienne par la 2-forme symplectique sur X (2/0 33<p. Soient Y
une copie de X, (yo, Xo) un point de Y x X,

(0.2.1) g: Y x X x [ 0 , l [ ^ C
(j, x, H)-^(J, x, \i)

une fonction holomorphe en (y, x) analytique réelle en [i telle que si l'on pose
+00

(0.2.2) /O^^-Im^x^+ç^)^ EAO^)^
fe^O

les conditions suivantes soient satisfaites :

^ /okxL-0, (^O)IYXL-O
x -> fo(yo, x) est transversalement non dégénéré le long de L de signature (n, 0).

(ii) /,(j,x)=0.

4e SÉRIE - TOME 23 - 1990 - N° 2



DEUXIÈME MICROLOCALISATION SIMULTANÉE 263

(iii) L'application : x -> f^ (y^ x) de L dans IR a un point critique non dégénéré de
signature (0, n) en Xç.

Alors, pour (y, n) voisin de (y^ 0), x -> f (y, x, ^i) a un unique point critique voisin
de XQ, x (y, [i) qui de plus est un col. Posons

(0.2.3)
f(y^)=\f(y^(y^)^)r

11/00=^0,0)

et supposons :
(iv) \|/ est strictement pluri-sous-harmonique.

• D'après [12] on a alors un isomorphisme (local au voisinage de yo)

(0.2.4) A: Y-^L

défini en associant à yçV la classe dans T^X du vecteur tangent (x(y, 0), x^(y)) où
^2 (y) est le coefficient de n2 dans le développement de x(y, \i) en n=0 puis en identifiant
TLX à T*L par l'isomorphisme hamiltonien associé à la structure symplectique donnée
sur X par (2/03ô(p.

Si ^ : Y X ] O , 1] -> R est une fonction continue, et U un ouvert de Y, on note H^(U)
l'espace des fonctions (cf. [12])

(0.2.5)
w: L Jx [ l ,+oo [x ]0 , l ] ->C

(j,À,,^)->w(j,À,,^i)

holomorphes en y, continues en (À-, \i) telles qu'il existe Me R, ae]0,1] avec

(0.2.6) sup l^-^-^^wCy.^^+oo.
(y. À., n ) e U x [ l , +00 [x ] 0, a]

^^l

On note N^(U) le sous-espace des éléments w de H^(U) tels qu'il existe e>0 avec
weH^_g.

Si yoeY est donné, les espaces H^y^ et N^^ sont définis par limite inductive.
Soient g (y, x, [t) une phase définie près de (jo, Xo)eYxX vérifiant les conditions (i)

à (iv), b(y, x. À,, \i) un symbole analytique classique elliptique en (yo, Xo) (cf. [12]), Z un
bon contour pour/(yo, .) [12], § IV-3 (L dépend de ^i), ^ un élément de H<p^, B un
voisinage assez petit de XQ. Posons

(0.2.7) S^.SnB)^,^^ | ^^"'^fcO.x.^H)^^,^)^
JsnB

Alors (0.2.7) induit une application indépendante de S et B

(0.2.8) ô2^): H,,^/N,,,^H^^N^^

qu'on appelle la F.B.I. de deuxième espèce associée à b et g.

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L'ÉCOLE NORMALE SUPÉRIEURE



264 j. M. DELORT

1. Deuxième microlocalisation simultanée et théorèmes de trace

II s'agit de définir dans cette section une deuxième microlocalisation simultanée le long
d'une famille de lagrangienne Ao, . . ., Ap qui nous permettra d'obtenir une généralisation
du théorème de trace de Lebeau [11].

1.1. DEUXIÈME MICROLOCALISATION SIMULTANÉE. - Soient M(), . . . ,M , /?+1 variétés
analytiques réelles de dimensions n^ . . .,rip et Xo, . . .,Xp, /?+! variétés analytiques
complexes, complexifiées de Mo, . . .,Mp respectivement. Si (p,:X^ IR, j =0, . . . , / ? est
une fonction continue donnée et (p = (<po, . . ., (pp) on note pour U ouvert de
Xo x . . . x Xp, H,p(U) l'espace des fonctions

(i.i.D J - ux[i,+oor^c
[ (x,Ào, . . .,^)-^(x; ̂  • • ' ^ p )

holomorphes en x, continues en À,o, . . .,\ telles qu'il existe M=(Mo, . . ..M^eIR^1

avec

( 1 . 1 . 2 ) sup | ̂ e "^^(x; 5i)| < + oo
U x [ l , +00 [ p + l

oùx=(x°, . . .,^), x=^o, . . .A?), ̂ "^ n^"^
0

On note N<p(U) l'espace des éléments de H^(U) tels qu'il existe e>0 avec

f\ 1 -2\ I ^ - M -^j<i>j(^)-einfao, . . .,^)( 1 . 1 . 3 ) sup |À, M^ o J J p ï;(;c,À-)| <+oo.
U x [ l , +00 [ p + l

On définit comme au paragraphe 0.1 des espaces de germes H^ ^, N<p ^^.
Donnons-nous pour tout 7=0, . . . , / ? un point (.4, ^)eX^.xM^ une phase 0,0e7, ^)

définie près de (x^, ^) dans X .̂ x X .̂ vérifiant les conditions (0.1.6) et un symbole
p

a(x, t, À-)= n^^' rj» \) ou^ P0^ tout7? ̂  est un symbole analytique classique ellipti-
o

que en (x^ ^). Notons q)^•(xJ) la fonction définie à partir de O, par (0.1.10).
Soient u une distribution au voisinage de to = (t^, . . ., ^g) dans M = Mo x . . . x Mp et

OeC^(M), 0= 1 au voisinage de to. On définit alors une transformation de F.B.I.
généralisée en posant

(1.1.4) ô(û,0)M(x;?i)= ^e^^^^a^t^u^Q^dt

On a 8(û, Q)ueîî^ ^ [si Xo=(^g, . . ., xg)] et l'image de 8(û, O)M dans H^ ^/N^ ^
est indépendante du choix de 0 : on la note S (a) u.
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DEUXIÈME MICROLOCALISATION SIMULTANÉE 265

Soient pour tout j = 0, . . ., A ^F, : X .̂ x ] 0, 1] -> U une fonction continue et
vîf=(^fo, • • • » ^p)' si u est un ouvert de Xo>< . . . xXp, on note ft^(U) l'espace des
fonctions

^ ^ f U x [ l , +a)r lx]0, l r l^C
1 (x, À-, [ji)->w(x. À-, n)

holomorphes en x, continues en (À,, ^i) telles qu'il existe M=(Mç, . . ., M^eIR^1 et
ae]0, 1] avec

( 1 . 1 . 6 ) sup \^~^e ^ J P J y J ( X J '^w(x,^ n) |<+oo.
(x, K, p ) e U x [ l , +oc [p+l x ]0 , a]^1

^•^1

On définit ?Ï^(U) comme le sous-espace des éléments w(x, À,, |i) de fi^(U) tels qu'il
existe MetR^1, ae]0, 1] et e>0 avec

-^.^'F.^pQ-emf^.^)
( 1 . 1 . 7 ) sup \'k~Me ^ J J j J J J j w(x ,À, ,u) |<+oo

(x, î i ,H)eU x [1, +oc [p+l x}0,a]p+l

^•H^l

et les espaces de germes en un point comme précédemment.
Soient pour tout 7=0, . . . , p , (p^X^.-^IR une fonction analytique réelle strictement

pluri-sous-harmonique et Lj une sous-variété analytique réelle de Xj pour la 2-forme
(Wa<p,.

Soient pour tout 7=0, . . . , / ? , Y .̂ une copie de Xp gj(y\ x\ ̂ ) une phase définie près
de 0^, x^eYjXXj vérifiant les conditions^) à (iv) du paragraphe 0.2,

p
b (y, x, À,, \i) = Y[ bj (y7, x3, 'kp [ij) un produit de symboles analytiques classiques elliptiques

o
en 0^, x^), S^ un bon contour pour/7^, x\ ̂ ) \f3 étant définie par (0.2.2) appliqué
à (gp (p^)], S=So x . . . x 2^, v(x-. À,) un élément de H^ ^ [où <p=((po, . • ., <Pp)], B un
voisinage assez petit de XQ. Posons

/• p . .
[ i î, 'k • g • (yJ x-1 tu •)

(1.1.8) ^(^SnB)^,^^ é - o ^ ( ' J b ( y , x , ^ [ i ) v ( x ^ ) d x .
JsnB

Si pour 7=0, . . ., p, ^•(y7, ^) désigne la valeur critique de la phase (-Im g,+(p;)/nj
définie par (0.2.3), (1.1.8) induit une application indépendante des choix de S et B

( 1 . 1 . 9 ) ï2 (b) : H,, ,,/N,. „ - f4. ̂  „.

La deuxième microlocalisation simultanée va être définie en liant les 2 (p-\-1) paramètres
ci-dessus (^o» • • • ? ̂  Ho? • • • ? ^p) P^ les ̂  relations

(1.1.10) ^^=^i^=. . .=^^
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de manière à ne conserver que p + 2 paramètres indépendants (T, Ho, . . ., Up) si À,' désigne
la valeur commune aux expressions (1.1.10).

Définissions d'abord les espaces de Sjôstrand associés :

DÉFINITION 1.1.1. — Soient pour y= 0, . . ., p une fonction ̂  : Xj x [0, 1] -> R conti-
nue, ̂  la famille (^o, . . ., fp) et U un ouvert de Xo x . . . x Xp.

On note îîÏp (U) [resp. Ni, (U)] l'espace des fonctions

(1.1.11) ^: Ux[ l , +oo[x]0 , l]^1-^
^ (y, ^, |^)-^w(y, X', H)

holomorphes en y, continues en (À-', n) telles qu'il existe M' e R,
M=(Mo, . . ., M^eR^, ae]0, 1] (resp. et £>0) tels que

( 1 . 1 . 1 2 ) sup 1^-^^""' ^ TJ(yJ' ^) w(y, ^, n)|< + oo
(y, V, p ) e U x [ l , + o o [ x ] 0 , a]^1

(resp.
p

(1.1.13) sup | ^6?"" ^^'^ ^)-e) w(y, ^, i^) 1 < + oo)
(y, 3l', n ) 6 U x [ l , + o o [ x ] 0 , a]^'^1

P

avec la notation ̂  = f] î .
o

On définit comme précédemment les espaces de germes en XoeXçX . . . xX^, H^ ^
et N^ ^. On notera R l'application de restriction de IR2 (p+1) = {(^o, . . ., À,p; ^o, . . ., [i ) ]
à la sous-variété d'équation ^-0^= . . . =Xp^ munie des coordonnées (À-7, [tç, . . ., ^p).
Il résulte des définitions précédentes que R opère de fl^ ^ (resp. 5Ï^ ^ ) dans H^ ^
(resp.Ni,,,).

En reprenant les notations introduites avant la définition pour (p .̂, Lp gp ^p b, on
peut poser :

DÉFINITION 1.1.2. — On appelle transformation de F.B.I. de deuxième espèce simulta-
née associée à (&, g) l'application

(1.1.14) 52 (b)^ R o S2 (b) : H,. ̂  ^ -. H2,. ̂  „

Deuxième micro-support simultané. — Notons toujours Mg, . . ., Mp, p-\-1 variétés
analytiques réelles de complexifiées XQ, . . ., Xp. Soient pour tout 7=0, . . . , / ? , qj un
point de T*M^. et A .̂ un germe en q^ de lagrangienne analytique réelle de T*M^.. On
notera A^ la variété complexifiée de Aj dans T* X^. On note

^ = ( ^ — ^ ) e M = M o X . . . X M ^

la projection de

^=(^-.^p)eT*M=T*MoX . . . xT*M^
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Considérons une distribution u définie près de ÎQ et choisissons une famille de phases
^)===(<DO, . . ., <3> ), un symbole a(x, t, X) et une troncature 9 permettant de définir la
F.B.I. généralisée 5 (a) donnée par (1.1.4).

On note (p,(x7) la fonction associée à 0, par (0.1.10), K, : (X .̂, x^) -> (T* Mp q^) le
difféomorphisme local donné par (0.1.8), ^.: (T*X^, .̂) -> (T*X^, .̂( .̂)) la transforma-
tion canonique (0.1.9) et cp==((po, . . ., cpp). Les variétés L^K^A^cX^ sont lagran-
giennes pour la 2-forme (2/()3ô(p,. Soient pour tout 7 =0, . . ., p des points ^eT^.A^. et
(̂ ., qj) eT* L .̂ l'image réciproque de (̂ ., ^*) par l'application K, : T* L^ -> T* A .̂ naturelle-
ment déduite de K^. Choisissons pour tout y un point y^^Yj copie de Xp une phase
^,0^ ̂  H/) et un symbole Z? permettant de définir par les formules (1.1.8), (1.1.9) une
application S2 (b) et par (1.1.14) une F.B.I. de deuxième espèce simultanée 82 (&).

Notons A^ : (Yp y^) -> (T* Lp (q? <^*)) le difféomorphisme local défini par (0.2.4). On
posera A=A()X . . . xAp, K = = K O > < . . . XKp, K = K ( ) X . . . XK^.

Donnons alors la définition suivante :

DÉFINITION 1.1.3. — On dit que le point ((^o, qÏ\ " ' . (^ ^)) eT* Ao x . . . x T* Ap
n'est pas dans le deuxième micro-support simultané de u le long de (A(), . . ., Ap) :
^Âo1 Ap)(") si et seulement si y(V)^(a)u est nul dans H^y^/N^^ [avec
^-A-^K-^o, ̂ g),..., (̂ , cm'

On peut également définir une notion analogue dans le cadre C°°.

DÉFINITION 1.1.4. — On dit que le point

(teo, <lî\ " ^ (^ ^)) e T* Ao x . . . x T* A,

n'est pas dans le deuxième front d'onde simultané de u le long de (Ao, . . ., Ap) :
^fXo1. . ., A î^) si et seulement si il existe W voisinage de yo dans Y=Yo x . . . x Yp,
OCG]O, l], Meff^4 '1 tels que pour chaque entier Ne 1̂

(1.1.15) sup l^^"^^'^ S^S^^+oo.
(y, r, H)eWx[l , + o o [ x ] 0 , a^'^1

Les ensembles précédents sont des fermés de T* Ao x . . . x T* Ap vérifiant
WF2^. . ., ^(M)cSS2^1. . ., ^(u). Lorsque/?=0, SS2^1 (u) est le deuxième micro-sup-
port à croissance de u le long de Ao tel qu'il a été défini par Lebeau dans [11] (où il est
notéWFi,1).

Les ensembles SS2^1. . ., ^(u) et WF2^ , ., ^(u) ne dépendent que des données
géométriques (Ao, . . ., Ap) et pas des choix arbitraires de phases ou de symboles utilisés
pour les définir. Cela résulte immédiatement des résultats analogues pour la deuxième
micro-localisation le long d'une seule lagrangienne de [12] étant donné que les transforma-
tions 8(û), y(b) sont définies comme produits tensoriels de F.B.I. ou de F.B.I. de
deuxième espèce le long d'une seule lagrangienne.

Précisons le caractère conique des ensembles qui viennent d'être définis. Si reIR*, on
notera M,, l'homothétie de rapport r sur les fibres de T* Ao x . . . x T* Ap :

(1.1.16) M, : too, qÏ\ . . ., top, qî)) ̂  (teo. rqÏ), . . ., (^, rq^)\
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nfj rhomothétie de rapport r sur les fibres de T* Mp 7=0, . . . , / ? et lorsque A^cT* Mj
est conique pour les (m^^o on désignera par

w^T^AoX ... xT*A^T*AoX ... xT*A^

l'application égale à l'identité sur les facteurs T*A^, À: =^j et à l'application naturellement
déduite de m^. sur T*A^. On a alors :

PROPOSITION 1.1.5. — (i) L'ensemble SS2^. . ., A?) (M) V^P' ^^Ao1.... A?) (M)] ^
invariant sous Faction de M^ pour tout r>0.

(ii) Supposons que pour un certain indice j Aj soit conique dans T* Mj. Alors
SS^Ao1. . ., A )(^) 1/̂ P- WF(2^1 ^ )(M)] ̂  invariant sous l'action de m^ pour tout r>0.

Démonstration. — (i) se prouve comme le résultat analogue de [12] dans le cas /?==0:
les transformations ô (a) et S2 (b) étant choisies, on pose

f ïï(b)v(y^^)=y(b)v(y^^^~r)

\^(b) v(y, ̂ , ̂ RoS2^) v(y, K', ^)=82(&) v(y, ̂  r, n^r)

et on utilise que ô^ (b) °8(a)u caractérise le SS^. . ., A ) (^sp. WF^1. . ., A )) en ^es

points convenables.
(ii) Posons ici

(1.1.18) 8,(û?) u(x, À,)=8(û) M(x, À,o, . . ., ^-i, r ' k p ^.+1, . . ., À^).

L'identification ^ : Xo x . . . x Xp -> T* Mç x . . . x T* Mp est alors composée de K= K1

et de l'homothétie m^ et 6y(a)ueïî^ où ^^((po, . . ., cpy-i, rcp^ cp^+i, . . ., (pp). Si
(^o» • ' "» Sp) sont l68 phases permettant de définir S2 (&), notons S2 (b) la transformation
associée aux phases ((go, . . ., gj-^rg^, x\^l^r\g^^ . . ., ̂ ) et Ô^^R^S2^).
L'identification Yo x . . . x Y^, ̂  T* L() x . . . x T* Lp associée est la même que pour r= 1
(sur ley-ième facteur, elle est en effet la composée de deux flèches : Yj -> T^.X^. -> T* Lp
la première étant modifiée par un facteur 1/r sur les fibres et la seconde par un facteur r
puisque la forme symplectique à considérer sur Xj est rl/iDQ^^). On a

(1.1.19) ^(b)^(a)u(y^'^)

=82(é) 8(û) u(y. À-7, Ho» • • •. Hj-i. Hj/^ Hj+i. • • • » ^)-

Le deuxième point de la proposition en résulte.
Terminons ce paragraphe par un exemple : supposons que pour tout j =0, . .., p, Mj

est un ouvert de R"/ muni des coordonnées t3. Soit Ny sous-variété de Mj de dimension
HJ d'équations ^'=0 si ^=(^', t " 3 ) . On pose A^=T^.M,. On munit T*M, des coordon-
nées (t\ T7), A .̂ des coordonnées (t'\ T"7), T*A^. des coordonnées ( '̂T '̂; ^J*, T"^). Soit
u une distribution au voisinage de ÎQGM, 9eC^(M) à support près de to, 9=1 au
voisinage de IQ. On utilisera la F.B.I. généralisée.

r -^(xj-tJ)2/!
(1.1.20) TM(X,?I)= ^ o Q(t)u(t)dt.
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On a Tueïî^ où (p=((po, . . ., (pp) avec cpy (x7) = (Im x•/)2/2,7=0, . . . , / ? . L'isomorphisme
K/ 1 : T* M, ̂  X^= C '̂ est donné par (̂ ', r7') -^ ̂ - ZT7.

Donnons-nous pour tout 7 une fonction hj : [0, 1 [ -» 1R+ analytique réelle avec À,(O) = 1.
Si l'on pose pour x\ y3 dans C"/

zii2 I f v ^—y 7 - ^ 2 (VJ + ZY" •/^2 ~1 Kx"3'}2

( , . , . 21 ) ,̂̂ ,,,)-̂ [(̂ .t̂ i]-̂

la F.B.I. de deuxième espèce généralisée associée s'écrit (après changement de variables
en x " j ramenant le contour d'intégration au réel) :

(1.1.22) y ( \ ) v ( y , ^ [ i )
f ^-0. n^/2 (1 -H?)) (y'J-x'J)2 -0, ̂ /2 ̂ . (^)) (y'^'-x"./)2 -0,/2) Oc"./)2

= \ e° v (x , zx , À,) âx

JE

où Z est voisinage de Re yo dans R"0 x . . . x {R"p, y^ étant le point de C"° x . . . x C"?
correspondant par l'isomorphisme

f A-1 0^-1 : T*Ao>< . . . xT^Ap-^ox . . . x 0
(1.1.23) ^ p . .

1 ((f' J T" J' f'j* T" •̂  ^ —> ( ( f ' J — i t ' J* — T" J 4- 7 r " J*^ ^
l^V 5 T 5 ( 5 T /J=0, . . . . , p) ̂  W " 5 T I Î T ^'=0, . . ., p)

au point de T* Aç x . . . x T* Ap près duquel on veut étudier le deuxième micro-support.
La F.B.I. de deuxième espèce simultanée associée ô2 est à valeurs dans H2, où

^ = (^o, . . ., ̂ p) avec pour tout 7=0, . . . , ;? ,

^F, (y\ ̂  = (Im y ' y/2 + (Im ^- ̂ /2 (A, (^2) + ̂ 2).

La composée ô2^). TM(y, À,7, [i) est alors égale dans H2, y^/N^ ^ à

L./2 p /U2^ -U^Vj72 p //! fll2^^"^/2d.i.24) (2^"y2^(ML7ilJ)) nf-™)
0 \ ^ / 0 \ ^ /

X f^-^/2) J (y^-C7)2-^/^ J ((h,(^)+^)/^)(t"^ x ̂ v S ̂ "'-'"^ Q^) M(^)^.

1.2. THÉORÈMES DE TRACE. — II s'agit d'établir dans ce paragraphe des théorèmes de
trace généralisant au deuxième micro-support simultané la formule de trace obtenue par
Lebeau dans [11].

On note toujours M o , . . . , M p , p+\ variétés analytiques réelles de complexifiées
respectives Xo, . . ., Xp, de dimension ÎÎQ, . . ., rip. Pour tout y =0, . . ., / on se donne un
point ^.eT*M^ un germe \j de lagrangienne analytique réelle de T*M^ en q^ et un
point (q? qj) e T* Aj se projetant sur q^ par T* \j -> Aj. Pour tout j= /+ 1, . . ., p soit N .̂
une sous-variété analytique réelle de Mj de dimension n'j et notons
N=M()X . . . x M p X N p + ^ x . . . x N p C = M = M o X . . . x Mp. Si u est une distribution
assez régulière sur M, on se propose de majorer WF2^1 . . ., AJ) (M IN) et

SS2^ ,A() (u IN) à partir de deuxièmes micro-supports simultanés de u le long de familles
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de lagrangiennes convenables [on a noté (A(), . . ., Ai) la famille de lagrangiennes consti-
tuée par les Ap 7== 0, . . ., / et les sections nulles TÎN^, j == /+ 1, . . ., p qui seront toujours
sous-entendues dans les notations].

Supposons choisi un système de coordonnées locales t3 sur Mj au voisinage d'un point
t^eMj tel que pour7=/+l, . . . ,;?, ^eN,, t^Çt13, t " 3 ) avec N^.={^==0}. Si u est une
distribution définie au voisinage de to==(t^, . . ., rg) on utilisera la F.B.L, rTu(x, ^) définie
par (1.1.20).

Pour tout 7=0, . . ., / on choisit une phase gj(y\ x\ ^-) telle que (gp (py= 1/2 (Im x3)2)
vérifie les conditions (i) à (iv) du paragraphe 0.2 le long de la lagrangienne Lj naturelle-
ment associée à A .̂ (cf. § 1.1), y3 décrivant un voisinage ouvert du point y^ de C"/
correspondant par identification à (q3, q3*) (cf. définition 1.1.3).

On notera Y^Cy0, . . ., A Y^Q^ . . - , ̂  X^0, . . ., A X^=(^, . . .,4),
^=(^o, . . ., |^)et

^
( 1 . 2 . 1 ) G(Y^ X1, ^, ^)= I: a,g,^, x\ ̂ )| ,̂ ,̂,

J=0 J = 0 . . . . . ï

Soient ^,y=/+ 1, . . ., p des éléments de (R*, ^=(y°, . . . . ̂ eC^o x . . . x C^ et/une
distribution à support compact sur M. Soient pour j ==0, . . . , / , 2^ un bon contour pour
la phase -Im ^•(y7, x3, ^.)4-(l/2)(Im .r7)2 [12]. Posons, suivant [11]

. , f i (-(^)2/2^+ixfJ.ytJ)-^'/2) î ((^t'•l/^s,)+yff•i)2

(1 .2 .2 ) S2/^^^^^!,...,^)- ^+1

GCf1, X1, îi', ^)+£ (-^l?(T•/)2/23l'+lx•/.T•/)
X e 0 •'

p / r " J v"^
x n ("———— AT°, . . ., ^) ̂ 0. . .d^dx°. . .^

^ + 1 \ À, Sj )

l'intégrale en dx0. . . dx1 étant prise sur Eç x . . . x Sj et l'intégrale en dx°. . . d^ étant
prise sur R"o x . . . x WP.

On supposera désormais que/vérifie l'hypothèse de régularité suivante : il existe ve R,
5>OetC>Ote l s que

d.2.3) f i / (T°, . . . ,o i ^ ( l+ l^ J l ) ô ^ f + l • . •^^cf l+I : |^ |+ f: i^ iY
J i+ l \ 0 (+1 /

On peut alors calculer / \^. Posons

(i .2.4) T^, . ,̂ (/|N)(J°, ..., y', y ' 1 ^ , . . . . y ' " , ̂  n')

= ^G(Y1 xi v' '•i) T(/[N)(X', /'+1,..., /"; ̂ ,..., ̂  K', . . . , K')dx1

J VÏ M
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avec

(1.2.5) TOpfx0, . . ., x\ x^1, . . ., x'^ Xo, . . ., \}

f - S (K ,/2) (xJ - tJ)2 - î (y 2) (x' J -1' J)2

= \e ° i+ï

X( / |N) (^ - - . . ^ t '^ \ . . . , t f p ) d t o . . . d t l d t f l + l . . . d t f p

(T^^ . . ., AJ) est donc associée à la deuxième microlocalisation simultanée le long de
(AO, . . ., Ai, T^N^i, . . ., T^Np) : on Pobtient en prenant pour7=/+l , . . .,p les
phases (1.1.21) par rapport aux seules variables ( y ' , x')).

LEMME 1.2.1. — Avec les notations précédentes

(1.2.6) F00^ . .. r00^ [ dy"1^ . . . f d y ' ^ S 2 / ^ ^, ̂  ̂ ^, . . .,^)
Jo Jo J|y" î+ l|=l J \ y t ' P \ = l

P l /9-Trî i ' \" ,72= n H,(^)(27t)n.-^^2^( -r- )
î + l 0 \ ^j /

x ̂ Ao,.., A, (/i N) (y°. • . . .y\y^1, ..., /p, ̂ , ̂ ).

où poury=/+ 1, . . .,p, îîj(^') est une fonction continue vérifiant

lim H^ (À-7) À/^-"^2 = (2 Tï)^^-»?/2.
3l' -*+oo

Démonstration. — II suffit de poser

(1.2.7) H,(r»= F00 f e-^ ̂ ' S J + y " j ) 2 ( ~ ̂  ̂ " J \ d y " 3 &,.
Jo J|y"./|=l \ ^ ' s j )

On va maintenant déduire de (1.2.6) en suivant [11] le théorème de majoration du
deuxième micro-support simultané d'une trace.

Pour tout7'=/+l, . . . , /?, notons V,=T*M^N., pj:V^T*N^. la projection naturelle,

A,=TSM,, i,: A,xT*N,c,T*A,
N,

l'injection naturelle

V,=i,(A,xT*N,)n(T*A,|^._^.)
NJ

(où Ay—N^ désigne A .̂ privé de sa section nulle) et pj : V .̂ -> T* Nj la projection naturelle.
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Si Aj est muni des coordonnées locales (t'\ r"-7) et T* \j des coordonnées
(t'\ n"3; ^*, T^*) on a donc

P^ ^.={(^,0;^,^)}-^^^

(1.2.8) (^OÎT^T^-O^^)
P7: ^ = {(^ T/7J; ̂  0); ̂  ̂  0 } ̂  T* N,

(^T^^O)^^^*).

Si 1 est une partie de { /+ ! , . . . , / ? } on note Aj la famille de lagrangiennes de
T*Mo, . . . ,T*M^ définie par Ai=(Âo, . . ., Â^) où Â,=A, si je{0, . . . , / } UI,
Â^==T^.M^ sinon. De même on pose V, = T* A() x . . . x T * A ^ x V j + i x . . . x V oùV-=V.
siy^IetV^V^.siyel. Enfin p i :Vi^T*AoX . . . xT*A^xT*N^x . . . x T*Np dési-
gne l'application égale à l'identité sur les /+1 premiers facteurs et à pj (resp. p^) sur le
7-ième lorsque 7'6{/+1, . . . , ;? }\I (resp. j e I).

Le théorème de majoration s'énonce alors :

THÉORÈME 1.2.2. — Soit u une distribution vérifiant localement l'hypothèse de régularité
(1.2.3). On a

(1.2.9)
s s?xo1.., A,) (u 1^) c: u pi (s si;1 (u) n v.)

i ^ { i + i , . . . , p }
W F ,̂ . . , A,) (^ IN) ̂  U Pi (W Fi;1 (u) 0 V,).

I c { f + l , . . . , p }

Remarque. - Lorsque /==0 (resp. et Ao=T^^Mo) on obtient une majoration du
deuxième micro-support à croissance (resp. du micro-support) de u \^ le long de A().

Démonstration. — Prouvons la deuxième inclusion (1.2.9). Soit

(too, qÏ\ . • ., (̂  qî\ {t'^\ ^+1*), • • ., (^ ^*))

un point de

T*AoX . . . x T * A , x T * N , + i X . . . xT*N^

qui n'est pas dans le membre de droite de (1.2.9). Pour toute partie !<={/+! , . . . , / ? }
et tous T ' J ' avec |T/ |= 1 si^'el [cf. proposition 1.1.5 (ii)] le point :

(too, qî\ . . ., te, qî\ (^ 0; ^*, T'^^I, (^ ^/J; ^*, 0),,,)

n'est pas dans WF^;1 (u). Posons :

(1.2.10) Ti^^ai,),^

f L(^S^(X7^?)ff•(y l,Jc•/,^•)-SÀ.'(x•/-^)2/2^f- E (3i72)(yJ-tJ)2- E (3l72) (y'./-('J)2

= | e0 0 j^i+i j'ei
J^I~r

-072) E (l+n4)/n4(r"J)2+^' s y " J .f'J^]
xe J^ J J ^i 'Q^u^dtdx0 . . . d x 1 .
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l'intégration en x°, . . ., x1 se faisant sur un produit de bons contours Sç x . . . x 5 .̂
C'est une F.B.I. simultanée de deuxième espèce le long de A, [c/. (1.1.23) avec

^•=l-(ij+^,7'el]. Définissons une suite a p _ ^ > . . . > a o d'éléments de ]0, 1] par la
récurrence descendante suivante : supposons oCp_j> . . . >a^+i déjà définis. Par hypothèse
il existe alors pour tout !<={/+! , . . . , / ? } avec 111 = k un voisinage borné W, de

( 1 . 2 . 1 1 ) {(Y^o, (t'^-it^, T/),,,, W-^ ^y)^i); T/er.-^
|Ty|=lsv€I,|Tj^2a^2lSv•^I}

un réel a^ep, a^+J et MiG^ tels que VNe^J , 3CN>0 avec

(1.2.12) |Ti^Cy,^^(^),,,)|+ S IT^O^XJ.,^^^,),,,)!
w = l + l

^ Sy.O^', n,)+(3l72) S l(Imy•/)2+(Imy / '•/)2/(l+^lf)]+a72) S (Im yJ)2

^C^^^^eQ j J ^î ^l

pour tous ^eWi, À-7^ 1, ^e]0, aj, 76 {0, . . . , / } U 1 (les .̂ désignant comme au para-
graphe précédent les valeurs critiques de -ïmgj^, x\ ̂ )+ 1/2 (Imx7)2 divisées par ^).
On pose Pfc=l/aj, k= l , . . .,/?-/et

-Ck'/2) î. (t"J)2

(1 .2 .13 ) /(0=^ l+ l 9(0^(0.

On remarquera que si u ̂ vérifie localement l'hypothèse (1.2.3), il en est de même pour
/avec

(1.2.14) l / w i f i + Z I ^ I + Z l ^ l y n o 4 - ! ^ ! ) 0 ^w1^2
\ 0 l+l ) l+l L1 (dï"^1 . . . d-c'^}

(C indépendante de À,'). On a en outre / IN^^IN-
Pour prouver le théorème, il nous faut donc déduire des conditions (1.2.12) que

^A , . . . .AïC/I^C^» /!+1. • • • ' /^ ̂  \Jil) est à décroissance rapide pour Y1 voisin de
Y{) et y ' 3 voisin de r^ - it^* j' = / + 1, . . . ,p. D'après ( 1.2.6) il nous suffît donc de montrer
que sous les hypothèses précédentes chacun des termes de la somme

(1.2.15) E f ^i...^f d y " 1 ^ . . . f dy"^
Ï^{1+1, . . . , p } J C î J ly"1-4-1^! J \ y f t P \ = l

XIS2/^^^!, •..^,)|

où pour tout 1

(1 .2 .16) Ci={(^i, . . . ,^);^e]Pm, +oo[ s i7eIet^e]0 ,Pn,+i [ si jtî}

est à décroissance rapide par rapport au poids

T^o, • • . , ̂  1/2 (Im /!+1)2, . . ., 1/2 (Im ̂ )2).
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P l
LEMME 1.2.3. — Soit y e R + et posons M= ^ ^./2 + ̂  (^./2) + v + ( p - l ) (5/2) -5. //

J+l 0

^^^ V voisinage de (Y^, ̂ r1-^1*. • • - , ^ - i t ' ^ ) et ae]0, 1] ^fc ̂  ;WMr tout
entier N^1, il existe CN>O avec

F-l-oo f*+ao (*+ao (*
(1.2.17) ds^,... ds,_,\ ds,\ d y " 1 ^ . . .

JO Jo Jî.-^ J|y"'+ l|=l

. . . f d y " ' ' \ y f ( y , - k ' , ^ , s ^ , , ...,s,)\
J|y"P|=l

^c^^-^nn/^-2^''^7^^'^2^!!0'11^2
0

pour(y°, ...,^,yf+l, ...^^eV^H.G^aty^O,...,/.

Démonstration. - L'intégrant de (1.2.1) se majore en module par
i p i

^SYyO^^+OVl) E (ïmy'J/2)-(ï.'/2)î.(xJ^/K'+ïmxJ)2/^

-072) i (x'J^'+Imy'J)2-^/!) i (1 - | x " J |/r s,.)2
^ f + 1 î+1 •/

p Ir^l \ v " j \
x ^ l ;^ 1|/(^...,T.)|

^ + 1 - À ^

On a

/+l^/<p [''^g-av^d-i^i/rs,)2 l^l^^ç
Jo ^^ J-

(uniformément en T"7, ^/)

r'1'00 ^ IT'^Iy==^ ^-072)(i-|T^|/x'^)2_|_^_L^
Jv^ ^^ p

/•+oo ^
^ ̂ -(Y N+ 1) ô 1 ^ ' p jô ^-072) (1 - 1/Sp)2 ^p < C ̂ -ô (YN+ 1) | ^ ' p |ô

Jo ^-ô-

Compte tenu de ces expressions, de (1.2.14) et de (1.2.16) le membre de gauche de
(1.2.17) se majore par

n -? 1Q^ ^.^^^J^^^^^-^X^-^^+l)^ _ rE^.(y^.)+072) ^ (Im^-)2

(1 .2 .19 ) CÀ ° f + l |Ll ^ X ^ 0 •' •' !+l

0

d'où le lemme.
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On fixe désonnais y tel que

Yfl l I+^Mj+S^-^)^ 1

\ 2 j e ï / z

pour tout I c : { /+ l , . . . , p ] [cf. (1.2.12)]. D'après le lemme, il suffit pour prouver le
théorème de majorer les intégrales obtenues en remplaçant dans (1.2.15) le domaine Q
par

(1.2.20) Cî={(^i, . . ., s^ ^e]P|i|, ^[sy'eIet^O, Pm+Jsi^l}.

Pour ce faire, on va exprimer chacune d'entre elles à l'aide d'un opérateur agissant
sur T^u(y, À/, ^, (^ei), où les ^ sont reliés aux ^ par s^^2, jeï , puis utiliser
(1.2.12). Exprimons d'abord S2/en fonction de/ :

p i p
2;(n,/2)__ -_. ,(1.2.2l) s2/^',?',^, . . . ,^ , )=(2ir r )o J n^^n^

0 l+î.

^ FI e-^^f^. ̂ Vw^g2/^, V, ̂  ̂ ^, . , ., ̂ ),
ï+i v^^ s y " 3 )

avec

r G(Y1. X1, À,', ^-SOi'^HfOc./'-t.Q2-^'^) £ (y'-7-^)2

(1.2.22) g2/^,^,^, , . . , ^ ) - ^

072) S ^(r.^+i ^ À,'s.r"^.y"./
x^ ^i' ^i /(ro, . . ., tp)dtdxo . . . ̂

D'après (1.2.13), on a

(1.2.23) gVCy.V,^^, ,..,^)

-§W, . . .. ̂ , (/-1, ———p=y1) • • - (^ Tfcz^)
\ ^ / l l ^ + l / \ v 1 " ? /

?l/,^iJ,^/TT^,...,^/^^j).
On fixe 1 ( = { / + ! , . . , ,^} et on veut estimer S2/(y, À/, ^, ^+1, . , ., Sp) pour

(^°, . , ., y1) voisin de Y^, /; voisin de ^*, j ^ /+ 1, . . .,^, /'J dans la sphère réelle et
(^+1, . . ., Sp) dans C{, On peut supposer I = { A + 1 , . . . , / ?} .

Montrons alors :

LEMME 1.2.4. — Soit^(si+^ . . ., ̂ )6^. Siv(z"l+\ . . ., z^, À/) est fonction holo-
morphe de (z^'1'1, . . ., ^//î) ^/^ ̂ '^ existe De R m^c

-(V/2) S (Imz"-7)2 ,
sup Y-0!^^^, . . . ,z^?i ' )ê (+1 |<+o)

X ' ^ l , z " e K
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pour tout compact K, posons pour y " ' réel, \y"11 = 1 :

(1.2.24) (A^xy"^, ...,/"-, r»
A
z " J ^ . h . .. h

( À-' V+1 J f -072) S s^x'^+iV S x " J ( S j y " J - z " J )
= .- ^ î+l z+l J ^+1, . . ., z7^, ̂ }dx"dz"

\Z7C/ J^

OM ^y ̂  le nombre de variables y " 3 et où S est le contour :

\•"j=^ffJ

(1.2.25)
z " 3 == s , y " 3 - ̂ s3- Im a"3 - i Re ̂

2

avec a"3 e C^, [ o"-71 ̂  c, 1 + 1 ̂ j^ h.

Il existe alors une fonction C(7) continue sur ^h^~l à valeurs dans R* telle que :

(1.2.26) A,§2^0, ...,^yJ+l, .), . . . ,CV / ^ .),C/^-^±——y^), ...,^/l+^+l
^ ̂ A^^^ ̂  ̂  lî • • • î 1 ' ̂ '^^^ • • •^î^)^'1, ..., y"\ ̂^ / l ' s p

^©g2/^^,^!, ...,^).

module un reste à décroissance exponentielle en À/ uniformément en 1s.

Démonstration. - Le lemme est essentiellement une version du théorème de changement
de F.B.I. Pour l'obtenir, il suffit d'exprimer dans (1.2.24) î^g2^ à partir de u et de
réaliser la déformation de contour :

^^v^'+a'7

(1.2.27) ,
^=^y"3- ——^Im a"3- ;Re a"^ivs] t"3

avec [a^l^c pour v e [0, 1]. La contribution du bord du contour d'intégration est à
décroissance exponentielle par rapport à ^/, uniformément en le paramètre ?. Lorsque
v== 1 on obtient la phase donnant l'expression (1.2.22), (1.2.23) de §2/.

Remarque. - La contribution du bord de la déformation (1.2.27) est négligeable
uniformément en 7 grâce à la présence des ^/1+^2 dans le membre de droite de (1.2.23).
C'est pour obtenir cette uniformité que l'on a appliqué le lemme 1.2.1 à (1.2.13) plutôt
qu'à/==M.
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Fin de la preuve du théorème. — On a d'après (1.2.10) et (1.2.22) :

(1.2.28) ^u(y\ ....^Q^1,^1), ...,y^z^),^+^-——^/^ ...,

(y^ ———y"^ ̂  ̂  l, . . . , i, yi^Ti, . . . , ̂ ^ï)
\ ^ l l s p / /

h

^-^.V^ Ti,̂ °, . . .,y\ (/ï+l, ̂ !+1), . . ., (y'\ iz"\y^\ . . .,

y\ V, ̂ , ̂ i, . . ., ̂ )

quitte à poser ^==sj~1 poury'==A+ 1, . . . , /?.
Considérons l'intégrale

(1.2.29) f d s ^ , . . . d s A d y ' ^ ^ x
Jq Jiy"^1^!

( f rf/^IS2/^,^^^^, .̂ )|.
J |y"P |=l

Comme l'intégrant s'estime à partir de S2/^ des S2^/),^/^-1, . . . , /?, il suffît pour
obtenir la décroissance rapide de (1.2.29) d'estimer le membre de gauche de (1.2.26).
Comme (^+1, . . ., Sp)eC[, l'argument de T^M dans (1.2.28) reste dans le domaine sur
lequel (1.2.12) est valide lorsque z " 3 décrit le contour (1.2.25) avec c assez petit, que
(y°, . . ., y1) est assez voisin de Y^, et y1^1 est assez voisin de (t^ — i't'çj*), j = /+ 1, . . . , p
(cf. définition des o^). Alors, par choix de y, (1.2.26) est à décroissance rapide, en À/"^2

donc (1.2.29) également.
Compte tenu de (1.2.15), du lemme 1.2.3 et de (1.2.20) cela achève la preuve du

théorème.
Dans le cas du S S2'1 la preuve est la même quitte à couper les intégrales à e^' au lieu

de^y^c/.Cll]).

2. Majorations géométriques de deuxième micro-supports

2.1. CÔNES NORMAUX SIMULTANÉS. — Nous présentons dans ce paragraphe une défini-
tion de « cône normal simultané » qui généralise les cônes normaux de Whitney ([7], [8])
et qui nous permettra au paragraphe suivant d'écrire des résultats de majoration géométri-
que de deuxième micro-supports simultanés, analogues à ceux de [5] pour le deuxième
micro-support usuel.

Soient Mg, . . .,Mp, /?-t-l variétés analytiques réelles (C2 suffit en fait) et donnons-
nous un fermé conique S de T* Mo x . . . x T* Mp et pour tout y=0, . . . , / ? un fermé Aj
de T* M,. Posons M = Mo x . . . x Mp, T* M = T* Mo x . . . x T* Mp. Soit pour
j=0,...,p, xJ un système de coordonnées locales sur Mj au voisinage d'un point
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x-^çMj et (x\ ̂ j) les coordonnées associées sur T*M^. On notera x=(x°, . . . . .x^),
^=(Ç°, . . ., i^) et (x, ^; X, S) les coordonnées associées sur T(T*M).

DÉFINITION 2.1.1. — On appelle cône normal simultané à S le long de (A(), . . ., A.)
l'ensemble

C(S; Ao, . . ., A^{(x°, . . ., x^ ^°, . . ., ^; X°, . . ., X^, S°, . . ., 3^)eT(T*M)

tels qu^il existe des suites

^f*^: y=oî " - p l convergeant vers^, ̂
(x^^)eA,^=0, . . . , j9 J

4eR*J=0, . . .,7^-^+ooJ=0, . . . , / ?

vérifiant :

( x ° r^ 'r0?0 rp?p > t f=^V^w? • • • » ^w? ^m Sm» • • • •» ^mSm/E t3

/J fyJ ^ ̂ h ̂  YJ ,J ^J — ̂ j\ . W /== f) „ )
^mVw -^w/ " ^ î ^ m v S m Sm/ t-^ î^ u? • • • î / 7 ; -

L'ensemble C(S; Ao, . . ., Ap) est un cône intrinsèquement défini comme partie de
T (T* Mo x . . . x T* Mp) 0\ ^. est invariant par les changements de coordonnées sur cet
ensemble issus d'un produit de changements de coordonnées sur Mo, M^, . . ., Mp).

Le cône C(S;Ao, . . . , A p ) est égal au produit des cônes normaux de Whitney
C(So, Ao) x . . . x C(Sp, Ap) lorsque S est un produit S=So x . . . x Sp avec Sj conique
pour tout^'. Dans tous les cas, le cône normal de Whitney C(S; Ao x . . . x Ap) est inclus
dans C(S; Ao, . * ., Ap) avec une inclusion en général stricte.

On supposera désormais que les Aj sont des sous-variétés lisses de T* Mpj=0, . . . , / ? .
Le cône C(S; Ao, . . ., Ap) est alors invariant par T(Ao x . . . x Ap) et on désignera par
C(AO, . . ., A?) (S) son image dans le fibre normal T^ (T* Mo) x . . . x T^ (T* Mp).

Lorsque les A^ sont lagrangiennes dans T* M, on notera également C^ ., A ) (S)
l'image de l'ensemble précédent par l'isomorphisme hamiltonien du fibre normal sur le
fibre cotangent T* Ao x . . . x T* Ap.

Choisissons pour tout j ==0, . . . , /? une transformation canonique .̂ : T*M^T*M^.
telle que ^(A^^M^. section nulle de T*M^. Notons 5C/. : T*A^.->T*M l'application
induite par ̂  et Ï^îoX . . . x ^ : T * A Q X . . . xT*Ap^T*MoX . .. x T* Mp. Il résulte
de la définition :

LEMME 2.1.2.

XC^o,. . .,A,)(S)- {(y\ . . ., ̂ ; r|°, . . ., T|^)eT*MoX . . . xT^M,;

il existe des suites

{Z^y . . . , 2^ ; ̂ , . . . , Ç^) 6 S ;

t^eR*,ui,^ 0,7=0, . . . , p
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telles que si on pose (y3^ r^)=^.(z^, u^) on ait :

Vm-^y3. TVmK-^ri^O, ...,;?}.

Remarque. — Si p=0 le cône C^(S) de la définition est le cône normal de Whitney
[8]. En particulier, d'après [8], th. 10.5.2 si S est lagrangien sous-analytique dans T* Mo,
C\ (S) est isotrope. Lorsque p>0 cette propriété ne subsiste pas comme le montre
l'exemple suivant :

Exemple

Ao=Ai=T*o^, S=T*^^(RXR).

On a :

^AO.A^S)- {féo, ^i; ̂  ̂ î); ̂ S+^î=0}.

Dans la section suivante, on obtiendra des majorations géométriques de deuxièmes
micro-supports simultanés le long de familles de lagrangiennes (Ao, . . . . Ap) par des
ensembles de la forme C^ . . ., A ) (S). Lorsqu'on appliquera ces résultats pour majorer
le spectre singulier ou le deuxième micro-support le long d'une seule lagrangienne de la
trace d'une distribution sur une sous-variété, on ne fera intervenir d'après le
théorème 1.2.2 que l'image de C^ . . . ,A ) (S) par une projection convenable. On verra
que bien que C^ ^ ) (S) ne soit pas isotrope, lorsque S l'est, cette projection elle le
sera.

Soit pour 7=1, . . . , / ? , N, une sous-variété lisse de My qui dans un système de
coordonnées locales (x'\ x"3) sur M .̂ est d'équation x ' ^ ^ O . Soient Ao lagrangienne
conique de T*MQ et pour y = 1, . . ., p, A^=T^.M, muni des coordonnées (x13, ̂ tfj). On
munit T* A, des coordonnées naturelles (x'\ î,'^ x ' ^ , ^/J*). Soit x : T* Mo -> T* Mo une
transformation canonique telle que ^ (Ao) = Mo section nulle de T* Mo (microlocalement
près de ^^T^MoVMo). On note 5c : T*AQ -»T*Mo l'application induite. Soient
V c T * A i X . . . xT*A^ :

( 2 . 1 . 1 ) V={(x'1, ...,^,^1, ....S^;^1*, ...,^*,^1*, ...,^*);

^*=0, |^|=l,y=l, . . . ,^}.

p : T *AoXV-^T*AoXT*N iX . . . xT*N^,

(2.1.2) (to, ̂ ), (x'\ . . ., x^ î,"\ . . ., ̂ p; x 1* , . . ., x^*, 0, .... 0))

-((^*),(x/l,^l*), ...,(^,^*)).

On a alors :

PROPOSITION 2.1.3. — Soit S un fermé conique de T* Mo x . . . x T* M^,. On a :

(X x Id) (p (C^o,. . ., A,) (S) H T* Ao x V))

={((q,q*),(x'1, . . . ,JC'P ;Ç'1 , . . . ,^p))eT• l•AoXT*NlX.. .xT*Np;
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il existe des suites (z^, 4, . . ., x^; ̂ , ̂ , . . ., ̂ )eS, y^eIRÎ, M^-»O telles que si on
pose(x^,^)=^,u^onait:

tô^/0^<7*)
(x^^)^(x'j,^'j)J=\, . . . , p

|^||^|-0,|^|-+œ,y=l,...^}.

Démonstration. — Soit pour 7= 1, . . ., p, 50, la transformation canonique

X, (^ x " ' ; ̂ , ̂ ) = (x ' J , ̂ ; ̂ , - x"^).

Si ((q, q*\ (x'\ . . ., x1"; Ç'1, . . ., ̂ )) e x x Id (p (C^,,. . , ̂  (S) 0 T- A,, x V)) il
existe d'après le lemme 2.1.2 î,"1, ..., î,"1' de norme 1, une suite (z^,, x^,, ..., x^;
^,^, . . . ,Ç^)6S et des suites u^ e R*, u^ -»• 0, j = 0 , . . . , p avec si
(y^^z^u0^:

/2 1 3. f y°n-q, ^J<-^q*
\ tô ̂ uin; ̂  -x'^lu^^(x'\ ̂ ; ̂ , 0)

d'où \x'^\ \ ̂ \-> 0, | ̂ | ̂  + w poury= 1, . . ., p.
Réciproquement ces conditions entraînent celles du lemme 2.1.2.
Supposons AO = T^g Mo et pour ! < = { ! , . . ., p } soient A, et Vi les variétés définies

avant l'énoncé du théorème 1.2.2 (avec 1=0). Soit S un fermé sous-analytique conique
de T* Mo x . . . x T* Mp. On a (cf. appendice corollaire A. 5) :

PROPOSITION 2.1.4. — L'ensemble U Pi (C^, (S) H Vi) est un fermé sous-analytique iso-
i

trope <fe T* Mo x T* Ni x . . . x T* Np égal à

{(x°, x'\ . . ., x ' " ; y, î,'\ .. ., ^)6T*MoXT*Ni x . . . xT*Np

tels qu'il existe une suite

(2.1.4) (x ,̂ ...,x^;^,^, ...,^)eS

avec :

tô ^) -^ (^ ^), tô ̂ ) -^ ̂ 1\ ̂  J= 1, . . . , P
x^-0,|^|[^|-.0^7=l, . . . ,^} .

Concluons ce paragraphe par deux exemples qui nous seront utiles dans la partie 3.
Prenons Mo==C", Mi= . . . =Mp=C2", N^= . . . =N^=0" sous-variété d'équation x"=0
de C2" muni des coordonnées ( x ' , x"). Soient ¥j c: T* Mp j= 1, . . . , / ? des parties coni-
ques données et posons :

(2.1.5) S={(xf,(xf,x/fl), ...,(^,^);

Q ' 1 ^ . . . +9^, (-e^+y71, e"1), . . . , (-9^+9^, 9^))
6T*Mo>< . . . x^M^avec^+x^rQeF,,^^!, . . . , / ?} .
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II résulte alors de la proposition 2.1.4 que l'ensemble

(2.1.6) {(x^)eT*Mo;(x\ . . . ,x ' ;^0, . . ., 0)eU Pi(C^(S) rW}

est égal à l'ensemble

p
+ ¥j== {(x7, ^)eT* Mo; il existe des suites
i

(^,^)eF,,7=l, . . . ,^

une suite x^° e Mo = C" avec

x^x7,^, ...,^^1+...+^-^|^-<0 | |^|-0,7=1, .. . , / .}.

généralisation naturelle du F^+F^ défini par Kashiwara-Schapira dans [8].
Prenons maintenant pour N, la diagonale de M^.=C"./x C"/ d'équation x}=x/ et soient

Si c= T* Mo x T* C"i x . . . x T* C"P, 82 c T* C"1 x . . . x T* C"P deux fermés coniques
donnés et

(2.1.8) S^Oc70,^1,^1), ...,(^^);^°,fé71,^1), ...,(^,^));

(x'0, . . ., x^, ̂ °, . . ., ̂ )eSi et (x-1, . . ., x 1 1 1 9 ; ̂ 1, . . ., ^QeS^}.

Alors U Pi (CAI (S) H Vi) est égal à

{(x70, x'1, . . ., x^; ^°, ^1, . . ., ^)eT*MoXT*Ni x . . . xT*N^

3 des suites (x,°, . . ., x^f; ^°, . . ., ̂ )eS,

avec

(2.1.9) (x,71, ...,x^;^, ...,^)eS,
(x,o,^o)-(x/o,^o)

^+^ ̂  ̂ J. ̂  -^ ̂ - ̂  ̂  ̂  7=1, . . .^
|x^-x^| 1^1-0,7=1, ...,/.}.

2.2. MAJORATION GÉOMÉTRIQUE DU DEUXIÈME MICRO-SUPPORT SIMULTANÉ. - On Se pr0-

pose dans cette section de montrer que le cône normal simultané du chapitre 2.1 est
l'objet géométrique qui majore le deuxième micro-support simultané d'une distribution
valeur au bord d'une fonction ramifiée, en généralisant les résultats de [5] et [13]. On
utilisera les propriétés de base des fonctions et des ensembles sous-analytiques pour
lesquelles on renvoie à [2] ou au paragraphe de rappels de [5] ainsi qu'à la bibliographie
qui y est donnée.
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Soient Mp 7=0, . . ., p, un ouvert de R"/', Xj un voisinage de M .̂ dans C"/,^. un point
de T* Mp Aj un germe en q^ de sous-variété analytique réelle lagrangienne de T* Mj et
(q? qj) un point de T* Aj se projettant sur qj par la projection naturelle.

On choisit un système de coordonnées analytiques réelles t3 sur Mj au voisinage du
point ^ = 0 image de qj par la projection T* Mj -> Mj. On note to = (^, . . ., t^) == 0 et
on se donne Z sous-variété analytique réelle de M == Mç x . . . x Mp contenant to et Z0

complexifiée de Z dans X=Xo x . . . x Xp.
Soit h : Z0 -> C une fonction holomorphe au voisinage de 0, réelle sur le réel, vérifiant

A(0)=0. On notera :

(2.2.1) T^i^Z^^z.Oe^Z^z.eZ^z^zEîa.eC

avec a^ h (zj -> 0 et a^ <9A (zj -> Ç } .

Pour r>0, on note B^= { ^ e X ; | ^ | ^r} et B^B^HM. On suppose qu'il existe une
composante connexe A de (Z — h ~~1 (0)) F} B^ telle que h \^ > 0 et to e A.

On notera Q.y=Byp\ZC—h~l (0) et ̂  le revêtement de Q^ associé au groupe ^(A)
(L ^. ̂  est le quotient du revêtement universel de Q^ par la relation d'équivalence
consistant à identifier deux chemins y^, y^ de même origine et extrémité chaque fois que
Yi J 2 1 est homotope à un lacet de A).

Si K : Û^ -> Q,. est la projection naturelle, TI'^A) est alors réunion de composantes
connexes isomorphes à A par TT.

Soit a : A -> C une fonction analytique réelle vérifiant les deux conditions suivantes :

.3C>0, a>0 et V e > 0 assez petit

(2.2.2) ( \a(t)\dt^C^
JAn{t ; \h(t)\ ^e}

L,
(dt désignant la mesure sur Z déduite de la structure riemanienne usuelle sur tR° ).

Il existe a : Ûy -> C fonction holomorphe et À composante connexe de n ~~1 (A) telles
que :
- a^=a°n\^
- 3Nef^J et pour tout ouvert V de Û, tel que sup^ard(Vri7r~1 (n (?)))<+ oo il

?eV

existe Cy>0 avec

(2.2.3) \a(î)\^\h(K(J))\-^ V^V.

Notons §2 le courant d'intégration sur Z et pour Ref^ où ^codii-n^Z, 8^ la dérivée
d'ordre P de ôz dans la direction d'un (codim Z)-uple de champs de vecteurs transverses
à Z donnés. On pose :

(2.2.4) u(t)=al^\
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Si p : T* X x 2e -> T* Z0 est l'application naturelle, il s'agit de prouver :
x

THÉORÈME 2.2.1. — Sous les hypothèses précédentes

(2.2.5) SS ,̂ . ,̂ ) c: C ,̂ . .^(P-W^Z^HT^AoX . . . x T*A,

les A^ é^û^ complexifiées de \j pour 7=0, . . . , / ? .

Démonstration. - On peut toujours supposer p == 0.
La preuve est semblable à celle de la proposition 1, § III 2 de [13]. Nous allons en

rappeller le principe en renvoyant à [13] pour la plupart des démonstrations. On utilisera
la transformation de F.B.I. généralisée standard

f -^^(xJ-tVil
(2.2.6) TM(X,?I)= e ^ J u(t)dt

J \ t \ ^r

à laquelle est associée l'identification de T*M^. à C"/ donnée par : (^; T-Q-> ^--îT7. On
notera Xj° la transformation canonique T* C"/ ̂  T* C '̂ donnée par :
X?^;^)^^-^^^)-

Si Ly c= C^ (resp. x^eC^) est l'image de A .̂ (resp. q^) par l'identification précédente, il
existe d'après [12] une unique fonction pluri-harmonique (p^. définie au voisinage de x^
dans C '̂, à valeurs réelles vérifiant (PL,^)^ l^^m^)2 avec égalité exactement sur L, et
un difféomorphisme holomorphe r, : (C^, 4) -^ (c^ 0)tel q^ r,(L^)= IR"^. Soient pour
tout j^gjW une fonction holomorphe près de x^ vérifiant -Im^.^^q)^., Y .̂ une
copie de C^- et pour tous y == (y°, . . ., ^p) e Yo x . . . x Yp,
z^^0, . . . . z^eC^ox . . . xC^et ^(r0, . . . . ^)eMoX . . . xMp, posons

(2.2.7) GO.,z,r,^)=if^y-^2-^/^71(^)+—(^71(^J)
o L2 ^j ^j J

(2.2.8) T2^^, ̂ , H)= f f ^^^^u^dtdz
^0,2^\t\ âr

avec
p

(2.2.9) ^^^^^^^^{zeXilzl^R}.

D'après [12] et les définitions du paragraphe 1, (2.2.8) est une transformation de
F.B.I. de deuxième espèce simultanée le long de (Ao, .. ., Ap). Si l'on note ^ la

transformation canonique complexe

(2.2.10)
^ : T* C^ "> T* C"J

(^^j)^(^^j-8g-(x^
\ 3xJ
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XL/X^A,.)^. <= X, et l'identification K^A, : Y,-*T*A, définie au paragraphe 1.1 est
la composée :

r Y,->.TI•IR^•-*T*A,
(2.2.11) ^ '

<- y^(Re^", -ImyQ-^r^XL/X^r'KRe^, -Im^)]

«ù r,»^/^0 désigne l'application induite par F^L//? : A,-» 1R"J sur les fibres cotan-
gents (c/. [12], [5]). On note y^ l'image réciproque de (qj, qf) par (2.2.11) et
Vo=(yï, • • - , 0 (on a Rej'o=0).

En outre T2 u (y, V, u) e H^ avec T = OFo, . . ., ̂  et T, (y', u,= 0) = 1/2 (Im^)2. Pour
e>0 fixé, on notera

t2^=L6Q,;|AO)|^jl

<2-2-1 2) ^-^(tU

A,={feA;A(0^e}, Â^Ânir'^A,)

So,s=2o,^XA,cDRxQ,^ îo,,=So,.XÂ,cD„x^,

et suivant [13] on écrit T2»^, À', ̂ T^l^Xj, ?.', rà+T^lA-A^)^, ^', u).
On a

(2.2.13) ^(^-^(y, V, u)| ^Cteea/1<I'/(y'•>•J).

On pose

(2.2.14) ©(y, n, e)= inf sup [-ïmG(y, z, t, u)]
SI,E (z,t)eîi ,e

la borne inférieure étant prise sur l'extrémité Si , des homotopies
C1 H : So^ x [Q, 1] ̂  DR x ̂  ^ vérifiant

H[|,|^=Id, H||,i^=Id
(2-2-15) H(z, r ,<J)eDRxA- l (e) si A(f)=e

H(z, f ,o )^DRxA- i (e ) si A(0^e

On note î^ l'extrémité de l'homotopie fl : SQ ,x[0, 1] ̂ D^x^^ définie par les
conditions : 7 t»H=H et fî|,,o=7t-11^^ So^îç^.

On a alors

(2.2.16) T2 (1^ ») (y, '̂, n) = f ^'G ̂ z-K w- -» a(î) ̂  (n (î)) dn (?) (fe.
•'îl.t
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Considérons les fonctions

©i(j,^i)= sup (-ImG(y, z, t, i^))
|z | =R
(z, t ) réels

(2.2.17) ©2<J^)= sup (-ImG(y,z , t ,^))
| r | = r

fz, t ) réels

©<J,H,£ )=SUp(©,©i ,©2) .

D'après [13], §111-2 la fonction f"[ ̂  © (y, p,, s) se prolonge jusqu'à £=0 en une
o

fonction localement lipschitzienne sous-analytique sur Y x [0, Hot^1 x ?5 ^L Si l'on note
p

FI nj ®o (y-> 1-0 sa valeur pour £ = 0, ^ > 0, ©o est localement lipschitzienne en y uniformé-
o

ment en \i et vérifie au voisinage de (yo, 0) une estimation de la forme

(2.2.18) jaim^-^QoCy, ^)^j(Im^)2.

En outre, si l'on pose

(2.2.19) ©o<j0= ÏÏm ©o(j,H)
H ^ O

U/>0, V j

il résulte de la proposition A. 1 prouvée en appendice que ©o (y) est localement lips-
chitzienne sous-analytique et qu'il existe P > 0 avec

Cte £13 p Cte £p

(2.2.20) ©<j,n,£)^©oCy,^)+^——^©oCy)+Cte^^+^——

w ° w
0 0

au voisinage de (yo? O? 0).
En procédant comme dans [13] on en déduit que si ((^o? ^S)» • • • » (^p» ^)) est dans

^^Ao1 A ) (M)» on a nécessairement ©o dérivable en YQ et ©o (yo) = (1/2) (Im ^o)2.
Pour r>0 ^ £>0 assez petits, notons (Sa,e)o(e{i,.. . , 12} ^es sous-variétés lisses de

D^xQ^ g définies par les équations de la forme {/^O./^O; i e ï , j e J ] où (I, J) décrit
l'ensemble des partitions de { 1, . . ., 4} et/i, . . .5/4 désignant les fonctions :

(2.2.21) |z|-R, \t\-r, |A(0|-J , A(0-e.

Comme le lemme 4, § III-2 de [13] s'étend au cas de plusieurs paramètres (cf. proposition
A. 1 en appendice), il résulte de [13] (cf. également [5], § 3.2) qu'il existe :

— une suite (j^,,^, . . .,|j^)eYx]0, jLio]^1 convergeant vers (jo, 0) telle que ©o soit
analytique au voisinage de (y^, ̂ m) pour tout m et que dy ©o (y^, 1̂'") -> - Im yo;
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- pour tout meN une suite (y^^ ^'^ ^ ^eYxjO, Hol^^O, £0] convergeant
vers (y^, n"1, 0) telle que © soit analytique au voisinage de (y^ ^ ^fc» ^w 'fc) et que
TU^/O^e/ajO^rn,^ k. £"'fc) converge vers (2/Q (5©o/^) (y^ \^)

- une suite (z^ fc, r^ fe; ^, „, T^ ̂  e U T^, ̂ . k telle que

, . , f / BG 3G 8G
(ym,k. ^m,fc. ^k^m.fc. Cm, k. ̂  fc) e < ,̂ Z, r; ——, ——, ——

( \ 8y Sz St ^

i. e. que l'on ait pour tout j ==0, . . ., p :

<k=<(<fc'--4,fc)

Çm,k==-^,fc-<k)

(2.2.22)
-_L-^fr'1^' ))+ l rr'"1^' ^/J \"| ̂ ^ 1 (^m, fc)
L^'V J J ^'^"(^y11^ (z-^ ^J—3^—^[^^^œr1^.))^;,^ ^

—;
Tm' k "~ ( m,k\2 ̂ J ^zm' k^ ïm' k^'

(^ )

Comme (y^ j,, r|̂  fc) -» (jo, - Im yo) il résulte de la première des relations précédentes
que pour m ̂  WQ assez grand et ^ ̂  feç (w) assez grand | z^ \ <^ R et donc Ç^ ^ ̂  0. Passant
à la limite lorsque k-^ +00, on trouve les relations analogues à (2.2.22) obtenues en
supprimant l'indice k avec la condition

(2.2.23) (^T^ep-^T^i^Z^Ul^^reZ.I^-r}.

Il en résulte que si m-^ +00, ^-^o^O et donc seul est à prendre en compte le
premier terme de la réunion (2.2.23). On obtient alors pour tout y

(2.2.24) {Rey^ - Im ̂  = lim —— / ̂ -1 o ̂  o ̂  ((^ , (^2 ̂
w ^ + oo 4l; ;

le point . désignant l'homogénéité sur les fibres. D'après le lemme 2 .1 .2 cela signifie
[puisque XL/XÀ(A^) n'est autre que la section nulle]

(2.2.25) (Re^o, - Im y,) e x C ,̂.,, ̂  (p '1 (T?-1 ̂  Z^),

X désignant l'application Fo0 XLO ° xS x • • . x Fp ° XL^ ° X^ d'où le résultat grâce à (2.2.11).
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3. Applications

On va, dans cette section montrer comment les résultats précédents permettent d'obtenir
des majorations géométriques du front d'onde C°° de distributions obtenues par applica-
tion à des distributions du type de celles étudiées dans la section 2 d'opérateurs pseudo-
différentiels C°° et d'opérations non linéaires. Les majorations cherchées doivent évidem-
ment être indépendantes des opérateurs précédents et ne prendre en compte que les
données géométriques du problème.

3.1. DEUXIÈME FRONT D'ONDE SIMULTANÉ ET OPÉRATEURS PSEUDO-DIFFÉRENTIELS. — Soient

Mo, . . ., Mj, /+1 variétés analytiques réelles de dimensions HQ, . . ., ^ et Nj+^ , . . .,
Np, p-l variétés analytiques réelles de dimensions n[+^ . . . . n'p. Pour tout y =0, . . . , / ,
soient Aj un germe en ^eT*M^. de lagrangienne analytique réelle lisse de T*M^ et
(̂ ., q^) un point de T*A^. Pour 7=/+1, . . . , / ? on pose M,.=N,xN,, n^ln'^ et on
plonge N, dans M, par l'application diagonale. On choisit pour j ==0, . . ., p un système
de coordonnées locales t3 au voisinage de la projection ^ de qj sur Mj si O^/^ / et au
voisinage d'un point ^ de N^ pour l+l^j^p, tel en outre que poury=/+l , . . ., p,
^=(t'3, t"3) avec N .̂ d'équation ^==0.

Soient u(t°, . . . . t1, ^+1, . . . , t^) une distribution au voisinage de
Oo, . . ., ̂  t^\ • • • . ^) dans M Q X . . . xM.xN^x . . . xN, et poury=/+l , . . .,
p, Uj une distribution au voisinage de t'^ dans Ny et Qj un opérateur pseudo-différentiel
C00 au voisinage de ^ dans Ny. On pose :

u(t°, . . ., ^)=u0°, . . ., t\ t'^\ . . . . ̂ ) ]"[ ^(^+^)

( 3 . 1 . 1 ) uo°, . . . , ^ )=uo° , . . . , i\ t'^\..., ^) n (Q.^)(^+^)f + i
(les produits précédents ayant un sens comme produits tensoriels).

Soit N=Mo x . . . x Mj x Nj+i x . . . x NpCMo x . . . x Mp. Si U vérifie localement la
condition de régularité (1.2.3), on a d'après le théorème 1.2.2 :

(3 .1 .2 ) WF^,..., ̂  (U !„) c= U Pi (WFi,1 (U) H Vi).
I < = { ï + l , ..., p }

Notons (t'\ s ' 3 ) un système de coordonnées produit sur N^ x Nj. On se propose de
prouver ici (indépendamment de toute hypothèse de régularité sur U) :

THÉORÈME 3.1.1. — Pour tout 1 c { / + 1, . . ., p }, on a (en identifiant pour
y e { / + 1, . . .,p}-ï T-M, à T*N,xT*N, et T^N, à N,):

(3 .1.3) ^(WFi^^nV^ŒpiO ]-[ (WF(M,(^))UT^.N,)
1+^^JâP

J^î

xwFi,1^0,..., t1, ̂ + 1 , . . . , ̂ n^^))]^^)
j e l
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où A; est la famille de lagrangiennes de (T* Mo, . . ., T* M^. (T* N,)^ ̂  i ̂ .^, (T* M,),^)
donnée par A;=(Ao, . . ., A,, (T^.N,)^, ̂ i^, (T^.M^i).

Démonstration. — II résulte de la définition même du deuxième front d'onde simultané
que l'on a

(3 .1 .4 ) WFi'/(U)ŒWF( n Q^WF^u^nQ^)
J ^ I J 6 l

!+l^j^p

et il suffit de majorer le deuxième terme du membre de droite de (3.1.4) par
WF2^1 (u 00 ]~[ Uj) au voisinage des points de Vp On peut, sans perte de généralité

J 6 l

supposer !={/+!, . . .,/?}. On notera alors Ai=A, Vi=V. Pour touty=/+l , . . . , / ? ,
A^=T^.M^ est muni des coordonnées (t'\ ^"j) et T*A^ des coordonnées (t'\ ^"3\ ^J'*,
ï7^*). D'après la proposition 1.1.5, il nous faut voir:

LEMME 3.1.2. — On a

(3.1.5) WFi• l(U)n^ / / j*=0, |T^|=l ,7= /+l , ...,^}cWFi'1^).

Dans le cas où les opérateurs Qp 7=/+1, . . . , / ? sont classiques, le lemme peut
probablement s'obtenir par une méthode de phase stationnaire, comme la proposition 1
de [9]. On va plutôt ici exprimer une F.B.I. de deuxième espèce simultanée convenable
de U à partir d'une F.B.I. analogue agissant sur u et prouver directement que l'opérateur
® Qj est « simultanément 2-microlocal ». Nous utiliserons le lemme suivant ([6], proposi-

J 6 Ï

tion 9.6.2) :

LEMME 3.1.3. — Soient u une distribution à support compact sur M^+i x . . . x Mp, W
un voisinage de Supp M, borné. Posons

(3.16) T^x^, ...^a^, . . . , a^ )

,r-^^)^)2,^^ ,.̂ -.,̂ .

Si OeC^W) avec M assez grand (devant l'ordre de u) on a

(3.1.7) < M , O > = lim 2-^(2 n) "^i^] <S)(t)dt [+00 x . ..
r -»• 1 - J\y Jo

<r^"n»?-^,...^f . . . f n(-(^y)
JO l+l J lœ^1^! J | œ P | = l î + l \ \ ^j I )

xTM^+frœ^1 , . . ., t^iro)^ a^i, . . ., a^^œ^1. . .d^

On peut toujours supposer u à support compact près de (^, . . ., ^, ^+1, . . ., t'f) et
le symbole de Qj à support compact près de t ' ^ .
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Pour y=0, . . ., / soient gj{y\ x\ ̂ .) une phase associée à la deuxième microlocalisation
le long de A .̂ près de (q? qf) (cf. début du paragraphe 1.2), y^ le point de X .̂ (complexifiée
de Mj) associé à (q? q]) par les identifications naturelles, Y^Cy0, . . . , y1),
Y^O^ ... ,^0)-Posons

(3.1.8) TiU(j,^,^ • ' • ^ p )
r E ̂ 7n?) 9, (y^ xJ, p •) - s (îi'/2) (^ - t-/)2/^ - ^ 072) (y'-/ - t'-i)2

= \ e0 - - 0 • ' 1 + 1-I
-(À//2) Ï (tft•i)2/Vif+i^' i y " J . t f ' • l ^ t ^ 2

? + 1 " i +1
\r» ^) ^ ^ i - / / ^ * . . » n , 1-1 y . - 1 t~1 f\ - »

x^ ï+i J î+ i j \J(t)dtdx°. . .dx1.

C'est une F.B.I. de deuxième espèce simultanée le long de A=(A(), . . ., Ap) (c/.
(1.1.23) avec ^.(^)= l-^2), l'intégration en x0, . . . . ^ étant faite sur un produit de
bons contours Zo x • • • x ̂ r on notera

(3.1.9) C(Y^^+ 1 , . . . ,^ ,^ ,^)
? Î.O.'/^g^yJ, xJ, ^)-î.(^/2){xJ-tJ)2^2

=\e° 0 U (0 A°. . . dt1 dx0. . . âfx1

de manière à avoir

(3.1.10) TiU(y,^,^ •••^p)

= r-^^^)^-^2-^)!^^^^ ^i^.. ̂  ̂  ̂  ̂ ^.i, .̂

On définit de même u en remplaçant U par u dans (3.1.9).
Soient pour7'=/+l, . . ., p, B^(D^) un opérateur différentiel à coefficients constants

elliptique. Comme il suffit de prouver l'analogue de (3.1.5) obtenu en remplaçant le
membre de droite par

wF^n^V\i+i /

on peut supposer U donné par

r i ( t j + t " j - ? j - ? ' - i ) . a " - i + i i ( t ' j -p j ) .^
( 3 . 1 . 1 1 ) W, . . . , ^)= ^ i + l l+l

xe^^, ..., ̂ ) n Q,(^+^ ̂ B,-1 '̂, ̂ 'Mr0, ..., t\ ̂ \ ..., l^cKdS^
1 + 1

Q étant une troncature près de (^+1, . . ., t'^).
On choisira bien sûr B .̂ d'ordre assez grand pour que l'intégrale précédente en Ç soit

absolument convergente. Une formule analogue donne Û en fonction de u.
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Considérons la fonction

(3 .1 .12 ) ^(P^,...,?-;^1,...,^^^,...,^)
p /.

== TT ^-(^72) (y'-l-t'J)2-^/! ^f) (t"J)2+i'k' t " J . y " J / ^ 2

j = l + l J

x e1 {rl^) (t'^f'J-T'J-vi2 7"J).^"3+i (n^) (t'J-?J).^j

/ ' \ ' Î ' " J \ / ' \ ' î ' 1 \ / ^ ' \ n -xe^^, . . . , t"')Q^+t"^ ̂ ^(^-y\\ ' d t ' ^ .

C'est une fonction de classe C" en 1 si les B .̂ sont d'ordre assez grand.
Notons p = (n,+1, . . . ,^)et

(3.1.13) ^(Y',?^, ...,?; X',^)

=y(Y', (P'̂ , n,2^?'̂ 1), . . ., (('?, ̂  r"r); À', n').

On a alors, d'après (3.1.10), (3.1.1l):

(3 .1 .14 ) T^UO^'.Ho, ...,n,)

=n ̂ J"ii(Y', 7; x', n')a>(7, ̂ +\ ..., y^', a,,,, ..., ̂ )^-

Posons

T^<,«(J0, ...,J',.?1+1, ...,?;?.', H)

0 -(Î.72) î OjWi)1 Ç -(À'/2) ^ (l,[(y''J-^)2+(i9';_(~-7)2]

=^^?Je !+1 J^ '+l ^(Y',?,^^')^-

de telle manière que T^,u=T^u lorsque .̂= 1, V7=/+ 1, . . . , p . On a en outre

(3 .1 .16 ) T^^O'0,...^',?^,...,?;^^

— -(>.'/2) ^ ^(y"J)2

=nP?^ '+1 T(rç(Y', . . . ,^',u'))
(+1

(C?"1, ̂ +1), . . ., 6^ ̂ ), ̂ a,,,, . .., X'a,)

d'après (3.1.6).
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II résulte alors de (3.1.14) et du lemme 3.1.3 que T^ U (y; À/, ̂  • • • » Hp) s'écrit (à
un facteur multiplicatif polynomial en À,7, ^o, . . ., ^ip près) :

/* / '+QO ^+00 F
(3.1.17) lim (ft\ da^,...l da^\ â to^x. . .

r ^ l - J W . JQ JG J tœ^ t ^ î
P

r-^l-Jw; JQ JG J tœ^ t ^ î

? f r p , -(v/2) i (y'J-t'J)2-^/!) i (r'^/^+iÀ/ i t"J.y"J/^
x d(ùp\dt\dLY\anrle l+l l+l l+l: f d^ \dt (^n^^

J l t o ^ l =1 J J 1+1J\mP\ =1 J J t+1

ir 1 (tf•'+t"•î-?J-t^ï?"JU'f•if^^î+ir î (t'J—'t''i}.(31vt]
xe l+l l+l

xe^^,..., n n Q/^+^ ̂ ç'iB,-1/^^
l+l \ ^j / \^ij /

[ p / . D. \ -072) Ï. aj[î+(?f•l+irG>"•')2î 1x n i -<^—>^ J+l Ti,^(j°,...,^
î + l \ À, (7, / J

(F^^î-rœ'^1, -^-^-hro/^1), . . ., (F^+frfô^

-^+rœ^),^^ .-^p)

où W^^?^, ...J^a?^1,^!?'^1), ...^P^^F^eW} avec W voisinage
borné du support de u par rapport aux variables (?^1, . . ., ?).

Si Q(z", Ç") est l'un des symboles Q^ on sait d'après [15], §-1 que Q admet un
prolongement presque analytique Q (z", Ç") : c'est par définition une fonction C°° de
{z", Ç") e C"' x C"', à support dans | Im z" \ -h | Im Ç ' |/(1 -h | Ç" |) ̂  1, telle que
Q|o5"'x^'==Q et que :

|^Q(^0[+|^|.|^Q(^^|^c^|ç/regQf|Im^|+l^
\ |KeL5

(3.1.18) si 1^1^

|^Q(z-, ;;-)! +|arQ(^ 01 (̂|Im z-l + |Im ̂ |)N si \^\^

pour tout entier N. De même la troncature 9 admet une prolongement presque analytique
à support compact vérifiant des estimations analogues.

Utilisant ce prolongement, on peut donc calculer l'intégrale de l'intégrant ïy de (3.1.17)
sur des contours complexes. Prouvons alors :

LEMME 3.1.4. — Supposons que pour j^ /+ 1, . . ., p, || Re y " 3 1 - 1| ^(1/2) et que y3

reste dans un compact. Alors il existe Q<C^<C^ tels que pour tout £>0 assez petit,
T^U(y,À/, n) soit égal, modulo un reste à décroissance rapide en K ' , à des intégrales de 1^,
^I^, 3çli, calculées sur des contours complexes en (t, 7, Q bornés, contenus dans

( 3 . 1 . 19 ) n=f(a^, ....c^œ^1, ....œ^1, ...^P^, ...J^1, ...,^);
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c^CT,^C2,y=/+i, . . . , p

S î'^i^-R^-i^ + -^+^-RÎ^_,I^ <,]E T^i^-^y"-i—y- + -i?'^^-^
(+1 <7y c .̂+1 <7; CT,

Démonstration. - La preuve étant la même pour chacun des indices j =l+ 1, . . ., p,
on fixe celui-ci et on l'oublie dans les notations. Considérons les fonctions :

H0^,^?^4?'2

H1 (y, t, n) = (Re y ' -1')2 + ( t " + Im/'Y
Vl-i 7

(3.1.20)
H2 (y, Ç, n) = (im / + ̂ ^\ + (R^ ̂ " + ç")2

H3(r,7,^)=o'-?)2+f^-?'Y
\H /

H^orcù, Ç, n)= fç+ç-+CTr(o'Y+(Ç"+CTr©")2.
\ V- )

Soit xeCo°0- 1,1D, /= 1 au voisinage de [-(1/2), (1/2)]. Soit C>0 assez grand pour
que / (H° (7,, |i)/C2) soit identiquement égale à 1 au voisinage du support par rapport à
7,. de MJ;(Y', P-'1, . . .J1'; r, u'). Soit c>0 à choisir assez petit.

Considérons le contour complexe :

S = ̂  (CT, co, t' + is x (H^c2) (îm y' + l^+^\, t" + is x (H^c2) u2 (Rey" + Ç"),

7-i———^o/2C2)(^+ar»•\7'-i———^/2C2)(ç'+ar^''),
(3.1.21) v tl / 1+CT

Ç + » x (H2^2) fu2 (/' - ?) - (t- - ?')), Ç" + ̂  (H2^2) f ^ - ?'̂  ;
\ \H // \u2 77

0, 7, 0 réels, îeW,., oeIRÎ, ©eS"-1, 5e[0, l]l.

Le bord 5=0 de S est le contour d'intégration réel de (3.1.17). On notera Si le bord
s= 1. En tout point de S, l'intégrant de (3.1.17) se majore en module par l'exponentielle
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de:

(3.1.22) ^(Im y)2- ^(Re /-(')2- ̂  +Im /'Y

-^X(H^)(l-^^)[(lmy^)\(Re,".^]

r^X(H°/2C-)/_^ .X(H°/2C^\r^^^Y ^1
1+CT \ CT+1 2 ;|_\ V-2 ) J

-x'^(H2/c2)^o'-?)2+(^-?'Y1
-^(l-r^CT-OeX'CTO-x^/C2))

le dernier terme provenant du choix de C relativement au support de Uy On a d'après la
formule de Stokes

f i,=f i,+f(U+^)
Jïi Jî,o Js

et la preuve du lemme consiste à montrer que

r rlim I, et lim (3j,+3çl,)
r -* 1 - Js^ r -»• 1- Js

existent et ne diffèrent des intégrales de Ii et ~S Ii respectivement sur des contours contenus
dans Q que par un reste à décroissante rapide.

Pour cela, on va utiliser les majorations (3.1.18) appliquées à Q(Y+^, \'^,"1\^) de
la manière suivante : si [^'1^1/4, l'hypothèse l^iRe/'l^l entraîne que ^(H2^2)
est nul (pour c assez petit) et donc le contour Z reste réel par rapport aux variables
(;;', Ç"); les inégalités (3.1.18) appliquées avec Im Ç'=0 entraînent alors

(3.1.23) ISjj^C^^^/c^H^^^^y^Y68^^^ '

X^072)(Im y)2-^'/!)!^, t, H)-(Â/ s / 2 ) x (H^c2) H2 (y, Ç, p)

X^-^(sx(H O /2c 2 ) /2 ( l+(^) )H 4 (CTr(a , Ç, X)-V s x (H2^2) H3 (t, ?, p)

X ^-072) (1 -r2) o-Cte ^o (1 -x (H°/C2))

Si | Ç" | ̂  1/4, on peut appliquer la première des inégalités (3.1.18) et on a alors

(3.1.24) | U | +13ç IJ ̂  CN ̂ N (X (H^c2) H2 (y, Ç, ^)1/2 + x (H'/c2) H3 (r, ?, ^l)l/2)N

( V \deg Q /^ \-1
x l+- i |Ç" l ) B ( ^ Ç )^ / \r /
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X^(V/2)(Im y)2 -(X72) H1 (y, t, ^)-À/s/2 / (H^c2) H2 (y, Ç, n)

^-(Vsî^HO^C^a+c^H^arœ, Ç, n)-r sx (H2^2) H3 (t, f, n)-072) (1-r2) a-Cte r o (1-x (HÛ/C2))

Commençons par montrer que les intégrales étudiées convergent lorsque o -> + oo,
uniformément en r-^ 1-. Sur le domaine où H°^C2 c'est clair d'après les inégalités
précédentes prises pour N=0. Si H°^C2, /(H^C2)^!. Si de plus
((Ç/+^)2/^4+r2)l/2^o/2 on a H^arœ, Ç, a)1/2^^ (pour r près de 1) d'où une
estimation de (3.1.28), (3.1.24) par

C^N((H2)l/2+5c(H2/c2)(H3)l/2)NA + \ \^\\^ "B^Ç/u2)-1

X ̂ /2 (Im y)2 -Cte r s ̂ /(l +(T)

Si on choisit N=2, on obtient lorsque a-^+00 un facteur de convergence en a"2.
Dans le cas où ((Ç /+Ç / /)2/^4+Ç / '2) l/2^a/2, il suffit d'appliquer les inégalités (3.1.23),
(3.1.24) avec N=0 puisque les BÇVÇ/u2)"1 fournissent d'emblée le facteur de conver-
gence. On peut donc passer à la limite lorsque r -> 1 — .

Sur la partie de S sur laquelle H^c2/^ |3ji |+|3çli | est décroissance exponentielle
en K' d'après (3.1.24). Il suffit donc de considérer la partie de S sur laquelle H^c2^
donc ̂  (H^c2) = 1. On majore alors 15Ji | +1 ̂  Ij par

(1 4- \ \ ̂  l)'68 Q deg B CN ̂  (H2 (y, Ç, u)1/2 + x (H2^2) H3 (r, ?, u)l/2)N

X^72)(Im y)2-(À72)s(H2(y, Ç, n)+x (H2^2) H3 (t. f, ^1))

Cette expression s'estime par (1+X / |Ç|/^2)deg ^^-^ B CN^-N dès que H2^2/! ou
H3^2^. On est donc réduit à H^c2/^ H2^^, H3^^. Si c est assez petit, et C
assez grand cela entraîne en particulier que x(H°/2 C2)^ 1.

Alors j 3ji | + [ 3ç Ii | s'estime par (1 + À/1 Ç l/u2)^ Q-deg B fois

C 5•N^'(ïm y)2/2-À- 'SH4/2< i+<r)< (^ V-N

si H4^2^. On peut donc également se restreindre à H4^2/^. Ces conditions, combinées
avec l'hypothèse l/2^|Re y7)^! entraînent que la portion de contour restante est
contenue dans û si c est pris asez petit. Cela achève la preuve du lemme.

Fin de la preuve du théorème 3.1.1. - II résulte du lemme 3.1.4 que dans l'expression
(3.1.17) de T^ U(y, \\ u) en fonction de T^ ^u la seule contribution a priori non
négligeable est fournie lorsque (r^+zœ^, - i T ' 3 ^ ^ " 3 ) est dans un voisinage arbitraire-
ment petit de (Re y ' ^ i Im /^/a,, Re y^/a.+f Im y " 3 ) . Or pour tout ae[Ci, C^] fixé,
Ti.^Y^1,...,^,^) caractérise WFi'1^) près du point (too,^),...,
te,<7*), (Rey^1, -Rer^1, -0^1 Imj^1, ^, Im r^^ .. ., (Re y ' ^
-Re y " ^ -a, Im ^'p, ̂  Re y " ^ ) . Donc TiU(j, îi', a) est à décroissance rapide dès
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que le point

(too, qî\ . . ., (^ qî\ (Re/^S -Re/^1/^,; -Im/^1, a^ Im/^1), . . .,
(Re / ̂  - Rey" ̂ ; - Im y ' ̂  G, Im y " Q)

n'est pas dans WF^' 1 (M). Compte tenu de la proposition 1.1.5 cela revient à dire que :

(too, qî\ . . ., (^ ^*), (Re/^S -Re/^1; -Im/^1, Im/^1), . . .,
(Re y ' p , - Re // p; - Im / p, Im y " p))

n'est pas dans WF^' 1 (M). Le lemme 3.1.2 (et donc le théorème 3.1.1) en résultent.

Remarque. — Le point essentiel, dans la preuve précédente, est de pouvoir montrer
que sur le domaine fournissant une contribution non négligeable à (3.1.17) on a pour
y = / + i , . . . , / ?
(3.1.25) (^Ci^l^l^C,

(ce qui entraîne que ^" j —^^(t'^t" \ À/Ç"7/^) est un symbole). Cela est vrai parce
que pour tout j \ Re y " ' • / 1 est proche de 1, hypothèse qui résulte de la structure même de
la formule de trace du paragraphe 1.2. C'est uniquement pour avoir cette condition que
l'on a été amené à introduire le deuxième micro-support simultané et à prouver la
formule de trace associée.

3.2. SINGULARITÉS DE PRODUITS. — On se propose dans ce paragraphe d'appliquer les
résultats précédents à des théorèmes de majoration de fronts d'onde de distributions
obtenues par l'application d'opérations non linéaires et d'opérateurs pseudo-différentiels
à des distributions « connues ».

On appellera « arbre » un ensemble ordonné 1 tel que l'ensemble des minorants stricts
d'un élément quelconque de 1 ait un unique élément maximal (lorqu'il n'est pas vide).
On supposera 1 connexe i. e. il existe un seul élément de I, noté 0, qui n'a pas de minorant
strict. On note alors f:ï— [0] ->ï l'application qui à tout élément associe l'unique
élément maximal de l'ensemble de ses minorants stricts et I°°= {ieï,f~1 (Q==0}.

Soient M un ouvert de R" et I un arbre (connexe). Pour tout^'el, on se donne :
— un opérateur pseudo-différentiel C00 sur M, Q .̂ d'ordre m? et pour toutyel00;
— une sous-variété analytique réelle Zj de M.
On note S^. le courant d'intégration sur Z^. On a ôz.eH^(M) si Sj< —(1/2) codim^Z^..
Définissons par récurrence

(3.2.1) Oj= inf (âfc-Wfc) si 7'eI-I00 ^.=^. si jeî^
kef-1^

et supposons que pour tout7'€l—I00 (jy>w/2.
Notons X un voisinage complexe de M et pour toutyel00 soit Zf complexifîée de Z.

dans X.
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On définit par récurrence

U,=ô^, si yel00

(3•2•2) U.= n Q.U. si yel-l00 .
kef-^j)

On a alors :

THÉORÈME 3.2.1. — Sous les hypothèses précédentes,

(3.2.3) WF(Uo)c:{(^ ï)eT*M; V/el z7 ̂ ^ M^ suite t^eX, ̂ -.r,

Vye I00 il existe une suite ̂  e C" avec ( ,̂ T^) e T^ç X (J T^ X

vérifiant :

E T^T,^vyei-{o} l^-^l l ^ T^ |^O}
je ï 0 0 f c 6 l ( j ) n l 0 0

où pour jet, ï(j)={keï, 3 /eN avecf1^)^'}.

COROLLAIRE 3 .2 .2 .— Soient pour j== ! , . . . , /? , ̂ e H^ (M) avecs>n/2 une distribution
conormale C00 fe to^ rf^^ sous-variété analytique réelle lisse Zj de M. Alors, avec la
notation (2.1.7), <w û .-

(3-2-4) W Ff^^) cf^ (T?çXUT$X))nT*M.
\ i / \ i /

Démonstration. - Chaque Vj s'écrit Q .̂ où Q .̂ est un opérateur pseudo-différentiel
C00. Il suffit alors d'appliquer le théorème.

La preuve du théorème utilisera le lemme suivant :

LEMME 3.2 .3 .— Soient Mo, . . ., Mp, p + 1 variétés analytiques réelles lisses,
A I , . . . , A P des lagrangiennes analytiques réelles lisses de T*M^, . . ., T*M et n :
Mo x . . . x Mp -> MI x . . . x Mp la projection. Soit u une distribution sur Mo x . . . x M
telle que n |gypp ^ soit propre. Soit

^T^MoXT*A, x . . . xT^A^T^Ai x . . . XT*A^

la projection naturelle. On a alors :

(3.2.5) WF^1 . . . ,^/L^... ,^)AO^

c^[WF(2TM loMo.A,...,A/^)nT^MoXT*A,x...xT*A,].

Démonstration. - Considérons une F.B.I. de deuxième espèce simultanée le long de
(Ai, . . ., Ap) donnée par :

(3.2.6) T ,̂,̂ )= f e'^^'-y- - l ' - -^ '1... ̂  >•) Q(t1, ., t " ) v(t\., t")dtdx
Jî.
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(9 troncature convenable). Le lemme résulte de la formule

(3.2.7) T^,, ̂  v (y, ̂  n) = (5i72 ̂  dim ̂

x f^°r[ ^'G(y' x' t f ̂ -^2^0-to)2 901,., ̂  M(r°, ̂ ., ̂  Ao. • .Ap^l

lorsque v= \u dt°.

Introduisons quelques notations : on appellera sous-arbre de 1 toute partie Jcl qui,
munie de l'ordre induit est un arbre connexe d'élément minimal 0. Pour toutyel notons
M. une copie de M. Pour tout sous-arbre J de 1 on notera Aj la famille de lagrangiennes
Aj=(Aj,,)^jOÙ

„ , o. fA^=T*,Wî(M,xM,) si y e J - { 0 }
v ' / l A^=TS,.M,(M,xM,) si yeI-J.

Pour tout 7"el-{0}, identifions Mj à la diagonale N, de M .̂ x M .̂ et posons :

V .̂ = T* (Mj x Mj) 1̂ ., p, : \j -^ T* Mj projection naturelle

(3.2.9) ^ '• T^ (M^x M^ x T* M^ ̂  T*(T^(M^x M^)) iniection naturelle
Mj

V,=I,(TS/M,XM,) x T*M,)n(T*(T^.(M,xM,))[^.(M,xM,)-N,)
Mj

pj : ^ -> T* M^ projection naturelle.

On posera en outre A,, o^iîio^ Vo=T*Mo, Po:Vo-*T*Mo égale à l'identité. Si
T* Aj désigne le produit f] T* Aj^ j

J 6 Ï

v^ n v^ n v.
j e J - { 0 } j e ( I - J ) u { 0 }

est une sous-variété de T* Aj et les applications pj et pj précédentes permettent de définir :

(3.2.10) pj: v^rn*^-
J 6 l

Si T est un sous-arbre de 1 avec Jc=T, on utilisera les mêmes notations Aj, pj pour
désigner les objets obtenus en remplaçant dans (3.2.9), (3.2.10) I par T, la signification
à leur donner étant toujours claire par le contexte.

Pour tout^'el, posons d(f)=m{ {d;fâ(j)=0} et pour J sous-arbre de 1 et le N :

( 3 2 1 1 ) fJ,={yeJ;^/}
(3- ) tj'^eJ;^)^}.
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On notera

J^Jni00, Aj=T*MoX n T^M,
j e f ~ l ( ï )

sous-variété de

T*MoX n T*M, et p , ' . A^T*Mo
J'e/-1^)

la projection naturelle. Si /eN, on définit A^ et p\ comme Aj et ̂  mais en remplaçant
/-1 (J) par/-1 (J)-/-1 (J1). On va prouver :

LEMME 3.2.4. - Pour tout entier l on a :

(3 .2.12) WF(Uo)c= U ^[AîrWV.HFj)]
i^ii

J sous-arbre

avec

(3.2.13) Fj=[ ]-[ (WF(U,(^))U^,M,)]
j e f 1 (J)-f ~l(îl)-3

xwFi,^ n ô^-^) n u,^))
^e / - 1 ^ ) - / - 1 ^ ) jeJ^uJ 0 0

avec la convention de notation s0 = t0.

Démonstration. - Supposons le résultat prouvé jusque l'ordre / et montrons-le à
l'ordre /+ 1. Dans le terme 2-microlocal de (3.2.13), on peut poser pouryeJ^J00 :

vj (^) = f n 8 (^ - ̂ ) Q. U, (^) dt11

^ h e f ĵ)

D'après le lemme 3.2.3, on a alors

(3.2.14) WFi'/( n 8(^œ_^ ^ u,(^))
J'e/ l ( î ) - f~ l (J l ) jeJ^uJ 0 0

-M n T^nWFj^ n 8(^œ-^ FI Q,U,(^) n U,(^))]
• /6/ (J) Je/ '^J) J'e/-1^) ^ej0 0

^j désignant la projection naturelle de

n T^M.x n T*M,xnT*M,
^6 / ^^ J'e/'^J)-/-1^) J'eJ

sur

n T*M,x I-[T*M,.
J6/ ^J)-/"1^) J 6 J
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En écrivant pour j e/-1^), Ô^^^^Q.U.^^Ô^^-rQQ.U,^)!,^^ et en utili-
sant le théorème 1.2.2, on majore le terme en WF^ 1 ( . . . ) du membre de droite de
(3.2.14) par

(3.2.15) U Pj.îtV^nWFi^ ]-[ 8(^œ-^)
Jc j c Ju /^ ( r t jef l (3 )

î sous-arbre x n <w(^) n W))]
jef-1^1) jeJ0 0

OÙ

v,î= o ^x n v,
j e J - J j e J u f ~l(îl)-'S

et pj 7 est la projection naturellement associée.
D'après le théorème 3.1.1 chacun des termes de la réunion (3.2.15) se majore par

pj, î[Vj, î n ( n (WF (u, (^)) u T .̂ M,)
j e f l (J l ) - ( ] -J )

^Fi^ n s^-^) n u,(^)))].
jef-^î) jeJ00 u(î-J)

En outre /"'(^/^(î)-/"1^1) et J00 U(T-J)=Î^1 UÎ00. En reportant
(3.2.14), (3.2.15) et la formule précédente dans (3.2.12), (3.2.13) au cran/, on
obtient (3.2.12), (3.2.13) au cran /+!, compte tenu des égalités précédentes et de
(/~ l(J)-/-l(J^)-J)u(/- l(JÎ)-(J-J))=/- l(J)-/- l(^+l)-î.

Démonstration du théorème 3.2.1. — Démontrons le théorème par récurrence sur la
longueur /(I) de l'arbre 1

(3.2.16) l(ï)=sup[d<j)Jeï].

Supposons le résultat déjà prouvé pour tout arbre de longueur </(!). Appliquons le
lemme 3.2.4 en choisissant /=/(!). On a alors J^cJ00 d'où/~ l(J Ï)=0 et Vj=Uj pour
^eJ^UJ00^00. D'après l'hypothèse sur les u? le théorème 2.2.1 entraîne :

(3.2.17) WFi,1 ( n 8 (^ œ - t j) n ^ ̂ ))c CAP (Sî) H T* Aj
J'e/""1^) jeJ0 0

où Af est complexifîée de Aj et S\ est l'ensemble des points complexes :

(3.2.18) ^^{(r0,^),^-!^^),^-^,^^,^),,^;
E T", ( - T'), e / - 1 (J). ( E A- e J - (J°° u { 0 }). (^)j 6 J00)

k e f - 1 ^ ) k e f - 1 ^ )

avec

t^sf{j) sijef-1 (J) et (̂ , aQeT^X, U T^.X, si^eJ00}
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(toujours avec la convention s°= t° et en notant X .̂ un voisinage complexe de M.).

D'après le lemme 3.2.4 et la proposition 2.1.4, on a alors :

WF(Uo)c= U {(^T°);
Jcl

J sous—arbre

il existe

- Vye/-1^)-^ ^'er avec (t°, ï7) e WF (U,) (J T .̂ M,
- Vye/-1 (J) U { 0 } une suite ^ e C», ^ -. ^0

- VyeJ00 une suite T^eC" avec (t^, T^eTScX.UT^.X,
(3.2.19) tels que:

E ^+ E T^T0,
J6J0 0 ^/"^D-J

V7eJ-{0},|^-^[.| ^ ^+ ^ ^ |_0}
fceJ 0 0 nl(./) ^(./•^(.O-.OnIO-)

où !(/) désigne l'ensemble défini dans l'énoncé du théorème. Or pour touty'e/"1 (J)-J,
U, s'exprime à partir des u^ feel00 par des formules analogues à (3.2.2) mais faisant
intervenir un arbre de longueur </(!). Grâce à l'hypothèse de récurrence les WF(UO de
(3.2.19) se majorent par le théorème appliqué aux arbres de longueur </(!) ce qui
donne (3.2.3).

3.3. CONFINEMENT DES SINGULARITÉS DE SOLUTIONS D'ÉQUATIONS SEMI-LINÉAIRES. — On Se

propose de montrer ici que l'utilisation des résultats précédents permet d'étendre les
théorèmes de confinement des singularités de solutions de l'équation des ondes semi-
linéaire avec données de Cauchy conormales classiques le long d'une hypersurface
analytique prouvés par Lebeau dans [13] au cas de données de Cauchy conormales
quelconques.

Soient Q un ouvert de IR1 4 d muni des coordonnées (/ , A) , c o = Q n l / = 0 ' et
supposons Q domaine d'influence de œ pour l'opérateur des ondes

D=^-E^
8t2 ^Sx]

Soient

deg p

P(U)= ^ Pk(x)l^
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un polynôme à coefficients C°° dans Q, UQ (resp u^) dans H^c(œ) [resp H^c^œ)] s>d/2
et ueC^(R, H^c^)) solution dans Q de

nu=p(u)

(3.3.1) u|^o=^o

^4=o=^r

Soit V une hypersurface analytique réelle de œ de complexifiée Ve dans un voisinage
œ0 de œ dans C4. Notons sé^ l'ensemble des suites (z^, ÇJeT*C l+d vérifiant :
- z^ converge vers un point de Q;

- 3 ̂ eC* telle que r|^=^1 Cm solt de norme 1 et convergente;
- (z,, U = (0, x,; T,, Î;J avec (x,, ÇJ e T^c ̂  et ̂  = T^.

Le résultat de Lebeau s'énonce alors :

THÉORÈME 3.3.1 (Lebeau). — Supposons UQ et u^ conormales classiques le long de V.
Soient ^ un ensemble de suites de T* C1 +â vérifiant les conditions (3), (4), (5) et les axiomes
A. 1 à A. 4 de [13], contenant ^/y et

(3.3.2) ZW=Adh{(z, OeT*^^; 3(4, ^),e^,7=l, . . ., N

û^cz=lim z^,Ç=lim (^+ . . . +Ç^)}.

Si M e C^ (R, H^ (R')) ^^ ^/M^'^ de (3.3.1), on a :

(3.3.3) WF(M)c:Z(^)nT*Q.

On va prouver ici :

PROPOSITION 3.3.2. — La conclusion du théorème subsiste sous la seule hypothèse : UQ
et u^ sont conormales C°° quelconques le long de V.

La preuve du théorème 3.3.1 de [13] consiste à montrer que pour tout entier k,
WF,+^(M) est contenu dans la réunion des fronts d'ondes C°° d'un nombre fini de
distributions explicites puis à estimer ceux-ci par le membre de droite de (3.3.3). Seule
cette dernière étape fait intervenir le caractère classique de UQ, u^ et il nous faut donc ici
prouver que cette estimation subsiste pour UQ et u i conormales quelconques.

Rappelons d'abord quelques notations de [13] : .^^OÇ_!^J-^
/ ^^ ^~

Un diagramme D est un quadruple! D=(I, F, J", s) où f^7 SîSUOTH?^

— 1 est un arbre connexe ;

— F et J" sont deux parties disjointes de I00 (on notera J=J 'U J") ;

— s est une application J -> [ 0,1} .
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,.OILnotera (^^i. ̂ (^j') la variable de (R1^)"! x(Ri+")U' l avec z^^, x^),
Z1 = (?, x'). On définit les distributions

[D](z,z)= n e^z^»-z^Y[6^-?)
j e l - { 0 } j e î '

(3.3.4) {D}^- n ^^(^^^œ^)® n 8^o)(^)
J'eJ' jeJ"

|D|(z)= f[D](z,z).{D}(z,^

6?+ (.) désignant la solution élémentaire de l'équation des ondes à support dans le cône
d'avenir et u^(z) une distribution de H^-^Q), ^>(ûf+l)/2 conormale C00 le long de

V c: Q et vérifiant ^, ,=o = ̂  ^ Mfc | (=o ̂  0 ( si x= (x', x'7) est un système de coordonnées

sur œ avec V^x'^O}, et si

u,(x)= [e^^a^x'^^cK,"

avec ûfc symbole C00, il suffit de poser

u, (x, 0 = [^// • ̂ " + itx a, (x\ ̂ f, T) d^1 (h

avec

^ (X', Ç-, T) = ̂  (X7, ̂ ) X (T2^! + Ç'2)) (1 + Ç-2) - 1/2

oùxeCo-W, fx(a2)^=ly
•/ /

Le fait que le produit intervenant dans l'expression de |D| ait un sens se prouve
comme le lemme 2 de [13], § 11.2.

D'après [13], § 11.3 on sait que si un point (z°, Ç°)=(^, x°; T°, Ç°) avec /°>0 est dans
^s+jkOO^e^), il existe un diagramme D et des points z^'eO, y e l - { 0 } , PeO.yer
tels que

( 3 3 5 ) f (^(^ei-{0}, (^-er; Ç°, 0, 0)eWF([D]. { D } )
l (z,z)eSupp([D].{D}).

Écrivons

[D]. { D } =[D]((^,,,(?,),,,0® {D}((^),,,(^),,,,))^,^.^ ̂ ^^^

D'après [13], §11.2, lemme 2 les hypothèses de régularité du théorème 1.2.2 sont
satisfaites et on a

(3.3.6) WF([D].{D})c u PK, K-(WF^, ([D] ® {D } ) H V^, K-)
K c j

K' c: y
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°ù AK,K désigne la famille de lagrangiennes A^K'^AOjei U (^K')j6j' avec A^= section
nulle de T*^^ si 7'eI-J, A^section nulle de T^C^x C1-^) si yeJ-K,
AK= conormal à la diagonale z^n^ de C^^xC1 '^ si yeK, A^'= section nulle de
T^C^xC1^) siyeJ'-K', AK/= conormal à la diagonale z7^^ de C^xC14^ si
7'eK'.

Écrivons pour k=Q, 1, ^(z)=Q^(8v) où Q^ est un opérateur pseudo-différentiel C00

et ôy le courant d'intégration sur la sous-variété V de Q.
D'après le théorème 3.1.1, (3.3.6) se majore par

(3.3.7) U PK,K' [VK.K'n( fi (WF(ôv(^))UT^Q)
K <= J j'eJ'-K

K' c= ] '

x ]-[ (WFCÔ^yLoiC^UT^Q) n (WFCS^^^UT^tî)
j e S " - K . jeJ'-K'

XWF^^,([D]® n §v(^) n ôî^o)^) n §{l»^^(^))]
j 'eKnJ' jeKnJ" j'eK'

D'après le théorème 2.2.1, que l'on peut appliquer quitte à remarquer que
e+(t, .^CteD^i^^ si r f=2Â;+l et e+ (t, x)=Cte D^ l^i^^-M2)1^ si rf=2fe,
le terme 2-microlocal de (3.3.7) se majore par

CA^AtDi^A^nT^K'
où

AlD]={((^eI, (?),er; (^ei, (^W) ; il existe (SQ, „ _ ̂  )
avec :

(z^'-z^SOeAn si 7'6l-{0}
z-7^? si je Y

ç°= S s^
te/-1^)

^=-5^+ S S", y6l - (J 'U{0})
te/ '^A

^=-3-^-,76J'}

où Ao=T?cC l+ ' 'UTgl+dC l+ ' l, T^cC1"1'1' désignant la réunion du conormal à la partie
lisse du cône d'onde complexe et du conormal à 0,

W=W^ (?W-; (Ç^eK^W; ̂ =0,^=0 si76K',

t^O,^,^; T^^eT^cC1-"' siyeKHJ',

^=0,^=0 siyeKnJ"}.
D'après (2.1.9) on a donc

WF([D]).{D}) c {(^; Ç,Ç); 3((4),,i, (̂ ,,,; (̂ ),,,,(Çi,),,,,)

dans A^, 3 («),, „ «),, j, ; (œ^ .̂, „ «),,,,)
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dans A^ tels que

z^z<7el,z^?,7e.r

< -> z\ yeJ,<-^ H '̂, 7'e.T

^^•Jel-J

^+<^,./eJ

^œ^^er

l^-<|. |^ |^o,yej
l? —^j \ \?j \_^r\ ,F ri
| ^m '•'m | • | Sw | u? 7 fc J J

avec

A^î- {((^ (^-er; (^ej,(?)^r); ̂ -O^^O si^er,

(^=0^(0,.^; T^eT^cC1-") siy'er,

^=0,^=0 siyer}.

La proposition en résulte alors par la même preuve que dans [13], § 11.4. La seule
différence consiste à remplacer la condition (3) 6 de [13] par |z^-H^| . |^|-^0,
I ^« ~ ^m | • I ̂  I ̂  0 qui est plus faible mais qui suffit pour conclure.

APPENDICE

On va prouver ici quelques résultats géométriques utilisés dans les preuves de certains
théorèmes de la section 2. On utilisera librement les propriétés de base des ensembles et
des applications sous-analytiques pour lesquelles on renvoie à [2] ou au paragraphe de
rappels de [5] et à la bibliographie qui y est donnée.

Prouvons d'abord :

PROPOSITION A. 1. — Soient U un ouvert sous-analytique de R" et

f\ yxio,!]^-^
(x, [i)->f(x, n)

une fonction continue, localement lipschitzienne en x uniformément en ^i, bornée sur
U x ] 0, l]^'^ ̂  û graphe sous-analytique dans \3^[Q,\}P+1.

Posons fo(x)== lim /(x, n).
H->0

Alors :
— /o est sous-analytique localement lipschitzienne sur U ;
- il existe un ouvert sous-analytique V c U x ] 0, l]^1 tel que

U x { 0 } c V et que lim / (x, n) =/o (xo),
(x, n) -. (XQ, 0)

(x, n) 6 V
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- pour tout XQ^VS tel que fo soit dérivable en XQ il existe une suite (x^, |^)eV
convergeant vers (XQ, 0) avec f analytique réelle près de (x^, |iJ et
8fl8x(x^[iJ^8fQl8x(xQ).

Démonstration. - Soient S = gr (/) c= U x ] 0, \Y +1 x R et S = {(x, Q ;
t = sup { s ; (x, ^) e S 0 { ( ^ = 0 }}} . On sait que S est sous-analytique (cf. par exemple [20])
et £ n'est autre que le graphe de/o d'où la première assertion.

SoitV={(x, ^eUxjO,!]^1; rf((x,/(x, n), ^), S: x {O})^]^}. Montrons que si
C est assez grand et a>0 assez petit, U x { 0 } est contenu dans V. D'après le lemme de
l'aile [21] on peut choisir une stratification (S^.gj de S et pour tout j une variété
Sj analytique réelle contenue dans S, de dimension dimS^.+l, sous-analytique dans
U x [0, l]^1 x [R avec 2 .̂ c S, et Sj H {[i= 0 } c= 2 .̂. D'après les inégalités de Lojaciewicz
il existe c et N tels que si (x,/(x, ^i), n)eUS^ on ait |^i | ^cûf((x,/(x, ^i), |i), 1)̂  II

j
suffit de choisir a<l/N, C>c~11^. Pour prouver la dernière assertion, on peut toujours
se restreindre au cas où/o est analytique au voisinage de Xç ([5], lemme 1.3.8). Soit Y
un ouvert sous-analytique de V tel que {(x, 0); |x-Xo|^8} soit adhérent à V et que/
soit analytique sur V. On supposera 8 assez petit pour que/o soit analytique au voisinage
de { x ; [x-Xo|^ô}. D'après le l'aile [2l], il existe A variété analytique sous-analytique
deV7 de dimension ^+1 telle que [ x ; |x-Xo|^8}x { 0 } c= A.

Pour pe[0,1] posons

(A. l ) A p = { ( x , n ) e A ; | n | = p } .

Si p est assez petit non nul, Ap est une hypersurface lisse de A. Il résulte de [8]
lemme 8.6.3 que si x est en dehors d'un sous-ensemble sous-analytique de codimension 1
de Ao, si (x^,^J-^(x,0) et si T^^)A|^| converge vers T, T contient T^Ao (en
supposant x dans les points lisses de Ao), donc T==T^AO pour des raisons de dimension.
Donc quitte à remplacer XQ par un point hors de l'ensemble exceptionnel, également
noté XQ, à diminuer 8 et à remplacer A par un voisinage assez petit de { x , \X-XQ\^S]
dans A, également noté A, on peut supposer T^ ^ A| ^ , arbitrairement voisin de R" x { 0 } .
La projection orthogonale Tl^ ^ : IR" x { 0 } -> T(^ ̂  A| ^ , est alors un isomorphisme et si
X^^=Tl^^(8f/8x(x,\i)\ X^) est un champ de vecteurs analytique sur A, tangent au
feuilletage des Ap et tel qu'il existe ye ]0 , l [ avec \X^^\^y\8f/8x(x, \i)\. Appliquons
maintenant le raisonnement de [13], § III. 2, lemme 4 : supposons que 8fo/8x(xo)=0 et
qu'il existe C>0 tel que \8f/8x(x, [t)\^C sur V\ Soit (p( . , s) le flot du champ X/ |X| .
Supposons 8 assez petit pour que (p(. ,^) soit défini sur {(x,[i,s); \X-XQ\^S, |»i|^8,
| s | ̂  8 } . Si (x^, p,J est une suite de A convergeant vers (xo, 0), on a pour | s \ ̂  8 :

^ ^ f | (P ((̂ n. ̂ m). S) - (X,, ̂ ) | ̂  | S |

l |/((cp(^^)^))-/(^^)|^yc|^|.
Soit Cyo, 0) = lim (p ((x^, ^), 8). Comme A c= V, /j ̂  est continue donc on a si m -> + oo

(A 3) { bo-^8
l |/o(Jo)-/oM^YCS.
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Puisque par hypothèse 8fo/8x(xo)=0 on a \8fo/8x(x)\^yC/2 si |x-Xo|^Ô avec 8 assez
petit. Cela contredit les deux inégalités précédentes et achève la preuve de la proposition.

Dans cette deuxième partie de l'appendice nous allons prouver l'assertion d'isotropie
figurant dans la proposition 2.1.4. Rappelions qu'un sous-analytique conique A de
T* R" est dit isotrope si la forme de Liouville de T* V s'annulle sur une sous-variété
ouverte dense de A ([8], §8.2). D'après [8], proposition 8.2.2 et 8.2.3, un sous-analyti-
que conique A de T* R" est isotrope si et seulement si il existe une stratification sous-
analytique y de tîT telle que A soit contenu dans U T^ HT. Le résultat de base que

Se y

nous allons prouver est alors

THÉORÈME A. 2. — Soit y une stratification sous-analytique de W. Il existe alors y
stratification sous-analytique de R", compatible à y et telle que pour toute strate S de y
et tout p-uple (Si, . . ., Sp) de strates de y telles que S c S,, j = 1, ...,/?, on ait

/ p \\
(A.4) -^T^ffr c:Ts*r.

\ 1 J / Is

COROLLAIRE A. 3. —Soient Ap y=l, . . .,p des ensembles sous-analytiques coniques
isotropes de T* HT. Alors +îA^. est isotrope (sous-analytique).

Démonstration du corollaire. - Puisqu'il existe une stratification sous-analytique y de
R" telle que pour tout j, A .̂ c U T^ V et que d'après le théorème ^ peut être raffinée

S e y
en une stratification y vérifiant (A. 4) on a + \ A .̂ c= \J T^ W d'où le résultat.

S e y
La preuve du théorème repose sur le lemme suivant :

LEMME A. 2. — Soit S une strate de y. Il existe un fermé sous-analytique Z de S de
codimension \ dans S tel que pour toutes strates S^ . . .,Sp de y adjacentes à S et tout
xeS-Z

/ p \
(A. 5) ( +T^.R" c^ir^.

\ 1 / X

Démonstration. - Si l'on suppose que y satisfait à la condition (a) de Whitney sur
S - Z, ce qui est loisible, l'inclusion (A. 5) résulte par récurrence sur p de

/ p \
(A. 6) ( îTs*ir ) ccr^ir),

\ 1 /x

pour xeS-Z, avec la notation
p
ï F,={OC; Ç)eT*R"; 3 des suites^, ^)eF,,y=l, . . . , p

3 une suite x^ e W

(A- 7) < ̂  x,j=0, . . . ,p, | ̂  | ̂  + oo ,j= l , . . . , p

l^-^l. |^|^0,y=l,...^

^+...+^^^}.
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Supposons qu'il existe un ouvert sous-analytique U de S, au-dessus duquel (A. 6) n'est
jamais satisfait et tel que dans un système de coordonnées locales x = (x\ x") au voisinage
de Û, S soit donnée par x" = 0. Considérons l'ensemble :

E= [ ((x°, Ç°), (xS ̂ ), . . ., (̂ , ̂ \ ̂ , . . ., u^ a,, . . ., a,) ;

^ ^ (^^)eTs*r, |^|=1,7=1, . . ̂ P

M,e]0,l], a ,e ]0 , lL7=l , . . . ^

^•..^0 = E n^j = i fe^ j
G j U j ^ \ X O - X j \ j = \ , . . .,/? ^.

C'est un sous-analytique ainsi que E^ = E H {x° == x1 = . . . = x^,
MI = . . . = Up = ai = . . . = <Jp = 0 } . Si îi désigne la projection
(^^^...^-(x^ona

p
(A. 9) îi(Ei)= ^Ts*r.

i

Par hypothèse, pour tout x ' e U, il existe î, = (^/, ^//) avec Ç7 ̂ 0 et (x7, 0 ; ^/, ^//) 6 n (Ei).
Soit TE la projection de T* R" sur V. Quitte à remplacer U par un sous-ouvert sous-
analytique dense, également noté U, il existe donc une strate F de E^ telle que
n ° TT| r : F ̂  U soit un isomorphisme et que pour tout (x\ 0 ; ^/, ^ ' ) e n (F) on ait î,' + 0.

Montrons alors qu'il existe un point y'Q de U, un voisinage V de y'ç dans U et une
application analytique réelle

(A.10) g : Vx[0,l]-.E

telle que g(y\ O^^ÎTir)'1 pour /eV et g(y\ s)eE pour tout /eV et ^e]0,1]. Pour
cela remarquons que d'après le lemme de l'aile de Whitney, il existe, quitte à remplacer
F par le complémentaire d'un fermé sous-analytique de codimension 1 dans F, également
noté F, une sous-variété analytique et sous-analytique S de E, de dimension égale à
dimY-\-1 avec F c £. Considérons un ouvert de F au voisinage duquel F se redresse en
un sous-espace vectoriel de T* V x . . . x T* R" x RP x . . . x RP. Il existe H sous-espace
vectoriel contenant F, de dimension dimF+1 et F fermé sous-analytique de
codimension 1 de F tels que pour tout point ZQ de F-F, S soit près de Zç le graphe
d'une application analytique bornée, définie sur l'intersection d'un voisinage de ZQ avec

l'un des demi-espaces de H de bord F, à valeurs dans H1. On en déduit l'existence d'un
ouvert V7 de U, voisinage sous-analytique de n°n(zQ) et d'une application
(y\ t) -> g(y\ t\ sous-analytique sur Y x [0, 1] analytique sur V x ] 0,1] vérifiant
^(^(^(Ti^îrir)"1 et g(y\ QeE si ^e]0,l] . D'après un résultat de Pawlucki ([17],
proposition 2) il existe k e M* et V" ouvert sous-analytique dense de V tel que pour tout

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L'ÉCOLE NORMALE SUPÉRIEURE



308 J. M. DELORT

y'o eV", (Y, s) -> g(y\ s)=g(y\ s^) se prolonge analytiquement au voisinage de (y'o, 0) dans
V" x |R.

Écrivons alors

(A. 11) g (y\s) = ((x° (y', ̂ ), Ç° (y', s)\ . . ., (^ (y', ̂ ), ̂  (y\ s)\

Mi (y', ̂ ) , . . . , up <y, s), <ji <y, ̂ ) , . . . , Op (y, s)).
Puisque (x3 (y1, s), y ( y ' , s)) e T^. IR" on aura pour tout j

n

(A. 12) ^^(yf,s)c^x{(yf,s)=0
i=i

II en résulte si y ' ̂ (y^ . . . ,^m) ^^

" p 'C3 (v' ^\ ?i\3
(A.13) ^ ^-^^?y^)=o, A : = l , . . . , m , /eV, ^]0,1].f = i ,=i M,Cy,^) a^

Puisque xj(yf,0)=xo(y\0) pour tout 7, il existe des entiers M{ et des fonctions
analytiques réelles h{(y\s) telles que h{(y',0) ̂  0 et que

(A. 14) x{ (Y, s) - x? (Y, s) = ̂  h{ (y\ s).

Si K est un compact de { /; V/, lh{(y',0)^0 }, il existe C>0 tel que

(A. 15) ^(W^)-W^)) ^C|^(j^)-x?(v^)|
^Yk

si /eK et s est proche de 0. Il résulte alors de (A. 8), (A. 13) et (A. 15) que

(A..6) ifi^Y/v,.^, .-i,....
i=i\j=i U j ( y , s ) } Q y k

s i / eKe t^ -^0+ .
Or

^°(y.0)=^ si l^m, x^(y\0)=0 si m+l^l^n
et

£ ^^-^^o) si.-o+.^=1 ^•0,^)

II résulte donc de (A. 16) que ^°(j',0)=0 si l^m ce qui contredit l'hypothèse sur U.

Démonstration du théorème A. 2. — II suffit de procéder par récurrence sur la codimen-
sion des strates de <97 en utilisant à chaque pas le lemme A. 4.
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Pour terminer, nous allons déduire du corollaire A. 3 l'isotropie de divers ensembles
intervenant dans les paragraphes 2 et 3. Prouvons d'abord :

COROLLAIRE A. 5. — Reprenons les notations de la proposition 2.1.4. Soit S un fermé
conique sous-analytique isotrope de T* Mo x . . . x T* Mp. Alors (J pi (C^ (S) Pi Vi) est

i
isotrope dans T* Mo x T* Ni x . . . x T* Np.

Démonstration. - Posons F() = S,

F^T^o x • • • x T;S,-, M,_, x TS,M, x T^ M,^ x . . . x T^M,,

7=1, . . . , p . S i

n: T*MoX . . . xT*M^x . . . ,^T*MoXT*Ni x . . . xT*N^

est la projection naturelle, il résulte de (2.1.4) que

Upi(C^(S)nV,)=îrff+F,)| V
I \\ 0 / I N I X . . . xNp/

Le résultat découle alors du corollaire A. 3.

COROLLAIRE A. 6. — Sous les hypothèses du théorème 3.2.1 le membre de droite de
(3.2.3) est isotrope sous-analytique.

Démonstration. - Soient Xj des copies de X=C" pouryel et soit S l'image de

FI T^X.x n^cX.UT^X,)
jel-I00 jel0 0

par le changement de variables

(^05(^)j6l-{0p ^(^.A/eI^O}) -)> (SO=t0^sj=tj~tf O ' ) ) je l -{0}?

^O^ Z^(^= Z ^)j6l-{0})
fc e I fc e I (j)

où I (/) = {k € I ; 3 /e N et / (k) =j }. Si pour J partie de I - { 0 } , Aj désigne la famille de
lagrangiennes A^=(A^.)^i donnée par A^o=T^Xo, Aj^=T^.X^ si j ^ J ,
Aj^.=T*,.=o^X^. si^'eJ, U pj (Ç^ (S) Fi Vj) n'est autre, d'après (2.1.4) que le membre de

j
droite de (3.2.3). La conclusion résulte donc du corollaire A. 5.
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