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0. Introduction

Soit G un groupe de Lie réductif. Les hypothéses naturelles sur G, pour la démonstra-
tion des résultats qui nous intéressent, seraient (au plus) celles du livre de Vogan [26] (*).
Comme nous aurons a utiliser des propriétés fines de la classification de Knapp-
Zuckerman des représentations tempérées qui ne semblent pas étre démontrées en toute
généralité — au moins sous forme publiée — nous supposerons en fait, ce qui est justifié
du point de vue des applications, que G est I’ensemble G (R) des points réels d’un groupe
réductif connexe G défini sur R.

(*) Lors du travail initial sur cet article, le premier auteur était partiellement financé par la N.S.F. (Grant
D.M.S.-8600003) et la Sloan Foundation.
(*) En particulier, la commutativité des R-groupes.
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194 L. CLOZEL ET P. DELORME

Fixons une involution de Cartan de G, 0, dont le groupe des points fixes, K, est un
sous-groupe compact maximal de G. Soit P un sous-groupe parabolique cuspidal de G.
On note P=MAN la décomposition de Langlands de P telle que MA=P M 6(P). (On
référera a cette décomposition comme la décomposition de Langlands de P et MA sera
appelée la composante de Levi de P.) On note M,s , Vensemble des (classes de) représenta-
tions unitaires irréductibles de M qui sont des limites de série discréte non dégénérées
(cf. [17], § 12). Dans la suite limite de série discréte voudra toujours dire limite de série
discréte non dégénérée et on notera en abrégé L.S.D. Si 56M,s , €t v est un élément de
dual complexifi¢ a} de l'algébre de Lie, Lie A=aqa, de A, on notera m; , I'induite de
P=MAN 4 G de la représentation § ® ' ® 1y (ol 7§ , est unitaire dés que veia*). Une
telle représentation sera appelée basique dans la suite.

Notons CP (G, K) I’espace des fonctions C* a support compact K-finies a droite et a
gauche sur G. On se fixe une forme bilinéaire invariante B sur I’algébre de Lie g de G
comme en [7], § 1.6. On note alors C® (G, K), le sous-espace de CZ (G, K) formé des
fonctions a support dans K exp a(r)K ou a(r) est la boule fermée de rayon r dans a
(ceci simplifie la formulation employée dans [7], évitant le recours a des « € ». Voir
[8]; nous remercions Flensted-Jensen de nous avoir fait part oralement de la méme
observation).

Notre théoréme principal caractérise les traces dans les représentations basiques des
¢léments de CZ (G, K) ou plus précisément des éléments de C® (G, K),. Quand & décrit
seulement la série discréte nous avons déja démontré un tel théoréme, cf. [7], th. 1.

Plus précisément, fixons-nous un sous-groupe parabolique minimal P, =M, A, N,, et
soit P,=M;A;N,, i=1, ..., S, l'’ensemble (fini) des sous-groupes paraboliques de G
contenant P,,. (On remarquera que certains de ces paraboliques peuvent tre associés.)
Soit ¥ (a;), I’espace des transformeées de Fourier de fonctions de CZ (a;) a support
dans la boule fermée de rayon r>0 de q; (algébre de Lie de A;). On note pour &M, et
ve(af)c, trmg, , le caractére distribution de m; , (qui ne dépend que de la composante de
Levi de P;). Quand & décrit les séries discrétes des M, les seules relations entre les trm ,
sont les égalités :

tr my ,=tr my 5. dés que les données (9, A) et (&', ')

sont conjuguées par un €lément de G.

Si I'on considére les limites de séries discrétes d’autres relations s’introduisent. Suppo-
sons que M;=M;A; et M;=M;A; soient des composantes de Levi telles que M; =« M,.
On pose alors A{=A; M, et 'on a A;=A;Al.

Pour certaines limites de séries discrétes on a alors

T

(*) indy,‘jn Mj(si ® eo ® 1)= @ 65
=1

avec 85e (M), ,, I=1, ..., T.
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LE THEOREME DE PALEY-WIENER INVARIANT 195

Alors on a :

THEOREME 1. — Soit r>0. Supposons données pour i=1, ..., S des fonctions
F,: (I\A/Ii),s . % ()¢ = C. Les conditions (a) et (b) suivantes sont équivalentes.
(a) 1l existe fe CP (G, K), telle que

F;¢, v=trn; ,(f) pour i=1,...,8S.

(b) Les fonctions F; ont les propriétés suivantes :

(1) Pour tout i, F; est a support fini en 9, i.e. sauf pour un nombre fini de 66(1\71,-),5 »
Iapplication v — F; (8, v) est identiquement nulle sur (a¥)c.

(ii) Pour tout Se(Mi),s » V= Fi(8, v) appartient comme fonction de v a PW (a)),.

(iii) On a F;(5, v)=F;(%, V') dés que les données (M;, A, 8, v), (M, A;, &', V') sont
conjuguées par un élément de K. En particulier, pour tout we W (A)), 66(1\71,-),5 » VE(@F)c,
F,(8, v)=F;(wd, wv).

(iv) Supposons que P, P; et que S,E(I\A/Ii),s’j et Sj-e(Mj),sd, =1, ..., T vérifient la
relation (¥). Alors, pour tout ve(a)g < (af)c, on a

T
F,(, V)= ¥ F, @ v).

=1

On remarquera que notre théoréme permet de démontrer le résultat analogue si G est
un groupe réductif linéaire connexe (comme groupe de Lie) : un tel groupe est en effet le
quotient, par un groupe fini, du produit direct de la composante neutre de son centre et
de son groupe dérivé; le centre comptant pour du beurre, le résultat se réduit alors
aisément au cas d’un groupe linéaire semi-simple connexe : celui-ci est un quotient de
G, (R), ou G,, est le revétement (algébrique) simplement connexe, dont I’ensemble des
points réels est connexe : le méme argument ramene alors au cas de G, (R).

Dans une premiére version de cet article, nous avions traité le cas d’un tel groupe
connexe, en utilisant les résultats de classification démontrés dans ce cas par Knapp et
Zuckerman. Le rapporteur nous a fait remarquer que, pour G=G(R), les résultats
analogues ¢taient contenus dans les articles de Shelstad ([33], [34]). En vue des applica-
tions, en particulier a la théorie des formes automorphes, nous avons donc décidé de
traiter ce cas, plus général.

La démonstration est analogue a celle donnée dans [7] pour les induites de série
discrete. On est réduit a considérer isolément une représentation & de la série discréte
d’un sous-groupe de Levi de G, et a construire les fonctions ayant les propriétés cherchées
pour les induites de certaines limites de série discréte (d’autres sous-groupes de Levi)
« affilices » a & (§2.2). On trouve que leur existence résulte du théoréme démontré
précédemment par nous, permettant de construire des fonctions de Paley-Wiener associées
aux différents K-types minimaux de 3.

Cette démonstration est donnée dans le paragraphe 3. Elle repose sur certaines proprié-
tés des induites de limites de série discréte, et de la relation d’affiliation, démontrées dans
le paragraphe 2 : ce sont des conséquences simples de la théorie de Knapp-Zuckerman,
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196 L. CLOZEL ET P. DELORME

Dans le paragraphe 5, on donne certaines conséquences du théoréme principal. Elles
concernent I’existence de pseudo-coefficients pour la série discréte, et de fonctions d’Euler-
Poincaré pour la (g, K)-cohomologie et le complexe de Dirac. (N. Wallach nous a indiqué
une démonstration plus directe de I’existence de fonctions d’Euler-Poincaré; une fois le
théoréme de Paley-Wiener démontré, elle en est une conséquence immédiate.)

Le paragraphe 4 concerne une propri¢té de surjectivité des morphismes d’Harish-
Chandra dans les induites de limites de série discréte (théoréme 2) qui étend le résultat
obtenu par 'un de nous pour la série discréte. Il est indépendant du reste de Iarticle
(dans une version antérieure, il était utilisé pour la démonstration de la proposition 1).

Il y a quatre appendices. Le plus nouveau est I’'appendice C. L’argument donné pour
le théoréme principal nécessite une étude fine des propriétés de recollement des trans-
formées de Fourier scalaires de fonctions sur G, le long des sous-espaces de a* (a* est le
dual de a=Lie(A), MA étant la décomposition de Langlands d’un sous-groupe de Levi
de G et d étant dans la série discréte de M) stabilisés par les sous-groupes du R-groupe
R; qui contréle la réductibilit¢ de m; , pour v unitaire. On a abstrait ces propriétés
dans I’appendice C. Elles présentent un intérét indépendant : des phénoménes analogues
apparaissent chaque fois que I’on étudie la L-indiscernabilité, y compris dans le cadre
global de la formule des traces.

Les autres appendices sont I’appendice A, concernant la surjectivité de la restriction
de polyndmes W-invariants & un sous-espace de a fixé par un sous-groupe de Rj : il
s’agit d’'un probléme qui avait été étudié par Helgason [12]; I'appendice B, ou I'on a
donné la démonstration d’un théoréme de Rais, concernant les fonctions de Paley-
Wiener invariantes, et qu’il n’avait qu’esquissée; et I’appendice D, en collaboration avec
A. Bouaziz, qui corrige une erreur dans notre travail antérieur [7].

Il nous reste a remercier le rapporteur : pour avoir suggéré que nos résultats pouvaient
étre étendus au cadre naturel d’'un groupe réductif algébriquement connexe, et avoir
suggéré que les résultats nécessaires étaient contenus dans les travaux de Shelstad; et
pour avoir indiqué une simplification importante de I’appendice C. Grace a ses conseils,
le présent article est (on I’espére) beaucoup plus lisible que sa version antérieure. (On
remarquera qu’en certains points, les démonstrations des résultats de Shelstad que nous
utilisons ne sont qu’esquissées dans [33] et [34]. Il ne devrait pas étre difficile au lecteur
exigeant d’y interpoler les arguments manquants.)

Les résultats de cet article ont été annoncés dans deux Notes aux Comptes Rendus

([28], [29D).

1. Notations, définitions, rappels

1.1. Si E est un espace vectoriel sur R on notera E. son complexifié, E* son dual,
S (E) 'algebre symétrique de E, 1 'endomorphisme identique de E.
Si H est un groupe localement compact on notera H son dual unitaire et pour pe H

on désignera par (u, E,) un représentant de p. Si en outre H est compact pour tout
H-module I, on notera I* sa composante isotypique de type p.
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LE THEOREME DE PALEY-WIENER INVARIANT 197

Si L est un groupe de Lie réel, L° désignera sa composante neutre, et Z, son centre.
On notera U () I'algebre enveloppante de la complexifiée I de I’algébre de Lie de L, I.
On notera Z(I) le centre de U(I). Si A est un groupe vectoriel d’algébre de Lie a, pour
Lea¥ on note ¢* (ou encore a — @) le quasi-caractére de A dont la différentielle est A et
C, le A-module de dimension 1 correspondant.

Enfin on notera Z, le groupe a deux ¢éléments.

1.2. Soient G, 6, B, P,, comme dans I'Introduction. Toutefois, dans les numéros 1.2,
1.3 et 1.4, on suppose seulement que G est dans la classe d’Harish-Chandra.

Rappelons qu’on appelle composante de Levi de G tout sous-groupe qui est le plus
grand sous-groupe 0-stable d’un sous-groupe parabolique de G. Une composante de Levi
M de G admet une factorisation M=MA ou A est son plus grand sous-groupe vectoriel
central et M l'intersection des noyaux des homomorphismes de M dans R*. On note
2 (G, MA) ou 2 (MA) si aucune confusion n’est a craindre I’ensemble des sous-groupes
paraboliques de G de composante de Levi MA.

On note A(g, a) (ou A(a) si aucune confusion n’est a craindre) I’ensemble des racines
de a dans g (qui sont réelles) et pour acA(a) on notera g, le sous-espace radiciel
correspondant. Si Pe # (MA), on note sa décomposition de Langlands P=MAN;, et on
définit A = {aeA(a)|g, = np }. La « chambre de Weyl » positive correspondante C, est
alors définie par Cp={vea*|B(v, ®)>0, VaeA; }. On notera Cp I'adhérence de Cp
dans a*. Le groupe de Weyl W (G, A) noté aussi W (A) est par définition le quotient du
normalisateur dans K de a par son centraliseur. On définit également

pp=1/2 ) dim(g,)o.

aEAF

Avec le choix d’un sous-groupe parabolique minimal on appelle sous-groupe paraboli-
que standard (resp. composante de Levi standard) tout sous-groupe parabolique de G
contenant P,, (resp. toute composante de Levi d’un sous-groupe parabolique standard).

On remarquera qu’un sous-groupe parabolique standard P est entiérement déterminé
par sa composante de Levi puisqu’il est engendré par la réunion de celle-ci avec P,

Alors, dans toute notation ou devrait figurer P mais ou apparait déja la composante
de Levi de P (explicitement ou implicitement) et si cela ne conduit pas & des confusions,
on omettra ’écriture de P. Par exemple, on pourra noter A* (a) au lieu de A; (a).

Soient P, P, des sous-groupes paraboliques standard de composante de Levi M=MA
et M; =M, A,. Alors P c P, si et seulement si M c M, et alors McM;,a>a,;.Ona
alors

A+(a1)={a|a1|u’€A+(a)’ a’lcq;éo}’ pP|a1=pP1'

DerFINITION 1. — Si M=MA est une composante de Levi de G, on dira que veaf est
génerique si et seulement si (v, &) # 0 pour tout o€ A (a).

D’aprés un lemme bien connu de Langlands [18], Lemma 2. 13, le stabilisateur dans
W (A) d’une chambre de Weyl de a — pour les hyperplans déterminés par les racines

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L’ECOLE NORMALE SUPERIEURE



198 L. CLOZEL ET P. DELORME

de a — est trivial. En particulier, on voit que si v est générique, son stabilisateur W (A),
est réduit a I’élément neutre.

1.3. Soient M=MA une composante de Levi de G et (3, H;) une représentation
unitaire de M dans un espace de Hilbert H;. Alors, pour tout vea, le groupe G opére
par translation a4 gauche dans [Pespace IF (8, v)={¢:G->H;|le est C=,
o (gman)=a"?""8(m ") (g), geG, meM, acA, neNy} ou Pe?(MA). On note
I, (8, v) le sous-espace des vecteurs K-finis de I3 (3, v), I3 (8, v) le complété de 12 (3, v)
pour la structure hilbertienne habituelle. Dans ces trois espaces on note m} , la représenta-
tion de G ou (g, K) correspondante. On note I§ (8)®, IS (3), IS (8)? I'espace, indépendant
de v, des restrictions a K des éléments de I (3, v), 1 (5, v), IZ (3, v).

Comme G =KP ces restrictions sont bijectives et par transport de structure on obtient
des représentations de G ou U(g) sur ces espaces, notées encore mg , (car & est une
représentation de M et vea); on notera ; , au lieu de =g .

1.4. On notera que ces définitions supposent simplement que G est dans la classe
d’Harish-Chandra. En particulier, elles s’appliquent si 'on remplace G par M, ou
M= MA est la décomposition de Langlands d’un sous-groupe de Levi.

2. Quelques propriétés de la classification des représentations unitaires tempérées de G

2.1. Nous passons maintenant en revue certaines propriétés des représentations tempé-
rées de G. Nous allons utiliser la description combinatoire des « R-groupes » (réductibilité
des induites tempérées) donnée par Shelstad [33], a ’aide de la formulation par Langlands
de la théorie de Knapp-Zuckerman au moyen du L-groupe. On renvoie le lecteur a [32],
[31], [33], [34] pour la construction originale de Langlands et ses rapports avec la théorie
de Knapp-Zuckerman.

Si m est une représentation (unitaire) irréductible tempérée de G, on sait qu’il existe
un parabolique cuspidal P=MAN de G, une limite de série discréte non dégénérée 5 M
pour M, et un élément veia* tels que n =7 . De plus, si t ==t avec des données de
méme nature, les données (M, 3, v) et (M’, &', v') sont conjuguées par un élément de K
([17]; ¢f. aussi [34], § 3.6, 3.7 dans le cas non connexe).

Nous nous intéressons a la réductibilité des % ,. Supposons tout d’abord € M,. Soit
W=W(A): il opére sur a} et M. Rappelons que Knapp et Stein [16] ont défini des
opérateurs d’entrelacement normalisés, que nous noterons o/p(w, 3, v), pour tout we W,
le stabilisateur de & dans W. On sait alors que, si veia* est fixé, wr o/p(w, 3, V)
définit une représentation projective de W; . D’aprés Harish-Chandra, ces opérateurs
engendrent le commutant de la représentation w , ([30]; [16], cor. 9.8).

Soit “G="G°® x W, le groupe dual de G [19], ou Wy désigne le groupe de Weil de R;
la représentation mg , est alors associée, par fonctorialité de Langlands, & un homomor-
‘phisme ¢ : Wr—>"G se factorisant par le plongement de sous-groupe de Levi
M - LG, M étant le groupe réductif sur R dont ’ensemble des points réels est MA;
’homomorphisme ¢ : Wy — “M définit alors la représentation de carré intégrable § ® v
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de MA. On suppose que “M° contient le tore de référence “T° utilisé dans la construction
du groupe dual “G°. On suppose de plus que @ (Wg) normalise “T° ([19], [33]).

Soit S, le centralisateur de @ (Wg) dans “G° : c’est un groupe réductif. Soit 't I'algébre
de Lie de "T°, "t,= {X et : ¢ (1 x 6)X=X}. Puisque ¢ : Wy — "M définit une représen-
tation de carré intégrable, on sait ([19]; ¢f. [33], 4.4) que ¢ (1 X &) opére par (—1) sur
les racines de “M° dans "T°; il est facile de voir que “t, s’identifie au dual de I'algébre
de Lie a du cocentre déployé de M.

D’aprés Shelstad [33], Lemma 5.3.14, W; , s’identifie naturellement & Q,(*G°, 'T?),
le sous-groupe du groupe de Weyl complexe de (“G°, “T°) donné par I’action des éléments
de S,. Par ailleurs [33], prop. 5.3.2, ", est une sous-algébre de Cartan de s,=Lie(S)).
Soit alors A; , le systtme de racines de (Ltq,, qu,). D’aprés l'identification précédente,
A;,, peut étre considéré comme un systéme de racines dans a. Il est clair que W; ,
préserve A , et que le groupe de Weyl Wy | de Aj | est inclus dans Wy .

Fixons une fois pour toutes un ordre sur a; pour tout vea*, cela détermine un
ensemble de racines positives (A; ,)* dans A ,. Soit

R = {weW; 1 w(A; )" =(4;,)"}

(c’est le groupe noté R, dans [33]). Il est clair que Wj , est le produit semi-direct de
Wy , par R , (¢f. [33], 5.3.11). Le groupe W{ , est contenu dans le groupe des we Wy
tels que o/p(w, , v) est scalaire : cela sc déduit de [33], lemme 5.3.15 et des résultats
d’Harish-Chandra [30], sec. 38 et 40. Puisque par ailleurs nt§, , a exactement |R§ , | facteurs
irréductibles [34], p. 185-186, le fait que les «/p(w, §, v) engendrent le commutant de
I'induite implique donc que

Wo ,={weW; , : op(w, 3, v) scalaire }.

On voit donc enfin que R§ , =W, /W?  sidentific au R-groupe défini par Knapp-
Stein [16]. On sait que Rj , est un produit de groupes d’ordre 2 ([33], 5.3.13).

Par ailleurs [34], p. 186 on a une décomposition
1
2.1 T = @ Ty o*

ou /=|R§ ,|, MYA" est la décomposition de Langlands de la composante de Levi d’un
sous-groupe parabolique P' > P, 3} est un élément de (I\A/Iv),s » VE=V, (@ < a), et les
induites ngg, + sont irréductibles. La composante a' s’identifie 4 ’ensemble des points
fixes de R§, ,, comme il résulte de la construction de M" par transformation de Cayley [34],
p- 186. En outre, on a alors

1
2.2) M= @ o)
i=1

(égalité entre représentations de MY), comme on le voit en appliquant la démonstration
de (2.1) a nf 3™ [34], p. 185-186 : on aurait pu aussi démontrer d’abord (2.2) — ce qui
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200 L. CLOZEL ET P. DELORME

revient a supposer v=0 — puis induire les deux membres, tordus par le caractére v*
de A", jusqu’a G. L’induction intermédiaire envoie les 3; ® v* sur des représentations
irréductibles de G, car v*e(a")* est générique (déf. 1) : ¢f. lemme 3.

Si v=0, on écrira R§, A;, ... au lieu de R§ o, Aj o, ... On a alors

2.3) Ay =AWV
v! étant 'orthogonal de v dans a ([33], prop. 5.3.4 et cor. 5.3.10). En particulier
(2.4) W3, =(W3),.

Par ailleurs, si veia* est (Ay)*-dominant [i.e. Imv, ®)=0, Vae(Ay)*], ona

(2.5) (R§),=Rg§,,.

En effet, il est clair que (R§),=Rj ,. Réciproquement, soit weRj ,. Nous devons
montrer que weR§, i.e. que wa>0 pour tout a>0 dans A;. Si (a, vV)=0, aeA; , et
wa>0 puisque we R§ ,. Supposons (a, v)#0. Puisque Im v est dominant pour Ay N A*,
on a (o, Imv)>0 et donc (wa, Imv)=(a, w~* Imv)=(a,, Imv) >0 car w fixe v. Soit V' €i
a*, proche de v, tel que ImV’ soit dominant régulier pour A;. Alors (wa, Imv’)>0 si
(o, v)=0 car wa>0, et (wa, Imv’)>0 par continuité si (a, v)#0. Donc (wa, Imv')>0
pour tout a, ce qui implique que w stabilise A;NA* : donc we RS,

2.2. Soient M=MA < M, =M, A, deux composantes de G, PeZ(M), P,eZ(M,)
avec PcP,. On note P'!=P N\ M, qui est un sous-groupe parabolique de M, de
composante de Levi MA! ou A'=A N M,. Si M, M, sont des composantes de Levi
standard (i.e. de sous-groupes paraboliques standard) on choisira toujours pour P
(resp. P,) I'unique sous-groupe parabolique standard de £ (M) resp. £ (M;). Alors on
introduit :

DEFINITION 2. — Soit SE(M),S » 01 e(M),s . On dira que 8, est affiliée a d si et seulement
Si

L
“g,lo =@ ¥
ji=1
ou les & sont des L.S.D. de M, et 8} =39,.
Nous n’utiliserons la définition 2 que quand  appartient a la série discréte.

Remarque 1. — Si P et P, sont comme ci-dessus et que ’on a un entrelacement non
9’ 1 9’ . ’ .
nul entre 8, e(M,),, et m; ., avec 3, €(M,),, et voeia*, on a nécessairement v, =10. En
effet, le caractére infinitésimal de 8, est réel et la partie imaginaire de celui de m; , est
égal a v,.

Remarque 2. — La définition ne dépend pas du choix de Pe#(M) et P, e ?(M,)
vérifiant Pc P, car ng,lo ne dépend que de la classe d’association du parabolique P* et
ne dépend donc que de M et M.
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Remarque 3. — Soit P=MAN un sous-groupe parabolique de G et &M, - Alors,
pour tout veia*, les E'),YE(I\A/I"),s , qui interviennent dans la décomposition (2.1) de =3 ,
sont affiliées a d.

Cela résulte en effet de (2.2), au moins quand & appartient a la série discréte : en
général, utiliser les analogues de (2.1) et (2.2) pour les limites de série discréte.

LEMME 1. — Soient PcP, deux sous-groupes paraboliques de G, de composantes de
Levi MA et M, A,. Soit 5eM,, 8, €(M,),,. Les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) 1l existe un opérateur d’entralecement non nul entre d, et ngylo.

(i) &, est affiliée a d.

Par définition, (ii) implique (i). Pour démontrer la réciproque, décomposons ng,lo sui-
vant (2.1). La représentation &, doit alors étre ’'une des représentations figurant dans le

membre de droite; chacune de celles-ci est donc en fait une limite de série discréte non
dégeénérée pour M;.

Q.ED.

LemMmE 2. — Si 816(1\7[1),sd, M, =M, A, étant un sous-groupe de Levi de G, il existe
un sous-groupe de Levi M=MA de G, contenu dans M, et une représentation &M, telle
que 8, soit affiliée a 8. Si M, A, est standard, on peut choisir MA standard.

Démonstration. — On sait que 8, est contenue dans nf{lv, P! étant un parabolique de
M,, de composante de Levi MA!, et § étant dans la série discréte de M. D’aprés la
remarque 1, v=0. Le lemme précédent montre alors que &, est affiliée & 9. Quitte a
conjuguer par des éléments de K, on peut supposer MA standard si M, A, l’est.

LEMME 3. — Soit P, un sous-groupe parabolique de G, de composante de Levi M, A/,
et d, G(Ml),s . Alors, pour v générique (déf. 1) dans iaf, nEL |, est irréductible.

1.V

Démonstration. — Si 8, appartient a la série discréte, cela est bien connu. En général,
soit MAcM, A, une composante de Levi de G, et 5 M, tel que 3, soit affiliée & &
(lemme 2). Par généricité de v, on a (Wy); ¢=W; ,, ot W, =W(M,;, AN M,). Comme
les intégrales d’entrelacement (normalisées) s’induisent de manicre évidente, on a de plus
(W,)2 o=W2 .. Par conséquent, mf, (représentation de M,) ét nf , ont autant de facteurs
irréductibles.

LEMME 4. — Soient PP, des sous-groupes paraboliques de G de composantes de Levi
respectives MA et M, A;.
Soient SGM,S » 01 e(M,), - On suppose que, pour un veiaf (que I'on considére comme
un sous-espace de ia grdce a la décomposition a=a'@®a,) générique dans (a¥)¢, on a un
1

entrelacement non nul entre m3! , et w . Alors la décomposition my = @ m3Y,, rappelée
i=1

en (2.1) (avec 8}’6(1\71”),“) vérifie AY=A', M'=M,, et l'on a §, =9}, pour un indice i,. En
particulier 8, est affiliée a 6.

Démonstration. — D’aprés le lemme précédent, w31 , est irréductible. Le fait qu’il existe
P P : P; ~ P
un entrelacement non nul entre mg! | et m; , implique alors que ;! 5:70 pour quelque

1,V

81, v=

indice .
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D’apres la propriété d’unicité de la classification des représentations tempérées rappelée
au début de 2.1, les données (M, A;, 3, v) et (M¥, A", 8}, v) sont conjuguées par un
¢lément k de K. Grace a la forme bilinéaire B (qui est Ad G-invariante) on peut identifier
a*, a¥, (a¥)* a des sous-espaces de g et I'hypothése implique entre autre que AdkH=H
ou H est I’¢lément de g correspondant & Imvea¥ N (a¥)* =a* dans ces identifications.
Comme Imv est générique dans a¥ la composante neutre du centralisateur Zg (H) de H
dans G admet m,@®a, comme algébre de Lie et est donc égale 4 M?A,, ou M? est la
composante neutre de M. Alors ke Zg (H) normalise Zg (H)° et normalise donc M? A,
donc A, (qui est la partie vectorielle du centre de (MY A,). Alors Ad k correspond a un
¢lément w du groupe de Weyl de A,,- W(A,). En outre, si ae€A(g,a;) on a
(Adk)a, v)=(a, v) i.e. (wa, v)=(a, V).

On a donc w=1 puisque v est générique, i.e. k centralise a,. Finalement on obtient
keM, A,. Alors on a A"=A,, M"=M,. De plus 4, ®e", 3; ®e" sont conjuguées par un
automorphisme intérieur de M; A, donc équivalentes. D’ou 8, ~38; comme désiré. Alors
le fait que 3, soit affilié & & résulte du lemme précédent.

LEMME 5. — Soient MA et M, A, deux sous-groupes de Levi de G et & (resp. d,) un
élément de M, [resp. de (Ml),sd]‘ On suppose 3, affiliée a 8. Soit W=W (A), W, =W (A)).
Alors, si we Wy laisse o invariant, sa restriction w|,, appartient a (W );, .

Démonstration. — Soient P=MAN, P,=M; A; N, avec PcP, des paraboliques
associés aux sous-groupes de Levi. Soit we Wy tel que wa=a;. On considére ia} comme
un sous-espace de ia* a l'aide de la décomposition orthogonale; pour tout veia¥, on a
alors nf ,~n} .. Par ailleurs, 8, est affiliée 4 & : on a une identité de représentations de
M, :

1
(2.6) o @ 8,
i=1

avec P!=P N\ M,, & étant une limite de série discréte de M,, avec 8, = 81. Par induction
par étapes, on en déduit :

1 1

2.7 @t @ nt
i=1 i=1

84, v 84, wv'

Choisissons v dans ia¥ tel que v et wv soient génériques. Les représentations figurant
dans (2) sont alors irréductibles d’aprés le lemme 3. On a donc ngll,vgng.i,’ Wy pour
quelque iy; les données (M, A,, 3,, v) et (M,, A,, 8%, wv) sont donc conjuguées par
un élément de K, et donc wv=w, v pour un w, e W(A,). Par ailleurs, faisant v=0 dans

I'isomorphisme précédent, on obtient par pr(:longement analytique n§11,0; n;;o, o- Indui-

. oz . P P , . P
sant I’égalité (2.6), on a par ailleurs n8'0=.@1 “a{,O' Comme la représentation 15 , n’a
i=

que des facteurs de multiplicité 1, les deux égalités précédentes montrent que 80=3,. On
a donc enfin montré qu’il existe w; e W(A,) tel que w, 8, =8, et wv=w, v. Par ailleurs,
la restriction w' de w a a; est un élément du groupe de Weyl W(A,). On a donc
(W) twyv=vavec (W) w,eW(A)) : puisque v est générique et W (A,) est le groupe
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de Weyl d’un systéme de racines, on doit avoir w;=w’, donc enfin w'8,=8,, ce qui
termine la démonstration.

2.3. On utilise la notion de K-type minimal de Vogan, cf. [24], [26]. Si M=MA est la
composante de Levi de Pe# (M) et & une limite de série discréte de M, on note A (3)
I'ensemble des K-types minimaux de mj , [qui ne dépend pas de vea¥ ni de Pe 2(M)].
Rappelons certaines propriétés de A (8) dans le cas ou J est dans la série discréte.

(i) les éléments de A (8) sont de multiplicité 1 dans IS (8);

(ii) chaque sous-représentation de m§ , pour veia* est engendrée par le sous-espace
isotypique correspondant aux éléments de A (3) qu’elle contient;

(iii) notons Ry=W,/W? et pour veia* R; , I'image réciproque de W; , dans R. 1
existe une action naturelle de Rs sur A (8), simplement transitive, telle que pour tout
veia* ’ensemble des éléments de A (8) contenu dans un sous-module irréductible de
g , est exactement une orbite de Ry, (< R;) pour cette action.

Ces propriétés sont établies par Vogan [24] dans le cas connexe; I'identification du
groupe R; avec celui défini par Vogan repose sur [9], Thm. 1. Pour généraliser ceci au
cas non connexe, il suffit d’utiliser [7], § 4 et 'appendice D, qui raménent I’étude des
K-types minimaux de 7§, , au cas connexe.

Remarquons par ailleurs que la projection naturelle R§ — Ry ou, plus généralement,
R§ , = R; ,, est un isomorphisme.

Soit maintenant M; =M, A, une composante de Levi de G et §, <5(1\7[1),s . Introduisant
M=MA et & séric discréte de M telle que 3, soit affilié¢e & 8, on a facilement les
propriétés suivantes de A (3,) :

(i)' A(8,) est égal a l'intersection de A (8) avec ’ensemble des K-types intervenant
dans I§ (8,) et tout élément de A (3,) est de multiplicité 1 dans Iy, (3,).

(i)’ Pour P, €2 (M,) tout sous-module de n}!,, veia} est engendré par le sous-espace
associ¢ aux éléments de A (3,) qu’il contient. Chaque sous-module irréductible de n;! ,
pour un veia?} fixé contient le méme nombre d’¢léments de A (3,).

3. Démonstration du théoréme principal

3.1. Nous donnons maintenant la démonstration du théoréme 1. Imitant la stratégie
suivie dans [7], nous commengons par le démontrer pour les représentations induites de
L.S.D. affiliées a une série discréte fixée.

ProposiTiON 1. — Soient P=MAN un sous-groupe parabolique cuspidal standard de G,
& une série discréte de M, p un K-type minimal de ny . Soit r>0.

Soit (F,) une famille de fonctions comme dans ['énoncé du théoréme principal Alors il
existe f € C? (G, K), vérifiant :

@) trmy,  (f)=F;(8,, v) pour tout &, L.S.D. d'un M,, affiliée a 6.

(i) fe @ CX(G) i.e. fest somme de fonctions qui se transforment a droite et a
peAd)

gauche par un K-type minimal de m; ..
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Démonstration. — On note W=W;cW (A), WO=W2, A=A}. On choisit un ensemble
A™ de racines positives pour A. Soit C la chambre de Weyl associée dans a*, C I’'adhérence
de C. Alors (W, A*) est une paire satisfaisant les hypothéses de ’appendice C, dont on
utilise les notations. On va associer aux (F;) un élément F de I'espace ZW (a, W, A™),
défini dans cet appendice. Pour cela on se fixe poe A(3). Alors A () s’identifie a
R;=(W;/W9)" (en envoyant le carilctére trivial sur p,) comme R;-espace homogene. Si
peA(d) on notera r* I’élément de R, correspondant. On note R=R§c=W qui s’identifie
a R; par la projection naturelle. Soit R!' un élément de Diag(W, A*) i.e.
R'=R,, pour un v,eiC. Alors, d’aprés le paragraphe 2.1 [aprés la formule (2.1)], la
strate correspondante a, =aR" est égale & a*o. On considére alors le sous-groupe paraboli-
que standard de G, P,=M, A N,, de composante de Levi M, A;=M"0 A¥o. Alors

1 1

P
ﬁ&

M= @ 5, ou les §; sont des limites de série discréte pour M,, et nf | =~ @ m3t,,, les

i=1 i=1
représentations figurant a droite étant irréductibles. On peut maintenant définir, les
notations étant celles de I’'appendice C, la fonction Fg1 , (v) pour tout ve(af)c et x € RL
En effet, d’aprés le paragraphe 2.3 (iii), les éléments de A (§;) s’identifient, pour tout 3;,
a une orbite de (R')* =R, =R. Dans lidentification de A (8) & R rappelée au début de
cette démonstration, une orbite de (R!)* correspond alors a un caractére de R'. A tout
d;, on associe ainsi un €lément y;, de R!, et cette correspondance est bijective d’aprés le
paragraphe 2.3. Son inverse sera noté y — ;).
On pose alors

Fri,, (M=F(3,, v).

C’est alors un exercice fastidieux mais facile de vérifier que la famille des Fg1 , définit
un élément de 2% (a, W, A™),. En effet, soient R’, R” e Diag(W, A*) avec R’"cR”, et
a’'>a’” les strates correspondantes. Il résulte des paragraphes 2.1, 2.2 que les centralisa-
teurs dans G de a’ et a”, M’ et M"” sont des composantes de Levi standard. On
note P'=M"A'N’, P"=M"A"”N" les décompositions de Langlands des sous-groupes
paraboliques standard correspondants.

On a alors P'<P”,
m
PAM ~ ' ’ A’
Tso =@ o, de(M’),,
et
1
PAM' " " 9 144
Mo =@ &, 3;'eM"),,.

Par induction par étages, on voit que chaque ngf‘oM" est la somme de certaines
représentations 8. Il est clair que dans ce cas A (3}) = A (3. Puisque les A (8;) [resp.
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les A (3})] forment une partition de A (3), on a donc

Pll N Mll — I.l
M0 T ® 85’
A GISA®B)

Donc, pour tout ve(a”)*, on a, d’apres ’hypothese (iv) du théoreme 1 :

F(&, v)= Y F (8}, v).
JTA®)CAG)
Mais ceci se réécrit

(Fr, )y (@)= Y Fro,

n/R =x

ou xeR’ correspond a &), car les neR” avec Myrr =% correspondent aux &;' avec
AR A(3).

Les autres conditions d’invariance des Fy , sont claires d’apres le lemme 5 et 'on a
bien Fe 2# (a, W, A*),. En fait, F est de plus R-invariante d’aprés la remarque C1 de
P’appendice. Nous voulons maintenant appliquer la proposition C1 et la remarque C1 de
l'appendice : elles impliquent qu’il existe une famille ®=(®,), .z d’¢léments de
PW (a)¥s telle que la famille de fonctions Fg: , (v) obtenue par recollement a partir de
@ soit égale 4 notre famille Fg1 , (V)=F (8, ,); ou, plus explicitement, telle qu'on ait,
pour tout R!eDiag(W, A*) et yeR!:

3.1 FG,v= Y (@)

neR,mrl=y

(cf. appendice C, avant la définition C1).

Soit alors (®,), & la famille de fonctions de %" (ch)Ws satisfaisant (3.1). Grace a la
proposition 1 de [7], on peut choisir, pour tout neR, une fonction f,eC? (G)im ¥,
H,=7N.Ho €tant le K-type dans A(5) associe a m, telle que
75, (f) = (dim Eun)‘1 ®, (v)Pjn, ou Pjn est la projection orthogonale de IS (8) sur
IS ().

On pose = ZA fo- Montrons que f vérifie les conclusions de la proposition 1. 1l est

nekR
clair que f se transforme selon les K-types spécifiés par la condition (ii). Vérifions qu’elle
a les transformées de Fourier requises par (i).

Soit &, e(l\A/II),Sd affiliée a 6, M; =M, A, étant une composante de Levi standard. Il
est facile de voir que C M a* est un fermé d’intérieur non vide de a}. Il existe donc
vo€iC, générique dans ia}. Alors m! ,  est irréductible (§ 2.1). D’aprés le lemme 4,
a,=a" et [voir, § 2.1, aprés (2.1)] a1=aR§’ vo. Donc a; est une strate de (W, A*). Par
ailleurs, I'ensemble des K-types de A (8) figurant dans nf! , (quel que soit v) est égal a
A(8,), donc

tr (nﬁi, v (f)) = Z (Dn (V)

neﬁ,pneA(ﬁl)
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ou €ncore ;

tr(m (D= Y ®,)

neR, njrl=y

R! est I'élément de Diag(W, A1) correspondant a la strate, y I’élément de R' associé a
8, ou A(5)).
D’aprés (3.1), on a alors

F(615 V)= tr nﬁl, v(f)'

Donc f vérifie la condition (i) de la proposition 1 : ceci achéve la démonstration.

Démonstration du théoréme 1. — A partir de la proposition 1, la démonstration est la
méme que celle du théoréme 1 de [7] a partir de la proposition 1 de cet article. On
procéde par récurrence sur la longueur des K-types minimaux, traitant d’un coup toutes
les limites de série discréte affiliées & une méme série discréte : pour les détails, cf. [7],
paragraphe 2.3, et [8] qui permet d’éviter les conditions en « r+& » de [7].

4. Surjectivité des morphismes d’Harish-Chandra pour les limites de séries discréte

Les résultats du paragraphe 2 permettent de démontrer un théoréme de surjectivité
des morphismes d’Harish-Chandra associés aux K-types minimaux des induites de limites
de série discréte. Cela étend le théoréme démontré par I'un de nous [9] dans le cas des
séries discrétes.

Dans ce paragraphe, nous supposerons, exceptionnellement, que G est un groupe
connexe (pour la topologie réelle). Le groupe G est toujours supposé€ linéaire (voir
I'introduction pour le passage d’un groupe satisfaisant nos hypothéses générales a un
groupe linéaire connexe).

Commengons par quelques rappels sur les espaces de transition.
Soit peK, on note J, I'annulateur dans U (f) de p et (p, E,) un représentant de p.
On fixe M=MA un levi standard et e M,s -

On note &§=Homy, (E,, E;) ou (3, E;) est un représentant de & et Ky, =K NM.
Alors, grace a la réciprocité de Frobenius, I (8)* s’identifie naturellement a E, ® &%. Si
w, wek, soit U = U=U(g) I'espace de transition {ue U|J,ucUJ, }.

PROPOSITION 2. — Soient p, W' e K. On note
FEr={von;, W) Geh|veal, ue U}

Alors :

(i) Les éléments de F ' * sont des fonctions polynomiales en v, i.¢. avec les identifications
ci-dessus :

F4*<=S(a) ® End (E, ® &%, E, ® &%).
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(ii) Identifiant Hom(E,® &%, E, ® ) a Hom(é%, 68) @ Hom(E,, E,) on a
FEr=F{'*@Hom(E, E,) avec F¥ * =S (a) ® Hom (&%, &%).
(iii) On a F§* ® 1g,={v - 15, ()1 o 1 | ue U }.

Démonstration. — Identique a celle de la proposition 3 de [9].

Signalons que la démonstration du point (v) de celle-ci [(iii) ici] est un peu elliptique.
Il est nécessaire d’utiliser ’égalité U**=U (f) UX+UI"* [cf. [10], prop. 9.1.10] et alors
(iii) résulte de (ii).

THEOREME 2. — Soit M, =M, A, une composante de Levi de G, 816(1\7[1),5 , et
neA(d,). Avec les notations de la proposition 2, de 2.1 et 2.3, 0on a :

(i) L’homomorphisme w§, : U —» S (a,)Ve1 est surjectif.

(ii) Pour tout p, p'€ A(d,), il existe un unique rg';"ef{&l tel que Fg‘;“ soit égal a la
composante isotypique de type ri ¥ de S(al)w91 sous l'action naturelle de R;,(=W;, [W3)
sur S (a8

Nous démontrons d’abord un résultat intermédiaire. Choisissons une composante de
Levi M=MA de G, et une série discréte de & de M, telles que &, soit affiliee & 3. On
sait alors que I’assertion (i) du théoréme est vraie pour 8 (cf. [9]).

Fixons Pe Z(M) et P, e 2 (M,) avec PcP,. (Pour M et M, standard, on peut choisir
P et P, standard.) On en déduit des ordres compatibles sur a et a;, d’ou des choix de
racines positives (Ag )*, (A5)* sur A; ,, Aj (§ 2.1) et des « R-groupes concrets »

5v§2.1).

Nous allons nous servir de certaines généralisations des résultats énoncés dans le
paragraphe § 2.1 au cas ou l'on induit & partir d’'une limite de série discréte non
dégénérée. Puisque G est connexe, ces résultats sont contenus dans [17] ou en résultent
facilement.

Rappelons que &, est une limite de série discréte non dégénérée de M, et qu'on a
muni a, d’un ordre.

4.1. On peut alors définir, pour tout veia}, un systéme de racines A, , contenu dans
A=A(g, a,) [17], p. 462.

4.2. On définit alors

R, ,={weW, ,:wa>0siaec(A;, )" =A; ,NA"}

On a alors W, ,=W7 R | (produit semi-direct, avec W3,  invariant); Wg, | est
le groupe de Weyl de Aj;, , et est égal a 'ensemble des we W;,  tels que I'opérateur
d’entrelacement normalisé est scalaire [17], Thm. 11.1, Thm. 12.6].

4.3. Les opérateurs d’entrelacement normalisés associés aux ¢léments de Rj, , engen-

drent le commutant de 7, ,; 75, , est sans multiplicité, de longueur |R§, | (ibid.).

4.4. Si v=0, ecrivons comme a I'accoutumee A;,, R§, au lieu de Ag, o, ... Alors, si
veiaf est (A;,)*-dominant, on a

(Rgl)v= gl,v'
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Ceci se démontre comme (2. 5).
On va commencer par préciser le lemme 5, dont on garde les notations.

ProposiTioN 3
®) Wy, = { Wiq - weWs, w(a)=a; }

(i) (W,)9,={ w0, - weWS, w(a)=a, }.

(iii) Il existe veia¥ avec Imv générique dans a¥ et (A;)*-dominant comme élément de
a*. On a alors a,=a".v. En particulier, puisque RS est commutatif, a, est laissé stable
par R§. D’apres (i), on en déduit un homomorphisme R — (W,);,, d’ott un homomorphisme
R§ — R§,. Alors cet homomorphisme est surjectif de noyau R .

Démonstration. — (i) On a vu que si weW; stabilise a;, w;,, €(W,);, (lemme 5).
Réciproquement, soit w;e€(W,);. Si veiaf, on a ns";,v;ngg, wy- Choisissons
peA (3,)=A (). En induisant par étages, on voit qu’alors

75 () (V) =75 () (W, V)

pour tout ue U¥, veia*. Puisque =¥ : UX — S (a)¥s est surjectif, on en déduit aisément
que w,; v=wv pour tout v, avec un we W;. D’ou (i).

Montrons (ii) et (iii). Pour exhiber veia¥ avec Imv générique et (A;)* dominant, il
suffit de choisir v avec Im v générique et Ag,-dominant (donc Ay -dominant). Pour un v
vérifiant les conditions de I’énoncé, nf , admet |R§ | facteurs irréductibles dont I'un est
3! . Donc, d’aprés 2.3 (iii) et (4.3):

RS, |=|R5[*[RS ,|™".

D’autre part, Im vea} étant (A7) *-dominant, on a (R§),=R§ ,=R§ d’apres (2.5).
D’ou

[Rs, | = |R§/(RY), |-

Par ailleurs, on a a"=a®.v [¢f. § 2.1, aprés (2.1)] et d’aprés le lemme 4 on a a, =a".
Tenant compte de I’égalité Rj ,=(Rj),, on a a, =a®.. Donc a; est bien stable par R§
et R§ est un sous-groupe du groupe Wi ={weW;|w(a;)=aq, }. D’autre part, d’aprés (i)
on a un homomorphisme surjectif p de Wy sur W;, donné par w—w, . Notons s,
I’homomorphisme de W; sur R;, =W, /W3, obtenu en composant I’'hnomomorphisme
précédent avec la projection naturelle W; — R; . D’autre part, 4 we W; on peut associer
opérateur s, (w) qui est la restriction a m; o de /5 (3, w, 0). En effet o/p (3, w, 0) laisse
stable les sous-modules de ni§, , (celui-ci est sans multiplicité) et I'injection 8, & nfi,donne
par induction une injection n};’;, 0 G Mg o (Qu’on regarde comme une inclusion).

Notons

P Ker s5,={we W;|s, (w) est scalaire }.

On va montrer que (P Kers,)\W.=Kers,. Ftudions P Kers,. Clairement
W3 =P Ker s,. Montrons que P Ker s, contient R§ ,. L’opérateur 7, (8, r, v) doit étre
scalaire sur mj!  (cmf ) car v étant générique my! , est irréductible. En particulier
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e (0, 1, V), @ IG(®)*=cId ou ceC. Alors, pour tout r>0, on a de méme reR§,,
neA 1)

et Lp(d, 1, tv), @ 1 5 (8)*=c () 1d. Par ailleurs, les opérateurs ./ (3, r, v) sont analy-
neA@3y)

tiques en veia*. Donc ¢ — ¢ (?) se prolonge en une fonction analytique sur R et ’on a

Ap(r, 5,0, @ ISE)F=c(0)Id.

neA@®y)

Or ng},o est engendré par ses K-types minimaux. Donc &/, (r, 8, 0) est scalaire sur
;! o €t on a bien montré R§ ,cPKer s,. Par ailleurs, le commutant de n;, , est engendré
par les o/, (3, w, 0), we W;, donc les s, (w) engendrent le commutant de nf 1o qui est de
dimension |R§ | (=|R§| x|R§ ,| =" d’aprés ce que I'on a déji vu.)

Or I’espace engendré par les s, (w) est de dimension inférieure ou égale a | W;/P Ker s, |.
Dou |W,/P Ker s,| =|R§|x|R§,|"*. Or PKer s, contient R§ ,WJ. D’ou
|W3/P Ker s,| <|R§/R§ .|, puis |Wi/PKers,|<|R§/R§ ,| et finalement
P Ker 5s,=R§ ,W;. Comme R§ ,cW; on a P Ker s, "\ W;=R§ ,(Wg N\ W}).

Montrons maintenant que Kers; (P Kers,) \W3. On a, par définition,
Ker s;=p~ (W) ou p est ’homomorphisme naturel Wi — W, donné par p(w)=w,,,.
Comme Wg, est engendré par les réflexions s, ol o décrit les racines simples de (A;,)*,
il suffit de voir que pour une telle réflexion s,, p (w)=s, implique we P Ker s,. Soit donc
o racine simple de (A 1)*. L’intersection de I’'orthogonal de a avec I’ensemble des
¢éléments (A 1)+ dominants de a¥ est d’intérieur non vide dans a* (car a est simple). On
note Q lintérieur de cette intersection. Alors, pour tout v,€iQ on a d’aprés (4.4)
(R$ )y, =R§, ,,- Montrons que I'on peut choisir v, €iQ tel que R, ={1}. En effet, si
tel n’était pas le cas, on aurait :

VveiQ, 3IreR§—{1}, r,=v

v
Notons pour reR§,, F,={vea|rv=v}. D’aprés ce qui précéde la réunion des F,, r#1
est d’intérieur non vide car elle contient Q. Or les F, sont fermés. Donc, d’apres le
théoréme de Baire 'un des F, est d’intérieur non vide. Alors, pour tout v dans cet F,,
on a rv=s,v, d’ou pour tout v dans a* on a rv=s,v (puisque F, est d’intérieur non
vide). Comme r#1 et que r et s, sont des transformations orthogonales de a;, on a
nécessairement r=s,. Or s,e Wy, reRg, — {1} et W§ NR§ #{1}. D’ol une contradic-
tion qui montre que I"on peut choisir v, eiQ avec R§ , ={e}. Alors nf! | estirréductible.
Donc Zp (3, w, v,) est scalaire sur ns"ll, v, €t de méme pour tout >0, </ (3, w, tv,) est
scalaire sur 7y .,

Procédant par passage a la limite comme en (i), on en déduit que /,(5, w, 0)
est scalaire sur ml, ie wePKers,, Ceci achéve de prouver que
Ker s, =(P Ker 5s,) \ W}. Mais s, étant surjectif, on a |W;/Ker s, |=|R§,|. Or on a vu
ci-dessus que : |W3/((P Ker s,) \W3)|=|R§/(R;),| pour veia} avec Im v générique
dans af et (A;)*-dominant. Or dans ce cas on a vu que |R§ | =|R§/(R5),|. D’ou
|Ker sy |=|((P Ker 5,) \YW})|. En tenant compte de Ker s; (P Ker s,) \ W3, on a
finalement ’égalité voulue, i.e.

Ker s;=R§ ,(WgN\W}) ou veia}
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avec Im v générique dans a¥ et (A;)*-dominant.

On peut maintenant prouver (ii) et (iii). En effet, soit wlewgl. Drapres (i) il existe
w, €W avec w;, =w;. Mais on a weKer s,. Alors w=rw' avec reR§ ,, v comme ci-
dessus, et w'e Wy M W;. Mais si reR§ ,, r|,, est trivial (car a, =a"5.v), d’aprés ce qu’on
a vu avant (2.2).

Alors w, =w{,, ot w' e WJ N W;. Ceci achéve de prouver (ii). Pour (iii) si re R§ s’envoie
sur 1 dans R;, cela signifie que 'on a reKer s;. Mais Ker s; N\ R§=Rj , d’apreés ce qui
précede et ceci achéve de prouver (iii).

Nous pouvons maintenant démontrer le théoréme 2.

Rappelons qu’avec les notations de la proposition 3, on a a; =a®.v et R ,=(Rj),.

Donc R, est un groupe d’automorphismes de a laissant fixe (A;)* qui est isomorphe
a un produit de copies de Z,. On peut appliquer la proposition A.2 et ’on a

S@)¥1={p,.t|peS ()"}

Wo={w,, |weW?, wa,=qa,}.

Mais, d’aprés la proposition 3, on a W, =W§1. Donc S(al)wgl est 'image de S(a)w9 par
I’homomorphisme de restriction des polyndmes sur a* a af.

Par ailleurs, les éléments de R§ laissent stable a, et leur restriction & a, (qui sont dans
W;,) laissent invariant W3, (qui est distingué dans Wj).

On en déduit une action de R§ sur S(al)W91, pour laquelle le sous-groupe R§ , agit
trivialement (il fixe a, point par point). De méme R§ agit sur S (cn)Wg et ’homomorphisme
de restriction S (a)® — S (a,)™5: est un morphisme de R{-modules.

Soit alors p, p'eA(d,). On a R ‘e A(0) et d’aprés [9] il existe un unique
' reRy=R¢ tel que F¥ "—S(a)wg) ; le membre de droite désigne ici la composante
isotypique de type ¥ * de S(a)™®. Or on voit facilement que Fe*={p t|peFt'*}. On
a donc

Fi = (S (a5 "

Mais I’action de R§ sur S(al)w31 passe au quotient par RS , et F¥'*#£0 (car 1t81 v €st
irréductible et contient p’, p). On a donc r¥ *e(R§/R§ ,)". Par ailleurs, on a un isomor-
phisme (c¢f. proposition 3) de R;, avec R§/Rj , qui transporte I'action de R§/Rj ,

S(al) W8 en celle de R, Wz-,l/W5 Alors par cet isomorphisme on obtient un element
de Rz‘,1 qui correspond & r§ * et que 'on note 4 *. Alors on a

Fyr=(S (01)w 5,5, comme désiré.

L’unicité de r§;* résulte de la non nullité de Fj*. Ceci achéve de prouver (ii).

Alors (i) résulte de I’égalité F&*=Imn} (cf. proposition 1) et du fait que r&*=1 implique
que r§¥=1.

4° SERIE — TOME 23 — 1990 — N° 2



LE THEOREME DE PALEY-WIENER INVARIANT 211

5. Reéformulation. Applications

5.1. Le théoréme 1 peut étre reformulé de fagon plus abstraite, sous une forme proche
du théoréme démontré par Bernstein, Deligne et Kazhdan [4] pour les groupes p-adiques,
et conforme aux hypothéses d’Analyse harmonique énoncées par Arthur dans son article
sur la formule des traces invariante ([1], § 5). (Le lecteur remarquera qu’Arthur considérait
des fonctions C°, alors que nous nous restreignons aux fonctions K-finies. Les progrés
faits par Arthur ces derniéres années sur la formule des traces montrent que cela n’est
pas une restriction sérieuse.)

Suivant les notations d’Arthur, soit IT,,,,, (M) ’ensemble des (classes de) représentations
irréductibles d’un sous-groupe de Levi M de G (). Si Me #°, I’ensemble des sous-
groupes de Levi de G, soit ay 'algebre de Lie de sa composante déployée. Si veay; et
nell,,, (M), notons =, la représentation de G

indgy (r ® ),

ou MN est un parabolique de G contenant M comme composante de Levi. Fixons des
normes || || sur les ay de la fagon habituelle.

Si ¢ est une fonction définie sur II,.,,(G) a valeurs complexes, on note ¢ son
prolongement Z-linéaire au Z-module libre, Z (I1,,,,, (G)), dont 'ensemble des générateurs
est I, (G). De fagon évidente, pour neIl,,, (M) et veag; on peut considérer m, comme
un ¢lément de Z (Il (G)) et pour @ comme ci-dessus ¢ (m,) est bien défini.

Si T est un ensemble fini de K-types, r une constante >0, soit J, (G); 'ensemble des
fonctions

¢ Mmp(G)~C

satisfaisant les conditions suivantes :
(i) Si nell,n, (G) n’a aucun K-type dans I, ¢ (1) =0.
(i) Pour tout Me £9, nell,,, (M), la fonction

o, X>=L<B(nv)e*i<v'x>dv,
am

définie pour X € ay, s’annule pour || X||>r.
Soit C2 (G, K), r I'espace des fonctions de C” (G, K), se transformant sous I.

TutoreME 1. — L’application

f=o():e(f)(m=trace n(f), n€len, (G)

(®) Nous utilisons dans le chapitre 5.1 la notation coutumiére dans la théorie automorphe. En particulier,
M- au lieu de MA — désigne un sous-groupe de Levi.
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est une application surjective : CF (G, K), = J,(G), dés que I" est saturé pour ['ordre
sur K introduit dans [7) 2.3, i.e. si pel et p’ <p implique p' €T

Le théoréme 1’ se déduit immédiatement du théoréme 1 a I’aide des propriétés de la
transformation de Fourier inverse et des restrictions de fonctions de Paley-Wiener a un
sous-espace.

5.2. ArrLICATIONS. — Les notations habituelles sont de nouveau en vigueur.

Commengons par mentionner une conséquence simple du théoréme 1. Soit A une forme
Z-linéaire, a valeurs complexes, sur le groupe de Grothendieck R (G) des modules de
Harish-Chandra de longueur finie de G. On dit que A est discréte si, pour tout parabolique
propre MANEZG, et toute représentation de longueur finie 1, de M et vea*®C, A
s’annule sur indg,y (1, ® e*). (Cette définition est due & Bernstein-Deligne-Kazhdan [4].)
I1 est équivalent de supposer que A (5 ,)=0 pour toute représentation basique m; , venant
d’un parabolique propre (¢f. [6], démonstration de la proposition 1).

Soit A une forme linéaire discréte. Supposons le centre de G compact. D’aprés un
théoréme de Harish-Chandra et Zuckerman (cf. [25], proposition 6.6.7), R(G) est
engendré sur Z par les représentations basiques. On en déduit que A est déterminée par
ses valeurs sur les représentations de G,s -

Rappelons que si une représentation irréductible & de G s’exprime comme

=Y n(3, v)m;, (égalité dans R(G))
8, v

avec les m; , basiques, les m; , telles que 7 (8, v)#0 ont méme caractére infinitésimal que
.

LEMME 6 (G de centre compact). — Supposons A discréte. Les conditions suivantes sont
alors équivalentes :

(1) L’ensemble des représentations irréductibles de G telles que \(w)#0 est fini.
(2) L’ensemble des neG, ., telles que \ (1) #0 est fini.

(3) Il existe un ensemble fini I' de K-types tel que )»(n)=0'si T ne contient aucun
K-type de T'.

Si A satisfait ces conditions, on dit que A est admissible.

Démonstration. (1) =>(3) est évident; (3)=(2) est démontré, par exemple, dans [7],
lemme AS5. Supposons (2) vrai, et soit ©t irréductible. Si A () #0, n doit avoir le méme
caractére infinitésimal qu'une 1.s.d. & tel que A(8)#0, et ceci implique (1) d’apres le
théoréme de finitude d’Harish-Chandra.

PROPOSITION 4. — Soit A une forme linéaire discréte et admissible sur R (G), G de centre
compact, et r>0. Alors il existe f € C? (G, K), telle que

A(m)=trm(f)

pour toute représentation 1 de longueur finie.

La proposition 4 est une conséquence immédiate du théoréme 1.
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CoroLLAIRE (Existence de pseudo-coefficients). — Soit 8,€G,. Alors, pour tout r>0,
il existe f e CP (G, K), telle que

() trdy (=1

(i) trms, , (f)=0 pour toute représentation basique w5, , de G différente de §,.

Une fonction f satisfaisant ces conditions est appelée pseudo-coefficient de 3.

Démonstration. — Associons une forme linéaire admissible a J,. Il suffit de la définir
pour les représentations basiques, ou elle est- définie par (i) et (ii). Pour voir que cette
définition est cohérente, il suffit de vérifier qu’elle est compatible avec les relations (v)
figurant dans 1’énoncé du théoréme 1. Cela résulte du fait bien connu qu’une représenta-
tion de la série discréte de G ne peut figurer dans le membre de droite d’une identité (v) :
cela fait partie du « Disjointness Theorem » de Langlands, cf.[17], théoréme 14.1.

Nous donnons maintenant deux applications de la proposition 4. La premiére concerne
la cohomologie continue. Si m est une représentation de G, soit Hi(g, f; n) le i-iéme
espace de cohomologie relative de (g, ) a valeurs dans le (g, K)-module associ¢ a .
Notons

ep(s, Em)= ) (- 1)'dimH'(g, & 7)

i=0

le caractéristique d’Euler-Poincaré associée. Le théoréme suivant résout un probléeme
posé par J.-P. Labesse.

THEOREME 3. — Soit & une représentation de dimension finie de G.

(1) Si G n’a pas de série discréte, on a ep(g, £, t®E)=0 pour tout (g, K)-module de
longueur finie m.

(i) Si G a une série discréte, il existe, pour tout r>0, une fonction f,€ C? (G, K), telle
que, pour tout (g, K)-module de longueur finie m de G :

ep (g, §; n®E)=trm (fy).

Il y a un théoréme analogue concernant 1’opérateur de Dirac ([20], 3).

Supposons maintenant que G a une série discréte. Soit T =K un sous-groupe de Cartan,
A=A(ge, tc), A, A T'ensemble des racines compactes. Fixons un systéme de racines
positives A} pour A,.

Soit pett le plus haut poids d’une représentation irréductible de ¥ (aussi notée p).
On peut choisir A}, un systéme de racines positives de A, tel que p+p, est dominant,

ou p.=1/2 Y a, p,=p—p. On suppose que p+p, est un caractére de T. Sous ces
aeA;

conditions, on a les opérateurs de Dirac
D; eU(gc)®Hom (V,®S*, V,®S¥)

ou V, est la représentation de f. de type p, S* sont les deux modules de spin ([3], §1.3).
Si V est lespace dun (g, K)-module, on en déduit des opérateurs
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DS : V®V,®S* > VRV, ®S7«[3], § 1.3, 2], Appendix). Posons
ep (4, ) 3 dim Ker D, —dim CokerD,.

THEOREME 4. — Soit pel; tel que u+p, est un caractére de T et r>0. Alors il existe
une fonction f, € C* (G, K), telle que

ep (u, m=trn(f,)

pour toute représentation de longueur finie 1 de G.

Démonstration. — Les deux théorémes se démontrent de la méme fagon. On utilise la
proposition 4. Il s’agit de montrer que la caractéristique d’Euler-Poincaré est une forme
linéaire discréte et admissible. Soit ep(n) I'une des caractéristiques définies par le
théoréme 3 ou le théoréme 4.

Tout d’abord, I'application n —ep(w) est additive. Pour la (g, f)-cohomologie, ceci
résulte de la suite exacte longue en cohomologie; pour 'opérateur de Dirac, cela résulte
de la suite Ker-Coker associée au diagramme a lignes exactes

00— \1,‘1_)_'_-—» \1B+—> \1_‘]_)'*—)0
0—- V_ - V_ - VI -0

associé a une suite exacte courte 0 > V' >V -V’ - 0; on a noté V, =V®VP®S‘—*.

Montrons que T — ep (%) est discréte.

Considérons une représentation w; , basique, induite d’un parabolique propre
P=MAN. Le calcul de la (g, f)-cohomologie a 1’aide du complexe standard [5], §1.1.2
montre que ep (g, I; 1®E) ne dépend que de 7. D’apres la définition de Df, il en est
de méme pour ep(p, m). Mais on a ep(qg, £ n®&)=0, d’aprés le lemme de Wigner, si
XeF Xes (cf. [5], théoréme 4.1).

On a donc ep(g, | m;, ; ®E) =0 pour presque tout A et donc partout.

Ceci démontre le théoréme 3 (i). De fagon analogue, on a ep (), n)= 0 sauf si 'opérateur
de Casimir agit sur © par un scalaire dont la valeur est déterminée par p ([27], démonstra-
tion du théoréme 7.6). Comme l'opérateur de Casimir agit sur m; , par une fonction
quadratique de A, le méme argument montre que ep (u; ®; ;) =0.

Enfin, ©= — ep (n) est admissible. Pour la (g, f)-cohomologie, cela résulte du lemme de
Wigner [par exemple a ’aide du lemme 6 (1)]; pour 'opérateur de Dirac, on peut utiliser
le lemme 6 (3) et I'expression de D avant le théoréme 4. Ceci termine la démonstration.

APPENDICE A

Surjectivité de la restriction de polynomes W-invariants

ProrosITION A. 1. — Soit A un systéme de racines réduit sur un espace vectoriel E (réel
ou complexe), A* un ensemble de racines positives. Soit r une involution de E, dont la
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transposée laisse stable A*; soit E, (resp. E{) l'espace des éléments invariants (resp. anti-
invariants) de E sous r.

Alors E=E,®E[, E¥*=E¥Y®(E[)* et la restriction des fonctions polynomiales de E* a
E¥ détermine un homomorphisme surjectif :

S(E)Y - S(E )"

Ici W est le groupe de Weyl de A et W, ={ WE, |[weW et wE, cE, } est aussi le groupe
de Weyl du systéme des racines restreintes Ay ={o g, |0€A, o g, #0}.

Démonstration. — Ce probléme fait partie d’'un probléme plus général étudié par
Helgason. Dans [12], Helgason considére une algeébre de Lie semi-simple réelle g, avec
décomposition de Cartan g,=¥%,®p, pour I'involution de Cartan, 0. Soit g,=f,Da,®n,
une décomposition d’Iwasawa avec a,=p,. On peut trouver une sous-algébre de Cartan
b de la complexifiée g de g, contenant a, et stable sous 6 (comme d’habitude §, a, . ..
désignent les complexifiés de f,, a4, ...). Soit W le groupe de Weyl de la paire (g, b).
Helgason étudie I'image de 'homomorphisme de restriction S(h)™ — S(a)™* ou a est
ensemble des points fixes de linvolution r=—0 de h et W, ={w, |weW, waca}. En
général r ne donne pas naissance & une involution du diagramme de Dynkin de (g, b).
Cest le cas seulement si g, est quasi déployée. C’est donc le probléme d’Helgason
restreint au cas ou g, est quasi déployée que nous voulons étudier (avec E=}, a; =a).
Le cas ou g, est déployé est trivial, ce que nous excluons désormais. Le cas ou g, est
complexe ainsi que le cas ou g, est classique est traité dans [12]. Par réduction et en
décomposant g, en facteurs simples, on voit qu’il ne reste qu’a traiter le cas ou g, est la
forme réelle quasi déployée non déployée de E¢ (EII dans la liste[13], Table V, p. 518).

Dans ce cas le systéme de racines restreintes A, est réduit et de type F,.

On verifie facilement & I’aide de [13], p. 534, que les racines courtes de F, ont
multiplicité 2 (i.e. il existe deux racines distinctes de A se restreignant en une racine
courte donnée) et que les racines longues ont multiplicité 1. Alors, les polynomes suivants
(aprés identification de E, et E¥ grace a un produit scalaire invariant) :

Py=2 Y o+ ¥ P
aEAf beAf'

o courte B longue

sont contenus dans I'image de ’homomorphisme S (E)* — S(E,)V1.

(Ici Af ={ag, |a€A*, op #0}). En effet P, est I'image de ) y*'eS(E)Y. Par

yeA+

ailleurs on sait que S(E,)™! est engendrée par des générateurs homogénes de degré 2, 6,
8, 12, algébriquement indépendants. Notant 4, la dimension de la composante homogene
de degré I de S(E\)Vt on a d,=1, dg=2, d3=3, d;,=5. En explicitant les racines de A,
dans une base de E; on va vérifier 4 la main que les composantes homogénes de I’algébre
engendrée par P,, Pg, Pg, P, de degré 2, 6, 8, 12 ont les mémes dimensions que celles
de S(E,)Y1. L’image de S(E)V par 'homomorphisme de restriction qui est une sous-
algébre de S(E,)V contiendra alors les générateurs de S (E,)™! et lui sera donc égale.
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Détail des calculs. — On choisit une base de Ef, €,, ..., g, dans laquelle les racines
positives courtes de A; sont g;, 1<i<4 et 1/2 (¢, +¢,+e;+¢,) et les racines positives
longues sont ¢;+¢;, 1 <i<j<4. Les polynomes considérés sont tous symétriques en €,
€,, €3, &,. Par convenance on n’écrit donc qu'un seul terme de chaque type. Par exemple

gfes+ ... veut dire ) &€ +ef el (ce qui n’est pas le symétrisé de &3 €7). Alors on a :
i<j
P,=12¢Z+
22P,=3(11e8+ ... +45ete2+ ... +30e2e2el+ ...

24Pg=129¢e%+ ... +924cfel+
+2310ete5+ ... +420ete2el+ ... +2520ete3e2e2 . ..
28P,,=3(683el2+ ... +11286¢l%e2+ ... +84645:8¢5+
+158004€8eS+ ... +990e8e2e2+ . .. +4620818§s§+ .
+11550eeded+ ... +27720e8e262e2+ . .. +69300e et e2e2+ . . ..

On introduit alors
Y,=P,

Y6=§P6—11Y§i.e.Y6=sfa§+ L —3e2e2e?.
Y8=%(24P8—129Y‘2‘)

et ’'on trouve
Yo=17€Se2+ ... +64etes+ ... —4T7etelel. .. —24eleselel.

Alors il est facile de voir que les composantes homogeénes de d°2, 6, 8, 12 de I'image
de ’homomorphisme de restriction sont au moins égales respectivement a 1, 2, 3, 5 en
montrant que Y3 et Yg (resp. Y3, Y, Ys, Yg) resp. (YS, Y3Y, Y2Y,, YZ P,,) sont
linéairement indépendants.

Ceci achéve la démonstration de la proposition.

ProPOSITION A .2. — Soit A, un systéme de racines sur un espace vectoriel E (réel ou
complexe), A* un ensemble de racines positives. Soit R un groupe d’automorphismes de E
dont les transposés laissent stable A*. On suppose en outre que R est un produit de copies
de 7Z,. Soit E, =ER et E{ l'orthogonal de E, pour un produit scalaire R-invariant sur E.

Alors E=E @E[, E¥*=E¥®(E[)* et la restriction des fonctions polynomiales sur E*
a E¥ détermine un homomorphisme surjectif :

S(E)" - S(B ™.
Ici W est le groupe de Weyl de A et W, ={w g |weW, w(E,)=E, }.
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En outre, si I'on note

Aj={ag |oeA a5 #0} et (ADa={aeA|12a¢A,},

(A1);eq €St un systéme de racines réduit dans E, et W est le groupe de Weyl de (A,);eq-

Démonstration. — On va procéder par récurrence sur |R|. La proposition est triviale
si |R|=1. Supposons la proposition prouvée pour |R|<2'. On suppose maintenant
|R|=2'*1. Soient alors R’ et reR tels que R s’identifie au produit direct R'x {1, r}.
On pose E; =EY, Ej— l'orthogonal de E; dans E,. Alors E*=(E})*®(E;")* et 'hypo-
thése de récurrence nous permet d’affirmer que S (E)V s’envoie surjectivement sur

SEPVE  ou Wi={wg

weWetwE; <E;}.

Notant
A ={og; 0€A, o g #0}

et
(ADrea=1{a€A][1/200¢A7},

(A));eq €St un systéme de racines dans E; et W/ est le groupe de Weyl de (A}),.q. D’autre
part le sous-espace de E; des vecteurs fixes sous r est égal 4 E,=E®. On a alors
E;f =(Ef NEDS(E)".

La proposition A.1 permet de conclure que S(E;)"! s’envoie surjectivement par
restriction sur S(E)"1 ou Wy={w g, |we W}, wE;cE}} est aussi le groupe de Weyl
de

A7 ={ )5, |0 € (AD)eas 15, 20}

qui est un systéme de racines (éventuellement non réduit) dans E;. On a évidemment
Al cA,.

D’autre part, si a€A;, on a a=f;5 pour un BeA. Donc a=yg avec
yeA] (y=B, g;). Alors il existe ke N tel que

1/2*ve(ADrea et 1/2"7eA]
dés que 0<k'<k. D’ou
1/2*aeAy et 1/2*aeA,, 0=k <k.

Donc si a€(A;),.q4 On a avec les notations ci-dessus k#0 et donc (A,),.q =(AY).

Réciproquement, soit a€(A7)eq- Si ¢ (A1)eq, ON @ &' =1/20€A,.

Donc il existe ke N tel que 1/2%a'=1/2¥*1ae A}. Mais A} est un systéme de racines.
Ceci implique nécessairement que k=0 i.e. 1/2aeAY.
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Ce qui contredit ae (A]),.q- Finalement on a les inclusions (AY),.q ©(A);eq AT. Mais
alors si on avait o€ (A, ), q €t ¢ (A]),q ON aurait 1/2ae(AY),.q, donc aussi 1/2ae(A,),q-
Ce qui est impossible.

Donc (A)),eq = (A7);eq- DONC (A)),.q €5t bien un systéme de racines et W7 est le groupe
de Weyl de A, . Par ailleurs le composé de deux homomorphismes surjectifs étant surjectif,
S(E)¥ s’envoie par restriction surjectivement sur S(E,)"?. Il faut maintenant comparer
W7 et W,. On a clairement Wi cW,. Supposons alors que Wi #W,. On aurait alors
S(E,)V12S(E)VY. Or S(E)V s’envoie par restriction dans S (E,)":. Comme I'image de
cette restriction est S(E,)™1 on a une contradiction qui prouve que Wy =W, et ceci
achéve la démonstration de la proposition A .2.

APPENDICE B

Un théoréme de Rais

Pour la commodité du lecteur nous allons donner une démonstration du théoréme
suivant, d@ a Rais (voir [21], § 3, pour une version moins précise).

Soit E un espace vectoriel réel muni d’un produit scalaire, W un groupe fini d’automor-
phismes de E engendré par des réflexions. On note S(E)V I’algébre des invariants de W
agissant dans I’espace S (E) des fonctions polynomiales sur E¥. D’aprés un théoréme de
Chevalley, S (E) est un module libre sur S(E)¥, de dimension |W|. Soit P;, ..., P, une
base de S(E) sur S(E)V. Enfin, soit 2% (E), I'espace des transformées de Fourier des
fonctions C* a support compact sur E a support dans la boule fermée de rayon r : ce
sont des fonctions sur EE.

THEOREME B. 1 (Rais) (cf. [21]). — Soit o e P# (E),. Alors @ s’écrit de facon unique

I
o= Z P, o;
i=1

t

ou les ¢; appartiennent a l'espace PW (E)Y des fonctions de Paley-Wiener sur E¥, invarian-
tes par W.

Démonstration. — Si les @; existent elles satisfont le systéme

1

ewh)=Y P,wA)o,(A), VweW, VAeE%
i=1

13

C’est un systéme de / équations a / inconnues ou / est 'ordre de W. Notons w, . . ., w,
les éléments de W et D (A) =det (P;(w;})).

Comme les P; forment une base de S (E) sous S (E)Y, on sait, d’aprés Harisch-Chandra,
qu’ils sont également linéairement indépendants sous I’action du corps des fractions
Q(a)¥ de S(a)¥ agissant sur le corps des fractions Q(a) de S(a). On en déduit que D
est non identiquement nul.
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Alors, en résolvant le systéme ci-dessus, on trouve des fonctions \; définies par :

. (Pi(‘fﬁ APy (Wl Ao pi("fl N P (W1 A)
V(M =(-1) : : e :
o;(wmA) Pywh) ... Pwh) ... PwH

et qui vérifient

VweW, VAeE: DM oWA)=IP,(wi)y,M).

Clairement les {; sont holomorphes et sont les seules solutions holomorphes du systéme
ci-dessus [qui est de Cramer lorsque D (A) est non nul]. Elles sont donc invariantes sous
W. Par ailleurs, ## (E), étant stable par multiplication par des polyndmes, on a
finalement ;€ 2% (E), pour tout i. Montrons que les {; sont divisibles comme fonctions
holomorphes par D. Pour cela approximons la fonction entiére ¢ par une suite de
polynémes (@,) qui converge vers ¢ uniformément sur tout compact (sa série de Taylor
a lorigine par exemple). Alors, comme les P; forment une base de S (a) sous I’action de

1

S(a)%, il existe des polyndmes @; , W-invariants et uniques tels que ¢,= Y. P, 0, ,.

i=1
Clairement, ; ,=Dg, , est donnée par une formule analogue a celle définissant \; ou
I'on a remplacé ¢ par ¢,. Il résulte de ces formules que ({; ,) converge uniformément
sur tout compact vers ;. La divisibilit¢ par D se préserve par passage a la limite. Pour
le voir, rappelons un lemme classique :

LemMmE B.1. (cf. Ehrenpreis [11], th. 1.4, p. 8). — Soit Q un polynéme sur Cenz, ...z

m

(1) Alors il existe des constantes o, B telles que pour toute fonction F holomorphe sur
|zj—z}|<p pour tout j, on z°=(z9, ..., zp) est un point donné, on ait la propriété
Suivante :

Si |Q(2)F(2)|SC sur {z|z;—2z9|<p pour tout j}

onal|F(z%|gaCpP

(i) Sien outre F est entiére, p, ,(F)<e ®(1+p) ap~Pp, ,(QF) pour tout p>0 et r20,
ou p,,,(F)=Sup (1+| z[[) e~ "*=[F (2) |, o || z|| =Sup | z;|.

zeC™

Démonstration. — (i) est le théoréme 1.4, p. 8 de Ehrenpreis.

(ii) résulte de (i). En effet :
Pr.n(F)=sup (1+]|z][) e 1%=1F ()|

zeC™

<Sup (1+|z])"e " IRe=llgp=Px Sup |Q(Z)F(2)|

zeC™ Nz’ —zll=p

Comme

1+ z||£+] 7

DA+[z=2]) et [[Rez|[z[|Rez'||~[[Re(z=2)]
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on en déduit
Prn(F)Se?(1+p)yoapPp, ,(QF).

C.QF.D.

"On déduit immédiatement de ce lemme que la convergence uniforme sur tout compact
des V; , vers \; implique la convergence uniforme sur tout compact des @; , vers une
fonction holomorphe ;. Clairement on a D, =1V, et la divisibilité de {; par D en résulte.
Maintenant la partie (ii) du lemme implique que @; est dans 2 #,(E) puisque V; est
dans cet espace.

Ceci achéve la démonstration du théoréme.

APPENDICE C

Recollement de fonctions de Paley-Wiener

Soit E un espace vectoriel réel et A un systéme de racines sur E. On note W° le groupe
de Weyl de A. Soit W un groupe fini d’automorphismes de E contenant W° comme
sous-groupe distingué et tel que le quotient de W par W? soit isomorphe a4 un produit
de copies de Z,.

On suppose en outre que W laisse fixe A. On choisit A* un ensemble de racines
positives. On se fixe un produit scalaire invariant par W sur E ce qui permet entre autres
d’identifier E 4 son dual. A la paire (W, A*) on va associer plusieurs objets. D’abord
R={reW|r(A*)=A"}. On définit alors une famille de sous-groupes de R appelée
diagramme de (W, A*): Diag(W, A*)={R,|[veC} ou C est la chambre de Weyl
positive définie par A*, C sa fermeture et R, désigne le stabilisateur de v dans R.

On définit également un ensemble fini de sous-espaces vectoriels de E appelés strates
de la paire (W, A*) :

Str(W, A*)={E"|HeDiag(W, A*)}.
Notons que la correspondance H — E* de Diag (W, A*) sur Str(W, A™) est bijective.
En effet, si E*=E" eDiag(W, A™"), il existe v, v'eC avec R,=H, R,=H'. Alors
ve EH=E" implique que H'<R,=H. De méme on a H'<cH. D’ou I’égalit¢ voulue.

Chaque strate est donc de la forme E,=ER?" pour un unique R!eDiag(W, A*). Pour
une telle strate on introduit les groupes d’automorphismes de E; :

W,={wg,|weW, wE,cE, }
Wo={w g |weW° wE,cE, }.

Comme R est commutatif (car il s’identifie naturellement au quotient W/W?°), on voit
que R laisse stable E,=ER' et R! est le sous-groupe de R laissant fixe E; point par

4° SERIE — TOME 23 — 1990 — N° 2



LE THEOREME DE PALEY-WIENER INVARIANT 221

point. On note ’
R,={r g, |reR}qui s’identific au quotient R/R".
Pour r>0, on note 2# (E, W, A™"), I’espace des familles

(Fr1, D! ¢ Diag W, At), geR! telles que :

(i) Fri,,€2% (E)"? pour tout xeR?, ou E;=E*';
(ii) si R’, R”eDiag(W, A") vérifient R'"cR” on a E'=E¥ SE”"=E}" et on a, pour
tout xeR’ :

(Fre, ) @rnx= ) Frery

neR”, nrr=y

0
)

On définit une application linéaire ® du produit de |R| copies de 2% (E)"" dans

2w (E, W, A™), par :
®=(®), .5~ 0 (®)=F
avec
F=(FR1,1)R1 e Diag (W,A"), xeR?
définie par

Fu,= Y (@)et pourtout R'eDiag(W,A*) et xeR'.

neR, nrl=y4

On se propose d’étudier la surjectivité de @ pour certaines paires (W, A™).

ProposiTioN  C.1. — L'application o:®—>F=0(®) de [[2¥% (E)WY°  dans

x€R
PW (E, W, A™), est surjective.

Remarque C.1. — On dispose en outre d’une action naturelle de R sur 2%~ (E)f”o car
R laisse invariant W°. De méme R agit sur chacune des strates, car celles-ci sont laissées
stables par R puisque R est commutatif. Il en résulte donc une action sur #? ¥, (E,)
pour toute strate et méme sur 2 %, (EI)WY. Finalement on obtient une action de R sur
PW (E, W, A"),. 1l est alors clair que ® est un morphisme de R-modules. Donc, si
o (®)=F, les composantes isotypiques de F et ® se correspondent.

En particulier, si F est R-invariante, on peut choisir les ®,, x € R, invariantes sous W.

On commence par démontrer deux lemmes.

LemMme C.1. — Pour toute strate B, eStr(W, A*) et toute F e PW (B, il existe
FePW (E)Y° telle que F g+ =F,.

Démonstration. — D’aprés [8], F, est la restriction 2 E¥ d’un élément F, de 2% (E),.
De plus en moyennant, on peut prendre F, invariante par le sous-groupe W? des éléments
de W° qui laissent stable E,, puisque W9={w g |weW{}.
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1
D’aprés le théoréme de Rais de I'appendice B, on peut écrire F;= ) P,H; ou les P,
i=1
sont des polyndémes et H; sont éléments de ¥~ (E):”o. Mais F, étant invariante sous
W9, en moyennant sous ce sous-groupe de W° on a :

F,=Y QH, avec QeSEV.
i=1

En particulier les Q; | g# sont invariants sous WY. 1ls sont donc, grice a la proposition A.2,

la restriction & E* d’éléments Q, de S (E)V’.

On pose alors

1
F=Y QH.
i=1

Clairement F|gx= FlIET' Or FllEi‘= F,
D’autre part, comme les H; sont dans 2%" (E))”'0 et que les Q, sont des polynomes
invariants sous W°, on a aussi Fe 2% (E)*° et F a les propriétés voulues.

LemME C.2. — Soit seR. Alors il existe un unique sous-groupe R (s) de R qui vérifie
les conditions (i) et (ii).

(i) (E*)R®=(E*)* (ou (E*)* désigne I'espace des invariants sous s).

(ii)) 3veE* avec R,=R (s).

Par ailleurs R (s) vérifie les propriétés suivantes :

(iii) IveC N (B*)* tel que R,=R(s). En particulier R (s)e Diag (W, A™).

(iv) Soit R un sous-groupe de R contenant s et tel qu'il existe ve E* avec R,=R®.
Alors on a R(s)cR*.

Démonstration. — Démontrons d’abord que s’il existe un sous-groupe R (s) satisfaisant
(i) et (ii), il est unique. En-effet, si R’ est un autre sous-groupe satisfaisant (i) et (ii), il
existe v'e E* avec R,,=R’. Mais comme seR’ on a v'e(E*)’. Donc v e(E*)*®. D’ou
R (s)=R,.. L’inclusion inverse se montre de fagon similaire. D’ou I'unicité de R (s) si elle
existe.

Montrons I’existence de R (s). Pour cela on remarque que (E*)* N C est non vide, car
si veC on a sveC, donc v+sveC N (E*)* (car C est un cdne convexe stable par s et
2
se=1).

Pour H sous-groupe de R on note
Ay={re(E**NC|R,=H}.
Notons que Ay= si s¢R.

Alors on a (E*¥)* "\ C= Ay, H sous-groupe de R contenant s.
Mais si seH on a Ay (E*)" < (E*)*. D’ou :

E**NCcU EH(E*,
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H sous-groupe de R contenant s, Ay # .

Donc la réunion des (E*)¥, fermés de (E*)® est d’intérieur non vide (C est ouvert dans
E*).

Par le théoréme de Baire on en déduit que I'un des EM est d’intérieur non vide i.e.
(E*)" = (E*)* pour un sous-groupe H de R avec A, # .

Clairement ce sous-groupe vérifie (i), (ii) et (iii).

Quant a (iv), avec les notations de ce point on a ve (E*)* (car seR?).

D’ou ve(E*)R® et donc R(s)cR,=R™.

CQFD.
Démonstration de la proposition C.1. — On part donc de Fe 2% (E, W, AY),.

Soit s un élément de R. On définit alors pour A e (E*)*=(E*)R® (avec les notations du
lemme C.2) :

o, (M= 3 Fri,Mx(),  VieE*y=(EHC.

reR(s)

On peut alors, grace au lemme C.1, étendre @, en une fonction sur E* notée @, et qui
est dans 2% (E)V°.

On définit enfin des éléments de 2% (E)Y°, @, neR par :

®,(M)=|R|™* Y ¢,()n(s), VAeEX

seR

On va montrer que ® (®)=F.
Soit alors R' e Diag(W, A*) et x e R™. Il nous faut démontrer que :

Vie(EY), Y ®,(W=Fg, M.

nekR
Mgt =x
Or :
Y o,M=IR|"* Y Y eMn@=|R|T*YL M Y ne).
nekR neR sekR seR neR, np1=y
Mig! =x Nip!=2

Mais clairement

Y n@)vaut 0 si s¢R' et [R/R'[x(s) si seR!

nekR, Mgl =y

(grace aux relations d’orthogonalité des caractéres de R/R?).
D’oy, en notant A= ) @, (M):

nekR, Mgt =y

1
|RY|

A= Y oM ().

seR!
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Mais si seR! et ke(E"‘)Rl on a en particulier Ae(E*)°, d’ou par construction,

oM =0,M)= Z FR(s),.,(K)?I_(f)-

neR(s)

Par ailleurs, grice au lemme C.2(iv), on a aussi R (s) = R! et grice aux propriétés de
F on en déduit que pour se R! et Ae (E¥)R’ :

o,M= 3, Y Fei M ()= Y Fri M)y ().
neRE 3 eRL 2 lg =0 «' R
D’ou :
1

A=
|RY

Y X Fe M)A ©x0)

.SER1 x’eﬁl
Soit encore :

1

A=
IR'

Y Fri MY XG0

x' eRY serl

Par les relations d’orthogonalité des caractéres de R! on en déduit :

1
A= |R1| IZﬁ,Fkl.x’O’)X'Rl'XBx,x’
1 e
A=FR1’1(7\.).

C.QF.D.

APPENDICE D

Erratum a un article antérieur

Dans cette section, nous corrigeons une erreur de larticle [7]. La démonstration qui
suit est un travail commun avec A. Bouaziz.

Le lemme 4 de [7] est faux et improprement attribué a Vogan. Il n’est utilis¢ que dans
la démonstration de la proposition 2 (ii) et du lemme 11 (ii). Nous donnons ci-dessous
des démonstrations de ces deux points. Les notations ainsi que les hypothéses sont celles
de cet article. En particulier, G est un groupe réductif satisfaisant les conditions de
Vogan, mais non nécessairement connexe.

ProrositioN D. 1. (Prop. 2 (ii) de [7]). — Soit M; A, (i=1, 2) deux sous-groupes de Levi
cuspidaux, 8;€ (M,),. Alors, si 1(8,) et 1(8,) ont un K-type minimal en commun, les données
(M,, 9,) sont conjuguées par G.
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Rappelons que G*=G°ZC, K*=KNG*; si M est un sous-groupe de Levi,
Mi=M NG [7],§1.2 et 4.1.

r

LemME D .1 (Lemme 11 (i) de [7]). — Soit §e M,, O = ® ;. Soit 1(3;) la représenta-
[

tion de K* induite de 8,y 5. Alors, si i#j, 1(3;) et 1(3;) n’ont pas de K*-type minimal en
commun.

La proposition D. 1. — ainsi que le fait que les K-types interviennent avec multiplicité
1 — est complétement démontrée dans Vogan [23] pour G connexe.

Commengons par démontrer le lemme D.1. Rappelons d’abord que si deux K-types
ont un K*-type en commun, ils ont méme restriction a K* ([26], prop. 5.1.9). Supposons
maintenant, par exemple, que A (3,) rencontre A (5,).

Rappelons la description de la série discréte de M*.

Si 8e(M¥),, & est déterminée par sa restriction & M? et son caractére central restreint
F N\ Zy, F étant défini en [7], § 4.1, (¢f. Knapp [15], p. 55-56). On note A;,, ..., A},
leg paramétres d’Harish-Chandra des séries discrétes de M° qui décomposent 8\ donc

3, €bE, ou b est une sous-algebre de Cartan compacte de m; on a choisi un systéme de
racines compactes positives de b. On note y le caractére central de 9, restreint a F M M%.

Si A(B;)NAB,)#I, la proposition D.1, étendue du cas connexe (connu) a G¥,
implique que 8,=wd,; pour un we W(A). Par ailleurs, d’apres le lemme 10 de [7],
8,=f 8, pour un f €F. Rappelons [7], § 4.1 que F normalise M, et M5, et agit donc sur
(M), et (M),. L’action de F sur (M), est décrite dans Knapp [15], prop. 4.5. Comme
F est commutatif, F agit trivialement sur F (" Z,gs et son action sur (M¥), modifie donc
seulement les paramétres d’Harish-Chandra. On a donc

() FUAG LA 0=({uAs, . ulg, ) 1)

ou u est ’élément du groupe de Weyl complexe W (m¢, be) par lequel f opére sur les
parameétres d’Harish-Chandra (¢f. [15], prop. 4.5, ou u est noté sf).

L’action de W (a) sur MS est aussi décrite dans [15], proposition 4. 5. Fixons un ordre
sur ib* de telle sorte que A;l soit dominant pour A* (mg, be). Alors

(k) w({ AL AL D=((T )AL, .. T ALY, 1)
ou J(w) est un automorphisme de ib* qui conserve la chambre de Weyl positive. Si
wd; =18, on a donc J(W)Aj, =uAj pouruni=1,...,.L

Par ailleurs, [15], p. 55-56, A;, et A}, sont les paramétres d’Harish-Chandra de séries

discrétes &1, &' de M° telles que f £' =& pour un f € F N\ G*=F". Toujours d’aprés [15],
prop. 4.5, on en déduit que Al = Ago, u' e W (mg, be). On voit donc que

JW) A}, =uu' A;,.

Puisque J(w) conserve la positivité, on voit donc que uu'Aj;, est dominant pour
A" (mg, be), et conjugué & A;, sous W (mg, be).
Ceci implique J (W) A; =uu’' A} =A},.
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Le méme argument s’applique aux Al , » les égalités (%), (e ¥k), et f 8, =wd; impliquent
alors

{uly, .. uly }={TWA;, .. . JWA; }={A;,.. . A}, }-

D’aprés (¥%), on a alors 8, =8, =8,. Comme on sait que la restriction de & & M* est
sans multiplicité [7], lemme 10, ceci est impossible.

Cela démontre le lemme D. 1.

Démonstration de la proposition D. 1. — Soit 8, (M,),(i=1,2) avec A (§,) NA(3,) # .
Alors on a

B =@ (i=1,2) = ou &fe(My,

Si A(B,)NA@B,)#I, le lemme 11 de [7] — maintenant démontré — implique que
A (8)) N A (8%)#0 pour un couple (j, k). D’aprés la proposition D.1 dans le cas connexe
— étendue a G* — les données (MY, &) et (M3, 8%) sont conjuguées sous G*. A
conjugaison pres, on peut donc supposer que M; =M, =M et ,, §, ont méme restriction
a Mt Considérons les représentations induites 75, o €t 75, o de G. Elles ont méme
restriction & G*, et ont un K-type en commun. Comme G =KG?*, on peut construire un
opérateur d’entrelacement entre m;, o €t 05, o, non nul sur I'espace de ce K-type. On
utilise pour cela le fait qu’un K-type restreint 4 K* est sans multiplicité ([26], prop. 5.1.9),
que les K*-types minimaux de la restriction de 1(3;, 0), i=1,2, & G* apparaissent avec
multiplicité 1 (d’aprés le lemme D.1) et que chaque composante irréductible de ces
restrictions contiennent un seul K*-type minimal (d’aprés [24], étendu du cas connexe a
G*). Avec ceci, notant m,; (resp. m,) les composantes irréductibles sous G de 1(3,, 0)
(resp. 1(5,, 0)) contenant un K-type minimal commun, on voit qu’il existe un entrelace-
ment non nul de G*-modules entre w, et m, qui entrelace I'action de K sur ce K-type
minimal commun. Comme G=G*K c’est un entrelacement de G-modules. Donc T,
et w5, o ne sont pas disjointes; d’aprés un théoréeme de Langlands, que nous utiliserons
dans sa formulation donnée par Knapp-Zuckerman [17], Thm. 14.1, on en déduit que
8, et &, sont conjuguées. Ceci termine la démonstration.
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