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POLARISATIONS DANS LES ALGÈBRES DE LIE

PAR JACQUES DIXMIER.

Introduction et notations.

Soient g une algèbre de Lie de dimension finie sur un corps commu-
tatif /c, g* l'espace vectoriel dual de g. La transposée de la représentation
adjointe de g s'appelle représentation coadjointe de fi. Si /*e8*, notons B/
la forme bilinéaire alternée {x, y ) ̂ >f(\x^ y\) sur g, et ${f) le noyau de B/\
[Si k = R ou C, et si G est un groupe de Lie d'algèbre de Lie fi, $(/') est
l'algèbre de Lie du stabilisateur de f dans G, donc dim g—dimgÇ/*) est
la dimension de la G-orbite de f dans g*.] Posons m^= mîfçy dim $(/*).
L'ensemble des /*€$* tels que dim fl(/1) = m^ est un ouvert de Zariski
dans g* (son complémentaire est en fait un cône algébrique, comme il est
facile de le voir).

Soit ^€fi*. Un sous-espace vectoriel p de fi est dit subordonné à f s'il
est totalement isotrope pour B/. Dans l'ensemble des sous-espaces vecto-
riels subordonnés à /, les éléments maximaux sont ceux de dimension

-(dimg-f" dimg(/1)); ils contiennent s{f)' O11 appelle polarisation de g en f
2

une sous-algèbre p de g totalement isotrope pour B/ et de dimension

^(dimg+dimfl(/1)).

Supposons k = R. Soit x \-> x la conjugaison canonique dans gc (on notera
par l'indice C la complexification des espaces vectoriels réels, des formes
linéaires réelles, etc.). En théorie des représentations, on s'intéresse aux
polarisations p de fie en /c telles que P + p soit une sous-algèbre de Lie
de flc. D'autre part, soit H/ la forme hermitienne (rr, y) \-> if^[\x^ y]) sur gc.
Une polarisation p de gc en /c est dite positive si la restriction de H/ à p
est une forme hermitienne positive.
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322 j. DIXMIER.

Les résultats suivants sont connus :

i° Supposons Q résoluble et k == G. Il existe, pour toute /^fi*, une
polarisation de $ en f ([3], th. 7.5).

2° Supposons fi résoluble et k == R. Soit /'€fi*. 11 n'existe pas toujours
de polarisation de g en /*. Mais il existe une polarisation positive y de fie
en /c telle que V +P soit une sous-algèbre de fie ([6]; cf. aussi [7]).

3° Supposons k = C. Pour certaines fi et certaines /, il n'existe aucune
polarisation de fi en /*.

B. Kostant a fait les conjectures suivantes :

Conjecture 1 : Supposons k = C. Soit f^^ telle que dimfi(/1) = mg.
Il existe une polarisation résoluble de g en /*.

Conjecture 2 : Supposons /c = R. Soit /'€fi* telle que dimfif jQ^mg.
Il existe une polarisation résoluble p de fie en /c telle que p 4- p soit une
sous-algèbre de fie.

Nous verrons qu'il en est bien ainsi : théorèmes 1 et 2. (Le théorème 1
a été obtenu indépendamment par M. Duflo.)

D'autre part, on verra qu'on peut construire une algèbre de Lie g, extension
de ôl (2, R) par une algèbre de Heisenberg de dimension 5, et une /'G fi*,
telle que dim fi (f)= m^ et qu'il n'existe aucune polarisation positive
de fie en f^ M. Duflo m'a fait remarquer qu'un autre contre-exemple
s'obtient ainsi : soient g = ̂  (4, i )D$iT (4), 1) une sous-algèbre de Cartan
de ôa (4), x un élément régulier de t), /*la forme linéaire sur g déduite de x
grâce à la forme de Killing; alors il n'existe aucune polarisation positive
de fie en /e; cela résulte de [5], p. 276, remarque, ou d'un calcul direct.

Remarquons enfin qu'on peut construire une algèbre de Lie fi de dimen-
sion 5 sur C, et une ^eg* telle que dira {((/') = m^ et qu'il existe une pola-
risation semi-simple de g en /*.

On emploiera, outre les notations introduites ci-dessus, les notations
suivantes :

Si fi est une algèbre de Lie et si x € fi, on notera fi" le centralisateur de x
dans fi. Soient V un espace vectoriel, B une forme bilinéaire alternée
sur V, et WCV; on notera W1 l'orthogonal de W pour B. On appellera
algèbre de Heisenberg une algèbre de Lie admettant une base {x^ . . ., ^2^+1)3
avec d entier >o et

[x^ x^\ == [x;, x,, ] =...== [x^a-i, .zw] == ^2</+i,
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les autres crochets des éléments de base étant nuls ou déduits des précé-
dents par antisymétrie. Toutes les algèbres de Lie sont supposées de
dimension finie. Pour tout espace vectoriel réel V, la conjugaison cano-
nique dans VQ sera notée x\->^x.

1. Le cas complexe.

LEMME 1. — Soient k un corps commutait f infini, fi une algèbre de Lie sur k,
u un idéal de $ qui est une algèbre de Heisenberg, c le centre de tl, f un élément
de g* tel que f(^)^o, k == (Kerf) Hîî, fl' l'ensemble des xç$ tels que
[^,k]ck, etf=f\s^

(i) fl' est Vorthogonal de k pour B/.
(ii) g(n-fl '(f).
(iii) Si dim (((/*) = m^ on a dim fi'(f) = my.
(iv) On a f l== f l '©k .

L'assertion (i) est claire. La restriction de B/ à k est évidemment non
dégénérée, d'où (iv) et (ii). Supposons dimg(/*) == mg. Soit U l'ensemble
des formes linéaires sur $' non nulles sur c; c'est un ouvert de Zariski
dans g'*. Soit f\ €SU. Soit fi le prolongement linéaire de f\ à g qui s'annule
sur k. D'après ce qui précède, on a

^(f,)=^(f\), donc dim^(/ ,)=:dim8(/0^dim9(/)=dim^(/) .

L'inégalité dimfl'^J^dimfl'^'), valable pour toute /^€U, prouve que
dimfl ' ( f )==m^.

LEMME 2. — Soient g une algèbre de Lie semi-simple complexe, r le rang
de g, P la forme de Killing de g. Soit XÇQ tel que dim$x= r. Il existe une
sous-algèbre de Borel b de g telle que lOg^ et ^(x, [b, b]) ==o.

Soit (xi, x^ . . .) une suite d'éléments semi-simples réguliers de $ tendant
vers x. Alors ^xi est, pour tout ^^i, une sous-algèbre de Cartan conte-
nant xi. Soit bi une sous-algèbre de Borel contenant fl^. Par extraction
de suite partielle, on peut supposer, d'après la compacité de la grassman-
nienne de fi, que bi et g^ tendent vers une limite quand i—^+°°- Alors
la limite de ^xi est commutative, de dimension r, et contient x, donc cette
limite est g^. Il est clair que la limite b des b, est une sous-algèbre de Borel
de g contenant fl^. Soient y , zçb. Il existe yi, z,eb, tels que yi-^ y , Zi->z.
11 est bien connu que ^(fl21, [yi, Zi]) == o. Donc ^(n;, [î/, z]) = o à la limite.



324 J. Dl^MlER.

THÉORÈME 1. — Soient Q une algèbre de Lie complexe, et fG.S* telle
que dim $(/') soit minimum. Il existe une polarisation résoluble de $ en f.

Nous raisonnerons par récurrence sur dimg.
i° Supposons d'abord qu'il existe un idéal commutatif d 7^ o de g tel

que f{û) =o. Soient g'=jg/(ï, TT : g -> g' le morphisme canonique, et f la
forme linéaire sur fl' telle que f=f/or.. II est immédiat que g(/*)Da et
queg^/a^fi^^.Soient^efl^et^^^oTieg^Onadimg^^^dimfly)
et S{fi)l^ == ^(f'i)^ donc dim g' {f\ ) ̂  dim g' (/''). On peut donc appliquer
à fl' et f l'hypothèse de récurrence. II existe une polarisation résoluble p'
en f. Alors p^n"1^') est une sous-algèbre résoluble de g subordonnée
à /, et l'on a

dim y == - ( dim 9 / -j- dim ̂  ( // ) ) + dim a == - ( dim g + dim g ( /) ).
2 2

(Hi) Nous supposerons donc désormais que f ne s9 annule sur aucun idéal
commutatif de g distinct de o.

2° Supposons qu'il existe un idéal commutatif it de g tel que f([$, n]) 7^ o.
Soit $' l'ensemble des xGQ tels que /'(f^, d]) = o. C'est une sous-algèbre
de fl distincte de fl. Soit f=f\^. On a

^(/) = = 3 ( / ) + a et dimg+dim^/^dim^+dim;^/)

d'après [4], lemme 1.3 (ce lemme concerne le cas des algèbres de Lie réelles^
mais sa démonstration vaut quel que soit le corps de base). Soit a' le
noyau de f\ a. On a d'^ a, et [fl', a] C d', donc a' est un idéal de fl'. Soient
^==^10^ ^fl '-^fl77 le morphisme canonique, et f la forme linéaire
sur ^ telle que f=fo^. On a fl' (f)/a' = ̂ (f7). Soit U l'ensemble des
formes linéaires sur g^ dont le noyau ne contient pas d/d'. Soient
f\ €U, f\ = f'[°^, et fi^S* un prolongement de /'i. On a /i (0)7^0 et
^(a ' )===o , donc il existe X ç / c — { 0 } tel que fi\a=^f\a. Par suite, l'en-
semble des x^Q tels que fi{[x, rt]) = o est égal à $'. D'après ce qui
précède appliqué à fi au lieu de /, on a g'(jQ = ${fi) + d. D'autre part,
8( /> l )nl ï=$(/> )nt l . Donc

d im^( / i ) == dim^(/i) + dim a — dim(j( /i) n a)
^dim9(/) 4- dima — dim(3( / )na)
=dim^(/).

Par suite, dimfi^y^^dimfl^^). Cela est établi pour toute f[GV,
et U est un ouvert de Zariski de fl^*. On a donc dim^(f'[) ̂  dim^ (/v/)
pour toute f^ç^* et l'on peut appliquer à fi^ et f l'hypothèse de récur-
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rence. Il existe une polarisation résoluble p^ en /v/. Soit p'== n-1^).
Alors p' est une sous-algèbre résoluble de fi' subordonnée à f\ de dimension

^ (dim^+dim^(/^)) 4-dim^= ^ (dim^-t- dïm^(f) ) = -1 (d i rn^-+-dim9(/) ) .

Ainsi, p' est une polarisation résoluble de g en /*.

(Hs) TVou.9 supposerons donc désormais que, pour tout idéal commutait f rt
de fl, OM a /'([$, d]) = o.

3° II résulte de (Hi) et (Ha) que, pour tout idéal commutatif a de g,
rt est central; en outre, dimd^i, car anKer(/') est un idéal de g, nul
d'après (Hi). Soient r le radical de g, n le plus grand idéal niipotent de g,
c le centre de îi. D'après [2], lemme 10, n est de dimension o ou i, ou est
une algèbre de Heisenberg. En outre, [g, c] == o d'après ce qui précède.
On peut alors distinguer trois cas :

(a) Si dim(n) == o, g est semi-simple.
(a') Si dim(u) = i, on a [r, r] Cn = r, donc r est niipotent, d'où r === n = c;

alors fi est produit d'une algèbre semi-simple et de c.
(&) Si îi est une algèbre de Heisenberg, nous poserons dimu== 2^4-1.

On a/ '(c)^o d'après (Hi).

Nous introduirons alors fl', k, f comme dans le lemme 1.
Il suffit de prouver le théorème dans les cas (a) et (&) [le cas { a ) résulte

aussitôt du cas {a)].

4° Dans le cas (a), la représentation coadjointe de g s'identifie, grâce
à la forme de Killing P, à la représentation adjointe. Utilisons les notations
du lemme 2. Alors f s'identifie à un élément x de fi tel que dim^^^.
Il existe donc une sous-algèbre de Borel b de g contenant ^x et telle
que ^(x, [b, b]) == o. Ainsi b est subordonnée à /*. Comme b est une sous-
algèbre de Borel, on a

dimib== - (dim3•r+ dimg) == - (àim^(f) + dimg).
2 2

Le théorème est donc démontré pour g semi-simple.

5° Nous nous placerons désormais dans le cas (&). D'après le lemme 1,
on peut appliquer à g' et ff l'hypothèse de récurrence. Il existe une pola-
risation résoluble p' de $' en f\

Soit c un élément non nul de r. Il existe une forme bilinéaire alternée
non dégénérée B sur k telle que [ ,̂ y] = B {x, y) c pour x , î / çk . Soit p la
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représentation adjointe de g' dans k. Pour rc.î/ek et z€g', on a

B([^, .r], j)c-hB(^ [>,j])c :=[[>, ̂ ],j]+[^, [ z , y ] ] = = [ z , [^,j]]ç[9, r]==o

donc B(p(js)ri1, y) + B(^ p(z)î/) = o. Comme p' est résoluble, il existe,
d'après le théorème de Lie, un sous-espace vectoriel ki de k, de dimen-
sion d, stable pour p(P ' ) , et tel que B(ki, ki) = o. Posons

V=^+k,=v '©k,

On a
dim y == - ( dim ̂  + dim ^' ( f ) ) 4- <^ == ( dim 9 — 2 d -{- dim ^ ( /*) ) 4- 6/

= ^ (d im9+dim^( / ) ) .

D'autre part,

[ ^v ]c [v^V / ]+ [v^k , ]+ [k , , k , ] c [ y^^ ]4 -k l+B(k l , k , ) cC [y^V / ]+k l .

Cela prouve d'abord que p est une sous-algèbre de g, et ensuite que
/*([?, P^Cy'd'P', V'J) -{-f(k) = o, c'est-à-dire que p est subordonnée à /'.
Enfin, p / (pnn) est isomorphe à un quotient de y', donc est résoluble,
de sorte que y est résoluble.

2. Le cas réel.

LEMME 3. — On reprend les hypothèses et les notations du lemme 1.
On suppose de plus que k est de caractéristique o, et que u est le plus grand
idéal niipotent de g. Soit x le radical de g.

(i) Le radical de fi' est f l 'Ht, et %' est V'algèbre de Lie produit de fi'Hr
et d^une sous-algèbre semi-simple $.

(ii) 0 est une sous-algèbre de Le^i de g.
(iii) Soit t un supplémentaire de c dans fl' 0 r. On a

8 = ^ ® t ® k © r , r = t © k © r , n == k ® r, ^==e9t©r ,

[0 ,0 ]==^ [ ^ , t ]==o, [ e , k ] c k , [ 6 , c ] = o

[ t , t ]c r , [ t , k ] ck , [^k]==r, [k , r ]==o

Rappelons que

( ï ) î ^^e^
On a Ok, donc

(2) r=(^nr)®k,



POLARISATIONS DANS LES ALGÈBRES DE LIE. 327

et 87(8'^) est isomorphe à (fl'+ ̂ ^ == 8^ [d'après (i)], donc semi-
simple. Par suite : i° g'Hi* est le radical de g'; 2° si '3 est une sous-algèbre
de Levi de g', $ est aussi une sous-algèbre de Levi de g. On a, d'après (2) :

(3) 9=^®(^rv)®^ ^^©(^nr).

Soit p la représentation adjointe de e dans r. Comme c est un idéal
caractéristique de îï, on a [g, c] C c. En particulier,

(4) p(e) ^)==o

puisque dimc == i. D'autre part, p ( $ ) ( k ) c k par définition de $'. Puisque p
est complètement réductible, et que p laisse stable f l 'Hr , il existe un sous-
espace vectoriel w supplémentaire de c dans g' H r et stable pour p.
La somme w -{-t -)~ ^ es^ directe d'après (2). On a

(5) [e, w ] c w n [ 0 , r ] cwnt i==wn(^®l î ) ==o.

Donc [e, g ' n r ] = = [ @ , c-\-w]=o d'après (4) et (5). On a prouvé (i) et (ii).
Soit t un supplémentaire de c dans g' H r. On a g' H r == t ® c, donc

r = = t ® k © c d'après (2), et 8 '=ô©t®c, 8 = = $ © t © k © c d'après (3).
Il est clair que [0, $]==$, [h, k] == c, [k, c] = o. Comme [ jg ' ,k]ck, on a
[$, k] C k et [t, k] C k. Comme [0, fl' H r] = o d'après (i), on a [ô, t] = [0, c] == o.
D'autre part,

[^ t j C ^ n t î , r ]C0 / nn= (^© t©^ )n ( k©^ )= : ^ .

On a prouvé (iii).

LEMME 4. —^ Soient k un corps commutatif, 0 une algèbre de Lie sur /c,
V un espace sectoriel sur k de dimension finie, B une forme bilinéaire alternée
non dégénérée sur V, cr une représentation linéaire complètement réductible
de $ dans V laissant B invariante. Soit ï V ensemble des classes de ^-modules
simples de dimension finie. Soient cr == (j)^iC7, la décomposition de cr en repré-
sentations isotypiques, V\- V espace de c^. Pour tout i€l, soit ^i une repré-
sentation de classe i.

(i) Soit cr' une sous-représentation irréductible de cr, opérant dans un
espace V. La restriction de B à V est nulle ou non dégénérée.

(ii) Soient cr', a " des sous-représentations irréductibles de cr, opérant dans
des espaces V, V^. Si ^ " n'est pas équivalente à V, V et V77 sont orthogonaux
pour B.

(iii) Soit Ii l'ensemble des içï tels que T^^^. 5l iç:îi et / € : ! — { i }y
Vi et Vy sont orthogonaux pour B.
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(iv) Soit l2===I—Ii. Choisissons une partition î^=ï',\jï[ et une
bijection co de I, sur ï[ telles que TO)(^^ pour tout Içî^. Si içÏ,
et J^Î•~-{i^W}, V,(BV^(,) et "V/ sont orthogonaux pour B. En outre,
Vi et V^(,) sont totalement isotropes maximaux pour B dans V^Vco/,).

Soient a' et V comme dans (i). Alors V'nV1 est stable pour cr, donc
nul ou égal à V. Dans le premier (resp. deuxième) cas, la restriction de B
à V est non dégénérée (resp. nulle).

Soient cr', cr77, V, V77 comme dans (ii). Alors V'1 est stable pour o-, et B
définit une forme bilinéaire non dégénérée sur V'X(V/V'1). La repré-
sentation déduite de cr dans V/V'1 est donc équivalente à ^ ' . Comme ^
est non équivalente à ^', on a V^CV 1 .

Soient l'eli et / e l — { ^ } . Alors ^ est non équivalente à T/, donc V,
et V/ sont orthogonaux d'après (ii).

Soient iç I, et / € I — { i , ^(i) }. D'après (ii), V, et Y^) sont totalement
isotropes, et Vy est orthogonal à V, et Vc^). Il en résulte d'abord que la
restriction de B à V.OVœ^ est non dégénérée; comme V, et Vc^) sont
totalement isotropes et supplémentaires dans V,®V^), V, et Y^) sont
totalement isotropes maximaux dans V^OV^).

LEMME 5. — Soient e une algèbre de Lie semi-simple réelle, t) une sous-
algèbre de Carton de $, m u^ie algèbre de Lie résoluble réelle, V un espace
sectoriel réel de dimension finie, B une forme bilinéaire alternée non dégénérée
sur V, p une représentation linéaire de $Xlît dans V laissant B invariante.
Il existe une suos-algèbre de Borel b de ̂  contenant ̂  et un sous-espace
vectoriel W de Vç, avec les propriétés suivantes :

(i) b -}-b est une sous-algèbre de $c;

(ii) W est totalement isotrope maximal pour Bç;
(iii) pc (bXmJWcW;

(iv) pc (bxmj (W+W)cW+W.

1° Soit (T la restriction de p à ô. Soit A (resp. ©) l'ensemble des racines
de $c (resp. des poids de c^) relativement à t)c. Il existe une base (u^ , ..., Ur)
de l)c et un entier s^r possédant les propriétés suivantes : i° Ui, . . ., Us
sont réelles sur 1); 2° Us+i, . . . , U r sont purement imaginaires sur t);
3° si 1)^ désigne le sous-espace vectoriel réel de l)c engendré par Ui, . . ., Ur,
on a Act^, donc ©Cl)^. Si u= X^, +. . . 4-X,u,et)^ (où ? ,̂ . . . ,À ,eR) ,
on a

U == T^lUi 4- . . . 4- ̂  ̂ ç — ^s+i Us+i — ... — ^rUr.
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Ordonnons lexicographiquement t)^ grâce à la base (ui, .. ., Ur). Soit ^2
l'ensemble des éléments de 1)^ dont les s premières coordonnées sont nulles,
et t)^i le complémentaire de t)^ dans t)^. Soient A4', A^, A^, ©+, ©^ @^
rensemble des éléments >o de A, Anl )^ i , Ant)^, ©, ©nt )^ i , ©nt)^.
Pour aç=A (resp. ©) soit $a (resp. Va) le sous-espace vectoriel corres-
pondant de $c (resp. Vç). On a dimea=i, dimVa^i- Chaque Va est
stable pour pcC^a).

Soit b == l)c-[~ ^aeA+^a. Alors b est une sous-algèbre de Borel de ôç
contenant t)c. On a

A = A , AÎ==AÎ, AÎ^-AÎ.

Donc
b + b == l)c+ ^aeA+^a-1- ^aeA+^a"4" ^aeA-^-a^ ^ + ^aeA+^-a'

Soient a€A + et P€A^. Si a — P ^ A u { o } , on a [ôa? ô-p] === o. Supposons
a — p € A u { o } . Si aeA^, on a a — PeA+ , donc [$a, ô-pjcb. Si aeA^ on a
a — P e A ^ u ( — A ^ ) u { o } , donc [$a, 0-p]Cb+5. On voit de façon analogue
que, si yGA^, on a [^-p, $-Y]Cb. Ainsi, li + b est une sous-algèbre de 5c.

Il s'agit maintenant de construire W avec les propriétés (ii), (iii), (iv)
du lemme.

2° Dans cette partie de la démonstration, nous supposerons que o^©.
Soient W===2ae©+^a- D'après le lemme 4 appliqué à l)c au lieu de •?,
W est totalement isotrope maximal dans V^;. L'ensemble pc^c^^)
laisse stable chaque Va, donc W. Montrons que, pour a^A^,
on a pc(^a)WcW. Soit peQ^ Si a+(^©, on a pc(ôa)Vp==o.
Supposons a + p € © . On a a+pe®^ donc pc(^a) VpCVa+pCW. Ainsi,
Pc(bXWc)WcW. _

L'ensemble pc^cX^) = PcOJIcX111 ) laisse stable W. Pour prouver (iv),
il suffit donc de prouver que pc(^a) WCW+ W pour aeA^ Soit pe®^ Si
a+p^Q, on a pc(^a)Vp=o. Supposons a+pe®. Si Pe©^, on a
a4-^e©+ , donc pc(^a)VpCW. Si P€©Î et açAf, on a encore a+pe®^
Enfin, si aeA; et [?€©;, on a a+pe©:U (-©:). Donc pc(0a)VpCW+W.

3° Soient ^ = (Biç^i 1̂  décomposition de o" en représentations isoty-
piques, Vt l'espace de cr,. Chaque V^ est stable pour p(w). D'autre part,
avec les notations du lemme 4, les V^ pour i€ Ii et les V/O) Vo)(y) pour /€ ï[
sont deux à deux orthogonaux. On est donc ramené à construire W quand 1
est de la forme { i } avec iç Ii, ou de la forme { / , ^ ( / )} avec /€ ï[. Dans ce
deuxième cas, on peut évidemment prendre W= (V/)c. Nous supposerons
donc désormais que o- est isotypique.

Ann. JÉC. IVorm., (4), IV. — FASC. 3. 42
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4° Supposons que les sous-représentations irréductibles de cr soient abso-
lument irréductibles. Soient T une telle sous-représentation irréductible,
W^ son espace. Si la restriction de B à Wr est non dégénérée, la restriction
de BQ à (Wr)c est non dégénérée. Il est connu alors que o n'est pas poids
de T. Donc o n'est pas poids de o", et le lemme résulte de la partie 2° de
la démonstration. On peut donc supposer, compte tenu du lemme 4 (i),
que la restriction de B à chaque sous-"?-module simple de V est nulle.
On a WrCW1; il existe un sous-e-module simple Wî: de V supplémentaire
de W1, et la restriction de B à W^+W; est non dégénérée. Il résulte
de là qu'on peut écrire la décomposition de V en sous-modules simples
sous la forme (Wi© W^) © (W3© W,) ©. . ., où W^i©W^ est ortho-
gonale W^-i©W2, si i^/. Posons W=(W,)c©(W3)c©.. . . Alors W
est totalement isotrope maximal pour B^, et stable pour pc(^c)- La repré-
sentation pc WQ de m^ dans Vç définit un groupe résoluble complexe
connexe M d'automorphismes de Vç, qui laisse Bç invariante et commute
à pc(^c)- L'ensemble des sous-espaces totalement isotropes maximaux
de VG stables pour pc($c) est une variété algébrique complète, non vide
puisque contenant W", et stable par l'enveloppe algébrique M' de M.
D'après [l], prop. 15.5, il existe un point W de cette variété fixe pour M'.
Alors pc^cXm^CW, don^ Pc(^cXwJWcW.

5° Supposons que les sous-représentations irréductibles de o- ne soient
pas absolument irréductibles. Soient T une telle sous-représentation
irréductible, Wr son espace, Écrivons TC== n © ï, où TT est irréductible.
Soient W^, W^ les espaces de IT, TT. Si la restriction de Bç à W^ est non
dégénérée, o n'est pas poids de TI, donc o n'est pas poids de TÏ, donc o n'est
pas poids de cr, et le lemme résulte de la partie 2° de la démonstration.
De même si la restriction de Bç à W;; est non dégénérée. On peut donc
supposer, compte tenu du lemme 4 appliqué à @c, que la restriction de Bç
à chaque sous-ôç-module simple de VQ est nulle. Raisonnant comme
dans 4°? on peut écrire la décomposition de Vç en sous-e^-modules simples
sous la forme (Wi© W^) © (W3©W^) ©. .., où chaque W, est totale-
ment isotrope, et où W^-i©W2, est orthogonal à W2y-i©W^ si i^j\
La démonstration s'achève alors exactement comme dans 4°-

LEMME 6. — Soient $ une algèbre de Lie semi-simple réelle, r son rang,
P sa forme de Killing, x un élément de 9 tel que dim ^= r, m une algèbre
de Lie résoluble réelle, V un espace sectoriel réel de dimension finie, B une
forme bilinéaire alternée non dégénérée sur V, p une représentation linéaire
de ex lit dans V laissant B invariante. Il existe une sous-algèbre de Borel b
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de 0Q contenant $c et telle que Pc [x, [b, b]) == o, et un sous-espace sectoriel W
de VQ, avec les propriétés (i), (ii), (ni), (iv) du lemme 5.

Si x est semi-simple, ^ est une sous-algèbre de Cartan de $, et il suffit
d'appliquer le lemme 5. Dans le cas général, il existe une suite (r^, ^2, . . .)
d'éléments semi-simples réguliers de $ tendant vers x et il suffit de raisonner
par passage à la limite comme dans le lemme 2.

THÉORÈME 2. — Soient g une algèbre de Lie réelle^ et /'€$* telle que
dimg(/1) soit minimum. Il existe une polarisation résoluble y de $c en /ç
telle que P + V soit une sous-algèbre de gç.

On raisonne comme pour le théorème 1. Les étapes i°, 2°, 3°, 4° de la
démonstration sont sans changement, à condition d'utiliser, au lieu du
lemme 2, le lemme 6 dans le cas particulier où V = o. Etudions l'analogue
du cas (&). Les hypothèses des lemmes 1 et 3 sont vérifiées et, de plus,
[g^ c] == o. Introduisons toutes les notations de ces lemmes.

Soient g et h les restrictions de f à $ et f l 'Hr. Soit b' une polarisation
de g' H r en h (il en existe car fl' H r est niipotente, et même commutative ou
produit d'une algèbre de Heisenberg et d'une algèbre commutative). Comme
g'=== $x (g 'nr) , on a dime(gi)^dime(g) pour toute gi€e*. Donc si l'on
identifie la représentation coadj ointe de 0 à sa représentation adjointe
grâce à la forme de Killing, g s'identifie à un élément de e dont le centra-
lisateur dans 9 est de dimension minimum. Soit o" = p [ $. Appliquons le
lemme 6 avec m = g'Hi* et V = k, B étant définie comme dans la démons-
tration du théorème 1. Il existe une sous-algèbre de Borel b de ôiç, subor-
donnée à gç donc à /c, et un sous-espace vectoriel ki de kç, de dimen-
sion d, tels que

[b+b, b+b j cb+b , Bc(ki, ̂ )=o, pc(bx(^nr)c)ki CHi,

PcsCbX^niOcs) (ki-4-ki) C ki + ki.

Posons p = b + bc+ ki === b (̂ ) bç^ k i . On a, comme dans la preuve du
théorème 1 :

dimcp =z ^ (dimc0c4- dïm^(f)c).

D'autre part,
^ p] = [b, b] + [bc, bc] 4- [ki, k r ] + [b, ki] + [bc, kj

C[^ ^]+[bc, bc]+Bc(ki , k i ) r - t - k i = [ b , b] + [bc, bc ]+ki .

Cela prouve que p est une polarisation de gç en /c. En outre, p est réso-
luble. Enfin,

[ v + y , p 4 - p ] = = [ f , y] 4-[y, y] 4- [y, v ] C ^ 4 - y + [ p , p],
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[^ y ] = [h, b] + [b, bc] +Jb, kj + [h^ ï]

+ [^ ^c] + [>c. îi] + [ki, i] + [h,, bc] + [ki, kj

C (b + b) + o + (ki + ki) + o + bc 4- (k^ -4- k^) + (ki + kQ + k^ + r

c(b+i) +^^c+(k l+k l)+bc=y+y,

de sorte que p + p est une sous-algèbre de flc.

3. Non existence de polarisations positives.

Soit e==$l (2 , R). Nous poserons

—f0 ^ ^-f1 °V ^f° OV ^=(1 '\ /"f 0 ^V0 0/ \o -ï/ \i o } ' \i -ï/ ^'V-i o/

de sorte que [y, x] = ix, [y, z]=- iz, [x, z] == y , [ y , x ] = l i x .
Soient u, ^ des indéterminées. Soit ^ la représentation de e dans RM + R^

qui, à tout a€0, fait correspondre Pendomorphisme de RM + Rç^ admettant
pour matrice a par rapport à la base (u, ^). Soit

k == R^3 + R^-4-R^2 _^_ R^

Soit p la puissance symétrique 3e de TI dans h. Par rapport à la base

[u\ u2^, w2, p3) de h, la matrice de pi _' \ est

(3a (3 o o \
3y a 2(3 o ^
o 2y -a 3p I-
o o Y —3a /

Soit B la forme bilinéaire alternée sur k dont la matrice par rapport à
(u3, u2?, u^2, p3) est

(o o o —3'
0 0 1 0
0 — 1 0 0

3 o o o

On vérifie facilement que B est invariante par p. Soient c une algèbre
de Lie réelle de dimension ï, c un élément non nul de c. Posons tt = k®c,
et munissons n de la structure d'algèbre de Lie pour laquelle c est central
et [w, w'} = B(w, w'} c pour w, w'ek. Pour tout a€$, soit cr(a) l'endomor-
phisme de l'espace vectoriel îi tel que G - ( a ) | k = p ( a ) et cr(a) c = o.
Chaque cr(a) est une dérivation de n, et a- est une représentation de e dans îl.
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Soit fl le produit semi-direct de 0 par il défini par cr. Soit f l'élément de fl*
défini par

f{x) =- i, f(z) =f(c) =i, /(j) =/(^3) =/(^) =/(^2) =/(P3) == o.

THÉORÈME 3. — (i) On a dimg(/1) =infy,çi^ dim fi (/'')=== 2.

(ii) Les seules polarisations de fie en /c 507^ p et p, ou

y==Cc+ C.2/4- Cy+ C;(^4-^)34- C(^4 -^ ) 2 ( ^— ^).

Aucune (y elles nest positive. On a y + y = gç.

On vérifie aussitôt que jf([c, $]) =f{[yr, $]) == o. D'autre part, si a, [?, y,
S, £, Ç€R, et si

a= y.x 4- PJ 4- Y ̂ 4- ô^2^ 4- £^^4- Çp 3e9(/) ,

on a
o=/([a,^])=-3Ç, o=/([a,^p])=£, o =/([a, ^2]) =-ô,
o=/([a,p3])=3y, o=/([a,j])==a, o =/([a, ̂ ]) ==-(3;

donc a == o, ce qui prouve que g (/')== Rc-[-Rî/'. Comme $(/*') De, comme
dimg == 8 et que dimg — dim^f) est toujours pair, on a prouvé (i).

On a
7r (Y) (^-+-^) =î(^4-^), TT (Y) ( ^ — ^ ) = — l ( ^ — Î P ) ,

TTç ( ̂ ) ( ̂  4- ̂  ) == 0, TTç (.Z1' ) ( U — iv ) =. 2 ( ̂  4- ÎV ) .

Donc
pc^y)^-^)3^^^^)3,
Pc(y) ( ^ + ^ ) 2 ( ^ — ^) == i{u-^-ivY(u— iv),

pc(y)(^+^) ( ^—^) 2 =—^(^+^ ) ( ^—îp ) 2 ,
pc(y) ( ^ — ^ ) 3 = — 3 ^ ( ^ — ^ ) 3 ,
pc(^) (^/4-^( ;)3==o,

pc(^) (^+ wY(u — iv) ==2(^4-^)3 ,

pc(^)(^4-^) (^ — ^P)^==4(^4- lv)2(u — iv),
pc (^/ ) ( ̂  — iv )3 === 6 ( u 4- ̂  ) ( u — iv)2.

Cela montre d'abord que p est une sous-algèbre résoluble de gç. On a

/([^])=/([^])=/(k)==0, /c([y,^])=2^(^)=0.

Des calculs faciles donnent

Bc((u 4- iv)\ (u 4- ^P)^^ - iv) ) = o,

Bc((,/4-^)3, (ii-ivY)=^i,

Bc((^+^) 2 (^—^) , (^4-^) ( ^ ^—^) 2 )= :—8^ .
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On voit que /c([p, p]) === o. Donc p, et par suite y, sont des polarisations
de flc en /c. Il est clair que y + y = gç. On a

/([(^ + «Q3, (TTTTt")3]) = T^( (n + «'y^ (//. — ivY) ^= ?4/,
/(L(^ 4- i^Y (u — w\ (^4-^)2 (n —iv)\)

:= Bc((^ 4-^ t^ ) 2^—/( ' ) , (^4-^) ( / / .—( ( ' ) 2 ) =—8/.

Donc v n'est ni positive, ni négative, et par suite il en est de même de p.
Enfin, soit i] une polarisation de gç en /ç, et montrons que

i î = p ou IT=P . On a Ofl^c^ Ce + Cy, et dimit == 5. Comme
dim^q + dimckc= dimcgc+ i, on a qnkcT^ °- D'autre part,

o:=/c([ lï^kc^nkc]) =:= : :Bc(<ïnkCî i ï ^ h c)5 donc (iim ( 4 n k c ) ^ 2 .

Ainsi, dimc(iînkc) = i ou 2.
Supposons dimc(i inkc)=i . Alors il = ic© (qnkc) ©lï, où n est supplé-

mentaire de Uç dans gç. On a

^c-t- (qn^) =:iinuc3|^ iinkc]4-rc==:|u, qnkcJ 4-rc=:[^, iinkcj+rc.

d'où Ainkc3[$c, ^Hkc] , ce qui est absurde puisque pc est irréductible.
Donc dim^qnkc) = 2.

Par suite, AT == c^ (^nkj ®w, où w nnc= o et dim^w = 2. Soit ^ la
projection de gç sur ôç parallèlement à HQ. Alors ^ ( w ) = = ^ ( x i ) est une
sous-algèbre de dimension 2 de ôç contenant î/', donc est égale à Cx' + Cî/'
ou C^' 4- Cî/'. Changeant au besoin fl en iy, on peut supposer que
^ (w)= c^'+Cî/'. On a

^c+ (^^^c) ^^^"c^l1!. nnkc]4-rc=[iu, iïnkc]4-rc==[C^4- cy, tinhc;|4-rc,

d'où qnkcD[Cri; '+Cî/ ' , linkc]- O1' les sous-espaces vectoriels de
dimension 2 de kc stables par pc(y') sont les sous-espaces engendrés par
deux des vecteurs (u + w)\ (u + i^(u — ^), (u + w} (u — ^)2, (u — ^)3.
Le seul qui soit stable par pc(^') est C(u + ̂ )'+ C(u + i^)2^ — ^). Donc

^ :=Cc4-C(^4-^) 34-C(^ /4-^) 2 (^—^•P) 4-Cy4-Ca,

avec a = a ^ ' + P ( u + ^ ) ( u — ^ ) 2 4 - Y ( u — ^ ) 3 , où a, p, ^^0, a^o.
Comme x , (u + ^) (u — ^)2, (^ — ^)3 sont vecteurs propres de adî/' corres-
pondant aux valeurs propres 21, —i , —3^', on voit que ^'e^o^ad^'^a.
Donc ^'€il, d'où

q = C<; 4- G(^ 4- ̂ 4- G(^ 4- ^)2 ( ( / — w) 4- Cy4-C^/=:v.
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