JACQUES DIXMIER
Polarisations dans les algebres de Lie

Annales scientifiques de I’E.N.S. 4¢ série, tome 4,n°3 (1971), p- 321-335
<http://www.numdam.org/item?id=ASENS_1971_4 4 3 321_0>

© Gauthier-Villars (Editions scientifiques et médicales Elsevier), 1971, tous droits réservés.

L'acces aux archives de la revue « Annales scientifiques de I'E.N.S. » (http:/www.
elsevier.com/locate/ansens) implique I’accord avec les conditions générales d’utilisation
(http://www.numdam.org/conditions). Toute utilisation commerciale ou impression systé-
matique est constitutive d’une infraction pénale. Toute copie ou impression de ce fi-
chier doit contenir la présente mention de copyright.

NuMbDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=ASENS_1971_4_4_3_321_0
http://www.elsevier.com/locate/ansens
http://www.elsevier.com/locate/ansens
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

Ann. scient. Ec. Norm. Sup.,
4e série, t. 4, 1971, p. 321 & 335.

POLARISATIONS DANS LES ALGEBRES DE LIE

Par Jacoues DIXMIER.

Introduction et notations.

Soient g une algébre de Lie de dimension finie sur un corps commu-
tatif &, g* 'espace vectoriel dual de g. La transposée de la représentation
adjointe de g s’appelle représentation coadjointe de g. 51 f€g*, notons B,
la forme bilinéaire alternée (z, y) — f([z, y]) sur g, et g(f) le noyau de By.
[Si k=R ou C, et si G est un groupe de Lie d’algébre de Lie g, g(f) est
l’algébre de Lie du stabilisateur de f dans G, donc dim g — dim g(f) est
la dimension de la G-orbite de f dans g*.] Posons my= inf ;. dim g(f).

I’ensemble des feg* tels que dim g(f) = mg est un ouvert de Zariski
dans g* (son complémentaire est en fait un céne algébrique, comme il est
facile de le voir).

Soit f€g*. Un sous-espace vectoriel p de g est dit subordonné a f s’il
est totalement isotrope pour B,. Dans I’ensemble des sous-espaces vecto-
riels subordonnés a f, les éléments maximaux sont ceux de dimension

é(dimg + dimg(f)); ils contiennent g(f). On appelle polarisation de g en f
une sous-algébre p de g totalement isotrope pour B, et de dimension
~ (dimg + dim g(f).

Supposons k = R. Soit z — x la conjugaison canonique dans g¢ (on notera
par l'indice G la complexification des espaces vectoriels réels, des formes
linéaires réelles, etc.). En théorie des représentations, on s’intéresse aux
polarisations p de gg en [ telles que p - soit une sous-algébre de Lie
de gg. D’autre part, soit H, la forme hermitienne (, y) — ifg([®, y]) sur ge.
Une polarisation p de gg en [ est dite positive si la restriction de H, a p
est une forme hermitienne positive.

Ann. Ee. Norm., (4), IV. — Fasc. 3. 41



322 ]. DIXMIER,

Les résultats suivants sont connus :

19 Supposons g résoluble et k= C. Il existe, pour toute f€g¢*, une
polarisation de ¢ en f ([3], th. 7.5).

20 Supposons g résoluble et k= R. Soit f€g*. Il n’existe pas toujours
de polarisation de g en f. Mais il existe une polarisation positive p de gg
en fg telle que p + p soit une sous-algébre de gq ([6]; cf. aussi [7]).

39 Supposons k= C. Pour certaines g et certaines f, il n’existe aucune
polarisation de g en f.

B. Kostant a fait les conjectures suivantes :

Conjecture 1 : Supposons k= G. Soit f€g* telle que dimg(f) = my.
Il existe une polarisation résoluble de g en f.

Conjecture 2 : Supposons k=R. Soit f€g* telle que dimg(f) = my.
Il existe une polarisation résoluble p de g en f telle que p 4 p soit une
sous-algebre de ge.

Nous verrons qu’il en est bien ainsi : théorémes 1 et 2. (Le théoréme 1
a été obtenu indépendamment par M. Duflo.)

D’autre part, on verra qu’on peut construire une algébre de Lie g, extension
de sl (2, R) par une algébre de Heisenberg de dimension 5, et une f€g*,
telle que dimg(f)=mg et qu’il n’existe aucune polarisation positive
de ge en fg. M. Duflo m’a fait remarquer qu’un autre contre-exemple
s’obtient ainsi : soient § = s0 (4, 1)D 50 (4), l) une sous-algébre de Cartan
de s0 (4), x un élément régulier de l), f la forme linéaire sur g déduite de z
grice a la forme de Killing; alors il n’existe aucune polarisation positive
de g¢ en fg; cela résulte de [5], p. 276, remarque, ou d’un calcul direct.

Remarquons enfin qu'on peut construire une algébre de Lie g de dimen-
sion 5 sur G, et une f€g¢* telle que dim g(f) = my et qu’il existe une pola-
risation semi-simple de g en f.

On emploiera, outre les notations introduites ci-dessus, les notations
suivantes :

Si g est une algebre de Lie et si x € g, on notera §* le centralisateur de z
dans g. Soient V un espace vectoriel, B une forme bilinéaire alternée
sur V, et WCV; on notera W' I’orthogonal de W pour B. On appellera
algébre de Heisenberg une algébre de Lie admettant une base (24, ..., Zsu1),
avec d entier >o et '

[xh ‘/l/-2] = [x;;; 'Z'/,J =...= [‘1”211—17 <7J2<l] = X2d+1y
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les autres crochets des éléments de base étant nuls ou déduits des précé-
dents par antisymétrie. Toutes les algébres de Lie sont supposées de
dimension finie. Pour tout espace vectoriel réel V, la conjugaison cano-
nique dans Vg sera notée x— z.

1. Le cas complexe.

Lemme 1. — Sotent k un corps commutatif infini, § une algébre de Lue sur k,
w un idéal de § qui est une algébre de Heisenberg, ¢ le centre de n, f un élément
de g* tel que f(t)520, k= (Kerf)nu, g’ Vensemble des x€qg tels que
[, KICk, et f'=f|y

(1) g est Uorthogonal de k pour By.

() g(f)=9'(f).

(i) St dimg(f) = my, on a dim ¢’ (') = my.

(iv) On a g=¢'H k.

L’assertion (i) est claire. La restriction de B, a k est évidemment non
dégénérée, d’ou (iv) et (i1). Supposons dimg(f) = mg. Soit U I’ensemble
des formes linéaires sur g’ non nulles sur ¢; c’est un ouvert de Zariski
dans g'*. Soit ', € U. Soit f, le prolongement linéaire de f, & g qui s’annule
sur k. D’aprés ce qui précéde, on a

8(i))=9'(f1), donc dimg'(f})=dimg(f)=dimg(f)=dimg'(f").

L’inégalité dimg’(f,) > dimg’(f’), valable pour toute f, €U, prouve que
dim ¢’ (f') = my.

Lemme 2. — Sotent § une algébre de Lie semi-simple complexe, r le rang
de g, B la forme de Killing de §. Soit x €4 tel que dimg*=r. Il existe une
sous-algébre de Borel b de g telle que bD>g” et 3(x,[b, b]) =o.

Soit (zi, 2, ...) une suite d’éléments semi-simples réguliers de g tendant
vers x. Alors g™ est, pour tout :>>1, une sous-algebre de Cartan conte-
nant z;. Soit b; une sous-algébre de Borel contenant g™. Par extraction
de suite partielle, on peut supposer, d’aprés la compacité de la grassman-
nienne de g, que b; et ¢° tendent vers une limite quand ¢ — 4 oco0. Alors
la limite de ¢* est commutative, de dimension r, et contient x, donc cette
limite est g*. Il est clair que la limite b des b; est une sous-algébre de Borel
de g contenant g¢*. Soient y, z€b. Il existe y;, z, €b; tels que y; >y, z:—> 2.
Il est bien connu que ((g§", [y, z:]) = 0. Done 3(x, [y, z]) =0 4 la limite.
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Tutortme 1. — Sotent § une algébre de Lie complexe, et f€g* telle
que dim g(f) sott minimum. Il existe une polarisation résoluble de g en f.

Nous raisonnerons par récurrence sur dimg.

1° Supposons d’abord qu’il existe un idéal commutatif a 20 de g tel
que f(0) =o. Soient §'=g/a, n: g — g  le morphisme canonique, et f’ la
forme linéaire sur g’ telle que f=/f'o%. Il est immédiat que g(f)Du et
que g(f)/a=4g"(f'). Soient f, €g'* et fi=f,°en€4*. Onadimg(f,) > dimg(f)
et g(f1)/a=49'(f}), donc dimg'(f,)>>dimg'(f). On peut donc appliquer
a g’ et [ I’hypothése de récurrence. 1l existe une polarisation résoluble p’
en ['. Alors p=1"(p’) est une sous-algébre résoluble de g subordonnée
af,etl’ona

dimp = %(dimg’—i— dimg' (/")) + dima:é (dim g + dimg ( /).

(H,) Nous supposerons donc désormais que f ne s’annule sur aucun idéal
commutatif de § distinct de o.

20 Supposons qu’il existe un idéal commutatif a de g tel que f([g, a]) 7 o.
Soit g’ I’ensemble des z€g tels que f([z, a]) =o. C’est une sous-algébre
de g distincte de g. Soit f'=f|g’. On a

3 (f)=39(f)+a et dimg + dimg( f) = dim g’ -+ dimg’ (/')

d’apres [4], lemme 1.3 (ce lemme concerne le cas des algébres de Lie réelles,
mais sa démonstration vaut quel que soit le corps de base). Soit o’ le
noyau de f|a. On a a'5£a, et [¢', a]Ca’, donc o’ est un idéal de g’. Soient
g"=4¢'[0’; n:g9">g” le morphisme canonique, et f” la forme linéaire
sur g” telle que f'=f"omn. On a ¢'(f)/a'=g¢"(f"). Soit U ’ensemble des
formes linéaires sur g” dont le noyau ne contient pas a/a’. Soient
fi€U, fi={f,o7, et ft€¢* un prolongement de f,. On a f.(a)>%0 et
fi(a') =0, donc il existe A€k—{o} tel que fi|a=Af|a. Par suite, I’en-
semble des z€g tels que fi([z, a])=o0 est égal & g'. D’aprés ce qui
précéde appliqué a f; au lieu de f, on a ¢'(f,) = g(f1) + a. D’autre part,
§(f)na=g(f)na. Done

dimg'(f)) =dimg(f;) + dima —dim(g( f;) Nnu)
> dimg(f) +dime — dim (¢(f)Na)
=dimg’ (/).

Par suite, dimg”(f;)>dimg”(f”). Cela est établi pour toute [, €U,
et U est un ouvert de Zariski de ¢”*. On a donc dimg”(f;) > dimg” (f”)
pour toute f"€g¢"* et I'on peut appliquer & §” et f” ’hypothése de récur-
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rence. Il existe une polarisation résoluble p” en f”. Soit p'= =~ (p").
Alors p’ est une sous-algébre résoluble de g’ subordonnée a f’, de dimension

—; (dimg" -+ dimg" (/")) + dima' = é(dimg’—|— dimg'(f')) = g (dimg + dimg( f)).

Ainsi, p’ est une polarisation résoluble de g en f.

(H.) Nous supposerons donc désormats que, pour tout idéal commutatif «
de g, on a f([9, a]) =o.

30 1I résulte de (H,) et (H.) que, pour tout idéal commutatif « de g,
o est central; en outre, dima="1, car aNKer(f) est un idéal de g, nul
d’aprés (H,). Soient r le radical de g, w le plus grand idéal nilpotent de g,
¢ le centre de n. D’aprés [2], lemme 10, n est de dimension o ou 1, ou est
une algébre de Heisenberg. En outre, [g, ¢J=o0 d’aprés ce qui précéde.
On peut alors distinguer trois cas :

(a) Si dim(w) = o0, g est semi-simple.

(¢') Sidim(n) =1, on a[r,r]Cu=r, donc r est nilpotent, d’out =n=r;
alors g est produit d’une algébre semi-simple et de «.

(b) Si n est une algébre de Heisenberg, nous poserons dimu = 2d + 1.
On a f(c) # o d’apres (H,). ‘

Nous introduirons alors g', k, /' comme dans le lemme 1.
11 suffit de prouver le théoréme dans les cas (a) et (b) [le cas (a’) résulte
aussitdt du cas (a)].

4° Dans le cas (a), la représentation coadjointe de g s’identifie, grice
a la forme de Killing 3, a4 la représentation adjointe. Utilisons les notations
du lemme 2. Alors f s’identifie & un élément x de g tel que dimg*=r.
Il existe donc une sous-algébre de Borel b de g contenant g* et telle
que 3(z,[b, b]) =o0. Ainsi b est subordonnée & f. Comme b est une sous-
algébre de Borel, on a

dimb = é (dim ¢* + dim g) = ; (dimg( f) + dimg).

Le théoréme est donc démontré pour g semi-simple.

50 Nous nous placerons désormais dans le cas (b). D’aprés le lemme 1,
on peut appliquer 4 ¢’ et /' hypothése de récurrence. Il existe une pola-
risation résoluble p’ de g’ en f'.

Soit ¢ un élément non nul de ¢. Il existe une forme bilinéaire alternée
non dégénérée B sur k telle que [z, y] = B(z, y) ¢ pour z, y€k. Soit ¢ la
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représentation adjointe de §' dans k. Pour z, y€k et z€4’, on a
B([z, z], ) e +B(z, [5, y]) e=[[5 2], y] + [z, [z y]] =[5 [z y]]€[s, c]=0

done B(p(z)z,y) + B(z, ¢(z)y) = 0. Comme p’ est résoluble, il existe,
d’apreés le théoréme de Lie, un sous-espace vectoriel k, de k, de dimen-
sion d, stable pour ¢(p’), et tel que B(ki, ki) = o. Posons

v:v’+k;=v’€9k|.
On a
dimyp = ; (dimg’ + dimg'(f")) +d= % (dimg — 2d + dimg( ) +d

— 3 (dimg -+ dimg( £)).

D’autre part,
[p, 2]y 9]+ [¥, ki) + [k, k][, 9" ]+ ki + B (ky, ky)ec [y, 9]+ k.

Cela prouve d’abord que p est une sous-algébre de g, et ensuite que
f(ln, )< ([, »']) + f(k) =0, c’est-a-dire que p est subordonnée a f.
Enfin, p/(pnn) est isomorphe & un quotient de p’, donc est résoluble,
de sorte que p est résoluble.

2. Le cas réel.

Lemme 3. — On reprend les hypothéses et les notations du lemme 1.
On suppose de plus que k est de caractéristique o, et que w est le plus grand
tdéal nilpotent de g. Soit t le radical de g.

(1) Le radical de g§' est g'Nr, et §' est Ualgébre de Lie produit de ¢’ Nt
et d’une sous-algébre semi-simple s.

(i1) s est une sous-algébre de Levi de g.

(111) Sotut t un supplémentaire de ¢ dans g’ Nr. On a

§g=sPtPDkPr, r=tPkPr, n=kPr, y=sPtDPr,
[8, 8] =3, [, t] =0, [, k]Ck, [¢,¢]=0
[t, t]Cs, [t, k] Ck, [k, k]=c¢, [k, e]=0

Rappelons que

(1) g=g¢'Pk.
On a rDk, done

(2) r=(¢'nr) Bk,
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\

et 4'/(g'Nr) est isomorphe a (¢'4r)/r=g/r [d’aprés (1)], donc semi-
simple. Par suite : 1° g’ Nt est le radical de g'; 20 si 5 est une sous-algébre
de Levi de g', 5 est aussi une sous-algébre de Levi de g. On a, d’aprés (2) :

(3) s=s@ (e'nt) Pk, ¢=sP (¢'nr).

Soit p la représentation adjointe de $ dans r. Comme ¢ est un idéal
caractéristique de n, on a [g, ¢]Cc. En particulier,

(4) p(s) (¢r) =0

puisque dim¢ =1. D’autre part, p(s)(k) Ck par définition de g'. Puisque ¢
est complétement réductible, et que ¢ laisse stable g’ Nr, 1l existe un sous-
espace vectoriel w supplémentaire de ¢ dans g'Nr et stable pour ¢.
La somme w + ¢ 4 k est directe d’aprés (2). On a

(5) [s, w]Ccwn[g, t]Ccwnu=wn(rPk)=o.

Donc |5, 9'Nr] =8, c+w]="0 d’aprés (4) et (5). On a prouvé (i) et (ii).
Soit t un supplémentaire de ¢ dans g'Nr. On a g'Nr=tPr, donc

2

r=tPkPrc d’aprés (2), et §'=5PtPr, g=s5PtPhPc d’apres (3).
Il est clair que [s,5] =35, [k, k]=r¢, [k, ¢]=0. Comme [g’,k]Ck, on a
[s, k]chket[t, k]ck. Comme[s, g'Nt]=od’aprés (i),ona[s,t]=[s,c]=o.
D’autre part,

[tt]lcgng r]lcgdnn=(+PtDe)n(kDr) =r.

On a prouvé (iii).

Lemme 4. — Sotent k un corps commutatif, $ une algébre de Lie sur k,
V un espace vectoriel sur k de dimension finie, B une forme bilinéaire alternée
non dégénérée sur V, o une représeniation linéaire complétement réductible
de s dans V laissant B invariante. Soit 1 Uensemble des classes de 5-modules
stmples de dimenston finte. Soient 3 = P, la décomposition de c en repré-
sentations isotypiques, V; Uespace de ;. Pour tout 1€1, soit T; une repré-
sentation de classe t.

(i) Soit ¢’ une sous-représentation irréductible de o, opérant dans un

espace V'. La restriction de B a V' est nulle ou non dégénérée.

(i) Sotent o', a” des sous-représentations irréductibles de 5, opérant dans

des espaces V', V". Si " n’est pas équivalente a 'a’, V' et V" sont orthogonaux
p ) pas ¢q ) g
pour B. ‘
(iii) Soit 1, Pensemble des 1€ 1 tels que Ti~v't;. Si i€, et j€I —{i},
Vi et V; sont orthogonaux pour B.
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(iv) Sott I,=1—1,. Choisissons une partition I.,=1,Ul, et une
bijection © de 1, sur I, telles que 7,,~~'t; pour tout 1€l,. Si i€l,
et j€l—{i,0()}, ViV, et V; sont orthogonaux pour B. En outre,
Vi et V,, sont totalement isotropes mazximaux pour B dans VPV, ,.

Soient ¢’ et V' comme dans (i). Alors V'N' V'L est stable pour o, donc
nul ou égal & V'. Dans le premier (resp. deuxiéme) cas, la restriction de B
a V' est non dégénérée (resp. nulle).

Soient o', ¢”, V', V” comme dans (ii). Alors V'! est stable pour o, et B
définit une forme bilinéaire non dégénérée sur V'X (V/V'!). La repré-
sentation déduite de o dans V/V'! est donc équivalente a ‘a’. Comme ¢”
est non équivalente a ‘@', on a V/'CV'L.

Soient 1€, et j€I —{i]. Alors ‘t; est non équivalente a <;, donc V;
et V; sont orthogonaux d’aprés (it).

Soient t€1, et j€I — {1, w(i)}. D’aprés (ii), V; et V,(; sont totalement
1sotropes, et V; est orthogonal & V; et V, . Il en résulte d’abord que la
restriction de B & V; V., est non dégénérée; comme V; et V,(; sont
totalement isotropes et supplémentaires dans V:@ Vi, Vi et Vo sont
totalement isotropes maximaux dans VP V..

Lemme b. — Soient s une algébre de Lie semi-simple réelle, i) une sous-
algébre de Cartan de s, m une algébre de Lie résoluble réelle, V un espace
vectoriel réel de dimension finie, B une forme bilinéaire alternée non dégénérée
sur V, ¢ une représentation linéaire de s Xm dans V laissant B invariante.
Il existe une suos-algébre de Borel b de sg contenant lg et un sous-espace
vectoriel W de Vg, avec les propriélés suivantes :

(i) b4 b est une sous-algébre de sg;

(11) W est totalement isotrope maximal pour Bg;
(ii1) pe(bXxmg) WCW;

(iv) pa(bxme) (W4 W) W+ W.

10 Soit o la restriction de p & 8. Soit A (resp. 0) ’ensemble des racines
de s (resp. des poids de ag) relativement a l. Il existe une base (u,, ..., u,)
de hg et un entier s=_r possédant les propriétés suivantes : 1° u,, ..., u;
sont réelles sur h; 2° wyy, ..., u, sont purement imaginaires sur h;
30 si b, désigne le sous-espace vectoriel réel de ljg engendré par u, ..., u,
on a Acl,, donc OcCh,. Siu=2u+...+1u€l, (out A4, ..., A ER),
on a

U= MuUs—+ ..~ Aslly— Asqt Ut — + + . — Apllye
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Ordonnons lexicographiquement ), grice a la base (u, ..., u,). Soit b,.
Pensemble des éléments de lj, dont les s premiéres coordonnées sont nulles,
et b, le complémentaire de h,. dans h,. Soient A*, A} A 0+, O, OF
Pensemble des éléments >o de A, Anbh,,, Anb,., 0,0n),, O0n}h,..
Pour 2€A (resp. 0) soit s, (resp. V,) le sous-espace vectoriel corres-
pondant de sy (resp. Vg). On a dims,=1, dim V,>>1. Chaque V, est
stable pour pg(mg).

Soit b =he+ Zyca+Sa. Alors b est une sous-algébre de Borel de s,
contenant hg. On a
' A—A, At—= At Ar— — At
Donc

b+ b= he+ EaeA-;—ﬁa‘*‘ EaeA;—“““" EaeA-;ﬁ—“: b+ zaeA-;ﬁ—a-

Soient a€A* et B€A]. Si « —3&AU{o}, on a [$,, 5 3] = 0. Supposons
«—[B€AU[o0}. 51 €A}, on a « — B €A™, donc [5,, 53]Cb. Si a€A], on a
o —Be€ATU(—A))U{o}, done [6,, 5_g]Cb-b. On voit de fagon analogue
que, si YEA?, on a[s_ g, 6_,]Cb. Ainsi, b - b est une sous-algébre de s,

Il s’agit maintenant de construire W avec les propriétés (i1), (i), (iv)
du lemme.

20 Dans cette partie de la démonstration, nous supposerons que o 0.
Soient W=2X,.p+V, D’aprés le lemme 4 appliqué a l; au lieu de s,
W est totalement isotrope maximal dans Vg L’ensemble pg(hgXmg)
laisse stable chaque V., done W. Montrons que, pour a€A*,
on a pg(s,)WCW. Soit Be€0+. Si a+ (&0, on a pg(s.) Vg=o.
Supposons « 4 3€0. On a «+ 3€0*, donc pg(S.) VgC VagC W. Ainsi,
ec(bXmel)WCW.

L’ensemble pg(heXmg) = oa(hoxm ) laisse stable W. Pour prouver (1v),
il suffit donc de prouver que p¢($a) Wc W+ W pour e €A+, Soit f€0O*. Si
x4+ B0, on a pg(5,) Vg=o0. Supposons «--(€0. Si B€O;, on a
%+ 3€0*, donc pg(s,) Ve W. Si B€O; et a €A, on a encore o -+ €06,
Enfin, si €A’ et 3€0, ona o + B€0;U (— 07). Done pg(s,) Ve W + W.

30 Soient ¢ = P,c,9; la décomposition de o en représentations isoty-
piques, V; espace de g;. Chaque V; est stable pour ¢(m). D’autre part,
avec les notations du lemme 4, les V; pour i€ 1, et les V;H V,, ;) pour j€ I,
sont deux & deux orthogonaux. On est donc ramené a construire W quand I
est de la forme {i} avec i€ 1,, ou de la forme {], w(j)} avec j€I,. Dans ce
deuxiéme cas, on peut évidemment prendre W = (V;);. Nous supposerons
donc désormais que o est isotypique.

Ann. Ec. Norm., (4), IV. — Fasc. 3. 42
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4° Supposons que les sous-représentations irréductibles de o soient abso-
lument irréductibles. Soient © une telle sous-représentation irréductible,
W. son espace. Si la restriction de B & W; est non dégénérée, la restriction
de Bg 4 (W:) est non dégénérée. Il est connu alors que o n’est pas poids
de 7. Donc o n’est pas poids de g, et le lemme résulte de la partie 2° de
la démonstration. On peut donc supposer, compte tenu du lemme 4 (1),
que la restriction de B a chaque sous-s-module simple de V est nulle.
On a W.C W#; il existe un sous-s-module simple W; de V supplémentaire
de W2, et la restriction de B & W.+ W, est non dégénérée. Il résulte
de 1a qu’on peut écrire la décomposition de V en sous-modules simples
sous la forme (W, P W.)P (W, EW.)PH..., ou Wy, .P W,; est ortho-
gonal & Wa; @D W, si i, Posons W= (W,)¢® (W:)g®.... Alors W~
est totalement isotrope maximal pour Bg, et stable pour pq(s¢). La repré-
sentation pg|mg de mg dans Vg définit un groupe résoluble complexe
connexe M d’automorphismes de Vg, qui laisse B invariante et commute
a pog(8g). L’ensemble des sous-espaces totalement isotropes maximaux
de Vg stables pour pg(sg) est une variété algébrique compléte, non vide
puisque contenant W, et stable par ’enveloppe algébrique M’ de M.
D’apres [1], prop. 15.5, 1l existe un point W de cette variété fixe pour M'.

Alors pg(5¢ Xm)WC W, done pg(sgX ig) WC W.

50 Supposons que les sous-représentations irréductibles de ¢ ne soient
pas absolument irréductibles. Soient < une telle sous-représentation
irréductible, W, son espace, Ecrivons tg=n@7, ot m est irréductible.
Soient W., W. les espaces de 7, ©. Si la restriction de By & W; est non
dégénérée, o n’est pas poids de 7, donc o n’est pas poids de 7, donc o n’est
pas poids de o, et le lemme résulte de la partie 2° de la démonstration.
De méme si la restriction de B, 2 W. est non dégénérée. On peut donc
supposer, compte tenu du lemme 4 appliqué a s, que la restriction de Bg
a chaque sous-5g-module simple de Vg est nulle. Raisonnant comme
dans 49, on peut écrire la décomposition de V; en sous-$g-modules simples
sous la forme (W, W.) P (W.PW.)P..., ou chaque W; est totale-
ment isotrope, et ou W, & W.; est orthogonal & W,;_, P W,; s1 1547,
La démonstration s’achéve alors exactement comme dans 4°.

Lemme 6. — Soient s une algébre de Lie semi-simple réelle, r son rang,
8 sa forme de Killing, x un élément de s tel que dim $"=r, w une algébre
de Lie résoluble réelle, V un espace vectoriel réel de dimension finie, B une
forme bilinéaire alternée non dégénérée sur V, o une représentation linéaire
de s Xw dans V laissant B invariante. Il existe une sous-algébre de Borel b
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de $¢ contenant $g et telle que Bg(x, [b, b]) = o0, et un sous-espace vectoriel W
de V¢, avec les propriétés (i), (1), (1), (iv) du lemme 5.

Si x est semi-simple, 7 est une sous-algébre de Cartan de $, et il suffit
d’appliquer le lemme 5. Dans le cas général, il existe une suite (z,, 2., ...)

’éléments semi-simples réguliers de $ tendant vers x et il sulfit de raisonner
par passage & la limite comme dans le lemme 2.

Tutoritme 2. — Soient § une algébre de Lie réelle, et fE€g* telle que
dim g(f) soit minimum. Il existe une polarisation résoluble p de g en [q
telle que p 4+ p soit une sous-algébre de .

On raisonne comme pour le théoréeme 1. Les étapes 19, 29, 30, 40 de la
démonstration sont sans changement, & condition d’utiliser, au lieu du
lemme 2, le lemme 6 dans le cas particulier ot V= o. Etudions ’analogue
du cas (b). Les hypothéses des lemmes 1 et 3 sont vérifiées et, de plus,
(9, ¢] = o. Introduisons toutes les notations de ces lemmes.

Soient g et h les restrictions de f* 4 s et g'Nr. Soit b’ une polarisation
de g'Nren h (il en existe car g’ Nt est nilpotente, et méme commutative ou
produit d’une algébre de Heisenberg et d’une algébre commutative). Comme
g'=sX(g'Nr), on a dims(g,) >>dims(g) pour toute g, €s*. Donc si on
identifie la représentation coadjointe de s a sa représentation adjointe
grice 4 la forme de Killing, g s’identifie 3 un élément de 5 dont le centra-
lisateur dans s est de dimension minimum. Soit ¢ = p|s. Appliquons le
lemme 6 avec m=g'Nr et V=K, B étant définie comme dans la démons-
tration du théoréme 1. Il existe une sous-algebre de Borel b de 4, subor-
donnée a gg donc a fg, et un sous-espace vectoriel k, de kg, de dimen-
sion d, tels que

[b4+b,0+b]cb+b,  Bg(kyk)=o,  pa(bx(g'Ne)g)kChy,
pe (b (8N 1)) (k- ki) Chy+ ky.
Posons p="b 4+ b+ ki=bPbPk,. On a, comme dans la preuve du
théoréme 1 :
dimgp = é (dimggg+ dimgg( f)g)-
 D’autre part,
19, p]=1[b, b] + [bg, be] 4 [kiy ke] 4 [b, ki ]+ [be, ki]
C[b, b]+ [bg, bg] + Bg(ki, ki) e +ky=[b, b] -+ [bg, bg] -+ k.
Cela prouve que p est une polarisation de g en f;. En outre, p est réso-
luble. Enfin,

[P+ v +F)=[p 9]+ (5 5]+ [»,Flcr+5-+[p 7]
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et
[p, 9)=[b, 0] [b, bg) +[b, b | +[bg, b]
+ [bes be ]+ [ b ko ]+ [ke, ] 4 [k, b ]+ [k, by ]
C(b+8) -+ 0 - (ks + ki) - 0 + bg+ (ks + k) + (ky+K,) +ky+ ¢
c (b -+ b) + bg—+ (ki —+ k) + bg=p +7,

de sorte que p -4 p est une sous-algébre de gg.

3. Non existence de polarisations positives.

Soit 8 = sl(2, R). Nous poserons

{0 1 (1 0 __fo o (1 ) . [ o 1
=\o o)’ Y=\o —1)’ N—10>’ =\ —1) y_—~10>

de sorte que [y, z] = 2z, [y, 2] = — 2z, [z, z] =y, [y, '] = 212".

Soient u, ¢ des indéterminées. Soit © la représentation de s dans Ru + Ry
qui, & tout a €8, fait correspondre I’endomorphisme de Ru ++ Ry admettant
pour matrice a par rapport a la base (u, ¢). Soit

k=Ruw?+ Ru?v +~ Ruy?+ Ry3.

Soit p la puissance symétrique 3¢ de = dans k. Par rapport a la base

(u®, w’e, ue?, ¢*) de k, la matrice de p(? fa> est

3a. B 0 0
3y a  2f3 0
o a2y —a 38

o o y —3a

Soit B la forme bilinéaire alternée sur k dont la matrice par rapport a
(u?, u’v, ue?, ¢*) est

o o o —3
o o 1 o
o —1 0o o
3 o o o

On vérifie facilement que B est invariante par p. Soient ¢ une algébre
de Lie réelle de dimension 1, ¢ un élément non nul de ¢. Posons 1 =k P,
et munissons 1 de la structure d’algébre de Lie pour laquelle ¢ est central
et [w, w'] = B(w, w') ¢ pour w, w €k. Pour tout a€s, soit d(a) I’endomor-
phisme de I’espace vectoriel u tel que o(a)|k=rp(a) et ao(a)|ct=o0.
Chaque o (a) est une dérivation de n, et ¢ est une représentation de s dans n.
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Soit g le produit semi-direct de s par w défini par o. Soit f I’élément de g*
défini par

fle)=—1,  [JG)=[fle)=1,  [f)=f(@)=f(w)=[(w)=[f()=o0.

Tutorime 3. — (i) On a dimg(f) =inf, cg.dimg(f’) = 2.
(11) Les seules polarisations de §g en [ sont p et p, ots
p=Cc+Ca'+Cy' + CG(u+ )+ C(u-+iv)*(u—iv).

Aucune d’elles n’est positive. On a p+ p = g.

On vérifie aussitdt que f([c, 8]) = f([y, §]) = o. D’autre part, si «, B, v,
3, ¢, CER, et si '
a=oax+ Py + YU+ oudy + cur+ L’ €q(f),
on a
o=/f([a, w’]) =—=3L o=f([a,wr])=¢ o=f([a w])=—74,
o=/f(la, ¢*]) =3, o=f(lay])=a o=/f([a, z]) =—B;

donc a = o, ce qui prouve que g(f) =Rc+ Ry’. Comme g(f')Dr, comme
dimg = 8 et que dimg — dimg(f’) est toujours pair, on a prouvé (i).

On a
T (y) (w4 0) =i(u—+iv), T (y)(u—iv) =—i(u—1ipv),
e (2 (1 —+iv) =o, Te(2') (w—1iv) =2 (u—+iv).
Donc
pa(y') (uw+i0)*=3i(u+iv)’,
pa(¥) (u+iv)2(w—iv) = i(u~+1iv)*(u—iv),
pa()) (e +iv) (u—ip)=—i(u-+1iv) (u—1ip)?
pe(y') (v —iv)’=—3i(u—1iv)’
pa(®') (u—+iw)*=o,
pa(Z') (u+ i) (u —iv) =2 (u—+iv)?,
pe(@) (u+1iv) (v —iv) =4 (u—+10)*(u—1iv),
oe(®) (U —0)3=6(u—+iv) (1 —ip)2.

Cela montre d’abord que p est une sous-algébre résoluble de go. On a
SUsn)=f([s k) =7k =0,  fe([), #']) =2ifc(2') =o.
Des calculs faciles donnent

Bg((u -+ )3, (u+iv)*(u—1iv)) =o,
Bg((u +iv)3, (w— iv)®) = 241,
Bo((u+w)?(u—wv), (w—+v) (u—1iv)?) =— 8¢,
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On voit que fu([p, »]) =o0. Donc p, et par suite p, sont des polarisations
de g¢ en fg. Il est clair que p 4 p =g On a

f([(u i), (e + [w)“]) = Ba((re--iv)?, (0 —1ir)*) =244,

j(‘(u i) (e —p), (1 —+i0)? (0 — [V)])
= Be((te 4+ i0)* (e — i0), (e +0) (0 —ip)?) =— 8L,

Donc p n’est ni positive, ni négative, et par suite il en est de méme de p.

Enfin, soit g une polarisation de gg en [z, et montrons que
g=p ou g=p. On a gDg(f)¢=0Cc+Cy’, et dimg=5. Comme
dimgg + dimghg= dimgge+ 1, on a gNkgz= o. D’autre part,

o= fo([ankg 5nke]) =Bg(snkg, 9nkg), donc dim (gNnkg) < 2.

Ainsi, dimg(gNkg) =1 ou 2. :
Supposons dimg(4Nke) = 1. Alors 4 = ¢ (aNke) P o, ot v est supplé-
mentaire de g dans gg. On a

cg+ (0Nkg) =anngd (9, ankg| +cg=[v, ankg| +c¢=|sg 1Nke| -+ ¢,

d’ou aNkgD[5g, aNkg], ce qui est absurde puisque gg est irréductible.
Done dimg(gNkg) = 2.

Par suite, =P (aNks) Pw, ot wNug=0 et dimgw = 2. Soit Y la
projection de gg sur s; parallelement & ng. Alors ¢(w)=¢(q) est une
sous-algébre de dimension 2 de $g contenant y’, donc est égale a Gz’ -+ Gy’
ou Gz’ 4 CGy’. Changeant au besoin g en g, on peut supposer que
¢(w) = Ca'+ Cy’. On a

g+ (aNnkg) =anugd[a, ankg] +rcg=]|w, ankg] +rg=|Ca'+ Gy, aNkg| + tg,

d’ou 9NkD[C2'4 CGy', ankg]. Or les sous-espaces vectoriels de
dimension 2 de kg stables par pg(y’) sont les sous-espaces engendrés par
deux des vecteurs (u -+ 19)?, (u 4 10)*(u —19), (w4 19) (u — 19)?, (u—19)".
Le seul qui soit stable par pg(a’) est G(u -+ iv)* 4 G(u + t0)*(u — 1¢). Done

g=Cc—+ CG(u—+10)3+ CG(u—+ ) (u—1iv) + Qy' + CQa,

avec a=oax'+B(u-+t1i)(u—ie)’+Y(u—1iv)’, ou a B3, YEGC, azo.
Comme ', (u+ 10) (u — 19)*, (u — iv)* sont vecteurs propres de ad y’ corres-

pondant aux valeurs propres 2i, —i, —31, on voit que 2’ €X,. G(ady’)"a.
Donc 2’ €4, d’ou

1=Cc+ Glu+w)+ Qe+ ) (e —ir) + Gy + G’ =y.
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