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SUR LA FORMULE DES TRACES DE SELBERG

Par Micuer. DUFLO Er Jean-Pierre LABESSE.
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INTRODUCTION.

Soit G = PL(2) le groupe quotient de GL(2) par son centre. On note A
Panneau des adéles de Q ('). Ayant choisi une mesure Ga-invariante
sur Ga/Gq, nous notons L) la somme des sous-espaces fermés Ga-inva-
riants minimaux de L*=1*(Ga/Ga) et T, la représentation naturelle
de Ga dans L}. Pour des fonctions F sur Ga assez réguliéres, on sait que
Popérateur T,(F) a une trace. En 1956, A. Selberg a donné, dans [20],

(1) Pour simplifier I’exposé nous n’avons pas traité le cas d’un corps de nombre de
degré fini £ 1 sur Q.
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une formule pour calculer cette trace et déterminé une classe de fonc-
tions F pour laquelle cette formule est valable. (En fait, Selberg traite
aussi du cas des groupes fuchsiens que nous n’abordons pas ici.) Comme
Selberg n’a jamais publié ses démonstrations, et comme d’autré part les
applications de sa formule sont de jour en jour plus importantes
(cf. [17], [18]), il nous a paru utile d’en rédiger une.

Dans cette premiére partie, nous prouvons une formule des traces. pour
les fonctions F du type suivant : soit K le sous-groupe compact maximal
standard; alors F est une fonction réguliére a support compact sur Ga,
K-finie a droite et a gauche. Ceci suflit pour les applications aux formes
automorphes holomorphes pour les sous-groupes de congruence de Gg.
Dans une seconde partie, nous prouverons la formule des traces avec des
conditions plus faibles sur F, ce qui est nécessaire aux applications a la
fonction zéta de Selberg.

Un mot sur le plan de ce mémoire : dans le premier chapitre, on prouve
que T, (F) est a trace et donné par un noyau, ce qui nécessite la décom-
position de la partie continue de L. La transformation de Selberg raméne
alors le calcul de la trace de T,(F) au calcul des valeurs moyennes de F
sur certaines orbites de Ga agissant dans lui-méme par automorphismes
intérieurs et au calcul d’un terme complémentaire. Il n’y a évidemment
rien de nouveau dans cela, sinon le fait de démontrer la convergence de
Pintégrale qui donne le noyau de T,(F) (¢f. 1.6.8).

Le deuxiéme chapitre est consacré au calcul du terme complémentaire.
La formule obtenue pour le terme complémentaire coincide avec celle
annoncée dans Jacquet-Langlands (*). Elle permet, en particulier, de
démontrer que le terme complémentaire est, comme fonction de la compo-
sante a U'infini de F, une distribution tempérée sur Gg, ce qui rend possible
le calcul de sa transformée de Fourier. Nous utilisons un résultat d’analyse
harmonique sur Gg (le théoréme de « Paley-Wiener ») pour montrer que la
considération des fonctions du type rappelé ci-dessus suffit pour 'appli-
cation au calcul de la contribution de la série discréte de Gg. Comme
exemple d’application, nous présentons une démonstration de la formule
d’ « Eichler-Selberg » pour la trace des opérateurs de Hecke.

Les auteurs sont ou ont été des éleves de R. Godement et de R. P.
Langlands. Il apparaitra clairement au lecteur que ce qu1 suit leur doit
beaucoup plus qu’ils ne sauraient ’exprimer.

(?) Les paragraphes 1, 2 et 3 du chapitre II sont uniquement destinés a obtenir la
formule (II.3.38). Une démonstration plus directe est esquissée dans le dernier chapitre
du livre de Jacquet-Langlands [18] qui est paru pendant la rédaction du présent article.
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' CHAPITRE I

DE’ICOMPOSITION SPECTRALE ET FORMULE DES TRACES.

1. Notations et généralités.

AptLes. — Soit Q le corps des nombres rationnels. On note A I’anneau
des adéles de Q, A* le groupe des idéles de Q, O, (p premier) 'anneau des

entiers de Q,, O, le groupe des unités de O,. On pose O = HOI, et

pFE=
0" = ][O,, On sait que A= (RXO0)+4+Q et que A*=R*XO0*XQ*
Pt
avec (R*XO0*)NQ* ={1|. Un adéle x de composantes z_, ., zs, T, .
sera noté x = (x_, s, 3, ...). On notera 7 le caractére de A décrit dans

la thése de Tate [22] qui permet d’identifier A et son dual de Pontrjagin.
Notons dx la mesure de Haar auto-duale sur A. On a alors de = [l dx,,
ou dx_ est la mesure de Lebesgue sur R et ou dz, (p 2 *) est la mesure

de Haar sur Q, telle quef dz,= 1. Sur A* on choisit la mesure de
o,

Haar d*z = ll d*z,oud*z, = |z, |["'dz, et oud*x, est la mesure de Haar
sur Q, qui donne a O} la masse 1. On note |z| le module d’un idéle z.

Soit A le groupe des caractéres de A*/Q*. Nous notons A" le groupe
des caractéres unitaires de A*/Q* et (A, x> la valeur du caractére A sur
Videle x. La loi de groupe dans A sera notée additivement.

Le croure PL(2). — Soit G = PL(2) le groupe algébrique sur Q
quotient de GL(2) par son centre. Si k est une algébre sur Q et si

<a z>GGL(2, k), nous noterons [j z] son image dans Gy.

c

Dans GL(2) soient U le sous-groupe des matrices <(I) I:), 1somorphe

.. . / .
au groupe additif, et H le sous-groupe des matrices <; ?), 1somorphe

au groupe multiplicatif. Ces groupes sont isomorphes a leurs images
dans G et celles-ci seront désignées par les mémes lettres. On utilisera la
convention suivante : si u€A, 1EQ, h€A*, LEQ*, on pose

(1 u (1o [l o (& o
u»_<\0 1>’ 71——<0 1>’ h_<0 I), g—<0 1>.
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On pose G,= Ggr, G,= Gq,- On définit de méme U, et H,. On pose
K,=0(2)/+{1} et on note K, I'image dans G, de GL(2,0,). Le
groupe Ga s’identifie alors au « produit restreint » des G, par rapport
aux K,. On pose K= ]*I K,. On sait que Ga= KHaU,. Si x € Gy, 1l peut
s’écrire de plusieurs maniéres sous la forme x =khu(k€ K, h€ Hy, u€ U,),
mais le nombre r(x) =|h|* est indépendant de la décomposition.

On note G, le groupe des adéles finis : c’est le sous-groupe formé des
éléments de Ga dont la composante a I'infini est 1. On a donec Ga= G_X G/.
On pose

Kf: Kn Gf: lrl K,,.

p=
On pose P=HU et w = [? _(I)] On a la décomposition de Bruhat :
([.1.1) GQ:PQUPQWIJQ.

ainsi que le résultat suivant :

(I.1.2) Soit u€A. On pose h (uw)=1-+1u., et h,(uw)=1 st u,€0,
et hy(uw)=u, st u,§0,. Soit h(uw) U'idéle dont nous venons d’écrire les
composantes. Alors il existe un k€ K tel que lon ait uw =ku'h(aw).

La vérification de (I.1.2) est immédiate. On en déduit que

(I.1.3) 1‘(usv)2:(1+zci)IIMax(1, | upl?).
P
(I.1.4) Sia et b sont deux entiers premiers entre eux et si 1= ;—j, alors
riaw) =a*-+ b°.
Mesures pE Haar. — Les 1somorphismes u —u de Uy sur A et h—h
de H, sur A* fournissent les mesures de Haar sur Uy et Ha. On choisit

sur K la mesure de Haar pour laquelle K est de volume 1. On sait que
si x = khu, alors

(1.1.3) dx = r(x)*dk dh du
est une mesure de Haar sur Ga.

Caractires. — L’isomorphisme A +—>h permet d’identifier A avec le

i
groupe des caractéres de Ha/Hq. On posera, en particulier, {p, h>=|h|".
Comme tout idéle t€A* peut s’écrire

tw
z:(——,tg, cooy by, ...>.(]t|, ISR S

K
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on voit que tout caractére A€A peut s’écrire A =sp 7, ou s est le
nombre complexe défini par I’équation

<Sp,t>:]tl§:<)\,(lt|, I ooy Iy cul)D

et ou 7 est le caractére unitaire défini par I’équation

< t>:<x, (ﬁ oot ) )

Notons A] le groupe des idéles de module 1; 1l est clair que . est déter-
miné par sa restriction a A;/Q* qui est un groupe compact.

On écrira quelques fois y comme produit de ses composantes locales
v = [l Yps €t s1 p5#= o on dira que 7 n’est pas ramifié en p si la restriction
de 7, & O, est le caractéere trivial. Remarquons que si 7 n’est ramifié en

aucune place pz~w, alors 7 =o0; en effet, A;/Q*z]]OL:O*. Pour
)

cette raison 7 est appelé la partie ramifiée de 4. Nous noterons di la

mesure de Haar sur A" duale de la mesure dh sur Ha/Hq. Si lon écrit

h=sp+7 on a

(1.1.6) [\u'f(l)dl_AiﬂZLG(S)_Of(sp+X)ds.
; x N
DoMAINE FONDAMENTAL. — Soit d un nombre réel strictement positif.

On note Ha(d) ’ensemble des h€ Ha tels que r(h)=|h %<d, et O (d)

I’ensemble des x€ Ga tels que r(x) <d. On sait que

6 (d) = KHy (d) Uy,
et les deux résultats suivants sont bien connus :
(I.1.7) L’ensemble des Y € Gq tels que ® (d)~ & (d) Y est fini modulo Po(?).
(1.1.8) Si d est assez grand, on a Ga= ® (d) Ge.

On fixera par la suite un nombre d, vérifiant (1.1.8) et on posera
6 =6(d,).
(I.1.9) St d <1, et st ®(d)7# 6 (d)y avec Y€ Gq, alors Y€ Pq.
Démonstration. — D’apres (I.1.1), s1 Y& Pq, alors v = p.wr avec p.€ Uq
et 1y€Pq donc si x=Xkhu, on a :
r(xy)=r(hupw)=rhuph-tw)rh)-".

(®) La notation A /B signifie que I’intersection de A et B est non vide.
Ann. Ec. Norm., (4), IV. — Fasc. 2. 26
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Or, par hypothése, r(x) =r(h) <d <1, donc r(h)™" >1; mais puisque
huph ' €U, et d’aprés (1.1.3), on a alors r (hu ph™'w) > 1, donc r(xy) > 1.

C. Q. F. D,

Foncrions rEcuritres. — On notera (D(Ga) I'ensemble des combi-
naisons linéaires de fonctions numériques sur Ga de la forme F= | | F,,

ou F_e®(G,), espace des fonctions indéfiniment différentiables a support
compact, ou I,€®(G,), espace des fonctions localement constantes
4 support compact pour p = x et ou, pour presque tout p (fini), la fonc-
tion F, est égale a la fonction caractéristique de K,.

Une fonction numérique sur Gp sera dite réguliére si elle coincide,
au voisinage de chaque point, avec un élément de @(Ga). On notera
M (Ga/Ga) I'ensemble des fonctions & support compact sur Ga/Ge qui
sont réguliéres sur Ga; @ (Ga/Gq) est dense dans L*(Ga/Gq). On définit
de méme les espaces @ (Ha), @ (Ga/PqUa), etc. si m est un entier positif,
™" (Ga) est défini comme précédemment en imposant seulement a la
composante F_ d’appartenir a ®@"(G)).

OriraTeEUurs DIFFERENTIELS. — L’application tangente a la projec-
tion GL(2, R) - G_ induit un isomorphisme de g = sl(2, R) sur ’algébre
de Lie de G_. S1t FE®(Ga) et X€&€g on définit la fonction X% F par la
formule suivante :

X ok F (%) = 9 F (exp(— 1X) %) 1=

Il est clair que X*xF€®(Ga), et que I'on a défini ainsi un homo-
morphisme de g dans I’algeébre des opérateurs linéaires dans @ (Ga), et donc
un homomorphisme de ’algébre enveloppante universelle U (g) de ge.

On pose :

H:i(o _‘>, X+:i<‘. l>, X—= conj (X+),
I o Ql—-.l i

Q=I24 o (X*X—+X-X+), D=Q Il

L’élément Q est un générateur du centre de U(g), appelé opérateur
de Casimir. L’élément D est K, -invariant, et la convolution par D est
un opérateur différentiel elliptique.

ParaméTrrix. — Si D, et D, sont deux distributions sur G_, dont I'une
est & support compact, on sait définir leur produit de convolution,
noté D, % D,. Soient A un opérateur différentiel elliptique d’ordre n sur G,
et ¢ la distribution de Dirac a I’origine de G_; la théorie des équations
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aux dérivées partielles (¢f. [16], p. 174) nous apprend qu’il existe des fonc-
tions f, €@ *(G,) et g, €R(G,) telles que

A(f)—=0o+g,.
Appliquant ceci & I'opérateur différentiel
Jo [ K D,

ou D est I’élément de U (g) défin1 plus haut, on obtient le résultat suivant :
(I.1.10) Il exuiste des fonctions f, € @*""(G_) et g, €R(G,) telles que

.fw * D"l:8+gw'

Une distribution T est dite K_-centrale si T (kx) = T (xk) pour tout k€ K.
Remarquons que D et ¢ sont deux distributions K _-centrales; on peut donc
supposer que [, et g_sont K_-centrales. En utilisant une idée due a Laurent
Schwartz, on en déduit le lemme suivant :

(L.1.11) Soit n un entier positif, et soit K, un sous-groupe ouvert compact
de K,. Il exvste des fonctions f€ @' (Ga) et g€ M (Ga), qui sont centrales
sous Uaction de K, X K _, et un élément D,€U(yg), K_-central, tels que pour
toute fonction @ réguliére sur Ga et invariante a gauche par K,, on ait

9=f% (Duk9) — 8 % 9.

Démonstration. — Choisissons pour D, une puissance D” de D telle
que 2m — 4 >>n. Nous avons défini en (I.1.10) deux fonctions f, et g_;
nous choisissons f=f, Q[ et g=g. Qfi, ou fi est la fonction caracté-
ristique de K, divisée par le volume de K,. Le lemme résulte alors immé-
diatement de (I.1.10).

Le lemme ci-dessus montre que toute fonction ¢ € M (Ga) s’écril comme
somme de produits de conyolution de fonctions dans 0 (Ga) par des fonctions
dans @ (Ga).

Formes auromorepues. — Une fonction f sur Ga & valeurs dans un
espace vectoriel normé est dite a croissance lente (dans &) s’il existe un
entier n tel que

(I.1.12) Sup | f(x) | r(x)"<<+o,
rTE€EQR

ce que nous écrivons encore (")

[ f(x) | r(x)™,  x€6.

(*) La notation |f(x)| < g(x), x€A signifie qu’il existe un nombre d > o tel que,
pour-tout x€ A, on ait | f(x)|< d g(x).
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Une fonction [ est dite & décroissance rapide si pour tout n on a
f(x)[<r(x)", xeb.

Une fonction numérique sur Ga/Gaq sera appelée une forme automorphe
si elle est réguliéere, K-finie a gauche, valeur propre de l'opérateur de
Casimir €2, et & croissance lente.

Soit T une représentation de K dans un espace de Hilbert V de dimen-
sion finie. Une fonction sur G, & valeurs dans V sera dite de type 5 & gauche
(resp. & droite) si

(I.1.13) f(kx)=5(k) f(x) (keK,xeG,) [resp. f(xk)=3(k)"'f(x)].

Une fonction f réguliére sur Ga/Gq & valeurs dans V, a croissance lente de
type 9 a gauche, et telle que

(I.1.14) Lk f=sf (s€0),
sera appelée une forme automorphe de type (3, s).

Remarque. — Notre définition des formes automorphes est plus restric-
tive que celle de Harish-Chandra [qui, au lieu de (I.1.14) exige seulement
que P’espace vectoriel engendré par les Q" [ soit de dimension finie].

Le résultat suivant s’applique en particulier aux formes automorphes :
priq p P

(I.1.15) Soit f une fonction K-finte localement sommable sur Ga/Gq, et
(en tant que distribution) valeur propre de Q. Alors il existe une fonc-
tion g€ @ (Ga) telle que gk = f. En particulier, f est égale presque partout
d une fonction réguliére (cf. [4]).

2. Formes paraboliques.

On munit Ga/Gq de la mesure invariante quotient. On note T la repré-
sentation naturelle de Ga dans L?(Ga/Gq) = L*. Nous désignerons par L;
le sous-espace fermé engendré par les sous-espaces invariants minimaux
(le spectre discret), et par T, la restriction de T & L.

Pour toute fonction [ localement intégrable sur Ga/Gq nous posons

(I.2.1) f‘)(x):f f(xu) du,
. U,/Ya

expression définie pour presque tout x € Ga. On dit que f est parabolique
st f*=o.
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On note L; le sous-espace de L* formé des fonctions paraboliques de
carré intégrable. C’est un sous-espace fermé Ga-invariant. On note T,
la restriction de T a L;. Rappelons quelques résultats fondamentaux
concernant les formes paraboliques.

(1.2.2) Pour tout entier n > 2 et toute fonction FE®"(Ga) il existe une
constante c(F) et un compact BCHy tels que, pour toute fonction localement
intégrable f sur Ga/Gq et tout x = khu€ &, on ait

|F ok (%) = F ok fo(x) [ <o(F) rcxyes [ i) dy.
KBhUA/UQ
Preuve. — 11 suffit de remarquer que les hypothéses permettent de

refaire les raisonnements de ([13], p. 3 a 5).
Comme dans [13], on déduit de (I.2.2) les conséquences suivantes :

(I.2.3) Sous les mémes hypothéses que (1.2.2), il existe une constante ¢'(F)
telle que, pour tout f€L? et tout x€®, on ait

IE % f(x) = F % f2(x) < (F) r(x)* ] [l

(1.2.4) Sous les mémes hypothéses que (1.2.2), Popérateur T,(F) est de
Hilbert-Schmadt. ‘

(I.2.5) On a LiCL}, et les multiplicités des représentations irréductibles
de Ga qui interviennent dans L* sont finies. [Pour un énoncé plus précis,
poir (1.7.5) plus loin.]

(1.2.6) Les formes automorphes paraboliques sont & décroissance rapide et
leur ensemble est total dans L. Plus généralement, st f est une forme auto-
morphe, pour tout entier n, on a |f(x) — f°(x)| < r(x)" pour x€ ®.

Le résultat suivant est important pour la suite :

(I.2.7) Soit F une fonction K-finie & gauche réguliére sur Ga. On suppose
que pour tout X€U(g) la fonction Xk F soit intégrable. Alors lopé-
rateur T, (F) est a trace.

Démonstration. — Remarquons d’abord que T, (F) est un opérateur borné
puisque F est intégrable; d’autre part, que D x F vérifie les mémes hypo-
théses que F, et enfin que nous sommes en mesure d’appliquer (I.1.11)
a F. 1l existe donec F', F" € ®"(Ga) et D, €U (g) tels que

F=T" %D, % F—F %F.

Donc
To(F) == Ty (F') Ty (Dy % F) — Ty (F") T, (F).
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Comme T,(F’) et T,(F”) sont des opérateurs de Hilbert-Schmidt
d’aprés (1.2.4), on en déduit que T,(F) est de Hilbert-Schmidt. Il en est
donc de méme de T,(D, % F) puisque D, % F vérifie, comme F, les hypo-
theéses de I’énoncé. L’équation ci-dessus prouve alors que T, (F) est somme
de produits d’opérateurs de Hilbert-Schmidt, donc & trace.

3. Séries d’Eisenstein.

DEFINITION DES SERIES D' EISENSTEIN. — Soient A = sp + 7 € A un carac-
tére de Ha et S une représentation unitaire irréductible de K dans un
espace de Hilbert V. On notera V(2, 1) le sous-espace de V formé des
éléments qui vérifient :

(I.3.1) Fthu)vr=<(—A2—p,h>v={—y, h)¢

pour tout h€ HyaN K et tout u€ UpN K. Il est clair que V (3, 2) = V(3, 7).
On note P (S, ) la projection orthogonale de V sur V(5, y).

Soit x = khu€&€ Ga. On pose
(1.3.2) L(x,% 1) =5(k){—A—p, h>P(Z, ).
Il est bien connu que st Re(s) > 1, la série

(1.3.3) E(x, 9, 1) = 2 L(x, 7,3, 1)
“a/fa
converge absolument et définit une fonction analytique de s.

Le prolongement analytique de (1.3.3) est lié & la décomposition spec-
trale de l'espace L*. On peut étudier ces problemes par les méthodes
générales (c’est-a-dire qui se généralisent, par exemple, aux groupes
fuchsiens (cf. [15] ou [19]). Nous préférons employer une méthode adaptée
~ de [13]; en effet, celle-ci fournit immédiatement les singularités de (1.3.3)
dans le demi-plan Re(s)>> o0, et des formules explicites utilisées pour
prouver la majoration (1.3.41) ci-dessous qui joue un rile important dans
la suite.

Dans GL (2, A) on pose
k | Km:O(%R)» K,,:GL(Q, 0,) P Fx, KZI_IKM

K est I'image de K par la projection de GL(2,A) dans Ga. Une repré-
sentation 5 de K définit par composition une représentation de K triviale
sur le centre de K; nous la noterons encore 3.
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Remarquons, d’autre part, qu’une représentation unitaire irréductible &
de K (resp. K) est produit tensoriel de représentations 3, unitaires, irré-
ductibles de K, (vesp. K,), et que 3,=1 pour presque tout p.

Les striEs E; ET LEUR PROLONGEMENT ANALYTIQUE. — On note S(A X A)
Pespace des fonctions de Schwartz-Bruhat sur A X A a valeurs dans End (V).
St u=(u',u”) et v=1(¢, ¢") sont des éléments de AXA, on pose

uNe=u¢—u".

S1 9€S(AXA), on définit sa transformée de Fourier par la formule
suivante :

(LI.3.4) §(v)= o(u)t(u )\ v)du.
AXA

Le groupe GL(2, A) opére naturellement dans AXA; d’autre part, nous
identifions un idéle ¢ et la matrice (; ). Soient x€GL(>, &) et hEA".
Le résultat suivant est facile a établir.
(1.3.5) La transformée de Fourier de la fonction u— ¢ (xtu) est
ur>§[xt—tdet(x™") u| | t2det(x) |
Soient A=sp+ €A et 9E€S(AXA). On pose e = (1,0)EAXA,
Si Re(s) > o, on définit une fonction sur GL(2, A) en posant

(1.3.6) Ly (x, 2) = detx, 7\+p>f o (xte)) {2h+2p, t>dt.
A

Il est immédiat de voir que cette formule définit par passage au quotient
une fonction sur Ga, et que L,(xhu, 2)=<{—A—p, h>L,(x,72) pour
tout x€ Gy, tout h€ Hy et tout u€U,. Si Pon suppose, en plus, que ¢
- est de type (2, ), c’est-a-dire si I'on a

(L.3.7) 9 (ku) = detk, — 7 >F (k)9 (u)

pour tout k€ K et tout u€AXA, il est clair que T'on a

(1.3.8) Ly(x, 1) =L(x,5,2) L;(1, 1) pour tout x€Gy.
Soient A = sp -+ 7 et 9 €S(AXA). On suppose que Re(s)>1. On pose

(1.3.9) Eo(x, 1) = ¥, Lo(xy, ).
“al*a
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I1 est clair que si 'on pose

5
(1.3.10) 0.(x,t) = Z o (Rip),
reEQxQ
B0, 0)
on trouve

(I.3.11) Eg(x, 1) =} + o, detx}f O, (x, 1) 2d +2p, t>d"L.
A/Q

Considérons alors sur GL(2, A) la fonction définie par la formule

(L.3.12)  E(x, 2)=<A+p, detx> 0,(x, ) 2k~ 2p, t>d"t

A/Q

111/>(~p, detX>
Soient h et t€R,, et C un compact de GL (2, A). On rappelle que, par
t o . .
o [>- Puisque o€ S(AXA),
il existe un compact BCA XA/, tel que, quels que soient x€C, h et tER,
on ait

. , . Lo
convention, on écrit h = I

(1.3.13) { ¢(xhiu) —=o  si u,gB,

o(xhtu) <[ htu_ [ si ureB
pour tout entier n positif. Sous les mémes conditions, il existe donc un
réseau 'CRXR tel que

10g(xh, 6)| % ¥ [y

vel -0}y
On en déduit le résultat suivant :

(I.3.14) Sotent C un compact de GL(2, A) et n un entier >> 3. On a

[0, (xh, ¢)| L
dans Densemble t > o0, 0 < h <1, x€C.

En effet, dans I'inégalité de croissance précédant ce lemme, la série
est convergente pour n > 3. D’autre part, si v, = (a, b) on a évidemment

| hulr=|r2a+ b2 * = I | a2+ b2 2
Le lemme (I.3.14) en résulte aussitot.

D’aprés le lemme précédent, le second membre de (I.3.12) converge
uniformément pour Re(s) 4 2 =n, de sorte que E;(x, %) est une fonction
entiére de 4; on a, de plus, la majoration suivante :
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(1.3.15)  Pour tout h tel que o <<h <1, si .=sp + y avec Re(s) = n — 2,
on a

n

|Ef(xh, 1) || 2] *

uniformément pour x €C.

Démonstration. — D’aprés (1.3.12) et (1.3.14), on a

| E3(xh, 1) | X [<{2+p, det(xh) | fer e[| ok +2p, )] d
121> <—p, det(xh)>
LEA"/Q"
Re(s)+1 —+
=|detxh| * /A g Rert=ndre,
* l:l(le!xhl_i

Cette intégrale converge si Re(s) = n—2 et vaut

n

z o
| detr | 7n—Re(s)+1

d’ot le lemme.

Revenons a (I.3.10). Compte tenu de (I.3.5), la formule de Poisson
prouve I’égalité suivante :

(I.3.16) Og(x, h) +9(0)=|2det(x") |{(~)$(x, h—tdet(x—1)) +<’,f5(o)}.

Il en résulte facilement que I’on peut écrire

(L3.17)  Eo(x, ) =E5(x, }) + E5(x, — ) +3(2%) {7, detx)%%o_)—l + f%’_z ,
ol Pon a posé 2(27) = o si 2752 0 et 3(2y) =1 si 27 = o. Ceci démontre
que E;(x,s¢ 4 7) se prolonge en une fonction méromorphe de s dont les
seules singularités sont des poles simples en s = =1 si 27 = o0 et il est
clair qu'on a I’équation fonctionnelle

(1.3.18) Eg(x, 2) =E4(x, —1).
On déduit aussi de (I.3.15) le résultat suivant :

(I.3.19) Sotent a et bE€R, avec a = b. Il existe un entier n tel que l'on ait

Eo(x, sp+7) —o(2y) <% delx>§gﬂfoz - ;E'f‘;o‘%}

=< (@)

/

dans Uensemble x€ ®, a =~ Re(s) = b.
Ann. Ee. Norm., (4), IV. — Fasc. 2. 27



206 M. DUFLO ET J.-P. LABESSE.

On déduit de (I.3.19) et de la formule de Cauchy le résultat suivant :

(I.3.20) Soit f une fonction mesurable sur Ga/Ga, d valeurs dans V et
& décroissance rapide. Alors Uintégrale

S(x)Ey(x, 4)dx
Ga/tq

est absolument conyergente et définit une fonction méromorphe de .

Cuoix pE ¢ ET caLcuL DE L,. — Supposons maintenant que ¢ soit de
type (2, %) [¢f- (1.3.7)] de sorte que Ly(x, 1) est de type & & gauche. 11 est
immédiat de vérifier sur (I1.3.5) que & est alors de type (3, — ¥); mais
d’apres (1.3.8), on a

(I.3.21) Eo(x, 1) =E(x, 3, ) Ly(1.) si A=sp+y et Re(s)>r1. '

Pour exploiter I’équation précédente, nous supposons que V(3,v) = {o},

\

et nous choisissons une fonction ¢ particuliére de type (2, y), & savoir
0= |1 ©,, ou les o, sont définies comme suit :
(I.3.22) Sips*£w et st 5,=1 [ce qui est le cas pour presque tout p,

et suppose 7, non ramifié puisque V (3, y) est supposé < {o}], alors o,
est la fonction caractéristique de O,X O,.

(I.3.23) Sips£w etsi 3,51, alors
9, (ke)) =< —y,, detk >, (k) P(,, ,) pour tout k€K,
op(u)=o si ugK, e

Remarquons que 7, est ou bien le caractére trivial, ou bien le caractére
signe.

[.3.24) Si S, est de dimension 1, de sorte que 3 (k)=<y_, detk
q » )
puisque V(3_,7.)5~ {0} on pose ¢ _(u)=e¢ """,

(I.3.25) $Si5, est de dimension 2, il existe une base de V_ et un entier n >o
tels que

. cosl sin0\ e2ind o ol g (1 o\ _[o 1\
Telsin®) cosh) T\ o e © o 1/ \1 o)’

on pose alors

» [y )2 )20
(Pw(x,y):e—“(x’-fy*)( (+iy) e(x 4+ 1y) >,

(= @iy (— @t iy)

avec ¢ =y (— 1).
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Pour chaque p calculons 'intégrale

9, (te) {2(s+1)p—+ 2y, t>d*t.
Q;

Dans le cas (I.3.22), elle vaut [t —7,(p)*p™']"". Dans le cas (I1.3.23),
on trouve P(S,, v,). Dans les cas (I1.3.24) et (1.3.25), on trouve

1 ——_,1;(5'+1)——-n
I‘[nq—;(sﬁ—l)]n 'P(S‘w,xw),

avec n = o dans le cas (1.3.24). Si donc ¢ est la fonction définie ci-dessus,
et si 'on note

Ly $)= II [t = (P) P,
pE® :

¥p non ramifi¢

la fonction L classique, on voit que 'on a

(1.3.26) Lo(r, sp+y) =Ly (sp+%) P(Z, %),
avec
s —n '
L@(Sp+x):F[~+;}(s+r)]7f*§“+” Il =% p =2y, s+,
’ /)7&:1;
Gl

}{/, non ramifié

Il résulte de 1a et des propriétés bien connues des fonctions L(y,s) que
L.(sp + y) se prolonge en une fonction méromorphe de s qui ne s’annule
pas pour Re(s) > o.

On voit done, d’aprés (1.3.21), que la fonction E(x, 3, sp + ) se prolonge
en une fonction méromorphe de s dans tout le plan complexe, dont les seules
singularités dans le demi-plan Re(s) > o sont au plus un péle simple
en s =1 si 277 = o. Remarquons d’ailleurs que le résidu en s =1 ne peut
étre non nul que si Z(k) = {y, detk > : en effet, le résidu est une fonction
de type S comme E(x, Z, 2), proportionnelle d’aprés (1.3.17) a la fonction

([.3.27) D (hx):<x, detx>.

Carcur pE Lg. -—— Nous allons maintenant calculer L3 (1, sp + 7). C’est
une fonction holomorphe pour Re(s) > o, qui admet un prolongement
méromorphe a tout le plan.

Si p £ ® est une place telle que J,= id on a choisi pour ¢, la fonction
caractéristique du réseau des entiers; d’aprés le choix du caractére <
[ef. (I.1)], on a done &,= g,.

Si p =, on a également choisi une fonction telle que 3_ = ¢_, comme
on le vérifie facilement.
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Enfin si p 52 o et 5,5 1d, on sait déja que &, est une fonction loca-
lement constante & support compact. De plus, on a

8,(0) = 9y (10) du=3, (k) 9y ()| deth | du=3,(k)§,(0)
Q,<Q, Ja,<a,

our tout k€ K,, d’ot 5,(0) = o puisque &, est irréductible.
P P Pr puisq P

Done & est nulle au voisinage de l'infini et de zéro, de sorte que

A | §,(te)){2h+2p, t>d"t
Q;

est une fonction entiére de .

En résumé, on voit que

Ls(l,s‘o—kx):]‘(wzy_, s-+1) II (r—%p(p)2p—)

.3' “F o
/*/1
+p non ramifié
S +1 *u'—\":; N .
<T(n+-—)m  * P(3,, 1. )II <P(le1 {ah+2p, t>d"t.
,,’;213

LA roncTION M; L’EQUATION FONCTIONNELLE DES SERIES D’ EISENSTEIN.
— Soit toujours ¢ la fonction de type (9,%) décrite plus haut, et posons
. La(x, —sp—1)
1.3.28 M(3,s0+y) = Y—u--— """
( ) \ v 7) I‘;(SP_'— X)

Il sera utile d’introduire aussi les expressions suivantes :

L2y, —s—+1) l‘<l_s>.
)

2
L(—oay, s+1) [,<1+ s
2

m(sp+y)=mn*

n —i— > >
Rw(sw) )‘):P(%m L) > >

< I+
n -+
2

R, (7, )\)::f 8y (te)){—2h—+20,t>d*t
Q)

si pZoo, IpFI, %p ramifié;

I — ( )2 —1-+8 N N
R, (%, x):% Q*cpp(te.)<——27\—|—2p,t>dt
5

si pFHoo, Ip#1, «p non ramifié;
R, (5, 2) =1 st F,=1
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Avec ces notations (1.3.28) s’écrit encore

(1.3.29) M (3, x):m(x)HRp(sp, ).
p

D’apres (1.3.18) et (I.3.21), on a
E(%,5,0) Lo(1,2) =E(x, 3, — 1) Ls(1, ).
D’apres (1.3.28), on a donc
E(x, 5, )P(3, 1) =E(x,3, — ) M(3, 1).
Or il résulte des définitions (I.3.2) et (1.3.3) que
L(x,%, M) P(3, ) =L(x,9,1), donc E(x,37 })P(32)=E(x,32);
on obtient donc
(1.3.30) E(x,5,1) =E(x, 7, — 1) M(Z, 1)

pour tout x€ G, et tout L€ N,

Les résultats suivants sont démontrés dans ([13], p. 13 et 18) .

(1.3.31) M(Z, — ) M(Z, 1) =P (3, 1);
(1.3.32) M(Z,2) =M(3, 1)
(1.3.33) E'(x,%, ) =L(x, 3, ) +L(x,% —2) M(Z, A);

(I.3.34) Si A =sp+ 7y et Re(s) >1, on a

f L(xuw, 3, ))da=L(x,35, — 1) M(5Z, ).
Us

Le rEsipu pE M(S, 4) EN s =1. — Il résulte de (I.3.29) ou de (1.3.33),
et des faits analogues concernant E(x, 3, sp + ), que M(5, sp+y) est
holomorphe si Re(s)>o, sauf si 2y = 0 et T =D,, auquel cas il y a un
pole simple en s = 1. Pour calculer le résidu, nous remarquons que
(I.3.35) S12y=o0,0na

M(Dy, sp—+y) =E(1—8) /(1 +5) =21(s) /a1 9),

ou l'on a posé &(s) = Tiél‘<§>t($).

[Pour faire ce calcul, il est plus facile de prendre pour ¢, la fonction
caractéristique de O,X O, que celle fournie par (I.3.23).] On déduit
de (I.3.35) le résultat suivant :

(1.3.36) Le résidu en s =1 de M(D,, sp 4 ) est égal dz%;—) = %.



210 M. DUFLO ET J.-P. LABESSE.

Posons

(1.3.37) o = volume de G /Gq,
Ceci permet d’énoncer :
r_* ’ S 2
(I.3.38) Le résidu en s =1 de M(D,, sp +7) est égal a -
Une proposition équivalente est :

(1.3.39) =g

Il est facile de prouver (1.3.39) par un calcul direct. On peut, par
exemple, se ramener au calcul du volume d’un domaine fondamental
pour SL (2, Z) opérant dans le demi-plan de Poincaré, mais cette méthode
ne s’applique qu’au cas ou le corps de base est Q. Dans le « cas général »,
on peut prouver (1.3.38) directement. Pour cela on remarque que (1.3.38)
est équivalent a (I.4.5) ci-dessous, et que ’on peut prouver (1.4.5) sans
utiliser (1.3.38); on utilise alors la décomposition spectrale, de 'opé-
rateur essentiellement self-adjoint T (Q) (¢f. [10]).

On peut également démontrer (1.3.38) en utilisant le fait que le nombre
de Tamagawa de SL (2) est égal a 1. On a, en effet,

ResM (D, sp +y) = ResE(1, Dy, sp+ ),
s=1 §=1

et d’aprés (1.3.36), 1l suffit d’étudier le cas ol 2= o. D’aprés (I.3.21),

r.2 r CP( ) jull? \
le résidu cherché vaut Lo () ou o —l[cp,,, ou ¢, (u) =¢ """ et ou g,

est la fonction caractéristique du réseau des entiers si p #oo; en parti-
culier $(o) =1. Donc
ResM (D, 5p +7) :é

avece

5= etie) |t|2d*z—f s(ger) dg,
A* SL(2,4) /Uy

ou dg est la mesure de Haar qui donne la masse 1 au sous-groupe ouvert
compact KN SL (2, A). Par ailleurs, on sait (cf. [13], p. 12) que

1=5%(0) = ¢(ge) dzg,
sr.(e,A)/UA

ou d.g est la mesure de Tamagawa sur SL (2, A).
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Donc
Lf dy=p dog = .
SL(2,A)/SL(2, Q) SL(2,A)/SL(2, Q)

Il convient donc de comparer « et 3. Pour cela nous introduisons le
groupe Ga qui est I'image de SL (2, A) dans Ga= PL (2, A). On voit faci-
lement que Ga/Ga~ A*/A** est isomorphe a Q*/Q** X R, ou R est un
groupe compact, et que Ga= SL (2, A)/Ba ou B est le groupe des racines
carrées de l'unité. Les mesures sur Ga et SL (2, A) sont déja fixées;
on choisit une mesure de Haar arbitraire sur Gj, ceci fixe des mesures db
et dr sur By et R dont les masses totales seront notées b et r.

Il nous faut calculer /3. Pour cela on introduit la fonction caracté-
ristique J de l’ensemble des x€GL (2, A) tels que detx€O* (A*)%.
Remarquons que si . est un rationnel tel que p.€ 0* (A*)*, alors p.€(Q*)*
et 1l est alors clair que

a:f j ](x )dxﬁf J(x)dx

talta a taltq
_f f .](xy) dx dy = /‘f J(x) dx.
lA/( (:A/(;b

Posons G”= SL (2). Comme Bq a deux éléments, le volume de Ba/Baq

2 . ar
o::/'<];>.[, ‘ J(X)dx:n—b—l@.

al%a

b
est —» et donc

Pour calculer ;; il suffit de remarquer que si 'on note K’ le sous-groupe
KNGja de Ga, et K” le sous-groupe KNSL (2, A), on a
K'=K'/B,, K/K'~R.

Vu le choix des mesures de Haar, on a

r volume K

- —_— 1
b volume K” ’

donc « = 20, ce qui démontre (1.3.38).

Le résidu en s=1 de E(x,D,,sp -+ y) est proportionnel a D, (x)
d’apres (1.3.17), il résulte immédiatement de (1.3.33) et (1.3.38) que ce

résidu est &2' D, (x).
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CoMPORTEMENT ASYMPTOTIQUE DE M ET DE M’. — Nous aurons besoin
d’informations sur le comportement de M(3, sp+4 %) dans les bandes
o= Re(s)d. Pour cela, on examine les différents facteurs qui inter-

viennent dans (I.3.29). A linfini dans cette bande, la fonction

I

(—ay,550 est majorée en module par un polyndome en log|Ims |

(cf. [3], p. 71), et la fonction L(2y, — s 4 1) par un polynéme en Im(s)
(cf. [3], p. 50). La formule de Stirling (cf. [3], p. 79) montre qu’il en est

de méme de
i

I+ S
r()
Le facteur R_(3_, 1) est une fraction rationnelle de degré o, donc bornée
a l'infini; enfin les facteurs R,(5,, 2) sont bornés si p £ o puisque

)

“a

&, (te)) {—od+ap, t>dt

!

1oty [<=ap(Ret) =), > d'es
Q

de sorte que I'on a le résultat suivant :
(I.3.40) | M(5, sp+ ) | est majoré a Uinfini dans une bande o =~ Re(s) = d
par un polynéme en | Im(s) |.

Nous démontrerons en (I.5.12) qu’en fait M(3, sg+ y) est borné
a I'infini dans une telle bande verticale.

Nous allons maintenant majorer, lorsque Re(s) = o, I’expression
m!(sp 7

m(sp—+y)

+m(sp+ ) X R, (&, sp 70 | | Re(Z0s 50+
P qGFp

%l\’[(%,&‘p—}—x):l\l(%,s{)—i—x)

Sur laxe Re(s) =o0, M(5,sp+ y) est une isométrie de V(3, %)
dans V(5, —y) d’apres (1.3.31) et (1.3.32); on a, de plus, |m(A)|=r,
comme il est clair sur la définition de m(%); enfin les facteurs R,, qui

!
sont presque tous égaux a 1, sont bornés sur cet axe. Il suffit d’étudier ]’%
/ \ (e . . v
et R),. Or d’aprés ([3], p. 71 et 78), les dérivées logarithmiques - (— 2y, s + 1)
' .
et IT‘(z? 4 1) sont majorées en valeur absolue par des polyndmes en

log|Im(s)|. R, étant une fraction rationnelle de degré o; sa dérivée
tend vers o & linfini. Enfin, en raisonnant comme ci-dessus pour
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. . T »’ !
prouver '(1.3.40’), on voit facﬂem'ent que lorsque p>wo la dérivée R,
est bornée. En résumé, on a prouvé

d

(I.3.41) M (.J,SP—}—X):dS

M(5, sp+2)

est majoré en valeur absolue sur U'axe imaginaire pur par un polynéme
en log|Im(s)|.

Pour finir, rappelons un certain nombre de faits démontrés dans [13].
Quel que soit x€G,, les singularités de E (x,3, 1) sont au plus celles
de M(5,2). Si'%4 n’est pas un point singulier de M ( , ), la fonc-
tion E(x,%,7) est une forme automorphe de type (5,s*—1) (avec
h=so-+4vy). St f est une forme automorphe parabolique, la fonction
v E (x, 3, 1) f(x) est a décroissance rapide sur G,/Gq (puisque le premier
facteur est a croissance lente et f a décroissance rapide), et l'on a

(1.3.42) f E(x, 3, 1) f(X) dx = o.
GA/GQ

Plus généralement, il résulte de (1.3.19) et de (1.3.21) que st f est une
fonction mesurable sur G,[Gg, d valeurs dans G ou dans End (V), et a décrots-
sance rapide, U'intégrale

(L.3.43) f (%) E(x, 3, ) dx

“al’a
définit une fonction méromorphe de A.

Si f est une fonction numérique, on posera en particulier :

(1.3.44) FE 0= f(x)E(x, 3, 1) dx.

Alors f(3,sp+7%) est holomorphe pour Re(s)> o, sauf si 2y =o
et 3=D,, auquel cas il y a un pdle simple en s =1 avec un résidu égal

a <§> (f, D,). Enfin (I.3.30) entraine I’équation fonctionnelle

(1.3.45) F& ) =M@, 1) f(3, —).

Nous verrons en (I.6) d’autres propriétés des fonctions f(3,A). Les

fonctions f(%, %) sont appelées dans [13] les « transformées de Laplace »
de f.
Ann. Ee. Norm., (4), IV. — Fasc. 2. . 28
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4. Décomposition spectrale.

Soit o€ (G,/HqU,). Posons

(Lh.1) 0y (%) = Z ¢ (XY);
| T€6g/Pg
(Lh.2) 5(3, 1) = fS(k)“cp(kh)(—7L+p,h>dhdk.
"A/"Q K

Notons L? Porthogonal de L? dans L*. Les 0, sont des fonctions a support
compact sur G,/Gg dont I'ensemble est dense dans L}. La transformée
de Laplace de 0 est

(1.h.3) - (5, 1) =8(5, 1) +M(3, 1) §(3, — ).

Compte tenu de (1.3.40) 1l est clair qu’elle décroit rapidement a I'infini
dans les bandes verticales des demi-plans so 4y, avec Re(s)>>o, et le
produit scalaire dans L* de 0, et 0y [avec ¢ et ¢ dans et @(G,/HyU,)
K-finies] est donné par

(L.h.G) (0, 0.@:& 2(()@, D) (Dy, 0y) + éZ]; Spsl0s (7, 1) 0y (3, )] d.
g T

27 =0

La seconde somme est prise sur ’ensemble des classes de représentations
unitaires irréductibles de K. On rappelle que Sps( )=dim(3) tr( ).
Remarquez que puisque ¢ et & sont supposées K-finies, les deux sommes
qui figurent dans (I.4.4) sont finies. La démonstration de (I.4.4) est
faite dans ([13], § 7).

Il est clair que les sous-espaces G D, (avec 2y = o) de L* sont mutuel-
lement orthogonaux et stables sous G,. Notons L] le sous-espace de L}
orthogonal aux D,, et P. la projection orthogonale sur L. : On déduit
immédiatement de (1.4.4) la formule

(Lh.5) (P, Oy) = (Pl 1%0@:&2]A Sps [05 (7, 1) 0y (3, 2] .
= /s

On déduit de (1.4.5) que L. est somme continue de représentations
de G, induites par les caractéres de P, triviaux sur HgaU, (cf. [13]).
Compte tenu de (1.2.5), on obtient le résultat suivant :

(1.4.6) Le sous-espace discret L, de L.* est somme directe de 1. et des sous-
espaces G D, (avec 27 = o). '
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‘ Soit F une fonction intégrable sur G,, réguliére K-finie & gauche. On voit
tacilement que T (F)D., = (F, D,) D, est nul sauf au plus pour un nombre

fini de valeurs de y, de sorte qu’on déduit de (1.4.6) et (I1.2.7) le résultat
suivant :

(I.4.7) Soit F une fonction K-finie & gauche réguliére sur G,. On suppose

que pour tout X€U(g) la fonction Xk I est intégrable. Alors Uopéra-
teur Ty(F) est a trace.

On déduit de la décomposition en somme continue de L2 le résultat
suivant :

(I.4.8) 'Soit f un élément de L* qui est valeur propre de Q. Alors f€L).

5. Les séries E”.

Les skries E. T E.. — Elles ont été introduites par Selberg [21] pour
réaliser le prolongement analytique des séries d’Eisenstein dans les groupes
Fuchsiens (cf. [15] et [19]). On fixe un nombre réel ¢ avec 0 << ¢ <<1. On pose

L(x,3,2) st r(xX)Xc,

I',‘ . L”_ feed
(L.5.1) (%, 3, 0) —L(x, 5, — N M(Z,4) sir(x)<c;

(L5.2) L7(x,5 ) =L(x, 5 1) —L (9 ) = EO(x',O.%, . : ;((’;))ii
I1 résulte de (I1.1.7) que pour tout d > o, I’ensemble des y€ G4 tels que
6 (d)y7-®(c)
est fin1 modulo Pg. Par suite :

(I.5.3) La série
El(x,7,0) = ¥ Li(xy,3,2),

V€6q/Pq

se rédutt & une somme poriant sur un ensemble fint indépendant de x lorsque x
reste dans un ensemble & (d). La série ci-dessus définit une fonction méro-
morphe de ) dont les singularités sont au plus celles de M (3, 1).

D’apres (I.1.9), on a »
(1.8.4) EC(x,3,0) =Li(x%,3,}) sir(x)<:
et, en particulier, on a

(1.5.5) El(x,37, ) =E(x%,5,}) sl r(x) <c.
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On pose
E,(x,3, ) =E(x,3,2) —El(x,3,1).

Pour chaque x ceci définit une fonction méromorphe de A dont les singu-
larités sont au plus celles de M (3, A). Si A =sp 4y, alors

(1.5.6) E! (%, %, 4) = Z L (x,3,2) siRe(s)>1.
“a/a
Il résulte de (I.5.5) que
E.(x,9, M) =E(x,3,2) —E(x,3,2) sirx)<c

Comme E (., 3,2) est une forme automorphe, la proposition (1.2.6)
montre alors que

(I.5.7) E. (x,3, %) est a décroissance rapide dans & et, en pariiculier,
est de carré intégrable sur G,/Gg.

m

OrtaocoNALITE DE K, BT E. — Le but de ce qui suit est de calculer
la norme de E, dans L. Soient A =sp+ 7y et .=2zp+ & deux points
de A qui ne sont pas des poles de M (5, .).

(I.5.8) L’intégrale ci-dessous est absolument convergente et on a
[ EIZ(X, 37 H)*EZ(X, :7, )\)dX:O.
© GA./GQ

Démonstration. — La convergence de l'intégrale sera assurée si I’on
montre la convergence absolue de

j ¥ Lixy, 3, ) EL(xy, 5,0 | dx
“al%a | vecgrg
- Lo (%, 9, p) Bl (%, 9, 4) dx.
GA/PQ
Comme L) (x, 3, A) = o dés que r(x) > ¢ il suffit d’intégrer pour r(x) < c;
or L, (%, 3, 1) est & croissance lente et E/ (x,3,1) a décroissance rapide
lorsque r(x) —o d’aprés (I1.5.7); d’ou la convergence. Nous pouvons,
de plus, écrire :
[ e, e (x5, ) dx
GA/GQ
= L) (x,5, ) E, (%, 3, }) dx

.—:f L (x, 7, W'E? (%, 3, ) dx,
VN
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mais si r(x) <c on a E."(x,3,.) =o0; la quantité a intégrer est donc
toujours nulle et (I.5.8) est démontré.

Propurr scarLAIRE DE DEUX siries E;. — Nous allons démontrer que
siA=sptyetyp=zp+F%avecs*4z ona
(1.5.9) f B (x, 9, p) B (x, 9, 1) dx
“ala
:M[c—s—@(& %) — M (Z, 1) M(, V)]
S+z_ ) K ’
+ 2 85()(_—; ) [e+2M (3, ) — ="M (3, D],

olt ’'on a posé 8(y) =o si ys£o0 et (y)=1siy=o.
Nous montrerons aussi que si A=sp-+7y avec Re(s)=o0 et s£o,
on a
(1.5.10) f E'(x, 3, 2)'E" (%, 3, 1) dx
“al°a
= — Glog(e) P(3, 7) — 2M(Z, 1) - M (3, )
—+ 3 (%) [e=M (5, M) — e M(T, V)]

S

Pour démontrer (I.5.9), on observe d’abord que, d’aprés (1.5.8), le
premier membre de (I.5.9) est égal a

(%) AT AR
Sa/Ca

Supposons pour le moment que Re(s) > Re(z) > 1, et montrons d’abord
que
(% %) [ B L, 5,2 dx <o,

“al’a

En effet, on peut majorer |L(x,3,2)| par L[x,id, Re(s)p] et donc
|E (%, %, )| par E[x,id, Re(z)p] puisque Re(z)>1. On est donc
amené d’aprés (I.5.1) & prouver la convergence des intégrales

f E[x, id, Re (z) p] L [x, id, — Re(s) p] dx
G, /P

al’a
rxy<ec

et

f E[x, id, Re () p] L [, id, Re (s) p] dx.
%al’a

rx>c
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La premiére intégrale s’écrit

f E¢[x, id, Re (s) p] L [x, id, — Re(s) p] dx.
6p/PQla

r(x)<lc

ce qui, d’apres (I.1.5) et (1.3.33), est égal a
f ap, hD>[{(—Re(s) —1)p, >+ {(Re(s) —1)p, o> M(d, Re(s)p)|
AX/Q*

|]L]%<C
x {(Re(s) —1)g, h>dh -

“ara bl 1 els I i
=/ | N G, e ) ) |
0

Cette intégrale converge puisque Re(s) > Re(z) >1>0. On voit de
méme que la seconde intégrale converge.

Il résulte de (x%) et de calculs bien connus que (%) est égal pour
Re(s) > Re(z) >1 a l'intégrale

NPT
GA/P UA )

La fonction a intégrer étant K-invariante a gauche, (I.1.5) montre
que cect est égal a

f Cap, hSEY(h, %, 1) L (h, 5, 2) dh.
HA/"Q

D’apres (I.5.1) et (I1.3.33), ceci vaut

[ <aa YK == BYP(E ) + B BYM(E, I (A —p BYM(, 2) dh
AY/Q* ‘
i <e '

) {20, BO[(—p—p, hOP(F, 1) +<{p—p, AOM(E, )| —2—p,h>P(3, 1) dh.
. .
On en déduit aussitdot (I1.5.9) lorsque Re(s) > Re(z) >1.

Si maintenant nous remarquons que, d’aprés (1.3.32), on a

M(Z, 1) =M(Z, 1),

il est clair que le second membre de (I.5.9) est une fonction méromorphe
de s et z. D’autre part, d’apres (I1.3.43), 'intégrale () ci-dessus est une
fonction méromorphe de p.; le premier membre de (I.5.9) est donc une
fonction méromorphe de p. Il en est évidemment de méme en A.
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Le principe du prolongement analytique établit alors (I1.5.9) en général.
Lorsque s =+ z le second membre de la formule n’a pas de sens, mais en
fixant une des variables, z par exemple, on peut passer a la limite en s, les
deux membres étant méromorphes; on obtient ainsi la formule (I.5.10)
lorsque Re(s) = Re(z) =0, et s=z5o0.

En faisant . = p=s0 4+ 7, et s = - itavec s> 0 et T £ o dans (1.5.9),
on trouve

(om0 wB (x5, 0)EL (%, 9, 2)] dx
"(}A/GQ
— B (., 5, 3 =0 e dimV (F, 1) — o w[M (3, 1M (Z, )]}

(D)7 3 (o) | e M (F, 1)) — e [M(F, W] ).

En écrivant que cette expression est positive, on en déduit comme

dans ([15], chap. IV, § 8) que

(I.5.12) ||M(5,2)|| est borné a Uinfint dans les bandes verticale;,\“
o~ Re(s) d.

On déduit alors de (I.5.11) et (I.5.12) que

(I.5.13) |E.(., S, X)||. est borné & Uinfini dans les bandes verticales,
o< d ZRe(s)Zd.

Nous aurons surtout besoin d’une majoration sur ’axe imaginaire pur.
En utilisant (I.5.10), (I.3.41) et (I.5.12) on trouve

(I.5.14) Lorsque s est imaginaire pur, ||[E.(., 3, so+ )| est majoré par
un polynéme en log|s|. -

QuELQUEs INEGALITES. — Nous aurons besoin des inégalités suivantes
pour démontrer la convergence de certaines intégrales.

Tout d’abord, rappelons que M(3, %) étant borné sur I’axe imaginaire
pur, on a

| L% (%, 5, ) [ < r (%)~
On déduit alors de (I1.5.3) que pour x€ ® et L €AY,
EC (%, 3, 1) | < r(x)~"
D’aprés (I.2.2), ceci montre que si F' € ®"(Ga), on a

% E? (%, 5, ) — Tk B0 (%, 9, ) | = r ()20
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pour x€® et 2 €A“. Par ailleurs, et supposant toujours F' € ®"(Ga),
le lemme (I.2.3) montre que

P B (%, 5, 0) — Pl (%, %, 4) | = ()22 | BL (., 5, 0) |
pour x€® et 2 €A". On a donc a fortiort démontré que
[Pk B (%, 3, 2) — Fx b (x, 7, 2) [ <7 (%) (1 || EL(., 3, ) [[)

ipuisque E = E.+ E_) pour x€® et 7€ A"

Nous allons en déduire que

(I.5.15) Sotent n et n’ deux entiers > 2, pour toute fonction F € @"*"(G,)
on a
[FXE (%, 3, 504 %) — FRE (%, 3, sp+7) [ <7 (X)" (14 [s] )

pour s imaginaire pur et x € 6.
Compte tenu de (1.5.14), I'inégalité (I.5.15) résulte de ce que

QuE(X, 3, 1) =(2—1E(x,7,3)

et de l'inégalité précédant (I.5.15) appliquée a la fonction "= Q"% .
(I.5.16) St Fe®*"+*")(G,) avec n>~2, on a
| FRE (%, 3, sp+y) [ <7 (X)) (15| )
pour x€ ® et s tmaginaire pur.
Posons F'=Q"x F; d’apres (I1.5.15), il suffit de prouver que
F(%) | FHE (%, 5, 50 +7) ]
est borné pour x€® et s imaginaire pur; ceci résulte immédiatement du

fait que l'on a
[ B0 (%, 5, so+ %) | < r(x)!

pour x€ ® et s imaginaire pur, et de ce que F’ est & support compact.

Soit maintenant F une fonction continue sur G,, K-finie a droite et
a gauche, et a support compact; posons

(L5.17) F(3, 1,3/):fxfff F (khuk')% (k)' ®F (k)¢ A+, h>dk dk' dh du.
K¢ HA" UA
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Il est clair que l'on a

1.5.18 f(g,2,9) = F(xkL(x, % 1) QY (k) dkdx;
I.5. 9 f 3, M9)= F(k'x)3(k)Q®L(x, 3, —1)dkdx.

On déduit de (I.5.18) en utilisant le théoréeme de Peter-Weyl, d’abord
pour A=sp-+7 avec Re(s)>1, puis pour tout % par prolongement
analytique la formule suivante :

(1.5.20) FxE(x, 3,1)*:251)3,[1?“(3, A Y)VE(x, 9, 0)]  on I'(x)=F(x).

De méme, on a

(1.8.21) FxE(x, 3, — 1) :2 Spe [ B (2, 2, 9)E(x, ¥, — 1)].
-
Posons
(I.5.22) He(x,y, 1) =Y, Zspmg,[ﬁ(s. L IVEX 7, —DRE(yY, 7, 1)
g g :

Supposons que F=TF'xF" ou I’ et I'” sont des fonctions K-finies
continues a support compact sur Ga. En vertu de (I.5.20), de (I.5.21)
et du théoréme de Peter-Weyl, on a

(1.5.23) Hy(x,y, ) :2 Spel 7 al(x, 3, — 1) W%y, 3, 7).
s
(I.5.24) Sott n un entier. Il existe un entier n’ tel que pour toute F € @™ (Ga),
K-finie a droite et & gauche, pour x, y€® et s imaginaire pur, on ait
| He (%, 3, sp ) [ r(x)7 7 (F)~" (| s+
Démonstration. — Compte tenu de (I.1.11), il suffit de voir qu’il existe n”

tel que cette inégalité soit vérifiée pour les fonctions de la forme F = F' % F”,
avec F' et F”€®" (Ga).

Ceci résulte immédiatement de (I.5.23) et de (I.5.16).

6. La projection sur le spectre continu.

Soit f € @(Ga/Ga). La transformée de Laplace f(%, %) de f a été définie
en (1.3.44).

(I.6.1) f(3,2) est a décroissance rapide sur 'axe imaginaire pur.
Ann. Ee.” Norm., (4), IV. — Fasc. 2. 29
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Démonstration. — Soit d’abord g une fonction continue a support compact
sur Ga/Gq. On a

[ B s x| <
G

al%a

pour s imaginaire pur; comme g est 4 support compact, 1l suffit en effet,
d’aprés (1.5.3), de remarquer que la fonction A — L% (x, 3, 1) est bornée
sur ’axe imaginaire pur.

D’autre part, I'inégalité de Schwarz montre que

gX)VEL(x, T, Mdx|<X||E.(., T, 1) ).

l V0albq

On a donc au total d’apres (1.5.14), pour A =sp0 47,

r

/ g(x)E(x, 3, 1) dx
* GA/GQ

=< (1 +4]s]).

En choisissant g = Q"% f, la proposition (I.6.1) résulte de ce qui précede
et du fait que
(R f)" (3, 1) = (s —1)" f(3, }).

Nous supposons maintenant que [ est K-finie & gauche. On a alors
f (3, sp +y) = o, sauf pour un nombre fini de valeurs de 5 et de y.

(1.6.2) Lorsque x reste dans un compact fixe de Ga Uintégrale

/‘\HESPE[?(& ME(x, 3, —)\)]dl

est uniformément convergente.

Démonstration. — D’apres (I.1.11), 11 suffit de le prouver pour des fone-
tions de la forme f=Fxg, ou g€®(Ga/Gq) est K-finie a gauche et
ot F€®"(Gy) pour un entier n quelconque choisi & 'avance, est K-finie
a droite et a gauche. On tire tout de suite de (I1.3.39) que

7(3,2) :f 2(y) FxB(y, 5, 1) dy.
Gal%q

Il résulte alors de (I.5.20) et de (I.5.22) que

Sl fz N B s — D)= [ He(x 3, e dys
s “Cal"

notre assertion est donc une conséquence de (1.5.24).
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Le résultat précédent nous permet de définir un opérateur P sur I'espace
des fonctions K-finies & gauche dans @ (Ga/Ga), et & valeurs dans I’espace
des fonctions continues sur Ga/Gq; il est donné par la formule

(Pf) (%)= ;2]\ Spal 7(3, 1 E(x, 5, 1)] b
g T

(I.6.3) On a PfeL?(Ga/Ga) pour toute f € D (Ga/Gq) et K-finie a gauche.

Démonstration. — Remplacant E par E. et par E, dans (1.6.2), nous
obtenons des opérateurs P” et P” dont P est la somme. Il résulte de (1.6.1)
et de (1.5.14) que P”f€L”. Pour montrer que P”fe€L?, il suffit, d’apres
(I.1.5) et (I.5.4), de prouver que la fonction

f\f"<3,x>[<x—p,h>+M<:—a,—x><—7\—p,h>]<p,h>dx

est de carré intégrable sur Hy/Hq. Compte tenu de (I.3.45), cette inté-
grale vaut

2/ 7(5,2) <1 h>dh,
Aw

ce qui est la transformée de Fourier d’une fonction de carré intégrable,
et est donc de carré intégrable.

(1.6.4) St f et g sont deux élémenis K-finis de D(Ga/Ga), on a

ro == [ seleE e o
<)

Démonstration. — Par définition, on a

®re=; |

VAL

2(y) 3 ME(Y, S, — 1)) dildy;
o(y>§fAu§Sps<f< CNE(®Y, 5, — 1) A% Vi

mais d’aprés (I1.6.1) et (I.6.2), on peut intervertir les intégrations puisque g
est 4 support compact; on obtient alors

(Pﬁg)Z;Zf;“szf”(3,l)<fr LT &—A)dy)dx,
¥ : ‘Al"Q

et le résultat cherché résulte de la définition (I1.3.44) de f(3,2).

Montrons maintenant que Pf€L}; il suffit, pour cela, d’aprés (1.2.6),
de montrer que si g est une forme automorphe parabolique, on a (Pf, g) = o.
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Comme les séries d’Eisenstein sont orthogonales aux formes paraboliques,
il suffit de montrer que I’on peut intervertir les intégrations dans I’expression

f sy dy [ F(& 1Ry, 5, — ) di;
GA/GQ Aw

mais, d’apres (I.1.16), on a g = Fx g pour une F€®(G,), et le résultat
cherché est une conséquence immédiate de (1.5.16) et (I.6.1) puisque
I'intégrale ci-dessus peut encore s’écrire

;

gy dy [ F(3, 1) FxE(y, 5 —2)
al%a v
" Mais, en comparant (I.4.5) et (I.6.4) on voit que
(PeBy, 0y) = (PO, 0y)
pour ¢ et $ €@ (Ga/HqUa) et K-finies & gauche. Comme les fonctions 6,

sont denses dans L}, on a
P8, = P,

Soit alors f € @(Ga/Gq) et K-finie, on a
(Pefy 0) = (f, Pelg) = (f, Plg) = (Pf, 05).

Comme Pf et P.f sont dans L} et que les 0, y sont denses, on a fina-
lement prouvé le résultat suivant :

(1.6.5) Sout f un élément K-fint de @(G,[Gy), alors
Pef=P/.

Remarque. — On pourrait démontrer, sans beaucoup plus de peine,
cette égalité pour un espace de fonction beaucoup plus grand; cependant,
celui que nous considérons suffit & notre propos.

Considérons une fonction K-finie & gauche et 4 droite F € @ (G,) et notons
P, la projection orthogonale de L?* sur L. D’aprés (I.4.7), P,T(F) est un
opérateur de Hilbert-Schmidt; il existe donc une fonction L; dans
L2(Ga/GaX Ga/Gq) telle que 'on ait

(1.6.6) ®IE L= [ Letxy) /35 dy dx
6a/%@ ¥ Ca/Cq

quels que soient f et geL>.
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Posons Ki(x, y)=2F(x7y"). Il est clair que si f et g sont dans
’ G

Q
OD(GA/GQ> , O a

(1.6.7) (T(F).ﬁg):f f Ke (%, y) /(¥) 2(X) dx dy.
6a/%@ V %a/Cq

Calculons P, T(F) f = P.(F x f). Il résulte de la démonstration de (1.6.2)
que, si f est un élément K-fini de @ (Ga/Gq), on a

NSl (Faf) (3, VE(%, %, —1)]= [ (x5, 1) /(¥)dy,
g “alfa

ou Hy(x,y, A) est donné par (1.5.22).

D’autre part, (I.5.24) montre que

(1.6.8) I f |He(x, 3, ) /(y) 2(x) | dy dx d) <oo
GA/GQ GA/GQ A

et que I'intégrale

(1.6.9) | HF(x,y):;f\ He(x, y, 1) di
e

converge uniformément lorsque x et y restent dans des compacts fixes;
donc Hi(x,y) est fonction continue de (x,y).

Maintenant, (I.6.2), (I.6.5) et (I1.6.8) montrent que

(L.6.10) P (1) /(x) :ﬁ o 31/ 3) dy,
Al7Q

(1.6.11) (PT(F) f, g)zf f He (%, ¥) /(¥) 2(X) dx dy.

%a/%a@ a /%

Comme on peut approcher toute fonction continue a support compact
sur (Ga/Gq) X (Ga/Gq) par des fonctions de la forme f® g, on voit,
en comparant (1.6.6), (I.6.7) et (I.6.11), que L, est presque partout égale
a la fonction continue K;— H;.

Nous avons vu en (I.4.7) que T,(F) est un opérateur a trace. Il est
représenté par le noyau continu K;— Hy€L?(Ga/GaX Ga/Ga). Dans ces
conditions, on sait (cf. textes a paraitre de Bourbaki) que la fonction
x> Ky (x, x) — Hy(x, x) est intégrable et que son intégrale est la trace

de Tq(F).
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Nous résumons ce que nous avons démontré :

| (I.6.12) Tatoritme. — Soit I un élément K- fint a drotte et a gauche de M(Ga).
On définit F(3,1,5") comme en (1.5.18). L'intégrale

e (%, y)= ;f\ 2251)3®3r[1/}(3, LIVE®X T —HRE(y, 7, 3) | dr
: g g

converge uniformément lorsque x et y restent dans des compacts fizes. On pose

Ky (x, y)=2 F(xyy™'). La fonction K;— H; est continue de carré inté-
‘a

grable sur Ga/GaX Ga/Ga. L’opérateur T,(F) est a trace, et donné par le
noyau Ky — H;. La fonction x+— Ky(x, x) — Hy(x, x) est intégrable sur
Ga/Gq et l'on a

e T, (F) :/ [Kp(x, x) — Hp(x, X)] dx.
GA/(;Q

7. La transformation de Selberg.

Soit k un corps. Soient Y€ G, et Y’ un représentant de y dans GL (2, k).
Nous dirons que Y est
le-elliptique si les valeurs propres de Y’ n’appartiennent pas a k,

k-hyperbolique si les valeurs propres de ¥’ sont dans k et distinctes,

k-unipotent si les valeurs propres de Yy’ sont égales (et donc dans k).
On notera G, I’ensemble des éléments Q-elliptiques, G, I'ensemble des
éléments Q-hyperboliques, G, I’ensemble des éléments Q-unipotents.
On posera G,=G,UGy et Go=G,—{1]. Il est clair que Gq= G;UG;,.
Soit F€®(Gya). On définit K, comme dans (1.6.12) de sorte que

- N <N 5
(1.7.1) Ki(x, x) =1 <x~ifx-')+z.1< (xvx") + F(1).
Gl‘l Gi‘;

Nous remarquons maintenant que

(1.7.2) f B F(xyx) [dx <o
Gpliq G

En effet, la fonction x +— Z F(xyx™') est conlinue et a support compact
TEG
mod Gq. La continuité résulte de ce que si x reste dans un compact fixe,
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la série se réduit & une somme finie puisque G est discret et que F est
a support compact. La seconde assertion résulte immédiatement du lemme
suivant :

(I.7.3) Soit C un compact de G,. Il existe un nombre d.> o tel que
st x€ Gy et YEGq vérifient les deux relations

r(x)<d., =xyx'e(,
alors vy € Pq.

Démonstration. — On peut évidemment raisonner dans GL (2, A) au lieu
de Ga. 51 x = khu est une décomposition d’Iwasawa de x, il est clair que

xyx'eC = huyu'h'el,

ou (C/ est encore un compact. Mais

G E D6 ) =05 3

par suite, la relation huyu 'h'€(C’ implique |ch™'| <1, donc |c|<|h|
St | k| est petit, il s’ensuit que ¢ = o puisque c€Q.
C. Q. F. D.

Soient Y€ Gq et k une algébre sur Q. Nous notons G.(Y) le centra-
lisateur de Y dans G, Sur chaque Ga(Yy) nous choisissons une mesure
de Haar. Il est bien connu que si Y€ Gy, I'espace G, (7)/Ga(Y) est compact;
soit ¢(Y) son volume. La relation (I.7.2) justifie les transformations
suivantes :

f ZF(xTx—')dx

~

NS

= 2 Z F(xoyo—'x') dx = 2 F(xyx)dx
ve(6,}  alfaiecgy g ve(6,) /.

= 2 v(y)f F(xyx—')dx,
1€16, ) NG

en notant { Gy} ’ensemble des classes de conjugaison sous Gq de G,. Main-
tenant, (I.6.12), (I.7.1), (1.7.2) et le calcul ci-dessus prouvent le résultat
suivant :

(I.7.4) Soit F un élément K-fini & droite et a gauche de @ (Ga). On a

T (F) = al 1)+ ¥ o (1) F(xyx)dx -+ 1(F),
(6] Ga/6al)
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ou lon a posé :
I(F) :f ZFg(xyx*‘) — Hp(x, x) |\ dx.
“ala\ ¢; .
Toutes les séries et intégrales convergent absolument.

Si R et R’ sont deux représentations unitaires de G,, notons ¢ (R, R’)

leur nombre d’entrelacement. Notons G, ’ensemble des classes de repré-
sentations unitaires irréductibles de G,. On a évidemment

T, (F) = Z (R, Ty) R (F).

A
RE(rA

Mais d’autre part, on sait d’apres ([18], th. 2.2) que 'on a
(1.7.5) (R, Ty) =1 pour tout ReGa.

[En fait, il est prouvé dans [18] que i (R, T,) =1, et que ¢ (R, T,) =o0 si
Ion suppose de plus que R est de dimension finie, de sorte que (I1.7.5)
résulte trivialement de (1.4.6).] On peut donc compléter (I.7.4) par la
proposition suivante :

(I1.7.6) Soit F une fonction intégrale sur G telle que T,(F) soit tragable.
On a
Ty (F) = 2 trR (F),
: ety
i (R, Ty) #o.

Naturellement, chaque R(F), ot R est un élément de G, qui intervient
dans Ty, est tragable et la série ci-dessus converge absolument.

La conjonction de (1.7.4) et de (I.7.6) donne ce qu’on appelle habi-
_tuellement « la formule des traces de Selberg ». Cette formule pose immé-
diatement les problémes suivants :

(1) calculer (par exemple, en fonction de la transformée de Fourier de F)
les intégrales figurant dans (1.7.4);

(1) étendre la classe des fonctions F pour laquelle cette formule est
valable.

Selberg lui-méme a résolu ces problémes lorsque F est de la forme
F=F,QF_, ou F, est (par exemple) la fonction caractéristique d’un
sous-groupe ouvert compact de G, (¢f. [20]). Nous espérons revenir sur
ces questions plus tard. Dans le prochain chapitre, nous allons calculer
une nouvelle expression pour le nombre I(F) qui apparait dans (I.7.4),
et que nous appellerons dans la suite « le terme complémentaire ».
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CHAPITRE II.

CALCUL DU TERME COMPLEMENTAIRE.

1. Premiéres évaluations.

m

LA pfcomposITION IZIF= Hy+ Hy. — Dans tout ce chapitre nous fixons
une fonction F€®(G,) qui est de plus K-finie & droite et a gauche. 11 faut
évaluer I'intégrale

(I1.1.1) 1(F) :f B F (xyxt) — I (%, %) | dx.
“s/%q

TE€6)

Nous pouvons, pour calculer cette intégrale, commencer par une inté-

\

gration a gauche sur K. Si nous posons

(I1.1.2) FK(x) :fF(kxlrl)dk,
K

il est facile de voir, grace aux relations d’orthogonalité dans les groupes
compacts, que

(11.1.3) I(F):f [ 3y xet) — e (x, x)]dx,
“alfa| yeor

ou ’on a posé
(IL1.4)  fe(x, x):éf Nsp[F (7, 1) E(x, 5, 1) E(x, 7, — )] dl
AvT

et '
(11.1.5) f«‘(s,x):fff1«‘K(khu)3(/.-)*<_1+p,h>dkdhdu
K "A UA.

= | FR(x)L(x, 3, 1) dx.
Ga

La fonction s+ F (3, so+7) est une fonction entiére, a décroissance rapide
a Uinfini dans toute bande verticale a =~ Re(s) =~ b [puisque c’est une trans-
formée de Fourier de fonction de ®(G,)] et qui est identiquement nulle
sauf pour un nombre fint de valeurs de = et 7 puisque F est supposée K-finie.
On voit facilement que I'on a

(11.1.6) FE x E(x, 5, 2)" =13, 1) E(x, 7, 1)"
Ann. Ec. Norm., (4), IV. — Fasc. 2. 30
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Soit ¢ un nombre réel tel que o<<c¢<<1. En 1.5, nous avons défini
des fonctions E. et E. telles que E = E + E.. Nous poserons

(I1.1.7) Hi(x, x):;Zf Sp. [P (5, 1) Ex(x, 7, 1) El(x, 5, — )| i
An
1

I résulte de (1.5.3) que cette intégrale converge uniformément lorsque x
reste dans un compact. On définit de méme Hj (%, x) en remplacant E;
dans E, dans (I1.1.7).

En calculant formellement et en utilisant les relations d’ortho-
gonalité (1.5.8) entre E et E., la formule (I1.1.1) s’écrit encore

I(F):f 3, Fe(ryx) — Hi (%, ) — Hy (%, %) | dg=1"(F) — I'(F),
BV

YEGy

ou ’on pose, a priort formellement,

I' (F) :f HY (x, x) dx;
GA./G

Q

17 (F) :f ¥ Ry — i (x, %) |ax.
%al%q .

YE6;

Le but de ce numéro est de justifier ces calculs et d’évaluer 1”(F). Consi-
dérons d’abord I'intégrale

(11.1.8) f [f(3, ) Bl (x, 3, 1) El(x, 5, — )| dx dh.
Gy [6q Av

Elle est majorée par 'intégrale

[u

convergente d’aprés (1.5.14) puisque F(3,%) est a décroissance rapide.
Il en est donc de méme de (I1.1.8) et, par suite, aussi de

f(z 0l

E.(.,3, —2)|]da,

(11.1.9) f Uy (%, x) dx — I (F).
“A./“Q

Pour évaluer 1”(F), posons

11.1. 10 @) = [ ¥ () du;
(I1.1. 10) () fUA (w) du
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les formules d’inversion de Fourier pour K et H,/Hg prouvent que

(I1.1.11) / Spoft (3, Bdr=Y ge);

EeHQ

cette série se réduit d’ailleurs & une somme finie puisque F est & support
compact [¢f. (I1.5.8) plus bas].

Comme l'intégrale (I1.1.8) est convergente, on peut calculer 1”(F) par
la formule

I"(F) = * Sp [f?(s, 1)
3

D’aprés (1.5.10) et (II.1.11), on a

El(x, 3, 1) EL(x, 7, —A)dx] d.
GA/(‘
() =—2 Y g (5) loge — Y, f\ Sps[F(3, 1) Mz, 2) W' (3, — 1)]dh
t s 7

- _'\ . —2s M . M
-+ Z Z[llﬂ-f Spsll" (5, SP+X) 4 ( SP+);)S C ( §0+X)IJ

=0

Nous allons évaluer le comportement asymptotique de cette expression
lorsque ¢ —o.

Pour étudier 'intégrale du dernier terme ci-dessus nous étudierons plus
généralement I’expression :

1 c¥a(—s) —c¥a(s)
B(c) = mfm(.\.):f”” ds,

28

ou ¢(s) est une fonction entiére, a décroissance rapide a 'infini dans toute
bande verticale, et ou a(s) est une fonction holomorphe bornée dans une

bande 0o = Re(s)=¢. On a

2 a(s)y —c>a(—s)
6<c)——{g;fw 2 ‘ ds
lsi>e
:é——;—lnnf [9(5) + o (— )] = “(‘)d
X0 Re(s)=0
’ |s1>¢

En raison des hypothéses d’holomorphie et de croissance faites sur ¢ et a,
la méthode des résidus montre que

6((/) ZICP(O) a(o) — 8l1‘[f LCP(")—FCP(—s‘)] (levi(s) s

Re(s)=0

:%@(0)&(0)—»—0250(1) quand ¢—>o.
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En appliquant ceci au calcul de 1”(F), on obtient

(11.1.12) I”(F):——ZfA Sps R (5, 1) M(Z, 1) M'(Z, — )] dh
=

+r D FEDME ) —2 X @) loge+c#0()

2y =0 EEHQ
quand ¢ - o.

Nous allons montrer maintenant que certaines intégrales analogues
a I”(F) sont nulles.

Considérons tout d’abord l'intégrale :

(I1.1.13) f f |F (3, ) EL(x, 5, V'EL(X, 3, — 1) | dx d.
Calfa” "

Elle est majorée par l'intégrale

ff 173, 0) B (x, 3, 1) LY (x, 5, — 1) | dx dh.
Avd g /PQ

Si r(x)>>e¢, on sait que L. (x, %, 1) = 0. Si r(x)<ec, on sait d’aprés (1.5.5)
que E (x,3,\)=E(x,3,A) —E’(x,3, %) et d’aprés (I1.1.6) on a donc

Pz, ME (%, 9, 1) | =|FExE(x, 3, 1) — X % B (%, 7, 1)*;
il résulte alors de (I1.5.15) que, pour tout n, on a
| B (%, sp+ ) EL(x, 3, 5p — )" | < r(x)2=3 (14| 5| )i—2n

dans I’ensemble Re(s) =0, x€®(c). On en conclut aussitot que (11.1.13)
converge. On en déduit alors de (I.5.8) que

(I1.1.14) fG

f (3, 1) B (x, 5, ) E(x, 7, — 1) dhdx =o.
Al
On a évidemment un résultat analogue en échangeant les roles de E| et
de E.. De la on déduit la décomposition cherchée de I(F); en effet, pour
cela considérons la fonction

(I1.1.15) X»ZFK(xyx—1)~H'§(x, x);

G
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puisque le second membre de (II.1.3) est absolument convergent, ce qui
précéde montre que cette fonction est intégrale sur G,/Gq et que, si I'on
pose

(11.1.16) 1 (F) :[ %ZFK(XYX—1) — Hj(x, %) | dx,
Y G, G
Q

A/ - ar

on a, comme annoncé, la relation

(I1.1.17) 1(F) =17 (F) — I'(F).

EvaruaTtioNs asymproTiQUEs DANs &. — Pour calculer I”(F), nous
aurons besoin d’une évaluation asymptotique dans & des deux termes
qui interviennent dans (I1.1.15). On examine d’abord

(I1.1.18) EF(x]'x—‘):ZFK(xyx”)

si r(x) est assez petit.

Le second membre de (II.1.18) peut encore s’écrire

2 2 R (xEnx1).

Eeig netq

La somme sur les & porte sur un ensemble fini indépendant de x [¢f. (I1.5.8)
plus bas]. D’autre part, si I’on pose x = khu, on trouve avec les conventions
de notation définies en (I. 1)

2 FX (hugnu'h)= Z FK(E h[(i”‘l)u—i—ﬂ])

I
nelq neEQ

=i 2?(u(£—1)n)fAFK<§ :>7(vh'“’7;) dp,

NEQ

d’aprés la formule de Poisson. Puisque la fonction w—»F“(E f) est
dans M (A), cette série est égale a

i (G f)dv+o<1k|n>:|ht—1;gF<z)+0<w")

Q
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lorsque |k | tend vers o, ceci quel que soit n>>o. D’ou le résultat suivant :
(I1.1.19) Quel que soit Uentier n on a

¥ R (xyxt) - F (1) — (%) Y ge(E) [ r(x)r dans 6,

YEG} -

Considérons maintenant la fonction Hg(x, x) donnée par (1[.1.7).
' Si x =khu et si r(h) <c, on a pour tout A€A" :
El(x, 9 )'E'(x, 3 —)=L(x5% 1) Li(x,3% —1
=[<{=h—p, IOPE, =) + =, AOM(Z, V)]
<[ h =y RYP(E, — )+ —h—p, AOM(F, — 0]
=a{—2p, AOP(E, —y)+<{2dh—20, ADME, HP(E, — )
+<{—2k—ap, h>PE, — ) M(Z, — 1),

car M(3, )" =M(3,2) et M(S, W) M(%, — 1) =P (%, — 7).
On remarque, d’autre part, sur (I1.1.5) que I'on a
(I1.1.20) P, n=/3, nPE, —y) =P, —y) F (3, 1),

et donc
(I.1.21) Sps(F(Z, 1) Bl (x, 7, )" El(x, 7, —}))
=or(x)2Sps (3, 1) +<2d — 20, ADSps[F(Z, 1) M(, 1)]
+{—ak—oap, h>Sps[F(Z, 1) M(Z, — )]

lorsque r(x) <<ec.

On en déduit alors de (II.1.11), de (I1.1.7), et d’un simple changement
de variables, le résultat suivant :

(IT.1.22) Si x=khu et si r(h)<c, on a

Wy, %) — ) D@ =1 f Sps[ R, 1)+ P&, — ) M@, N]<2h—ap, 2> dh.
Ty VA .

Le second membre de (II.1.22) peut maintenant étre majoré de la
maniére suivante. Soit b un nombre réel, tel que b>1. On sait,
d’apres (I1.5.12), que M (3, s¢ + ) est borné dans la bande o =~ Re(s) < b,
sauf éventuellement au voisinage du pdle s =1. Vu le comportement dans
les bandes verticales de la fonction F (%, so-+7), on peut remplacer
Pintégrale du second membre de (IT.1.22) par une intégrale sur A“~ bp,
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plus un terme provenant du résidu en s = 1. Notons 3 (F) ce terme; on peut
montrer que

5(F):~é/ Y F(x) D, (x) dx

: GA 2y =0

mais nous n’utiliserons pas cette formule. On peut majorer I'intégrale
sur A“4 bp par d<2(b—1)p, h>, oit d est une constante ne dépendant
pas de h.

Choisissant b = '—2' -+ 1, on obtient donc le résultat suivant :
(IT.1.23) Quel que soit n>o0 on a

Hy (%, %) — (%)~ D g0 (2) — B(F) | <7 (x)"
3

pour tout x€ ®.
D’apres (I11.1.19) et (I1.1.23) la fonction (11.1.15) est bornée sur G,/G4

(ce qui prouve a nouveau qu’elle est intégrable) et méme de carré inté-
grable.

Grace aux évaluations asymptotiques (II.1.19) et (II.1.23) on voit

que les fonctions Hy (x, x) et ZFK (xyx™') sont & croissance lente dans ®.
Gy
Pour calculer 1”(F) nous calculerons les produits scalaires des deux
fonctions ci-dessus avec une famille f, de fonctions particuliéres a décrois-
sance rapide tendant vers 1 dans L* lorsque a tend vers o, puis nous
passerons a la limite. Si, en effet, on pose

(11.1.24) [ _ﬁt(x)EFK(xyx*‘)dx:Ja(F),
- (;A/GQ Gh
(T1.1.25) fu(x) H! (%, ) dx = J, (F),
Ga/6q

ces deux intégrales sont convergentes, puisqu’on suppose f, & décroissance
rapide; et comme la fonction (II.1.15) est dans > on a

(11.1.26) 1”(F) = lim [J,(F) — J, (F)].
a->0

Cmorx pEes ronNcTioNs f,. — Il sera commode, pour calculer le second
membre de (I1.1.26), de choisir la famille de fonctions f, obtenue en posant
tout d’abord, pour s€C :

L s+

(I1.1.27) M(s):fwexp(—t—z")l“ dt.
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puis en définissant pour o<<a <1, une fonction sur G,/Hy U, par la
formule

(I1.1.28) Yu(X)=aap(r)ytexp|—ar(x)—a'r(x)*;
ceci fait les fonctions f, cherchées s’obtiennent en observant que la série

(11.1.29) Su(x) =10, (%) = Z

v€ig/rq

Qa(X7Y)

converge el a pour somme une foncltion & décroissance rapide sur G,[/Gq,
orthogonale aux formes paraboliques.

Les fonctions 2.(%, sp 4 7) et fu(S, se 4 ) [définies comme en (I.4.2)
et (1.3.44)] sont nulles si S 5<1d et 7 7% 0. On posera

8a(s) =8, (1d, sp) et ﬁ,(s):ﬁ(id, 5p).

Les relations suivantes sont faciles & vérifier :

! o
(11.1.30) c’{z,,(s):a(ﬁ('\ﬁ)p.(—s)‘u(l)—’;

(I1.1.31) f Fu(X) d% = o — 1) = & = .
ta/fa Ca/Cq
On peut calculer (f,, f.) par la formule (I.4.4), ce qui donne

I

11.1.3 oy Ja) =0+ 50— ':, * ds.

(11.1.32) o )=+ giz [ 1A

Comme f,(s) = 4(s) + M (id, sp) a?aa(—: s) et comme M(id,sp) est de
module 1 sur laxe imaginaire pur, lintégrale ci-dessus est O(a)
lorsque @ — o0, en vertu de (II.1.30). On dispose maintenant de tous les
éléments pour calculer (f,—1, f.—1); on trouve

(fa—1, fa—1) =+ O(a) —2Re( f, 1)+ (1, 1)
=a+0(a) —20+a=0(a).
D’ou le résultat suivant :

(I1.1.33) La fonction f, tend vers 1 dans L* lorsque a — o.

Maintenant que nous avons construit notre famille de fonction f, nous
pouvons passer au calcul de J,(F) et J,(F).

Carcur pE J,(F). — Rappelons d’abord que

Y (F)="1 GA/GQ_ﬁl(x){fAugSpg[ﬁ(.%, 2 E:(x, 3, D EL(x, 3, —l)]d)\}dx
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et commengons par montrer que
/ f | 7o) B(Z, M EN(x, 9, + D' LI(x, 3, — 1) | dx d) < 4.
Gp/P@ .

En effet, L, est nulle si r(x)>¢ et f.(x) et O(r(x)") lorsque r(x) - o;
d’autre part, d’aprés (1.5.4), L.=E, dés que r(x)<1; on est donc
ramené & prouver que I'intégrale

f rx) | B (F, )L (x, 3, 1) L (%, 5, 0) | dx b
. “A/"Q u
r@)<ec

est convergente dés que n est assez grand. Mais on sait que I'on a
[LY (%, 3, ) | < r(x)"! dans A*<Gy,;
notre assertion résulte alors de ce que F*(%,2) est a décroissance rapide

sur I’axe imaginaire pur, et nulle sauf pour un nombre fini de y. J,(F) est
donc donné par 'intégrale double

N=1 [ [ X ses (R 0 Lix 5 0L, 5, — 1) dxd,
AT VA - S
comme le montre un calcul formel évident.
D’aprés (II.1.21), cette intégrale peut encore s’écrire
L= [ | @R - B |

Hy () /Hg

ou l'on a posé

B(h) = é};/‘;“Spg[F(S‘, 7))+ B3, —2)]M(3, )< 2% — 20, h>dh.

Les raisonnements qui précedent (II.1.23) montrent que B(h) est
borné. Par ailleurs, la formule d’inversion de Fourier permet de déduire

de (I.3.44) que
0 __ 1T ’ o
:f“ (h) o L/llTE ./ne(s):b>1./a(5) <(S_ I)P’ h>ds.

L, . . A ~ 2
Le résidu en s=1 de la fonction s—fu(s) vaut &.(—1); =2

d’aprés (1.3.38). En déplacant le contour d’intégration on trouve donc

|f,§’(h)—1|:‘zﬁl.gj;) ()¢ (s—1)p, B> ds| ¢ r(R)—
e(s)=0

Ann. Ee. Norm., (4), IV. — Fasc. 2. 31
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dans H,. Tout ce qui précéde montre donc que

(L135) cule)= [

g (/Mg

/2 () B(h)r(h) dh—f [0(r(®)?) + O (r(h))] dh

Hy (/Mg

tend vers zéro avec ¢ uniformément dans 1>a>o. Pour calculer J, (F)
il nous reste a évaluer

)

aA/Ma

f“(h)dh—f S2(R){(1—5)p, B> (s—1)p, B> dh.
|| /ll

Mais si Re(s)>1, on déduit de (1.3.44) que

(11.1.35) fu(s)_f fo(h)y{(—s—+1)p, h>dh, Re(s)>1

HA/"Q

et, par application de la formule de Plancherel, on voit que

N

"A. /IIQ

1 <h>dh_—-—f “fus ds.

b>1

Si ’on déplace le contour d’intégration, cette équation devient

Ss—1
’(h)dh= Res[—— a(g)]+_f C
‘/I:A(c)/HQ f 2m ():05"

On rappelle que fi(s) = .(s) + M (id, s9) &.(— s) et que d’aprés (11.1.30),

on a

A(s) ds. -

Re (s)+1

[8a(8) | = * «a

[ (s)

d’ou 'on déduit que
(IT.1.36) f ge (&) fi(h)dh= Res[OF( ) —— qn(—— s) M(id, so)]+0((/ )
@iy

lorsque a@ — o.

En combinant (I1.1.34) et (I1.1.36) on voit qu’au total, on a demontre
que l'on a

(I1.1.37) T, (F)—?Res[vp(i) bl ()M, so)]+0(ﬁ)+sa(c)

lorsque @ — o avec c€]o, 1.

Il nous reste & calculer J,(F), ce qui sera ’objet du paragraphe suivant.
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2. Galcul de J,(F).

Nous rappelons que nous avons construit une famille f, de fonctions
a décroissance rapide sur Ga/Gq en (I1.1.28) et (II.1.29), et que J.(F)
a été défini par la formule (I1.1.24). Mais, .par construction, o, et f, sont
des fonctions positives et J,(F) reste convergente si I'on remplace F par
sa valeur absolue. On peut done écrire que

(1.2.1) 3 (F) :f 9u(x) Y, FR(x7x) dx.
“A/PQ

Y EG)

On rappelle que G, est I’ensemble des éléments de Gq qui sont, soit
hyperboliques, et donc conjugués d’un élément de Hq= Hq— {1}, soit
unipotents et différents de 1, et donc conjugués d’un élément de
Ug= Ug—{1|. Notons N(Hg) = HqUw Hq Le normalisateur de Hgq
dans Gq. Il est facile de voir que 'on a la relation

Zrk(x'rx—1)_ 2 2 r‘k(xyp ) 4 2 2 FK(XTgT_‘x_‘).
VEGq[Pq €Y ve6 N(lg) ey

En utilisant la décomposition de Bruhat (I.1.1) et en regroupant conve-
nablement les termes, on obtient

(I1.2.2) ZFS(xyx) = E PR (xpx—) + ¥ 2 FR (xEpx—)

“ Bevy Eeng pevq
30 Y S g,
Eeng pelq nely

ou 'on a posé A(E) =1 s1 £ =1, et A(E) =é st & 41
Notons que lorsque x reste dans un compact toutes les sommes sont
finies. D’aprés (I11.5.8) les sommes en % portent sur un ensemble fini de £,

indépendant de x€ Ga. Nous considérons donc les intégrales absolument
convergentes suivantes :

(11.2.3) f 94 (%) Z FR (xnx') dxX;
“Cal’a nevy
(11.2.4) ‘f 0, (%) Z PR (xEpx) dx (ougely);
GA/PQ ®EVUg

(11.2.5) J.(8) __f cp,,(x) z 2 FR(xpow gmv“‘p.“x*‘) dx.

melg nely
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Examinons tout d’abord (I1.2.3). Comme la quantité a intégrer est
invariante a gauche par K et a droite par U,a, lintégrale (I1.2.3) se
réduit a

/ %.(h) ¥ FX(hnh-')ap, h> dh.

. HA/HQ ’qua

En vue, comme d’habitude, d’appliquer la formule de Plancherel nous
posons

(11.2.6) 7(F, z):f 3 FR(hyh) (24 p, h>dh
u

al"a LY

= F“(; i><).—|—p,t>d*t, pour A=so-+y et Re(s)>1,
A*

comme F* est K-centrale Z(F, s¢ 4 y) est identiquement nul si y 5% o.

D’autre part, Z(F, ) n’est rien d’autre qu’une fonction zéta-de Tate
associée a la fonction ¢ —~ F"(; 1>’ La fonction s — Z(F, sp) se prolonge

donc en une fonction méromorphe dans le plan complexe, les singularités
étant, au plus, des pdles simples en s =--1. En particulier, le résidu
en s =1 est 2g:(1), o g (1) est défini comme en (II.1.10). De plus,
Z(F, sp) est bornée a linfini dans les bandes verticales du plan complexe.

Comme (I1.2.3) peut s’écrire

f (=20, B>¢.(h) ¥, FE(hyh) (A0, h)>dh,
"a/Ma Y€EUg

la formule de Plancherel montre que (II.2.3) est égale a
G [ () Z(F, 5p) ds =0 (a)
Re(s)=b
b>1
comme il résulte de (II.1.30).

Considérons (I1.2.4). On peut Pécrire

f 9, (h) Z FK<}2 /zu,y.> r(thydudh =
Av/Qr pea 0T

f%(h) 1«K<i ’Z“) » () .
A

Faisant le changement de variable u -~ A™'u, on trouve

A/Q AX/Q*

g (B) f 90 (h) dB'= gy (£).3a(1).
HA/HQ
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Pour justifier ces transformations, il faut prouver que les intégrales sont
convergentes. Pour cela, il suffit de procéder comme ci-dessus en rempla-
¢ant F par sa valeur absolue. Compte tenu de (II.1.30), on voit que
(I1.2.4) est aussi O(a) lorsque a — o.

Il nous reste a étudier (I1.2.5). En intégrant d’abord sur Ua/Ug, on voit
que (I1.2.5) s’écrit

f »(h)?o, (h) f Y (huwgaw— u b) du dh,
IIA/IIQ UAneUa
et en posant

(I1.2.7) f Z FX(huwgnw—'u'h') du=1{y%(h),
‘anevg

la formule (II.2.5) peut encore s’écrire

(.28 LO=[  e®) G+ e Em =5 B dh,
e "A/“Q
Dans un premier temps, nous admettrons la proposition suivante :

(I1.2.9) L’intégrale
f [4i(R){(t—s)p, h>|dh

HA/HQ
est conyergente pour Re(s) > 1.
La proposition (I1.2.9) permet de poser, pour tout 2 € A avec Re(s) >1:
(I1.2.10) Z.(F, A %) = Ji(h)<p— 12, h>dh.
"A/"Q
Comme F* est K-centrale Z(F, sp + y, £) est nul si 7 < o.
(I1.2.11) Si b > 1, alors r(h)""*{i(h) est de carré intégrable sur Ha/Hq.
Démonstration. — D’aprés (11.2.10), la transformée de Fourier de
ro+1 4 [qui est intégrable, d’aprés (I1.2.9)] est la fonction
A>Z(F, A+ bp, ) sur A,
de sorte qu’il suflit de prouver que Z(F, s¢, &) est de carré intégrable sur la

droite Re(s)=b. Considérons I’élément X = <I —(1)> de ’algebre de Lie

(o]
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de G,. Il existe une fonction continue a support compact F’ sur Ga
telle que

I_;— Flexp (¢X) X exp(— £X)] — F(x) | = F' (x)

pour tout x€Ga et tout ¢ dans un voisinage convenable de o dans R,
On a done, en particulier,

| 4ilesp (1X) B] — 45 (B) [ e[~ < i (B).
Il résulte de (I1.2.9) appliqué a I’ que

[ e e (X Bl = 4 (1) ] <G — 9 pi B dh

"A/"Q

est borné sur la droite Re(s) = b, uniformément lorsque ¢ reste dans un
voisinage convenable de o. Mais on a

<(l — ), exp([X)>: eli—si,

de sorte que cette intégrale est égale a

et — 1| Z(F, sp, £).

Faisant tendre ¢ vers zéro, on voit que (s —1) Z(F, sp, &) est borné sur la
droite Re(s) = b, ce qui prouve (II.2.11).

Remarque. — Un peu plus de travail permet de montrer que Z(F, s¢, &)
est intégrable sur la droite Re(s) = b, de sorte que la formule d’inversion
de Fourier montre que la fonction r"*'{, est bornée si b >1. On voit
aussi, directement sur (I11.2.7) que ¢y(h) =0 dés que h est assez
petit.

Nous pouvons donc appliquer la formule de Plancherel sur Ha/Hq,
ce qui donne

(11.2.192) Jo () = (4im)™! 7.(V, 50, 8) §u(—s)ds.
. Re($)=0>1

Il résulte des propriétés analytiques de Z(F, sp, £) annoncées en (11.2.14)
ci-dessous que ’on peut déplacer le contour d’intégration dans (I1.2.712)
pour trouver

Jo (@) = ; Res[4(F, 5p, &) 4 (= 9)] + (47)~ Z (¥, $p, £) §a(— s) ds.

Re (s)=0



FORMULE DES TRACES DE SELBERG. 243

1
Mais, d’aprés (II.1.30), cette derniére intégrale est O<a2> lorsque a — o.
Donc, on a

(I1.2.13) Jd@Z%hﬁﬂW&%@%bﬂﬂ+O@%J
lorsque a — o.

Il nous reste donc a prouver (I1.2.9) et que

(I1.2.14) Z(F, s¢, &) est une fonction analytique de s lorsque Re(s) >,
qut se prolonge en une fonction méromorphe dans le demi-plan Re(s) > o
avec, pour seule singularité, un péle double en s = 1. De plus, celte fonction
est a croissance lente a Uinfint dans les bandes verticales o =~ Re(s) <~ b.

Erupe pe Z(F, s, £). — La démonstration de (11.2.9) et de (11.2.14)
sera faite simultanément. On commence par supposer que F =|F| et
que s est réel si bien que les transformations suivantes sont justifiées.

Faisons passer h par-dessus u et w dans la formule de définition (I1.2.7)
de {3, on obtient alors

\?E(h):(——zp, h>[ Z FY(uwhnthw—'ut) du.
. UA'qu*Q

h(uw)

En (I.1.2), on a défini un &lément h(uw)::[ !

o]

| I] tel qpe
u'h(uw)€ Kuw. Si 'on pose fr(u) = F"<z l:), pour tout u€A, il est
clair que fEe @ (A) lorsque FE€®(G,). Ces notations permettent d’écrire

P& (uwh-'mghw—tu) = fE[A(uw) ' n + (E—1) u

et donc
i (h) ={— 2p, h>f zjﬂlt (aw) et + (5 — 1) u] du.
A neqQ’
Comme on suppose F = |F| et s réel, on peut, au moins formellement,

écrire (11.2.10) sous les formes suivantes :

Z(F, s0,2) = f 2f%.[/t(uw)/r‘n—i—(i~1)uJ<(——1—s)p, > drhoda.
AYQ YA o

En regroupant les sommes sur A*/Q* et sur Q*, et en faisant le changement
de variable h(uw)h™'v =1, on obtient

s+1

Lo o R
9 (K. sn, 2)— 2 —_—1) U — 4
(11.2.15) Z(F, sp, %) fA'fAmw(a 1) ] gy el
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ou 'on a posé
(I1.2.16) R(u)=<p, h(uw))=r(uw).

Nous sommes donc amenés a étudier la convergence et l’analyticité
de (II.2.15). Nous distinguerons suivant que £ =1 ou £ 1.

Le cas £ =1. — 1l est immédiat que s1 £ =1, la formule (I11.2.15) donne

8-+
2

1
(Y, sp, )= | fi(t)]|¢| d*{f]{(u,)—“'"du;
A* A

les deux intégrales convergent lorsque Re(s) >1 et, d’aprés (11.2.6)
et (I.3.34), on a

(I1.2.17) Z(F, sp, 1) =Z(F, sp) M(id, sp).

Les propositions (I1.2.9) et (II.2.14) en résultent facilement.

Le cas £ 1. — Toujours sous ’hypothése F = |F| et s réel, on a
S-+-1
(I1.2.18)  7(F, sp,'g):f /fl?[('g—l)u]R(u—t)*S“‘]HTdud*t
AYa

grice au changement de variable u — u — (£—1)7'¢.

Pour étudier la convergence de cette intégrale, nous allons supposer
F :HF,J décomposable, donc aussi flz[lff, et nous introduisons les
r

facteurs locaux de (I1.2.18), soit

(I1.2.19) %‘”(S)Zf j ﬁ;,,[(i—l)“] Ry (uw— )= |¢t];d*tdu
QY a,

ou 'on a posé

5 Max (1, |u],) sl pF o,

[ ViFul

(I1.2.20) R,(u)= ]
§1 p=—=oC.

Remarquons que, d’aprés (1.1.3), on a

R(u):l[l{p(u,) pour we€A.

4

Il est immédiat que I'intégrale

(11.2.21) / R, (1 — 1) 2 d*t
Q

*
p
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est uniformément convergente lorsque Re(z) >~ ¢ >0 et que u reste dans un
compact fize de Q,. Comme la fonction u > fﬁl [(€ —1)u] est dans D (Ggq,)
on en déduit que l'intégrale (I1.2.19) est convergente pour Re(z) > o,
et définit une fonction analytique dans ce demi-plan. On remarquera que

(11.2.22) [G%.,‘(;)léGFFﬂi(l{e(z)).

Pour obtenir le domaine de convergence de (I1.2.18) nous devons déter-
miner les valeurs de z pour lesquelles le produit [l Gip(z) est multipliable.

Pour cela, on remarque que, puisque f;€@(A), il existe un ensemble
fin1 S de places, comprenant la place a I'infini, tel que pour p€gS la fonc-
tion qufp[(E —1)u] soit égale & 1 pour u€O0,, et a o ailleurs. Par
ailleurs, si p %2 © et s1 u€O0, on voit facilement que

Max (1, ju —t],) = Max(1, | ¢],),
c’est-a-dire que
(I1.2.23) R,(u—1¢t)=R,() pour ©€O, et teQ, (p F#£ ).
Donc on a

G (3)= f1{,,(11,4)—2:;;]:[1*:(11‘: R, (6)=| ¢ d*t
a; Yo, Q;

pour p&S et Re(z) > o. D’autre part,

=) o ) N o o I +P—; 1 __p—2:.
By (6 e dte="Y preMax (1, pr)—re = LD TP
(11.2.24) { Jay ,%z tmp =P

pour Re(s)>o0 et pxw.

Il en résulte immédiatement que le produit I—[GE(Z) est multipliable
pour Re(z) > 1 et que si z = # on a :

(11.2.25) (¥, sp, ) =] | 6, (5) = g((;;)) HG%(;) [[i:ﬁ:‘

pES PES
e

lorsque Re(z) >1, et £5£1. On en déduit donc (II.2.9) lorsque % =%£1.
D’apres les propriétés bien connues des fonctions {, on voit que Z(F, sp, &),
qui est défini par (11.2.25) lorsque Re(s) > 1, se prolonge en une fonction
méromorphe de s au moins pour Re(s) > o, et que, dans ce demi-plan,
elle a pour seule singularité un podle double en s =1. On a déja utilisé,
Ann. Ee. Norm., (4), IV. — Fasc. 2 32
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pour démontrer (I1.3.40), le fait que { est a croissance lente a I'infini

dans toute bande verticale et que est a4 croissance lente a I'infini dans

1
()
toute bande de la forme 1= Re(s) << b; compte tenu de (I11.2.22), la propo-
sition (II.2.14) en résulte alors pour & s=£1.

3. Galcul du terme complémentaire.

Cavcur pE I”(F). — On a démontré au paragraphe 2 que

Jo(F)=0(a) + ¥ J(HAE)

.
H
GEQ

et que
.
Ja(8) = Res[Z(F, 50, &) Gul— )] o(a?);

rappelons également la formule

(I1.1.37) J’,l(F):B_els[fp,l(—s)M(id, sp);c;;'lng(g)J+o(a%)+g,,(c).
Comme ‘on a

(11.1.26) 1 (F) = lim[J,(F) — I, (1), R

on voit que

(11.3.1) I (F) = lim llﬂes
a>o] 2s=1

2u(— ) W N5, 5) ;+sa<c>],

ieﬂQ

ou’on a posé
1

(11.3.2) N (s, £) =A(E) Z(F, sp, 2) — 2¢ (£) sci

M (id, sp).

1
Nous allons démontrer la proposition suivante :
(I1.3.3) La singularité de N (s, &) en s=1 est au plus un péle simple.
Pour démontrer (II.3.3) nous distinguerons le cas £ =1 et le cas ££1.
~Le cas E=1. — On rappelle que A (1) =1 et que, d’aprés (I[.2.17),
on a
Z(F, sp, 1) =7Z(F, sp) M (id, sp).

Les remarques qui suivent (I1.2.6) montrent que

(I1.3.4) Z(F;sp):gs"%-;—(l)—i—...

1
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au voisinage de s=1. Donc

N (s, 1) = M (id, sp) [L(}‘ sp) — M]

§—1 |
posséde au plus un pdle simple en s =1, avec
(11.3.5) Res N (5, 1) = Res M (id, s5p) lim [zw, 50) — 38*’_*_(_‘[)]
puisque le pole de M (id, sp) est simple en s = 1.

Le cas t5#1. — On rappelle que A(§)=-;~ lorsque £5£1 et que,
d’apres (11.2.25),

L(s+1)

(=) e
s ks == 1650 1=

PES PESIH+ P
pFr=

- <, S—H-1\* (b . . .
= ce 1 =
Comme C( ; ) G + au voisinage de s =1, on voit que

L(E, e ) =7y [:())r[ )Iliiz-'J

PES PES
P

au voisinage de s = 1. Calculons G%ﬂ(l) : d’apres (I1.2.19), on a
GE (1) = fil(E—1DulR,(u—t)"2|t|d*t du.
Fp f*)‘pr ¥p

D’aprés le choix des mesures de Haar, on a

(I1.3.7) [t],d*t= 1———Lﬁ:' dt pour pFw et |t d*t=dt.
Dans tous les cas on peut donc faire le changement de variable ¢ u,
d’ou '

. g oro : | ¢]d*e
(I1.3.8) G=1] fi& [‘(g—x)ujdu,f e
’ Qp " QI',R/’(t)
On calcule immédiatement
. [t],d*t 14 p!
I1.3.¢ = sl pFoo
( 9) o R, (1) —p PFE
et
. el dc (77 de
(11310) R-——'I_{x (t)2 _[w l—l——fl =T,
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au total, il vient donc
Z(Fa ‘)E) [C(z)]]f fF —J)u]dILJ

Par définition de I’ensemble S, on a

ffF (E—1)u]du fdll_l pour pé&S,
Qy o

,
et donc

r[ffx (q——l)u]du—ffF (E—1)u]du,

PES Qp

mais £ —1 est un nombre rationnel non nul, donc de norme 1 et I’on a,
par suite,

(I.3.11) FiH(E—1u]du= | fi(u)du=gp(§).
'fA‘ F .,/A‘ ¥ F
Cecit montre alors que
NG5, 8) = s () — 2L, ) -

au voisinage de s =1. La proposition (II.3.3) lorsque £>£1 résulte alors
de ce que, d’apres (1.3.38),

1

(11.3.12) M(id, sp) = - 24,

— 1 a

™ . 2
avec &= 5 et du fait que {(2) = <’

On peut maintenant revenir au calcul de 1”(F), et comme Nfs, &)
a un poéle simple en s =1, on voit d’apreés (II1.3.1) que

I”’(F)__hm —cp,,(—I)Res 2 N(s, &) +zealc) (.

H
terg

Nous savons, d’aprés (II.1.31), que @.(—1) =a= volume G,/Gq et
comme : :
=1+ (s—1)logc+...

au voisinage de s =1, on a
(11.3.13) I”’(F):—ngF(E)logc

—+ gf{jsz%l(t) Z(F, sp, &) — 2@F(€) ‘\[(1d 5p) }—I—lllnca((,)

a>0



FORMULE DES TRACES DE SELBERG. 249

Remarquons que (II.1.34) montre que ¢,(c) a une limite lorsque a->o;
nous noterons ¢ (c¢) cette limite, qui est une fonction qui tend vers zéro
avec c.

Rappelons maintenant que 1”7(F) est donné par la formule (II.1.12).
Les termes en — 2 gy(§)logc se détruisent, et I(F) est égal 4 la somme
d’un terme constant (c’est-a-dire ne dépendant pas de ¢) et de ’expres-
sion ¢(c) 4+ ¢**O(1), qui tend vers zéro avec c. Comme I(F) est indé-
pendant de ¢, ce dernier terme est nul, et I’on a donc

(11.3.14) I(F) = gfl:els ¥ [A(g) Z(F, sp, ) — ?j'—f_@ M (id, sp)]
te@*

+§ fmspg[ﬁ(a, 2)M(Z, 1) M (3, — 1)] dh

— 7 2 XSl Mz )]
2y =0 5

pour toute fonction F € @(G,) K-finie a droite et & gauche.

Nous allons encore transformer cette formule, en donner différentes
formes, et en expliciter des cas particuliers. Tout d’abord nous calculons
le résidu qui y figure. Dans tout ce qui suit nous supposons Fe®(G,)

décomposable, F =I[ F,; K-finie & droite et & gauche.

CarcuL pu rEsipu : Cas £ =1. — Il faut calculer

Res%Z(F, s, 1)_28_gE(LI)M(id, sp)%.
s==1 { — I

Nous rappelons d’abord les formules suivantes :
(IL.2.17) Z(F, sp, 1) =Z(F, sp) M(id, sp)
et

(II.2.6) Z(F, sp):HfF',S((I) i><(vs+l)p,t>d*t, Re(s) >1;
P Q;’ ’

rappelons aussi que le résidu en s =1 de Z (F, sp) est égal a 2 gi(1), et celui
de M (id, sp) & 2
Le résidu cherché est donc égal, d’apres (I1.2.17), &

2 .. . 287(1)
a!l;I:%Z(F’SP) -~ }
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. . 1 ¢ .
Mais pour presque tout p la fonction t|—>F’,§<O 1> est la fonction

caractéristique de O,, et il est facile de vérifier qu’alors

» _SH+1\—1
[t Yeornnoa=lio, 7
Q

Posons
{ - .
(11.3.15) o,(s)=11—pP °* si pFeo,
11 si p=co0.
Il est clair que D'intégrale
(11.3.16) 0,(F, s)=a,(s) F‘;<(I) ‘I’><(s+1)p,t>d*t,

@

qui est une fonction analytique de s lorsque Re(s)> —1, est égale a 1
pour presque tout p. En observant que

n@,)(sw:t(HI) o fe=n

2

on voit que

Z(F, SP):«:<

S§+1
2

>]]0,,(F,,, ) si Re(s)>—1.
P

(Le produit est trivialement multipliable puisque presque tous les facteurs
sont égaux a 1 identiquement.)

Posons

(I1.3.17) gép(i):f F}‘,<E’ "’>du:/f§,(u)du.
Ja, o 1 Ja,

Comme
(11.3.18)7 dt=(1—p=)|t],d"t=09,(1)|t],d"t
st pFZ oo, et

dt=|t|, d*t=9_(1)|t], d"t,

on a

(1t "
0,(F,, 1) =0,(1) F2<0 1><2 o, t>d't =gy, (1),
Q

d’ou ’on tire aussitot que

[1o@ n=]]s 0 =g
r
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Le développement de Laurent de < > étant donné par

C<S+I>:<——jl + Ao+ ..

2 §

au voisinage de s =1, on voit qu’en notant 8 (F, s) la dérivée de 0,(F,, s),
le développement de Laurent au voisinage de s =1 de Z(F, sp) est donné
par

2(F, 5p) =250 )+ 2 5,0, (Fy 0 [ [ 8,0+,

14 S qFEP
la-série ci-dessus étant en fait une somme finie.

On a donc au total la formule

(11.3. 19) R_es[Z(F, so. 0 — 22 g, sp)]
:-{ 1)—%226,,(1‘,,, 0] L sn (r)}
gF#=DP
Carcur pu rEsipu : Cas E#1. — Rappelons les formules
(11.2.25) Z(F, 50, 2) =] [ G, <S+‘>, Re(3) > 1;

(I1.2.19) G%P(z):/ f fé[(g—l)u]ﬂ(u——t)“zzlfizd*tdu, Re(z) > o.
“a;aQ,

Introduisons les fonctions

tl:
11.3.20 d,(z __—_/' | 2_ (*¢, Re(s) >0
( ) /( ) . ;;R/,([)“' ( )

[cf (IT.2.21)]. On a remarqué en (II.2.23) que
%r'("') =1, (s) pour presque tout p.

D’autre part, on a [cf. (II.2.24)]

Il‘-l"p( )——~ ()" si Re(z)>1.

'2
pFE»

Afin d’étudier le développement limité de Z(F,sp, &) on est amené
a étudier pour tout p le développement limité au voisinage de z=1 du

produit
116G ) 40
V4
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dont presque tous les facteurs sont triviaux. Pour cela nous allons étudier
I’expression

Ltz "
(IL.3.21) b, (5, u)= Q*I_{;(L_l—pt?d t, Re(z) > o.
X

Il est clair sur la définition de R,(u) que

b, u) =14,(5) sio pZoo et |u|,Z1,
car on a
R,(u—1t)=NR,(1) si |ul,Z1 et pFowo;

que Y,(z,0) =U,(z); et que

(11.3.22) GE})(:) :/ fr§,|(é"‘ Nuld, (s, u)du.
/a,

LE DEVELOPPEMENT DE ,(Z W) POUR p*®©. — Un calcul —adi ue
I ) )
que nous ne reproduirons pas, montre que I,On a

2R, (u)=*p—= 1—2p! . Ry(u)=? R, (w)*—1pt=»*—R,(u)—*
bp(z, u) = f—p*sp -+ I#plii R, (u)—=+ Ip—p“l Y Il’_])1_2z r .

On en déduit que
d

d i a4 pt . _2pT! logp
7 Y, (5, u) = ————-I_]rllo,, R, (u) =)
Mais comme le montre un calcul facile, on a
d 'ty __ —2p tlogp

— , — d*t
ds |, a; R, (1)*

e (G —p )

Les deux égalités précédentes (ou bien un calcul direct) montrent aussi
que

o —1
(11.3.23) f Jl—'”]—(—)”—lilﬁd*t:%ji—]ogl%p(zc);

oy B (=1 r

en résumé, on a, si p #®,
(11.3.24) b5, 0)=10,(:)[1+ (s —r1)logR,(u) + O (s —1)?].

Le piveLopPEMENT LIMITE DE U,(z, u) Pour p=cw. — Nous allons
voir que I’on a la méme formule a 'infini. En effet, on obtient parla méthode
des résidus

s

sin —

+ o ;
L * gy 2 L .
./_m I—|—(ll,_t).2dt——7fsinn_; [(1— iw)*+ (14 iu)?)
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et donc, en dérivant,

d (7t g
(11.3.925) ;,;.[ =t

“+ w
:f i—li‘”—)édt:wlogvl—l—u’z

1+ (u—t

F=1

= ﬂ]OgRa ("’) = Lpac (I) long (“’)'

Au voisinage de z=1, on a

b (5, u) :.[ [1—|——(zf,:~7)‘f]?d*t

—»

A dt T loglt] s
_f ————————[[_F_("/__t)q;—i—(»——l)l/”” e+ O =

= [ s G0 dlesR () £ O — 1)

Appliquant I’égalité précédente pour u= o, on obtient

dt

'(—I-+—t2)'5+0(z—1)2,

(I1.3.26) e o)zupw(z):/" '

ce qui permet alors d’obtenir la formule cherchée :
(IL.3.27) 4. (5 0) =14, (5) [1+ (s = 1) logR, («) + O (s —1)’]
au voisinage de z =1.
ReTour AU GroBarL. — Nous avons donc démontré que, pour tout p,
on a

(I1.3.8) [ L1081y gy, (1) 10gR, (u),

Jaj R,(u—1t)?

d’ou nous avons déduit que pour tout p on a
by (5, u) =4, (5) [1+ (5 —n) JogR, (u) + O (5 —1)?]

au voisinage de z=1. D’autre part, lorsque u reste dans un compact
de A on sait que 'on a 4,(z, u) = {,(z) pour presque tout p; il en résulte
que le produit

1~[¢1) (5, u) q)p ()"
r

est multipliable au voisinage de z=1 et vaut

1+ (5 —1)logR(u) + O (5 —1)
Ann. Ec. Norm., (4), IV — Fasc. 2 33
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D’apres (I1.3.22), on en déduit immédiatement que

(IL3.29) ]G, (=) ¥s(a)
p
:]:]{w(z)—lfa FilE=nald, u)du}

:ff;%[(g—l)u][l—i— (z—1)logR(u) +0O (s —1)*]du

=g0(2) + (2= 1) [ fil(E=1) 0] logh () du+ O (= — 1)
A

au voisinage de z = 1; noter qu’on intégre sur un compact, et que le produit
est fini. D’autre part,

ey T (S _:<¥>2 $1 fgz (5+ sHINT
Z(F’SP"')_HG“V’( S )=z >an”"< >J“”< ) j

P

Nous voulons calculer, lorsque £3£1, I’expression
ResgA()Z(I‘ $pyE) — "F()M(ld sp)}

D’aprés (1.3.34), on a

. . e £(s
M(id, sg) = | L(uaw,id, sp)da= | R(u)—""'=
M(id, sp) fUA (wr, id,sp) du= [ Riymi= i 0

ou encore, d’apres (11.3.26),

M(id, sp) = 7 ¢(s) [u]}w<s_}_l>—|—0(s—l)2].

(s+1) 2

Nous sommes ainsi ramenés au calcul de

1 ‘<S+I>2 s+ 1 g 8+1 s\t 2gr(E) () s+1
e (5 >nG< )*”( o) RS ()
e I (5 (5 2 )

en utilisant (II.3.29) et le fait que z(*‘*‘

Res

s=1

2 JA
> = —_*I—-)—?—}—..., on obtient

<1>ffF[(C__,)u]logR(u> du - g0(2) S B[ 2 (TELY - 2800,

) s=1 2 §—1
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Mais {(s) = —— 4+ %,+..., dou

S—1
C<S+I>2— d + i 4.

2 T(s—1)2  s—1

Le résidu dans la derniére formule ci-dessus est donc nul. En remarquant

enfin que %é})_) = €(7T2) = 2, on peut donc énoncer la proposition ci-dessous.

Lorsque £ #1, on a

(11.3.30) §§§{A(g)2(1?, sp, g)—Q:UF—_(%)M(id, sp)}

— ngf%[(g — 1) ] logR () du

2 (e (E—nuw\,
_a(/‘AF (0 . >lobR(u) du

_aZfQF <O I)lq,R,,(.é_I) du] s, ).
P /d

JFP

Nous avons donné en (I.3.29) une formule de décomposition de I'opé-
rateur M (%, %) en produit d’une fonction scalaire m(X) indépendante de S
et d’un nombre fini d’opérateurs R,(%,, 2). On sait, d’apres (1.3.31), que

M(Z, — 1) M(3, 1) = P(Z, )

d’autre part, il est clair sur la formule de définition qvue m(h) m(— 1) =r.

Les opérateurs R,(5,, )
V(Z, ) V(T — 1),

sont inversibles; nous noterons R,(3,, A)~' 'opérateur inverse, prolongé
a tout V en le choisissant nul sur 'orthogonal de V(5,—2). Comme

R(S,2) =HRP(S,,, 2) est un isomorphisme isométrique de V(3,1) dans
V(S, —2) lorsque Re(s) =0 et A =sp+ 7, et comme
R(Z, — M) R(Z, 1) =P (3, 1),
on a donce :
R, (%, D =R, = | [R(=, 0,

qFEp

ce qui montre que l'opérateur R,(5,, #)™" est borné sur 'axe imaginaire
pur, tous les facteurs du second membre I’étant.
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En prenant la dérivée logarithmique de la relation

M(Z, —2)=m(— A)[[R,,(a,,, —1)

et en tenant compte des équations fonctionnelles de M (3, — A) et m(— 1),
il vient, d’autre part,

(11.3.31) M(Z, M) M (Z, — )

=m(A)m (— ).)—I—ER,,(%;- — MR, (55, — 1),

V4

ou M, m' et R, sont les dérivées des fonctions s+ M(%, sgc+7), ete.
La somme ci-dessus est finie, et toutes les fonctions qu’elle fait inter-
venir sont a croissance lente sur l’axe 1maginaire pur; plus préci-
m'(})
m(d)
R,(%,, — 7)™ R (5,, —7) sont bornés, soit parce que R_(3,, —7) est une
fonction rationnelle de s, soit parce que la définition de R,(%,, — 1) ne
fait intervenir, pour ps£00, que des fonctions exponentielles de s [voir
les formules qui précédent (I.3.21)]. Si Fe®(G,), posons

sément,

est a4 croissance polynomiale en log|Im(s)|, et les termes

(11.3.39) fr(x):f FX (hu) ¢ — % -0, h> dh du,
AYUA

et s1 F,€ ®(Gq,), posons de méme :
(11.3.33) ﬁ,,(l):ffF}E(hu)(——l—f—p,h>a’hdu;
i,Yu,

c’est la trace de I'opérateur de convolution par F (resp. F,) dans I’espace
de la représentation de G, (resp. G,) induite par le caractére A de H, U,
(resp. H,U,). Il est immédiat de voir que

\1 (1) =Y8ps I (3, 2),
I

(11.3.34)
[ £,00 =382, 8,3, 1),
| 3 .

Iy

o)

(3, l):g FX (khu) %, (k) — %+ p, h > dk dh du.
K X, XUy

Il est, par ailleurs, bien connu que

P =F(—2).



FORMULE DES TRACES DE SELBERG. 257

On peut donc effectuer, d’aprés (I1.3.31), la transformation suivante :

(11.3.35) Zf SpsP (3, 1) M(Z, 1) M/(Z, — 1) d)
N Au
- ) . m' (— 1)
_j;ugspsﬁ(d, )\)'Tl(—-_—x)[l)\
> f Spsf (%, 1) R, (Z, — 1)1 R, (3, 1) d
S An
— [ poyD g
f,\u ( )m(7\)

=32 | 85,8, DR, (E,, — DR, (@, =D ] ) @
P S, A gF£p

ces intégrales convergent en raison du fait qu’elles portent sur des produits
de fonctions a décroissance rapide par des fonctions & croissance lente.

(I1.3.36) Supposons 2i =0, Cesi-a-dire que r=sp-+7y avec s=o
et 2y =o. Alors on a
M(5, 2)=P(3, y) =P(7, —).

On a, en effet, visiblement m(A)=1 dans ce cas, d’ou, d’apres (1.3.29),

. - —1
MeE, H=]] fep,,(tel)@p,t>d*tP(3w,X):[l<1~l> fc’Pp(te,)le@w,x).
.é Y Qx .p Q

p A1 P . Jp#1 P

pF» N pFE»

On se rappelle que &, est la transformée de Fourier définie en (I.3.4)
de la fonction ¢ (ae, + be,); par la formule d’inversion de Fourier, on obtient

f?pp(ta)dt:f dtf fcp(aei—}—be.z)r(-—tb)a’adb
Q e, vYa,Ya,

:fa <p,,(ae1)da:<1——;?>P(3pa 7)

d’aprés le choix de la fonction ¢, et de la mesure da; donc

Mz, ) =[P, 1) =P, 1)
On en déduit que
X Xsesf (g, ) Mz, )= X DiSesl(3, 1) P(3, )
2y =0 I 2y=0 I

= Y spsf(E ) P(5, — ).

2Y=0 I
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Mais nous savons, d’aprés (1I.1.20), que

F(z, ) P(3, =) =F(3,);
on a donc

(1L.3.37) ¥ FspsP(, M3, 0=, B8ps (3, 7= P ().

2y =0 I 2y =0 J 2y =0
“D’aprés (I1.3.14, 19, 30, 35 et 37), on voit que

(I1.3.38) Lorsque F=[1F,,EU‘D(GA) est une fonction décomposable

K-finte & drotte et a gauche, on peut écrire le terme complémentaire sous
la forme suivante (cf. [18]) :

I(F)_'I<[]F >-—7\ocr( )+220/1(F/77 1)] laF (1)

TH#Ep

\? Qé o
o 2L 1>'°“ﬂ< el [

€EQ—{1} p

+2‘ Zf $po, LB, (5, 1) Ry, (3 — MR (3, — D] |2 a2

THDP
f O N S D)
24 =0

(I1.3.39) Pour toute fonction F € @ (G,) qui est K-finie a droite et a gauche,

on a
1(1?):£i;n[ (F, sp) — “()] E f,,_Fk<§ >lorrR< >du

fe@— {1}

+f ZSpg[l‘(u MR(Z, — 1)~ R(Z, — )]

+f ’"((;;1(1) » 2B,

22:0

Cette derniére formule semble plus simple que la précédente, cependant

celle-la permet de voir immédiatement que dans le cas ou F =HF,, est

décomposée, alors

(IL.3.40) S’il existe une place p, telle que
ﬁm()\) —o0
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pour tout A, ou de fagon équivalente, si

F5 (hu) da=o

U!’c

pour tout h€H, [ce qui implique enire autres que g (£)=o0 pour

tout £€Q*], alors on a

1<111r,,> =20, (F,, ‘)ll g, (1)

IFPo

S ) u T .
3 [ (e
q 7 po

te@r—(1} @

+ | Sps, [F (7, MR (3, — I, 1) an.
=~ J,
Po

. Py
COROLLAIRE.

(I1.3.41) S’il existe deux places p, et p, telles que F,,()L) =0 pour tout A,
alors 1(F) =o.

Ce corollaire est central dans la démonstration du théoréme 16.1 de
Jacquet-Langlands [18].

Nous allons encore donner une autre formule pour I(F) qui distingue
une place p.

(I1.3.42) Soit F:l]F,,ecD(GA) une fonction décomposable K-finie

d drotte et a gauche. St Uon pose

FU:]]F‘h gFo(E) :IIgF,, (&)’ R}

qTEp T#EP
le terme complémentaire peut s’écrire :
L(F) =1(F,® F)
SRIURLATED ) N I O EAC TR DR
p Q@

Qt
+2
z

O - S
+ X 5w, (2) B,y (Fy, £),
Qﬁ

Spy (£, (37, 1) By, 1) M(Z, 1) M' (3, 3) }dx—i ¥ F, () B (%)

2Y=0

Au

ou B,(Fo, £) est une certaine constante.
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Démonstration. — On compare terme a terme les formules (II.3.38)
t (I1.3.42), et I'on remarque qu’il suffit de démontrer que les termes
qui contiennent des g (§) en facteur coincident.

Considérons d’abord le cas £=1. D’aprées (I[.3.18) et (II.3.20),
on voit que

, d 1 1 ¢ 1o 7
ZGP(F,,, 1):2%{%(3) CP],(I)_1/ F',‘,(O )dt—i—cp,,(l) <o I>|,:[(/-}+1)/-d t}
. Q" Q*
d 9,(5) +f F‘},(I t>log[t|,,dt.
s=1 o ’ o 1

ds ¢, (1)
D’autre part, d’apres (11.3.18), on a

du
Lm =9,(1)y,(1)

s=1

ol‘p()

et donc

20, (F. 1) =245, 2203 + 9, (071, (1~ jQ j;, T (o 1) R0 logle], dude.

11y a, par ailleurs, un nombre fini de termes ou ¢ (F,, 1) 7 o, avec ¢ % p,
ces termes ont tous g (1) en facteur; la vérification est compléte dans
le cas £ =1.

Lorsque %51, il apparait dans (I1.3.38) le terme

LF;&@ >1ooRp<a >du—/;pF;§<i (E—Il)u>]E—I[,,logR,,(u)du,

mais, d’apres (I11.3.28), on a

Log|¢ 4
]O“l{/)(")_oll(l) ILP/)(I)hf f#—l—ltl)zdt?

ce terme s’écrit encore

-

G (010, (1) f fF“(‘Q <’—‘>l‘>a,,<lt_t)—z|g_1|,,1og;t|,,dudt
Q"

: t ) )
= [ es(5 BT loglel, By s dude— g, @) oglz— 1,
o a

I

et la formule (1[.3.42) en résulte facilement.

Cest la formule (II.3.42) avec p =00 que nous utiliserons au para-
graphe 5 pour étudier la transformée de Fourier a la place a Pinfini du
terme complémentaire.
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Remarque. — Nous appelons distribution centrale une forme linéaire
continue T sur @ (G,) qui vérifie, de plus,

T (Fy % Fy) =T (¥, % Fy),
ce qui peut encore s’écrire sous la forme symbolique suivante :
T(zya=) =T(y)
pour tout z et tout y€G,.

On peut montrer que I (F) est une distribution centrale, mais hélas les
expressions données pour I(F) au paragraphe 3 sont des sommes de
distributions qui ne sont pas toutes centrales. Cette difficulté sera résolue
partiellement pour la place a 'infini au paragraphe 5 ci-dessous.

4. Analyse harmonique sur G,.

Nous aurons besoin, dans les paragraphes suivants, de quelques résultats
d’analyse harmonique sur G.. Soit G,= SL(2,R)/4 1 la composante
neutre de G.. Les résultats analogues relatifs a G, sont en général classiques
et ceux relatifs & G, s’en déduisent facilement, car G, est produit semi-
direct de G, par un groupe d’ordre 2.

Norarions. — Notons K, = K, NG, I'image du groupe des rotations,
et k(0)€ K’ 'image de la rotation d’angle 0. La mesure de Haar sur K,
qui donne & K, la masse 1, donne & K| la masse 1/2. Soit m un entier
pair; nous noterons ¢,, la fonction sur K/ définie par ¢, (k(0)) = 2" ™",
Nous identifions comme d’habitude R* et H, par l'isomorphisme

I o] . . N , . .. .
h — [O lJ- Un quasi-caractére + de H, s’écrit de maniére unique sous

2
1/

la forme A = sp+ 7, ou p(h) =|h[|"”, et ou y est soit le caractére trivial,
soit le caractére signe noté . Nous noterons A, le groupe des caractéres
de H., AL le groupe des caractéres unitaires. On munit H, et U, des
mesures de Haar habituelles, et A% de la mesure di duale de dh. On sait
que G,=K,H,U,, et que dx=|h|dkdhdu est une mesure de Haar
sur G,. Notez que l'on a aussi G,= K,H,U,, et que x€G, s’écrit de
maniére unique sous la forme x = khu avec k€K, he H, et ueU,.
Nous noterons JC(G.) P'algébre de convolution des fonctions K,-finies
a droite et a gauche de @(G,); on définit de méme #(G),). Soit D une
représentation unitaire de G, dans un espace de Hilbert £ et soit £ le sous-
espace dense des vecteurs K, -finis; on sait associer & D une représen-
Ann Ec¢ Norm., (4), IV. — Fasc. 2. 34
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tation D de 5¢(G,) dans . On sait que si D est irréductible alors D est
admissible au sens de Jacquet-Langlands [18] puisque les représentations
irréductibles de K, interviennent en nombre fini de fois dans D (cf. [12]).

Comme la classe d’équivalence de D détermine celle de D, il est naturel,
pour déterminer ’ensemble des représentations unitaires irréductibles
de G., de donner d’abord la classification des représentations admissibles

de 2(G.).

REPRESENTATIONS ADMISSIBLES. — S1 A€A,, on note B(A) I'espace des
fonctions f sur G, qui vérifient les conditions suivantes :

(1) 'f est continue et K_-finie & gauche;

(1) f(xhu) =< — 7% — o, h>f(x) pour tout x€G,, tout heH, et tout
ueU..

Il est clair que f est déterminée par sa restriction a K.,. Notons ¢, (A)
I'unique élément de B(%) qui prolonge ¢,, (m€22). Les ¢, (1) forment une
base de B(2). On définit, d’autre part, une représentation T, de I(G,)
dans B(2) en posant, pour F€ X (G,) et feB () :

To(l) . /=¥ x f.

On définit aussi une représentation de U (g) dans B(A) en posant, pour
Xea(g) et f€B(M) :

T (X) f=X x /.
S1Q est 'opérateur de Casimir, on voit facilement (cf. [18], p. 167) que ’on a
L% 1) T“,\(.Q):(S&—-I (avec A=1sp—+7).

Les assertions suivantes sont des cas particuliers du théoréme 5.11
de [18] et de sa démonstration.

(I1.4.2) La représentation T, de 3(G.) dans B(1) est irréductible si et
seulement st (posant . =sp +7y) s n'est pas un entier impair. Dans ce cas,

T est équivalente a Tx st et seulement sv )./ = -+ L. Pour tout entier pair m
posons

(I1.%.3) a,,,(l)_a,n(s)—l'< (1—s+|m]| )/F< (1+S+|ml)>

L’opérateur de B(2) dans B(— 1) qui envoie v,,(1) sur an(R) 9. (— 1) entre-
lace T, et T_,.
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(I1.4.4) Soit n un entier impair positif. Le seul sous-espace invariant non

trivial de B(A) (ot % = np+ ¥, % = 0 ou 7 = = signe) est le sous-espace
engendré par les ¢,,(1), avec |m|>>n 4 1. Posons

Yoy = 2 Con(2)

|m|>n+1

et notons Sy, la restriction de T, & V(np+y). Nolons & le caractére

signe; alors Spg.. et S,, sont irréductibles et équivalentes.

(I1.4.5) Soit n un entier négatif impair. Le seul sous-espace invariant
non-trivial de B(np-+v) est le sous-espace

\n"\’(np+x): Z Con(np+y).

lm|<L—n—1
La restriction dy de T, a W (1) est irréductible; d, et di.. sont équivalentes.

Remarque. — Lorsque n = —1, la dimension W(no+ y) est égale a 1.
Il est clair que d_, est associée a la représentation triviale ¢, de G., et
que d_,.. est associée 4 la représentation ¢. définie par o.(x) =1 si x€G,

o . —1 o
et 0.(x) =—1 si x€1G, avec c:[ . 1]'

(I1.4.6) Toute représeniation admussible irréductible de IC(G.) est équi-
valente a l'une des représentations T*A, §‘A ou Jx ci-dessus. De plus, les restric-
tions de T, et Tx+a a J(G,) sont équivalentes. La restriction de gnp a K(G,)
se décompose en deux représentations inéquivalentes S,, et S,, réalisées dans
les espaces

V+(np) = Z Con(np) et V=(np) = 2 G, (np).

m>n-+1 me=—n—1

Remarquez que si F€JC(G,) et si A€A,, opérateur T, (F) est de rang
fini. On a (cf. (7.6.3), p. 274 de [18]) :

H.h.- T (F) = F (khuk—) {1 + p, h> dk dh du.

(IL.k.7) = [ [ [ Fahuke) g b di i da
Nous allons déduire de (11.4.7) le résultat suivant :

(I1.4.8) Sott heH,,hz=~1. Soit FEKX(G.,). On a

f F(xhx)dx=|1— At [ (—2—p h>uTy(F)dh
G/ M ~AY
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Démonstration. — La premiére intégrale est égale a

f F (kuhu—' k) dk du.
K U N

3

1 (At—1u
o 1

On écrit : ubu' = h< > Faisant le changement de variable

u > (7' — 1)7'u l'intégrale devient égale a

|t — 1|1 f F (khuk—) dk du,
K

% E3

en appliquant la formule d’inversion de Fourier sur H, a (II.4.7), on

obtient (II.4.8).
Définissons maintenant les fonctions sphériques. Si [ et m sont deux
entiers pairs et si A€A,, on pose :

(IL.k.9) cym (X, )\):/

<!
YKo

o (A) (x'k) e (K1) dk
et s1 F€ #(G.), on pose
(I1.%. 10) () :f F(x) ci,m (%, ) dx.

Go

Il est clair que l'on a

(ILh.1o) Ty, (F) 00 () =¥, Fron (1) o (1)

m

Il résulte alors de (I1.4.2) que l'on a

”l()\) ﬁl,m(“’“ 7\) = am()\) F[,m (}\)

Ceci étant valable pour tout F€#(G.), on en déduit la relation

(IL.&.12) ar (X)) e (%, — 7\) =au (X)) crm(x, 1).
On a, en particulier, pour tout Fe€ J¢(G,)

(I1.%e. 13) Fo,o(p):Fo,o(—p):[F(X) dx =0, (F);

(.. 14) Foo(p+e) =Fyo(—p+e) :fF(x) 0: (%) dx = 0. ().
G

Si I’on pose

il est clair que G, est produit semi-direct de G. et du sous-groupe {1, 7.
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On remarque que, dans B(%),

“m (T x T_1) =V_m (.ﬁb’)

et que ¢,(x7) =y, T>¢n(x) si A =sp+y. On peut définir T, (1)
dans B(%) par la relation

(I k. 15) Ty (7)) v=L%, TD¥V-m si A=sp+y.

Supposons A €A’ ; d’aprés (I1.4.6), on a
(IL.%.16) ﬁ()\):trT)\-(F) =Ty (F) =F (A +¢)

pour toute fonction Fe€ ¥ (G.). Toujours d’aprés (I1.4.6) on sait que si
Fe¥¢(G,), alors S,,(F) laisse stable V*(np) et V=(np); il est clair
que S,,(7) échange V*(np) et V~(ng), donc

(ILk.17) tr§,,p (7) gﬂp(F) —o pour toute fonction Fede(G).

Plus généralement, d’apres (II.4.15), on a

(IL.A.18) T (r) Th(F) =— trTyyc (v) Thae (F) pour toute fonction Fese (G).

Les trois remarques ci-dessus seront utiles pour dériver la formule de
Plancherel pour G. de celle pour G..

Avant de déterminer les classes de représentations unitaires irréductibles
de G., rappelons celles de G.. Il est bien connu depuis Bargmann [1] que
les représentations unitaires irréductibles de G.= SL(2,R)/{+ 1} sont
équivalentes a4 I'une des représentations ci-dessous.

(IT.4.19) (1) La représentation D dont I’espace des vecteurs K. -finis
est B(sp) avec, soit
Re (s) o (série principale),
soit
Im(s) =o et |s] <1 (série supplémentaire).

~

La représentation associée est T,,;

(i) Les représentations D; et D,, ou n est un entier positif impair,
dont Vespace des vecteurs K -finis sont V*(ng) et V7 (np) et dont les
représentations associées sont S*(np) et S~ (np);

(iii) La représentation &, triviale.

On en déduit alors que toute représentation unitaire irréductible de G,
est équivalente a I'une des représentations ci-dessous.
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(I1.4.20) (1) La représentation D,,,, avec, soit Re(s) =o (séries prin-
cipales), soit Im(s) =o et Is} <1 (séries supplémentaires) avec la repré-
sentation associée Dsp+/“—Tsp+/ Par restriction a G les representatlons
Dy;4y sont équivalentes a D..

(i1) La représentation D,, ol n est un entier positif impair, dont la
représentation associée D, = gﬂp. Par restriction 4 G, on a D,=D;@ D;.

es , . N N
(111) Les représentations o, et 0. constantes sur les composantes
connexes.

MOYENNE SUR LES ORBITES ELLIPTIQUES. — On pose

F(ng) =trD,(F)
pour toute fonction F€ ®/G_), et on rappelle que I’on a posé f*\’(/ ) = tr D, (F)
pour A€AL. On pose également

A=iv(A)p+y.
Lorsque o <0 <7, on a

) . ch<g—9>v(7\)
I ] : P A fr 3
(.. 21) [ F(zh(0)x") doe = /\‘“ C},Ev(z) (1) db
2

! D) f’(n\o) sin(n0),

TTSinG i
n>0
impair

k(e):[c_ose —sine]'

sinf cosf

avec

Nous ne démontrerons pas cette formule; indiquons simplement comment
on peut se ramener a la formule analogue pour G, = SL(2, R)/+ {1} qui
est, elle-méme, un cas particulier de la formule bien connue pour SL(2, R):
Toute fonction f€H(G,) s’écrit pour la forme

F(z) =V (z) +F,(72),

avec I', et F,€®(G)), et on se raméne a un probléme sur G, grace aux
remarques (I1I.4.16, 17 et 18) et a la description des représentations
unitaires irréductibles, ensuite il convient de comparer des mesures de
Haar avec celles utilisées par exemple dans [11]. Il est classique d’en
dériver alors la formule de Plancherel :

(11.%.22) _F(I):/if (;)Lh<7”(7 )1«(x)¢/x+4 3wl (np)

n>0
impair
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pour FED(G,) et A=1v(A)po+ .

Remarque :

[\Zﬁ(l) d}:;é/ﬂ:w?(iv‘oﬂ—x)dv.

L’espace 8(G,), ET LA TRANSFORMATION DE FOURIER.

a b

St x= <c d>€GL(2,' R), posons

s @B D4 -
(TL.h.23) 1= 1P = g =gy

il est clair que cette fonction est, en fait, définie sur G_= PL(2, R).
On vérifie immédiatement que

[kx[=[xk(=[x] pour keK,.

(I1.4:24) L’espace S(G,) est Uespace des fonctions numériques sur G,
K, -fintes a droite et a gauche, indéfiniment différentiables et telles que

Py () = sup [ X % F ok Y(x) [ %[ (r+log[[x[])" <+

XE€ G

quels que soient X et YEL(g) et r€R. On munit $(G,) de la topologie
fournie par ces semi-normes. Les injections

JC(Gw)C_>:S(Gw)C._>L2(Gw)

sont continues et & images denses. §(G_) est une algébre topologique pour
le produit de convolution (cf. [8]).

Remarque. — On a $(G_)CcL*(G,), mais il est faux que $(G_)cL*(G)) :
en effet, ||| >€8(G,) mais n’est pas intégrable. :

Une forme linéaire continue sur $(G) sera appelée une distribution
tempérée.

Remarque. — Vu I’hypothése de K-finitude des fonctions de $(G,),
il n’est en général pas vrai qu'une ¢« distribution tempérée » soit

dans @'(G) (*).
On peut démontrer que I'intégrale

(T.h. 10) (1) :f F(x) Cpm(x, 1) dx

(®) Bien que contraire a 'usage, nous employons le mot « distribution » pour les formes
linéaires continues sur 9¢(G,) méme si elles ne se prolongent pas a @(G,).
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est convergente pour F€$(G,) lorsque 2~ €A’ et lorsque ~ =np avec ||
et |[m|>>n-+41. Comme F est K -finie & droite et a gauche, les fonc-
tions 1 (%) non identiquement nulles sont en nombre fini. Par défi-

nition, la transformée de Fourier de F€S(G,) est la fonction I sur
AU (2N +1)pC A définie ci-dessous :

(i) Pour 2. €A”, (1) est la matrice | ', ,,(A) |, I et m pairs, dont les coelli-
cients sont nuls dés que [ et m sont assez grands pour tout 2 €A’. Les
fonctions

X > Fl,m. (txp—+y)

sont dans I'espace de Schwartz S(R) des fonctions a décroissance rapide
ainsi que toutes leurs dérivées.

(ii) Pour A =np, n entier posi'tif impair, F(np) est la matrice | ¥, ,,(np) |
avec |l|et|m|>n-1,l et m entiers pairs.

F(ng) a un nombre fini de coefficients non nuls et est nulle dés que n
est assez grand. '

(ii1) @ () Fpm(— ) = an(X) Fp m()) pour A€A”.

(I1.4.25) La transformation de Fourier ¥ —~TF est un isomorphisme
de S(G_) sur Pespace des fonctions T vérifiant les conditions (i), (ii) et (iii)

ci-dessus (cf. [8]).
Nous poserons ﬁﬁk):tr (1) pour les fonctions F€S(G,). On voit
que si L€ A alors (L) €S(AL) ~S(R) P S(R).
(I1.4.26) Soit I une distribution tempérée sur G_, centrale, i.e. telle que
[(F, % F,) =1(F, % F,) |
pour toute fonction F, et F,€S8(G_). Alors il existe une distribution p.

sur 8(AY) et des nombres a, (n entier positif tmpair) tels que pour toute
fonction F€8(G,), on ait

I(F) = F () dp(h) + Z a,,ﬁ(np).
AY >0
n impair
Démonstration. — Tout d’abord, d’aprés le théoréme d’isomorphisme

(I1.4.25) ci-dessus, il existe des distributions tempérées ., , et des formes
linéaires M (n) telles que

1E) =3, [ Fon() dpan () + 3, CFing), M) .
l,m A% .

n>o
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Il est bien connu en algébre linéaire que puisque

¥\ (np) Fs(np), M(n) > =T (np) F\ (np), M(n) ),
alors
<ﬁ(np), M(n) >= a,ltrﬁ(np) :anﬁ(np).

Soient maintenant, [ et m deux entiers pairs, nous allons prouver que les
fonctions de la forme «f3, ou « et €S (AL) vérifient

a(d)

(@) x(3) = 28 5~ 1),
(®) B0y =6,

sont denses dans l’espace des fonctions YE€S(AL) qui vérifient

dl(l)
am()\)

(e) T() = T(=H)-

Il suffit de démontrer cette densité pour les fonctions & support compact.
Soit donc y une fonction de S(AY) vérifiant la condition (¢) ci-dessus,
et & support dans un compact V. Soit ¢ une fonction de S(A%) égale a 1
sur V et vérifiant

YAy =4(— ).

D’autre part, les fonctions a, (1) sont de module 1 lorsque 2 € A", on choisit
la détermination continue (et donc aussi indéfiniment différentiable)

pour y/a,(2) dans chacune des deux composantes connexes de A", qui
vaut 1 pour A =0 et A =z¢. Il est clair que l'on a

v () =y M) Vae 7y @ (— D) [[Y () Vao (— ) @ () ],

d’ou trivialement 1’assertion de densité.

En utilisant les matrices F(%) et F/() dont les seuls coefficients non
nuls sont
Floy=a0) e F )=,
on volit que

fa()\)ﬁ(k)dw,,,l()\):o, I#m
Ay
et
[a(k)ﬁ(hdw,zm:fa(mmflm,o(x).
o A% ALY

La propriété de densité ci-dessus montre que ’on peut choisir p; = o0
s1l5£ m et Py, ;= Lo, pour tout l. En posant (. = ,,, on a prouvé (I1.4.26).
Ann. Ee. Norm., (4), IV. — Fasc. 2. 35
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(IL.4.27) Coefficients de la série discréte.

Soit n un entier positif impair, et posons

n—+1

fn<a b>: [(a—\—zc—i—d—zb)"] : S ad—be>o,

c d 4 (ad — be)
o si ad — bc <<o.

La fonction f, est invariante par le centre de GL (2, R), et définit donc
une fonction sur G,. Il est clair que f,€38(G.) et que

Sulk (0 %] = fulx h(0)] = etl00 £ (x).

On vérifie, de plus, que
Qx fu=(n2—1) fr;

donc f, est proportionnelle a la fonction
X = cn—H)n—H (xa ”P)»
mais comme ces deux fonctions valent 1 en x =1, elles sont égales.

UNE apPLICATION DU THEOREME DE PALEy-WienNer pour SL (2, R).
— Soit s — F (s) une fonction numérique holomorphe de type exponentiel
a décroissance rapide sur 'axe Re(s)=o0 [i.e. z+> F (iz) est la trans-
formée de Fourier d’une fonction de @ (R)]. On suppose, de plus, que

F(s) =5 (—s).

Soit r un entier pair positif. Le théoreme de Paley-Wiener ([7], p. 17)
nous apprend qu’il existe une fonction F € ®(G)) dont la transformée
de Fourier vérifie

]»"}, m—0 si l# m ousi [=m Hr,

F;.,,,(sp—i—x)::i?(s) lorsque Re(s) =o.

Comme F’ € ®(G)), ceci entraine les relations suivantes :

~

F,. . (np)=25(n) sl r>n-+1>x2

et également
0 (F)=9d.(F)=o0 si ro,

5(1):6(,(F’):65(F’):fF’(x)dx s r—o.
Gl

Nous choisissons maintenant un entier impair positif n. Soit
fonction comme ci-dessus, vérifiant, de plus

[
o
=
)

F(n)=1.
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Appliquons le procédé ci-dessus avecr =n 41 et r=n —1, et notons I
la différence des deux fonctions obtenues, Nous pouvons énoncer la
proposition

(I1.4.28) La fonction F est un élément de H(G)) vérifiant les relations
sutvantes :

(i) F)=o0sin€A’; F(mp)=o si msZn;
(i) Fonnp)=osil=£n+1oum=n-+r; Fn+,,n+,,(np)=ﬁ‘(n‘o)=1;

(i) Sin=1:0,(F)=2¢.(F)=—1; sin>3:8,(F)=2¢.(F)=o.

Cette proposition résulte en effet immédiatement de ce qui précede,
st 'on se rappelle que

F‘(l) :Z f?[’l()\) :ﬁn+1,"+1(7\) +Fn—1,n—l()\):57(s) — F(s),
! .

lorsque A =sp 4y €AY, et que
lA"(mp): Z I‘T‘,,/(mp).

]/[}11.4;1

[Notez que T/, ,.(np) n’est pas défini si || ou |m|=n—1.]

Remarque. — Soit £ 'espace de D,; notons £, C £ le sous-espace des
vecteurs x tels que
D, (k(0)) =g,

On sait que £,5%0 si et seulement si [m|>n 1. L’assertion (ii) de
(IT.4.28) montre que D, (F) est la projection orthogonale £ — £2,.,.

5. La transformée de Fourier a l'infini du terme complémentaire.

"Nous fixons dans ce paragraphe une fonction F, sur le groupe G, des
adeéles finis, qui est K, -finie a droite et & gauche, et & support compact.
Nous allons calculer dans un cas particulier I[(F_ F,) en fonction de la
transformée de Fourier de F .

Nous allons montrer que

(I1.5.1) La forme linéaire
P >0LF @F,)

définte pour F_€ 3 (G,), se prolonge en une forme linéaire continue sur $(G,),
Cest-a-dire définit une distribution tempérée sur G,.



272 M. DUFLO ET J.-P. LABESSE.

Remarquons d’abord que, d’aprés (11.3.42), on a

asey ety =1 % [ [ O ) s

teqr RVR

+Z f Sps { (F% (3., ) PE(3,, 1) M(Z, ) M'(5, — 1)) | dA

— i 2P+ Y e @) B D)

)/“0 GEQ*

pour toute fonction F_€ J(G,).

Soit maintenant F_€$(G,); par définition de cet espace, pour tout
nombre r, on a

|F(x) | <[ = [~ (r+log[[x[))~"

pour tout x€G_.

On en déduit que la forme linéaire

(IL.5.3) F”l—>gFm(E):f]?';<§ l:)"“
“R

est une distribution tempérée, puisque si r >1, on a

o £2
[["‘( >(l 4[[1—}—10 gli+ S ud)™ du <+
R \/l—l—F—i—u

De méme, la forme linéaire
Fw»ﬁ{;(%w,l):/‘fng(khu)<—}.+p,h>3w(k)*dkdhdu
KoY Hov U,

est une distribution tempérée, qui est de plus bornée, lorsque A€A*

et &, €K_ (ensemble des représentations unitaires irréductible de K_).
En effet, on a

BEYER Méfff;Fg(khu)<p,h>dkdhdu
Ko .Y Uy,

<waAfUN<P, k| khu||~* (1-+ log| khu | )~ dk dh du,

\

et comme | kz| = ||2||, on est ramené & étudier la convergence de 1'inté-

grale double

o —1 2\)—r
f [1+log(h + A+ u?)] &'h du,
+ JR Vi + 5w
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qui, par le changement de variable u - u/h+ kA, devient

f f d*hdu
\/1 w? {[log (1 + w?) +log(h + A=)] 41} v

intégrale dont la convergence équivaut a celle d’intégrales du type

dud'h du dh
{[logu +logh] + 1} f u/z‘logu/z—|—1}

or cette derniére intégrale couverge lorsque r>2. En remarquant que
Papplication F_—Q"x F_ est un endomorphisme continu de $(G,) par
définition de cet espace, et que, si A =sp 4, on a

(% FL) (3., 1) = (s — 1)L (7, ),

on en déduit la proposition suivante :

(I1.5.4) Il existe une semi-norme (., continue sur S(G,) telle que
[FE (5, sp+ ) [ < ([ s D) pa(FL).

Rappelons qu’une fonction F_€8(G,) est K_-finie.

Comme F*(3_,2) F;‘}(Srf, A) est nul pour presque toute représentation
$=5.0%, que |F%%, 1)|LF5Gd, o) et que M(%, A)M/(3, —2) est

a croissance polynomiale sur I’axe imaginaire pur, il est alors clair que

(IL5.5) F »2/ Spif (5, 1) F (3, M) M(Z, )M (3, — 1)} da
An

est une forme linéaire continue sur $(G_). Il en est évidemment de méme de

(11.5.6) F,>— %ZXZ:,O £ 0 Fr(0)-

Nous devons encore étudier la convergence de I'intégrale

(IL.5.7) fnfRFg;G (E—I:u+t>%dztdt

lorsque F_€8(G,), ce qui revient a étudier, lorsque £ 51,

[ [14+log(t+ (w+ )] loglt] du dt,
Vit (1) I+
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soit encore, d’apres (I1.3.28),

nf[' +log (1 +w?) |~
R V14w

logy/1 + «* du,

qui converge lorsque r > 2; et lorsque £ =1

Pl log(r+ 2)]—"
R \/l+t2

log|¢]dt,

qui converge également lorsque r > 2.

Pour montrer que I(F_ @ F,) se prolonge en forme linéaire continue
sur 8(G,), 1l nous reste & montrer que les sommes en £ sont finies. Ceci
résulte du lemme (11.5.8) ci-dessous et de ce que

F(ugu')= F<§ (1 _IE’) u>-

(I1.5.8) Soit B un compact de G,. Le nombre de classe de conjugaison
sous Ga, d’éléments Q-hyperboliques de Gq, qui rencontrent B est fini.

Démonstration. — La fonction x — (trx)*/detx est une fonction continue
sur GL (2, A), invariante par le centre et par automorphismes intérieurs.
Elle définit par passage au quotient une fonction continue sur G, constante

sur les classes de conjugaison, et dont la valeur sur I’élément [§ (1)]

est £+ £7' 4 2. Mais un compact de A, ne peut contenir qu'un ensemble

fini de nombres de la forme £ 4 £7* avec £€Q* (puisque toutes les normes

p-adiques du numérateur comme du dénominateur de £ sont bornées).
Cect achéve de prouver (II.5.1).

I(F) commE pISTRIBUTION CENTRALE. — La proposition (11.5.1) permet
de définir I(F) par continuité lorsque F=F,QF_avec I'_€8(G,). Elle
admet le complément suivant :

(I1.5.12)  Soient F_ et F_€$S(G,). On a
Q@ (F k)] =1{F,Q (F xF,)].

Démonstration. — 11 suflit naturellement de la prouver lorsque F_ et F/,

sont dans #(G,). Posons, d’autre part, lorsque F€#(G ), et avec les
notations de (1.7),

JIF)y=uT,F)—alF()— Z (.(.],)f F(xyx')dx.

YE(Gy) 6o/
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Rappelons que T4(F) est tragable d’apres (I.2.7) et que les sommes et

intégrales ci-dessus sont convergentes d’apres (I.7.2). Il est clair que J
est une distribution centrale sur G [i.e. J(F %F )=J(F % F_) pour
tout F_ et tout F/, dans J¢(G,)]. Mais, d’aprés (I 4),

J(F)H)Y=IF,QF,)
lorsque F_ € (G,), ce qui prouve (I1.5.12).

Les propositions (I1.5.1) et (IL.5.12) permettent d’appliquer la pro-
position (II.4.26) a la distribution F_—~I(F_® F,). On a donc prouvé
assertion suivante :

(I1.5.13) Il existe une distribution tempérée 1.(F,, 1) sur A" et des cons-
tantes a,(F ;) (n entier positif impair) telles que U'on ait

1(F, ®F/>—f BL(0) dp(Fo, )+ X @(F) P

n>0

n impair

pour tout F_e€$8(G)).

[Pour la définition de F(n) et I'(2), se reporter au paragraphe 4.]

Nous n’étudierons pas ici les distributions (.(F/, ); indiquons simplement
que dans le cas particulier ou F, est la fonction caractéristique de Kj,
on calcule assez facilement p.(F, 1), ce qui redonne le terme complémentaire
pour SL (2, Z) donné par Selberg dans [20]. Nous allons maintenant cal-
culer les nombres a,(F/). '

Pour cela on remarque d’abord que ’on a la proposition :

(11.5.14) Soit F_e€8(G,) une fonction telle que

f Ik (khu) du—=o

=

pour tout k€K et tout h€ H. Le terme complémentaire se réduit a

L(F,QF,) =n1 eww ffb <£ (&—‘)”+t>l°g|‘| du dt.

En effet, il suffit de constater que ceci implique
FE(Z, ) =0 et g (E)=o
pour tout 3, A et k.

Pour calculer a,(F/) il suffit donc d’appliquer la formule ci-dessus & un
coeflicient bien choisi de la représentation D, de la série discréte.
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Remarque. — Le probléme se poserait en des termes identiques en une
place p>£00 pour les représentations « absolutely cupsidal » définies
dans [18].

Un exemple typique de fonction vérifiant les hypothéses de (I1.5.14)
est la fonction

F, (X) = cur1,ne1 (X, 12D)

décrite en (11.4.27). (Ici, n est un entier positif impair.) Dans ce cas, on a

. u .
l‘!.‘o<E ):0 si <o,

o 1

[ Ly, .
Y I B T e R B e R

Nous supposons %Z>o0, et pour calculer les termes intervenant dans
(I1.5.14), nous commencgons par calculer

(11515) /\([(24“1)-}—Il,—l-l)*"*lltl"'_] dt
“R

pour u€R et o <z<<n-H1.
Posons a = (t(£+1) + w)™". Alors (1I.5.15) vaut

a"“{ f (1 + at)="=1t>—1 dt + f (1 —at)y 15— de .
0 [

Pour un nombre complexe x€]— o0, o], nous choisissons la détermination
de arg(z) qui est entre — = et 4 w. Par exemple, puisque Im(a)> o,
arg(— a) = arg(a) — . La formule (19) p. 310 de [2] montre que (II.5.15)
est égal a

a'B(z, n+1—35) (a4 (—a)y?)=a"" =B (5, n+1—3) (1 + 7).

Le premier terme non nul du développement de (I1.5.15) est done

ita"B(1,n) (s —1)=imn"({(E+1)+u)"(5—1).
On obtient donc la formule suivante :
. 1
(11.5.16) ffi(uﬂ— t)log( il[)dt:i7rn—"gz('l+')(gt')zz+n(l'('&+I) +u)"
R
(pour £> o0 et w€R). On a, en particulier,

(IL5.17) [ rtog(epyde=—"T.
R

n
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‘Nous calculons maintenant, en supposant 2> o0 et £5£1,

(11.5.18) f(1+u2)—1(i(£_+1)+(i—l)u)—"du-
“R

On emploie la méthode des résidus, en distinguant deux cas suivant
que £>1 ou £<<1. Dans le premier cas, ¢ est le seul péle de la fonction
- & intégrer dans le demi-plan supérieur, et dans le second, — i est le seul
‘pole dans le demi-plan inférieur. On trouve que (I1.5.18) est égal & (2:&)™
st &>1, et a (20)" s1 0o<<Z<r. Il résulte alors de (II.5.16) que 'on a

(11.5.19) fffi(('g—l)u—i—t)(l+u2)*’log([tl)dudt:—2n2n—‘E§[sup(£,E“‘)]_En
RYR

pour £>o0 et £5#£1. [Cect est vrai d’ailleurs aussi pour £=1 d’apres
(I1.5.17).] D’autre part, d’apres (1I.4.27), F_(n) est égal a4 4mn?, et
F_(1)=o0 pour tout A€A’. 1 résulte alors de (I1.5.13), (I1.5.14)
et (I1.5.19) que l'on a le résultat suivant :

(I1.5.20) Soit n un entier positif impair. St a,(F,) est défini comme

en (11.5.13), on a
a(Fp)==1 3 lswp(t e] 28 [ 135 ) du.
As

teq
>0
Remarque 1. — On a
(IL.5.21) Egr(E) =t gr(E).

En effet, il est facile de voir que

(11.5.22) f F{}(x[@ °]x-1>dx
Go/H, o 1

ne change pas quand on remplace x par xw, et donc ne change pas quand
on remplace £ par . Une relation analogue a (I.1.5) prouve que (II.5.22)
est égal a

F(ugu) du.
Us

Comme la multiplication par (1—&) dans A, a pour norme |1— [,
cette derniére intégrale est égale a

-3l )
BRI AR
Ann. Ec. Norm., (4), IV. — Fasc. 2. 36



278 M. DUFLO ET J.-P. LABESSE.

ce qui prouve (II.5.21). On peut aussi déduire (II.5.21) de la rela-
tion Z(F, sp, &) = Z(F, sp, £*). Compte tenu de (II.5.21), on a

1 1
. RIS
(11023) au(b./)_ 9 Z& 2»[

teqr A
E>0

!
K gou avee ' — sup (£, -1
l./<0 l>a’u, [avec &' =sup (&, &71)].

Rapprochant (I1.5.13) et (I1.5.20), on obtient le résultat suivant :

(I1 .-5.44) Soit F, une fonction K- finie a droite et & gauche sur G, a support
compact. Soit F_ un élément K _-fini a drotte et & gauche de ®(G,) [ou
de 8(G_)] -vérifiant la condition suivante :

(11.5.25) F¥(hu)da—o0 pour tout hell_.
U.

(C’est équivalent a : F_. (M) =0 pour tout L€A".) On a

1—n — 4 ,
I(F0®Fw>:2Fw<n>{~—; > () '{)duz,
n Ay

tear

&>0
ot n parcourt Uensemble des entiers positifs impairs et ow Uon a posé
¥ r r—t
g'=sup(E 7).

Remarque 2. — La proposition ci-dessus est énoncée dans [5] avec une
erreur : Dans la proposition 2 de [5], il faut lire inf(1, £) et non sup (1, £7*).

6. Application : la trace des opérateurs de Hecke.

Dans ce paragraphe, on montre comment obtenir des formules pour
la trace des opérateurs de Hecke opérant dans des espaces de formes
automorphes holomorphes paraboliques. Dans le cas des formes modulaires,
on retrouve la formule d’Eichler-Selberg. La méthode (a part I'utilisation
des adeles) est celle de Selberg, elle consiste a appliquer, dans un cas
particuliérement simple, la formule des traces de Selberg.

Rappelons que nous notons G, la composante connexe de G,. Nous
considérons un sous-groupe ouvert compact M de G,; en général, ’espace
M X G\ G,/Gq est fini. Nous supposerons pour simplifier que I’on a

(11.6.1) Ga=— (M x<G_)Gq e <eb.

Nous posons I'=MX G, NGq, et nous notons ‘par la méme lettre les
projections de I' sur G_ et sur G,. Posons I'= G, NI Il est clair que I'
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est un sous-groupe discret de G_, que le volume de G_|I' est fini et que
G, /I'=G_/I" puisque G,I'=G,. Nous fixons, d’autre part, un entier
posttif impair n. Nous considérons le sous-espace A (n, I') de L*= L*(G,/Gg)
formé des fonctions f qui vérifient :

(1) f(mzx)=f(x) pour tout m&M et tout x€G,;

(i) f(k(0)x) = ¢"*"*f(x) pour tout 0ER et tout x€G ;

(111) f est vecteur propre de Q pour la valeur propre n*—1i.

D’aprés (I1.6.1), f est déterminée par sa restriction & G,. Notons H
I’ensemble des points de G de partie imaginaire > o. S1 z€ H, et si x est

I'image de <f Z)ESL(z, R), on pose xz = (az+ b)[(cz+ d). La relation
¢ (xi) = (ci +d)" f(x)

permet de définir une fonction ¢ sur H, et il est bien connu que I’appli-
cation f->¢ est une bijection de A(n,I) sur Pensemble des formes auto-
morphes holomorphes paraboliques de poids n-+1 pour le groupe I,
c’est-a-dire ’ensemble des fonctions holomorphes sur H telles que

b ,
d]EF ;

a

(1) 9(vz) = (cz+d)"*" 9(z) pour tout z€H et tout y= [
(11) ¢ est parabolique.

c

Notez que, d’aprés (1.4.8), A(n,I') est contenu dans L). En fait, la
propriété (ii) ci-dessus prouve que l’on a méme A(n,I)CL. On peut
naturellement établir cette inclusion sans passer par 'intermédiaire des
formes holomorphes.

Soit F, une fonction M-invariante a droite et a gauche sur G/, a support
compact. L’opérateur T (F,) laisse stable A(n,I') et nous noterons Q,(F/)
la restriction de T(F,) a A(n,I). (C’est un opérateur de Hecke.) Nous
allons calculer la trace de Q,(F).

Pour cela, rappelons que nous avons prouvé [cf. (I1.4.28)] qu’il existe
une fonction F_ dans JC(G,), qui vérifie les conditions suivantes :

(1) D,(F,) induit l'identité dans le sous-espace (de dimension 1) de
Pespace de D, formé des vecteurs f tels que D, (k(0)) f=e'"*""f (pour
tout O €R) et o dans 'orthogonal. Ceci implique que Ir, (n)=1;

(11) ls'w(‘/;) =0 pour tout L€A_, et la‘w(m) = o0 pour tout entier positif
impair m 7 n.

Rappelons que ces conditions impliquent que trD(F_) = o pour toutes

les représentations D de la série supplémentaire et que

00 (F)=0.(F,) =— 04,
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en posant 8,,=o0 si n341, et 8,,=1. Comme G_ est de type I, on sait
que L; est la somme directe des sous-espaces G,-invariants L;(D), ou D
parcourt I’ensemble des classes de représentations unitaires irréductibles
de G_, et ou la représentation de G_ dans L} (D) est isotypique de type D.
De plus, la représentation naturelle de G, dans L;(D) est isomorphe au
produit tensoriel d’une représentation de G, et de la représentation D de G.
Il en résulte aussitot que la trace de la restriction de To(F@ F_) a L} (D)
est nulle, sauf si D =D, si n3£1, et sauf si D=D, ou ¢, ou &, si n=1.
Remarquons maintenant que A(n,I') est exactement le sous-espace
de L3(D,) formé des vecteurs [ qui sont M-invariants et tels que
T(k(0)) f=e"""""" pour tout O€R. Il est clair, en effet, que A(n,I)
contient ce sous-espace. Réciproquement, si f€ A (n, I'), alors f est contenu
dans la somme des L}(D) pour les D tels que D(Q)=n*>—1 et qui
contiennent un vecteur se transformant suivant la représentation
k(0) > e~1*9% de K. D’apres la classification de G_, on voit que D = D,.
Il est immédiat que la restriction de T.(F,QF,) a A(n,I') est égale
a Q.(F,), et que la restriction de Ty(F,@F_) a I'orthogonal de A(n,I)
dans L}(D,) est nulle si n>21. Supposons maintenant n=r1, et consi-
dérons la restriction de T.(F,@F,)) a L}(2.) (avec ¢ =o0 ou 1). Elle est
égale a la restriction de — Ty(F/), et en particulier est nulle dans ’ortho-
gonal de I’espace des vecteurs M-invariants. Par restriction a G_, le sous-
espace des vecteurs M-invariants de L;(5.) s’identifie 4 ’espace des fonc-
tions I-invariantes sur G, proportionnelles & ¢.. Il est clair qu’il est nul
vu les hypothéses sur I' si e £ 0, et formé des fonctions constantes si ¢ = o.
On a donc prouvé en définitive

(I1.6.2) ter(Ff®Fw):trQn(Ff)—Sl,,,f F/(x)dx.
Gr
Posons F=F,Q F,. La formule des traces donne (cf. 1.7) :

(11.6.3) T, (F)=aF(1) + DF(xyx) dx +1(F).
GA/GQ Gy

Nous calculons les termes intervenant dans le membre de droite de (11.6.3)
en fonction de F, Tout d’abord, on a [d’aprés (I1.4.22)] F_(1) = n/4m,
et [d’apreés (1.3.39)] «==/3, de sorte que 1'on a

(I1.6.4) aF()=nF/(1)/12,
Pour calculer le second terme, on utilise la formule

(I1.6.5) f Fx)dx=vol (M) [ f(x)dx
GA/GQ Go/ I
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valable pour toute fonction intégrable M-invariante intégrable sur G,/Gq.
D’apres (1.7.2), on voit que le second terme est égal a

(I1.6.6) vol(M)f 3 Fy (1) F, (xyx) dx.
r

G/

On note G_(Y) le centralisateur dans G, d’un élément Y€E€L', et on choisit
une mesure de Haar sur G, (y). On note I'(Y) le centralisateur de y dans I'.
On note enfin {Gylr 'ensemble des classes de conjugaison sous I' d’élé-
ments de Gg. En raisonnant comme au paragraphe (I.7), on voit que

(I1.6.6) est égal a :

vol (M) ¥ vol(G,, (1)/T (1)) Fr () F,(x7x") dx.

TN Ge/Gn (Y)

Un élément y de G; peut étre R-hyperbolique ou R-elliptique. Dans
le premier cas, il résulte de (11.4.8) que l'intégrale

f F,(xyx)dx
Ga/Gw ()

est nulle. Si vy est R-elliptique, il est conjugué (sous G_) d’un élément de la
forme k(0,), avec 0,¢Z= (°). Alors G, (Y) est conjugué de K, ou de K,.

Il résulte alors de (II.4.21) que I'on a

f F(xyx™)dx=—sin(n0,)/sin(0y).
G

oo

En définitive, si S désigne un systéme de représentants de ’ensemble des
classes de conjugaisons sous I' d’éléments R-elliptiques de Gq (7), on voit
que si on note w(Y) Pordre de I'(y) (I1.6.6) est égal a

| ~—st(~{)’1 (sin (70,)/sin(0,)) F s (7).

TEs
Remarquons qu’il n’y a qu’un nombre fini d’éléments de S dans le support
de F/‘.
Enfin, d’aprés (I1.5.24), on a

(F,QF,)=— é 2 E‘,’E“—") C[A F’}<[i L{’]) du  [avec F'=sup (E, £7)].
CEQ*
E>o0

(°) On peut choisir 6, € ]o, g] » en effet k(0)k = (0 + =) et tk(®)r—t = k(—9).

(") Remarquons que puisque te€T, si y est R-elliptique, alors y—! est conjugué de v.
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On a donc prouvé la proposition suivante :

(I1.6.7) Soit M un sous-groupe ouvert compact de G, vérifiant la rela-
tion (11.6.1). Soit n un entier positif impair. On pose ' = MX G, N Gg;
on note S un systéme de représentants sous I' de Uensemble des classes de
conjugaisons d’éléments R-elliptiques de Gg; st YEL, on note w(y) Uordre de
son stabilisateur dans T'. On pose &' =sup(t, £7'). Soit F, une fonction
M-invariante a droite et & gauche, a support compact sur Gy, la trace de
Vopérateur de convolution Q,(F,) est donnée par

trQu(Fr) =0, f Fr(x)dg+nF,(1)/12
Gf

— vol (M) Zw ()~ F/(y) sin (n0y)/sin (0,)

YES

! EE’%“"”’/L m(k[i’ ‘I"]k~1>dkdu.
Kfvay

T
Nous allons considérer le cas ot M = K. Soit m un entier > o. On note 7,
la fonction caractéristique de l'image dans G, de %,, 1’ensemble des
matrices de GL(2,A,) & coefficient dans O et & déterminant dans mO*.
Calculons les termes figurant dans (I1.6.7). Il est clair que 7,(1) =o,
sauf §’il existe h€Q tel que h> € mO*, c’est-a-dire si m est un carré. Consi-
dérons ensuite I'intégrale

(11.6.8) Lfm([i ‘:]>d1¢.

S

\

Elle est égale, pour tout beA*, a

[l o [ 3

On voit donc que (II.6.8) est nulle, sauf s’il existe b€ O tel que b£€O
et b*2€mO*. S’il existe un tel b, il en existe un qui est entier positif,
et (I1.6.8) est égale & b=|b|,'. Dans le dernier terme de (I1.6.7), nous
regroupons les éléments correspondant a % et &'. Le dernier terme
de (I1.6.7) est donc égal a

I

1
o)

(1—n) 1 n
— m? { 2 b+ 5 s<7n‘1>m'- l,

blm ‘
brm

>= o si m n’est pas un carré et :(m

©

ofR
j=

)

n

ou l'on a posé E(m )=1 sinon.
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Il reste a calculer f Tn(x) dx. Puisque 7, est K -invariante, cette
er

intégrale est égale au nombre de classes modulo K, contenues dans le
support de T, ; ou encore au cardinal de $,/GL(2, O,); ou encore au nombre
de sous-réseaux d’indice m de Z*, comme on le voit en considérant la repré-
sentation naturelle de dimension 2 de GL(2). On sait que ce nombre

estz b.

blm

Lorsqu’on identifie A(n) et ’espace des formes modulaires paraboliques

1
. . , . . N shk—1 N
de poids k= n -+ 1, Popérateur Q,(7,) s’identifie & m* Ti(m), ou T(m)
désigne 1'opérateur de Hecke classique. On a donc prouvé la formule
suivante : ’

1
(I1.6.9) Soient k un entier pair >>o0, et m un entier >o. Posons s<m2> =1

1

st m est un carré et a(m") = o stnon. La trace de opérateur de Hecke T\(m)
(opérant dans Uespace des formes modulaires paraboliques de poids k) est
donnée par la formule sutvante :

m N\ 3 /“"_[ ‘.lk‘1
wT(m) = 02,/(21) -+ c\m? . m?
I

blm

— 2 cx’(*{)—U)L%k_’sin((/.’—l)OY)/sin(OY)

YESNT,

(B

blm
brm

(On a posé 3;, =0 st k£ 2 et 8, =1 si k=2.)

La formule (I1.6.9) n’est rien d’autre que la formule d’Eichler-Selberg :
cf. [9], [17] et [20]. ‘ v
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