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INTRODUCTION.

Soit G = PL (2) le groupe quotient de GL(2) par son centre. On note A
Panneau des adèles de Q ( J ) . Ayant choisi une mesure GA-invariante
sur GA/GQ, nous notons Lj la somme des sous-espaces fermés GA-inva-
riants minimaux de L2= L2 (GA/GQ) et Ta la représentation naturelle
de GA dans L^. Pour des fonctions F sur GA assez régulières, on sait que
l'opérateur T^(F) a une trace. En IQÔÔ, A. Selberg a donné, dans [20],

(1) Pour simplifier Fexposé nous n^avons pas traité le cas d'un corps de nombre de
degré fini ^ i sur Q.
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une formule pour calculer cette trace et déterminé une classe de fonc-
tions F pour laquelle cette formule est valable. (En fait, Selberg traite
aussi du cas des groupes fuchsiens que nous n'abordons pas ici.) Comme
Selberg n'a jamais publié ses démonstrations, et comme d'autre part les
applications de sa formule sont de jour en jour plus importantes
{cf. [17], [18]), il nous a paru utile d'en rédiger une.

Dans cette première partie, nous prouvons une formule des traces, pour
les fonctions F du type suivant : soit K le sous-groupe compact maximal
standard; alors F est une fonction régulière à support compact sur GA,
K-finie à droite et à gauche. Ceci suffit pour les applications aux formes
automorphes holomorphes pour les sous-groupes de congruence de GR.
Dans une seconde partie, nous prouverons la formule des traces avec des
conditions plus faibles sur F, ce qui est nécessaire aux applications à la
fonction zêta de Selberg.

Un mot sur le plan de ce mémoire : dans le premier chapitre, on prouve
que Trf(F) est à trace et donné par un noyau, ce qui nécessite la décom-
position de la partie continue de L2. La transformation de Selberg ramène
alors le calcul de la trace de T^(F) au calcul des valeurs moyennes de F
sur certaines orbites de GA agissant dans lui-même par automorphismes
intérieurs et au calcul d'un terme complémentaire. Il n'y a évidemment
rien de nouveau dans cela, sinon le fait de démontrer la convergence de
l'intégrale qui donne le noyau de Trf(F) [cf. 1.6.8).

Le deuxième chapitre est consacré au calcul du terme complémentaire.
La formule obtenue pour le terme complémentaire coïncide avec celle
annoncée dans Jacquet-Langlands ( 2 ) . Elle permet, en particulier, de
démontrer que le terme complémentaire est, comme fonction de la compo-
sante à l'infini de F, une distribution tempérée sur GR, ce qui rend possible
le calcul de sa transformée de Fourier. Nous utilisons un résultat d'analyse
harmonique sur GR (le théorème de « Paley-Wiener ») pour montrer que la
considération des fonctions du type rappelé ci-dessus suffit pour l'appli-
cation au calcul de la contribution de la série discrète de GR. Comme
exemple d'application, nous présentons une démonstration de la formule
d' « Eichler-Selberg » pour la trace des opérateurs de Hecke.

Les auteurs sont ou ont été des élèves de R. Godement et de R. P.
Langlands. Il apparaîtra clairement au lecteur que ce qui suit leur doit
beaucoup plus qu'ils ne sauraient l'exprimer.

(î) Les paragraphes 1, 2 et 3 du chapitre II sont uniquement destinés à obtenir la
formule (II. 3. 38). Une démonstration plus directe est esquissée dans le dernier chapitre
du livre de Jacquet-Langlands [18] qui est paru pendant la rédaction du présent article.
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CHAPITRE I.

DÉCOMPOSITION SPECTRALE ET FORMULE DES TRACES.

1. Notations et généralités.

ADÈLES. — Soit Q le corps des nombres rationnels. On note A l'anneau
des adèles de Q, A* le groupe des idèles de Q, Op (p premier) l'anneau des

entiers de Qp, CT le groupe des unités de Op, On pose 0 = FT Op et
p-^^

0*==]{CT. On sait que A = ( R x O ) + Q et que A * = R * x O * x Q *
p^^

avec (R* XO*) HQ* =.[ i j . Un adèle x de composantes x^ x^ x:^ x^ . . .
sera noté x == [x^ x^ x^ . . .). On notera T le caractère de A décrit dans
la thèse de Tate [22] qui permet d'identifier A et son dual de Pontrjagin.

Notons dx la mesure de Haar auto-duale sur A. On a alors dx == | | dx?^

où dx^ est la mesure de Lebesgue sur R et où dxp (p 7^00) est la mesure

de Haar sur Q,, telle que ^ dx?= i. Sur A* on choisit la mesure de
^o/,

Haar d*x = ̂ d*Xp où d*x^ = x^ [-j dx^ et où d*Xp est la mesure de Haar

sur Q^ qui donne à 0^ la masse i. On note x le module d'un idèle x.
Soit A le groupe des caractères de A*/Q\ Nous notons A" le groupe

des caractères unitaires de A*/Q* et <A,a ; ) la valeur du caractère À sur
l'idèle x. La loi de groupe dans A sera notée additivement.

LE GROUPE PL (2). — Soit G == PL (2) le groupe algébrique sur Q
quotient de GL(2) par son centre. Si k est une algèbre sur Q et si
1 a b\ ̂ - nj [ i\ \ a ^1 • i ^( . , ie ( j rL(2 , /c), nous noterons , son ima2:e dans G/,.
\c u / [_° a _]

Dans GL(2) soient U le sous-groupe des matrices ( I ? / ) , isomorphe

au groupe additif, et H le sous-groupe des matrices ( l °) , isomorphe

au groupe multiplicatif. Ces groupes sont isomorphes à leurs images
dans G et celles-ci seront désignées par les mêmes lettres. On utilisera la
convention suivante : si u€A, ïjeQ, hçA*, S;€Q% on pose

u=(1 "), ^= f 1 ïl), ^=('1 °\ ç=^ "Y
v o ï j \o i ) \o i ) ç \o ï )
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On pose G^== GR, Gp= GQ^. On définit de même Vp et ïîp. On pose
K^= 0(2)/^ { i } et on note Ky, l'image dans Gp de GL(2, 0^). Le
groupe GA s'identifie alors au « produit restreint » des Gp par rapport
aux K;,. On pose K == TÏKp. On sait que GA=== KHAUA. Si X€GA, il peut
s'écrire de plusieurs manières sous la forme x == khu(k€ K, h€ HA, u€ UA),

A
mais le nombre r(x) == [ A 2 est indépendant de la décomposition.

On note G/ le groupe des adèles finis : c'est le sous-groupe formé des
éléments de GA dont la composante à l'infini est i. On a donc GA= G^X G/.
On pose

K^KnG^FI^-
/^°°

On pose P = HU et w =\ . On a la décomposition de Bruhat :

( 1 . 1 . I) GrQ=PQUPQWUQ,

ainsi que le résultat suivant :
( 1 .1 .2 ) Soit u€A. On pose A^(uw) = i 4- ̂ L ^ A^(uw)==i si Up^Op
et hp(yiw} = u^ si Up^Op. Soit /i(uw) Vidèle dont nous venons décrire les
composantes. Alors il existe un kçK tel que Von ait VLW = kir^hÇuw).

La vérification de (1.1.2) est immédiate. On en déduit que

(1.1.3) r ( u w ) 2 :=(i4-<)T|Max(i, \Up 2).
p^0

(1.1.4) Si a et & sont deux entiers premiers entre eux et si ïj == „ alors
r^fiw) = a2-)"" ^2*

MESURES DE H A A R . — Les isomorphismes u -> u de UA sur A et h — ^ / i
de HA sur A* fournissent les mesures de Haar sur UA et HA. On choisit
sur K la mesure de Haar pour laquelle K est de volume i. On sait que
si x = khu, alors
( 1 .1 .5 ) clx= /•(^d'kdhdvi

est une mesure de Haar sur GA.

CARACTÈRES. — L'isomorphisme h^->1a. permet d'identifier A avec le
1-

groupe des caractères de HA/HQ. On posera, en particulier, < ( p , h ) > = h\\
Comme tout idèle ^€A* peut s'écrire

t==( ————5 t.^ . . ., t p , . . . ) . ( [ t\, I , . . . , I , . . . ),
\ l " l /
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on voit que tout caractère X € = A peut s'écrire ^ = = 5 ?-}-%.? ou s est 1e

nombre complexe défini par Inéquation

<^p, 0==^ ̂ ^ ( t\, i, ..., i, . . . ) >

et où y est le caractère unitaire défini par l'équation
/ / f \ \

<X^ O^ ^ ( T—^ ̂  •••^ • • • ) / •\ \ 1 " / / •

Notons A^ le groupe des idèles de module i ; il est clair que % est déter-
miné par sa restriction à A^/Q* qui est un groupe compact.

On écrira quelques fois y^ comme produit de ses composantes locales

y = n y^, et si p 7^00 on dira que y n'est pas ramifié en p si la restriction

de jp à O* est le caractère trivial. Remarquons que si y n'est ramifié en

aucune place p^oo, alors y ,==o; en effet, A^/Q*~ J JcT = 0\ Pour-o /^ — - J L i . / ^
7^8

cette raison y est appelé la partie ramifiée de X. Nous noterons d\ la
mesure de Haar sur À" duale de la mesure dh sur HA/HQ. Si l'on écrit
A = s p + y on a

( 1 . 4 . 6 ) f -A^-T—Sf /(^+^.
^Au 4"- ^Re(^=0^Au ^^—-^Re^^O

DOMAINE FONDAMENTAL. — Soit d un nombre réel strictement positif.
j_

On note HA^) l'ensemble des heHA tels que r(h) = [ h 2 < d, et (& (rf)
l'ensemble des X^GA tels que r(x) < rf. On sait que

€)(60=KI- lA(^)UA,

et les deux résultats suivants sont bien connus :

(1.1.7) L'ensemble des y € GQ tels que € {d) # € {d) y est fini module Pa(3).

(1.1.8) Si d est assez grand, on a GA== <&(d)GQ.

On fixera par la suite un nombre dtu vérifiant (1.1.8) et on posera
(6 =(6 (do).
(I.l.g) Si d<i, et si (6 (d) # ̂  {d) ̂  avec T€GQ, alors -yeFo.

Démonstration. — D'après (1.1.i), si T^PQ, alors ^=\i.wr\ avec [^eUo
et 1; €= PQ donc si x = khu, on a :

/ • (xy) ==r(hupt .w) == r(hu^h-1^) r(h)-1.

(3) La notation A ̂  B signifie que l'intersection de A et B est non vide.
Ann. Éc. Norm., (4), IV. — FASC. 2. 26
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Or, par hypothèse, r(x) = r(h) < d < i , donc r('h)~i>ï:, mais puisque
huiJ-h^eUA et d'après ( 1 . 1 . 3 ) , on a alors r (hu ^h"1^) > i, donc r(xy)> i.

c. ç. F. D.

FONCTIONS RÉGULIÈRES. — On notera CÎ)(GA) l'ensemble des combi-

naisons linéaires de fonctions numériques sur GA de la forme F = | 1 Fp,

où F^e^(G^), espace des fonctions indéfiniment différentiables à support
compact, où F^e^(G^), espace des fonctions localement constantes
à support compact pour p 7^00 et où, pour presque tout p (fini), la fonc-
tion Fp est égale à la fonction caractéristique de K^).

Une fonction numérique sur GA sera dite régulière si elle coïncide,
au voisinage de chaque point, avec un élément de Û?(GA). On notera
^ (GA/GQ) l'ensemble des fonctions à support compact sur GA/GQ qui
sont régulières sur GA; ^(GA/GQ) est dense dans L2 (GA/GQ). On définit
de même les espaces (IÎ)(HA), ^(GA/PQÛA), etc. si m est un entier positif,
CP^GA) est défini comme précédemment en imposant seulement à la
composante F^ d'appartenir à iVf>t'(G^).

OPÉRATEURS DIFFÉRENTIELS. — L'application tangente à la projec-
tion GL(2, R) —^ G^ induit un isomorphisme de fl = 5^(2, R) sur l'algèbre
de Lie de G,. Si F€û3(GA) et XGf l on définit la fonction X*F par la
formule suivante :

X * F ( x ) = ^ F ( e x p ( - ^ X ) x ) [ ^ o .

Il est clair que X*F€^(GA), et que l'on a défini ainsi un homo-
morphisme de g dans l'algèbre des opérateurs linéaires dans ^(GA), et donc
un homomorphisme de l'algèbre enveloppante universelle ^lL(fl) de gcs.

On pose :

H^-f0 -'Y X-^f1 'Y X-==conj(X^
\I O/ 2 \l — \ ) J v . / '

^==H24-2(X+X-+X-X+), D = = ^ - 2 H 2 .

L'élément û est un générateur du centre de ^L(fi), appelé opérateur
de Casimir. L'élément D est K^-invariant, et la convolution par D est
un opérateur différentiel elliptique.

PARAMÉTRIX. — Si Di et Da sont deux distributions sur G^, dont l'une
est à support compact, on sait définir leur produit de convolution,
noté Di*Da. Soient A un opérateur différentiel elliptique d'ordre n sur G^
et S la distribution de Dirac à l'origine de G^ ; la théorie des équations
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aux dérivées partielles (cf. [16], p. 174) nous apprend qu'il existe des fonc-
tions /Le^y'^GJ et g,€^(GJ telles que

A( /J=Ô+^.

Appliquant ceci à l'opérateur différentiel

.A^/.*^

où D est l'élément de "H (g) défini plus haut, on obtient le résultat suivant :
( I . l . io ) I I existe des fonctions f^ ecO^^GJ et g^e^GJ telles que

/^D^ô-h-^.

Une distribution T est dite K.^-centrale si T(fcr) === T(^/c) pour tout /c€K^.
Remarquons que D et S sont deux distributions K^-centrales; on peut donc
supposer que f^ et g^ sont K^-centrales. En utilisant une idée due à Laurent
Schwartz, on en déduit le lemme suivant :

( 1 . 1 . n) Soit n un entier positif, et soit Kj un sous-groupe ouvert compact
de K/. Il existe des fonctions f^O^'^Gj^) et gçcO(GA), qui sont centrales
sous Inaction de KiXK^, et un élément D,,e1L(fl), K^-central, tels que pour
toute fonction ç régulière sur GA et invariante à gauche par Ki, on ait

9=:/*(D,*cp) -^*cp.

Démonstration. — Choisissons pour Dn une puissance D771 de D telle
que 2 m—4^7^• Nous avons défini en ( I . l . io ) deux fonctions f^ et g^;
nous choisissons f=f^Ç^)fi et g ==• g^ (^)/*i, où fi est la fonction caracté-
ristique de Ri divisée par le volume de K]. Le lemme résulte alors immé-
diatement de ( I . l . io) .

Le lemme ci-dessus montre que toute fonction ^G^GA) s9 écrit comme
somme de produits de convolution de fonctions dans Û^(GA) par des fonctions
dans ^(GA).

FORMES AUTOMORPHES. — Une fonction f sur GA à valeurs dans un
espace vectoriel norme est dite à croissance lente (dans ®) s'il existe un
entier n tel que
(1.1.12) Sup /(x^/^xy^+oo,

•^ejô

ce que nous écrivons encore ( /1)

LAx)]^^)-^ xe(&.

(/1) La notation | f (x) \ -< g(x), x^A. signiûe qu'il existe un nombre d> o tel que,
pour tout xeA, on ait | { (x) |< d g(x).
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Une fonction f est dite à décroissance rapide si pour tout n on a

|/(x)[-<;r(x)^ X€<e.

Une fonction numérique sur GA/GQ sera appelée une forme automorphe
si elle est régulière, K-finie à gauche, valeur propre de l'opérateur de
Casimir û, et à croissance lente.

Soit 2- une représentation de K dans un espace de Hilbert V de dimen-
sion finie. Une fonction sur GA à valeurs dans V sera dite de type & à gauche
(resp. à droite) si
(1.1.13) / (k^)=^(k)/(x) (keK,x<sGA) [resp. /(xk) ̂ (k)-1^)].

Une fonction f régulière sur GA/GQ à valeurs dans V, à croissance lente de
type & à gauche, et telle que

(1.1.14) ^^f==sf (sçC),

sera appelée une forme automorphe de type (&, s).

Remarque. —- Notre définition des formes automorphes est plus restric-
tive que celle de Harish-Chandra [qui, au lieu de (1.1. i4) exige seulement
que l'espace vectoriel engendré par les ^-kf soit de dimension finie],

Le résultat suivant s'applique en particulier aux formes automorphes :

(I.l.iô) Soit f une fonction K.-finie localement sommable sur GA/GQ, et
(en tant que distribution) valeur propre de û. Alors il existe une fonc-
tion g€^(GA) telle que g ic f == f. En particulier, f est égale presque partout
à une fonction régulière (cf. [4]).

2. Formes paraboliques.

On munit GA/GQ de la mesure invariante quotient. On note T la repré-
sentation naturelle de GA dans L2 (GA/GQ) = L2. Nous désignerons par L^
le sous-espace fermé engendré par les sous-espaces invariants minimaux
(le spectre discret), et par T^ la restriction de T à L^.

Pour toute fonction f localement intégrable sur GA/GQ nous posons

(I.2.i) f°W=f /(xu)^u,
^A^Q

expression définie pour presque tout X^GA. On dit que f est parabolique
si f° = o.
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On note L^ le sous-espace de L2 formé des fonctions paraboliques de
carré intégrable. C'est un sous-espace fermé GA-invariant. On note To
la restriction de T à L^. Rappelons quelques résultats fondamentaux
concernant les formes paraboliques.

(1.2.2) Pour tout entier n ̂  2 et toute fonction F€Û^(GA) il existe une
constante C[F) et un compact BCIÎA tels que, pour toute fonction localement
intégrable f sur GA/GQ et tout x == khu€:(Ê>, on ait

| F */(x) -F */«(x) ] <c(F) ^(x)^-1) f |/(j) | dy.
^^A^Q

Preuve. — II suffit de remarquer que les hypothèses permettent de
refaire les raisonnements de ([13], p. 3 à 5).

Comme dans fl3], on déduit de (1.2.2) les conséquences suivantes :

(1.2.3) Sous les mêmes hypothèses que (1.2.2), il existe une constante c\F)
telle que, pour tout fçL2 et tout x€(&, on ait

|F*/(x)-F*/o(x)]<^(F)r(x)2( / ^- l) | | /[ | . , .

(1.2.4) Sous les mêmes hypothèses que (1.2.2), V opérateur To(F) est de
Hilbert-Schmidt.

(1.2.5) On a L^CL^, et les multiplicités des représentations irréductibles
de GA qui interviennent dans L2 sont finies. [Pour un énoncé plus précis,
voir (1.7.5) plus loin.]

(1.2.6) Les formes automorphes paraboliques sont à décroissance rapide et
leur ensemble est total dans L^. Plus généralement, si f est une forme auto-
morphe, pour tout entier TZ, on a \ /'(x) — f° (x) [ ̂  r(x)71 pour x6 ®.

Le résultat suivant est important pour la suite :

(1 .2 .7) Soit F une fonction K- finie à gauche régulière sur GA. On suppose
que pour tout X€^L(8) la fonction X-ArF soit intégrable. Alors l9 opé-
rateur To(F) est à trace.

Démonstration. — Remarquons d'abord que To(F) est un opérateur borné
puisque F est intégrable; d'autre part, que D*F vérifie les mêmes hypo-
thèses que F, et enfin que nous sommes en mesure d'appliquer (I . i .n)
à " F . Il existe donc F', F^^GA) et D^elL^) tels que

Donc
F^P^D^F-F^F.

^(F^^P^D^F^T^F^^F).
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Comme To(F') et ToÇF7 7) sont des opérateurs de Hilbert-Schmidt
d'après (1.2.4), on en déduit que T()(F) est de Hilbert-Schmidt. Il en est
donc de même de To(D,,*F) puisque D^*F vérifie, comme F, les hypo-
thèses de l'énoncé. L'équation ci-dessus prouve alors que To(F) est somme
de produits d'opérateurs de Hilbert-Schmidt, donc à trace.

3. Séries cTEisenstein.

DÉFINITION DES SÉRIES D'EISENSTEIN. — Soient X = s p + y, € A un carac-
tère de HA et & une représentation unitaire irréductible de K dans un
espace de Hilbert V. On notera V(S", X) le sous-espace de V formé des
éléments qui vérifient :

( I .3 . i ) ^ ( h u ) ^ = = < - À - p , h > p = < - ^ h > ^

p o u r t o u t h e H A n K e t t o u t u e U A U K . Il est clair que V(&, X) = V(&, %).
On note P(&, yj la projection orthogonale de V sur V(2r, %).

Soit x==khu€GA. On pose

( ï . 3 . 2 ) L(x ,^ ^^(kX-À-p, h > P ( ^ % ) .

Il est bien connu que si Re(^) > i, la série

(I-3^). E(x,Sr^)= ̂  L ( x , ^ À )

WQ

converge absolument et définit une fonction analytique de s.
Le prolongement analytique de (1.3.3) est lié à la décomposition spec-

trale de l'espace L2. On peut étudier ces problèmes par les méthodes
générales (c'est-à-dire qui se généralisent, par exemple, aux groupes
fuchsiens {cf. [15] ou [19]). Nous préférons employer une méthode adaptée
de [13]; en effet, celle-ci fournit immédiatement les singularités de (1.3.3)
dans le demi-plan Re(.ç)^o, et des formules explicites utilisées pour
prouver la majoration ( I .3 .4 i ) ci-dessous qui joue un rôle important dans
la suite.

Dans GL (2, A) on pose

K , = 0 ( 2 , R ) , K^GL(2,0^) /?^oo, K=J~Jl^;

K est l'image de K par la projection de GL(2,A) dans GA. Une repré-
sentation S- de K définit par composition une représentation de K triviale
sur le centre de K; nous la noterons encore S-.
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Remarquons, d'autre part, qu'une représentation unitaire irréductible 5
de K (resp. K) est produit tensoriel de représentations Sp unitaires, irré-
ductibles de Kp (resp. K^), et que S^==i pour presque tout p.

LES SÉRIES Eç ET LEUR P R O L O N G E M E N T ANALYTIQUE. — On HOte S (A X A)

l'espace des fonctions de Schwartz-Bruhat sur A X A à valeurs dans End(V).
Si u = (u', u"} et p = (V, p77) sont des éléments de AXA, on pose

Si y € S (AXA), on définit sa transformée de Fourier par la formule
suivante :

(1 .3 .4) Ç ( p ) = = ^ (^(u)T(u/\ ^) du.
^AXA

Le groupe GL(2,A) opère naturellement dans A X A ; d'autre part, nous

identifions un idèle t et la matrice ( ° ) . Soient x6=GL(2 ,A) et AeA*.

Le résultat suivant est facile à établir.

(1.3.5) La transformée de Fourier de la fonction i^t-xp(x^u) est

;/. l-> cp [x t-^ det ( x-1 ) u] | t-2 det ( x-1 ) |.

Soient X = 5p 4-X^^ et ç€S(AxA). On pose ei = (i, o) € A X A .
Si Re(s) > o, on définit une fonction sur GL(2, A) en posant

(1.3.6) Lç(x, À ) = < d e t x , ^ 4 - p > f ç p ( x ^ , ) < 2 À 4 - 2 p , t^d^t.
J^.

Il est immédiat de voir que cette formule définit par passage au quotient
une fonction sur GA, et que Lç(xhu, A) == <( — X — p, h)>Lcp(x, X) pour
tout X€GA, tout heHA et tout uçLlA. Si l'on suppose, en plus, que y
est de type (à, y), c'est-à-dire si l'on a

(1.3.7) c p ( k ^ ) = < d e t k , - ^ > ^ ( k ) c p ( ^ )

pour tout keK et tout u € A x A , il est clair que l'on a

(1.3.8) Lç(x, À ) = = L ( x , Ss ?Q Lç ( i , À ) pour toutxçGA.

Soient X = = 5 p 4 - % et yGS(AxA) . On suppose que Re (5 )> i . On pose

(1.3.9) Ey(x^)^ ^ L , ( X 7 , À ) .
^/^
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Il est clair que si l'on pose

(1 -3 .10) 0,(x^)=: ^ ?(x^),
[IGQXQ
p---/-(o,o)

on trouve

(1.3.11) Ecp(x, À ) = = < À 4 - p , detx> r ©ç(x, < - ) < 2 À + 2 p , ^>^.
^Avcr

Considérons alors sur GL(2,A) la fonction définie par la formule

(1.3.12) ES(X, À ) = = < À + p , detx> f 0 ç ( x ^ ) < 2 À + 2 p , ^>^.
/A.7CT

1 < j > < — p , detX>

Soient À et t€R+, et C un compact de GL (2, A). On rappelle que, par

convention, on écrit h = ( °) et t=[ ° ) ' Puisque y € S (AXA),

il existe un compact B c A / x A / , tel que, quels que soient x€C, h et tçK+
on ait

^ ( ^(xhtu)=o si ^^B,
( ?(xh^)^;[|h^J|-^ si ^eB

pour tout entier n positif. Sous les mêmes conditions, il existe donc un
réseau FcRxR tel que

|©,(xh^)|-<; ^ [|h^[[-
ïer - {o,o}

On en déduit le résultat suivant :

(I.3.i4) Soient C un compact de GL(2, A) et n un entier ^3. On a

6ç(xh, / ) ^h^t-11

dans V ensemble t > o, o < h <i, xçC.

En effet, dans l'inégalité de croissance précédant ce lemme, la série
est convergente pour n ̂ 3. D'autre part, si u^ = (a, b) on a évidemment

_n ^ n
IJh^H-^^ ^2a2+^2-2 '^^- / ^[a24-^2| - i.

Le lemme (I.3.i4) en résulte aussitôt.

D'après le lemme précédent, le second membre de ( I .3 . I2) converge
uniformément pour Re(^) + 2^n, de sorte que E^(x, X) est une fonction
entière de A ; on a, de plus, la majoration suivante :
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( 1 . 3 . 1 5 ) Pour tout h tel que o << h <; i, si /. == s p 4-7 w^c Re {s) ^- n — 2,
on a

[ E S ( x h , À ) ] ^ | A F

uniformément pour xeC.

Démonstration. — D'après (1.3.12) et (I.3.i4), on a

E$(xh, À ) | ^ | < À 4 - p , det (xh)>[ F h^ \ t [-71 [ < 2 À + 2p, ^>|^
^ )< |><—p, det(xh)>

<(=AVGr
Re(^)+l ^»+ ao

=: ] detxh ~ h^ / ^ Rc(,s)+i-^ ̂ ^
/ --1

' ^^IdetXhl 2

Cette intégrale converge si Re {s) ̂  n — 2 et vaut

del.rl7——— /——————^' /^ — Re(.s-) + i

d'où le lemme.

Revenons à (I.3.io). Compte tenu de (1.3.5), la formule de Poisson
prouve l'égalité suivante :

(I .3. i6) ©ç(x, / ^ )+cp(o )==[^ - 2 de t (x - l ) | { © ^ ( x , h-1 det(x-1)) + c p ( o ) } .

Il en résulte facilement que l'on peut écrire

(1.3.17) E ç ( x , À ) = E î ( x , À ) + E g ( x , - À ) + ô ( 2 ^ ) < y ^ d e t x > j - ^ ( o l - + ^ o ) } ,< i — o — i o — i i

où l'on a posé 8(27) = o si 27 7^ o et 8(27) == i si 27 == o. Ceci démontre
que Ey(x, 5p 4- 7,) se prolonge en une fonction méromorphe de 5 dont les
seules singularités sont des pôles simples en s == ±i si 27 ==o et il est
clair qu'on a l'équation fonctionnelle

(1.3.18) Eç(x, À ) = E ^ ( x , — À ) .

On déduit aussi de ( I .3. i5) le résultat suivant :

(1.3.19) Soient a et &€R, avec a ̂  b. Il existe un entier n tel que Von ait

E,(X, .p + %) - ̂ (2%) <%, detx> j w - ? (^} | ̂  r(^)-
( 0 ——— J. J —t— 1 )

dans V ensemble x€ (6, a ^- Re(^) ̂  &.
Ann. Éc. Norm., (4), IV. -—^FASC. 2. 27
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On déduit de (1.3.19) et de la formule de Cauchy le résultat suivant :

(1.3.20) Soit f une fonction mesurable sur GA/GQ, à valeurs dans V et
à décroissance rapide. Alors l'intégrale

f / ( x ) E ç ( x , À ) 6 / x
^A^Q

est absolument convergente et définit une fonction méromorphe de ^.

CHOIX DE y ET CALCUL DE Lç. — Supposons maintenant que y soit de
type (2-, yj [cf. (1.3.7)] de sorte que Ly(x, À) est de type S- à gauche. Il est
immédiat de vérifier sur (1.3.5) que 9 est alors de type (S-, — ^) ; mais
d'après (1.3.8), on a

(1.3.21) .Eç(x, À ) = = E ( x , ^ À ) L ç ( i . À ) si 7 = 5 p + % et R e ( s ) > ï . f

Pour exploiter l'équation précédente, nous supposons que V(&, %J ̂  { o } ,
et nous choisissons une fonction y particulière de type (3, y), à savoir
0 == 11 î^ ou ^es î^ sont définies comme suit :

(1.3.22) Si p ^ co et si .%== i [ce qui est le cas pour presque* tout p,
et suppose ^p non ramifié puisque V(&,/J est supposé ^ { o { ] , alors y^
est la fonction caractéristique de Op x Op.

(1.3.23) Si p 7^ oo et si Sr^^i, alors

Ç^(Â-<? , ) :==<;—^ detk>.%(Â-) P(%, ^) pour tout k çK^

^(^)==o si ^K^i.

Remarquons que y^ est ou bien le caractère trivial, ou bien le caractère
signe.

(1.3.24) Si £^ est de dimension i, de sorte que S^(k) == ̂ ^, detk>
puisque V(â^, ̂ ) 7^ { o } on pose y^(u) = e"7111""2.

(1.3.25) Si 2^ est de dimension 2, il existe une base de V^ et un entier n >o
tels que

/cos9 s m 0 \ / ^ ° o \ /-i o\ /o i\
• - ^ m O œ s O y - ^ o 6-——^ el ^[ o i)^^ o^

on pose alors
^ y)-^-.(.^)f (^+^)^ £(^+<y)^ \

• a o v ̂ ^ ^ - ^ ^(_^+,y)2. (_^+^)2.^

avec £ == %^(— i).
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Pour chaque p calculons l'intégrale

/ C p / > ( ^ ) < 2 ( 5 4 - l ) p + 2 % , < > ^ ^ .
J^

Dans le cas (1.3.22), elle vaut [i —/^(p)2?"'""1]"1. Dans le cas (1.3.23),
on trouve P(2^,^p). Dans les cas (1.3.24) et (1.3.20), on trouve

rL+^.+Dl^^-P^xJ,
L 2 J

avec n == o dans le cas (1.3.24). Si donc 9 est la fonction définie ci-dessus,
et si l'on note L(X^)= n t1-^)/^:]-1.p^^

Vp non ramifié

la fonction L classique, on voit que l'on a

(1.3.26) Lç(i , ^ 4 - % ) = L ^ ç p 4 - x ) P ( ^ % ) .

avec
^(^+%)=^[ -7/-+^(.+I)]7^ - - : (•^1 ) - / / ' '[J ^-^^)p-^]L(-^s^-i).

p^-^
Sr^i

y,, non ramillc

II résulte de là et des propriétés bien connues des fonctions L (%, s) que
L^(5p + yj se prolonge en une fonction méromorphe de s qui ne s'annule
pas pour Re(.ç) ̂  o.

On voit donc, d'après ( 1.3.21 ), que la fonction E (x, S-, s p + y) se prolonge
en une fonction méromorphe de s dans tout le plan complexe, dont les seules
singularités dans le demi-plan î{e{s)^o sont au plus un pôle simple
en s==i si 2^=0. Remarquons d'ailleurs que le résidu en s = i ne peut
être non nul que si 2-(k) == <^ y, detk)> : en effet, le résidu est une fonction
de type & comme E(x, 2-, A), proportionnelle d'après (1.3.17) à la fonction

(1.3.27) D (x )=<%,de tx> .

CALCUL DE L$. — Nous allons maintenant calculer L$(i, sp + y). C'est
une fonction holomorphe pour Re(^) > o, qui admet un prolongement
méromorphe à tout le plan.

Si p ^ oo est une place telle que âp== id on a choisi pour <fp la fonction
caractéristique du réseau des entiers; d'après le choix du caractère T
[cf. ( I . i ) ] , on a donc fp= 9^.

Si p == oo, on a également choisi une fonction telle que y^= ç^, comme
on le vérifie facilement.
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Enfin si p ^ oo et S-p^ id, on sait déjà que ^p est une fonction loca-
lement constante à support compact. De plus, on a

^ p ( ° ) = f ^p(u)du=^p(k) f ^p(u)\delk du=:^p(k) ^p(o)
^QpXQp ^QpXQp

pour tout keKp, d'où y^(o)=o puisque Sp est irréductible.

Donc y est nulle au voisinage de l'infini et de zéro, de sorte que

ÀH^ ^ ^(^?i)<(2?l4- 2p, ^>û?^
^Q?

est une fonction entière de X.

En résumé, on voit que

^(^ ̂ P^/J^M-^ ^+i) JJ (i-x^p)2^-1)
^7^-
/î^i

%p lion rami f i e^("+iït)7r~"-2-p(&"'^)^ f<p(^)<2À+2p,<>^.X 1 7Îv / ^ t' f\
^Ïl^

LA FONCTION M; L'ÉQUATION FONCTIONNELLE DES SÉRIES D'EISENSTEIN.

— Soit toujours y la fonction de type (S',^) décrite plus haut, et posons

L^(i , — s p — v)
M ^ p + y J ^ — — ' l x/(1.3.28) .,.,.^., . ^-_ —

Ï - ^^P+X)

II sera utile d'introduire aussi les expressions suivantes :

../i-A
.^k^L"-9'^1).^ 'À

T(

m(.p+y)=:^-^-__L^\^__
L ( -2%. ^ H - O p / l + À - ^

rf .+^—nrf1^'
R.(^^)=P(.^,%J

^f.+I±-^^fI—^

R^(^, À ) = f ^ ( ^ ) < - 2 À + 2 p , Q^^

^Q?
si T? ̂  GO , ^ 7^ 1 5 X^ ramifié ;

R.(^À)=^|^^/^.(^<-^+2p,0^

si T? ̂  oo, ^ 7^ i, y^ non ramifié ;

r^ (^7)==i si .%=i
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Avec ces notations (1.3.28) s'écrit encore

(1.3.29) M(^ À ) ==7^(À)F[R^(^, À ) .
p

D'après ( I .3. i8) et (1.3.21), on a

E(x, ̂  ^ ) L ç ( i , }.)=E(x, ̂  — Â ) L ^ ( I , À ) .

D'après (1.3.28)5 on a donc

E(x, ^, ^ ) P ( ^ , À ) = = E ( x , ̂  — ^ ) M(^ À ) .

Or il résulte des définitions (1.3.2) et (1.3.3) que

L(x, ̂  À) Pp, ÎQ ==L(x, ^, A ) , donc E(x, ^ À) P(^, À ) ==E(x, ^, À ) ;

on obtient donc
(1.3.30) E(x, ^, À ) =E(x, 2r, — }.) M(Sr, À )

pour tout X€GA et tout A € A .
Les résultats suivants sont démontrés dans ([13], p. i3 et 18) .

(1.3.31) M ( S 7 , — À ) M ( ^ , À ) =P(^, À ) ;

(1.3.32) M(^ À ) = M ( ^ ^)';

(1.3.33) E°(x, ^ À ) = = = L ( x , ^, ^) +L(x, ̂  - ^ ) M ( ^ À ) ;

(1.3.34) Si X == 5p 4- %. ^ Re(5) >i, on a

f L ( X U W , S7, ?06/U=L(X, ^7, — À ) M(S7, À ) .

^A

LE RÉSIDU DE M(&, A) EN 5 = i. — II résulte de (1.3.2g) ou de (1.3.33),
et des faits analogues concernant E(x, S-, sç + X)? ^f116 M(â,5p4-%.) est

holomorphe si Re(5)^o, sauf si 2^ = o et & === Dy, auquel cas il y a un
pôle simple en s = i. Pour calculer le résidu, nous remarquons que
(1.3.35) Si 2^== o, on a

M(D^^+%)=^(i-^/^(i+^=;(^/^(i+^,

_- '1 f ç \ ^où l'on a posé ^(^) ==• r.~"2^( - )C (<ç ) .
\2/

[Pour faire ce calcul, il est plus facile de prendre pour fp la fonction
caractéristique de OpXOp que celle fournie par (1.3.23).] On déduit
de (1.3.35) le résultat suivant :

(1.3.36) Le résidu en s = i de M(Dy, ^ p + X) es^ ^S^ à 7T~\ == -*
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Posons

(1.3.37) a :== volume de G^/GQ,

Ceci permet d'énoncer :

(1.3.38) Le résidu en s = i de M(D- / ,5p + %J e^ egaî à -•

Une proposition équivalente est :

(1.3.3g) a = ^ .

Il est facile de prouver (1.3.3g) par un calcul direct. On peut, par
exemple, se ramener au calcul du volume d'un domaine fondamental
pour SL (2, Z) opérant dans le demi-plan de Poincaré, mais cette méthode
ne s'applique qu'au cas où le corps de base est Q. Dans le « cas général »,
on peut prouver (1.3.38) directement. Pour cela on remarque que (1.3.38)
est équivalent à (1.4.5) ci-dessous, et que l'on peut prouver (1.4.5) sans
utiliser (1.3.38); on utilise alors la décomposition spectrale, de l'opé-
rateur essentiellement self-adjoint T(û) (c/*. [10]).

On peut également démontrer (1.3.38) en utilisant le fait que le nombre
de Tamagawa de SL (2) est égal à i. On a, en effet,

R^sM(D^ ^ p + ^ ) = R e s E ( i , D ^ p - i - % ) ,

et d'après (1.3.36), il suffit d'étudier le cas où 27=== o. D'après (1.3.21),

le résidu cherché vaut ' \ où y =]I?/^ où 9,(u) === e~7t{iun\ et où ^p
est la fonction caractéristique du réseau des entiers si p ^- oo ; en parti-
culier y ( o ) = = = i . Donc

R ^ s M ( D ^ p + / J - .

i3=f ^ ( t e , ) \ t \ 2 d ^ = f ?(^i)^

avec

J^ ^SL^A)/^

où dg est la mesure de Haar qui donne la masse i au sous-groupe ouvert
compact KnSL (2, A). Par ailleurs, on sait (cf. [13], p. 12) que

i = = Q ( o ) == ^ 9(^1) d^g,
^SL^A)/^

où d-,g est la mesure de Tamagawa sur SL (2, A).
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Donc

f dg=^Ç ^=P.
^SL^A^SL^Q) ^SI^AVSI^Q)

II convient donc de comparer a et p. Pour cela nous introduisons le
groupe GA qui est l'image de SL (2, A) dans GA== PL (2, A). On voit faci-
lement que GA/GA~A*/A*2 est isomorphe à Q^/Q^X-R, où R est un
groupe compact, et que GA= SL (2, A)/BA où B est le groupe des racines
carrées de l'unité. Les mesures sur GA et SL (2, A) sont déjà fixées;
on choisit une mesure de Haar arbitraire sur GA, ceci fixe des mesures db
et dr sur BA et R dont les masses totales seront notées b et r.

Il nous faut calculer a/p. Pour cela on introduit la fonction caracté-
ristique J de l'ensemble des x e G L ( 2 , A ) tels que detxe O* (A*)2.
Remarquons que si [J. est un rationnel tel que j^eO* (A*)2 , alors [^€(Q*) 2

et il est alors clair que

a == f ^ J (xy) 6/x == f J (x) d-ss.
^•A/^Q c,̂  ^/^

== f F J(xy)^X6/y==^ F J(x)^x.
~ f / (1 / l/f / / < ' 7 » / / i / / r '/

^A/^A W^Q ^A/^Q

Posons G^ SL (2). Comme BQ a deux éléments, le volume de BA/BQ
best -? et donc
2

-'•OU.^^^-
^/^Q

Pour calculer ^ il suffit de remarquer que si l'on note K' le sous-groupe

KnGA de GA, et K^ le sous-groupe KnSL (2, A), on a

K^K^/B^ K/K^R.

Vu le choix des mesures de Haar, on a

r volume K
b volume K^ '

donc a == 2^, ce qui démontre (1.3.38).

Le résidu en 5=1 de E(x, Dy, s p + yj est proportionnel à D-/(x)
d'après (1.3.17), il résulte immédiatement de (1.3.33) et (1.3.38) que ce
résidu est - Dyfx) .a / \ /
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COMPORTEMENT ASYMPTOTIQUE DE M ET DE M'. — Nous aurons besoin
d'informations sur le comportement de M ( & , 5 p 4 - ^ ) dans les bandes
o^Re(s)^d. Pour cela, on examine les différents facteurs qui inter-
viennent dans (1.3.29). A l'infini dans cette bande, la fonction.

L ( — 2 y s - } - ï ) est " .̂J01^6 en module par un polynôme en, log [ ïms \
(cf. [3], p. 71), et la fonction L (2 y, — 5 + 1 ) par un. polynôme en ïm{s)
{cf. [3], p. 5o). La formule de Stirling {cf. [3], p. 79) montre qu'il en est
de même de

Le facteur R^(S^, X) est une fraction, rationnelle de degré o, donc bornée
à l'infini; enfin les facteurs Rjr,(S^, ^) sont bornés si p 7^00 puisque

f ̂ (^)<-^+9.p^>^ ^f ^(^)|<-2p(Re(^)- i ) , Q^/-;
"Q;, ^Q

de sorte que l'on a le résultat suivant :

(I.3.4o) M (S", ^P+ )(.) \ est majoré à Vin fini dans une bande o^î{e{s)^d
par un polynôme en \ ïm(s) .

Nous démontrerons en (1.5.12) qu'en fait M ( 3 , 5 p + ^ ) est borné
à l'infini dans une telle bande verticale.

Nous allons maintenant majorer, lorsque Re(5)===o, l'expression

d M (^ so + y) = M (^ so + y ) m'(so~{~'^ds v ' v y - ' v 5 l 1 / • / ^(^P+^)

+ m(s^ -+- ̂ )^ R^(^, ^p + ̂ ) JJ Ry(^, ^p + %).^^5 ^"'""^ll -"y^y?
^ y-7^^

Sur l'axe Re(s) == o, M ( 3 , 5 p + y ) est une isométrie de V(&, -/)
dans V(&, —/J d'après (I .3.3i) et (1.3.32); on a, de plus, ] m ( X ) | = i ,
comme il est clair sur la définition, de m(X) ; enfin les facteurs R^,, qui

sont presque tous égaux à i, sont bornés sur cet axe. Il suffit d'étudier 1n-

et R'p. Or d'après ([3], p. 71 et 78), les dérivées logarithmiques L (— 2^, s + i)
r7

et p^+i) sont majorées en valeur absolue par des polynômes en

log|Im(^)[. R^ étant une fraction, rationnelle de degré o; sa dérivée
tend vers o à l'infini. Enfin, en raisonnant comme ci-dessus pour
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prouver (I.3.4o), on voit facilement que lorsque p^oo la dérivée R'
est bornée. En résumé, on a prouvé

(1.3.41) M^.p4-;G)==^M(^p+/J

est majoré en valeur absolue sur F axe imaginaire pur par un polynôme
en log ïm(s) .

Pour finir, rappelons un certain nombre de faits démontrés dans [13].
Quel que soit xeG^, les singularités de E (x, 3, X) sont au plus celles
de M ( 2 r , X ) . Si 'X n'est pas un point singulier de M ( , ), la fonc-
tion E (x, S-, X) est une forme automorphe de type (&, s 2 — i ) (avec
X = = , ç p 4 - x ) * ^l f est une forme automorphe parabolique, la fonction
x \-> E (x, &, X) ^(x) est à décroissance rapide sur G^/GQ (puisque le premier
facteur est à croissance lente et /*à décroissance rapide), et l'on a

(1.3.42) f E(x, ^, À) / (x)^x=o.
^A/^

Plus généralement, il résulte de (1.3.19) et de f 1.3.21) que si f est une
fonction mesurable sur GJG^ à valeurs dans G ou dans End(V), et à décrois-
sance rapide, l9 intégrale

(1.3.43) f / ( x ) E ( x , ^ , Â ) ^ x
'^Q

définit une fonction méromorphe de X.

Si f est une fonction numérique, on posera en particulier :

(1.3.44) 7(2r, ^) = f /(x) E(x, ^7, X)^x.
^A/^Q

Alors ^ (S ' î^p+X.) est holomorphe pour Re(5)^o, sauf si 2 y = = o
et 3 = Dy, auquel cas il y a un pôle simple en s == i avec un résidu égal

(2\ 'à ^ J ^ D y ) . Enfin (I.3.3o) entraîne l'équation fonctionnellea {a)^^!' Jbjnlm

(1.3.45) /(^ ^)=M(^ À)/(^ -À) .

Nous verrons en (1.6) d'autres propriétés des fonctions f(^, X). Les
fonctions /72r, X) sont appelées dans [13] les « transformées de Laplace »
de f.

Ann. Éc. Norm., (4), IV. — FASC. 2. / 28
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4. Décomposition spectrale.

Soit ye^GA/HQU^). Posons

(L^.i) MX)== ^ ?(xy ) ;

"^C^Q

(1.^.2) cp(^ À ) = [ ^(^-^(kh^-^+p^h^h^k.
^V^R

Notons L^ l'orthogonal de L^ dans L2. Les 6y sont des fonctions à support
compact sur GJG^ dont l'ensemble est dense dans L/;. La transformée
de Laplace de 6ç est

(L4- .3) - ^(^ À ) = = c p ( ^ À ) + M ( ^ ^ ) Ç ( ^ -À) .

Compte tenu de (I.3.4o) il est clair qu'elle décroît rapidement à l'infini
dans les bandes verticales des demi-plans s p + ^, avec Re(5)^o, et le
produit scalaire dans L2 de 9ç et 9,^ [avec y et ^ dans et ^(GA/HQÛ^)
K-fmies] est donné par

(LM) (0,, o.,) = ̂  (0,, D,) (D,, o,,) + ̂  r sp^[ê, (^ À) o.^ (^ À)-] ̂ .
2-/=0 ^ A"

La seconde somme est prise sur l'ensemble des classes de représentations
unitaires irréductibles de K. On rappelle que Sp^( ) == dim(â) tr( ).
Remarquez que puisque y et ^ sont supposées K-finies, les deux sommes
qui figurent dans (1.4.4) sont finies. La démonstration de (1.4.4) est
faite dans ([13], § 7).

Il est clair que les sous-espaces C Dy (avec 2^=0) de L2 sont mutuel-
lement orthogonaux et stables sous G^. Notons L2, le sous-espace de L^
orthogonal aux D^, et Pc la projection orthogonale sur L^. : On déduit
immédiatement de (1.4.4) la formule

(1 . ^ .5 ) (Pc^^)=(Pc^pc^)=l_^ f spjo,(^)9,^Àr]^.
& t7A(t

On déduit de (1.4.5) que L^ est somme continue de représentations
de GA induites par les caractères de P^ triviaux sur H^U^ {cf. [13]).
Compte tenu de (1.2.5), on obtient le résultat suivant :

(1.4.6) Le sous-espace discret L^ de L2 est somme directe de L; et des sous-
espaces G Dy (avec 2^=0).
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Soit F une fonction intégrable sur G^, régulière K-finie à gauche. On voit
facilement que T(F) D^= (F, Dy) Dy est nul sauf au plus pour un nombre
fini de valeurs de %, de sorte qu'on déduit de (1.4.6) et (1.2.7) le résultat
suivant :

(1.4.7) Soit F une fonction K- finie à gauche régulière sur G^. On suppose
que pour tout Xe^L^) la fonction X*F est intégrable. Alors l'opéra-
teur Trf(F) est à trace.

On déduit de la décomposition en somme continue de L^ le résultat
suivant :

(1.4.8) 'Soit f un élément de L2 qui est valeur propre de û. Alors /*eL^.

5. Les séries E".

LES SÉRIES E^ ET E'J. — Elles ont été introduites par Selberg [21] pour
réaliser le prolongement analytique des séries d'Eisenstein dans les groupes
Fuchsiens (cf. [15] et [19]). On fixe un nombre réel c avec o < c < i. On pose

( I . 5 . Z ) L:.(x^)=J ^^ sir(x)^
( -L(x,^ - À ) M ( ^ À ) s i r ( x ) < c ;

(1.5.2) L ; (x^ ,À)=L(x^ ,À)-L; (x^^)==j - 0 , slr(x)-^( E°(x,^ ^) si r (x )<f ; .

Il résulte de (1.1.7) que pour tout d > o, l'ensemble des fCGo tels que

^(û?)y^(6(c)

est fini module PQ. Par suite :

(1.5.3) La série
E ^ : ( x , ^ À ) = = ^ L; ' (XY^,À) ,

^^^Q

se réduit à une somme portant sur un ensemble fini indépendant de x lorsque x
reste dans un ensemble (6(rf). La série ci-dessus définit une fonction méro-
morphe de X dont les singularités sont au plus celles de M (à, A).

D'après (1.1.9), on a

(1.5.4) E;(x,^ À ) = = L : ( x , ^ À ) si / • ( x ) < i

et, en particulier, on a

(I .â .5) E:(x,^ À ) = . E » ( x , ^ À ) si r ( x ) < c .
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On pose
E ; ( x , ^ À ) = = E ( x ^ À ) - E ^ ( x , ^ À ) .

Pour chaque x ceci définit une fonction méromorphe de X dont les singu-
larités sont au plus celles de M (2r, X). Si X = 5p + ̂ , alors

(1.5.6) E ' , ( x , ^ À ) = = ^ 14 (x,^) s i R e ( 5 ) > i .

^O

II résulte de (1.5.5) que
E;(x,^ À ) = = E ( x , ^ À ) - E « ( x , ^ À) si r ( x ) < c .

Comme E ( . , & , X ) est une forme automorphe, la proposition (1.2.6)
montre alors que

(1.5.7) E^ (x, S", X) est à décroissance rapide dans (& et, en particulier,
est de carré intégrable sur G^/GQ.

ORTHOGONALITÉ DE E^ ET E'J. — Le but de ce qui suit est de calculer
la norme de E^. dans L2. Soient X = 5 p + ^ et [ jL==; sp+$ deux points
de A qui ne sont pas des pôles de M (S", .).

(1.5.8) Uintégrale ci-dessous est absolument convergente et on a

f E;(x^^E^(x,^À)6/x=o.
^A^Q

Démonstration. — La convergence de l'intégrale sera assurée si l'on
montre la convergence absolue de

/ f ^ L:(xy,^)^(xT^,À) ,^x
W^^eG^

=f L:(x,^rE;(x,^À)^.
^A^Q

Comme L^ (x, &, X) = o dès que r(x) > c il suffit d'intégrer pour r(x) < c;
or L^ (x, 2r, [J-) est à croissance lente et E^ (x, S-, X) à décroissance rapide
lorsque r ( x ) — o d'après (1.5.7); d'où la convergence. Nous pouvons,
de plus, écrire :

f E;(x^^E;(x,^À)^x
^A/^

=:f L^x^^E^x,^)^
^A/^

-f L:(x, .^^E;°(x,^À)6/x,
^A/^^A
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mais si r (x )<c on a E^° (x, S-, X) = o; la quantité à intégrer est donc
toujours nulle et (1.5.8) est démontré.

PRODUIT SCALAIRE DE DEUX SÉRIES E^. — Nous allons démontrer que
si X = s p 4- y, et y. == z p + ^ avec 5 ̂  ̂  z, on a

(1.5.9) F E^(x, ̂  pOX(x, ̂  À)67x
^A^Q

23^-^) r,-,-.u——^ [6-——P(2r, ^) - c^M(^ ^rM(^ À)]
j —r— AS-^-2 {-

+ ̂ ^t0 ̂ ^^(^ ̂ y- C—M(^ À)]*_^-^M^ ̂
5 — 2 '

où l'on a posé S (y) === o si ^ ̂  o et S (yj == i si j = o.
Nous montrerons aussi que si X = 5 p - ) - y avec Re(5)==o et s 7^0,

on a
(1.5.10) f E^(x, ̂  À)*E;(x, ^ À)6/x

^A^Q

= - 4 1 o g ( c ) P ( 2 r ^ ) - 2 M ( ^ À ) - ^ M - ( ^ À )

_^o_^Z.)^-2,^(^ ^)*-^M(Sr, À)] .
s

Pour démontrer (1.5.9), on observe d'abord que, d'après (1.5.8), le
premier membre de (1.5.9) est égal à

(*) f E(x^,^)*E;(x,^ À)^x.
^A^Q

Supposons pour le moment que Re(^) > Re(js) > i, et montrons d'abord
que
(**) f |E(x,^rL;(x ,^À) ^x<^.

^A^Q

En effet, on peut majorer | L ( x , & , X ) | par L[x, id, Re(^) p] et donc
| E (x, &, p-) [ par E[x, id, Re(jz)p] puisque Re(^)>i . On est donc
amené d'après (1.5. i) à prouver la convergence des intégrales

f E [x, id, Re (z) p] L [x, id, — Re (s) p] d-ss.
^A/^

r{x)<c

et

f E [x, id, Re ( z ) p] L fx, id, Re (s) p] d^
•^a /P
^A^Q
rW>c
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La première intégrale s'écrit

f E0 [x, id, Re ( z ) p] L [x, id, - Re (s) p j dy..
^A/^A

/'(x)<c

ce qui, d'après (1.1.5) et (1.3.33), est égal à

f < 2 P . ^[«-ÏM.S) - i )p , A > 4 - < ( R e ( 3 ) - i ) p , A > M ( i d , Re(s )p ) |
^A-VQ*

\h\^<c

x <(Re(^) — i ) p , / />^/<
r 1 \ ^RP^.Î—^;) ^0(^-4-^) l= |/2 +^ M(id, R e ( s ) p ) ) ^ /

i/o

Cette intégrale converge puisque Re(5) > Re(z) > i > o. On voit de
même que la seconde intégrale converge.

Il résulte de (**) et de calculs bien connus que (*) est égal pour
Re(^) > Re{z) > i à l'intégrale

f E"(X,^) I4(X,^À)6 /X.
G^ ^

La fonction à intégrer étant K-invariante à gauche, (1.1.5) montre
que ceci est égal à

f <2p, h>E°(h, ̂  ^L)*L;. (h, Sr, À) cHi.
'"A/^

D'après ( I .5 . i ) et (1.3.33), ceci vaut

f < 2 p , h > [ < - ^ - p , h > P ( ^ ^ ) + < ^ - p , h > M ( ^ ^ ) ] * < À - p , h > M ( ^ À) dh
^AVQ* -r

j / t p < c

+f < 2P.h>[<-^-P,h>P(^^)+<^-p,h>M(^^]<-À-p,h>P(^À)^h.
^AVQ^

[A| ï>c

On en déduit aussitôt (1.5.9) lorsque Re(5) > Re(z) > i.
Si maintenant nous remarquons que, d'après (1.3.32), on a

M(S7, À )=M(^ À)',

il est clair que le second membre de (1.5.9) est une fonction méromorphe
de s et z. D'autre part, d'après (1.3.43), l'intégrale (*) ci-dessus est une
fonction méromorphe de [JL; le premier membre de (1.5.9) est donc une
fonction méromorphe de p.. Il en est évidemment de même en X.
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Le principe du prolongement analytique établit alors (1.5.9) en général.
Lorsque s = -|- z le second membre de la formule n'a pas de sens, mais en
fixant une des variables, z par exemple, on peut passer à la limite en 5, les
deux membres étant méromorphes; on obtient ainsi la formule ( I .5 . io)
lorsque Re(^) = Re(z) = o, et s==z^o.

En faisant A = ̂  == so -|- y, et s =G- + i^ avec c7> o et T 7^0 dans (1.5.9),
on trouve

( T . ^ . n ) f l r[E:.(x^ÀrF^.(x,^À)]6/x . : . , ; ; - -
^A^Q

= = | ) E ^ ( . , ^ À) [II^Œ-'jc-^dimV^ À) - ̂ ^[M (Sr, Â)*M(^)] j

+( /T)-^(9^) i 'c -^ t r [M(^À)-]-6^tr [M(^À)]} . .

En écrivant que cette expression est positive, on en déduit comme
dans ([15], chap. IV, § 8) que

(1.5.12) | | M ( 2 r , X ) [ [ est borné à Uinfini dans les bandes verticales,
o^_Re{s)^d.

On déduit alors de ( I .5 .n) et ( I . 5 . I2 ) que

( 1 . 5 . 1 3 ) [ |E^(., &, À) [ l ^ est borné à Vinfini dans les bandes verticales^
o<d^Re{s)^d.

Nous aurons surtout besoin d'une majoration, sur l'axe imaginaire pur.
En utilisant ( I .5 . io) , ( I .3 .4i) et ( I . 5 . I 2 ) on trouve

(1 .5 . i4) Lorsque s est imaginaire pur, j [ E^(., &, sç 4" X) II2 es^ majore P^
un polynôme en log[s .

QUELQUES INÉGALITÉS. — Nous aurons besoin des inégalités suivantes
pour démontrer la convergence de certaines intégrales.

Tout d'abord, rappelons que M ( 2 r , À ) étant borné sur l'axe imaginaire
pur, on a

|L : (x ,^À) | -< ; r (x )^ .

On déduit alors de (1.5.3) que pour x€<& et XçA^

|E^(x ,Sr ,À) [^ r (x) - 1 .

D'après (1.2.2), ceci montre que si F^Û^CA), on a

IF^E^x^^-F^E^x,^) -<;r(x)^
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pour x€<6 et AeA". Par ailleurs, et supposant toujours F^CP^GA),
le lemme (1.2.3) montre que

• IF^E^x, ̂  À ) -P*E;°(x, ̂  À ) ̂ /•(x)2--2^.^ ?.) |),

pour x € (& et A € A". On a donc a fortiori démontré que

|F^E(x, ̂  À) -F^E^x, ̂  7) [^/•(x)-^-^!^^^., ̂  À) [!,)

{puisque E = E;l+ E^) pour xçO? et XeA".

Nous allons en déduire que

( 1 . 5 . i5) Soient n et n' deux entiers ^2, pour toute fonction Fedy^^GA)
on a

|F*E(x, ̂  ^?4-%) -F*E°(x, ̂ , ^p+x) ̂ ^(x)2"-3^ 5|)1-2^

pour 5 imaginaire pur et xe<&.

Compte tenu de (1.5.14)5 l'inégalité ( I .5 . i5) résulte de ce que

^*E(x, ^ À ) = ( .v2-I)E(x, ^ À)

et de l'inégalité précédant (I .5 . i5) appliquée à la fonction F^ tî^F.

(1.5.16) Si Fe^^^GA) wec n^^ on a

|F*E(x,^p+^) -<; /1 (x)-1 (i-i-M )1-2"

pour x€^ ^5 imaginaire pur.

Posons F^Û^F; d'après (I .5.i5), il suffit de prouver que

^(X^P^E^X, ^ 5 p 4 - % )

est borné pour xe<6 et .9 imaginaire pur; ceci résulte immédiatement du
fait que l'on a

|E°(x,^^+%) x;r(x)-1

pour x€<6 et 5 imaginaire pur, et de ce que F7 est à support compact.

Soit maintenant F une fonction continue sur GA, K-finie à droite et
à gauche, et à support compact; posons

(1 .5 .17) É ( ^ ^ ^ ) = r r r F V^u^^^Y^'^^^^^^hy^cns.'clhdn.
^R^R^HJ^U



FORMULE DES TRACES DE SELBERG. 221

II est clair que l'on a

(1.5.18) F ( ^ , À , 2 Q = = f f F(xk- l)L(x^, ïy(g)y(k)^k^x;
^ K ^ G

(1.5.19) F(2r, À, ^)== r f F(k- lx)^(k)(g)L(x, ̂  — À ) < ^ k ^ x .
«Av^G.

A

On déduit de ( I .5 . i8) en utilisant le théorème de Peter-Weyl, d'abord
pour X == 5p-[-%. avec Re(.ç)>i, puis pour tout X par prolongement
analytique la formule suivante :

(1.5.20) F*E(x^jy==^Sp^[F(^ À ,^ )E(x ,^ ïy ] où F(x) =: F(x-1).

De même, on a
(1.5.21) F*E(x, ^, - À ) =^Sp^[F(^ À, ^) E(x, ^, - À)].

y
Posons

(1.5.22) Hp(x, y, ^ ==S ^Sp^®^[F(^ ^ ^) E(x, ̂  - À ) (g) E(y, ^, ^V].
2r &'

Supposons que F^F^F77, où F7 et F77 sont des fonctions K-finies
continues à support compact sur GA. En vertu de (1.5.20), de f 1.5.21)
et du théorème de Peter-Weyl, on a

(1.5.23) I lF(x ,y , ^^Sp^F^F^x, ̂  -^.F^ECy, ̂  ^Y].
^

(1.5.24) Soit n un entier. Il existe un entier n' tel que pour toute F€(^(GA)?
K- finie à droite et à gauche^ pour x, y€<6 et s imaginaire pur, on ait

Hp(x, y^p +%)[-<; /-(x)-1/^)-1 ( [ s l +1)-11.

Démonstration. — Compte tenu de (1.1.11), il suffit de voir qu'il existe n77

tel que cette inégalité soit vérifiée pour les fonctions de la forme F == F7-^ F77,
avec F7 et F^G^'^GA).

Ceci résulte immédiatement de (1.5.23) et de (I.5.i6).

6. La projection sur le spectre continu.

Soit /e^GA/Go). La transformée de Laplace /*(&, X) de f a été définie
en (1.3.44).

(I.6.i) /'(S", X) est à décroissance rapide sur Vaxe imaginaire pur.
Ann. Éc^Norm., (4), IV. — FASC. 2. 29
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Démonstration. — Soit d'abord g une fonction continue à support compact
sur GA/GQ. On a

f ^(x)E^(x,^ À)^/x ^i,
^A^Q

pour s imaginaire pur; comme g est à support compact, il suffit en effet,
d'après (1.5.3), de remarquer que la fonction A \-> L^(x, &, X) est bornée
sur l'axe imaginaire pur.

D'autre part, l'inégalité de Schwarz montre que

F ^(x)E;(x,.^ À)^x ^[|E:.(.,^ À) | ) , .
'̂ Q

On a donc au total d'après (I .5 . i4) , pour À = = = 5 p 4 - ^ ,
r*

1 ^ ( X ) E ( X , ^ À)6 /X -<(l+ ^ | ) .

^A^Q

En choisissant g=ûniçf^ la proposition ( I .6 . i ) résulte de ce qui précède
et du fait que

(^*/)'(^ À)^(^- i ) - / (^À).

Nous supposons maintenant que f est K-finie à gauche. On a alors
f (S-, 5p + 7,) = o, sauf pour un nombre fini de valeurs de Sr et de y.

(1 .6.2) Lorsque x reste dans un compact fixe de GA l'intégrale

f 2SpJ7(^À)E(x^--À)]^
JA M "̂

2?

e5^ uniformément convergente.

Démonstration. — D'après ( I . l .n) , il suffit de le prouver pour des fonc-
tions de la forme f=Fic g, où g^^G^Go) est K-finie à gauche et
où FC^^GA) pour un entier n quelconque choisi à l'avance, est K-finie
à droite et à gauche. On tire tout de suite de (1.3.3g) que

?(^ ̂ = f ^(y)F^E(j, ̂  À)\/y.
^A/^

II résulte alors de (1.5.20) et de (1.5.22) que

^SP^[ / (^À)E(X,^ -À)]=T H p ( x , y , À ) ^ ( y ) ^ y ;
& ^A^Q

notre assertion est donc une conséquence de (1.5.24).
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Le résultat précédent nous permet de définir un opérateur P sur l'espace
des fonctions K-finies à gauche dans (^(GA/GQ), et à valeurs dans l'espace
des fonctions continues sur GA/GQ; il est donné par la formule

( P / ) ( x ) - V f SpJ/(^À)E(x^,À)]^ .
^ AM

(1.6.3) On a PfeU (GA/GQ) pour toute fçû? (GA/GQ) et K- finie à gauche.

Démonstration. — Remplaçant E par E^. et par E^ dans (1.6.2), nous
obtenons des opérateurs P^ et P777 dont P est la somme. Il résulte de (1.6. i)
et de (1.5.i4) que P^/eL2. Pour montrer que P^/eL2, il suffit, d'après
(1.1.5) et (1.5.4) 5 de prouver que la fonction

f / ( ^ À ) [ < À - ? , h > + M ( ^ - À ) < - À - p , h > 1 < p , h > A
JA"

est de carré intégrable sur HA/HQ. Compte tenu de (1.3.45), cette inté-
grale vaut

2 [ /(2r, À ) < ^ h > ^ • -
J\u

ce qui est la transformée de Fourier d'une fonction de carré intégrable,
et est donc de carré intégrable.

(1.6.4) Si f et g sont deux éléments K-finis de ù3f GA/GQ), on a

(P /^ )=( / ,P^ ) -V f sp^(^r/(^)]^.
& Att

Démonstration. — Par définition, on a

(P /^ )= 1 f ^ ( y ) ( [ VSp^(7 (^?QE(y ,^ -À) )^ (^y ;
'^Q (^t i

mais d'après (1.6. i) et (1.6.2), on peut intervertir les intégrations puisque g
est à support compact; on obtient alors

( P / ; ^ ) - V fsp^/(^)^f ^y7E(y,^ -ÀK/yW
^ A- ^r^ ;

et le résultat cherché résulte de la définition (1.3.44) de /'(S', X).
Montrons maintenant que P/'€L^; il suffit, pour cela, d'après (1.2.6),

de montrer que si g est une forme automorphe parabolique, on a (P/*, g) = o.



224 M. DUFLO ET J.-P. LABESSE.

Comme les séries d'Eisenstein sont orthogonales aux formes paraboliques,
il suffit de montrer que l'on peut intervertir les intégrations dans l'expression

f ^ ( y ) ^ y f / (^ )E(y^-À)^ ;
^Q JAU

mais, d'après (1.1.16), on a g == F * g pour une F€^(GA), et le résultat
cherché est une conséquence immédiate de ( I . 5 . i 6 ) et ( I . G . i ) puisque
l'intégrale ci-dessus peut encore s'écrire

f ^ ( y ) ^ y / /(^)F*E(y^, -l)dt.
^Q Au

Mais, en comparant (1.4.5) et (1.6.4) on voit que

(Pc9^)=(P9ç, 6^)

pour y et ^€^(GA/HQUA) et K-finies à gauche. Comme les fonctions 6y
sont denses dans L^, on a

Pc6ç=P6ç.

Soit alors f^^^G^/Go) et K-finie, on a

(Pc/, 0,) = (/ P^) = (/, PQ,) = (P/ 0,).

Comme Pf et Pcf sont dans L^ et que les 6ç y sont denses, on a fina-
lement prouvé le résultat suivant :

(1 .6 .5) Soit f un élément K.-fini de ^(G^/Go), alors

tV=P/.

Remarque. — On pourrait démontrer, sans beaucoup plus de peine,
cette égalité pour un espace de fonction beaucoup plus grand; cependant,
celui que nous considérons suffit à notre propos.

Considérons une fonction K-finie à gauche et à droite F€(^(GA) et notons
P./ la projection orthogonale de L2 sur L^. D'après (1.4.7), PrfT(F) est un
opérateur de Hilbert-Schmidt; il existe donc une fonction Lp dans
L^GA/GQX GA/GQ) telle que l'on ait

(1.6.6) (P^T(F) / , ^ )=f f LF(x,y)/(y)^(x^y6/x
^A/^A/^

quels que soient f et gçL2 ,
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Posons Kp(x,y) ==^F(xYy-1). Il est clair que si f et g sont dans
^

^(GA/GQ), on a

(1.6.7) (T(F) /^)=f f KF(x ,y) / (y )^(x)6 /x^y .
^A^Q^A^Q

Calculons P.T(F) f= P^F*/*). Il résulte de la démonstration de (1.6.2)
que, si f est un élément K-fini de d3 (GA/GQ), on a

^Sp^[(F*/n^À)E(x^,-À)]== f H F ( x , y , À ) / ( y ) ^ y ,
^ ^Q

où Hp(x ,y ,À) est donné par (1.5.22).

D'autre part, (1.5.24) montre que

(1^-8) f f f |H, (x ,y ,À) / (y)^(x) |^y^x^<oo
^A^Q^A^Q17^

et que l'intégrale

(1-6.9) H y ( x , y ) = 1 r H F ( x , y , À ) ^ À
^A"

converge uniformément lorsque x et y restent dans des compacts fixes;
donc Ht(x, y) est fonction continue de (x, y).

Maintenant, (1.6.2), (1.6.5) et (1.6.8) montrent que

(1.6.10) P,T (F) / (x) = f II,(x, y) / (y) dy,
^A^Q

(1.6.11) (P,T(F)/ ,^)= f f HF(x ,y) / (y)^W^x^y.
^A/^A/^

Comme on peut approcher toute fonction continue à support compact
sur (GA/GQ) X (GA/GQ) par des fonctions de la forme /*0 g, on voit,
en comparant (1.6.6), (1.6.7) et (1.6. n), que Ly est presque partout égale
à la fonction continue Kp— Hp.

Nous avons vu en (1.4.7) que T^fF) est un opérateur à trace. Il est
représenté par le noyau continu Kp— Hp^L2 (GA/GQ X GA/GQ). Dans ces
conditions, on sait {cf. textes à paraître de Bourbaki) que la fonction
XP> Kp(x, x) — Hp(x, x) est intégrable et que son intégrale est la trace
de T<,(F).
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Nous résumons ce que nous avons démontré :

(1.6.12) THÉORÈME. — Soit F un éléments-fini à droite et à gauche de CO(GA).
On définit F(&, X, 37) comme en ( I .5 . i8) . L'intégrale

I M x ^ y ) - f yySpc^[F(^ ^)E(x^-À)®E(y,^jy]^
2 J \u '——— ^~

& y

converge uniformément lorsque x et y restent dans des compacts fixes. On pose

Kp(x, y) ==^ F(xYy- j). La fonction Kp—Hp est continue de carré inté-
°Q

grable sur GA/GQXGA/GQ. L'opérateur Trf(F) ^ à ^raco, ^ donné par le
noyau Kp — Hp. La fonction xp>Kp(x, x ) — H p ( x , x) e^t intégrable sur
GA/GQ e( ron a

t r T ^ ( F ) = f [Kp(x, X ) - H F ( X , X)]^-/x.
'^•Q

7. La transformation de Selberg.

Soit k un corps. Soient yeG/, et ^ ' un représentant de y dans GL (2, /c).
Nous dirons que y est

k-elliptique si les valeurs propres de y' n'appartiennent pas à /c,
k-hyperbolique si les valeurs propres de Y sont dans /c et distinctes,

k-unipotent si les valeurs propres de Y sont égales (et donc dans /c).
On notera G^ l'ensemble des éléments Q-elliptiques, Gn l'ensemble des

éléments Q-hyperboliques, Gu l'ensemble des éléments Q-unipotents.
On posera Gp==GnUGu et G p = G p — | i j . Il est clair que GQ^GeUGp.

Soit F€CD(GA). On définit Ky comme dans (1.6.12) de sorte que

( 1 . 7 . 1 ) ^^^^^(XYX-^+^^xYX--1)-^!).
GE Gli

Nous remarquons maintenant que

(1 .7 .2 ) F ^ | F ( X Y X - ' ) | ^ X < Q C .
'W-Q G,

En effet, la fonction x \-> ̂  F(xYx - T) est continue et à support compact
ï€G^

modGa. La continuité résulte de ce que si x reste dans un compact fixe,
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la série se réduit à une somme finie puisque G^ est discret et que F est
à support compact. La seconde assertion résulte immédiatement du lemme
suivant :

(1 .7 .3) Soit C un compact de G^. Il existe un nombre dc> o tel que
si x € GA et y € GQ vérifient les deux relations

r(x)<dc, xyx-^C,
alors vePo.

Démonstration. — On peut évidemment raisonner dans GL (2, A) au lieu
de GA. Si x=khu est une décomposition d'Iwasawa de x, il est clair que

xyx-^C => huyu^h-^C^

où (7 est encore un compact. Mais

fh 1ç\fa b\fh *Y-1„/ * *\
\o i l \ c d)\o 1 } -{ch-1 *^

par suite, la relation huYir^hr^eC' implique ch~^ <i, donc [ c |< | / i .
Si \h\ est petit, il s'ensuit que c = o puisque c€Q.

C. Ç. F. D.

Soient Y^GQ et k une algèbre sur Q. Nous notons G/.-(y) le centra-
lisateur de y dans G/,. Sur chaque GA(Y) nous choisissons une mesure
de Haar. Il est bien connu que si Y € G K , l'espace G^(y)/Ga(Y) est compact;
soit ^(y) son volume. La relation (1.7.2) justifie les transformations
suivantes :

f ^;F(xyx-^x
^Q G,

= Ij f ^ F^x^ô-'x-1)^^ V f F(xyx-^x
*y ç ic ^ *}c IC i^}ïe {G,} ^Q^GQ/G^) re{G,} ^ArQ1^.

= ^ ^ ( ï ) f F(xYX-')6/x,
ïe{G^ ^A/^d)

en notant { GE} l'ensemble des classes de conjugaison sous GQ de G^. Main-
tenant, (1.6.12), ( I . 7 . i ) , (1.7.2) et le calcul ci-dessus prouvent le résultat
suivant :

(1.7.4) Soit F un élément K.-fini à droite et à gauche de ^O(GA). On a

LrTr f (F )^aF( i )+V^(y ) f F(xyx-1) 6/x + I(F),
[C^ ^A/S^
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où Von a posé :
I (F) == f /VF(XYX- 1 ) - Hp(x, x)\ dx.

^ C IC \ ^"^ 1
W^VG^ /

Toutes les séries et intégrales convergent absolument.

Si R et R' sont deux représentations unitaires de G^, notons i (R, R')
leur nombre d'entrelacement. Notons G^ l'ensemble des classes de repré-
sentations unitaires irréductibles de G^. On a évidemment

T^(F)=.^ < ( R , T ^ ) t r R ( F ) .
Rer^

Mais d'autre part, on sait d'après ([18], th. 2.2) que l'on a
(1.7.5) /(R,T,/)^i. pour tout R€&A.

[En fait, il est prouvé dans [18] que i (R, To)^i, et que i (R, To) == o si
l'on suppose de plus que R est de dimension finie, de sorte que (1.7.5)
résulte trivialement de (1.4.6).] On peut donc compléter (1.7.4) par la
proposition suivante :

(1.7.6) Soit F une fonction intégrale sur G telle que T^(F) soit traçable.
On a

t rT^(F)= ^ trR(F) ,
R G G ^

< ( R , T d ) ^ o .
/^

Naturellement, chaque R(F), où R est un élément de G^ qui intervient
dans Trf, est traçable et la série ci-dessus converge absolument.

La conjonction de (1.7.4) et de (1.7.6) donne ce qu'on appelle habi-
tuellement « la formule des traces de Selberg ». Cette formule pose immé-
diatement les problèmes suivants :

(i) calculer (par exemple, en fonction de la transformée de Fourier de F)
les intégrales figurant dans (1.7.4)*?

(ii) étendre la classe des fonctions F pour laquelle cette formule est
valable.

Selberg lui-même a résolu ces problèmes lorsque F est de la forme
F=Fo0F^ , où Fo est (par exemple) la fonction caractéristique d'un
sous-groupe ouvert compact de G/ {cf. [20]). Nous espérons revenir sur
ces questions plus tard. Dans le prochain chapitre, nous allons calculer
une nouvelle expression pour le nombre I(F) qui apparaît dans (1.7.4)?
et que nous appellerons dans la suite « le terme complémentaire ».
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CHAPITRE II.

CALCUL DU TERME COMPLÉMENTAIRE.

1. Premières évaluations.

LA DÉCOMPOSITION Hy== Hy 4- HT* — Dans tout ce chapitre nous fixons
une fonction Fe^G^) qui est de plus K-finie à droite et à gauche. Il faut
évaluer l'intégrale

(11 .1 .1) I ( F ) = = f [ V F(XYX- l ) -HF(x ,x)1^x.
jp /p | "̂1" \
^QLreG,* J

Nous pouvons, pour calculer cette intégrale, commencer par une inté-
gration à gauche sur K. Si nous posons

(11.1 .2) F^x) == <F(kxk-1) dis.,
^K

il est facile de voir, grâce aux relations d'orthogonalité dans les groupes
compacts, que
(11 .1 .3) I ( F ) = f [V F^(xTX-^)-Hp(x ,x)1^

^A/^LïeG- J
où l'on a posé

(11.1 .4) H F ( X , X ) ~ f V S p ^ [ F ( ^ À ) E ( x , ^ X ) * E ( x , ^ - À ) ] 6 / À
JAU^

et
(11.1.5) F ( ^ À ) = : f f f F K (khu)^(Â•) \ -^4-p ,h>^k^h^u

^-"A^A

= f F R (x)L(x, ^, ÏY dx.
^A

ys.

La fonction s M^ F(&, sp 4- /J ^^ ^^^ fonction entière^ à décroissance rapide
à V infini dans toute bande verticale a^î{e[s)^b [puisque c'est une trans-
formée de Fourier de fonction de ^(GjJ] et qui est identiquement nulle
sauf pour un nombre fini de valeurs de & et '/ puisque F est supposée K-finie.
On voit facilement que l'on a

(11.1.6) F^ * E(x, ̂  À/=:F(^ À ) E(x, ^, À)'.
Ann. Éc. Norm., (4), IV. — FASC. 2. 30
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Soit c un nombre réel tel que o<c<i. En 1.5, nous avons défini
des fonctions E", et E", telles que E = E^ + E^. Nous poserons

(11.1.7) H ï ; ( x , x ) - ^ f Sp^[F(^À)E:(x ,^À) 'E:(x ,^-^)]^ .
. J\u2 & t/AU

II résulte de (1.5.3) que cette intégrale converge uniformément lorsque x
reste dans un compact. On définit de même Hp (x, x) en remplaçant E^
dans E', dans (11.1.7).

En calculant formellement et en utilisant les relations d'ortho-
gonalité (1.5.8) entre E', et E^, la formule ( I I . l . i ) s'écrit encore

/-» r- —

I ( F ) = / 2 F'^XYX-^-Hi^x^-H^x) rfx=r"(F)-I"(F) ,
^A/^LT^; J

où l'on pose, a priori formellement,

I " ( F ) = f Hï , (x ,x)</x ;
••A/'-Q

1" /(F) = 1 2 ̂ ("'i^-1) - ̂ (x, x) rfx.
"A/^l^eG;

v)=f rs^^Y
^A/^LïeG;

Le but de ce numéro est de justifier ces calculs et d'évaluer Ï " { ' F ) . Consi-
dérons d'abord l'intégrale

("•l-8) f ( [F(&,À)E;(x,Sj)*E';(x,S7,-/)]rfx^.
^/G^A»

Elle est majorée par l'intégrale

f |F(à,^) . f |E^(., ï , -^[l2^,
JA"

convergente d'après (I .5. i4) puisque F(&, À) est à décroissance rapide.
Il en est donc de même de (11.1.8) et, par suite, aussi de

(" •1 .9 ) f HÏ.(x,x)</x=r'(F).
'•Ay'a

Pour évaluer l " ( F ) , posons

( I I - l . i o ) 8vW= f ̂ ('Wdvi;
^A
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les formules d'inversion de Fourier pour K et H^/HQ prouvent que

( i i . i . i i ) y f SP^(S ,À)^=V^(O;
t-4" ^

cette série se réduit d'ailleurs à une somme finie puisque F est à support
compact [cf. (11.5.8) plus bas].

Comme l'intégrale (11.1.8) est convergente, on peut calculer F7 (F) par
la formule

I^F^-'y F Sp^fF(^) f E;.(x,^À/E',(x,^ -Â)^x1^.
2 '^^A1^ 1 ^G /C

^ L "A/'Q J

D'après ( I .5 . io) et ( I I . l .n) , on a

F(F)=-2^(01ogc-]^f SP^EF^^M^^M^^-^)]^

-SSîrJ ^spJf^..p^„<-'••M'a•-^-<••••M''•••^^J..
27=0 à ^c^^o L J

Nous allons évaluer le comportement asymptotique de cette expression
lorsque c -> o.

Pour étudier l'intégrale du dernier terme ci-dessus nous étudierons plus
généralement l'expression :

. . . . i r , . c - 2 s a ( — s ) — c 2 s a ( s ) ,3 ( < - ) = : — — 1 (o(s)-——^-——'-————-— ds,
^^Re(,,:=0

où y {s) est une fonction entière, à décroissance rapide à l'infini dans toute
bande verticale, et où a[s) est une fonction holomorphe bornée dans une
bande o^Re(5)^§. On a

,,, , — i ,. r , . c^a(s) — c-^a C— s) ,
P ^ ^ o - , 1 1 1 1 1 / ?(5)—————,———-——-ds

8^£-^oJ^(,^o S

l ^ i >^ .

= — — l i m f [cp(.)+cp(-.)]^a^^.
o^c>oj^(,^y ^

|.s-|>£

En raison des hypothèses d'holomorphie et de croissance faites sur y et a,
la méthode des résidus montre que

P ^ ) - c p ( o ) ^ o ) - — — f |cp(,)+cp(-,)]£!l^^
4 ol71:-/Re{s)=o s

== -. 9 (0 ) a(o) -\- (^(^(ï) quand 6--^o.
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En appliquant ceci au calcul de I^F), on obtient

(II.1.12) F(F)=-V f Sp^[F(^À)M(^)IVr(^-^) ]^
J\u^ A M

-^S^X)1^^)-2^ ^F©IO^+^O(I)

27=0 ^HQ
quand c —^ o.

Nous allons montrer maintenant que certaines intégrales analogues
à F^F) sont nulles.

Considérons tout d'abord l'intégrale :

(11.1.i3) f f |F (^ )E; (x ,^ÀrE; (x ,^ -^ j^x^ .
^cT^

Elle est majorée par l'intégrale

f f |F(^, À)E;l(x, ^ À)"'L^(x,^ -^) rfx^.
l/ A » t^ /P'A'^G. /P

^Q

Si r(x)>c, on sait que L^(x, &, X) = o. Si r(x)<c, on sait d'après (1.5.5)
que E : (x ,â ,X)=E(x ,&,X)-E O (x ,^ ,} . ) et d'après (11.1.6) on a donc

|F(^ À)E;(x , ̂  Xy|= F^E(x, ̂  y-F^*Eo(x, ̂  y[;

il résulte alors de (1.5.15) que, pour tout M, on a

1 F (^ so -+- X) E; (x, Sf, ^p -%)*|-<; r (x)271-3 (i 4- [ s \ y-^

dans l'ensemble Re(^) = o, xe^(c). On en conclut aussitôt que (II.l . i3)
converge. On en déduit alors de (1.5.8) que

("•l-^) f f F^^E^x^^E^x^-Â)^ " 1 (X, ^, — À ) 0?À 6/X == 0.

^A^Q'^

On a évidemment un résultat analogue en échangeant les rôles de E^ et
de E^. De là on déduit la décomposition cherchée de I(F); en effet, pour
cela considérons la fonction

( I I - l - ^ ) X^F^XYX-^-H^X.X);
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puisque le second membre de (11.1.3) est absolument convergent, ce qui
précède montre que cette fonction est intégrale sur G^/GQ et que, si l'on
pose

( 11.1.16) r (F)= f (VF^XYX-^-H^X))^
'yr ic \ "̂̂  i
^Qf (̂  )

on a, comme annoncé, la relation

( 1 1 . 1 . 1 7 ) I (F)==:T(F) -r(F).

ÉVALUATIONS ASYMPTOTIÇUES DANS (Ê>. — Pour calculer ^(F), nous
aurons besoin d'une évaluation asymptotique dans (& des deux termes
qui interviennent dans ( I I . l . iô ) . On examine d'abord

^F^(xyx^).
^

Nous avons vu en (1.7.3) que

( I I . l . iS ) ^F(xYX-i)=^FK(xyx-1)
(îp PQ

si r(x) est assez petit.

Le second membre de (II . l . i8) peut encore s'écrire

^ ^ F^(XÇY2X-1).

^"Q ^€UQ

La somme sur les Ç porte sur un ensemble fini indépendant de x [cf. (11.5.8)
plus bas]. D'autre part, si l'on pose x = khu, on trouve avec les conventions
de notation définies en (I. 1)

^ FK(hu^u-h-)=^FKQ ^a-^+^n
^ '• •s' ' ^ \o i

YI€UQ ^ÇQ€UQ yi<=Q

=] 7.|--̂  T(^-1)73)^^ ^T(PA-^)^
/^ v 0 I

^eo.

d'après la formule de Poisson. Puisque la fonction ^ t - > F i l est
dans (53 (A), cette série est égale à

-1 [^{i ^)^+o(l^ l ')=l^-12^Fa)+o( l^ l^h -1 1 ¥ ^ 1 ^ v \^-}-o(\h\n)==\h -1^

"Q
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lorsque \h tend vers o, ceci quel que soit n>o. D'où le résultat suivant :
(II. l.i 9) Quel que soit V entier n on a

^ F^XYX-^+F^-^x)-2]^^) ^(x)^ dans, ^.
T€G; ^

Considérons maintenant la fonction Hp(x,x) donnée par (11.1.7).
Si x=khu et si r(h)<c, on a pour tout XçA" :

E;(x, ^ ÀyE:(x, ^ - À) = L;(x, ̂  ÀyL:(x, .̂  - À)

== [< - À - p, h > P (.̂  - ̂ ) + < À - p, h > M (^ À)']
x [ < À - p , A > P ( ^ - ^ ) + < - ^ - p , A > M ( ^ - 7 ) ]

=:2<-2p , A>P(^ - % ) + < 2 À - 2 p , A > M ( S 7 , À)P(^ -%)

+ < _ 2 À - 2 p , A > P ( ^ - ^ ) M ( ^ -À),

carM(&,X)*=M(3,X) et M (&, X) M (&, - À) = P (&, -yj.

On remarque, d'autre part, sur (11.1.5) que l'on a

(11.1.20) F ( ^ À ) = F ( ^ À ) P ( ^ -^)=P(^ ^ - ^ ) F ( ^ À ) ,

et donc

( 1 1 . 1 . 2 1 ) Sp^(F(^ À ) E : ( x , ^ À r E ; ( x , ^ -À))
^/-(x)-^!^ À ) 4 - < 2 À - 2 p , A > S p ^ [ F ( ^ À ) M ( ^ À)]

+ < - 2 À - 2 p , A > S p ^ [ F ( ^ À ) M ( ^ -À)]

lorsque r(x) <c.

On en déduit alors de ( I I . l .n) , de (11.1.7), et d'un simple changement
de variables, le résultat suivant :

(II . 1.22) Si x=khu et si r(h)<c, on a

nï^^)-rW-^^(Q=l\ f Sp^[F(^7)+P(^ -À)M(2r, À ) 1 < 2 À - 2 p , A>^.
^ t/AU

Le second membre de ( I I . 1.22) peut maintenant être majoré de la
manière suivante. Soit b un nombre réel, tel que & > i . On sait,
d'après (1.5.12), que M (&, ^ p + X ) est borné dans la bande o^Re(s)^b,
sauf éventuellement au voisinage du pôle s = i. Vu le comportement dans
les bandes verticales de la fonction F (S-, s p + yj, on peut remplacer
l'intégrale du second membre de (II . 1.22) par une intégrale sur A"-}- & p ,
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plus un terme provenant du résidu en s == i. Notons P(F) ce terme; on peut
montrer que

P ( F ) = - ^ F ^ F ( x ) D ^ ( x ) 6 / x
^A-y^o

mais nous n'utiliserons pas cette formule. On peut majorer l'intégrale
sur A ^ + f c p par d^i(b — i) p, A>, où d est une constante ne dépendant
pas de A.

Choisissant b = - -}- i, on obtient donc le résultat suivant :

(II. 1.23) Quel que soit n>o on a

H^(x, x) - r(x)-^^(S) - P(F) •<; r(x)71

^

pour tout x€ (&.

D'après (11.1.19) et (11.1.23) la fonction ( I I . l . i ô ) est bornée sur G^/GQ
(ce qui prouve à nouveau qu'elle est intégrable) et même de carré inté-
grable.

Grâce aux évaluations asymptotiques (11.1.19) et ( I I . 1.23) on voit

que les fonctions Hp7 (x, x) et ^F^x^x"1) sont à croissance lente dans (6.
^

Pour calculer F" (F) nous calculerons les produits scalaires des deux
fonctions ci-dessus avec une famille fa de fonctions particulières à décrois-
sance rapide tendant vers i dans L2 lorsque a tend vers o, puis nous
passerons à la limite. Si, en effet, on pose

(11.1.24) f /.(X^F^XYX-^X^J^F),
"'A^Q GÏ

( 1 1 . 1 . 2 5 ) f /,(x) H;(x, x) dx= J ,(F),
^A^Q

ces deux intégrales sont convergentes, puisqu'on suppose fa à décroissance
rapide; et comme la fonction ( I I . l . i5 ) est dans L2 on a

( I I . 1.26) r (F)=l im[J , (F) -J , (F) ] .
<7->-0

CHOIX DES JONCTIONS fa. — II sera commode, pour calculer le second
membre de (11.1.26), de choisir la famille de fonctions fa obtenue en posant
tout d'abord, pour s€:C :

(11.1.27) l^(s)=z Ç exp^^—^-1)^4'1^.
«^n
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puis en définissant pour o < < a < < i , une fonction sur G^/HQU^ par la
formule
( I I . 1.28) ?^(x) =:^a;jL(i)- ' exp[— ^ / • (x ) ' 2 —^- 1 / - ( x ) " 2 ) ;

ceci fait les fonctions fa cherchées s'obtiennent en observant que la série

(IL 1 . 2 9 ) /,(x)^0^(x)= ^ O,(XY)

^WQ

converge et a pour somme une fonction à décroissance rapide sur G^/GQ,
orthogonale aux formes paraboliques.

Les fonctions ?o(S'? 5p-[-/J et /a^^P+y,) [définies comme en (1.4.2)
et (1.3.44)] sont nulles si S" ̂  id et ^7^ o. On posera

^,(5)==^(id, 5p) et 7^(5)==^( id , 5p).

Les relations suivantes sont faciles à vérifier :

(II.l-.3o) ^(s)=^ccî('^i)^(-s)^(ï)-i',

(11.1.31) f / , (x )^x==^(- i )==a= f ^/x.
'^/^ l7GA/GQ

On peut calculer (/^, /',/) par la formule (1.4.4)? ce qui donne

(11.1.32) (f^fa)=^-——— f {faW-ds.
"^^ReM^O

Comme fa(s) = ç^(^) + M (id, sp) ^a(—s) et comme M (id, 5p) est de
module i sur l'axe imaginaire pur, Pintégrale ci-dessus est 0(a)
lorsque a -> o, en vertu de (II.1.3o). On dispose maintenant de tous les
éléments pour calculer {fa—i,fa—i); on trouve

(/.-I^-I)=a+0(^)--2Re(^I)+(I,I)
= = a 4 - 0 ( < 2 ) — 2 a + a = = 0 ( a ) .

D'où le résultat suivant :

(II. 1.33) La fonction fa tend vers i dans L2 lorsque a -> o.

Maintenant que nous avons construit notre famille de fonction fa nous
pouvons passer au calcul de J^(F) et Jl(F).

CALCUL DE J^(F). — Rappelons d'abord que

Ja(F)—— f /.(x)j f VSp^[F(^^)E:(x^J)E;(x,^-^)]^j^x
^A/CQ (JAU ^ j
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et commençons par montrer que

/ f | / , (x)Ê(^À)E;(x ,^ +ÀVL;(x ,^ -À)|^x^<4-oc.
"A/^Q Ai<

En effet, L", est nulle si r (x)>c et ^(x) et O^x)^ lorsque r (x)->o;
d'autre part, d'après (1.5.4), L^=E^ dès que r (x)<i ; on est donc
ramené à prouver que l'intégrale

f f r (x)^F(Sr, 7 )L; (x ,^ÀyL:(x ,^^) |^x^
"A^Q A"
r(x)<c

est convergente dès que n est assez grand. Mais on sait que l'on a

|L^(x, ^, ^) ^r(x)-1 dans A^xG^;

notre assertion résulte alors de ce que F1'(3, X) est à décroissance rapide
sur l'axe imaginaire pur, et nulle sauf pour un nombre fini de y . Jl(F) est
donc donné par l'intégrale double

J r t ( F ) =^ f f / / (x)YSp^F(^/)L;(x,^7)-L:(x^,-^^x^,J^/^J1^ s

comme le montre un calcul formel évident.

D'après (11.1.21), cette intégrale peut encore s'écrire

J.(F)= f / .?(h)^r(h)^V^(0-^-B(h)1^(h)2^h^(O/HQ L J
où l'on a posé

^^S f SP^[F(^)+F(^ - À ) ] M ( ^ À ) < 2 / - 2 p , h > ^ .2 c- ^A"^ -

Les raisonnements qui précèdent (II . 1.23) montrent que B(h) est
borné. Par ailleurs, la formule d'inversion de Fourier permet de déduire
de (1.3.44) q^

/,°(h)=—— f . / :(.)<(.-i)p,h>^.
^^^ne^^^i

Le résidu en s = i de la fonction s^->fa(s) vaut ç ^ ( — 1 ) ^ = = 2

d'après (1.3.38). En déplaçant le contour d'intégration on trouve donc

l/^11)-1!- .- f /.(.)<(.-i)p,h>^ ^r(h)^
4(/7h ^(^=0

Ann. £c. Norm., (4), IV. — FASC. 2. 31
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dans H^. Tout ce qui précède montre donc que

(II.1.34) ea(c)=: f f^WB^r^dh^ f [O^l^+O^h))]^!
JllA^/1ÎQ '"A^Q

tend vers zéro avec c uniformément dans i>a>o. Pour calculer J^(F)
il nous reste à évaluer

f f^h)dh= f /,°(h)<(i-.)p,h><(.-T)p,h>^h.
'"A^V1^ '"A^V'Q

Mais si Re(5)>i, on déduit de (1.3.44) q11^

(II.1.35) fa(s)=f / , ° (h )<( -^+ i )p ,h>6 /h , Re(s)>i
'^/"Q

et, par application de la formule de Plancherel, on voit que

f /,0(h)^h=^f ^fa{s)ds.

^^/"Q 2^7T^Rc(.)=^>l•ç- I

Si l'on déplace le contour d'intégration, cette équation devient

f /,o(h)^h=Resr^^(.)1+^ f ^Ms)ds.
^n /̂HQ .=i\_S-ï J ^ITCJ^^^S-Ï

On rappelle que fa{s) = ^a{s) + M (id, 5p) ya(— ^) et que d'après (II.l.So),
on a

Re^+l ^ ( s \ \i A /' o\ i — // 2 /. r - ^ 0 ^
• T — — ' ^(i)

d'où l'on déduit que

(11.1.36) f ^(Ç)^o(h)^h=ResL-F(£J-^-^(- .ç)M(id, ^)1+o(^)
"A '̂̂ Q s J

lorsque a -^ o.

En combinant ( I I . 1.34) et ( I I . 1.36) on voit qu'au total, on a démontré
que l'on a

( 1 1 . 1 . 3 7 ) J,(F)=:yRes^^(0-c-^—9,(-^M(id, ^p)1 + o(^) + s, (c-)
'-— A = ' L 5 1 j

lorsque a -> o avec c€]o, i[.

Il nous reste à calculer Ja(F), ce qui sera l'objet du paragraphe suivant.
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2. Calcul de J^(F).

Nous rappelons que nous avons construit une famille fa de fonctions
à décroissance rapide sur GA/GQ en ( I I . 1.28) et (11.1.2g), et que Ja(F)
a été défini par la formule ( I I . 1.24). Mais, -par construction, fa et fa sont
des fonctions positives et J,/(F) reste convergente si l'on remplace F par
sa valeur absolue. On peut donc écrire que

( 1 1 . 2 . 1 ) J,(F)^f <p,(x) V F^xyx-1)^.
'A/'Q ye^

On rappelle que G? est l'ensemble des éléments de GQ qui sont, soit
hyperboliques, et donc conjugués d'un élément de H Q = = H Q — { I } , soit
unipotents et différents de i, et donc conjugués d'un élément de
U Q = = U Q — { I $ . Notons N(Ha) = HQU^HQ Le normalisateur de HQ
dans GQ. Il est facile de voir que l'on a la relation

^F^(xyx-)== ^ ^ F^XY^Y-'X-') + ^ ^ F^x^—x^).
^ ^WQ ^UQ ^^^("Q) S€HQ

En utilisant la décomposition de Bruhat ( I . l . i ) et en regroupant conve-
nablement les termes, on obtient

(11.2.2) ^F^xyx-1)^ ^ F^x^x-^ ̂  ^ F^(xÇ^x-1)
^ P-euà ÇeiiQ ^€UQ

+ ̂  A(Q ̂  ^ FR(x^^ÇYïw-lpl-lx-l),

ÇeTiQ P.€UQ Ï Î€UQ

où l'on a posé A(^) = i si ^ = i, et A(^) = ï- si ^ 7^1.

Notons que lorsque x reste dans un compact toutes les sommes sont
finies. D'après (11.5.8) les sommes en ^ portent sur un ensemble fini de ^,
indépendant de X^GA. Nous considérons donc les intégrales absolument
convergentes suivantes :

(11.2.3) f cp,(x) V F^xyîX-^x;
" < ' • /p^ *A/ Q r^çVQ

(11.2.4) j ?a(x) ^ FR(xÇ^x- l)r/x ( o ù Ç e î l Q ) ;
'^fQ ^UQ

( 1 1 . 2 . 5 ) J.(£)=f ?.(x) V V F^xpi^Çyî^-1^-^-1)^.
^Cr /P '̂ "'̂  ^IH^A/ Q ^euQ ^€UQ
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Examinons tout d'abord (11.2.3). Comme la quantité à intégrer est
invariante à gauche par K et à droite par UA, l'intégrale (11.2.3) se
réduit à

f cp,(h) ̂  F^hYîh-^X^h^h.
' "A^Q TieiiQ

En vue, comme d'habitude, d'appliquer la formule de Plancherel nous
posons

(II.2.6) Z ( F , À ) = = f V F^hYh-^XÀ+p, h>^h '
"A/^^L^

.̂y ^C J^4-0^)^ P0111' ^ ^ P + X et R e ( ^ ) > i ,

comme F1^ est K-centrale Z ( F , 5 û - 4 - ^ ) ^^ identiquement nul si 7. T^ °-
D'autre part, Z(F, X) n'est rien d'autre qu'une fonction zêta de Tate

associée à la fonction t ^-> F^ ). La fonction s P-> Z(F, 5p) se prolonge

donc en une fonction méromorphe dans le plan complexe, les singularités
étant, au plus, des pôles simples en s = ± i. En particulier, le résidu
en s == i est 2 g p ( i ) , où gr ( i ) est défini comme en ( I I . l . io) . De plus,
Z(F ,5p) est bornée à l'infini dans les bandes verticales du plan complexe.

Comme (11.2.3) peut s'écrire

f <-À+p,h>cp,(h) V F^(hyh^)<À+p,h>^h,
^/"Q ^

la formule de Plancherel montre que (11.2.3) est égale à

(4^)-1 f ^(s) Z(F, ^p) ds=0(a)
tyRe(s}=l)

6>l

comme il résulte de (II.1.3o).

Considérons (11.2.4). On peut l'écrire

f f ̂ (h)^F^ '^r^^d-l^f fcp.(h)FK^ ^r^d-h.
^AVQ^A/Q ^ÇQ \0 I / ^AVQ^A \0 I -/

Faisant le changement de variable u -> h~1 u, on trouve

^0) f cpa(h)rfh-=^(Ç)^(i).
'"Ay'a
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Pour justifier ces transformations, il faut prouver que les intégrales sont
convergentes. Pour cela, il suffit de procéder comme ci-dessus en rempla-
çant F par sa valeur absolue. Compte tenu de (II.1.3o), on voit que
(11.2.4) est aussi 0(a) lorsque a -> o.

Il nous reste à étudier (11.2.5). En intégrant d'abord sur UA/UQ, on voit
que (11.2.5) s'écrit

f /•(h)2^^) f V F^huwÇyîw^u^h--1)^!!^
^n m J\] "~A/ Q ^euQ

et en posant

( IL 2 -?) f Y F^huwÇYî^u^h-^u^^h),
^u,AÏ^UQ

la formule (11.2.5) peut encore s'écrire

( 1 1 . 2 . 8 ) 3a(Q= f ?.(h)<(i+^)p,h>^(h)<(i-^)p,h>^h.
'"A/1^

Dans un premier temps, nous admettrons la proposition suivante :

(11 .2 .9) Uintégrale

I |'^(h)<(i-,)p,h> dh
^/"Q ^

est convergente pour î{e{s) >i.

La proposition (11.2.9) permet de poser, pour tout X e A avec Re(^) >i :

("•^o) Z ( F , À ^ ) = f ^ ( h ) < p - À , h > ^ h .
'"A/^Q

Comme F1' est K-centrale Z(F, sç + ^, ^) est nul si j ̂  o.

( I I .2 .H) 5i 6 > i, afor^ ^(h)1-^!^) ̂  ̂  carré intégrable sur HA/HQ.

Démonstration. — D'après ( I I .2 . io) , .la transformée de Fourier de
r-^1^ [qui est intégrable, d'après (11.2.9)] est la fonction

À i - > Z ( F , À + ^ p , ^) surA's

de sorte qu'il suffit de prouver que Z(F, À'p , ^) est de carré intégrable sur la

droite Re(s) = &. Considérons l'élément X == ( / I _°) de l'algèbre de Lie
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de G^. Il existe une fonction continue à support compact F' sur GA
telle que

— F [ e x p ^ X ) x e x p ( - ^ X ) ] - F ( x ) | ^ F / ( x )

pour tout X^GA et tout t dans un voisinage convenable de o dans R.
On a donc, en particulier,

|^ .[exp(<X)h]-^(h) | . |^-^^,(h).

Il résulte de (11.2.9) appliqué à F' que

f t-^ {^[exp(^X) h] - ̂ (h) j <(i - ,ç) p ; h>^h
'"A/^Q

est borné sur la droite Re(s) == &, uniformément lorsque ( reste dans un
voisinage convenable de o. Mais on a

<(i-^)p,exp(^X)>=^-^

de sorte que cette intégrale est égale à

^[^-^-^(F^p^).

Faisant tendre ( vers zéro, on voit que {s — i) Z(F, 5p, ^) est borné sur la
droite î{e{s) = &, ce qui prouve (II .2.n).

Remarque. — Un peu plus de travail permet de montrer que Z(F, sp, ^)
est intégrable sur la droite Re(^) = b, de sorte que la formule d'inversion
de Fourier montre que la fonction r"^1 ^p est bornée si b >i. On voit
aussi, directement sur (11.2.7) que ^r(h) = o dès que h est assez
petit.

Nous pouvons donc appliquer la formule de Plancherel sur HA/HQ,
ce qui donne

( 1 . 1 . 2 . 1 9 . ) ^(^(^•Ti)-1 f Z(F, ,s-p, ^) ^,\-s)ds.
^Ku^')=^lKu(,s-)=^>l

II résulte des propriétés analytiques de Z(F, À'p, ^) annoncées en ( I I . 2 . i4 )
ci-dessous que l'on peut déplacer le contour d'intégration dans (II . 2.12)
pour trouver

J.a)= :^^[%(F,^,OQ,(-5)]+(4,7^)-l f Z(F^p^)$,(-~^.
5—1 ^Rc^-):^
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Mais, d'après (II.1.3o), cette dernière intégrale est o(a^) lorsque a -> o.
Donc, on a

(11.2.13) ^ (^^^[^^(F^p^^cp^-^J+oG^I

lorsque a — o.

Il nous reste donc à prouver (11.2.9) et que

( 1 1 . 2 . 1 4 ) Z(F,5p,^) est une fonction analytique de s lorsque Re{s) >i,
qui se prolonge en une fonction méromorphe dans le demi-plan Re(^) ̂  o
avec, pour seule singularité, un pôle double en s = i. De plus, cette fonction
est à croissance lente à l'infini dans les bandes verticales o ̂  Re(s) ̂  6.

ÉTUDE DE Z ( F , ^ p , E ) . — La démonstration de (11.2.9) et de ( I I .2 . i4 )
sera faite simultanément. On commence par supposer que F == F et
que s est réel si bien que les transformations suivantes sont justifiées.

Faisons passer h par-dessus u et w dans la formule de définition (11.2.7)
de |̂, on obtient alors

^.(h) ==<— 2p, h> f V F^uwhy^hvv-'u-1) du.
«Ai ^^A T Q € U Q

En ( 1 . 1 . 2 ) , on a défini un élément h(uw) =îh(nw) °1 tel
L ° 1 ] que

u-^u^eKuw. Si Fon pose /H(u) = fÇ^ ^\ pour tout u€A, il est

clair que /H€^(A) lorsque F€(®(GA). Ces notations permettent d'écrire

F^uwh-'YïÇhw-1 u-1 ) ==/j,[A(uw) h-^n + (^ — i) u\

et donc

^•(h) = <- ^P. h> f ̂  fï[fi (uvv) A-' TÎ + (^ - i) ^] du.
A ^ecr

Comme on suppose F = F et s réel, on peut, au moins formellement,
écrire ( I I . 2 . i o ) sous les formes suivantes :

Z(F, s^ Ï)= j f V /^[^(uvv)^-17î+(^- l )^<(- l - ,ç)p, h^d'hdu.
t /A* /Q* l /A -̂^/Q^A^Q,

En regroupant les sommes sur A*/Q* et sur Q*, et en faisant le changement
de variable h(yLw}h~Y•r\= t, on obtient

' '
(II.2.i5) Z(F,,p,?J=f r/j[<+(Ç-!.)„,]____

< ' sp^ = ̂  J/^ + (?' ~ 1) M] ̂ )lTi ̂ ^^t /A* t/A rl \ a ^



244 M. DUFLO ET J.-P. LABESSE.

où l'on a posé
(11.2.16) R ( ^ ) = < p , h ( u w ) > = r ( u w ) .

Nous sommes donc amenés à étudier la convergence et l'analyticité
de (II . 2 . i 5). Nous distinguerons suivant que $ = i ou ^7^1.

Le cas ^ == i. — II est immédiat que si ^ == i, la formule (11.2.15) donne

%(F,.s-p, i)== f ft(t)\t\^~crt C^w-^du;
^A* "A

les deux intégrales convergent lorsque Re(^) > i et, d'après (11.2.6)
et (1.3.34), on a
(11.2.17) Z(F^P, i )==Z(F^p)M( id^ .p ) .

Les propositions (11.2.9) et ( I I .2 . i4 ) en résultent facilement.

Le cas S T^I. — Toujours sous l'hypothèse F == F ] et s réel, on a

(11.2.18) Z ( F ^ p , 0 = = r f^[(^_i)^R(^-^-.-i t^dud^t
* ^A* ^ A^A^A

grâce au changement de variable u ^-> u— (^—i)"1!.
Pour étudier la convergence de cette intégrale, nous allons supposer

F ̂ n Fp décomposable, donc aussi ^î==rj^, et nous introduisons les
p

facteurs locaux de ( I I .2 . i8 ) , soit

(II.2.19) GJ,(^)=f f f^-i)u]ï{,(u-i)-^\t\p^tdu
«^o* ̂ a

P ^ ' / / • / rpL

-l?''Q^Q,

où l'on a posé
( Max( i , | u „ ) si p -^- oc,

(11.2.20) K^)- , \ .
( \j\ + M^ si /? == oc.

Remarquons que, d'après (1.1.3), on a

R ( ^ ) = : T J R ^ ( ^ ) pour ?/€A.[u)==.l I K ^ ( ^ ) pour ?/(
/^

II est immédiat que Yintégrale

(11.2.2l) f \t^^u-tY^d^tJ^
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est uniformément convergente lorsque Re(z) ̂  £ > o et que u reste dans un
compact fixe de Qp. Comme la fonction u \-> fï [(!; — i) u] est dans <®(GQJ
on en déduit que l'intégrale (11.2.1g) est convergente pour Re(js) > o,
et définit une fonction analytique dans ce demi-plan. On remarquera que

( I I . 2 .22 ) |G^( ,3) |^G^;(Re(^)) .

Pour obtenir le domaine de convergence de ( I I . 2 . i 8 ) nous devons déter-

miner les valeurs de z pour lesquelles le produit | f Gj- (z) est multipliable.

Pour cela, on remarque que, puisque /'^^(A), il existe un ensemble
fini S de places, comprenant la place à l'infini, tel que pour p^S la fonc-
tion u ^> fî[[{^—ï)u] soit égale à i pour u€0^,, et à o ailleurs. Par
ailleurs, si p ~=^=- oo et si uGOp on voit facilement que

Max( i , \u—t p ) == Max(i, [ 1 | ^ ) , .

c'est-à-dire que

( I I .2 .28) î{^(u—t)==R^(t) pour uç.0,, et tç.Qp ( p ^ w ) .

Donc on a
Gl,(-3)::::: f f R^(u—t)-^[t\-d^tdu= f ^(^-^{t^d^t,\p ^ U. —— l ) \ t \ U, i Ult —— 1 JL\p \

^Q^Op ^QjS^Qî, ^Op ^QÏ

pour p^S et Re(z) > o. D'autre part,

( f R,(t)—\t-d-t=^
( I I .2 .24) ^ ^^^(^-^[^^^^^"^^^^"^"^^^^^(^-^-^

pour Re ( s ) ^> o et p -=^- oo .

Il en résulte immédiatement que le produit TTG^(^) est multipliable

pour Re(z) > i et que si z = —^— on a :

(ii.2..5) w^^n^-l^n^n^s
/?es pçs

P-7^^

lorsque Re(z) >i, et ^7^1. On en déduit donc (II . 2.9) lorsque ^7^1.
D'après les propriétés bien connues des fonctions ^, on voit que Z(F, sp, ^),
qui est défini par ( I I . 2.2,5) lorsque Re(^) > i, se prolonge en une fonction
méromorphe de s au moins pour Re(^) ̂  o, et que, dans ce demi-plan,
elle a pour seule singularité un pôle double en s ==i. On a déjà utilisé,

A/m. Éc. Norm., (4), IV. — FASC. 2 32
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pour démontrer (II.3.4o), le fait que Ç est à croissance lente à l'infini

dans toute bande verticale et que ,——. est à croissance lente à l'infini dans
s { s )

toute bande de la forme ï^Re{s) < fc ; compte tenu de (II . 2.22), la propo-
sition (II . 2.i 4) en résulte alors pour !; 7^1.

3. Calcul du terme complémentaire.

CALCUL DE F'(F). — On a démontré au paragraphe 2 que

et que

J,(F)=0(a)+ ̂  J . (£ )A (£ )

^"Q

Jrt(o = \ ̂ [w ̂  o ?.(- ^)] + oy);
rappelons également la formule

(II. 1.37) J , (F)=Res^^(- . )M(id, .p)^y^(0|+o(a i)+£46•) .
A = l L s ~ l ~ J

Comme 'on a

(II.1.26) r(F)=lim[J,(F)-J,(F)|,
n^o

on voit que

( 1 1 . 3 . 1 ) ï " ' ( ¥ ) = lim [ -'Resicp^-^) V N(^ ^) )+ ^(c)1

"^L ""i ^a i J
où l'on a posé

( 1 1 . 3 . 2 ) N(., ^) = A ( Q Z(F, .p, ^ - 2^(0 ^M(id, ,p).

Nous allons démontrer la proposition suivante :

(11.3.3) La singularité de N {Sy ^) w s = i es( au plus un pôle simple.
Pour démontrer (11.3.3) nous distinguerons le cas ^ = i et le cas ^7^1.

Le ca5 ^ = = = 1 . — On rappelle que A ( i ) = = i et que, d'après (11.2.17),
on a

Z(F^p, i ) = Z ( F , 5 p ) M ( i d ^ p ) .

Les remarques qui suivent (11.2.6) montrent que

(II .3.4) Z(F;.p)=2^- )+.
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au voisinage de 5=1. Donc

N(., i )==M(id , .p) fz (F^p)- - i^1
L s — I J

possède au plus un pôle simple en s = i, avec

(11 .3 .5 ) ResN(.^ i )=ResM( id , ,s-p) l i m f z ( F , so) — ̂ ^t
,s=l .s==l ^>l 1 S —— l J

puisque le pôle de M(id, 5p) est simple en s = i.

Le cas ^7^1. — On rappelle que A(^) == -'- lorsque ^7^1 et que,
d'après ( I I .2 .25) ,

^-hi'

au voisinage de s = i. Calculons Gj- ( i ) : d'après (11.2.19), on a

G^1) = f f /i/,[(S - I) ^1 ̂  (^ - ̂ )-2 1 1 d^t du.
^Q? ^Q,

D'après le choix des mesures de Haar, on a

(11.3.7) t\pd^t=——l——^dt pour p^oo et \ t ^ d i ç t = z d t .

Dans tous les cas on peut donc faire le changement de variable t \-> t + u,
d'où

(11.3.8) G^(i)==r/ l [a- i)^]^f——^.
^o ^o*1 1 /^6 /^p ^Q;,^

On calcule immédiatement

/ T T ^ ^ r i ^ i / . ^ ^ i+7^-1 . .( IL3•9) ^~^^=~^i sl p^~p
et

/ . r o x r \f\ d't /'+3C ^(1 I•3• IO) L^w^L ̂ î=r-
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au total, il vient donc

^(F,^o-^J^n/A[a--i)^^1+....
L y^es ^ J

Par définition de l'ensemble S, on a

/ ./lUtë—1)^]^^/ du=:ï pour p^S,
^ e\^ ^n^^
^p ^Op

et donc

ri f/i[(S-i)^J^=f/i[(^-i)^]^
' ' -^n- ^A— i7 r» ly Ap G. S Q/' A

mais ^ — i est un nombre rationnel non nul, donc de norme i et l'on a,
par suite,

( 1 1 . 3 . 1 1 ) C/^^,)^]ciu== ffJ(u)du=^^).
^A ^A

Ceci montre alors que

N(^)=^^(0-2^(^M(id,,p)+...

au voisinage de 5=1. La proposition (11.3.3) lorsque $7^1 résulte alors
de ce que, d'après (1.3.38),

( 1 1 . 3 . 1 2 ) M(id^p)==-^- ^ -^ . . . ,\ i \ ? r / ^_ j ^ i

avec a === « ? et du fait que ^(2) == ^ •

On peut maintenant revenir au calcul de ^(F), et comme N(^, Ç)
a un pôle simple en s== i , on voit d'après (11.3. i) que

^(F)^!™!1^-!)!^ V N(^Ç)-h£, (c)
a ->- 0 '\ 2 ? — i -Al"

^"Q

Nous savons, d'après (II.1.3i), que ^ ( — i ) === a = volume G^/GQ et
comme

ç.ç-i^ j _^_ ^ — ^ loge 4-. . .

au voisinage de s == i, on a

(11.3.i3) IW(F)=-2^^(01ogc

+ a R e s V j A ( O Z ( F ^ p , ? J - 2 ^ i ) M ( i d ^ p ) i + l i m £ , ( c « ) .V, / '-' V ^ - 5 • - •^5
,y=:l ̂ ™ ^ ^ 1 ^ ^^92 .< — 1 ^™ -5 —— 1 ) n ̂  0
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Remarquons que (II . 1.34) montre que ^(c) a une limite lorsque a — o ;
nous noterons £ (c) cette limite, qui est une fonction qui tend vers zéro
avec c.

Rappelons maintenant que F^F) est donné par la formule (II. 1.12).
Les termes en —2^) loge se détruisent, et I(F) est égal à la somme
d'un terme constant (c'est-à-dire ne dépendant pas de c) et de l'expres-
sion e(c) ^-c^C^i), qui tend vers zéro avec c. Comme I(F) est indé-
pendant de c, ce dernier terme est nul, et l'on a donc

( I I . 3 . i 4 ) I ( F ) = ̂ Res V | A(0 Z(F, .p, Q - ̂ L^ M( id , .p)11 s = i 'A""" L ^ — i 1^ e Q* J

^2 f ^[^(^ ^ ) M ( ^ ^M^^, -À)]^
^ JAW

-i 2 S^^^1^)]
•2-/=0 .3

pour ^ou^ fonction F€(Î)(G^) K-finie à droite et à gauche.

Nous allons encore transformer cette formule, en donner différentes
formes, et en expliciter des cas particuliers. Tout d'abord nous calculons
le résidu qui y figure. Dans tout ce qui suit nous supposons F €^3 (G.)

décomposable, F==J^F^; K-finie à droite et à gauche.

CALCUL DU RÉSIDU : Cas $ = = = = i . — II faut calculer

Res j z (F , s^ ^-^-^M^.çp)}.
s == 1 ( S — ï \

Nous rappelons d'abord les formules suivantes :

(11.2.17) Z ( F , ^ p , i ) = Z ( F ^ p ) M ( i d , 5p)

et

(11.2.6) Z(F^P)=n/^((1) ^)<(W)P,0^ Re( . )>i ;
p Q?

rappelons aussi que le résidu en s = ï de Z (F, s p ) est égal à 2 gp(i), et celui
de M(id, 5p) à -•

Le résidu cherché est donc égal, d'après (11.2.17), à

'^(F^p)-^^}.
a^i( l / s — î )
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Mais pour presque tout p la fonction ^ i — ^ F ^ ( 1 ) est la fonction

caractéristique de 0^, et il est facile de vérifier qu'alors

r / i t\ ( -"±^\-1

j ^{o J<(^+^0^=^-^ 2 ) .
Posons

(- _1^
(11.3.15) ^ ^ ( s ) = 1 I-/) 2 sl 7^°°.

( i si p ==oo.

Il est clair que l'intégrale

(11.3.16) 9^(F^)=^(.) r F^1 ^<( .+ i )p ,0^^
"Q? v /

qui est une fonction analytique de s lorsque R e ( 5 ) > — i , est égale à i
pour presque tout p. En observant que

rTc^)-^^'^) si R e ( , ç ) > i ,
—-*- \ 2 /

on voit que

Z(F^p)=çf^)rTo/,(F^) si Re(^)>- i .
\ 2 / •*-•*-

P

(Le produit est trivialement multipliable puisque presque tous les facteurs
sont égaux à i identiquement.)

Posons

(11.3.17) ^(O^fF;^ ^du^ff^du.
^OLp v / ^Qip

Comme

(11.3.18) dt^{i-p-^\t\,d^t=.^^)\t\^d^t

si p ̂  oo, et
dt=.\t\^d'!t=^^(l)\t\^d^t,

on a

O^F,,I)=:^(I) r ^ ( 1 ^)<2p^>^^=^(i),Q?
d'où l'on tire aussitôt que

nv^I) ̂ n^^ ̂ F(I)-/?
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Le développement de Laurent de ^(5:+:-^) étant donné par

/ S 4- I \ 2 -
^-^=^4-^4-... -

au voisinage de s = i, on voit qu'en notant 9^fF, s) la dérivée de ô^(Fp, 5),
le développement de Laurent au voisinage de s = i de Z(F, 5p) est donné
par

Z ( F , .p) = ̂ ) + Ào^( i ) + ̂ e,(F,, i)f{^(i) +...,
^ ( I ~ ^ - p

la'série ci-dessus étant en. fait une somme finie.
On a donc au total la formule

(II.3.19) Res[z(F, s^ i) - ̂ -^M^ ^)1
.s == i L s — l J

==^h,,.^(i)+2^9;,(F/,, i)[J^(i)j.
\ /^ q~^P )

CALCUL DU RÉSIDU : Cas ^7^1. — Rappelons les formules

(II .2.25) Z (F , s^ 0 =^GI/i±^ 5 ^(^ > ̂\ 2 /
(II.2.19) G ^ ( a ) = = f f 4r(S-i)"1R("-<)-2^2^^", Re(^)>o .

•-'Q,* •-'Q,,

Introduisons les fonctions

(IT.3.20) , ^ ( 3 ) = r _ ^ ^ , R e ( s ) > o
.YQ* ^P \ i )

•*P

[cf. ( I I .2 .2 i ) ] . On a remarqué en ( I I . 2.23) que

G^- ( z ) = = z ^ p ( z ) pour presque tout/?.

D'autre part, on a [cf. (II . 2.24)]

n^ l̂̂  si ïM^1-p-^^
Afin d'étudier le développement limité de Z ( F , 5 p , ^ ) on est amené
à étudier pour tout p le développement limité au voisinage de z==î du
produit

n0^)^^)-
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dont presque tous les facteurs sont triviaux. Pour cela nous allons étudier
l'expression
(ii.3.21) . / . r t

^P^^= R ' ' Y ^ ^ R e ( ^ ) > o .
JQ* ^P \u —— i ) ~

II est clair sur la définition de Rp(u) que

^,0, u)=^^(z) si 7^00 et

car on a
P ^ ^ ( i / — i ) = z R p ( t ) si \u p^i et /?^oo;

que ^pfjs, o) = ̂ p(z) ; et que

(II. 3. 22) G^)=^ /F^[(S-I)^]^(^ ^)^.

' Q«

LE DÉVELOPPEMENT DE ^ p ( z , u ) POUR p ̂ z oo. — Un calcul p-adique,
que nous ne reproduirons pas, montre que l'on a

,̂, „) . W^l ̂  •,-̂ R,(.,)-̂  Wp -,- B.<»)"̂ B,(«)-.

On en déduit que
d

~cL
-^p^, u) i+yy"1 ^ , , 2/?-llog/?

^==-.^loëR/'(")-^74•
Mais comme le montre un calcul facile, on a

dd- Ç t^ ^f - - 2^1 ]0^
^J^pW- ^~ (i-^-1)2 '•^Q* x^

Les deux égalités précédentes fou bien un calcul direct) montrent aussi
que

(II.3.2.3) f ^-b^^=I^]o,R,(.);
JQ.^(«-^)2 I — — ^

,—1

~î ^g ̂ p^^ ) ?

en résumé, on a, si p ^oo,

( I I .3 .24) d^, / , ) = = ^ ( , 3 ) [ i + ( 3 - i ) l o g R / , ( ? / . ) 4 - 0 ( s - i ) 2 ] .

LE DÉVELOPPEMENT LIMITÉ DE ^ p ( z , U) POUR ? == 00 . — NOUS allons

voir que l'on a la même formule à l'infini. En effet, on obtient par la méthode
des résidus

f: . 7l Z
^ sin —

——;—^—-d^t==n——2- [(i— iuy-+- (14-^)^1!+((/.— t)2 sïnnz Lv / 1 v • / j
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et donc, en dérivant,

d r ^ " \ t s ,,i f" ïos\t\
( IL3-25) iS^^-Tf^^i "^^^.og^

=:7r]ogR^/)= ^( i ) logR^(^) .

Au voisinage de z = i, on a

^ll^S'" i7-̂ £r7^<;

[i+(17^-<)2]-"'

=/^ [7T^-^-p+(5-I\{^ J^^^+O^--)2

^+x cit
=z j 77^-7i^+(:;~T) f^( ï) l o^R-(^)+0( '3-1) '2-

Appliquant l'égalité précédente pour u = o, on obtient

(ii.3.26) ^(^o)==^(^)=y"+ î c^-^+o(^-I)^
ce qui permet alors d'obtenir la formule cherchée :

(11.3.27) ^(^ ^)=^(^ ) [ i4 - (^ - i ) logR, (^ )4 -0 ( . s - i ) 9 - ]

au voisinage de ^ ==i.

RETOUR AU GLOBAL. — Nous avons donc démontré que, pour tout n,
on a

(II-^2 8) f vp^ ^d-t=^)[o^(.^
^Q* /; ̂  — ^^ ^P^-tY

d'où nous avons déduit que pour tout p on a

^ (z, u) = ̂  (z) [i + (.^ -n) }o^R,(u) + 0 (^ - i)-2]

au voisinage de z=i. D'autre part, lorsque u reste dans un compact
de A on sait que l'on a ^p(z^ u) = ^ p ( z ) pour presque tout p; il en résulte
que le produit

FJ^^)^)-fM^ lt ) ^/A^) 1

est multipliable au voisinage de z = i et vaut

i 4- {z — ï) logR(^) 4- 0 (z — i)2.
Ann. Éc. Norm., (4), IV — FASC. 2 33
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D'après (II . 3.22), on en déduit immédiatement que

(II.3.29) Y[G^(z)^(z)-^
P

^ni^-5^1 f /u^-1)"^5' t')dlt\
p { ^Q }

== f/?[(Ç - i) "1 [' + (s - i) logR(«) + 0(s - i)2] du
' " A .

==^('i) 4- (s - i) f fï[(î,- i) M] logR(M) Û?M + 0(5 - i)2

^A

au voisinage de z = i ; noter qu'on intègre sur un compact, et que le produit
est fini. D'autre part,

z^^n^^fêt-^nS^M^n-;(5+i) '" \ 2 /i-.i-i"'-'-\ a y ^y 2
y

Nous voulons calculer, lorsque ^T^ I , l'expression

^^(^(F^p^-^MiM^d,^)}.
.s-=1 ( ^ —— 1 )

D'après (1.3.34), on a

r r ? • ( < ; } /^+00 du
M(id^p)=< L(u^,id,^)^u= / R(u)-^= ^s) ^ —————^

^A A ^•Î+I^-. ( l+^-) •2

ou encore, d'après (II .3.26),

"^^^K^)-^-"-}
Nous sommes ainsi ramenés au calcul de

\2

Resi1^-2-^^ f^rW^W^r-2^-^^ f^^ s + l

, , = ,2 Ç(S+I) ' " \ 2 /l-l. /'^ 2 ^ ^ ^ 2 ) S-l ^ ( S + I ) 1 0 0 ^ 2 /

=^Res('^i±iYrTG^^^^r-2^1ç(,)
Ç ( 2 ) , <= l ) 2 - \ 2 / Ll ''\ 2 / ' ^ ^ 2 / S—l "• ','"\-T)^"

f

en utilisant (II . 3.29) et le fait que ^(s—I) == ——,--}-..., on obtient__\2^ 4
'V 2 ^ (S-l)2

=^f/H(s-.)«]^(.).^.,(s)^B^[^c-^y-^].
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Mais ^(s)= —— + À » + . . . , d'où
o —— 15 —— 1

/^Y 4 +_^L^
'\ 2 7 ( , __ I )2^ ,__ I ^ • • • -

Le résidu dans la dernière formule ci-dessus est donc nul. En remarquant

enfin que " == —— = ^ » on peut donc énoncer la proposition ci-dessous.

Lorsque I; 7^ i, on a

(II.3.3o) ^^(^(F^p^-^yM^d^p)}

=^/M(;-i)"]logR(«)^

= 2 rFK^ ^-^logR^)^a / \ o i j » ^ 1
A

^S^G '̂ « .̂(r^)'"-^^)-^^ •,)^(^,)'-lV..w
P ^ V^P/? <x/^ ^ -+ n

Nous avons donné en (1.3.2g) une formule de décomposition de l'opé-
rateur M(£r, X) en produit d'une fonction scalaire m(X) indépendante de &
et d'un nombre fini d'opérateurs R^(3^ X). On sait, d'après (I .3.3i) , que

M(^ — À ) M ( S r , À ) = P ( ^ À ) ;

d'autre part, il est clair sur la formule de définition que m(X) m(— ^) = i.
Les opérateurs R/,(Sy,, A)

V(^, À ) h > V ( ^ - À ) ,

sont inversibles; nous noterons R,,(S^, A)~1 l'opérateur inverse, prolongé
à tout V en le choisissant nul sur l'orthogonal de V ( & y , — X ) . Comme

R(&,X) ===yTRp(S'/,, X) est un isomorphisme isométrique de V(&, X) dans

V(3, — X ) lorsque Re(.?)=o et À = = s p + y , et comme

R(^ - ^ ) R ( . ^ À ) = P ( ^ À ) ,

on a donc
R^(%, À)-1==R(^ - À)]_JR,(^, À ) ,

y^/?

ce qui montre que l'opérateur RpfSy,, A)"1 est borné sur l'axe imaginaire
pur, tous les facteurs du second membre l'étant.
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En prenant la dérivée logarithmique de la relation

M(.^ -À)=m(-À)j~[ ï^(^ -^)

et en tenant compte des équations fonctionnelles de M(3, — X ) et m ( — X ) ,
il vient, d'autre part,

(II .3 .3i) M(^ ^M^ - À )

=m(À)m /(-À)+^R„(^,-À)- lR^(2^^ -7),^V^/x — A ; 11^^^,

^

où M', m7 et R^ sont les dérivées des fonctions s \-> M(&, sç 4" /)? ^G*
La somme ci-dessus est finie, et toutes les fonctions qu'elle fait inter-
venir sont à croissance lente sur l'axe imaginaire pur; plus préci-

sément, —-y- est à croissance polynomiale en log|Im(.9) , et les termes

Rp(S^, —X^R^S"^, — X ) sont bornés, soit parce que R^(&^, — X ) est une
fonction rationnelle de 5, soit parce que la définition de R^&y,, — X) ne
fait intervenir, pour p^oo, que des fonctions exponentielles de s [^oir
les formules qui précèdent (1.3.21)]. Si Fed?(G^), posons

( 1 1 . 3 . 3 2 ) F ( À ) = = f r F^huX-^+p, hydhdn,
^A^A

et si F^€(Î)(GQ,,), posons de même :

(11.3.33) F ^ ( À ) = f f F ^ ( h u ) < - À + p , h > ^ h ^ u ;
^n/yu,,

c'est la trace de l'opérateur de convolution par F (resp. F,,) dans l'espace
de la représentation de G^ (resp. Gp) induite par le caractère X de H^U^
(resp. ïïpVp). Il est immédiat de voir que

I F (À)^Sp^F ( ^ À ) ,
} ^(II.3.34)
I ^(?o=^Sp,^(^À),

•^

où

F ^ ( ^ , À ) = / Ï Ï F^(khu)^(k) - l <-À+p,h>^k^h^u .P
n-p ̂  Hp ^s Up•-^KpXïlpXVp

II est, par ailleurs, bien connu que

F ( À ) = F ( - ^ ) .
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On peut donc effectuer, d'après (II.3.3i), la transformation suivante :

(II.3.35) V f Sp^F^^M^^M 7 ^ -À)^
^ "A"

-^P^^)^-^

+22 f SpAF(Sï ,7)R/ , (S , -^) - 'R, , (S ,7)<Û
5 /, ^A»

- f ^^7wf^)^
".V^-T^

+2 S/ ^^y" ̂ R/^ -ÎO-'R;,^/,, -À)J]"FyO)(Û;
/> ^ A'* y^:/,

ces intégrales convergent en raison du fait qu'elles portent sur des produits
de fonctions à décroissance rapide par des fonctions à croissance lente.

(II. 3.36) Supposons a X = = o , c'est-à-dire que X=sp- | -^ avec s == o
et iy == o. Alors on a

M ( & , 7 ) = = P ( & , x ) = P ( & , - ^ ) .

On a, en effet, visiblement m(X)= i dans ce cas, d'où, d'après (1.3.2g),

M(&, ^)="[J f ^(fc,)<2p, <>rf*(P(^, yJ=Ti fi- -'-V f ̂ (te,)^P(^, ̂ .
^^i^ i^^ p ] J^
P-^^ ^ p^w

On se rappelle que ©^ est la transformée de Fourier définie en (1.3.4)
de la fonction <p(a^i 4- be^) ; par la formule d'inversion de Fourier, on. obtient

f ^p ( ̂ i ) dt -==. f dt f f îp ( ae^ 4- ^2 ) T ( — tb ) da db
J^ "Q/, ^Q^Qp

r* / \
== ^,(ae,)da=[l-ï)P(^„^)

^Q,, \ y /

d'après le choix de la fonction Çy, et de la mesure dta; donc

M(^ ^=J~[P(^^)=P(^ %).

On en déduit que

^ ^Sp^F(Sr^)M(^^)=^ S^^^^)1'^^)
2-/=0 ^ .27=0 ^

-2 S^1^^1^-^-
2/=0 ^
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Mais nous savons, d'après (11.1.20), que

F ( ^ y J P ( ^ - ^ ) = F ( ^ y J ;

on a donc

(11.3.37) ^ ^Sp^F(^ ̂  M(^ x) = S 2^^ ̂  = ̂ (7.)-
2y =9 S 2 y == o ,5' '2%==o

D'après ( I I . 3 . i 4 ? IQ? 3o, 35 et 37), on voit que

(11.3.38) Lorsque F == | rF^€^(G^) 6^ une fonction décomposable

K-finie à droite et à gauche, on peut écrire le terme complémentaire sous
la forme suivante {cf. [18]) :

I(F)=I/IjF^^F(i)4-2^0;,(F^i)]^(i)
\ P / P q^P

+ s s/^Q :)'»A(,^)rf'• l̂̂ '
SeQ*-{ i> /; Q/' ' y^/>

+^ 2/ ^l-^^/" ^)iv(^, -^-'R'/^s/,, -À)]^?^^)^
/? ^p Au q-^p

^^^-î^^A'1 2y==o

(11.3.39) Pour ^ou^ fonction F€^?(G^) gui es( K.-finie à droite et à gauche,
on a

l(F)=l»;fz(F,,p)-^]^ ^ f^l "^(^"•-
^CQ*-{1} A

+ f ^Sp^[F(^^ )R(^ -À) -^R / ( ^ -^ ]^
"A" ^

-/,^^>-!2^x).
A •2)'=0

Cette dernière formule semble plus simple que la précédente, cependant

celle-là permet de voir immédiatement que dans le cas où F ̂ 'HF;, est
décomposée, alors

(11.3.40) S9 il existe une place po telle que

F ^ ( Â ) = o
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pour tout X, ou de façon équivalente^ si

Ç F^(hu)6/u=o
.̂e

pour tout h € H^ [ce yui implique entre autres que gp (^) = o pow
<ou< ^eQ*], alors on a

^n^)-2^^-1)!!^^1)
7^o

- 2 ^ <; ':)10<•'-<^L;)<<•'^»•••^>;eQ*-<i} Q/'. \^ / ^^

^ f ^.^.(^^^(^-^jn^^)^-J A" — -*-
^o 77^0

COROLLAIRE.

(11.3.41) 5^7 CTiÀ1^ deux places po ^ pi telles que F,,(X) = o pour tout A,
aZors I(F) = o.

Ce corollaire est central dans la démonstration du théorème 16.1 de
Jacquet-Langlands [18].

Nous allons encore donner une autre formule pour I(F) qui distingue
une place p.

(11.3.42) Soit F==llFy€^(GA) une fonction décomposable K-finie

à droite et à gauche. Si Von pose

^n^ ^^ =TI^ (^
1~^P q ^ J )

le terme complémentaire peut s'écrire :

I (F)=I(F, , (g)F«)

=?.(i)-1^)-1^/ /F.^ ('^\)lt+t)^Q^(u)--los\t\,dudt
Q.^Q^QP v" /

^ïf^ »(F^^Ï/" ̂ ^(^ ^M(S, À ) M ' ( ^ 7)}^-^ ^F^(%)Éo( ' / )
•̂  2 %==U

+26^(0 B/.(Fo,0,
Q*

où B^(Fo, ^) ^^^ UTÎÔ certaine constante.
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Démonstration. — On compare terme à terme les formules ( I I . 3.38)
et (11.3.42), et l'on remarque qu'il suffit de démontrer que les termes
qui contiennent des gp (^) en facteur coïncident.

Considérons d'abord le cas ^ = = = 1 . D'après ( I I .3 . i8) et (II.3.20),
on voit que

20,(F^i)==2^j^(.)^(i)-^F^Q ^dt+^i)^^^ ^\t\^d-t\
\ Qip p ' ^== ̂

^4.^,^M; :)w- ..=. ^ n» . i1081""
D'autre part, d'après (II .3.i8), on a

r du . , , , ,
i^W^^^^J^w

et donc

20,(F^i)=2^(i)-^-+c?,(i)-^,(i)-^ [ F,( JR,( 9^(F^ i)=2^(i)^+^(i)-^^(i)-^J^F^Q ^ï{,(u)-^os\t\,dudt.
Qp^Qp

II y a, par ailleurs, un nombre fini de termes où Oy(F<y, i) 7^ o, avec q ~^- p,
ces termes ont tous gp ( i ) en facteur; la vérification est complète dans
le cas ^ == i.

Lorsque ^7^1, il apparaît dans (II . 3.38) le terme

/W ^;)logR//——^)^=rF^Q ^-/^'^-il.logR^.)^,
"Qp v / v ' / "Q/» N /

mais, d'après (II .3.28), on a

]ogR^)=^(i)-^(i)-^f -^————dt^
^Qp p \tL~ l )

ce terme s'écrit encore

^(i)-^(i)-f f ^(\ ^"^^R^u-t)-^ ^-i\,\o^t\,dudt
^Qp^Qp v /

r=^(i)-^(i)- f f F^^ ^"^^^log t\,R,(u)-^dudt-^\o^-i\,
^Qp^Qp v /

et la formule ( I I . 3.42) en résulte facilement.

C'est la formule (II .3 .42) avec p === oo que nous utiliserons au para-
graphe 5 pour étudier la transformée de Fourier à la place à l'infini du
terme complémentaire.



FORMULE DES TRACES DE SELBERG. 261

Remarque. — Nous appelons distribution centrale une forme linéaire
continue T sur ^(G^) qui vérifie, de plus,

T(Fi*F,)=:T(F,*Fi),

ce qui peut encore s'écrire sous la forme symbolique suivante :

T(^-i)=T(j)

pour tout x et tout y € G^.
On peut montrer que 1 (F) est une distribution centrale, mais hélas les

expressions données pour I(F) au paragraphe 3 sont des sommes de
distributions qui ne sont pas toutes centrales. Cette difficulté sera résolue
partiellement pour la place à l'infini au paragraphe 5 ci-dessous.

4. Analyse harmonique sur G^.

Nous aurons besoin, dans les paragraphes suivants, de quelques résultats
d'analyse harmonique sur G^. Soit G^ = SL(2, R)/dr i la composante
neutre de G^. Les résultats analogues relatifs à G^ sont en général classiques
et ceux relatifs à G^ s'en déduisent facilement, car G^ est produit semi-
direct de G^ par un groupe d'ordre 2.

NOTATIONS. — Notons K^ == K^ H G^ l'image du groupe des rotations,
et /(•(Ô)^!^ l'image de la rotation d'angle 0. La mesure de Haar sur K^,
qui donne à K^ la masse i, donne à K^ la masse 1/2. Soit m un entier
pair; nous noterons v,n la fonction sur K^ définie par ^m(/c(6)) = 2172 e11^.
Nous identifions comme d'habitude R* et H^, par l'isomorphisme

h -> [ ° - Un quasi-caractère A de 1-L s'écrit de manière unique sous

la forme À == 5p + T.? ou p(11) = ^ l 1 2 ? et ou % est solt 1e caractère trivial,
soit le caractère signe noté £. Nous noterons A^ le groupe des caractères
de HL, A^ le groupe des caractères unitaires. On munit I-L et LL des
mesures de Haar habituelles, et A!l de la mesure d\ duale de dh. On sait
que G ^ = = K ^ H ^ U ^ , et que Jx== \h\dîs.dhd'a est une mesure de Haar
sur G^. Notez que l'on a aussi G^= Kl,H^U^, et que xêG^ s'écrit de
manière unique sous la forme x = khu avec kelC, heH^ et uelL.

Nous noterons ^C(G^) l'algèbre de convolution des fonctions K^-finies
à droite et à gauche de d?(G,); on définit de même ^e(G^). Soit D une
représentation unitaire de G^ dans un espace de Hilbert £ et soit G le sous-
espace dense des vecteurs K^-finis; on sait associer à D une représen-
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tation D de <^(G,) dans £. On sait que si D est irréductible alors D est
admissible au sens de Jacquet-Langlands [18] puisque les représentations
irréductibles de K, interviennent en nombre fini de fois dans D (cf. [12]).
Comme la classe d'équivalence de D détermine celle de D, il est naturel,
pour déterminer l'ensemble des représentations unitaires irréductibles
de G,, de donner d'abord la classification des représentations admissibles
de <^(G,).

REPRÉSENTATIONS ADMISSIBLES. — Si A çA,, on note B(A) l'espace des
fonctions f sur G^ qui vérifient les conditions suivantes :

(i) f est continue et K^-finie à gauche;
(ii) f{xhn)=^—\-^hyf{x) pour tout xeG,, tout heH, et tout

ueu,.
Il est clair que f est déterminée par sa restriction à K,. Notons ^(À)

l'unique élément de B(A) qui prolonge ̂  (m€2Z). Les ^(X) forment une
base d e Ê ( X ) . On définit, d'autre part, une représentation TA de ^C(G,)
dans Ê ( A ) en posant, pour F€^(G,) et feBÇ/.) :

î\ (F). /=?*/.

On définit aussi une représentation de 'IL (g) dans B(X) en posant, pour
X€ai(g) et / €B(X) :

T^(X)f=X^f.

Si û est l'opérateur de Casimir, on voit facilement {cf. [18], p. 167) que l'on a

(IL^ I) TA W == s2- i (avec À = s^ 4- % ) .

Les assertions suivantes sont des cas particuliers du théorème 5.11
de [18] et de sa démonstration.

(11.4.2) La représentation T\ de <^(G,) dans B(A) est irréductible si et
seulement si {posant X == s p + ^) s nest pas un entier impair. Dans ce cas,
Tx est équivalente à î\, si et seulement si À '==^À. Pour tout entier pair m
posons

(n.^ .3) ^ (À)==^( . î )= rQ( i - ^ + [ ^ [ ) ^ / ^ ^ I ( I + ^ 4 - /n\)\

L'opérateur de B(X) dans B(— À) qui ew oie ^(A) sur a,,(X) ^(— X) entre-
lace T, et T_),
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(11 .4 .4) Soit n un entier impair positif. Le seul sous-espace invariant non
trivial de B(X) (où X = np -)- y, y'^= o ou % = £ = signe) ^t fc sous-espace
engendré par les ^m(^), avec [m =^ n -h-1- Posons

^0)= V Cr,,a)
[ //<. [ ̂  n +1

6^ notons Snç.+y la restriction de T^p+y à V(np-)-x). Notons c fc caractère
signe; alors S^p+, e< S,,p 5(mt irréductibles et équivalentes.

( 1 1 . 4 . 5 ) Soit n un entier négatif impair. Le seul sous-espace invariant
non-trivial de B(np-)-^) est le sous-espace

W(/ / /p+%)== ^ C^(^p+%).
\jn\^—n—ï

La restriction d\ de T\ à W(A) est irréductible; d\ et d\+, sont équivalentes.

Remarque. — Lorsque n=—i, la dimension W ( n p + y J est égale à i.
Il est clair que cLp est associée à la représentation triviale §0 de G^, et
que cLp+e est associée à la représentation as définie par ^(x) = i si xçGl,
et o,(x) = — i si xerG, avec T = [ I °1-

(11 .4 .6 ) Toute représentation admissible irréductible de ^C(G^) est équi-
valente à l'une des représentations TA, SA ou d\ ci-dessus. De plus, les restric-
tions de TA et T),+£ à ^€{G'^) sont équivalentes. La restriction de Sno à 9€(GJ)
se décompose en deux représentations inéquivalentes S^p et S,,p réalisées dans
les espaces

V+(/<p)== ^ Cr/,(^p) et V-(^p)= ^ Cr,,(/2p).
/n^7z+l in^—n—1

Remarquez que si Fe^(G,) et si ÀeA,, l'opérateur T/.(F) est de rang
fini. On a [cf. (7.6.3), p. 274 de [18]) :

(11.^.7) t r T , ( F ) = = f f [ ^ '(khuk^XÀ+p^h)^^^.
^ K - x ^JLc ^Uoo

Nous allons déduire de (11.4.7) le résultat suivant :

(11.4.8) Soit heH, ,h^ i . Soit F€JC(G,). On a

f F(xhx- l)^x= i-/z|-1 f < - ^ - p , h>lrT),(F)^.
^G^/ir» ^^
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Démonstration. — La première intégrale est égale à

f f F(kuhu-lk-l)^k^u.
^Koo ^Uoo

Qn écrit : uhu-^hl v 7 / F^88111- 1e changement de variable
u i-> (Aï1— i)""1^ l'intégrale devient égale à

| A-1 - 11-1 f f F (khuk-1) ^k ^u,
•A^ ^Uoo

en appliquant la formule d'inversion de Fourier sur I-L à (11.4.7), on
obtient (11.4.8).

Définissons maintenant les fonctions sphériques. Si l et m sont deux
entiers pairs et si XeA^ , on pose :

(11-^9) ^,m(x, ^ ) = f P/O) (x-^^k-1)^
^K^

et si F€^e(G,), on pose

( I I ^ - I O ) F^ (À)== f F(X)6^(X, ^)6/X.J^
II est clair que l'on a

(11^-") ' T^(F)^(^=^F^(^)^0) .
/7l

II résulte alors de (11.4.2) que l'on a

^ (^ )F^ ( -^ )= :a / , (7 )F^ (Â) .

Ceci étant valable pour tout F€^(G,), on en déduit la relation

("•^• i 2 ) ^ / (^ )Q ,^ (x , —?0==a , / , (À)c / ^ (x , ^ ) .

On a, en particulier, pour tout Fe^(G^)

(11-^ i3) F o , o ( p ) = F o , o ( - p ) = f F ( x ) ^ x = = ô o ( F ) ;
JG

( I I . ^ . l 4 ) F o , o ( p + £ ) = = F o , o ( - ? + £ ) = = r F ( x ) ô e ( x ) ^ X = ^ ( F ) .
^G

Si l'on pose
r-1 0^T== îL o i j

il est clair que G, est produit semi-direct de Gl et du sous-groupe { i, T J .
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On remarque que, dans B(X),

(^(T^T-1) =^_^(^)

et que ^(^r) == <%, T>^(^) si À = 5 p + y . On peut définir T\(T)
dans B(X) par la relation

(I1-^15) T^(T)^=<^ T>P_^ si À = = 5 p - h ^ .

Supposons ^ € A ^ ; d'après (11.4.6), on a

(11.^. 16) F ( À ) = t r T ) , ( F ) = t r T ^ ( F ) = F ( À + s )

pour toute fonction F ç9€ (G,). Toujours d'après (11.4.6) on sait que si
F€<?e(G,), alors S,p(F) laisse stable V^p) et V-(np); il est clair
que Snp(r) échange V^Tzp) et V~"(7zp), donc

( I I . ^ . i 7 ) t r^p(T) S,,p(F) ==o pour toute fonction Fe^e(G^).

Plus généralement, d'après (II.4.i5), on a

(11.4.18) trT^(T)T),(F)==-trT),+£(T)T^(F) pour toute fonction Fe^e(GJ.

Les trois remarques ci-dessus seront utiles pour dériver la formule de
Plancherel pour G^ de celle pour Glo.

Avant de déterminer les classes de représentations unitaires irréductibles
de G^, rappelons celles de Gl,. Il est bien connu depuis Bargmann [1] que
les représentations unitaires irréductibles de G, = SL(2, R) /{ ̂  i } sont
équivalentes à l'une des représentations ci-dessous.

(11.4.19) (i) La représentation D7, dont l'espace des vecteurs K^-finis
est B f ^ p ) avec, soit

Re (s) == o (série principale),
soit

Im(^)==:o et [.? | -<i (série supplémentaire).

La représentation associée est Tyo;

(ii) Les représentations D^ et D^, où n est un entier positif impair,
dont l'espace des vecteurs K^-finis sont V^np) et V'fnp) et dont les
représentations associées sont S^np) et S~(^p);

(iii) La représentation â^ triviale.

On en déduit alors que toute représentation unitaire irréductible de G^
est équivalente à l'une des représentations ci-dessous.
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(II .4 .20) (i) La représentation D^p+^ avec, soit Re(^ )=o (séries prin-
cipales), soit Im(5)==o et s < i (séries supplémentaires) avec la repré-
sentation associée D,yp+y== Typ+y. Par restriction à G^ les représentations
D^p+y sont équivalentes à D,.

(ii) La représentation Dn, où n est un entier positif impair, dont la
représentation associée D^== S^p. Par restriction à G^, on a D^== D^^ D^.

(iii) Les représentations So et 83 constantes sur les composantes
connexes.

MOYENNE SUR LES ORBITES ELLIPTIQUES. — On pose F (n p) == tr D^ (F)
pour toute fonction F€û3(G^) , et on rappelle que l'on a posé F(X) == tr D),(F)
pour XeA^ . On pose également

? i = = ^ ( À ) p + % .

Lorsque o << 9 < TC, on a

r ' 7: r0 1^-9)^^-(II.^.2i) / F(.rÂ•(0)^-1)^= —— / —--——— /———F(À)^
^ smo( /A- ch^(À)

-^S^^)-^0)-
7Î>0

iiii1)air

avec
j.,^ rcosO —sin61
^^^[sinô cosôj '

Nous ne démontrerons pas cette formule; indiquons simplement comment
on peut se ramener à la formule analogue pour G^ === SL(s, R)/j^ { i } qui
est, elle-même, un cas particulier de la formule bien connue pour SL(2, R) :
Toute fonction fç9€ÇG^) s'écrit pour la forme

F(^)=F,(^)4-F, (T.^

avec Fi et F^e^G^), et on se ramène à un problème sur G^ grâce aux
remarques ( I I .4 . i6 , 17 et 18) et à la description des représentations
unitaires irréductibles, ensuite il convient de comparer des mesures de
Haar avec celles utilisées par exemple dans [11]. Il est classique d'en
dériver alors la formule de Plancherel :

(II.4.22) F(i)~ f .0)thf7^)F(À)^+. ]- y,n¥(no)
4 J \u \ 2 / 47r Mà

* ^>o
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pour F€(Î)(GJ et X == i ' v (À)p+^ .

Remarque :

^F(À)^=^^^+ a oF(^+^)^.

L'ESPACE S(G^), ET LA TRANSFORMATION DE FOURIER.

O* ( a ^ \ /-^ T / »^\bi x =[ e GL (2, R), posons
\ C Cl 1\c

a2 4- b2 -h 6-2 4- ^2

1 ^ — ^ 6 - 1 ;
( IL^ .23) [|x

il est clair que cette fonction est, en fait, définie sur G^==PL(2 ,R) .
On vérifie immédiatement que

[|kx|]=[|xk||=[|x[| pour keK,.

(IL 4 .-24) L'espace S(G^) est l'espace des fonctions numériques sur G^,
K^-finies à droite et à gauche, indéfiniment différentiables et telles que

^x ,Y, / . (F) r= sup | X * F * Y ( x ) . l l x l K r + l o g - l I x I D ^ + o o
xeo»

quels que soient X et Y €'11(3) et r€R. On munit S(GJ de la topologie
fournie par ces semi-normes. Les injections

^(GJ^^GJC-.L^GJ

sont continues et à images denses. S(GJ est une algèbre topologique pour
le produit de convolution {cf. [8]).

Remarque. — On a S (G,) C L'fGJ, mais il est faux que SfGJcL^GJ :
en effet, |[ ^H^eSfGJ mais n'est pas intégrable.

Une forme linéaire continue sur S(GJ sera appelée une distribution
tempérée.

Remarque. — Vu l'hypothèse de K-finitude des fonctions de S(GJ,
il n'est en général pas vrai qu'une « distribution tempérée » soit
dans ^(GJ (5).

On peut démontrer que l'intégrale

( ï ï ^ - i o ) F/.,,nW= f F(x)C/ , / . (x , À)^x
^G»

(5) Bien que contraire à l'usage, nous employons le mot « distribution » pour les formes
linéaires continues sur ^(GJ même si elles ne se prolongent pas à ^(GJ.
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est convergente pour FeS(GJ lorsque A € A ^ et lorsque A = n p avec l\
et m ^ M + I - Comme F est K^-finie à droite et à gauche, les fonc-
tions F/,^(A) non identiquement nulles sont en nombre fini. Par défi-
nition, la transformée de Fourier de FeS(GJ est la fonction F sur
A ^ u ( 2 N + I ) p C A ^ définie ci-dessous :

(i) Pour X € A ^ , F(X) est la matrice \ F/^(X) |, l et m pairs, dont les coeffi-
cients sont nuls dès que l. et m sont assez grands pour tout A € A ^ . Les
fonctions

^i->F/,^(^-z-p+^)

sont dans l'espace de Schwartz S(R) des fonctions à décroissance rapide
ainsi que toutes leurs dérivées.

(ii) Pour X = np, n entier positif impair, F(np) est la matrice | F / , ^ (np)}
avec|? et [ m > n + i, l et m entiers pairs.

F(np) a un nombre fini de coefficients non nuls et est nulle dès que n
est assez grand.

(iii) ^(X)F^(-X)=^(X)F^(X) pourXeA:.

(II. 4.25) La transformation de Fourier F -> F est un isomorphisme
de S(GJ sur l'espace des fonctions F vérifiant les conditions (i), (ii) et (iii)
ci-dessus {cf. [8]).

Nous poserons F ( X ) = t r F ( X ) pour les fonctions FeS(GJ. On voit
que si X e A ^ alors F(X) eS(A^) ~S(R) ©S(R).

(11.4.26) 5o^ I une distribution tempérée sur G^, centrale^ i.e. telle que

I(F,*F,)=I(F,*FO

pour ^ou^ fonction Fi ^ F^e^GJ. AZor5 iZ existe une distribution y.
sur S(A^) et des nombres On (n entier positif impair) tels que pour toute
fonction F€S(G^), on ait

I ( F ) ^ f F0)^0)+ V ^Ê( /2p ) .
^A" '—/t>0

/^ impair

Démonstration. — Tout d'abord, d'après le théorème d'isomorphisme
(II. 4.20) ci-dessus, il existe des distributions tempérées ^i,m et des formes
linéaires M(n) telles que

I (F)=Y f F^,(À)^,,(À) + V < F ( ^ p ) , M ( 7 î ) > .
"̂  ^A^ ——^/\u
^^ /l>0
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II est bien connu en algèbre linéaire que puisque

<F,( / îp)F^p) , M ( ^ ) > = < F , ( ^ p ) F , ( M p ) , M ( 7 ^ ) > ,
alors

< F ( ^ p ) , M ( ^ ) > : = ^ t r F ( 7 î p ) = ^ F ( / i p ) .

Soient maintenant, l et m deux entiers pairs, nous allons prouver que les
fonctions de la forme a?, où a et peS(A^) vérifient

<«) .(»=^.(_»;
w ^â^-»».
sont denses dans l'espace des fonctions y€S(A^) qui vérifient

(c) ^^f^^-^-a,/^ ( A )

II suffit de démontrer cette densité pour les fonctions à support compact.
Soit donc y une fonction de S(A^) vérifiant la condition (c) ci-dessus,
et à support dans un compact V. Soit ^ une fonction de S(A^) égale à i
sur V et vérifiant

^(À)^(-A).

D'autre part, les fonctions a^(X) sont de module i lorsque X € A ^ , on choisit
la détermination continue (et donc aussi indéfiniment difîérentiable)
pour \/a^(^) dans chacune des deux composantes connexes de A^, qui
vaut i pour X = o et X = £. Il est clair que l'on a

y ( À ) =[y(A) v^o(^)^( -^) ] [^ (A) v^o(-^)^(À)] ,

d'où trivialement l'assertion de densité.
En utilisant les matrices F(X) et F^X) dont les seuls coefficients non

nuls sont
F , , o ( À ) = a ( À ) et F^O)=(3(A),

on voit que
f a (À) (3 (Â)^ ,^ (Â)=o , ^m

^A'^
et

f a ( À ) P ( À ) ^ , / ( Â ) = f a ( À ) ( 3 ( À ) ^ o , o ( A ) .
^A^ •A1.

La propriété de densité ci-dessus montre que l'on peut choisir ^^=o
si l^met [^1,1= p-o,o pour tout L En posant ^ == p L o , o on a prouvé (II. 4.. 26).
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(11.4.27) Coefficients de la série discrète.

Soit n un entier positif impair, et posons
/ _ n +1

fa b\ \\ (a-\-ic-\-d—ibY~} ~^~ .
f-{c cl)- l 4(W-.c) J sl ^-^>o-

\ o si <2^/ — bc <i o.

La fonction /^ est invariante par le centre de GL (2, R), et définit donc
une fonction sur G^. Il est clair que //,€=S(GJ et que

/.[/.(0)x]=/,[xÀ-(0)]==6-(^)V,(x).

On vérifie, de plus, que
.Q*/,==(^-i)/,;

donc fn est proportionnelle à la fonction

X h> C/,+i^4.i(X, ^p),

mais comme ces deux fonctions valent i en x = i , elles sont égales.

UNE APPLICATION DU T H É O R È M E DE PALEY-WlENER POUR SL(2 ,R) .

— Soit s r-> ^î {s) une fonction numérique holomorphe de type exponentiel
à décroissance rapide sur l'axe Re(5 )===o [i. e. x ^ S ^ ( i x ) est la trans-
formée de Fourier d'une fonction de ^(R)]. On suppose, de plus, que

^(s)=^(-s).

Soit r un entier pair positif. Le théorème de Paley-Wiener ([7], p. 17)
nous apprend qu'il existe une fonction F'ed^G'J dont la transformée
de Fourier vérifie

l^/, m '==- ° sl ! ̂ z ̂  ou si / == m -^- r,

^r^9F;.^,(.?p4-/J =^(s) lorsque R e ( A ' ) =z o.

Comme F^^fGJ, ceci entraîne les relations suivantes :

F^^/îp) =^^(n) si /•^^-4-î^2

et également
ôo (F / )==ô^ (F f )=o si r^o, -

^(i) == ^(F^ = ̂ (V) = C F^x) d^ si /• == o.

Nous choisissons maintenant un entier impair positif n. Soit ^ une
fonction comme ci-dessus, vérifiant, de plus

^)==i.
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Appliquons le procédé ci-dessus avec r==n-}-ïetr=n— i , e t notons F
la différence des deux fonctions obtenues, Nous pouvons énoncer la
proposition

(11 .4 .28) La fonction F est un élément de ^(GJ vérifiant les relations
suivantes :

(i) F(\)=o si À ç A ^ ; F(mp)=o si m^n-,

(ii) Fi,m{n^=osi l^ n + i ou m=^ n + i; F,̂ ,̂  (np) = F(^p) =i;
(iii) Si ^ == i : âo(F) = SJF) = - i ; 51 ̂ 3 : §o(F) = ^(F) = o.

Cette proposition résulte en effet immédiatement de ce qui précède,
si l'on se rappelle que

F(À)=2F/î / (À)=F/^+l i /^ l (À)+F/^- l ' /^ l(À)=::^(•ç)-^(<ç)^
/

lorsque X = s p + y e A ^ , et que

F(mp)== ^ F/,/(mp).
l/l^/i+i

ïotez que F^(Tzp) n'est pas défini si | ; ou | m | ^ ^ — i . ][N

Remarque. — Soit ^ l'espace de D^; notons jC^C^ le sous-espace des
icteurs x tels que

D,,(Â-(0))^==e-^6^.

On sait que ^7^0 si et seulement si m | ^ M + i . L'assertion (ii) de
(11.4.28) montre que D^(F) est la projection orthogonale £ -> ̂ +1.

5. La transformée de Fourier à l'infini du terme complémentaire.

Nous fixons dans ce paragraphe une fonction F^ sur le groupe G/ des
adèles finis, qui est K^-finie à droite et à gauche, et à support compact.
Nous allons calculer dans un cas particulier I(F^^F^) en fonction de la
transformée de Fourier de F^.

Nous allons montrer que

( 1 1 . 5 . i ) La forme linéaire
F-^I(F,®Fy-)

définie pour F^ € ̂ (GJ, se prolonge en une forme linéaire continue sur SfGJ,
c'est- à-dire définit une distribution tempérée sur G^.
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Remarquons d'abord que, d'après ( I I . 3.42), on a

(ii.5..) i(F«eF«)^2 ff^ ^-^+f)^w^
^eo*1 R t R

+11 ( Sp ,^ (F^(^^)F K (^^)M(^Â)M / (^ -À))}^
^ J A W

- ^2 ^(X)P/(%)+2^F O O (^B ^ O ( F^S )

•2%^o ^€Q^

pour toute fonction F^€^(G^).

Soit maintenant F^eS(GJ; par définition de cet espace, pour tout
nombre r, on a

[F^x^llxl l-^i+logllxl l)-7 '

pour tout xçG^.

On en déduit que la forme linéaire

(11.5.3) F.H-^(0=fF^Q ^dn
R v /

est une distribution tempérée^ puisque si r>i, on a

FrK^ ^ 1 ^ r[I+log(I4-^+^)]-r , ./ F^ du ̂  ; L————° "———-)— du << 4- co
JR ' V o i / VR V / I +S 2 +^

De même, la forme linéaire

F^F^(^^)=r f rF^khuK-À+p^h^^k^k^h^u
^R» ^ H ^ ^ U »

est une distribution tempérée, qui est de plus bornée, lorsque XçA"
et S^eK^ (ensemble des représentations unitaires irréductible de KJ.
En effet, on a

l^(^À)|^f [ f|F^(khu)<p,A>^k^h^u
^K» ^11^ ^ U ^

< r f f < p, À > 1] khu ||-1 (i + log|| khu [| )-r ̂ k dh du,
^K»*7!^17^

et comme \\kx\\ = ||^|], on est ramené à étudier la convergence de l'inté-
grale double

r r[i+iog(A+/^+^)]-^,.,..
^R^ ^R \/^ + ̂ -1 + M2
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qui, par le changement de variable u -> u' \jh + A"1, devient

r r_________d^idu_________
^ JR ̂ ~s~Tu2 {[log ( i -4- u2) + log(A + A-1 )] + i { r î

intégrale dont la convergence équivaut à celle d'intégrales du type

r^ F00_____dud'h____ __ f00 r ' dudh
Ji Ji u{[[OSU-^]-OSh]-^ï}r~~Ji Ji ^ilog^A-t-i}^

or cette dernière intégrale couverge lorsque r > 2. En remarquant que
l'application F^M^Û^F^ est un endomorphisme continu de S(GJ par
définition de cet espace, et que, si X = s p + ̂ , on a

(^*F^)(^,Â)=(^-I) / lFS(^, ^) ,

on en déduit la proposition suivante :

(11.5.4) I I existe une semi-norme \^n continue sur S(GJ telle que

IF^^P+^I^+M)-^^)-

Rappelons qu'une fonction F^eS(G^) est K^-finie.

Comme F^(2r^, X) F^(3/, X) est nul pour presque toute représentation
2r=^(g)â^ que | F^(3y, X) |^F^(id, o) et que M(&, X) M^â, — X) est
à croissance polynomiale sur l'axe imaginaire pur, il est alors clair que

(11.5.5) F,^V f Sp{F^(^ ,A)F^. (^•^)M(. c 7^)IV '^(^-À)}^
-—— JA»^ /A

e^ M/ie forme linéaire continue sur 2>(G^). J? en est évidemment de même de

(iï.5.6) F^-^ Ê.(^)?^(^).1 V4 ̂27=0

Nous devons encore étudier la convergence de l'intégrale

(iï.5.7) f f^ ^-I)K-t-^lo^^^
' Jr,Jn \0 1 ^I+M2

'Il̂ B

lorsque F^6S(G^), ce qui revient à étudier, lorsque Ç^i,

r r [I+log(I+(M+^)]->- iog|^| ̂  ̂
JnJ» \/i+(M+n2 I+M2

[i +log(i+ (u 4-1
/aJa V / i + ( M + Q 2
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soit encore, d'après (II .3.28),

_ r [ i+iog(i+^)]-r f i + iog(i + u 2 ) \ - ' ' . ,————I •-————ov——— log ^ i 4- n1 du,
J-a Y/14-^24 v71 + ul

qui converge lorsque r > 2 ; et lorsque ^ == i

1^10^)1-^^

B̂ V/I+^

qui converge également lorsque r > 2.

Pour montrer que I(F»(^)F/) se prolonge en forme linéaire continue
sur S(G^), il nous reste à montrer que les sommes en ^ sont finies. Ceci
résulte du lemme (11.5.8) ci-dessous et de ce que

F(uÇu-')=F^ (l-^u\.
0 ï

( 1 1 . 5 . 8 ) Soit B un compact de G/. Le nombre de classe de conjugaison
sous GA? ^éléments Q-hyperboliques de GQ, qui rencontrent B est fini.

Démonstration. — La fonction x i-> (trx)2/detx est une fonction continue
sur GL (2, A), invariante par le centre et par automorphismes intérieurs.
Elle définit par passage au quotient une fonction continue sur GA constante

sur les classes de conjugaison, et dont la valeur sur l'élément

est ^ + ^ l + 2 • Mais un compact de A^ ne peut contenir qu'un ensemble
fini de nombres de là forme ^ -)- ^~i avec ^€Q* (puisque toutes les normes
p-adiques du numérateur comme du dénominateur de ^ sont bornées).

Ceci achève de prouver ( I I . 5 . ï ) .

I(F) COMME DISTRIBUTION CENTRALE. — La proposition (II .5. ï ) permet
de définir I(F) par continuité lorsque F=F/(^)F^ avec F^eS(G^). Elle
admet le complément suivant :

( I I .5 .12) Soient F, et F,€S(GJ. On a

1[F/® (F.*F.)] == Ï[F/® (F.*FJ].

Démonstration. — II suffit naturellement de la prouver lorsque FJ et F^
sont dans 9€(G^). Posons, d'autre part, lorsque F€^C(GJ, et avec les
notations de (1.7),

J(FJ==trT^(F)-aF(i)- ^ r(y) f F(xyx- l)^x.
T € { G , ) ^A/^
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Rappelons que T^(F) est traçable d'après (1.2.7) et que les sommes et
intégrales ci-dessus sont convergentes d'après (1.7.2). Il est clair que J
est une distribution centrale sur G [i. e. J(F^F^) == J(F^F^) pour
tout F^ et tout F^ dans <?e(GJ]. Mais, d'après (1.7.4),

J(FJ=I(Fo(g)FJ

lorsque F^€^(G^) , ce qui prouve (11.5.12).

Les propositions (I1.5. i) et ( I I .5 .12) permettent d'appliquer la pro-
position (II.4.26) à la distribution F^ -> ï (F^ (^) F/-). On a donc prouvé
l'assertion suivante :

(11.5.13) I I existe une distribution tempérée [^(Fy, X) sur A^ et des cons-
tantes a^(F'/•) (n entier positif impair) telles que Von ait

I(F.0^.)=f F , ( A ) ^ ( F o , 7 ) + Y ^(Fy)F(^)
«y \ ii

A00 /l>0
/i impair

pour tout F^çS(G^).

[Pour la définition de F(n) et F (A), se reporter au paragraphe 4.]
Nous n'étudierons pas ici les distributions [^(F^, X) ; indiquons simplement

que dans le cas particulier où Vf est la fonction caractéristique de K^
on calcule assez facilement p-(Fy, X), ce qui redonne le terme complémentaire
pour SL (2, Z) donné par Selberg dans [20]. Nous allons maintenant cal-
culer les nombres a^(F/).

Pour cela on remarque d'abord que l'on a la proposition :

(11.5.14) Soit F^€S(GJ une fonction telle que

Ç F^lduO^^o
ÎL,

pour tout k € K et tout heH. Le terme complémentaire se réduit à

KF^.F^.-^^S)//^^ ^-f^)^^.^1

^€Q* ^^R

En effet, il suffit de constater que ceci implique

F^^o et ^(0=o

pour tout à, X et I;.
Pour calculer a^(F/) il suffit donc d'appliquer la formule ci-dessus à un

coefficient bien choisi de la représentation D^ de la série discrète.
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Remarque. — Le problème se poserait en des termes identiques en une
place PT^OO pour les représentations « absolutely cupsidal » définies
dans [18].

Un exemple typique de fonction vérifiant les hypothèses de (II .5.i4)
est la fonction

F^ (x)==6^+i,,,+i(X, 7lp)

décrite en (11.4.27). (Ici, n est un entier positif impair.) Dans ce cas, on a

1-^ :)=o si S<o,

^(d ^)=^+1^2Q/^+1[^+I)+^^/^-1 si ï > ° -
Nous supposons ^ > o, et pour calculer les termes intervenant dans
(II . 5.i 4)? nous commençons par calculer

(11.5. i 5 ) f(^+ i) 4- u 4- <)-71-1 [ 11—1 dt
J^

pour u € R et o <^ z <i n -{- ï . \
Posons a= {i{^ + I) + u)~1. Alors ( I I .5 . i5) vaut

/ ^ X ^,00 ^

^+1 ̂  (i-{-at) -n-11—1 dt + f ( i — ^^-7Î-1 ̂ -1 ̂  ^ .
( ^o ^e )

Pour un nombre complexe x^]—oo, o], nous choisissons la détermination
de arg(cr) qui est entre — r\. et 4" T.. Par exemple, puisque Im(a) > o,
a rg (—a) =arg(a) — T I . La formule (19) p. 3io de [2] montre que ( I I .5 . i5)
est égal à

a^B^, n + i — -s) (a---\- (— a)—) = a^'—B (s, /î + i — ^) (i 4- e-1^).

Le premier terme non nul du développement de ( I I .5 . i5) est donc

ma^Çi, n) (z — i ) = inji-^ ?(^4- i) -h^)-^ — i ) .

On obtient donc la formule suivante :

(II.5.i6) f/i(^+Qlog( t\)dt=inn-i'y(fl+}\lîi)n+[(i(^-}-l)-}-u)-n

•^•n

(pour ^ > o et u€R). On a, en particulier,

(11.5.17) (\fi(t)ïo^\t )dt=-
•^•R

2 7:

//
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Nous calculons maintenant, en supposant ^ > o et ^^i,

(11.5.18) f( i+^2)-l (,(£+!) 4-(Ç--i)^)-^ ̂ .

^R

On emploie la méthode des résidus, en distinguant deux cas suivant
que ^ > i ou ^ < i . Dans le premier cas, i est le seul pôle de la fonction
à intégrer dans le demi-plan supérieur, et dans le second, — i est le seul
pôle dans le demi-plan inférieur. On trouve que (11.5.18) est égal à (2^E)~ / ^

si ^ > i , et à (21) /A si o < ^ < i . Il résulte alors de (II .5 . i6) que l'on a

(11.5.19) f f/ l((S--ï)^+Q(I+^)- l log([^|)^^=:-27^27^-^2[sup(^^- l)^2 / i

«^•n 'Aï^^R

pour $ > o et ^7^1. [Ceci est vrai d'ailleurs aussi pour Ç = i d'après
(II .5 . I7) . ] D'autre part, d'après (11.4.27), F^(n) est égal à 4ÎÎ^-"1? et
F ^ ( À ) = = o pour tout ^eA^. Il résulte alors de (II .5. i3) , ( I I .5 . i4)
et ( I I .5 . I9) que l'on a le résultat suivant :
(II. 5.20) Soit n un entier positif impair. Si a^(F^) est défini comme
en (11.5. i3), on a

a,(F^==- V [sup(Ç,^)^^^fF)/ s ^U.2^ ^ ^0 ^
S>0

Remarque 1. — On a

(ii-^i) A^a)=r^/(£-1).
En effet, il est facile de voir que

(II .5 .22) f ^(WS ^x-1)^
^Gn/IL \ L 0 1 J // GO/HO

ne change pas quand on remplace x par xw, et donc ne change pas quand
on remplace ^ par ^-1. Une relation analogue à (1.1.5) prouve que (II. 5.22)
est égal à

f F^UÇU-1)^!!.
J^

Comme la multiplication par ( i — Ç ) dans A^ a pour norme |i
cette dernière intégrale est égale à

k'4-^^^
A/m. Éc. Norm., (4), IV. — FASC. 2. 36
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ce qui prouve (11.5.21). On peut aussi déduire ( I I . 5 . 2 1 ) de la rela-
tion Z(F, ^p , ^) = Z(F, 5p, ^-1). Compte tenu de ( I I .5 .21) , on a

(II .5 .28) ^(Fy)--^^1'4'^?}/^ ^^ [avec^==sup(^-)j.
Secr. 'V

Rapprochant ( I I .5 . i3 ) et (II.5..20), on obtient le résultat suivant :

(II.5.44) Soit F/ une fonction K/- finie à droite et à gauche sur Gy, à support
compact. Soit F^ un élément K^-fini à droite et à gauche de d3(G^) [ou
de S(G^)] -vérifiant la condition suivante :

( I I . 5 . 2 5 ) f ¥K('hu)dvL=o pour tout hçH^.
^u,

'̂  équivalent à : F^(A) == o pour tout X€A^.) On a(c
KFo®^)^1^")!-^ s^111""'/17^^ '0^

^e<r
^>0

où M parcourt Vensemble des entiers positifs impairs et où Von a posé
^=sup(^-1).

Remarque 2. — La proposition ci-dessus est énoncée dans [5] avec une
erreur : Dans la proposition 2 de [5], il faut lire inf( i , ^) et non sup(i, ^-i).

6. Application : la trace des opérateurs de Hecke.

Dans ce paragraphe, on montre comment obtenir des formules pour
la trace des opérateurs de Hecke opérant dans des espaces de formes
automorphes holomorphes paraboliques. Dans le cas des formes modulaires,
on retrouve la formule d'Eichler-Selberg. La méthode (à part l'utilisation
des adèles) est celle de Selberg, elle consiste à appliquer, dans un cas
particulièrement simple, la formule des traces de Selberg.

Rappelons que nous notons G^ la composante connexe de G^. Nous
considérons un sous-groupe ouvert compact M de G/ ; en général, l'espace
MXGI,\GA/GQ est fini. Nous supposerons pour simplifier que l'on a

(II.6.1) G A = ( M X G ^ ) G Q et ï çM.

Nous posons F == M X G^ H GQ, et nous notons par la même lettre les
projections de F sur G^ et sur G/. Posons F'= G^nF. Il est clair que F
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est un sous-groupe discret de G^, que le volume de G^/F est fini et que
G^/r=G^/r' puisque G^F==G^ Nous fixons, d'autre part, un entier
positif impair n. Nous considérons le sous-espace A(zz, F) de 1^== L^G^/Go)
formé des fonctions f qui vérifient :

(i) /'(mx) == /'(x) pour tout m€M et tout x€=G^;
(ii) / '(/c(O)x) = ^ / ^+ l )6/ l(x) pour tout 6eR et tout xeG ;
(iii) f est vecteur propre de û pour la valeur propre n1—i.

D'après (II .6.1), f est déterminée par sa restriction à G^. Notons H
l'ensemble des points de C de partie imaginaire > o. Si ^€îH, et si x est

l'image de ( , )eSL(2,R) , on pose xz = {az + b)f{cz + 6?). La relation
\<7 a y

cp (X/) == (^-^^/(X-1)

permet de définir une fonction y sur H, et il est bien connu que l'appli-
cation f-> y est une bijection de A(^,F) sur l'ensemble des formes auto-
morphes holomorphes paraboliques de poids n +1 pour le groupe F',
c'est-à-dire l'ensemble des fonctions holomorphes sur H telles que

(i) y (yz) = [cz + d)^ y (z) pour tout z € H et tout y == P" 1̂ € F' ;
(ii) y est parabolique.

Notez que, d'après (1.4.8), A(/î, F) est contenu dans L2^. En fait, la
propriété (ii) ci-dessus prouve que l'on a même A(n , r )cL^ . On peut
naturellement établir cette inclusion sans passer par l'intermédiaire des
formes holomorphes.

Soit F/ une fonction M-invariante à droite et à gauche sur G/, à support
compact. L'opérateur T(F/) laisse stable A(n ,F) et nous noterons Q^(F/)
la restriction de T(F/) à A(^, F). (C'est un opérateur de Hecke.) Nous
allons calculer la trace de Q,,(F/).

Pour cela, rappelons que nous avons prouvé [cf. ( I I . 4.28)] qu'il existe
une fonction F^ dans <?C(G^), qui vérifie les conditions suivantes :

(i) D,,(F^) induit l'identité dans le sous-espace (de dimension i) de
l'espace de Dn formé des vecteurs f tels que Dn{k{Q)) f== e~l(7t~{~i}Qf (pour/^
tout Ô € R ) et o dans l'orthogonal. Ceci implique que F^(n) = i ;

^ ^ /\
(ii) F ^ ( A ) = = = o pour tout À€:A^, et F ^ ( m ) = = = o pour tout entier positif

impair m ̂ zz n.

Rappelons que ces conditions impliquent que t r D ( F ^ ) = = o pour toutes
les représentations D de la série supplémentaire et que

ôo(FJ=ô,(FJ=:-ô^
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en posant §1 ,n=o si n^i , et §1,1 = i. Comme G^ est de type I, on sait
que L^ est la somme directe des sous-espaces G^-invariants L^(D), où D
parcourt l'ensemble des classes de représentations unitaires irréductibles
de G^ et où la représentation de G^ dans L^(D) est isotypique de type D.
De plus, la représentation naturelle de G^ dans L^(D) est isomorphe au
produit tensoriel d'une représentation de Gf et de la représentation D de G^.
Il en résulte aussitôt que la trace de la restriction de T^(F0FJ à L^(D)
est nulle, sauf si D = Dn si M ^ I , et sauf si D = Di ou §o ou â^ si n= i.
Remarquons maintenant que A.(n,T) est exactement le sous-espace
de L^(D^) formé des vecteurs f qui sont M-invariants et tels que
r^{k{Q))f=e~i(n+ï)(î pour tout OçR. Il est clair, en effet, que A(n, F)
contient ce sous-espace. Réciproquement, si fçA.{n, F), alors f est contenu
dans la somme des L^(D) pour les D tels que D (û) = n2—i et qui
contiennent un vecteur se transformant suivant la représentation
/c(6) -> e-1^^ de K,. D'après la classification de G,, on voit que D = Dn.
Il est immédiat que la restriction de Trf(F/(^)F^) à A(n, F) est égale
à Q,^(F/), et que la restriction de Trf(F/(^)F^) à l'orthogonal de A(n, F)
dans L^(D^) est nulle si n^i. Supposons maintenant n=ï, et consi-
dérons la restriction de T^(F/(^)F^) à L^(âe) (avec £ = o ou i). Elle est
égale à la restriction de —Trf(F/) , et en particulier est nulle dans l'ortho-
gonal de l'espace des vecteurs M-invariants. Par restriction à G^, le sous-
espace des vecteurs M-invariants de L^â^) s'identifie à l'espace des fonc-
tions r-invariantes sur G^ proportionnelles à Se. Il est clair qu'il est nul
vu les hypothèses sur F si £ ̂  o, et formé des fonctions constantes si £ == o.
On a donc prouvé en définitive

(11.6.2) trT^(Fy(g)FJ==:trQ,(F^)-^, ,fFy(x)^x.
^Gf

Posons F=F/0F^. La formule des traces donne {cf. 1.7) :

(11 .6 .3) t r T ^ ( F ) = = a F ( i ) + f ^F (xyx-1) d-x. +1 (F).
^A/^ G,

Nous calculons les termes intervenant dans le membre de droite de (11.6.3)
en fonction de F/. Tout d'abord, on a [d'après (II.4.22)] F^( i ) == 7Z/4^,
et [d'après (1.3.3g)] a === ïi/3, de sorte que l'on a

(11.6.4) aF ( i )==^Fy( i ) / i 2 ,

Pour calculer le second terme, on utilise la formule

(11 .6 .5) f /(x)6/x=:vol(M) / /(x)^x
'W^ (wr
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valable pour toute fonction intégrable M-invariante intégrable sur G./GQ.
D'après (1.7.2), on voit que le second terme est égal à

( I I .6 .6 ) vol(M) f VFo^F^xyx-1)^:.
^/r ̂

On note G^(y) le centralisateur dans G^ d'un élément yeF, et on choisit
une mesure de Haar sur GJy). On note F (y) le centralisateur de y dans F.
On note enfin { G c } r l'ensemble des classes de conjugaison sous F d'élé-
ments de GE. En raisonnant comme au paragraphe (1.7), on voit que
(11.6.6) est égal à :

vol(M) ^ v o l ( G , ( y ) / r ( Y ) ) F ^ ( y ) f F^xyx-1)^.
ïe{G,}r -AwG«(y)

Un élément y de GE peut être R-hyperbolique ou R-elliptique. Dans
le premier cas, il résulte de (11.4.8) que l'intégrale

f F^x-fx--1)^:
^G./G.oCr)

est nulle. Si y est R-elliptique, il est conjugué (sous GJ d'un élément de la
forme /c^), avec O^Zn (6) . Alors GJy) est conjugué de K, ou de K,.

Il résulte alors de (II . 4.21) que l'on a

I F(xYX- l)^x=:—sm(n6^)/sm(6.) .
^G»

En définitive, si S désigne un système de représentants de l'ensemble des
classes de conjugaisons sous F d'éléments R-elliptiques de GQ ( 7 ) , on voit
que si on note w(y) l'ordre de F (y) (11.6.6) est égal à

-^^(Y)-i(sm(/z6^/sm(6^)F^(Y).
Tes

Remarquons qu'il n'y a qu'un nombre fini d'éléments de S dans le support
de F^.

Enfin, d'après (II . 5.24), on a

KF^FJ^-^S^/F^r^ ^tU [avec^sup(^-)].
^Q. «^ VL J/

Ï>0

(r)) On peut choisir O ^ e j o , ^ j , en effet k(Q)k = (6 +7:) et TÀ-(6)T-i = Â:(—6).

(7) Remarquons que puisque Ter , si y est R-elliptique, alors y-1 est conjugué de y.
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On a donc prouvé la proposition suivante :

(11 .6 .7 ) Soit M un sous-groupe ouvert compact de G/ vérifiant la rela-
tion (II. 6.1) . Soit n un entier positif impair. On pose r==MxG^nGQ;
on note S un système de représentants sous F de ^ensemble des classes de
conjugaisons d'éléments ^-elliptiques de GQ; si ^eF, on note w(y) Voràre de
son stabilisateur dans T. On pose ^'===sup(^, ^-1). Soit F/ une fonction
^[-invariante à droite et à gauche, à support compact sur G/, la trace de
V1 opérateur de convolution Q/?(F/) est donnée par

trQ,(Fy) = ^,n [ Fy(x) ̂ x+ 7zFy( i ) / i 2
^Gf

-^To\(M)^w(^)-l¥J•^)sm(n^)/sm(^)
Tes

_.v^-" ' r fF/kp' "1k-^^.2^. -VA/ ^ Lo ij y
^>0

Nous allons considérer le cas où M = Kf. Soit m un entier > o. On note T^
la fonction caractéristique de l'image dans Gf de '61^5 l'ensemble des
matrices de G L ( 2 , A ^ ) à coefficient dans 0 et à déterminant dans m0*.
Calculons les termes figurant dans (11.6.7). Il est clair que r ^ ( i ) = = o ,
sauf s'il existe A GO 1e! q116 ^GrnO*, c'est-à-dire si m est un carré. Consi-
dérons ensuite l'intégrale

(11.6.8) f Tjp u \}du.Tn
A/J A ^ \L{J l J/

Elle est égale, pour tout fceA*, à

jHÏ T])"-'6^/"^^ ';])"-
On voit donc que (11.6.8) est nulle, sauf s'il existe & € 0 tel que &^€0
et b^^GmO*. S'il existe un tel &, il en existe un qui est entier positif,
et (11.6.8) est égale à b === b y.1. Dans le dernier terme de (11.6.7), nous
regroupons les éléments correspondant à ^ et ^-1. Le dernier terme
de (11.6.7) est donc égal à

2^+-W1^~ A i •
ÏIA-1 - ^ ( . \ -I

\ b\m
\ ̂ <m J

où l'on a posé ^Tn'2):^ o si m n'est pas un carré et ^(m2)^]: sinon.
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II reste à calculera T^(x)rfx. Puisque Tm est Ky-invariante, cette
G/

intégrale est égale au nombre de classes module Ky contenues dans le
support de T^; ou encore au cardinal de '8'^/GL(2, Op) ; ou encore au nombre
de sous-réseaux d'indice m de Z2, comme on le voit en considérant la repré-
sentation naturelle de dimension 2 de GL(2). On sait que ce nombre
est^, b.

Lorsqu'on identifie A.{n) et l'espaôe des formes modulaires paraboliques

de poids k=n+ï, l'opérateur Q^(ï^) s'identifie à m2 Â - lT^(m), où T/,(m)
désigne l'opérateur de Hecke classique. On a donc prouvé la formule
suivante :

(11.6.9) Soient k un entier pair >o, et m un entier >o. Posons ^ { m } = i
/ ^\si m est un carré et e[m/ == o sinon. La trace de l'opérateur de Hecke T/c(m)

{opérant dans Vespace des formes modulaires paraboliques de poids k) est
donnée par la formule suivante :

. r̂ / \ ^ V 7 ( Ï\^—1 1 Â - -1
tr 1 /, ( m ) == 0.2, k ^ . b + £ \m2] -—— în2

b\m

- 2j w ( ï ) - 1 w i ' - l s m ( (^- I )QT)/sm(9Y)
T e s n ,̂K

-/^^-i+^^J^-A. ,
\ b\m /
'b^m /

{On a posé §3^^== o si k^ 2 et §2,/î== i si k== 2.)

La formule ( I I . 6.9) n'est rien d'autre que la formule d'Eichler-Selberg :
^.[9], [17] et-[20]. i -
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