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0. Introduction.

0.1. DÉFINITION DES ESPACES ^(W), <@(W), M°(W), M(W), ^°(W),

^(W); RAPPEL DES RÉSULTATS CONNUS. — Soit (W, Vo, V-i) Un CObor-

disme orienté C'0 compact dont le bord est la réunion des variétés fermées Vo
et Vi. On considère l'espace ^(W) des fonctions C00 définies sur W, à
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410 A. CHENCINER ET F. LAUDENBACH.

valeurs dans [o, i], telles que /*-1(0 = V,: {i = 0,1) ; on le munit de la
topologie C00; ^(W) est un convexe dans l'espace de toutes les fonctions
réelles sur W; les fonctions de Morse excellentes (fonctions dont les points
critiques sont quadratiques non dégénérés et les valeurs critiques toutes
distinctes) y forment un ouvert partout dense ^°(W) [14; section 2]; cet
ouvert constitue la réunion des strates ( A ) de codimension o pour une
certaine stratification de ^(W) [1; chap. I]. Notons ê(W)C^°(W) le
sous-espace formé des fonctions sans point critique; ê(W) est une réunion
de strates de codimension zéro (éventuellement vide).

Si W est un A-cobordisme (i. e. : les injections de Vo et de Vi dans W
sont des équivalences d'homotopie), si Vo est simplement connexe et
dimVo^S, S. Smale démontre que ê(W) n'est pas vide [18], [3], [14].
Cela revient à dire que W est difîéomorphe au produit VoX[o, i] . Dans
les mêmes conditions, J. Cerf démontre que ê(W) est connexe par arcs
[1, chap. VII, § 4, théor. 3]. On peut dire que la théorie de Cerf est une
généralisation à un paramètre de la théorie de Smale, puisque le résultat
de Cerf signifie qu'un À-cobordisme simplement connexe n'admet essen-
tiellement qu'une trivialisation.

Si maintenant Vo n'est pas simplement connexe, à tout A-cobordisme W
« d'origine » Vo est associée une torsion T(W)eWh(îi i(Vo)), où Wh(îii(Vo))
désigne le groupe de Whitehead du groupe fondamental de Vo [15]. Barden,
Mazur et Stallings ont démontré que la torsion classifie à difféomorphisme
près les /^-cobordismes d'origine Vo, lorsque dimVo^5 [10]. En revanche,
il n'y a que peu de résultats dans la théorie à un paramètre du cas non
simplement connexe. Signalons cependant que L. Siebenmann a donné
des exemples de cobordismes triviaux W == Vo X[o, i] tels que l'espace ê(W)
des fonctions sans point critique ne soit pas connexe [17] : il considère
des variétés Vo de la forme FxS\ où Wh(îii(F)) est un groupe non trivial.

Les démonstrations de Smale et de Cerf font intervenir les sous-espaces
suivants de ë^(W) :

^ (W)cîl (W)c^ (W)
u u u

ê (W) c ̂ ° (W) c M° (W) c ̂ ° (W)

M°(W) est le sous-espace formé des fonctions de Morse excellentes et
ordonnées (ou « nice »), c'est-à-dire telles que les valeurs critiques croissent
avec les indices ; ^° (W) est le sous-espace de H° (W) formé des fonctions

(1) Étant donnée une stratification d'un espace topologique X == XoUXiU. . . uXz-u...,
où X; est de codimension i, nous appellerons strate de codimension i une composante
connexe de Xz. Dans la stratification de ^(W), les strates sont aussi les composantes
connexes par arcs [1].
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dont tous les points critiques sont d'indice i ou i + i ; M° (W) et ^° (W)
sont réunion de strates de codimension o. On définit enfin TO(W) comme
l'intérieur de l'adhérence de M°(W) et aussi ^,(W) = int(^° (W)).
Les premières étapes de la théorie de Smale (resp. de Cerf) sont les sui-
vantes : on démontre tout d'abord que, pour tout cobordisme W,
M(W) n'est pas vide (resp. est connexe par arcs); on démontre ensuite
que si W est un A-cobordisme de dimension n+ 1 ? ^^5, et que si W
est simplement connexe, ^,(W) n'est pas vide (resp. est connexe par
arcs) pour 2^^^ n— 2. La théorie d'obstruction de Barden-Mazur-
Stallings est basée sur le fait que, même si W n'est pas simplement
connexe, ^(W) n'est pas vide, pourvu que n^5 et ^^i^n—2.

0.2. Le but de cet article est de démontrer que la situation est la même
dans la théorie à un paramètre; plus précisément, si W est un h-cobordisme
de dimension n-{-i, ^^7, ^\-(W) est connexe par arcs pour 3^i^n—3.
Comme dans la théorie à zéro paramètre, le passage du cas simplement
connexe au cas général présente une difficulté que nous allons essayer
d'expliquer, après avoir rappelé quelques définitions.

0.3. STRATE DE CROISEMENT, STRATE DE NAISSANCE. — Étant données

deux fonctions de Morse fo et /\ sur W, il existe toujours un chemin les
joignant dans l'espace convexe ^(W). Parmi ces chemins, il y a un
ensemble dense de chemins génériques; ce sont ceux qui sont inclus dans
la réunion des strates de codimension o et des strates de codimension i [2].
Rappelons que les strates de codimension i sont de deux types. Le premier
type correspond aux fonctions ayant des points critiques quadratiques
non dégénérés et exactement deux valeurs critiques égales; une telle strate
s'appelle strate de croisement. Le second type correspond aux fonctions
ayant tous leurs points critiques quadratiques non dégénérés sauf un, c,
au voisinage duquel la fonction est de la forme

/(•^) =f(0) —^—•••—^2+Jz2+l+•••+J2 .+J/î+l.

pour un choix convenable des coordonnées; en outre, on demande que
toutes les valeurs critiques soient distinctes; une telle strate s'appelle
strate de naissance', elle sépare une strate de fonctions de Morse excel-
lentes à q points critiques d'une strate de fonctions de Morse excellentes
à ç+ 2 points critiques; lorsqu'on passe de la première à la seconde en
traversant la strate de naissance, il apparaît une paire de points critiques
d'indices respectifs i et i + i ; parcouru dans le sens opposé, ce chemin
s'appelle un chemin d^ élimination.
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0.4. GRAPHIQUE D'UN CHEMIN DE FONCTIONS. — A tOUt chemin {ft}iç[o,i

de l'espace fonctionnel ^(W), on peut associer son graphique [2]; c'est le
sous-ensemble de [o,i]x[o,i] dont l'intersection avec { < } x [ o , i ] est
formée des valeurs critiques de la fonction /^. Pour un chemin générique
le graphique est de dimension i (la réciproque est fausse) et ses seules
singularités sont des p'oints doubles, lorsqu'on traverse une strate de
croisement, et des points de rebroussement, lorsqu'on traverse une strate
de naissance. Enfin, sur chaque branche du graphique d'un chemin géné-
rique on peut reporter l'indice du point critique correspondant.

Exemple :

Le chemin dont le graphique est donné sur la figure i a cinq accidents :
une naissance en ^, trois croisements en (3, ^3 et ^4, et une élimination en ^.

0.5. Pour démontrer la connexité d'un sous-ensemble de l'espace fonc-
tionnel ^(W), que ce soit tt(W), ^(W) ou ê(W), on part d'un chemin
générique joignant deux fonctions de ce sous-ensemble et on cherche à
déformer ce chemin jusqu'à ce qu'il ne traverse plus que des strates de
codimension i incluses dans l'intérieur du sous-ensemble en question.
On veut donc éliminer certaines singularités dans le graphique du chemin
donné. Par exemple, pour démontrer la connexité de M(W), il faut éli-
miner les croisements où i^-j.

Pour démontrer la connexité de ^,(W), il faut, à partir d'un chemin
générique dans M(W), éliminer les naissances où j^i. Dans cet ordre

y^

J



THÉORIE DE SMALE. 413

d'idées, un des lemmes fondamentaux est celui dit de Vunicité des élimi-
nations (encore appelé lemme d5unicité des morts).

0 .5 .1 . LEMME (Cerf [1, chap. III, § 2, prop. 4], Douady, Siebenmann,
Wagoner). — Soit W = V^XJ^o, i], où Vo est une variété compacte sans
bord simplement connexe de dimension n, TZ^S. Soient /*o, /\ deux fonc-
tions sans point critique, et y=={/^^^ un chemin générique dans ^(W),
joignant fo à fi, dont les seuls accidents [i.e. les valeurs de t pour lesquelles
fi^. ̂ 7 (W)] sont une naissance Sun couple de points critiques suivie de
Vélimination de ce couple. Alors y peut être déformée relativement à ses extré-
mités^ en un chemin dans l'espace des fonctions sans point critiquer de plus
la déformation peut se faire en restant dans les strates que rencontre y.

Si Vo n'est pas simplement connexe, il y a en général une obstruction
à déformer y comme nous l'avons dit dans l'énoncé de ce lemme. Lorsque
n^7, nous expliciterons cette obstruction (§1). Évidemment ce n'est
pas une obstruction à trouver un chemin de fonctions sans point critique
joignant fo à /*i. Ce problème reste ouvert; mais une étude détaillée de
l'obstruction nous permettra de voir que y, de graphique

Fig. 2.

est homotope à un chemin y' de graphique

7 + ^

J + l

Fig. 3

pourvu que o^j^n—/4 et ^^7 (§3). Ce sera l'outil essentiel pour
démontrer an paragraphe 4 la connexité de ^\(W) {S^i^n—3, M-^7).
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Comme nous l'avons dit plus haut, on partira d'un chemin dans lî(W),
qui est connexe, et on cherchera à diminuer la complexité de son gra-
phique. Mais il est clair qu'une homotopie générique ne pourra pas en
général se faire dans la réunion des strates de codimension o et de codi-
mension i ; on introduira donc les strates de codimension 2 définies par
Cerf [1; chap. I, § 3] :

(1) Strates formées de fonctions de Morse ayant exactement trois
valeurs critiques égales ;

(2) Strates formées de fonctions ayant la singularité « naissance à un
niveau critique »;

(3) Strates formées de fonctions ayant, en plus de leurs points critiques
quadratiques non dégénérés, un point critique c du type « queue d'aronde »
au voisinage duquel f s'écrit, dans des coordonnées locales convenables,

/(^) =/(^) — ^î — , . . — x\ + x\^ 4- . . . + x\ + ̂  .

Il y a d'autres strates de codimension 2; ce sont celles constituées
de fonctions ayant exactement deux singularités de codimension i indé-
pendantes [1; chap. I, §3-1]; la traversée de ces strates ne pose aucun
problème d'après le lemme des singularités indépendantes [1; chap.
IV, §1].

Le plan de l'article est le suivant :

Les paragraphes 1, 2, 3 concernent la démonstration d'un lemme
(théor. 3.1) remplaçant, dans le cas non simplement connexe, le
lemme d'unicité des éliminations dont on vient de parler. Le para-
graphe 4 rappelle la technique (due à Cerf) qui permet de ramener
l'étude de la connexité de ^-(W) à l'étude de la stratification de ^(W)
au voisinage des strates de codimension 2 (types i, 2, 3, ci-dessus). Les
résultats de Cerf concernant les strates du type i (lemme du triangle
[1; chap.V, § 2, prop. 2]) ne font pas intervenir la simple connexité
de W. Dans le paragraphe 5, nous montrons que le « lemme du bec »
de Cerf, concernant les strates du type 2, est encore valable sans
condition de simple connexité. Enfin, dans le paragraphe 6, nous
démontrons un lemme concernant les strates du type 3, qui, bien que
plus faible que le « lemme de la queue d'aronde » de Cerf, est suffisant
si l'on n'a en vue que la connexité de ^-(W). C'est la démonstration
de ce lemme qui utilise de façon essentielle les résultats des paragraphes
1, 2, 3.
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1. Problème de l'unicité des éliminations :
définition d'une obstruction.

1.1. POSITION DU PROBLÈME ET NOTATIONS. — Dans ce paragraphe,
a- désignera une strate de l'ouvert 110 (W) des fonctions ordonnées excel-
lentes, définies sur un cobordisme compact orienté W de dimension n + i ;
o'1 désignera la réunion des strates de naissance adhérentes à 0', la traversée
de o-1 en rentrant dans o- correspondant à l'apparition d'une paire de
points critiques d'indices i, i+ 1- Dans ce qui suit on suppose que cr1

n'est pas vide. Le problème de l'unicité des éliminations proprement dit
serait le calcul du nombre de composantes connexes de o'1. Dans
le cas simplement connexe Cerf montre que, pour ^^5, îii (0', o-1) = o
(lemme 0.5. i) , ce qui implique 7Io( (71)=o. Dans le cas non simplement
connexe, nous allons voir que ^1(0", o'1) n'est jamais trivial si o < i < n (2) ,
n'=lr]^ ce q111? évidemment, ne donne aucun renseignement sur T i o ^ 4 ) ;
mais le calcul de Tii(o", o-1), objet de ce paragraphe, sera suffisant pour le
but que nous poursuivons.

Soit h une fonction appartenant à o". Soit M une variété intermédiaire^
c'est-à-dire une variété de niveau séparant les points critiques d'indice i
et ceux d'indice i + i - Soient c le point critique d'indice i -4-1 le plus
bas et c le point critique d'indice i le plus haut; on a h[c) < h (M.) <; À(c).
La paire (c, c') est celle qui est éliminée lorsqu'on traverse o'1. Pour
calculer ^1(0', cr1), Cerf introduit la notion de chemin élémentaire d^ élimi-
nation, issu de h et relatif à la paire (c, c'} ; rappelons qu'un tel chemin
est associé à la donnée d'une nappe descendante (3) de c et d'une nappe
montante de c', dont les bords dans M se coupent transversalement et
en un seul point [3]; deux telles nappes forment ce que l'on appelle un
couple de nappes en bonne position. On démontre que T i i ( c 7 , ( 7 ' ) est en
bijection avec l'ensemble des composantes connexes de l'espace des chemins
élémentaires d'élimination et, par là-même, que 7 i i ( Œ , o ' 1 ) est en bijection
avec l'ensemble des composantes connexes de l'espace des couples de nappes
en bonne position (cf. appendice B). Puisque o1 n'est pas vide, il existe
au moins un chemin élémentaire d'élimination traversant cr1. Pour une
métrique riemannienne convenable /ilî, les deux nappes associées à ce

(2) Si i = o ou n, il est immédiat de vérifier, à l'aide du résultat de Cerf sur les chemins
élémentaires d'élimination, que ^i(^, ^1) est réduit à un élément.

(3) Une nappe descendante de c est un disque D^4-1, plongé dans W et contenant c,
dont le bord est à un niveau constant de la fonction A, et tel que h [ D^1 admette pour
seul point critique un maximum en c.
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chemin sont des nappes de gradient [3]; appelons So le bord dans M de
la nappe descendante de c et To le bord dans M de la nappe montante
de c'. On se fixe deux plongements <po '' S'-^M et 69 : S^'-^M, d'images
respectives So et To (S7' désigne la sphère de dimension /c). En utilisant la
métrique riemannienne /Hl, il est facile de construire une bijection naturelle
entre V ensemble des composantes connexes de V espace des couples de nappes
en bonne position et

7r,[Plgt(Ss M) , Plgt(SS M; S^To==i), (poL

où Plgt(S1, M) désigne l'espace, muni de la topologie C00, des plonge-
ments de S1 dans M, et où Plgt(S1', M; S'^To = i) désigne le sous-espace
des plongements ç, tels que y (S1) coupe To transversalement et en un
seul point [1$ chap. III]. Finalement le calcul de '7ii(c7,o-1) se ramène
à celui de

^[PIgUS^, M), Plgt(Ss M; S^To^i), cpo].

Dans la suite on désignera cet ensemble par la notation abrégée
^(PIg^SSM),^). Introduisons aussi l'ensemble ^(PIgtÇS1, M)) des
classes d'homotopie de chemins dans Plgt(S', M), ayant leurs extré-
mités dans Plgt(S1, M; S^To== i), mais dont l'origine n'est plus fixée
en <po.

1.2. DÉFINITION, POUR 3^i^n—3, D'UNE APPLICATION

% : ^^(PIgHSs M)) -^(Z.XTr.^M))^^)-1! (^.

N. B. — Dans tout ce qui suit, le point base de M sera le point So H To ;
il sera sous-entendu dans la notation ^(M).

1.2.1. Considérons l'espace A des isotopies F: S'X^, i] -> M vérifiant
les trois conditions suivantes :

(1) F ( S ' X { ^ ) rencontre To transversalement et en un seul point
si t = o, i $

(2) F est transversale sur To ;
(3) F est une isotopie constante au voisinage des extrémités.

Pour 3^i^n—3, nous allons construire une application

% : A-^ZaXTT^M))^^1)--^.

(4) Étant donnés un groupe G et un ensemble E, QW désigne le groupe des appli-
cations f:B->G, telles que f(x) est l'élément neutre de G, sauf pour un nombre fini
d'éléments x de E. Ici E est le groupe fondamental ^i(M) privé de son élément neutre i.
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Remarquons, d'une part que, d'après la condition (3), A est un monoïde
et d'autre part, que (ZaX^M))1711^"11 est un groupe abélien. L'appli-
cation 5C sera un morphisme de monoïdes.

Soit une isotopie F: S'X^, i]-> M, FeA. Alors F-^To) est constitué
de courbes fermées l^ kç.[ i, 2, . . ., q}, et d'une courbe lo dont les extré-
mités sont respectivement dans S ' x { o } et dans S ' X { i } {fig. 4)-

s\[o}

Si on fixe une orientation de S', To et M, ces courbes sont canonique-
ment orientées (5).

Étant donnée une courbe fermée ^, il lui correspond un élément bien
défini g{lk) dans Tîi(M), de la façon suivante : dans nos hypothèses de
dimension, S' et To sont simplement connexes; l'unique classe d'homo-
topie de chemins joignant lo à Ij, dans S'X[o, i] a pour image par F dans M
une classe de chemins relatifs de M module To, c'est-à-dire un élément
g(^€[([o,i], { o , i}), (M,To)]^(M).

Choisissons un paramétrage S1-^, conservant l'orientation; puisque
i^3, il se prolonge de façon unique à homotopie près en une application
lk : D^S^o, i]. Notons que, même si i = 3, parmi les prolongements
possibles, il existe toujours un plongement. La classe Fî/c est bien définie
dans [(D2, S1), (M, To)], lequel est canoniquement isomorphe à ^2 (M),
puisque To est 2-connexe. On notera (o(î/c)€^2(M) l'élément ainsi
construit.

(8) Soit (X^-1, Y^-Q une paire ordonnée de deux sous-variétés orientées d'une variété
orientée Z", se coupant transversalement suivant une courbe L Alors l est canoniquement
orientée de la façon suivante : soit xel; un vecteur ècï.r/ est positif si, étant donnes un
repère positif à, Ïi, ..., Ïi de T^X et un repère positif à, s 1+1, ..., e/i-i de T^Y, alors iz,
Ïi, . ., Ïh ^+i? • • . » ^-i est un repère positif de T.rZ. Cette définition se généralise au
cas où, au lieu d'un plongement de X dans Z, on a une application transversale sur Y.

Ann. Éc. Nom., (4), III. — FASC. 4. 55
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Enfin, puisque F est transversale sur To, il existe, pour chaque
A * € { i , . . . , q}, un isomorphisme naturel des fibres de base ^,
v(^; S'X^, i]) et (F |^)*(v(To$ M)) [pour une sous-variété X d'une
variété Y, v(X; Y) désigne le fibre normal à X dans Y], Puisque M et To
ont été orientés et que To est le bord d'une nappe, son fibre normal est

Fig. 5. — Figure dans le cas où F : S' x[o, i] -> M est un plongement.

canoniquement trivialisé. On en déduit une trivialisation canonique de
^(^; S^o, i]). Par la construction classique de Thom-Pontrjagin [16],
applicable à k inclus dans la boule ouverte nrl^S'X^, i ] — ? o ) , cette
trivialisation définit un élément, noté a (î/,), du groupe stable IL ̂  Za.

Ainsi à chaque courbe fermée l/, dans F'^To), nous avons associé

^•(4)e7r i (M), c o ( 4 ) € 7 r 2 ( M ) e ia (4)eZ2,

donc un élément ^e (Z^T^M))1711^ de la façon suivante : 4 est l'appli-
cation qui envoie tous les éléments de 7ii(M) sur l'élément neutre de
Z2Xit2(M), sauf l'élément g(^) qui est envoyé sur (a(^), co(^)). Dans
ce groupe, on considère maintenant l'élément ^+72+. . .+^ et y (F)
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désigne son image par la projection naturelle

(Z^XTT^ (M) )^m--> (ZaX^ (M) ̂ iW-ii.

On vérifie trivialement que ^ est un morphisme de monoïdes.
Avant de démontrer la proposition qui assure l'existence de l'appli-

cation ^ nous plaçons ici un lemme utile relatif à la construction de
Thom-Pontrjagin.

1.2.2. LEMME. — Soit l une courbe simple dans R^, i^3. Soit $ un
champ de i-repères normaux à l. Notons ae^+i(S') ̂  IIi la classe d^homo-
topie de Inapplication S^—^S' construite à partir de ^ par la construction
de Thom-Pontrjagin. Soit enfin D un ^-disque plongé dans R4"1, bordé
par l. Alors les deux assertions suivantes sont équivalentes :

(1) a=o;
(2) ^ est homotope à un champ ^i= ^ i©^? où u est le champ de vecteurs

rentrant dans D et où ^ est un champ de (i — i) -repères qui peut se prolonger
en un champ normal A D .

Preuve. —. Cet énoncé traduit exactement le fait que, pour ^^3, le
J-homomorphisme ^i(0(i)) -> ^i+iÇS1) est un monomorphisme.

Remarque. — Si i = 3 et si on a a == o et Ç==Ç'^u, il se peut très
bien que Ç' ne se prolonge pas à D; dans ce cas, on ne peut éviter de
changer Ç en Ci.

1.2.3. PROPOSITION. — Soit le morphisme ^ : A -> (ZaXî^M))^1^"11

défini en 1.2.1 pour 3^i^n—3. Alors il existe une unique application
% : ^"(PIgtCSS M^-^ZaXTT^M))^)-1!,

rendant commutatif le diagramme

A————%———^(ZaXTT^M))^31)-1!

^elT,(Plgt(§^ M^-^CZaX'^M))^1)-1!

où A -> ̂ ^(PIg^S1, M)) est la projection canonique qui, à toute iso-
topie F€A, associe la classe d^homotopie du chemin relatif que définit F
dans (Plgt(SSM), Plgt(S1, M; S^To=i)).

Démonstration. — Soient F, F'eA deux isotopies ayant même classe
dans ^(PIgtÇSS M)). Soit HîS^o, i]x[o, i] -> M une isotopie
de F à F'; H peut être choisie transversale sur To. Il suffit donc de



420 A. CHENCINER ET F. LAUDENBACH.

démontrer que, si H-^To) est un cobordisme élémentaire entre F-^To)
et F'-^To), alors %(F) =^{F/). H y a donc trois cas à regarder : on passe
de F-^To) à F'-^To)

(1) par somme connexe de l/, et de Z o ;
(2) par somme connexe de lk et de Ij,'^
(3) par suppression de ^;

où ^ est une courbe fermée de F-^To) et où lo est la composante de F-^To)
homéomorphe à [o, i]. Pour définir ^(F), on a associé à ^ des éléments
g(^)e^i(M), ^(lk)e^W et a^eZa.

Cas i : g(l^) est nécessairement l'élément neutre de 7ti(M); donc les
éléments associés à l/, n'ont pas été pris en compte dans %,(F); il est alors
clair que ^(F^^F').

Cas 2 : Tout chemin joignant l/, et ^ dans S'X^, i] est envoyé
par F sur un chemin représentant l'élément trivial de îii(M, To); on a
donc g{l/î) == g(h') = g(l/,#l/^. De plus, un prolongement du plonge-
ment l^lk'-> S^X^, i] en une application l/,#l^ : D '—S^xEo, i]
est, par exemple, obtenue en faisant la somme sur le bord de lh et
de ^, le long du chemin joignant ^ à l/^ donné par la projection sur
S^Xio, i ] x { o } de l'anse d'indice i du cobordisme élémentaire H-^To);
F\h#lk') : (D2, S1) -^ (M, To) est donc homotope à la somme connexe sur
le bord des applications F^ et F^, le long du chemin de To, image par H
de l'anse du cobordisme élémentaire. On a donc, dans TC^M, To) ̂  ^2 (M),
l'égalité

^(4^40 =^(4)+ûi)(4/).

Enfin, on sait que la construction de Thom-Pontrjagin sur la somme
connexe de deux sous-variétés avec champs de repères transverses corres-
pond à l'addition, dans le groupé d'homotopie stable, des éléments associés
à chacune des sous-variétés, à condition que ces deux sous-variétés ne
soient pas enlacées; c'est le cas ici, puisque deux cercles ne sont jamais
enlacés dans une boule de dimension supérieure ou égale à quatre. On a donc

^(^^^W+a^)

dans Tii^Za.

Cas 3 : Ici I / , borde sans S'X[o, i] la projection sur S'XJ^o, i ] x { o }
de l'anse d'indice 2 du cobordisme élémentaire H'^To) et l'image par F
de ce disque est homotope dans (M, To) à l'image de l'anse par H, laquelle
est incluse dans To. C'est dire que oû(^)==o. Par transversalité de H,
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la trivialisation canonique de v(Z/^ ; S^XJ^o, i]) se prolonge en une trivia-
lisation du fibre normal à H~'l(To) dans S^^, i]x[o, i]. Donc a (^) == o.

c. Q. F. D.

Remarque. — Si tous les points critiques de la fonction ordonnée h
sont d'indices appartenant à l'intervalle [3, n—2], îti(M) et ^2 (M) sont
isomorphes à ^i(W) et 1^2 (W), à condition que M sépare effectivement
un couple de points critiques d'indices (^ ^+ 1 ) -

1.2.3. NOTATIONS. — Si l'on compose l'une des applications naturelles

^"(Pignss M), ^-^^"(pignss M))
ou

7Ti(Plgt(Ss M), ^-^^(PIgnSS M))

avec l'application y^, nous obtenons des applications

70: ^(PIg^Ss M), ^)->(Z,XT:,(M))^W-^
et

^: 7ri(Plgt(SsM),9o)^(Z,X7^(M))^M)-ir

On peut voir facilement que %^ est un morphisme de groupes; c'est une
conséquence immédiate du fait que ^ est un morphisme de monoïdes.

1.3. LEMME DE DUALITÉ. — En échangeant les rôles des plongements (po
et 60, définis au début du paragraphe 1, on construit de même une appli-
cation

/o : ^^(PIgnS71-^ M), etO-^ZaXTr^M))^^-^.

LEMME (Lemme de dualité) (Les notations sont celles de 1.1 et 1.2).
— Il existe une bijection naturelle

A : ̂ ^(PIgtCSs M), ̂ -^^(Pig^-s M), 60)

et un automorphisme B de (ZaX^M))1712^""11, tels que le diagramme
suivant, défini pour 3^i^n—3, soit commutatif

^eiTo(pigt(S^ M), cpo) —^> (Z.zXTr^M)^1)-1!
A | B
Y Y

^«(Pig^-s M), eo)-^^^?:^))^1)-1!
1.3.1. Démonstration. — Soit une isotopie F î S ^ X J ^ o , i] -> M repré-

sentant un élément de ^^(PIgtÇS", M), opo). Par extension des isotopies,
on construit une isotopie $ : Mx[o, i] -> M telle que $(yo X Id) == F.
La classe d'isotopie G : S^'X^, i] -> M, définie par G{x, t)=^l(Qo(x))
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(^eS""^, ^€[0, i], ^t(x) ==<i)(a;, t)) est par définition l'image par A de la
classe de F. La définition est consistante comme conséquence du fait que
l'application Diff(M) -> PIgt(S', M) qui, à tout difféomorphisme f de M
associe le plongement /Ço? est une fibration; en particulier, elle a la pro-
priété de relèvement des carrés. L'application A est bijective, car l'on peut
avec la même méthode exhiber son inverse.

A partir de maintenant, on choisit F€A, c'est-à-dire F transversale
sur To. On a défini, dans ces conditions, %,o([F]) == ^(F) en associant à
chaque courbe fermée ^.CS'X^, i] de F'^To) des éléments a(^)€Z2,
^ (?/c)e ^2 (M), g{lk)ç^i(M). Notons ^CS^X^, i] la courbe qui corres-
pond à lk dans la bijection naturelle de F'^To) sur G^^So). On calcule
Xo(A(JF]))=x.([G]) en calculant les éléments a'{l\), co'^), g ' { l ' , ) en
fonction des éléments associés à ^. Une façon de relier ces éléments entre
eux est la suivante : on considère le plongement

F : S^o, i]-^Mx[o, i],

défini par F(^, t) = (F{x, t), t) pour (x, t) € S^XJo, i]. Notons Z == Mx[o, i],
X==F(S lX[o, i]) et Y=ToX[o, i]; aussi, L == F(^) et Lo==F(?o).
Comme en 1.2. i, on peut associer à la courbe d'intersection L des éléments

^(L)e7r i (Z,Y)^7Ti(Z) , G)(L)e7:2(Z,Y)^7r2(Z) et a(L)çZ^

et aussi des éléments
^(L)€7r i (Z,X)^7Ti(Z), ^(L)€7:2(Z,X) ^^(Z) et a'(L) çZ,',

les premiers sont obtenus en regardant L comme courbe d'intersection
de la paire ordonnée (X, Y) de sous-variétés de Z, les seconds sont obtenus
en regardant L comme courbe d'intersection de la paire ordonnée (Y, X).
On a clairement

^(L)=^(4) , ^(L)=:^(/,),
c o ( L ) = = c o ( 4 ) , co ' (L)=û/ (^) ,
a ( L ) = a ( 4 ) , a!(L)=afW.

II reste donc à calculer g'(L), OD'(L) et a'(L) en fonction de g(L), (Jù(L)
et a(L). II est clair que g'(L) =—g(L). D'autre part, quand on change
l'ordre de la paire (X, Y), on change l'orientation de L par le facteur
(_i)^-^ On en déduit facilement que œ'(L) = (— i)^-1)-^ g(L).co(L),
pour l'action naturelle de îTi(Z) sur ^(Z).

Regardons de plus près le calcul de a'(L) en fonction de a(L).

1.3.2. Considérons pour cela la situation suivante : soit (X14'1, Y7'"^1)
une paire ordonnée de sous-variétés orientées d'une variété orientée Z714"1,
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se coupant transversalement; on suppose dimX et dimY^4; î1 L
une courbe fermée, composante de XnY. On suppose que L borde un
disque D dans X et un disque D' dans Y$ c'est le cas pour le lemme de
dualité, puisqu'alors L est inclus dans un ouvert euclidien de X (resp.
de Y), de dimension plus grande que 4 (rappelons qu'une courbe n'est
jamais nouée dans R^, ç^4)* Les fibres normaux v(X; Z) | L e t v ( Y ; Z) ] L
sont donc des fibres triviaux et orientés suivant la convention classique;
alors les fibres v(L; X) et v(L; Y) sont canoniquement trivialisés.
La construction de Thom-Pontrjagin pour la paire (X, L) fournit
un élément aelIi^Za ; la même construction pour la paire (Y, L)
fournit un élément (îslli. La réunion des disques D et D' forme une
sphère anguleuse S, « immergée » dans Z. Puisque dim Z ̂  5, il existe
un homomorphisme [̂  : ^(Z) -^ Z^ défini de la manière suivante :
toute sphère singulière dans Z est homotope à une sphère immergée,
unique à homotopie régulière près [19], et (J- associe à une sphère
immergée la classe de son fibre normal, élément de iii(O) ^Zg. On a le
résultat suivant :

1.3.3. SOUS-LEMME. — Dans la situation décrite en 1.3.2, on a, dans Za,
l'égalité a+P==p-([2]) .

Preuve. — Choisissons une métrique riemannienne sur Z pour laquelle X
et Y se coupent orthogonalement. Considérons le champ unitaire u ren-
trant le long de L dans D, orthogonalement à L$ et aussi le champ v ren-
trant dans D'.

Soit ^(resp. Y]) un champ de i-repères sur Y [resp. de {n — i)-repères
sur X] réalisant la trivialisation canonique du fibre normal v(Y$ Z)
[resp. v(X; Z)] (6). Puisque X et Y sont de codimension supérieure à 3,
on peut toujours supposer que Ç | L contient le champ u et que ï] | L
contient le champ v comme première composante. Notons Ç' le champ
de (i — i)-repères et Y]' le champ de (n — i — i)-repères formés des
dernières composantes respectivement de ^ et de T], Si a == o, Ç sera choisi
de telle sorte que ^/ [ L, considéré comme champ de repères dans v(L; X),
se prolonge en un champ normal à D dans X (lemme 1.2.2). Si P = o,
on choisira Y] avec la même propriété. Notons v'(Y; Z) le fibre engendré
par ̂ f et v'(X; Z) le fibre engendré par Y)'. Considérons alors sur 2 == DU D'

(6) En fait, ces trivialisations canoniques ne sont définies qu'au-dessus de D et D7

respectivement. Pour alléger les notations, nous supposons qu'elles sont définies partout.
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les fibres Ei et E<2 définis comme suit :

E i l D = ^ ( D , X ) , E i lD^^YîZ) !^
E,\D==:^(X,Z)\D, E^D^^D^Y).

Ces définitions sont évidemment consistantes. Soit E = EiÇQ Es. Notons Ê
et Ê des arrondis de S et de E$ on a v(Ê; Z) = Ê®£1 , où £1 est le fibre
trivial de dimension isur S; les premières composantes des champs Ç
et Y] coïncident après arrondissement de l'arête L et définissent ce fibre
trivial de dimension i normal à S. Par définition, p-([S]) est la classe
de Ê®£1, et donc aussi la classe de E. On a alors p-([S]) = [Ei] + [E^].
Mais, d'après le lemme 1.2.2, a = o (resp. (3 == o) si et seulement si Ei
(resp. Es) est un fibre trivial. On a donc, dans Zs, p-([2]) == a + [3.

C. Q. F. D.

1.3.4. Fin de la démonstration du lemme 1.3. — On a alors

a / ( L ) + a ( L ) = ^ ( û ) ( L ) ) = : ^ ( c o / ( L ) ) .

Oïl a donc également
a^l'/,) + a ( 4 ) = = p i ( û ) ( 4 ) ) .

Il est maintenant clair que le diagramme de l'énoncé est commutatif si
on prend l'automorphisme B de (Z^x^M))17^-11 défini comme suit :
si (^ ̂  ^(Z.XT^M))^--11, on pose

B(a, &) ,^ )=== (04-^(0)) , (-i)^-^1^.^, -^)

et on prolonge linéairement.
c. ç. F. D.

1.4. OBSTRUCTION A L'UNICITÉ DES ÉLIMINATIONS. — NOUS pOUVOUS

énoncer maintenant le théorème qui donne l'obstruction au problème de
relier deux chemins élémentaires d'élimination; il donne le calcul
de TCi(o-, o-1), puisque comme nous l'avons vu en 1.1,

TTi ((7, (71) = ̂ (PIgnSS M), C p o ) .

THÉORÈME (Les notations sont celles de 1.1). — Si 3^i^ln—3
et n ̂  7, Inapplication

%o: ^^(PIgHSS M), cpo) -^(ZaXTr^M))^1)-1!

définie en 1.2, e^ ime bijection.
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Démonstration. — D'après le lemme de dualité 1.3, il suffit de démontrer

le théorème pour i^:-' Mais, pour la suite où nous aurons besoin de
modèles explicites, nous allons démontrer le lemme suivant, dont il découle
que ^o est une surjection.

1.4.1. LEMME. — Si 3^i^n—4?

^: 7Ti(Plgt(SS M), ^-^(Z^xMM))^-1'

est un épimorphisme de groupes.

Démonstration du lemme 1.4. i. — Puisque %^ est un morphisme de
groupes (1.2.3), il suffit de prouver que l'image de %^ contient les élé-
ments de la forme (a, co, g). On commence par choisir une métrique rieman-
nienne Jtt sur M telle que So et To se coupent orthogonalement. Étant
donnés aGZa, coe^M), g€ît i (M), nous allons construire dans M une
sous-variété F satisfaisant aux conditions suivantes :

(a) II existe un plongement F : S'X S1 —^ M d'image F, tel que
F S^X^^Ço;

(6) F coupe To transversalement suivant deux courbes fermées lo et l,
où lo représente le générateur de Tii (F), et où l est homotope à zéro sur F,
avec (a, a), g) pour invariants associés [lo joue ici le rôle joué par la compo-
sante non fermée de F'^To) dans la définition des invariants],

Les sous-variétés F satisfaisant à ces conditions ne sont évidemment
pas uniques. Celle que nous allons exhiber jouera un rôle particulier dans
la suite en raison de certaines propriétés supplémentaires qu'elle possède.
Nous l'appellerons F (a, (D, g) $ sa construction passe par la construction
d'une sous-variété de M, difîéomorphe à S^4, qui ne fait intervenir que
les invariants (a, co); nous la noterons '81(0, co).

1.4.2. Construction de J8i(a, (o). — L'élément ()0€^2(M) peut être repré-
senté par une sphère S anguleuse plongée dans M. Écrivons S comme
réunion sur leurs bords de deux disques D et D'. Soit N un voisinage
tubulaire de So dans M$ il est trivial car So est le bord d'une anse. Puisque To
et So sont de codimension plus grande que 3, on peut imposer à D et D'
les conditions suivantes :

(a) D7 est inclus dans la (n — i — i)-sphère ^NnTo;
(6) DnintN=0;
(c) intDnTo==0;
{d) D n^N = l = àD = àD' et D est orthogonal à ̂ N le long de la courbe l.

Ann. Éc. Norm., (4), III. — FASC. 4. 56
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Maintenant, comme N est un tube trivial, il existe un plongement
K : S^XS 4 —^ dont l'intersection avec To est exactement la courbe l\
pour tout teS1, K { S i x { t } ) est isotope à So. Ce plongement K repré-
sente un lacet homotope à zéro dans Pigt (S\ M). On a K^xS^nS = L

Choisissons un champ u de vecteurs normaux à D, qui, le long de l,
soit normal à To et tangent à K (S^X S1). Si l'on choisit la métrique rieman-
nienne telle que RÇS^XS ' ) soit totalement géodésique, ce champ permet
de translater D jusqu'à D tel que D H To = 0, D H So == 0 et int D n^N = 0.
Nous notons ; = ̂ D. Considérons aussi le champ de i-repères normaux
sur To réalisant la trivialisation canonique du fibre v (To ; M). En trans-
latant le long de u sa restriction à ?, on obtient un champ Ç, tangent à
K^XS1), défini sur la couronne C (C ̂  S'X^, i]) limitée par l et f,
dont les génératrices sont tangentes à u. Soit enfin ^ un champ de repères
du fibre normal v(î; K^XS1)), se déduisant de Ï\l par Faction d'une
application S1 -> 0 (i), dont la classe d'homotopie dans T^ (0 {i)) ̂  ̂  (0) ̂  Zg
est l'élément a. Par transport parallèle, on définit ^ sur toute la cou-
ronne. Nous écrirons symboliquement ^==a.Ç.

Nous allons modifier la sous-variété I^XS') en faisant une chirurgie
sur ? avec le disque D, le champ ^ trivialisant v(7; K^'XS1)). Alors
l'obstruction à faire la « chirurgie plongée » avec ces données est l'obstruc-
tion à prolonger ^a en un champ normal à D[ll], [4]. Une telle obstruction
habite dans ^(V,(R71-2)), où V,(R72-2) désigne la variété de Stiefel des
^-repères de R71-2. Or ce groupe est nul dès que i ̂ _ n — 4. La modifi-
cation sphérique se fait dans un voisinage de D, voisinage que l'on choisit
suffisamment petit pour ne rencontrer ni So ni To. Le résultat en est une
(i + î)-sphère ^5 (a, (o), plongée dans M, intersectant To suivant la
courbe l (7).

En 1.2.1, nous avons associé à une telle courbe d'intersection des
éléments (L)(Z)€^(M, To) ^ ^(M) et a{l)çZ^. Or l borde dans ô(a, (o)
un 2-disque A, homotope rel le bord, à Cu D; il est alors clair que (D === co(;).
Les champs ^\l et ^a\l trivialisent v ( ? $ ô{a, co)). Or ^ l possède la
propriété d'être homotope à ^'®u, où ^ se prolonge en un champ normal
à A dans 0{a, co). Pour que ^\l possède la même propriété, il faut et il
suffit que a = o. En tenant compte du lemme 1.2.2, a (7) = o si et seule-
ment si a = o. Donc, dans Z^ a = a{l). Ainsi '81(0, co) est bien nommée.

(7) Rappelons que le résultat d'une chirurgie effectuée sur { o } xS1 dans S^'xS1 est S^S
quelle que soit la trivialisation choisie du fibre normal à j o } xS1 dans S' xS1; en effet,
on passe d'une trivialisation à l'autre par un difîéomorphisme global de S^xS1. l
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1.4.3. Construction de r(a, (JL), g). — Reprenons maintenant un plonge-
ment K' : S lXS l-^M représentant un petit lacet de l'espace PIgt(S1, M),
vérifiant cette fois la condition K ' |S 'x{o} == Ço. On peut supposer que
l'image de K' est disjointe de 'Si(a, o>)). Choisissons un chemin a plongé
dans M avec origine dans lo= K^S'XS^nTo et extrémité dans
l==çiÇa, (o)nTo, ne rencontrant ces deux sous-variétés qu'en ses extré-
mités, et représentant l'élément g€^i(M, To) ^ ^i(M). Faisons la somme
connexe des deux sous-variétés le long du chemin, obtenu à partir de a
par une isotopie le disjoignant de To. Nous obtenons ainsi une sous-
variété r(a, co, g) satisfaisant aux deux conditions énoncées au début de
cette démonstration. Ceci achève la démonstration du lemme 1.4.1, et
donc de la première partie du théorème 1.4, à savoir la surjectivité de ^o-

De ce premier résultat nous retiendrons deux choses : la première est
que, pour 3 ̂  i^ n — 3, ^^(PIgt^S1, M), yo) n'est pas nul (ainsi
donc que ^1(0", cr1), où o" et o"1 sont les strates de l'espace fonctionnel
définies au début du paragraphe). En fait, nous verrons au paragraphe 2
que c'est encore vrai pour i = i, 2. Pour i = 2, si on voulait en avoir une
expression algébrique, il faudrait au moins faire intervenir les coefficients
d'enlacement des courbes d'intersection ^. La seconde chose que nous
retiendrons est la construction des sous-variétés F (a, (A), g) et en par-
ticulier de la {i + i)-sphère J8(a, œ) plongée dans M.

1.4.4. Démonstration de la seconde partie du théorème 1.4 : injecti^ité
de )^o. — Soit une isotopie F : S'X[o, i] ->- M, F€A, c'est-à-dire transver-
sale sur To, et telle que /,(F) == o. Il s'agit de montrer que F représente
l'élément trivial de ^^(PIgtÇS1, M)). Puisque y est un morphisme de
monoïdes (1.2.i), l'injectivité de

%o: 7^ I ; e l To(P]gt(S^M),cpo)-^(Z,X7^,(M))^(M)-^

en découlera immédiatement. D'après le lemme de dualité (lemme 1.3),
on peut se limiter au cas où i ̂  yi/2. Dans ce qui suit, nous supposons
que 7Z^7. Certaines étapes de la démonstration n'exigent pas cette
hypothèse; nous soulignerons, au passage, l'endroit où elle est nécessaire
pour cette démonstration. Avec i ̂  nji et n ̂  7, on est dans le domaine
métastable (3(i -{" i) <; 2 n) et F est un plongement sauf sur une certaine
sous-variété U de S'X[o, i], dont la dimension satisfait à l'égalité
dimU = 2(1 + i) — n (si dimU < o, c'est que U est vide) [7]. On voit
que, pour avoir dimU == 2, il faut que i == n — i, ce qui implique
din^S'XJ^o, i]) = i + i^ 5$ alors, il n'y a jamais d'enlacement des
courbes F'^To) avec U dans S'x[o, i]. On pourra donc raisonner dans la
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suite comme si F était un plongement et on conviendra d'identifier S1 X [o, i]
à son image par F.

La première opération que l'on peut faire, même si %(F) 7^0, consiste
à se ramener à la situation suivante : soient li, l^, . . ., lq les courbes fermées
contenues dans l'intersection de S'X[o, i] avec To$ les éléments
g(ÎÂ-)€^ i (M) , associés à ces courbes (1.2.i) sont tels que

(1) pour tout / c € { i , . . ., ç}, g(lk)^ï\
(2) s i /C^/C' , g(^)^g^).

Supposons qu'il y ait deux courbes fermées ^ et l/,' telles que g(7/,) = g(Z^) ;
on choisit un chemin a joignant ^ à l/,' dans S'X^, i] et un chemin P
joignant l/, à l/^ dans To, de sorte que a u P soit une courbe simple dans M.
Puisque g{l/î) = g { l / { ' ) , cette courbe est homotope à zéro dans M. Dans
des conditions de dimension, même moins restrictives que les nôtres, il
est possible de plonger un modèle de Whitney, à travers lequel on pourra
isotoper S'X[o, i] pour réaliser la somme connexe .des deux courbes
d'intersection (8) [14$ p. 80-84]. Si g(^) = i, on pourra de même réaliser
par isotopie la somme connexe de l/, et de la courbe d'intersection non
fermée lo', ce dernier point est dû à J. Wagoner et est fondamental dans
la démonstration du théorème d'unicité des éliminations dans le cas
simplement connexe [1; chap. I, § 5, prop. 3].

Supposons maintenant, qu'ayant fait cette première opération, il reste
une courbe l avec g(l) ^-1 ; elle est la seule à avoir cet invariant dans ^i (M) ;
si donc 7. ([F]) = o, on a nécessairement a(l) = o dans Z^ et (o(Z) = o
dans Ti2(M). On peut alors construire une sphère anguleuse 2, « plongée »
dans M : 2 est la réunion de deux disques plongés D et D', avec
DcS'X[o, i], D'cTo et ^D == àD' == l (une courbe simple dans R4 est
toujours le bord d'un disque; il en est de même dans S3 X[o, i] ou dans S4).
Puisque co(?) == o, la sphère 2 borde une 3-boule B dans M.

Si To est de codimension strictement plus grande que 3, par position
générale, l'intérieur de B n'intersecte pas To. Si To est de codimension 3,
on peut choisir une boule B vérifiant intBnTo=0, parce que
713 (M — To) -> ^(M) est injectif (propos. A.l de l'appendice A).

Si S^X^, i] est de codimension 3 (i. e. n = 7, i = 3 ou n == 8, i == 4)?
en position générale intBnS'X^, i] est formé de points, que l'on peut
placer dans un nombre fini de boules disjointes. Par un procédé classique
(piping) on peut les éliminer par le bord de S'X^, i]. Dans tous les cas

(8) Cela signifie que la nouvelle intersection S^'xio, i]nTo se déduit de Fintersection
initiale par somme connexe de h et de h'.
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on peut trouver B, boule anguleuse plongée, bordée par S et vérifiant
intBr^Xio, i ]uTo)==0.

Soit Ç le champ de i-repères normaux à To dans M, réalisant la trivia-
lisation canonique de v(To; M). Puisque a(l) = o, d'après le lemme 1.2.2,
on peut supposer que, le long de l, sa première composante est le champ
de vecteurs rentrant dans D et que ^' se prolonge en un champ normal
à D dans S'X^, i], où ^' est le champ de (i — i)-repères formé des
dernières composantes de Ç. En notant encore Ç' un tel prolongement,
^/ est défini sur la sphère anguleuse S; il est normal à D et à D'; nous
dirons, par abus de langage, qu'il est normal à S. Bien que la boule B ait
une arête sur son bord, et si ^' est orthogonal au champ de vecteurs défini
sur S — l et rentrant dans B, cela a un sens de chercher à plonger ^' à B,
en un champ normal à B. L'obstruction à faire un tel prolongement habite
dans

n, (V,-i (R71-3) ) = ̂  (0 (n - 3)/0 (n - i - 2) ).

Or ^2(0(7)) = o pour toutj; alors ce groupe est nul, sauf pour n — i = 4?
ce qui, dans nos hypothèses de dimension arrive pour i = 3, n = 7 ou
i = ̂  n = 8. Notons 0 l'obstruction que nous rencontrons et consi-
dérons la suite exacte

o -> 7:2 (0 (/î — 3)/0 (n — i — 2) ) -^ 7:1 (0 (n — i — 2) ) -> TT, (0 {n — 3) ) -> o.

8(0) est la classe du {n — i — 2)-fibré de base 2 orthogonal au champ ^'
dans le fibre trivial v(B$ M) [2, [4], [8; p. 461]. Pour montrer que 0 est
nul, nous allons montrer que ce fibre est trivial, c'est-à-dire en construire
une trivialisation YJ'.

Soit ï] la trivialisation canonique de vÇS'X^, i]; M). D'après le sous-
lemme 1.3.3 et le lemme 1.2.2, Y] == { ^ { (DY)', où (^) [ l est le champ
rentrant dans D' et où ïj' | l se prolonge en un champ de repère normal
à D' dans To. Finalement, Y]' est défini sur S; il est orthogonal à S et au
champ Ç'; c'est bien la trivialisation cherchée. Donc l'obstruction à pro-
longer ^/ est nulle, à condition de prendre une boule B dont le champ
rentrant le long de D soit la première composante de ïj et dont le champ
rentrant le long de D7 soit la première composante de ^. Mais il est tout
à fait clair que l'on peut choisir arbitrairement le « jet » de B le long de 2.

On peut donc maintenant construire un plongement
^ : BxR^xR71-1-2-^ M

tel que :
(a) ^ [ B x { o } x { o } soit le plongement donné de B dans M,
(&) ^ ( D x R ^ X i o D c S ^ X i o , i];
(c) ^(D'xIo^XR^-^CTo.
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C'est le plongement du modèle d'élimination, généralisant le procédé de
Whitney pour les intersections ponctuelles. Il est donné en détail par
R. Wells dans [21]. Ceci achève la démonstration du théorème 1.4.

c. ç. F. D.

1.5. COROLLAIRE. — Si n ̂  7 et 3 ̂  i ̂  n — 4? l'application naturelle

7:i(PJgt(SS M), ^-^^(PIgKSS M), <po)

est une surjection.

Preuve. — Nous avons vu (lemme 1.4. i) que, si 3 ̂  i ̂  n — 4,

^: 7^ , (P lg t (S^M),cpo) -^(Z,X7^, (M)) ;^ ( M ) - l !

est un épimorphisme. Le corollaire est donc une conséquence immédiate
du théorème 1.4. Il faut remarquer le rôle du lemme de dualité. Si ce
lemme nous manquait, tout en ayant la surjectivité de ^ dans le domaine
3 ^=. i^=. n — 3, nous n'aurions, pour n ̂  7, la surjectivité

7r,(Plgt(Ss M), <po)->^o(pig,t(S^ M), <po)

que dans le domaine 3 ̂  i ̂  zz/2.
Nous verrons que cette flèche est encore une surjection pour o ̂  i ̂ - 2,

sans calculer l'obstruction. En revanche, nous ne saurons rien d'analogue
pour le domaine n — 4 ̂  i ̂  n.

2. Problème de l'unicité des éliminations (suite) :
lemme fondamental.

Les résultats importants de ce paragraphe sont les propositions 2.3.2
et 2.5. La situation est celle décrite au début du paragraphe 1 et nous
conservons les mêmes notations. Cependant la proposition 2.1 et le corol-
laire 2.2 sont valables dans des conditions plus générales : To peut être
une variété simplement connexe quelconque, et la sphère So peut avoir
son fibre normal non trivial {voir propos. A.l).

Nous commençons par étendre le corollaire 1.5 aux cas où 1^2;
le domaine de dimensions dans lequel est valable la méthode que nous
utilisons se recoupe en fait avec celui du paragraphe 1.

2.1. PROPOSITION. — Soit F:S'X[o, i]-^]^ une isotopie vérifiant :
(1) FIS-xio^yo;
(2) F(S^x{ i }) coupe To transversalement et en un seul point,
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Alors, si li + 2 ^=. n? it existe une isotopie G : S'X[o, i] -> M qui vérifie :
(1) G |S -x {o , i } =F S - x î o , i};
(2) pour tout tG[o, i], G(S'X { t } ) coupe To transversalement et en un

seul point.

Démonstration. — On ne perd pas de généralité en supposant que F
est transversale sur To. Soit lo la composante non fermée de F'^To) :
lo est un segment joignant les deux composantes du bord de S'X[o, i],
et les rencontrant transversalement. Soit U un voisinage tubulaire ouvert
de lo dans S1 X [o, i], suffisamment petit pour ne pas rencontrer F~1 (To) — lo ;
S ^ X f o , i] — U est homéomorphe à D1^, donc F | S^o, i] — U définit
un élément T(F)€=^+i (M, M — T o ) . D'après la proposition A.l de
l'appendice A, la flèche bord Ti^i(M, M — To) -> î^(M — To) est nulle,
F|^(S'X[o, i ] — U ) se prolonge donc en une application

g : S^x[o, i ] -U->M-To.

On peut évidemment choisir g différentiable, et ayant même germe que F
le long de à (S1 X[o, i] — U). Ceci permet de recoller F [ U et g pour donner
une application G : S' X [o, i] -> M transversale sur To telle que :

(1) GIS-x^i^F S-x to , ! } ,
(2) G-^To)^.

Si li + 2< n, en position générale, G est un plongement ; si 21 + ^ = ^?
G a, en position générale, des points doubles isolés de telle sorte que pour
tout <€[o, i], S'X { t } contienne au plus un de ces points. Dans tous les
cas, on a donc construit Pisotopie cherchée.

c. ç. F. D.

Une forme équivalente de la proposition 2.1 est le :

2.2. COROLLAIRE. — Uapplication naturelle

7:i(Plgt(Ss M), ^-^^"(PIgnSS M), cpo)

est surjective si 2 i+ 2^ M.

Rappelons qu'au paragraphe 1 on a montré la surjectivité de cette
application pour 3^i^n—^ et n^7 (corollaire 1.5).

2.3.1. Quelques notations nouvelles. — Rappelons que M71 est une variété
intermédiaire dans un cobordisme W muni d'une fonction excellente A.
Soit (Q, M, L) un cobordisme élémentaire d'indice i +1 inclus dans W
et au-dessus de M; / i [ Q a un seul point critique c. Pour une certaine
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métrique riemannienne ill, So est bord d'une nappe de gradient Do descen-
dant de c. Si xçM — So, la ligne de gradient issue de x évite le point
critique et aboutit à un point -Y(a?)eL; ceci définit un plongement
y : M — So — L. Le fibre normal de So étant trivial, on peut choisir un
nouveau point-base <po dans Plgt(S1, M), voisin de (po? mais d'image So
disjointe de So. Alors y induit une application

y,: 7:1 (Plgt(SS M-So) , cpo)-^i (Pig^, L), y c p o ) .

On aura aussi besoin de l'application naturelle

a: ^(Plgt(SS M-So) , cp,) -^^(PIgnSs M), (po).

2.3.2. PROPOSITION. — Am? ^5 notations précédentes, si o^i^n —4
et n ̂  7, Za restriction de a au noyau de y^ e5( une surjection sur
^(PIg^SSM), oj.

I. Démonstration pour ii-\- 3^n [en particulier pour ^^7 et i ̂  2).
— La démonstration est un raffinement de celle de la proposition 2.1.
Soit F : S' X [o, i] ~> M une isotopie transversale sur To représentant
un élément de ^^(PIg^S', M), y'J. Puisque 2 i+2^n, on peut
supposer que l'image de F est contenue dans M — So. Comme dans la
démonstration de 2.1, introduisons un petit voisinage U de ?o, compo-
sante non fermée de F'^To). Nous avions construit une application
g : S1 X[o, i] — U ->- M — To; en plus des conditions déjà vérifiées par g,
on peut, d'après la proposition A. 3 de l'appendice A, imposer que g
vérifie aussi les conditions suivantes :

(1) l'image de g est disjointe de So;
(2) y g et y F | (S'XJ^o, i] — U) sont deux applications homotopes de

S'X[o, i] — U dans L, relativement à ^(S'X[o, i] — U).

A l'aide de cette application g, on a construit G : S'X^, i] — M — So,
qui, en position générale, est une isotopie. En écrivant S1 comme le double
de l'intervalle, S^D^UOI, on définit une isotopie û r S ^ X S ' - ^ M en
posant Û J S ' X D ^ F et û 1^x01= G; û représente un élément de
7ii(Plgt(S1, M~ So), yo) dont l'image par a dans ^(PIg^S1, M), y,) est
représentée par F. Il reste à voir que û représente en fait un élément du
noyau de y^. Or, à cause des nouvelles conditions imposées à g, yii se
prolonge en une application W : S'XD'-^L71. Il résulte du théorème
de transversalité que, si 2 i + 3^n, en position générale, W est une
famille à deux paramètres de plongements de S1 dans L", prolongeant la
famille à un paramètre yû [voir [6]).
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II. Démonstration pour 3 ̂  ̂  n - 4. - Rappelons que, dans ces
conditions de dimension, nous avons, d'après le théorème 1.4, un xso-

morphisme ^ ^p^s,, M), ,'„) ̂ (Z,x ..(M))^>-^.

Il suffit donc de relever les éléments de ̂ (Pigt (S1, M), y',) dont l'image
par Yo est un générateur (o, co, g) de (Z^X^M))^'-^; Ï;{a, co g) est
représenté par un plongement de S'XS4 dans M (et même dans M _S,)
dont l'image r(a, <o,g) a été construite en 1.4.2 et 1.4.3 Four
prouver 2 3.2, il suffit de montrer que la sous-variété y(l (a, t», g)) de L.
borde une sous-variété difféomorphe à S'xD2. A cet effet rappelons les
étapes de la construction de T{a, co, g). On part d'un plongement
K • S'XS1-^ M d'image dans ^N, où N est un voisinage tubulaire de la
sphère So; dans L, •^(S'XS1)) borde une sous-variété % d^^P116

à D^XS'. Par chirurgie plongée sur le générateur de ^(K^ X>-> ) )
avec une anse D d'indice 2, on a construit une (i + i)-sphère ô(o, «)) (1.4.2) ;
or D a pu être choisi disjoint de intN; donc Y(D) ne rencontre S que le
long de son bord; on en déduit que ^(a, œ)) borde dans L la sous-
variété 0 obtenue par chirurgie sur le bord de % avec l'anse y(D); <3 est
donc difféomorphe à D^3 (9). Soit K': S'XS^M un plongement, dont
l'image dans ^N y borde une sous-variété ^ difféomorphe a b'XD- et
disjointe de •9(a, co). On observe que y(^) et 0 sont deux sous-variétés
disjointes de L. Enfin F(a, co, g) est somme connexe dans M de S (a, co)
et de ̂  le long d'un chemin plongé que l'on peut choisir avec les deux
propriétés suivantes :

(1) il ne rencontre pas l'intérieur de 51;
(2) son image par y ne rencontre pas l'intérieur de 0.

Alors v(r(a, M, g)) borde dans L une sous-variété qui est somme connexe
sur le bord des sous-variétés -fW et 0 et qui, par conséquent, est difféo-

morphe à S1 XD2. c. Q.D.F.

2 4.1. Notations et conventions. - Nous introduisons à ce point l'espace
Pigt [(D1^, S1), (Q, M)] des plongements de D^1 dans le cobordisme élé-
mentaire Q, dont la restriction au bord est un plongement de S1 dans M.
On choisit dans cet espace un élément ^, dont l'image est la nappe de

0 On rappelle que le résultat d'une chirurgie « sortante » effectuée sur le bord de D.+_ X S*
pour tuer le générateur du groupe fondamental ne dépend pas de la tnviahsation choisie
pour le fibre normal à i * i xS-. En effet, on passe d'une tnviahsation à l'autre par un
automorphisme global de D'^'xS'.

Ann. Éc. Norm., (4), III. — FASC. 4.
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gradient Do descendant du point critique c; à partir de maintenant Ço
sera la restriction ^o | S'.

Par translation le long d'un champ normal à Do, on construit un chemin T
dans Pigt [(D^, S1), (Q, M)], d'origine ^o et d'extrémité ^ ; l'image
de ̂  est notée Dy et Çp la restriction ^y [ S'. Il est facile de choisir cette
translation de telle sorte que toutes les fonctions induites de h sur D1^1

par les plongements appartenant à T soient des fonctions du même type
que la fonction « carré de la distance au centre du disque », c'est-à-dire
qu'elles s'en déduisent par un automorphisme de R; en particulier, elles
ont toutes mêmes surfaces de niveau (les sphères concentriques) et le
centre o du disque est leur seul point critique, qui est d'ailleurs un maximum
non dégénéré. On note m = ̂ o(o)- Enfin, on peut supposer que sur un
certain collier de ^D14^, ^ est le paramétrage naturel, prolongeant y^,
d'un cylindre de gradient dont la base est 9o(S1) et dont la face supé-
rieure est dans une variété de niveau de la fonction h au-dessus du point
critique c {fig. 6).

Fig. 6

2.4.2. LEMME. — Soit { < p , [ t e S 1

Pigt (S', M — So) tel que le lacet {^\
Pigt (S', L). Il existe alors un lacet { ̂  | ̂ eS1 } d'origine ^ dans l'espace
PIgt^D14'1, S1), (Q, M)] et un voisinage (9 de l'origine de D14'1 qui vérifient,
pour tout tçS1,

un lacet d'origine Çç dans l'espace
< € S 1 } soit contractible dans

(i) ^IS^î:;
(^ î:|0=^|0;
(3) la restriction de h à D[ = ̂  (D^1) admet m comme seul point critique

{maximum non dégénéré).
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Démonstration. — Soit C : Lx([o, 2], { 2 }) -^ (Q, L) un « collier » défini
par les lignes de gradient. Notons Lj=C{Lx{j}) pour 7 = 0 , i. Soit
S ' X J ^ — i î + i ] un voisinage collier de àD^1 dans D^, où S ' X ^ — i }
est identifié à àD^1. On définit ^ successivement sur S'Xl^— i, o],
S^'X^i] et D ^ — S ^ x E — i , +i[ de façon que

^ ( S ' x { - i , o , i ) ) c ( M , L o , L , j .

(1) Sur S 'X l^—i , o], ^ est le paramétrage naturel, prolongeant y^ , du
cylindre de gradient de base <f\ (S1).

(2) Soit Sif : S1 X [o, i] -> L X [o, i] une famille à un paramètre d'iso-
topies de ̂  jusqu'à yy^. On pose ^ | S'X[o, i] = GÛ(.

(3) Enfin ̂  (D-1 - S1 x[- i, + i[) = ̂  (D-1 ~ S1 X[- i, +i[)-

Le lacet {^\ |<eS 1} a évidemment les propriétés voulues.
c. ç. F. D.

De la proposition 2.3.2 et du lemme 2.4.2, on déduit la

2.5. PROPOSITION (lemme fondamental). —Soit\e ̂ ^(Pigt (S1, M^), y,).
Si o^ i^n — 4 et n^ 7, il existe alors, dans l'espace Pigt [(D^, S1), (Q, M)],
un lacet {^ \tçS1} d'origine ^ et un voisinage 0 de V origine de D'4'1

qui vérifient les conditions suivantes :
(1) le lacet { ^ [ S ^ ; tçS1} représente X dans ^îo (Plgt(S1, M), 9,);
(2) pour tout te S1, ^ [ 0 == ^J 0$ en particulier ^ (o) == m;
(3) îa restriction de la fonction h à D[ == ^ (D1^) admet m comme seul

point critique et c'est un maximum non dégénéré.

Suivant une suggestion de J. Cerf, nous allons donner un énoncé équi-
valent à celui de la proposition 2.5. Pour cela, introduisons l'espace JC,
constitué par les plongements ^' : (D^, S') -^(Q, M), tels que :

(i) le germe de ^/ au voisinage du centre de D^4 coïncide avec le
germe de ^o;

(ii) /^[/ n'admet qu'un seul point critique et c'est un maximum non
dégénéré.

Nous noterons JCo le sous-espace de JC constitué par les plongements
tels qu'en outre ^'(^D^1) coupe To transversalement et en un seul point.

2.5 bis. PROPOSITION. — Dans les conditions de dimension de 2.5,
l'inclusion naturelle J^o^^O induit une injection ^o(<3^o) —^o(^).
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Démonstration de 1.5 => 2.5 bis (nous laissons la réciproque au soin
du lecteur).

Soient ^'€J<o et { ^ ; tç[o, i] } un chemin joignant ^ à ^' dans JC.
D'après la proposition 2.5, il existe, dans JC un lacet { ^ ; tç[— i, o] },
d'origine ^, tel que le chemin {^[ àD^1 ; ^ € [ — 1 , + ij } représente
l'élément trivial de ^^(PIg^S1, M), y'J. Autrement dit, le chemin
{ ^ ; ^ € [ — i, + i] } représente l'élément trivial de TCi(<X, JCo, ^).

c. ç. F. D.

Remarque complémentaire. — L'intérêt de l'énoncé 2.5 bis est qu'il y
a un critère simple pour que ^' et d/^ appartiennent à la même compo-
sante de JC. Il suffit par exemple que ^/ et ^ coïncident jusqu'en-dessous
de c [i. e., il existe £ > o, tel que, pour tout x vérifiant h ̂ / {x) > h (c) — £,
on ait ^{x) = ̂ o(^)]-

Dans la suite, nous n'aurons à nous référer qu'à la proposition 2.5
(ou 2.5 bis). Le calcul d'obstruction, fait au paragraphe 1, n'a servi qu'à
trouver des modèles permettant la démonstration de ces deux dernières
propositions. Peut-être y a-t-il une attaque plus directe !

3. Problème de l'unicité des éliminations (fin) :
Lemme de translation des indices.

Le paragraphe est entièrement consacré à la démonstration du théo-
rème suivant :

3.1. THÉORÈME (lemme de translation des indices). — Soit L71 une variété
compacte orientable de dimension n. Soit une fonction C^ sans point critique

, /o: L-x ( [ 0 ,1^0 } , j i j ) - > ( [ o , i ] , . i o } , { i { ) .

Soit fi une fonction sans point critique obtenue à partir de fo en faisant
naître une paire de points critiques d'indices i, i+ i , puis en les éliminant.
Alors, pour n^^ et i^n — 4, /i peut être obtenue à partir de fo en faisant
naître une paire de points critiques d'indices ^ + i , i + 2, puis en les
éliminant.

Cette proposition traduit la possibilité de passer du graphique I au
graphique II {fig. 7).

Bien que plus faible que le lemme d'unicité des morts, démontré par
J. Cerf dans le cas simplement connexe et énoncé dans notre introduc-
tion (0.5.i), ce résultat nous permettra cependant de démontrer dans
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les paragraphes suivants la connexité de ^(W), où W est un A-cobordisme
de dimension supérieure à 8 et où 3 ^ î ^ M — 3 [l'espace 5s (W) a été
défini en (0.1)].

£ +\

- f + 2

n

i+1

Fig 7.

Démonstration. — On peut supposer [1; chap. III, § 2] que fo et fi sont
les extrémités de deux chemins élémentaires d'élimination £9 et £1, issus
d'une fonction h ayant deux points critiques c et c', d'indices respectifs
i+ i et i (A(c) >/i(c')). Soit M une variété intermédiaire pour la fonc-
tion h. On note 91^ l'espace des couples (D, A) de nappes en bonne posi-
tion, à bord dans M; c'est-à-dire que D est une nappe descendant de c
jusqu'à M, que A est une nappe montant de c' jusqu'à M, toutes les deux
adaptées à A et telles que àA. coupe àD transversalement et en un seul
point.

On sait [1; Ibid.] qu'il existe un modèle standard d'élimination; on y
choisit une variété intermédiaire standard. On note liai l'espace des
plongements du modèle dans le cobordisme, adaptés à h et envoyant dans M
la variété de niveau choisie dans le modèle; il existe une application
continue

^ : |?M-^<^

où &l désigne l'espace des chemins élémentaires d'élimination; cette
application induit une surjection de ^oC^M) sur ^o^); donc, quitte à
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faire une homotopie sur £o et sur £1, on peut supposer qu'il existe Ço?
î le^M tels que

£o==^(^o ) et £ i=7r (^ i ) .

Enfin par restriction d'un élément de ^î^ au couple standard des nappes
du modèle, on définit une fibration localement triviale

Î<M-^M.

Désignons par (Do, Ao) et (Di, Ai) les couples de nappes associés aux
plongements Ço et Ci. On peut, par une homotopie, modifier Ci (et aussi £1)
de telle sorte que Ao == Ai. Dans la suite, nous noterons So == ^Do, Si = àDi
et To la sphère transverse, bord de Ao.

3.2. — Nous allons considérer des chemins de fonctions { gi (€[0,1]},
d'origine h, et ayant même restriction que h au cobordisme inférieur
h~i([o, h(M)]). Soit { ^ | ^ € [ o , i ] } un chemin dans Lx[o,i] tel que,
pour tout <e[o,i], Ct soit le point critique le plus bas au-dessus de M
de la fonction g< et qu'il soit d'indice i + i ; cela revient à dire que le
chemin { g^ ] îe[o, i]} a un graphique du type suivant {fig. 8) :

<:;;;Z>-ï̂ x^^^

c + 1

Fig. 8.

Soit maintenant un chemin {^ |^e[o, i]} dans Pigt [(D1^, S'), (Q, M)],
où Q est le cobordisme supérieur h^f^h (M), i ])$ notons D(== ^(D^1).

3.2.1. DÉFINITION. — Nous dirons, dans cette situation, que le chemin
{ D ( [ ^ € [ o , i ] } est un chemin de nappes descendantes pour le chemin
{ g ( ] ^€[o, i]}, si, pour tout (ç[o,i], D^ est une nappe descendante du
point Ct pour la fonction g<.

3.2.2. Remarque. — Un chemin de disques, qui n'est pas un lacet,
peut être un chemin de nappes descendantes pour un lacet de fonctions.
Par exemple, il existe un chemin de disques { A([ <€[o, i]}, tel que
A Q = = D O , A I = = D I et qui est un chemin de nappes descendantes pour le
lacet trivial en h : en effet, l'espace des nappes descendant d'un point
critique c jusqu'à une variété de niveau M, telle que l'intervalle [h (M), c[
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ne contienne aucune valeur critique, est un espace contractible [1; Appen-
dice, prop. 4].

3.3. LEMME. — I I existe un lacet de fonctions co == {g; | te[o, i]},
d'origine A, ayant le graphique III {fig. 9) et possédant un chemin
S = [ D< [ (€ [o, i]} de nappes descendantes avec les deux propriétés suivantes :

(1) l'origine de S est Do et son extrémité est Di, où Do et Di sont les nappes
descendantes associées aux plongements adaptés qo et qi.

(2) pour tout tç[o, i], àDt coupe To transversalement et en un seul point.

m

(graphique de 0))

Fig. 9.

Le théorème 3.1 découle alors immédiatement du corollaire du lemme 3.

3.4. COROLLAIRE. — Le chemin composé £ y 1 -¥- ÛL) .̂ £1, d'origine fo et d'extré'
mité /*i, dont le graphique est IV {fig. 10), est déformable, relativement à ses
extrémités, en un chemin de graphique I I (fig. 7).

Fig. 10.

De plus, on peut choisir la déformation de telle sorte que le type topologique
du graphique reste le même jusqu^à disparition de sa décomposante inférieure.

Preuve du corollaire. — D'après le lemme 3.3, il existe une famille
continue D( de Do à Di, telle que, pour tout <€[o, i], D( soit une nappe
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descendant du point critique Cf pour la fonction gi et que ^D( coupe To
transversalement et en un seul point dans M (co == { g j tç:[o, i]} et Ci
est le point critique de la fonction g^ le plus bas au-dessus de M).

Supposons que g^ (M)==i /2 et notons

D i f f ( Q m o d M ) (resp. Diff ([1/2, i] mod 1/2))

l'espace des difîéomorphismes de Q (resp. de [1/2, i]), C^-tangents à
l'identité le long de M (resp. de { 1 / 2 } ) . Notons U = Lx[i/4, 3/4] et
supposons que l'image par Ço du modèle standard d'élimination soit
incluse dans IL (en particulier, les points critiques c, c' de la fonction h
sont dans ^U). Nous allons prouver qu'il existe un chemin { k i \ <€[o, i]}
dans Diff (Qmod M) et un chemin { ^ ^€[0, i]} dans Difî ([1/2, i] mod 1/2),
tous deux commençant à l'identité et tels que, pour tout tç[o, i],

(*) ^|ainQ=^l^nQ.

Tant que gi appartient à la même strate de fonctions de Morse excel-
lentes que A, c'est une conséquence du théorème • classique de stabilité
[1; Appendice, corollaire 1]. De toutes façons, on peut «e ramener à cette
situation, car il existe une famille continue L< de variétés de niveau des
fonctions g^ telles que gf (L<)<; i et que L ^ u M borde un cobordisme
élémentaire Q(, difîéomorphe à Q, sur lequel gi n'a qu'un seul point cri-
tique Ct. Si l'on pose Qo === ^IL H Q, on pourra choisir kt tel que /^('U H Q) == Q^.

Le disque D^, descendant de Ci et adapté à g^ est nécessairement inclus
dans Q< et alors, d'après (-Ar), { /c^ 1 (D^) | (€[o, i]} est une famille de
nappes descendant du point critique Co=c pour la fonction go=h^ de
plus, à (kj1 {D t)) = àD i, et donc k~^ (Di) forme avec la nappe Ao mon-
tant de c un couple de nappes en bonne position. Puisque ^M^^M
est une fibration localement triviale, il existe dans l^i un relèvement
{ y't I ^€ [o, i]}, d'origine q\, = qo, au-dessus de { (k~^ (D<), Ao)} ; on peut
imposer en outre que q[ plonge le modèle d'élimination dans IL. Alors
{ ^ { q ' i ) } est une famille à un paramètre de chemins élémentaires d'élimi-
nation de la paire (c, c'), issus de A; on a £o=== ^ (Ço) -

En prolongeant ki par l'identité sur le cobordisme inférieur et li par
l'identité sur [0,1/2], on définit ^€ Diff(Lx[o, i]) et ^eDiff([o,i]).
Rappelons que ^M est un sous-espace de

Plgt(D^, L x ]o, i[) x Plgt(D1, ]o,i[).

Si q=(q^ q^) est un élément de cet espace et si

(^ /) eDifT(L x [o, i]) x Diff([o, i ]) ,
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on note (/c, l)oq=(kq^ ^2). On constate alors, d'après (^), que (/c^)o^
est un plongement adapté à la fonction gi. On a donc une famille continue i^
de chemins d'élimination de la paire (c<, c') pour la fonction g^; l'origine
de cette famille est le chemin £o.

On observe aussi que les deux plongements adaptés à A, Ci et (/Ci, li) oq\,
sont au-dessus du couple (Di, Ao) de 91^ c'est-à-dire qu'ils appartiennent
à la même fibre de la fibration ^IM-^^M- Or cette fibre est connexe
[1$ chap. III, 2.1, propriété 3c]; on en déduit que les chemins d'élimi-
nation s.\ et £1 sont joignables dans l'espace des chemins élémentaires
d'élimination de la paire (c, c') pour la fonction A.

Finalement, on a une famille à un paramètre {^ <€[o , i ]} de chemins
dans l'espace fonctionnel, joignant les deux chemins donnés £o et £1 et
tels que, pour tout ^e[o,i], £^ soit un chemin d'élimination de la
paire (c^, c'} pour la fonction g^.

c. ç. F. D.

3.5. DÉMONSTRATION DU LEMME 3.3.

3.5.1. Construction du chemin §. — Rappelons qu'en 2.4.1 nous avons
défini, par translation le long d'un champ de vecteurs normal à Do, un
chemin T dans Pigt [(D14-1, S'), (Q, M)], d'origine ^o et d'extrémité ^o
[on a noté Do==^(D1 4-1) et 9,=^^']. Soit { $ J < € [ o , i ] } un chemin
dans PIgt^D^, S'), (Q, M)] ayant pour image un chemin de disques
{ A < [ t € [ o , i]}, qui possède la propriété énoncée dans la remarque 3.2.2;
en particulier, A o = D o et A i=Di . Si X désigne la classe dans
^ciTo (pigt(S1, M), y'J de la restriction à S1 du chemin ~T^{$, (€[o, i]},
le lemme fondamental (propos. 2.5) assure l'existence d'un lacet { ̂  | tç. S 4 }
dans [PIg^D^, S1), (Q, M)] dont le bord { ^ S^eS4} appartient à la
classe A, et qui possède d'autres propriétés que nous rappellerons en
temps utile. Appelons { ^ I < € [ o , i ] } le composé ^^{ ̂  } ̂  ^{ (&<}; le
chemin de disques S = { ̂ ((D^) |^€[o, i]} vérifie la condition (i) du
lemme 3.3, mais non la condition (2); on a seulement le fait que
{^t S1', <€[o , i ]} représente l'élément trivial de if;110 (Pigt (S1, M), (po).
Nous verrons en 3.5.3 comment modifier S pour satisfaire aux deux
conditions requises, tout en restant un chemin de nappes descendantes
pour le chemin de fonctions (A) que nous construisons maintenant.

3.5.2. Construction de (o. — On pourra suivre la construction du
lacet co sur la figure n qui représente la situation dans l'espace fonc-
tionnel.

Ann. Éc. Norm,, (4), III. — FASC. 4. 58
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Strate de croisement
( t+ l^ -H)

Cône C de base p

-1uù = <^ * [̂  /-/^ p;fc[//; h^JÂcc.

Strate de naissance (î+l^ £+2)

(Les chemins rectilignes sont des chemins élémentaires de naissance
ou de croisement.)

Fig. ii.

On voit bien sur la figure n que le graphique de co sera

ni c+\

h h
Fig. 12.

Nous allons maintenant construire chacun des éléments de la figure 11.

(i) Construction du chemin élémentaire de naissance [hy /l'J (fig. i3) :
PosonsD^ = ̂ (D'4"1). Rappelons que, pour tout tç[o, i], m est l'unique

point critique (maximum) de h\ D[ et qu'au voisinage de m les disques D^
ont en commun un petit disque JP (c/*. propos. 2.5). Plongeons alors un
modèle de naissance B au-dessus de c pour faire apparaître un couple de
points critiques d'indices i 4- i et i + 2- On s'arrange pour que l'extré-
mité d'un chemin élémentaire de naissance soit une fonction h' admettant
comme points critiques d'indice i + i les points c et m et que le disque Î3
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soit adapté à h\ On peut même supposer que B est suffisamment « étroit »
pour que BuD^CSI; alors, pour tout ^€[o,i], D^ est une nappe descen-
dante pour h' permettant le croisement des points c et m.

(ii) Construction du cône C : Le lacet { ^ ; } dans PIgt^D^, SQ, (Q, M)]
se relève évidemment en un lacet dans l'espace des plongements du modèle
de Morse adaptés à la fonction h' et relatifs au point critique m. Puisque
les nappes descendantes ont leur bord dans M, c'est-à-dire en-dessous du
niveau A' (c), un tel lacet dans l'espace des plongements du modèle de

Q ^

Fig. i3.

Morse définit un lacet dans l'espace des chemins de croisement de la
paire (m, c) $ ces chemins de croisement, qui sont des chemins élémen-
taires (par définition), sont les génératrices du cône (3 et leurs extrémités
décrivent un lacet P. Le cône admet une génératrice-base, qui est le chemin
élémentaire associé au modèle de Morse dont l'image de la nappe descen-
dante est D Q $ son extrémité est notée h" et pointe le lacet (3.

(iii) Construction du chemin d'élimination [/^", h'"] et du chemin a :
On observe que le chemin [h, A']-¥-[/i', h"] a son support dans un voisinage
de Morse de la fonction h, relatif au point critique c; Do est la nappe descen-
dante associée à ce voisinage. En transportant la métrique riemannienne
du modèle par un paramétrage de ce voisinage de Morse, on y définit une
métrique riemannienne pour laquelle Do est la nappe de gradient de h,
On peut supposer que le point m se trouve sur la nappe de gradient ascen-
dante et que le cylindre de naissance est un cylindre de gradient.
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Le support du chemin élémentaire de croisement [À', h"] peut être choisi
dans un voisinage arbitrairement petit du disque D^. On voit alors que,
pour la fonction A", la nappe de gradient montante de c et celle descen-
dante du point critique d'indice i + 2 forment un couple en bonne posi-

Variété de niveau
-de h ' au-dessus

/ de m

Fig. i4.

Fig. i5.

tion. Il y a donc un chemin d'élimination aboutissant à une fonction h'"
admettant m pour seul point critique au-dessus de M. Le graphique du
chemin [h, h\ h", h"'] est un graphique en queue d'aronde [fig. i5).

En fait il s'agit du chemin en queue d'aronde standard, dont les extré-
mités h et h"1 appartiennent à la même strate de fonctions de Morse excel-
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lentes [1; chap. IV, § 4]; a est alors un chemin joignant h et h"' dans
cette strate.

On remarque que Do est une nappe descendante pour h"1 (et d'ailleurs
pour toutes les fonctions du chemin élémentaire [A", h'"]). On peut choisir a
tel que T' soit un chemin de nappes descendantes pour le chemin a, où T'
est le chemin des disques, images des plongements du chemin T
(2.4.1 et 3 .5 . i )$ ceci se démontre en relevant T dans l'espace des difîéo-
morphismes du modèle de Morse, puis en remarquant que, d'après les
hypothèses faites sur T, les deux fonctions h'" ̂ \ et h^o, définies sur D'4'1,
ont les mêmes surfaces de niveau, ce qui permet enfin d'appliquer la
proposition 1 de l'appendice de [l], qui est une conséquence de la stabilité
des fonctions de Morse.

Comme sur la figure n, on définit

^ = a^L [h\ h"}^ P^L [ h " , h"'} *~a ^ Cte (A) ,

où Cte (h) désigne le lacet constant en h. Le lacet co admet comme chemin
de nappes descendantes

ô == T^Cte (Do) * {D;~f * Clé (Do) * TÎ * { A, ;.,

chaque terme de la décomposition de S étant un chemin de nappes descen-
dantes pour le terme correspondant de la décomposition de co.

3.5.3. Fin de la démonstration. — Pour l'instant nous avons un lacet
de fonctions co == { g ^ ^€[0, i]} et un chemin de nappes descendantes
§ = { D< | (€[o, i]} avec la propriété suivante : le chemin { ^ D < [ ( € [ o , i] l
est homotope, relativement à ses extrémités, dans l'espace des sphères
de M, à un chemin { S^] t€[o, i]}, tel que, pour tout <€ï[o, i], S^ coupe To
transversalement et en un seul point. Autrement dit, étant donné £ > o
suffisamment petit pour que /^( [ i /^—£, 1/2]) soit un produit, il existe
une famille à un paramètre (AJ^€[o , i]} d'anneaux S 'X[ i /2—£, 1/2],
plongés dans /^(i^ — £, 1/2), tels que, pour tout (€[o, i], ^A(=^D(US^
avec ^DfC/r^i^) et StC/T^i^ — £), et que /i|A( soit sans point
critique.

Alors, si on prend maintenant comme variété intermédiaire
M^^/T"^!^—£), on constate que les disques D(UA( sont adaptés aux
fonctions g< et que leurs bords dans M coupent To transversalement et
en un seul point.

c. Q. F. D.

Les graphiques du chemin initial entre fo et /*i et du chemin donné par
la proposition 3.1 ont le même type topologique (voir fig, 16).
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Or a a paragraphe 1, on a défini une obstruction à déformer un tel chemin
pour rendre vide son graphique, sans jamais modifier le type topologique
de ce dernier, sauf à la dernière étape (théor. 1.4). Donc, à ces deux chemins
correspondent, si 3 ̂  i^- n — 4? deux obstructions habitant dans le
même groupe; nous allons montrer quelles sont égales au signe près.
Par conséquent, par notre procédé de translation des indices, nous n'avons
pas progressé dans la résolution du problème de l'unicité des éliminations
au sens de 1.1.

Fig. 16.

3.6. CALCUL DE L'OBSTRUCTION APRÈS TRANSLATION DES INDICES.

(esquisse de démonstration).

3.6.1. Soient L" une variété orientée, A^ et P1^1 deux disques, dans L,
se coupant transversalement suivant un segment [xo, i/o], où

^o==:^Ao^Po€intPo et jo^Ao^PoeintAo.

On note 6o==^Ao et 2o== àPo {fig. 17).

Fig. 17.

Soit {ft\tG S1} un lacet dans Plgt(S1, L — 60) d'origine /*o, avec
^(S^^So. Si 3 ^ i ^ M — 4 ? on P^ définir comme au chapitre 1 une
obstruction X€r== (Z^XI^L — Q,))^-^-^ à « réduire l'intersection »
du lacet {^(SQ [te S1} avec intAo, i.e. à déformer [ft\te S1} en un
lacet {ft[te61} de même origine, qui vérifie

V^eSS /^ (SQ^mtAo^un point.
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Supposons le lacet {fi, tç.S1} contractible dans l'espace Plgt(S1, L).
Par extension des isotopies, il existe une 2-isotopie F r L x D 2 — ^ ! . , telle
que, pour tout (€^D2 , (F|So X { (} ) -fo= ft et . F | L x { 0} == Id. Soit
G î L x D 2 — ! . . la 2-isotopie définie par G[ L x { u} = (F [ LX { u ] )-1,
pour tout u C D ^ S o i t go ; S71"1"1 -> L — 2 o un paramétrage de 60; on
considère dans l'espace PIg^S71-1-1, L — 2o) le lacet { ( G | 9o X { t } ) o go tç àW} ;
l'obstruction X' à réduire son intersection avec intPo est un élément du
groupe (ZsX^L—So))^"^"11, que l'on identifie à F.

LEMME. — Dans cette situation^ X '==B(X) , où B est Viwolution de T
définie en 1.3.

Démonstration. — Si F a été choisie générique, il existe un disque
A, C intAo tel que F (Pô X D2) n A, = 0. Soit A : L X 1 -> L une isotopie
prolongeant une rétraction de Ao sur A^ ; X est aussi l'obstruction à réduire
l'intersection des deux familles à un paramètre F [ 2 o X ^ D 2 et A 60 X I,
étant entendu que A ( 6 o X ^ I ) doit rester disjoint de F(2oX^D2) . Soit
H : L x I - ^ L l'isotopie définie par H [ L x { u } = = ( A Lx{u})~1. Alors X
est l'obstruction à réduire l'intersection avec la sphère 9o de la famille à
deux paramètres

{ H ^ o F , ( l - o ) | ^ € l , ^eS1}, où H , , = = H | L x - ; ^ } et F , = = F | L x ^ { .

Remarquons que H i o F j S o X D 2 est une contraction dans Plgt(S1, L — A o )
du lacet { H i o F ( [SO; <eS1}. On en déduit que X est l'obstruction à
réduire l'intersection avec 60 de la famille F' |2o X (D^^X I), où
F' : L^D^D'Xl)—!. est définie par F' | LX D2 = Hi o F et, pour
(^^G^D'x I , F f \ L x { t } x { u } = î ï a o ' F t ' Or F et F' sont des 2-isotopies
isotopes rel^D2.

Finalement, X est l'obstruction à réduire l'intersection de F | So X D2

avec la sphère 60. De même, X' est l'obstruction à réduire l'inter-
section de G | 6 o X D 2 avec la sphère 2o. Le résultat découle alors du
lemme 1.3, dont la démonstration ne fait pas intervenir le nombre des
paramètres.

3.6.2. Considérons la fonction h' introduite en 3.5. On note m son
point critique d'indice i + 2 et L71 une variété de niveau entre c et m {fig. 18).
Pour une métrique riemannienne fixée, Pô (resp. Ao) est l'intersection
avec L de l'ensemble des lignes de gradient issues de m/ (resp. c') ;
So (resp. 60) est alors le bord dans L de la nappe de gradient descendant
(m de resp. montant de c).
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Avec les notations de 3.5, le lacet {^(D1^) | tç S1} de nappes descen-
dantes pour la fonction A' est choisi de telle sorte que chaque nappe soit
de gradient en-dessous de L, et son intersection avec L est un lacet contrac-
tible de ^'-sphères dans L; l'obstruction à réduire (dans L — 60) son inter-
section avec intAo est l'élément — Xçr.

Par dualité, on construit un lacet û de nappes montant du point c,
adaptées à h\ de gradient au-dessus de L. Le cône C', dont les génératrices

Fig. 18.

sont les chemins élémentaires de croisement associés à chacune de ces
nappes, est homotope au cône (3, construit en 3.5.2.

D'après le lemme précédent, en intersectant ces nappes avec L, on
obtient un lacet de (n—i—i)-sphères de L — 2 o , pour lequel l'obstruc-
tion à réduire son intersection avec Pô est B ( — X ) . Soit ^/ la base de <3';
le lacet û est un lacet de nappes montantes pour le lacet de fonctions ^'.
L'obstruction à le mettre en bonne position par rapport à la nappe de
gradient descendant de m' est B ( — X ) .

Par une nouvelle dualité, on peut fixer la nappe montant de c et l'on
trouve alors un chemin de nappes descendant de m', adapté au lacet de
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fonctions (î'. L'obstruction à mettre ce chemin de nappes en bonne posi-
tion est l'obstruction à rendre vide le graphique

i •+ 2

£ + 1

fo ^l
Fig. i9-

qui est donc B(B(— /^)) == — À.

4.1. THÉORÈME. — Soit (W7^1, V'o, V^) un h-cobordisme compact orien-
table; si ?z^7 et si 3^i^n—3, Vespace ^-(W), défini en 0.1, e^
connexe par arcs.

Dans ce paragraphe, nous démontrons ce théorème module quelques
lemmes, dont certains ont été démontrés par Cerf, et dont les autres font
l'objet des deux derniers paragraphes. La technique utilisée pour se
ramener à ces lemmes est due à Cerf; nous en rappelons ici l'essentiel;
les détails que nous omettons se trouvent dans [1; chap. VJ.

On utilise une filtration faisant intervenir les espaces suivants (10) :
^lij}\k es1^ 1e sous-espace de ^ formé des fonctions de Morse excellentes
et ordonnées, n'ayant d'indices critiques que dans l'intervalle [i,j], et
ayant au plus k points critiques d'indice i; ^\i,j\;k es^ l'intérieur de
l'adhérence de ^,/];^ dans ^r; en particulier, ^-_i ̂ _nj;o= ^ i et ^o,^+i];oo==lt-
On a toujours ^._,^^=^,/];oo.

Cerf a démontré que, sans aucune hypothèse sur W, II est connexe par
arcs [1; chap. V, th. I]. A partir de là, on démontre par récurrence que
tous les espaces de la filtration suivante, où Q^J^U—i—i, sont

( ]0) Pour alléger les notations, on remplace ^/(W), ^(W), H(W), ... par ^, ̂ ,11, ... ;
tous ces espaces ont été définis en 0.1.

Ann. Éc. Norm., (4), III. — FASC. 4. 59
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connexes par arcs si n ̂ 7 et ^^3 :

M== ̂ o, n+ï]; oc 3 . . . D^/^+i^D^y^+ij^-iD . . . 3^_;_i^+ij;o== ̂ ^_^^+i]; ̂ .

La transformation f^î—f établit un homéomorphisme de ^^-i,n+i]-<.
sur ^o,î+ij;»o- Alors, par récurrence sur la filtration suivante, où
O ^ J r ^ ^ — I ? on démontre que tous les espaces de cette filtration, et en
particulier 37,, sont connexes par arcs si n^7 et i^n—3 :

^[o, i+i]; oo 3 ... 3 ̂ [/, ;•+!]; ̂ 3 . . . D^;_i,,+ij;o== ̂ .

Pour les deux filtrations précédentes, l'argument de récurrence est le
suivant : si M ̂ 7, i^n—[\ et 7^1+2, il existe une famille de géné-
rateurs (11) y de ^i(^,y^, ^,;];/:-i) ayant chacun la propriété (P) :

(P) Les extrémités de y, fo et /'le^/^-i, sont jointes par un
chemin dans ^ - , / i . î . . .

Pour construire cette famille de générateurs, Cerf utilise le fait que
chaque point de ^l/];^ est l'origine d'un chemin générique (dit de
Smale) d'extrémité dans ^.jj;^_i et de graphique :

c -+- a

\̂

c +2

} " •
} .

Fig. 20.

Une famille de générateurs est alors obtenue en prenant les chemins
relatifs composés de trois parties : l'opposé d'un chemin de Smale, un
chemin élémentaire traversant une strate de codimension i dans l'inté-
rieur de ^[ij^k et un chemin de Smale. A ces chemins il faut ajouter

L-' J 1 1 •- ^

les chemins composés de deux parties : un chemin élémentaire de nais-
sance d'un couple (i, i 4- i) suivi d'un chemin de Smale, ou l'opposé d'un
chemin de Smale suivi d'un chemin élémentaire d'élimination d'un couple
(^+i).

(rl) Une famille de chemins relatifs est génératrice si tout chemin relatif est homotope
à un composé de chemins de la famille.
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On se ramène alors facilement à un système de générateurs dont les
graphiques sont des cinq types représentés sur la figure 21.

\'

lll

(queue d'aronde)
Fig. 21.

Il reste à montrer que chacun de ces générateurs possède la pro-
priété (P). Rappelons que, dans le cas où W est simplement connexe,
Cerf montre qu'ils se déforment, à extrémités fixes et à travers ^:j];^
en chemins dans ^-j]^_i, ce qui est plus fort que (P).

La première étape consiste à se ramener à l'étude des seuls générateurs
du type III (queue d'aronde) à l'aide des lemmes suivants que nous résu-
mons sur un tableau {fig. 22).

Les trois premiers lemmes (et le lemme du bec dans le cas simplement
connexe) sont démontrés par Cerf. Au paragraphe 5 nous prouvons le
lemme du bec dans le cas général. Nous ne développons pas ici cette
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première étape, qui est rédigée par Cerf [1, chap. V, § 2] sans aucune
hypothèse de simple connexité; signalons cependant que nous sommes
responsables d'une astuce permettant de traiter les générateurs du type I,
sans avoir à utiliser le « lemme de la base », qui justement est faux dans
le cas non simplement connexe.

Lemme cTunicifé
des noissances

Lemme d'apparition
des becs

Lemme du triangle

Lemme du bec
(suppression de bec)

Concerne la possibilité
de déformer le gra-
phique ci-dessous

> <
A- ^ ï+1^

^ ^s

^i

<•• . + 1

-

en le graphique
ci - dessous

^===^
T<
^
\<

Conditions suffisantes
de validité

A- ^ n

i < n - 1

i- ^ n -2
n2 5

Fig. 22.

La deuxième étape consiste à montrer que les générateurs en queue
d'aronde possèdent la propriété (P); ceci est l'objet du paragraphe 6 et
fait intervenir les résultats des trois premiers paragraphes; c'est donc là
que la condition n ̂ 7 apparaît.

Remarque. — Les chemins relatifs les plus simples dans (^,/];i, ^,/];o)
sont ceux de graphique

L +1

Fig. 28.

Le lemme de translation des indices (théor.3.1) dit que si n ̂ 7,
z^n—4 e t J ^ ^ + 2 5 un tel chemin possède la propriété (P).
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5. Le lemme du bec.

Soit (W^S V, V") un cobordisme élémentaire d'indice i, compact,
orientable, de dimension n + i- Considérons dans l'espace ^(W) un
« chemin en bec », c'est-à-dire un chemin générique {ft}tç[o,ï] de
graphique :

fA)

Ce chemin rencontre trois strates de codimension i de la stra-
tification de ^(W) : ft, appartient à une strate de naissance d'un couple
de points critiques d'indices i et i + i $ f^ (resp. /'J appartient à
une strate de croisement d'un couple de points critiques (i, i + i)
[resp. (i, i)].

5.1. PROPOSITION (lemme du bec). — Si T Z ^ Ô et si i^n—2, un
« chemin en bec » se déforme relativement à ses extrémités en un chemin ayant
le graphique :

(B)

Fig. 25.

De plus, on peut s arranger pour quil n existe quune seule valeur de la
déformation pour laquelle le chemin rencontre une strate de codimension 2
{naissance à un niveau critique).



454 A. CHENCINER ET F. LAUDENBACH.

Démonstration. — Considérons sur le « chemin en bec » une fonction fu,
ti < u < t^ (graphique A) $ elle a trois points critiques que nous notons,
dans l'ordre décroissant des valeurs, Ci(i) , c^[i -}- i), €3(1). Soit (3 l'espace
des chemins issus de fu réalisant successivement le croisement de Ci avec ^25
puis avec ^3. Nous démontrerons (propos. 5.2) que, dans les conditions
de la proposition 5.1, cet espace est connexe; on se ramène donc à montrer
qu'il existe un chemin particulier X € (3 tel que la proposition soit vraie
pour le chemin { f i } t ç [ o , u ] 1 < ' ^ ^ ce dernier point est facile : on fait décrire
à un cylindre de naissance un chemin traversant le niveau critique de Ci ;
voir les détails dans [1; chap. IV, § 3, prop. 3 et 4].

c. ç. F. D.

5.2. PROPOSITION. — Sin ̂  5 et i ̂ _ n — 2, V espace C- des chemins de
double croisement est connexe par arcs.

Démonstration. — Soit L (resp. M) une variété de niveau de la fonc-
tion /*„, située entre Ci et Ça (resp. entre c^ et €3). Pour une métrique rieman-
nienne fixée, on peut supposer que c^ et ^3 sont en position de s'éliminer,
c'est-à-dire que, dans M, les sphères S[ et T^ se coupent transversa-

Fig. 26.

lement et en un seul point, où S[ désigne le bord de la nappe de gradient
descendant de c^ et où T^~' désigne le bord de la nappe de gradient mon-
tant de Cs. Enfin, nous notons ô7^"1 le bord dans L de la nappe de gra-
dient montant de 6*2 {fig. 26).

Les points Ci et €3 sont inclus dans un cylindre de naissance; on peut
donc supposer que la nappe de gradient v descendant de Ci évite ce cylindre.
Nous notons VL '' S'"4-^ L (resp. Vi^S'"1—' M) un paramétrage de l'inter-
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section v ï ïL (resp. v n M ) (12) et X un chemin élémentaire de double
croisement « associé » à la nappe v (1 3); soit X' la partie de X correspon-
dant au croisement de Ci et de €3, et soit g l'extrémité de X'. Ainsi X' est
un élément de l'espace <3' des chemins de croisement de Ci et de c^ issus
de fu'y C^ désigne alors l'espace des chemins de croisement de Ci et de ^3
issus de g.

D'après [1; chap. II, § 3, prop. 2 et corollaire], la connexité d'un espace
de chemins de croisement est équivalente à la connexité d'un espace de
nappes; notons 91 (resp. ^t') l'espace des nappes, adaptées à la fonc-
tion fu, descendant de Ci jusqu'à V (resp. jusqu'à M); on a ^o{9t) = ito (C)
et ^^{91'} =^o(C') . Notons 91" le sous-espace de 91 formé des nappes
coïncidant avec v au-dessus de la variété de niveau M. La restriction natu-
relle p : 91 -> 91' est une fibration (sur une réunion de composantes connexes
de la base), dont la fibre au-dessus de p(v) = v' est 91". On considère alors
la suite exacte d'homotopie

7T, {Sri', V') -i TTo (^//) -> ^o W -> ^o (^/) .

On sait que TCo^') = ̂ ^{91') = o, car indice Ci> indice c^ [1; chap. II,
§ 3, prop. 3]; pour montrer que ^(C) = ^o(3I) == o, il suffit donc de
montrer que S est surjective.

D'après [1; chap. II, § 4.2, lemme 4], il existe des isomorphismes naturels

^(^ ;Q ^7T,(^ ^) ^^(PIgUS-1, L), Plgt(S-1, L-ô^-1), ^L) ,

7To(^) ^7To(^) ^7rl(Plgt(S^- l , M), PIgUS^ M-T^-O^M).

La transportée de à par ces isomorphismes est une application

A : ^(PIgUS-S L), PIgnS^ L-6o) , ^)-^^.(Plgt(S^-l, M),Plgt(S^•- l, M-To) , ̂

dont une définition directe est la suivante : le bord d'un élément ai
de ^ (Pigt (S'-1, L), Pigt (S1-1, L — Oo), vj est un élément a^ de
iii (Pigt (S1"1, L — 60)5 V L ) ; rappelons que les lignes de gradient définissent
un difféomorphisme 7 : M — So— L — Qo (2.3. i) ; 03 = (y"1)^ (^2) est un
élément de î^(Plgt (S'"1, M — So), ̂  dont l'image dans

TT, (Pigt (S-1, M) , Pigt (S-1, M - To), ^M)

est A(ai).

(1'2) VM est translaté de VL suivant les lignes de gradient.
(13) Plus exactement, ^ détermine la classe d'homotopie du chemin X dans l'espace

des chemins de double croisement.
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D'autre part, si n ̂  5 et 2 ̂  i ̂  n — 2, il existe des applications
naturelles $ et T] rendant commutatif le diagramme

7r,(P]gt(S-\ L), P]gt(S-1, L - O o ) , ^-^.(PIg-US-1, M), PIg^S-1, M-To) , ^)
^ À

7^+1 (L, L — O o ) -^7T, (M, M-To)

où la flèche A est définie par la composition '

7r,+i(L, L—Oo)-^7^ , • (L—Oo) ( ï : : : -^7T, • (M)->7^ , (M, M — T o )

[12$ prop. 3.2 et 3.2 bis, théor. 3.3 et sa remarque 1]. De plus, d'après la
suite exacte de [12; théor. 3.3], ^ est un isomorphisme et T] est une sur-
jection. D'après la proposition A. 4 de l'appendice, A est surjective si
i^n—^. La proposition 5.2 est donc démontrée pour n^5 et
2 ̂  i ̂  n — 2.

[12

Si i == o, Ci et Ça sont des minimums et par conséquent 31// est contractible.
Si i = i, nous notons V L ( S ° ) = { ^ , Î/L } et VM ^

n ̂  5, on a un diagramme commutatif [12 ; loc. cit.}

/ -• " — — — — - — — — - — — ~ j ^ ~ - - . ^ v ^ ^ - - ^ ^ ^ ^ v^ «^..^^.^.v ^- v -<jtj \j \^i\J J-XI/X lAVy l/4.J^X<^ •

Si 1 = 1 , nous notons v^S0) = { ̂ , ^ } et v,,(S») = { a;,,, î/.,}; si
^ \ ^ _ I* - - • P r - - « r \ i • i

7r,(Plgt(S°, L), Plgt(S°, L - O o ) , ^)-A^7Tl(Plgt(SO , M), Plgt(S<\ M - To), ^)
II? II?

TTa (L, L — O o , X^) X 7 T 2 ( L , L — O o , j L ) - ^ 7 T i ( M , M — T O , ^i) X 7 T , ( M , M — T O , J M )

la proposition A.. 4 permet là encore de conclure.
c. ç. F. D.

6. Lemme de la queue d'aronde
dans le cas non simplement connexe.

Soit (W^, V71, V^) un cobordisme élémentaire d'indice i + i, compact,
orientable, de dimension n + i. Considérons dans l'espace ^(W) un
« chemin en queue d'aronde », c'est-à-dire un chemin générique { ft }^o,ii de
graphique

Fig. 27.
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Ce chemin rencontre trois strates de codimension i de la stratification
de ^(W) : f^ appartient à une strate de naissance d'un couple de points
critiques Cs et c^ d'indices i et i -|- i ; cette naissance se fait en-dessous
d'un point critique Ci d'indice i + i. En /^, il y a croisement de Ci avec
le point critique c^ d'indice i -4- i qui est né en f^. Enfin, Ci et c^ s'éli-
minent en /^.

6.1. PROPOSITION (lemme de la queue d'aronde). — Soient /o et fi deux
fonctions de Morse excellentes ayant un seul point critique, dîindice i -}- i?
extrémités d'un chemin en queue d'aronde. Si n ̂  7 et si i ̂  n — 4? fo et fi
sont aussi extrémités d'un chemin générique de graphique

Fig. 28.

Toute la suite du paragraphe a pour objet la démonstration de cette
proposition.

6.1.1. Notations. — Considérons sur le « chemin en queue d'aronde »
une fonction fn (ti < u <; ^) dont les points critiques sont, dans l'ordre
décroissant des valeurs, C i ( i + i )? c^{i + i)? c^Çi). Soit L (resp. M) une
variété de niveau de la fonction fu située entre Ci et c^ (resp. entre Cs et €3).
Pour une métrique riemannienne fixée, on peut supposer que c^ et €3
sont en position de s'éliminer, c'est-à-dire que, dans M, les sphères S^
et TJ"' se coupent transversalement et en un seul point, où S'o désigne le
bord de la nappe de gradient descendant de c^, et où T^ désigne le bord
de la nappe de gradient montant de ^3. Enfin, nous notons O^"'"1 le bord,
dans L, de la nappe de gradient montant de Cs. Le cobordisme bordé
par L et M admet pour inverse le cobordisme bordé par M et V (en par-
ticulier, L est difîéomorphe à V) ; 60 borde donc dans L un disque A7^
dont l'intérieur est la trace sur L des lignes de gradient s'appuyant sur
To— ToUSo. Les points c^ et c^ sont inclus dans un cylindre de naissance;
on peut donc supposer que la nappe de gradient v descendant de Ci évite
ce cylindre. Nous noterons v^ : S'' -> L (resp. v^ : S1—^ M) un paramétrage
de l'intersection v ï ï L (resp. v ï ï M ) .

Ann. Éc. Norm., (4), III. — FASC. 4 60
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Fig. 29.

6.1.2. Soit (3 l'espace des chemins d'origine fu réalisant le croisement
de Ci et de c^\ soit (37 l'espace des chemins d'origine fu réalisant le croise-
ment de Ci et de ^2, puis l'élimination de la paire (ci, ^3); puisqu'on ne
s'intéresse qu'au type d'homotopie de ces espaces, on ne restreint pas la
généralité en supposant que le paramétrage des chemins appartenant
à e/ est choisi de telle sorte que le croisement de Ci et de c^ se réalise dans
l'intervalle [0,1/2] du paramètre. Il y a alors une restriction naturelle
p : Ê' -> (3; à l'extrémité d'un chemin p(^'), Ci et c^ peuvent s'éliminer.
Puisqu'après avoir croisé Ci et c^y il n'y a pas une unique façon en général
d'éliminer Ci et €3, p^ : îïo(<3') — ^o(G) n'est pas injective; cependant
si M est simplement connexe, p^ est une injection d'après le lemme d'unicité
des éliminations (0 .5 . i ) ; c'est encore vrai si i = o ou i + i = n + i.

Considérons deux chemins )/o et X^, éléments de (3', tels que p(^o)
et p(^) appartiennent à la même composante connexe de C; le chemin
^o^r^i a pour graphique

^ + 1

i +1^-^
Fig. 3o.
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et est déformable relativement à ses extrémités en un chemin de graphique

i +1

Fig. 3i.

D'après le théorème 3.1, il existe un autre chemin, ayant mêmes extré-
mités et pour graphique

i +1

Fig. 82.

Ce dernier chemin n'est pas dans l'espace des fonctions ordonnées, mais
par deux apparitions de bec [1; chap. IV, § 3, prop. 3], on le déforme
jusqu'à ce que son graphique devienne

Fig. 33.

Enfin, puisqu'il n'y a qu'une seule façon de réordonner deux points cri-
tiques d'indices différents [1; chap. II, § 3, prop. 3], on peut construire
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une dernière déformation aboutissant à un chemin de graphique

Fig. 34.

Pour démontrer la proposition 6.1, il suffit donc de voir que tout élément
de p^îto^')) peut être représenté par un chemin X'e (3'et possédant la
propriété suivante (P) :

(P) Le chemin en queue d'aronde [ ft }iç[o,u]1<^ ^ ses extrémités dans la
même strate de fonctions excellentes.

Il y a donc deux étapes : la première consiste à donner une caracté-
risation de p^^o^')), c'est-à-dire à associer injectivement (14) à chaque
^€<3 un invariant algébrique sur lequel on puisse décider si À =p (X ' )
avec X'eC'. Dans la seconde étape, on construit explicitement des élé-
ments de e/ associés à chaque invariant, et vérifiant (P).

6.2. PREMIÈRE ÉTAPE : INVARIANT ALGÉBRIQUE. — Pour caractériser
les chemins de croisement qui mettent Ci et €3 en position de s'éliminer,
on introduit l'espace 31 des nappes descendant de Ci jusqu'à la variété de
niveau L, adaptées à la fonction f,, et dont le bord dans L est disjoint de
la sphère transverse 60. On sait que T^o(C) ^ ^o(3l) [1; chap. II, § 3,
prop. 2 et corollaire]; rappelons d'ailleurs qu'une nappe appartenant
à yc, prolongée par un cylindre de gradient jusqu'en-dessous de ^2 définit
un élément de ^o (<3) ; on peut donc parler des éléments de 9t qui mettent Ci
et Cs en position de se tuer; ce sont ces éléments qu'il s'agit de caractériser.

6.2 .1 . LEMME. — On suppose i ^ n — 3 . Pour quune nappe De3I
mette Cy et Cg en position de s^éliminer, il faut et il suffit que son bord soit
isotope, dans L — 60, à une sphère rencontrant le disque ^~1 transversa-
lement et en un seul point.

Preuve. — Considérons le difîéomorphisme y : M — So -> L — 60 défini
L 2.3.1; rappelons qu'il met en bijection les extrémités des lignes deen

(u) L/injectivité est au niveau des classes (Thomotopie.
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gradient et que 'y(To— ToiïSo) == intAo. Alors, pour que De 91 mette Ci
et Cs en position de s'éliminer, il faut et il suffit que ^(^D) soit isotope,
dans M, à une sphère coupant T^~1 transversalement et en un seul point.
Il est alors clair que la condition énoncée dans le lemme est suffisante.
Montrons qu'elle est nécessaire; on suppose donc que y^^D) est isotope
dans M à une sphère coupant T^~' transversalement et en un seul point.
Si 2 i < TZ, cette isotopie peut être choisie dans le complémentaire de So,
ce qui démontre le lemme dans ce cas. Pour 2 ̂  i ̂  n — 3, elle peut être
obtenue par le procédé de Whitney (1 0), après mise en position générale
de y"1 {à D) par rapport à To ; en effet, même si To est de codimension 2,
le procédé de Whitney est applicable puisque T i i ( M — T o ) s'injecte
dans TTi(M) (propos. A.l de l'appendice A). Or, puisque i ̂  n — 3, ce
procédé d'élimination de couples de points d'intersection de ToHy^^D)
peut évidemment s'effectuer dans le complémentaire de So, ce qui prouve
le lemme dans le cas général.

c. ç. F. D.

6.2.2. Introduisons l'espace 9t des nappes paramétrées dont l'image
est élément de 91 et telles qu'en outre la génératrice-base ne rencontre
pas les lignes de gradient s'appuyant sur 9o. Si i > 2, on a évidemment
un isomorphisme Tio(^t) ̂  îio(^)- Si i == i, l'application naturelle est
simplement une surjection. Quant au cas i = o, nous ne nous en occuperons
qu'à la fin. D'autre part, ^o(^) est isomorphe, d'après [1; chap. II, § 4.2],
à ^[Pigt ((S1, 5o), (L, L - 9o)), Pigt (S1, L - 9o), vj qui, pour i^ n - 3
et n ̂  5, est encore isomorphe, d'après [12; théor. 2.1], à

AEEE7r.JHom((Ss^ ( L , L - 6 o ) ) , Hom(SS L--60) , ^] ;

So désigne le point-base de S1 et Hom (—, —) l'espace des applications
continues; le dernier isomorphisme est induit par l'inclusion naturelle
Pigt (-,-)^ Hom (-,-).

6.2.3. Pour ^^ i , on définit une application
[j. : A-^7r,+i(L, L — Oo)

de la façon suivante : un élément a€A est représenté par une application
continue f: S'X[o, i] -> L; soit R : D^1-^ S'X[o, i] l'application définie
par R(x, t) = (r{x), (), où {x, ^eD^o, i] = D^1 et où

r : (DS ^DQ -. (Dy^DS s,) EEEE (SS s,)

(15) Voir [10] et aussi [14; p. 71 et suiv.] pour une description détaillée du procédé de
Whitney.
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est la projection naturelle; [i(a) est représenté par l'application

/R: (D^SQ-.(L,L-6o).

On notera S et j ̂  les applications naturelles

7r,+i(L, L - O o ) 4 7 r , ( L - O o ) 4 7 r , ( L - O o , L - A o ) .

6.2.4. LEMME. — U application J ^ S [ M : A — ^(L^ — O^-1, L71— A^) ̂
une injection ensembliste pour i^i^n — 2.

6.2.5. LEMME. — (i) 5i i ^ 2 , î i , ( L — ô o , L — A o ) ^ Z [ T i i ( L ) ] .

(2) 5i i == i ^ 7z^3, ^ i ( L — Q o ) e^ isomorphe au produit libre
T^(L)^Z et 7 i i ( L — ô o , L — A o ) est l'ensemble quotient de ce groupe par
la relation xr^iy si î / - l^€^l(L).

6.2.6. A l'aide de l'isomorphisme naturel Tto(^) ^ A (6.2.2) et des
injections données par les lemmes 6.2.4 et 6.2.5, on définit deux appli-
cations mjectives :

(1) si i^i^n- 3, C:^o(3l)--Z[^(L)];

(2) Si i = I, 7î^5, f,: ÎToG^)-^ TTi(L)*Z.

Ces deux applications permettent d'obtenir les invariants algébriques
cherchçs; plus précisément, on a le lemme suivant :

6.2.7. LEMME. — Une nappe Dç9t met les points critiques Ci et Cy en
position de s'éliminer, si et seulement si elle est l'image d'une nappe para-
métrée dont la classe a€îio(^t) vérifie la condition suivante :

(1) pour ^^i^n — 3, C(a) = ̂  x, ^e'T^.(L);
(2) pour i = i, n^5, ^i(a) = (x, ± i, x~'\ xÇ7i,(L).

Démonstration du lemme 6.2.4. (a) Soit Kle noyau de r.,(L — 60) -^(L).
L'image de S est incluse dans K. Nous commençons par montrer que le
morphisme de groupes j^ \ K : K -> TI,(L — Oo, L — Ao) est injectif.
Soit f: S1-- L — Oo une application homotope à zéro dans L et homo-
tope, dans L — Oo, à /*' : S'-^ L — Ao. Alors, si i ̂  n — 2, f est homotope
à zéro dans L — Ao et, a fortiori, dans L — Oo. Donc f est homotope à
zéro dans L — ôo.
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(&) On déduit, à l'aide du diagramme ci-dessous, l'injectivité de S de
la surjectivité de l'application 1^+1(L — Ao) -> îi,+i(L), qui a lieu pour
i ̂  n — 2 :

7r,+i (L -- 60) -> 7r,+i (L) -> 7r,+i (L, L — Qo) -^ TT, (L — 9o)
^ 7f

7 T , + i ( L — A o )

(c) ^ est une injection ensembliste : soient /o, /i : S'X[o, i] -> L telles
que |^([/o]) = p-([/i])- P01111 ̂  i? ^+i.(L, L — 9o) est un groupe; l'élé-
ment p-([/o]) = [^([/i]) est représenté par l'application FR, où R a été
défini en 6.2.3 et où F : S'X^, i] -> L est définie par

F(^) ^/ l (^ , I — 2 ^ ) si Q^^^I/2 ,

^ /o(^, 2 ^ — 1 ) SI l y

Puisque ^([/'o]) — ^([/i]) == 0?11 existe une homotopie, constante sur^D^S
H : D^X^, i] -> L telle que

H I D ^ x f o j ^ F R et H(D ^ + l x•S i j ) c L - 6 o .

On peut donc factoriser H à travers une homotopie, constante sur
{ ^ o } x [ o , i], G : (S^X^, i])x[o, i] -> L telle que

GIS^O, i ] x i o j = : F et G(S ^x[o, i ] x { i j ) c L - O o .

On en déduit facilement que, dans A, [/o] = [/i].
La combinaison des résultats obtenus en (a), (6) et (c) prouve le lemme.

c. ç. F. D.

Démonstration du lemme 6.2.5. — (i) 1^2: Dans ce cas, il est immé-
diat que l'inclusion induit des isomorphismes

TTi (L - Ao) —— 71, (L - 9o) -> 7^ (L) .

Si p : L - — 9 o - > L — 9 o désigne la projection du revêtement universel
de L — 9o, on en déduit que p ' ^ L — A o ) est revêtement universel de
L — Ao. On a

p-1 (L - Ao) = (L^6o) - (p-1 ( A o ) ) .

On utilise alors les isomorphismes

TT, (L - 60, L- Ao) ^ 7r,(r^0o, p-1 (L - Ao)) ̂  H,(L^Oo, p-' (L - Ao)) ;

en utilisant l'excision et l'isomorphisme de Thom, on voit que ce dernier
groupe est isomorphe à Z[7ii(L —• 9o)], c'est-à-dire à Z[TCi(L)].
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(2) i = i et n ̂  3 : Le complémentaire d'une sphère de codimension 2,
non nouée, dans un espace euclidien R'1 a un groupe fondamental iso-
morphe à Z. On en déduit, grâce au théorème de Van Kampen, que
îii(L71—ô^"2) est isomorphe à T i i ( L — A ) - A r Z . La fin de la proposition
est une conséquence de l'exactitude de la suite d'homotopie de la
paire (L, L — 60).

c. ç. F. D.

Démonstration du lemme 6.2.7. — Montrons d'abord que la condition
est nécessaire. D'après le lemme 6.2.1, on peut pour cela partir d'une
nappe D € 3t, dont le bord dans L rencontre Ao transversalement et en
un seul point. En position générale, D peut être représentée par une
nappe paramétrée, appartenant à 31, dont la classe dans r.oÇyc) est notée a.
Alors j ̂ S [j-(a) peut être représenté par un plongement S ' — ^ L — O o ,
rencontrant Ao transversalement et en un seul point. Si i ̂  2, il est clair
que ^(a) = ̂  x, où ^ € r i i ( L ) $ si i = 1,^1(0) est de la forme (^, J^ i? ?/)?
où x, î /€^ i (L) ; l'image de cet élément par l'application

7Ti(L) *Z^7r i(L-Oo)-^7Ti(L)

est x.y\ par ailleurs, l'application composée

7To(^) ^ A — — > 7 : i ( L — 6 o ) — — — ^ T T i ( L )

\ il?
f \ 7Ti(L) *Z

étant nulle, on a y = x~i.
Réciproquement, étant donné que ^ et ^i sont des injections, pour

prouver que la condition est suffisante, il suffit d'exhiber, pour chaque
invariant algébrique de la forme convenable, une nappe paramétrée dont
le bord dans L coupe Ao transversalement et en un seul point, et qui
admette cet élément pour invariant associé. Pour cela, on part du fait
qu'il y a deux telles nappes réalisant les éléments + i et — i (1 6). On réalise
les autres éléments en modifiant ces nappes suivant le procédé classique
du « piping ». Nous ne développons pas ici cette construction car, au cours
de la deuxième étape, il nous faudra faire une construction plus détaillée
qui contiendra le procédé de piping.

c. ç. F. D.

6.3. SECONDE ÉTAPE : LACETS EN QUEUE D'ARONDE.

6.3.1. On sait [1; chap. IV, § 4.1] qu'il existe un lacet {gt}iç[o,i]
en queue d'aronde, issu de la fonction /*o, et tel que, pour tç[o, u], gi;-=== /*/,
où {ft.}tç[o,ï} est le chemin en queue d'aronde considéré depuis le début
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du paragraphe. Pour tout tç[o, i], la fonction gi ne diffère de fo qu'à
l'intérieur d'un modèle de Morse du point critique Ci, modèle contenant
le cylindre de naissance des points c^ et Ça. La nappe descendante
de Ci, associée à ce modèle rencontre Ao transversalement et en un
seul point; on a la note Do. L'invariant algébrique de Do est + ï (1 6)-
Soit ^€[^25 ts] une valeur du paramètre telle que { gt}iç,[n,v\ ^-it un

chemin réalisant le croisement de Ci et 6*2; c'est un chemin élémentaire,
noté Xo, associé à la nappe Do. Il y a deux procédés pour modifier le
lacet { gt} :

6.3.2. i° Cerf a construit, dans [1; chap. IV, § 4, lemme 3], un difféo-
morphisme ^ de W, à support dans un cylindre de naissance û conte-
nant les points critiques ^2 et c^ de la fonction fu, et dont le bord supé-
rieur est au-dessus de L; on a les propriétés suivantes :

— $ est isotope à l'identité par une isotopie à support dans 0 ;

— $ laisse la fonction fu invariante;
— $ laisse le disque Ao invariant et $ [ Ao est de degré — i.

Il est alors facile de vérifier que l'invariant algébrique de la nappe 3>(Do)
est — i.

6.3.3. 2° Soit maintenant un élément ^^^(L). A un lacet plongé
représentant x, on peut associer un lacet j ^ ^ ç o i j dans l'espace des
plongements de 0 dans W, adaptés à fo (17) et à hauteur constante, c'est-
à-dire que fo^Vt est, pour toute valeur de t, la même fonction numérique
sur le cylindre D^X^, i]. Ce lacet se relève en un chemin [Wt}^o^
dans l'espace des difféomorphismes de W, qui sont l'identité au voisi-
nage de Ci et qui laissent la fonction fo invariante. Remarquons qu'en
outre, ^Fi laisse la fonction fu invariante. Considérons la nappe Do associée
au chemin élémentaire X o ; dans L, son bord 2o coupe Ao transversalement
et en un seul point. La sphère ^Fi(So) est isotope à la sphère Si cons-
truite de la façon suivante (procédé de piping) :

(1()) II n'y a pas d'isomorphisme canonique Ç: A-> Z[7i:i(L)]. ? n'est défini qu'à multi-
plication par un élément de ^i(L) près. En fixant à + i l'invariant associé à Do, on déter-
mine complètement Ç; rappelons que le signe est déterminé par les conventions habituelles
d'orientation.

(l7) Un plongement ^ z D ^ x I o , i]-^ W est adapté à /o si, pour tout fe[o, i], /o est
constante sur ^(D^x { t}).

Ann. JÉC. Norm., (4), III. — FASC. 4. 61
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On considère un petit disque Dl au voisinage du point 2o H Ao dans 2o ;-0 ?
,1il existe F : D^o, i] -> L tel que F ( D l x { o O == D[, F ( D ^ x { i}) = 1/2 D^,

que F|^>'X[o, i J u D ^ x } 1} soit un plongement et que F ( { o } x [ o , i ] )
soit un lacet représentant l'élément x donné dans ^ i (L) ; alors Si est
l'arrondie de (2o - intDl)U F(^>'X[o, i juD^i}) (/ig. 35). Remar-
quons que ron aurait pu choisir W telle que W\ D[x[o, i] = F$ on aurait
eu alors l;i=^P\(So).

On voit que l'invariant algébrique de la nappe Wi == (Do) est + x, si
^ : <n — 3$ ou (x, i, x~1), si i = i et ^^ 5.

S.-D.

Lacet
représentant x

« figure dans L »

Fig. 35.

6.3.4. Les deux constructions précédentes fournissent des chemins
élémentaires de croisement $(Xo) (18) et Ti(Xo) ayant leurs extrémités
dans la même strate de fonctions excellentes que l'extrémité de X o ; en
effet, les difîéomorphismes <î> et W^ sont isotopes à l'identité. Ils sont donc
inclus dans des lacets en queue d'aronde d'origine /o.

En composant ces deux constructions, on prouve la chose suivante :
tout chemin de croisement des points Ci et c^ issu de la fonction fu et mettant Ci
et €3 en position de s éliminer^ est homotope à un chemin de croisement inclus
dans un lacet en queue d'aronde d'origine fo. Compte tenu de 6.1.2, le
lemme de la queue d'aronde (propos. 6.1) est complètement démontré
pour i ̂  i.

(18) Si Xo == { ht }iç[o,i\, ^(Xo) désigne le chemin de fonctions {hi^ }<e[o,ij.
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6.4. CAS i = o. — Dans ce cas, l'unicité des éliminations est trivia-
lement vraie, c'est-à-dire que ^o(^') s'injecte dans 'rio(S) [voir 6.1.2).
On sait que

7 r o ( e ) ^ 7 T i ( H o m ( S ° , L ) , Hom(S°, L - 60) , ^) ;

si p et ç (p, çeL — Ao), sont les deux points images de VL? on a aussi
T:o(<5) ^ ^i(L, L — 60, p )x^ i (L , L — 60, g). Un élément de Tio (<3') est
représenté par le couple formé d'un chemin d'origine p (resp. q) d'extré-
mité dans i n t A o ^ e t d'un chemin d'origine q (resp. p) d'extrémité dans
L — Ao. S'il n'existe aucun chemin joignant p ou q à Ao, Q' est vide; s'il
existe un chemin joignant p à Ao et aucun joignant q à Ao, ^o (^') ̂  ̂ i (L, p) ;
si p, q et Ao appartiennent à la même composante connexe de L,
î io(e ' )^^i(L, p )U^ i (L , q).

Pour ce dernier cas, on utilise le fait que, dans le modèle de Morse
d'indice i, il existe deux lacets en queue d'aronde issus de la fonction
standard (nous avons communiqué cette observation à Cerf qui en a
donné le détail dans sa rédaction [i; chap. IV, § 4, remarque 2 et prop. 5J);
on peut donc réaliser par des lacets en queue d'aronde les éléments
neutres de chacun des deux exemplaires de î î i(L) dans Tio^')- On
utilise alors la construction donnée en 6.3.3 pour faire agir iTi(L) sur
ces lacets et on conclut comme en 6.3.4 (la construction 6.3.2 n'existe
pas dans ce cas).

c. ç. F. D.

Remarque. — Dans les cas où l'on a à appliquer ce lemme, il y a en
général des points critiques au-dessus et en-dessous de ceux correspondant
à la partie en queue d'aronde, comme sur le graphique

Fig. 36.

L'application de la proposition 6.1 fournit un chemin passant par des
fonctions désordonnées; on peut le déformer en un chemin dans l'espace
des fonctions ordonnées en utilisant le procédé décrit en 6.1.2.
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APPENDICE A.

Propriétés homotopiques de certaines variétés.

On considère les variétés difïérentiables M71 compactes, sans bord,
orientables, ayant la propriété suivante : il existe deux sous-variétés S^
et T^ de M7', se rencontrant transversalement et en un seul point, où So
est difîéomorphe à la sphère standard S1, et où To est compacte, orientable,
sans bord, simplement connexe (ce qui entraîne i ̂  n — 2) et à fibre
normal trivial.

A.l. PROPOSITION. — Dans ces conditions (19), Inapplication

h: 7^(M-To)-^(M),

induite par l'inclusion, est une bijection pour o^k^i — i, et est injec-
twe pour k = i.

Démonstration. — Le cas i == o est complètement trivial. Étudions à
part le cas où i = i : la surjectivité de Io est triviale, et Finjectivité de Io
est une conséquence directe de l'existence du lacet Sç. L'injectivité de Ii
se démontre par un argument classique utilisant la trivialité du fibre
normal de T^ dans M71 : étant donné un disque singulier D2 dans M
représentant un élément de ^2 (M, M — To), et en position générale par
rapport à To, on peut le remplacer par un autre disque singulier ayant
même bord, et un cercle de moins dans son intersection avec To.

Si maintenant i ̂  2, la seule position générale implique que I/; est une
bijection pour k^i — 2 et une surjection pour k = i — i. Montrons
Pinjectivité de I^i qui implique en particulier que, pour i ̂  2,
Ii : 7ii(M — To) -> ^i(M) est toujours un isomorphisme. Nous allons pour
cela montrer la nullité de S : TI,(M, M — To) — ^-i(M — To).

Soit y : (D', S'"1) — (M, M — To) une application représentant un
élément ^e^(M, M — To)$ si on choisit <p transversale sur To, l'image
réciproque y~i(^îo) est constituée d'un nombre fini de points ai, . . . , Oq
situés dans intD1, au voisinage desquels y est un plongement. Soit ao

(ly) II suffît en fait de supposer que ^-1 est homotope à zéro dans M—To, où ^i-1 est
le bord d'un petit disque normal à To dans M.
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le point-base de S1"1 = àD\ et soient Xi, . . . , X^ des chemins plongés,
transverses au bord de D1, joignant Oo respectivement à 04, . . . , Oç
dans intD1, et tels que \hC\\i-= Oo si k 7^ ^. Soient Ai, . . ., Aç des voisi-
nages tubulaires de ai, . . . . dq dans intD1, assez petits pour que y As-
soit un plongement pour j = i, . . ., q. On pose 2/= ^Ay. En remarquant

y
que D1 se rétracte par déformation sur U(^yUAy), on voit facilement

/=1

que la nullité de Sx est entraînée par la propriété suivante : si S1"1 est
une petite sphère, bord d'une fibre d'un voisinage tubulaire de To dans M,
elle borde un disque singulier dans M — To ; on se ramène immédiatement
au cas où S'"1 est le bord d'un voisinage tubulaire dans So du point So H To,
auquel cas la propriété est évidente.

Il nous reste à montrer l'injectivité de ïi pour i ̂  2. Soit ^ : M -> M un
revêtement universel de M; puisque Ii est un isomorphisme, ^(M — To)
est un revêtement universel de M — To, et sera noté M — T o ; puisque To
est supposé i-connexe, M — T o est obtenu à partir de M en enlevant
autant d'exemplaires disjoints de To qu'il y a d'éléments dans 7ii(M).
Grâce à l'excision et à l'isomorphisme de Thom, on démontre que

o si k ̂  i — i,
H^M.IvT^To)^ Z[7Ti(M)] si k==i,

o si / c = = i , car H i ( T o ) = = { o { .

Ce fait suffit pour conclure dans le cas i == 2, car d'après le théorème de
Hurewicz, on a les isomorphismes

7r2(M—To)^H2(M^To) et 7:2 (M) ̂  H^M).

Si i ̂  3, on utilise l'existence d'une certaine suite exacte contenant
l'homomorphisme de Hurewicz, que l'on obtient à l'aide de la suite spectrale
d'homotopie, et qui est décrite dans [9; p. 251, exercice E] : si K est un
complexe cellulaire (non nécessairement fini) simplement connexe, on a
pour tout p ̂  2 une suite exacte naturelle (considérée en premier par
J. H. C. Whitehead)

où
. . . ^H^(K)^D^o(K)^^(K) H u r e ^ c ^H^(K)

D^,o (K)= Image (^ (K^l)-^ (K^)) ,

les K^ désignant les squelettes d'une décomposition cellulaire fixée de K.
Pour éviter les triangulations infinies, on remplace M — To par M — Eo,
où Eo est un voisinage tubulaire ouvert de To dans M $ on se donne une
décomposition cellulaire de M pour laquelle M — Eo est un sous-complexe, et
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telle que intEo ne rencontre que des cellules de dimension au moins i\ on en
déduit une décomposition cellulaire de M pour laquelle M — Eo est un sous-
complexe. [Comme précédemment, on a posé M — E o = T c ' ~ l ( M — E o ) c M . ]
On obtient ainsi, pour i ̂  2, un diagramme commutatif dans lequel les
suites verticales sont exactes et dans lequel les flèches horizontales sont
induites par les inclusions naturelles.

/._—^--—~^ \ surjection , ^ \
H,^ (M - Eo) ——> H,^ (M)

Y ^ y

D^M^Èo)—^ DJ^M)

Y____ ^ Y

7r,('M^Èo)—1^^ 7r.(M)

> y

iMM^Èo)
/ -_-^^__^ \ injection , ̂  v

H, (M — Eo) ————> îîi (M)

L'injectivité de I, (et donc celle de 1^) découle alors du :

LEMME. — L'application J, : D?o(M — Eo) -> D^(M) est injectée pour
1^2.

On considère le diagramme induit par les inclusions naturelles

T.i (M^È'o^-11) ——> 7T, (M^^Èo^)

1 I'Y y

^(M[/-n) —————> ni(W)

Le lemme découle évidemment de Pinjectivité de U. Pour la démontrer,
nous allons construire une rétraction R de M^ sur ÏT^Ê^ par l'inter-
médiaire d'une rétraction R de M^ sur (M — Eo)111. Remarquons que

M ^ : = ( M — E o ) ^ u o - i ( D Q u . . . U c r , , ( D Q . où o-^: (DS S^-1 )-^ ( M^, M^-1!)

est l'application d'attachement d'une cellule de dimension i dont le bord
est dans M^-^ (M -- Eo)^. Puisque 1̂  : TI,_,(M - Eo) ~> ^i(M)
est injective, la restriction (T/, S1"1 est homotope à zéro dans M — Eo,
et donc dans (M - Eo)^; on appelle T^ : D1-^ (M — Eo)^, kç{ i, . . ., r },
une application continue telle que T/, S^^cr/, S1"1, et on définit la
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rétraction R : M^-^ (M — Eo)^ par les formules

R (M — E o ) ^ = identité, R(^) == r^1 (x) si .^ço^D^').

Par relèvement des applications T/(, on définit R.
c. ç. F. D.

tW

Remarque 1. — On voit tout de suite que J^ est surjective, à partir de
l'égalité W1-1^ (M^Eo)1^.

Remarque 2. — On peut améliorer la proposition A.l si on sait que
H/(To) = o pour j^7o. En particulier, si To est difîéomorphe à la
sphère S "̂"1, on peut montrer par la même méthode que I/c est injective
pour k ̂  n — 2.

On précise maintenant les hypothèses de la proposition A.l, en suppo-
sant que To est difîéomorphe à la sphère S^"1, et que les fibres normaux
à So et To dans M sont triviaux. Cela revient à considérer M comme variété
intermédiaire d'une fonction de Morse h n'ayant que deux points critiques
d'indices i et i + i (i ̂  n — 2), définie sur un cobordisme produit
LxFo, i], où L" est une variété connexe, compacte, orientable, sans bord.
S'o est le bord d'une nappe descendante du point critique d'indice i + i,
T^~1 est le bord d'une nappe montante du point critique d'indice i, et la
condition d'intersection sur So et To fait correspondre à ce couple de nappes
un « chemin élémentaire d'élimination » d'origine h, aboutissant à une
fonction sans point critique (^oir le début du paragraphe i à ce sujet).

Notons (Q, M, L) le cobordisme élémentaire « supérieur » [c'est-à-dire
Q == /^([i/s, i]), si M == h"1 (1/2)], et choisissons sur Q une métrique rie-
mannienne JM pour laquelle la nappe considérée, de bord So, soit une
nappe de gradient de la fonction h Q. Les lignes de gradient partant d'un
point de M — So vont jusqu'à l'autre bord L, et définissent donc une
application

y (A, M) E E E = y : M—So-^L.

On considère le diagramme ci-dessous, commutatif par définition, dans
lequel toutes les flèches, sauf Y^ et (vj)^, sont induites par les inclusions
naturelles :

^ (L) ^————^———— TT, (M - So)
\ î./

(T7).\ /
7 T , ( M - ( S o U T o ) )
/ \

} / \ y
Tr^M-To)—————————>^(M)
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A.2. LEMME. — L'application (yj),. : ^-(M — (SoUTo)) — ^-(L) est
surjectwe pour k^ n — i {et donc en particulier pour k = i + i).

Démonstration. — L'image Y ( T o — (Soï ïTo)) est difîéomorphe à int D""';
sa frontière est le bord dans L de la nappe de gradient qui monte du point
critique d'indice i 4- i. On en déduit que l'image de ̂ j dans L est le complé-
mentaire d'une sous-variété difîéomorphe à D""'; si k^n—ï, un élé-
ment de 7i/; (L) est sûrement représenté par une application de S7' dans L
dont l'image évite cette sous-variété, ce qui montre le lemme.

C. Q. F. D.

A. 3. PROPOSITION. — Dans la situation du lemme A. 2, considérons un
élément a €^4-1 (M, M — To). Si ii + 2^ n, il existe un élément b € ^+1 (M — So)
possédant les deux propriétés suivantes :

(1) a est l'image de b dans l'application naturelle

7T^ (M - So) -> TT^i (M, M - To) ;

(2) ^ ^ { b ) = { o } dans ^+i(L).

Démonstration. — L'existence d'un élément fc'eî^+^M — So) satisfaisant
à la première condition est une conséquence immédiate de la proposition
A. 1, compte tenu de la surjectivité de l'application 7i,+i (M — So) -> î^+i (M),
laquelle découle de la condition li-^-i^n par position générale.
Le lemme A. 2 fournit alors un élément b" G î^+i(M — (So UTo)) tel que

(ï/U^)=ïJ^).
Mais alors, b=b'— j ^ ( b " ) vérifie la deuxième condition. La première
condition est satisfaite par &, car l'application naturelle

7 r^ (M-(SoUTo) ) -^7 r^ (M)

se factorise à travers T T , + i ( M — T o ) , ce qui montre que fimage ^(&")
dans î^+i(M, M — To) est o.

C. Ç. F. D.

Nous démontrons enfin une proposition utile dans le lemme du bec (§ 5) ;
la situation est toujours celle du lemme A. 2. Notons O o C L le bord de la
nappe de gradient montant du point critique d'indice i +1 [fig. 87).

A. 4. PROPOSITION. — L'application A : 7i,+i(L, L — 9o) -> ÎT,(M, M — To)
définie par la composition

7T,+i(L, L-9o) -^7r , (L-Qo)^7T, (M)->7r , (M, M-To)

est surjecti^e pour i^n—2.
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Point critique
d'indice i-^-\

Point critique
d'indice i

Fig. 87.

Démonstration. — D'après la proposition A.l, l'application

7r,(M)-.7r,(M, M-To)

est surjective. Nous allons considérer deux cas, suivant la valeur de i :

Premier cas : ii-\-ï^n : Par position générale, l'application
T ^ ( M — S ^ ) -> î^(M) est surjective. En utilisant le lemme A.2 comme
dans la démonstration de la proposition A. 3, on voit que tout élément
de T^(M, M — T o ) se relève en un élément de T ^ ( L — 6 0 ) représentant
zéro dans T^(L), d'où la conclusion.

Deuxième cas : ^^i^n—i : On a vu, en démontrant la propo-
sition A.l , que dans ce cas,

7T,(M, M-To)^H,(M,M^To)^Z[7: ,(M)].

On en obtient des générateurs comme Z-module de la manière suivante :
on considère un plongement Ç î S ^ — ^ M paramétrant la sphère S'o; des
générateurs sont alors les images dans 7^ (M, M — T o ) des éléments g[y],
où g€î i i (M) et [y] est la classe de © dans T^(M). Puisque le fibre normal
à S'o dans M est trivial (S[ est le bord d'une anse) et que i^n—2, on
peut représenter ces générateurs par des applications dont l'image est
disjointe de Sy ; les images par y de ces applications sont incluses dans
L — Go et homotopes à zéro dans L. La conclusion est alors évidente.

c. Q. F. D.

Ann. Éc. Norm., (4), III. — FASC. 4. 62
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APPENDICE B.

Nous reproduisons ici le texte d'une Note proposée aux Comptes rendus
de l'Académie des Sciences (2 0) . C'est en constatant la longueur d'une rédac-
tion complète et les possibilités d'extension du sujet que nous avons
décidé de ne placer ici que les résultats. Les démonstrations complètes se
trouveront dans un article à paraître ultérieurement.

Singularités de codimension 1
et chemins élémentaires d'élimination.

I. INTRODUCTION. — Si h: V — ^ R est une fonction de Morse sur une
variété C00, et si Ci et c^ sont deux points critiques de h pouvant s'éli-
miner, on appelle chemin d'élimination issu de h relatif au couple (ci, ^2)
un chemin continu de fonctions ht : V -> R (pour la topologie C00), d'ori-
gine h=ho, d'extrémité une fonction de Morse Ai ayant les mêmes points
critiques que h moins le couple (c^ Ça), et tel qu'il existe une et une seule
valeur 9 du paramètre pour laquelle Ao ne soit pas une fonction de Morse;
en ce point on suppose que le chemin coupe transversalement une strate
de naissance {voir [1]). On note e{h)=e{h, Ci, c^) l'espace de ces
chemins, muni de la topologie C°. Dans [1] (21) Cerf introduit la notion
de « chemin élémentaire d'élimination », et définit ainsi un sous-
espace &l(h} de e (A). Le but de cette Note est de montrer que, pour tout
7^1 et tout Y€ê?(A) , l'inclusion induit un isomorphisme de v.j{&l(h\ y)
sur î^/(C(A), y), ainsi qu'une brjection sur les iTo, où &l(h} est un sous-
complexe du complexe singulier de &l(h) défini dans [1] (Cerf montre
la surjection sur le 7io). Le calcul de ^(ê?(A), y) est ramené au para-
graphe 3 à l'étude de certains espaces de plongements, ce qui fait le lien
avec [5] (21), et donne une meilleure interprétation des obstructions qui
y sont décrites. Le paragraphe 2 est basé sur la méthode utilisée par
J. Mather pour l'étude de la stabilité des fonctions C00; nous sommes,
d'autre part, reconnaissants à B. Teissier d'avoir attiré notre attention
sur l'idéal ÎViy. Dans une prochaine Note, le premier auteur développera
les méthodes du paragraphe 2 dans un cadre plus général.

(20) C. J?. Acad. Se., t. 270, série A, 1970, p. 1575-1578.
(21) Voir aussi le paragraphe 1 de cet article.



THÉORIE DE SMALE. 475

2. ÉTUDE LOCALE. — Le modèle local f : (R71, o) -> (R, o) d'un point
singulier de codimension i correspondant à la naissance d'un couple de
points critiques d'indices i et i + i est f(xi, . . ., Xn) = y(^i, . . ., ^-i) + x^
ou

q {x,, . . ., x,,_, ) = — x\ — . . . — x] + x^ +. . . + ̂ _i.

Soit 51 l'espace (muni de la topologie C00) des germes de difîéomorphismes
locaux de (R", o) tangents à l'identité en o. Soit ^ l'espace (muni de la
topologie C°°) des germes en o de fonctions C30 de R" dans R; soit Ï̂l l'idéal
maximal de l'anneau local ^, et soit ^ l'idéal jacobien de /'.

LEMME FONDAMENTAL. — Uapplication continue de JD dans ^ définie
par (^ \-> fo ̂  — f) admet une section continue au-dessus du sous-espace SSiy
de ^.

Démonstration. — Elle est basée sur la méthode de J. Mather telle
qu'elle a été exposée dans [22]. Si gç£0iy, et si tç[o, i], l'idéal jaco-
bien ^t de f -}- tg est constant, et on peut écrire

n n

^ _ V y àf — V ̂  à(f^-t^)§ - -z^j ̂  - - z^ ̂  àx, '
/=i /•=!

où le champ de vecteurs X^ dépend difîérentiablement de t et du champ X.
Soit ^ la famille de difîéomorphismes locaux de (R", o) solution de
l'équation

à
^^(^^X^r1^)) (^o= identité).

On vérifie que f-\- tg = fo ̂  et que ^(o) est constant, donc égal à l'iden-
tité. Le seul problème est la dépendance continue de ^ par rapport à g,
c'est-à-dire la dépendance continue du champ X par rapport à g; la forme
simple de ^ = = { ^ 1 , . . . , x\\ permet d'écrire canoniquement un élément

n—\

de ^ sous la forme ^XyO^+X^, où les Xy sont certaines combi-
/=!

naisons d'intégrales faisant intervenir les dérivées de g.
c. ç. F. D.

Ce lemme nous permet d'étudier l'espace '81 (muni de la topologie C00)
des germes de difîéomorphismes locaux de (R", o), conservant l'orientation,
qui laissent invariant le germe de /*. Soit Jj@i le sous-espace de GL(n; R)
formé des jets en o d'éléments de J8».
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THÉORÈME. — L'application «jet » : Jô -> J"? est une fibration triviale de
fibre acyclique. De plus, J0 {et donc JSi) a le type d'homotopie du sous-
espace S0(^, n — î — i) de GLi{n — i, R) formé des éléments laissant
invariante la forme quadratique q et conservant Vorientation.

Démonstration. — On commence par démontrer le théorème en rem-
plaçant "5 par l'espace 'Si' formé des germes de difîéomorphismes <p
de (R71, o) tel que fo({> — /'elÏl^C ̂ . Dans ce cas, on peut expliciter
l'espace J"?' et une section JJSi'-^JSi', ainsi qu'une contraction de la fibre
au-dessus du jet identité. Le lemme fondamental donne alors une rétrac-
tion de déformation fibrée de '81' sur '81, et montre que J'Si'= J'8».

c. ç. F. D.

COROLLAIRE. — Soit fSo le sous-espace de J?i formé des germes qui laissent
séparément invariantes les fonctions q{xi, . . ., Xn-i) et x^ L'inclusion "S'o0^ 'S1

est une équivalence d'homotopie.

3. APPLICATION AUX CHEMINS ÉLÉMENTAIRES D'ÉLIMINATION. — On

trouvera dans [i] les définitions de « plongement adapté », « chemin
élémentaire de traversée » (en un point d'une strate de naissance), « chemin
élémentaire d'élimination » (issu d'une fonction h comme dans l'intro-
duction). Nous avons été obligés de modifier légèrement la définition de
Cerf des chemins élémentaires, afin de rendre variable avec le paramètre
le support de la déformation.

Application 1. — L'espace des plongements du modèle de naissance
(BCR", muni de la fonction /*), adaptés à une fonction donnée F de la
strate de naissance, est fibre sur l'espace contractile des difîéomorphismes
croissants de R dans R, avec pour fibre l'espace "Si(B) des difîéomorphismes
qui conservent l'orientation du modèle de naissance (qui est une boule
de R71) et qui laissent invariante la fonction f.

Application 2. — Le complexe de Kan &l(V) des chemins élémentaires
de traversée en un point F de la strate de naissance a même type d'homo-
topie faible que le quotient JSï/^o et est donc acyclique. Ceci découle en
particulier du fait que Jôo est exactement le sous-groupe de '@i formé des
germes de difîéomorphismes qui laissent invariants les germes de toutes
les fonctions f^=f + ̂ , ^ € [ — 1 , +i]. On déduit de [i] le

COROLLAIRE. — Avec les notations deV) introduction, l''inclusion &l (h) -> (3(A)

induit pour tout jr'^i et tout ~\^&l(h} un isomorphisme de 7iy(ê7(A), y)

sur ^(<3(A), y), et une bijection de 7To(^T^)) sur 7To(<?(A)).
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Application 3. — On démontre que l'application naturelle de '8'(B)
sur J@i, qui à un difîéomorphisme associe son germe en o, est une équi-
valence d'homotopie faible. On en déduit que l'application naturelle
de Jôo (B) dans jôo est une équivalence d'homotopie faible, où ôo (B) = { dif-
féomorphismes de B laissant toutes les f\ invariantes}. En particulier,
'8io(B) a même type d'homotopie faible que S0(i) X (S0(n — i - — i ) ) .

COROLLAIRE. — â>l(h) a même type d^homotopie faible que V espace des
« couples de nappes en bonne position relatives à (/i, Ci, c^) » [voir définition
dans [1]). On en déduit alors que, pour tout J^o,

7r;(ê7p^ y)^7r^(Plgt(SS M), Plgt(SS M; S^iiTo==i), 90) ,

où M"~1 est une variété intermédiaire de h entre Ci et c^ et T^"'"1 le bord dans M
Sune nappe montante de c^ (point d^indice i) correspondant à y.

Les notations sont celles de [5] (21) qui prend ainsi un nouvel intérêt.

4. UNE REMARQUE SUR LA QUEUE D'ARONDE. — Soit 1̂ (B) l'espace des
plongements du modèle adaptés à une fonction / c î R ^ — ^ R ^ sans point
critique (la fonction sur le modèle est Xn). Soit &l(K) le complexe de Kan
des chemins élémentaires de naissance (i, i+1) issus de k. Le morphisme
naturel de |jl(B) sur &l(k) est une fibration de Kan dont la fibre a le type
d'homotopie faible de J8»o(B), et donc de f5o' On en déduit la suite exacte
(les points-base ne jouent aucun rôle)

M^o)^^(îl(B))^7r,(ê7^)^7To(^o)^MV(B)).

La première flèche n'est autre que l'application

. 7:1 (S0(^ n—ï—i))->n,(GL(n—i))

induite par l'inclusion, et est surjective pour tout i.

D'autre part,

7To(V(B)) ̂  { o }, donc 7:1 (êT^Ty) ̂  7:0(^0).

Lorsque i ^ i ^ n — 2 , TCo('S'o) ̂  22, donc îii (ê;(/c)) ̂  Za, ce qui
éclaircit la démonstration que donne Cerf du lemme de la queue d'aronde,
et explique en particulier le « cône » de la remarque (p. IV. 24 de [1]).
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