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0. Introduction.

0.1. DEriniTioNn DEs Espaces J (W), &(W), H°(W), W(W), (W),
F;(W); RAPPEL DES RESULTATS coNNUs. — Soit (W, V,, V,) un cobor-
disme orienté C” compact dont le bord est la réunion des variétés fermées V,
et V,. On considére ’espace F (W) des fonctions C” définies sur W, a
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410 A. CHENCINER ET F. LAUDENBACH.

valeurs dans [o, 1], telles que f~'(:)=V;(i=o0,1); on le munit de la
topologie C”; & (W) est un convexe dans ’espace de toutes les fonctions
réelles sur W; les fonctions de Morse excellentes (fonctions dont les points
critiques sont quadratiques non dégénérés et les valeurs critiques toutes
distinctes) y forment un ouvert partout dense F°(W) [14; section 2]; cet
ouvert constitue la réunion des strates (') de codimension o pour une
certaine stratification de & (W) [1; chap. I]. Notons &(W)CF°(W) le
sous-espace formé des fonctions sans point critique; & (W) est une réunion
de strates de codimension zéro (éventuellement vide).

Si W est un h-cobordisme (i.e. : les injections de V, et de V, dans W
sont des équivalences d’homotopie), si V, est simplement connexe et
dimV,> 5, S. Smale démontre que &(W) n’est pas vide [18], [3], [14].
Cela revient a dire que W est difféomorphe au produit V,X[o, 1]. Dans
les mémes conditions, J. Cerf démontre que &(W) est connexe par arcs
[1, chap. VII, § 4, théor. 3]. On peut dire que la théorie de Cerf est une
généralisation & un parameétre de la théorie de Smale, puisque le résultat
de Cerf signifie qu'un h-cobordisme simplement connexe n’admet essen-
tiellement qu’une trivialisation.

Si maintenant V, n’est pas simplement connexe, a tout h-cobordisme W
« d’origine » V, est associée une torsion 7(W)€& Wh(n,(V,)), ot Wh(n,(V,))
désigne le groupe de Whitehead du groupe fondamental de V, [15]. Barden,
Mazur et Stallings ont démontré que la torsion classifie & difféomorphisme
prés les h-cobordismes d’origine V,, lorsque dimV,>>5 [10]. En revanche,
il n’y a que peu de résultats dans la théorie & un parametre du cas non
simplement connexe. Signalons cependant que L. Siebenmann a donné
des exemples de cobordismes triviaux W = V, X[o, 1] tels que I’espace &(W)
des fonctions sans point critique ne soit pas connexe [17] : il considére
des variétés V, de la forme F XS, ot Wh(rn,(F)) est un groupe non trivial.

Les démonstrations de Smale et de Cerf font intervenir les sous-espaces
suivants de F (W) :

F; (Wyclt (W)cg (W)

v v v
&(W)ca! (W) clie (W) (W)
°(W) est le sous-espace formé des fonctions de Morse excellentes et

ordonnées (ou « nice »), c’est-a-dire telles que les valeurs critiques croissent
avec les indices; F; (W) est le sous-espace de M°(W) formé des fonctions

() Etant donnée une stratification d’un espace topologique X = X,uX,v...uX;u...,
ot X; est de codimension i, nous appellerons strate de codimension i une composante
connexe de X;. Dans la stratification de F (W), les strates sont aussi les composantes
connexes par arcs [1].
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dont tous les points critiques sont d’indice ¢ ou i +1; N°(W) et 7, (W)
sont réunion de strates de codimension o. On définit enfin (W) comme
Pintérieur de I’adhérence de MN°(W) et aussi F;(W)=int(F, (W)).
Les premiéres étapes de la théorie de Smale (resp. de Cerf) sont les sui-
vantes : on démontre tout d’abord que, pour tout cobordisme W,
M (W) n’est pas vide (resp. est connexe par arcs); on démontre ensuite
que st W est un h-cobordisme de dimension n—+1, n>>5, et que si W
est simplement connexe, F;(W) n’est pas vide (resp. est connexe par
arcs) pour 2-~i—n—2. La théorie d’obstruction de Barden-Mazur-
Stallings est basée sur le fait que, méme si W n’est pas simplement
connexe, F;(W) n’est pas vide, pourvu que n>>5 et 2-~"1-—n— 2.

0.2. Le but de cet article est de démontrer que la situation est la méme
dans la théorie 4 un paramétre; plus précisément, st W est un h-cobordisme
de dimenston n+ 1, n>> 7, F;(W) est connexe par arcs pour 3 =1 -—n— 3.
Comme dans la théorie a zéro paramétre, le passage du cas simplement
connexe au cas général présente une difficulté que nous allons essayer
d’expliquer, aprés avoir rappelé quelques définitions.

0.3. STRATE DE CROISEMENT, STRATE DE NAISSANCE. — Ktant données
deux fonctions de Morse f, et f, sur W, il existe toujours un chemin les
joignant dans l'espace convexe & (W). Parmi ces chemins, il y a un
ensemble dense de chemins génériques; ce sont ceux qui sont inclus dans
la réunion des strates de codimension o et des strates de codimension 1 [2].
Rappelons que les strates de codimension 1 sont de deux types. Le premier
type correspond aux fonctions ayant des points critiques quadratiques
non dégénérés et exactement deux valeurs critiques égales; une telle strate
s’appelle strate de croisement. Le second type correspond aux fonctions
ayant tous leurs points critiques quadratiques non dégénérés sauf un, c,
au voisinage duquel la fonction est de la forme

Sx)=f(c)—ai—. .. — 2]+ Y+ Y+ Vits

pour un choix convenable des coordonnées; en outre, on demande que
toutes les valeurs critiques soient distinctes; une telle strate s’appelle
strate de naissance; elle sépare une strate de fonctions de Morse excel-
lentes & ¢ points critiques d’une strate de fonctions de Morse excellentes
a ¢+ 2 points critiques; lorsqu’on passe de la premiére a la seconde en
traversant la strate de naissance, il apparait une paire de points critiques
d’indices respectifs ¢ et i+ 1; parcouru dans le sens opposé, ce chemin
s’appelle un chemin d’élimination.
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0.4. GRAPHIQUE D’UN CHEMIN DE FONCTIONS. — A tout chemin {f.},c, .
de lespace fonctionnel (W), on peut associer son graphique [2]; c’est le
sous-ensemble de [o,1]X[o, 1] dont lintersection avec {t}X[o, 1] est
formée des valeurs critiques de la fonction f;,. Pour un chemin générique
le graphique est de dimension 1 (la réciproque est fausse) et ses seules
singularités sont des points doubles, lorsqu’on traverse une strate de
croisement, et des points de rebroussement, lorsqu’on traverse une strate
de naissance. Enfin, sur chaque branche du graphique d’un chemin géné-
rique on peut reporter 'indice du point critique correspondant.

Ezxemple :

Le chemin dont le graphique est donné sur la figure 1 a cinq accidents :
une naissance en t,, trois croisements en t,, ¢, et £,, et une élimination en ;.

0.5. Pour démontrer la connexité d’un sous-ensemble de ’espace fonc-
tionnel (W), que ce soit W(W), F;(W) ou &(W), on part d’un chemin
générique joignant deux fonctions de ce sous-ensemble et on cherche a
déformer ce chemin jusqu’a ce qu’il ne traverse plus que des strates de
codimension 1 incluses dans l'intérieur du sous-ensemble en question.
On veut donc éliminer certaines singularités dans le graphique du chemin
donné. Par exemple, pour démontrer la connexité de M(W), il faut éli-
miner les croisements ol ¢34 ].

J

Pour démontrer la connexité de F;(W), il faut, a partir d’'un chemin
générique dans (W), éliminer les naissances ol j>£4i. Dans cet ordre

<J+l

J
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d’idées, un des lemmes fondamentaux est celui dit de P'unicité des élimi-
nations (encore appelé lemme d’unicité des morts).

0.5.1. Lemme (Cerf [1, chap. I1I, § 2, prop. 4], Douady, Siebenmann,
Wagoner). — Soit W= V| X][o, 1], ot V, est une variété compacte sans
bord simplement connexe de dimension n, n>x5. Sotent f,, fi deux fonc-
tions sans point critique, et Y= {f,},cny un chemin générique dans F (W),
joignant f, a fi, dont les seuls accidents [.e. les valeurs de t pour lesquelles
f.&€F (W)] sont une naissance d’un couple de points critiques sutvie de
Uélimination de ce couple. Alors y peut étre déformé, relativement & ses extré-
mités, en un chemin dans Uespace des fonctions sans point critique; de plus
la déformation peut se faire en restant dans les strates que rencontre Y.

51 V, n’est pas simplement connexe, 11 y a en général unc obstruction
a déformer y comme nous ’avons dit dans I’énoncé de ce lemme. Lorsque
n>.7, nous expliciterons cette obstruction (§1). Evidemment ce n’est
pas une obstruction a trouver un chemin de fonctions sans point critique
joignant f, a f,. Ce probléme reste ouvert; mais une étude détaillée de
Pobstruction nous permettra de voir que v, de graphique

J+1

est homotope a un chemin v’ de graphique

J+2

J+1

Fig. 3

pourvu que o=—j=n—/4 et n>>7 (§3). Ce sera loutil essentiel pour
démontrer au paragraphe 4 la connexité de F,(W) (3=t~ n—3,n_>7).
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Comme nous 'avons dit plus haut, on partira d’un chemin dans W (W),
qui est connexe, et on cherchera & diminuer la complexité de son gra-
phique. Mais il est clair qu’une homotopie générique ne pourra pas en
général se faire dans la réunion des strates de codimension o et de codi-
mension 1; on introduira donc les strates de codimension 2 définies par

Cerf [1; chap. I, §3] :

(1) Strates formées de fonctions de Morse ayant exactement trois
valeurs critiques égales;

(2) Strates formées de fonctions ayant la singularité « naissance a un
niveau critique »;

(3) Strates formées de fonctions ayant, en plus de leurs points critiques
quadratiques non dégénérés, un point critique ¢ du type « queue d’aronde »
au voisinage duquel f s’écrit, dans des coordonnées locales convenables,

J@)=(0) —at—. = ah e ah A T 2

Il y a d’autres strates de codimension 2; ce sont celles constituées
de fonctions ayant exactement deux singularités de codimension 1 indé-
pendantes [1; chap. I, §3-1]; la traversée de ces strates ne pose aucun
probleme d’aprés le lemme des singularités indépendantes [1; chap.

Iv, §1].
Le plan de I’article est le suivant :

Les paragraphes 1, 2, 3 concernent la démonstration d’un lemme
(théor. 3.1) remplacant, dans le cas non simplement connexe, le
lemme d’unicité des éliminations dont on vient de parler. Le para-
graphe 4 rappelle la technique (due a Cerf) qui permet de ramener
Pétude de la connexité de F,;(W) a I’étude de la stratification de F (W)
au voisinage des strates de codimension 2 (types 1, 2, 3, ci-dessus). Les
résultats de Cerf concernant les strates du type 1 (lemme du triangle
[1; chap.V, § 2, prop. 2]) ne font pas intervenir la simple connexité
de W. Dans le paragraphe 5, nous montrons que le « lemme du bec »
de Cerf, concernant les strates du type 2, est encore valable sans
condition de simple connexité. Enfin, dans le paragraphe 6, nous
démontrons un lemme concernant les strates du type 3, qui, bien que
plus faible que le « lemme de la queue d’aronde » de Cerf, est suffisant
si Pon n’a en vue que la connexité de F;(W). Cest la démonstration
de ce lemme qui utilise de fagon essentielle les résultats des paragraphes

1, 2, 3.
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1. Probleme de l'unicité des éliminations :
définition d’'une obstruction.

1.1. PosiTioN DU PROBLEME ET NOTATIONS. — Dans ce paragraphe,
o désignera une strate de 'ouvert W°(W) des fonctions ordonnées excel-
lentes, définies sur un cobordisme compact orienté W de dimension n 413
o' désignera la réunion des strates de naissance adhérentes a o, la traversée
de o' en rentrant dans ¢ correspondant a Il’apparition d’une paire de
points critiques d’indices ¢, ¢4 1. Dans ce qui suit on suppose que &'
n’est pas vide. Le probléme de I'unicité des éliminations proprement dit
serait le calcul du nombre de composantes connexes de c'. Dans
le cas simplement connexe Cerf montre que, pour n>>5, m,(s,¢')=0
(lemme 0.5.1), ce qui implique 7,(¢') =o0. Dans le cas non simplement
connexe, nous allons voir que =, (s, g*) n’est jamais trivial si o <i<<n (?),
n>>7, ce qui, évidemment, ne donne aucun renseignement sur m,(c');
mais le calcul de =,(g,3'), objet de ce paragraphe, sera suffisant pour le
but que nous poursuivons.

Soit h une fonction appartenant a . Soit M une variété intermédiaire,
¢’est-a-dire une variété de niveau séparant les points critiques d’indice ¢
et ceux d’indice ¢+ 1. Soient ¢ le point critique d’indice ¢+ 1 le plus
bas et ¢’ le point critique d’indice ¢ le plus haut; on a k(c') < h(M) < h(c).
La paire (c,c¢’) est celle qui est éliminée lorsqu’on traverse c'. Pour
calculer =, (g, ¢'), Cerf introduit la notion de chemin élémentaire d’élimi-
nation, issu de h et relatif a la paire (¢, ¢’); rappelons qu’un tel chemin
est associé & la donnée d’une nappe descendante (*) de ¢ et d’une nappe
montante de ¢’, dont les bords dans M se coupent transversalement et
en un seul point [3]; deux telles nappes forment ce que ’on appelle un
couple de nappes en bonne position. On démontre que w,(s,3') est en
bijection avec Uensemble des composantes connexes de Uespace des chemins
élémentaires d élimination et, par la-méme, que =,(7,c') est en bijection
avec Uensemble des composantes connexes de Uespace des couples de nappes
en bonne position (cf. appendice B). Puisque ¢' n’est pas vide, il existe
au moins un chemin élémentaire d’élimination traversant ¢'. Pour une
métrique riemannienne convenable I, les deux nappes associées a ce

(?) Sii=ooun,il est immédiat de vérifier, a I’aide du résultat de Cerf sur les chemins
élémentaires d’élimination, que =,(s, o') est réduit a un élément. ’

(*) Une nappe descendante de ¢ est un disque Di+!, plongé dans W et contenant c,
dont le bord est 4 un niveau constant de la fonction h, et tel que h|D*! admette pour
seul point critique un maximum en c.
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chemin sont des nappes de gradient [3]; appelons S, le bord dans M de
la nappe descendante de ¢ et T, le bord dans M de la nappe montante
de ¢’. On se fixe deux plongements ¢,: S'—> M et 0, : S*7— M, d’images
respectives S, et T, (S* désigne la sphére de dimension k). En utilisant la
métrique riemannienne 3, il est facile de construire une bijection naturelle
entre Uensemble des composantes connexes de I'espace des couples de nappes
en bonne position et

[ Plgt (S, M), Plgt (S, M; SLAT,=1), 9,],

ou Plgt(5, M) désigne I’espace, muni de la topologie C°, des plonge-
ments de S' dans M, et ou Plgt(S’, M; S‘/4T,=1) désigne le sous-espace
des plongements ¢, tels que ¢(5°) coupe T, transversalement et en un
seul point [1; chap. III]. Finalement le calcul de =,(s,5') se ramene
a celui de

m, [ Plgt (8¢, M), Plgt (8, M; SiAT,=1), ¢,].

Dans la suite on désignera cet ensemble par la notation abrégée
' " (Plgt (S, M), @,). Introduisons aussi I’ensemble =n{"™(Plgt(S), M)) des

1
classes d’homotopie de chemins dans Plgt(S, M), ayant leurs extré-

mités dans Plgt (5, M; S‘/4T,=1), mais dont I'origine n’est plus fixée
en Q,. .
1.2. DEFINITION, POUR 31 n— 3, D'UNE APPLICATION
x5 T (PIGL(S, M) = (Zy<my (M))ImM0=1 (4),

N. B. — Dans tout ce qui suit, le point base de M sera le point S,NT,;
il sera sous-entendu dans la notation =, (M).

1.2.1. Considérons I'espace A des isotopies F: S X[o, 1] - M vérifiant
les trois conditions suivantes :

(1) F(S'x{¢}) rencontre T, transversalement et en un seul point
sl t=o, 1;
(2) F est transversale sur T,;

(3) F est une isotopie constante au voisinage des extrémités.

Pour 3 -t~ n— 3, nous allons construire une application

2 A (Zyxm, (M))men—1],

(*) Etant donnés un groupe G et un ensemble E, G¥l désigne le groupe des appli-
cations f: E->G, telles que f(x) est I’élément neutre de G, sauf pour un nombre fini
d’éléments x de E. Ici E est le groupe fondamental =, (M) privé de son élément neutre 1.
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Remarquons, d’une part que, d’aprés la condition (3), A est un monoide
et d’autre part, que (Z;Xm,(M))™™~" est un groupe abélien. L’appli-
cation ¥ sera un morphisme de monoides. _

Soit une isotopie F:S'X[o, 1] M, FeA. Alors F~*(T,) est constitué
de courbes fermées l;, k€{1, 2, ..., q}, et d’'une courbe I, dont les extré-
mités sont respectivement dans S'X{o} et dans S'X{1} (fig. 4).

2
s‘x[o,1]

Fig. 4.

Si on fixe une orientation de S, T, et M, ces courbes sont canonique-
ment orientées (*).

Etant donnée une courbe fermée Iy, il lui correspond un élément bien
défini g(l;) dans =,(M), de la fagon suivante : dans nos hypothéses de
dimension, S’ et T, sont simplement connexes; l'unique classe d’homo-
topie de chemins joignant [, a I, dans S'X[o, 1] a pour image par F dans M
une classe de chemins relatifs de M modulo T,, c’est-a-dire un élément
g(lk)E[([O, I]’ {07 I})’ (M> TO)] g'ﬂi(lvl)'

Choisissons un paramétrage S'—l;, conservant l’orientation; puisque
1> 3, il se prolonge de fagon unique & homotopie prés en une application
I : D*— S X[o, 1]. Notons que, méme si i =3, parmi les prolongements
possibles, il existe toujours un plongement. La classe Fl; est bien définie
dans [(D?, S*), (M, T,)], lequel est canoniquement isomorphe a =,(M),
puisque T, est 2-connexe. On notera «(l;)€m,(M) I'élément ainsi
construit. Co

(®) Soit (X#+1, Y»—!) une paire ordonnée de deux sous-variétés orientées d’une variété
orientée Z~, se coupant transversalement suivant une courbe I Alors ! est canoniquement
orientée de la fagon suivante : soit xel; un vecteur 'Ee‘:xl est positif si, étant donnés un
repére positif Z, Z, vy E de 7, X et un repére positif Z, z 11y o ooy z,._i de ©, Y, alors 3,
?,, ceey ?,, ZH, ey %._1 est un repére positif de t,.Z. Cette définition se généralise au
cas oil, au lieu d’un plongement de X dans Z, on a une application transversale sur Y.

Ann. Ee. Norm., (4), III. — Fasc. 4. 55
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Enfin, puisque F est transversale sur T,, il existe, pour chaque
ke{1, ..., g}, un isomorphisme naturel des fibrés de base I,
v(li; S'X[o, 1]) et (F|L)*(v(To; M)) [pour une sous-variété X d’une
variété Y, v(X; Y) désigne le fibré normal & X dans Y]. Puisque M et T,

ont été orientés et que T, est le bord d’une nappe, son fibré normal est

~F(six{1})
F(s'x {0})

—Représentant de g({,)
dans 'nl(M,Tg)

Fig. 5. — Figure dans le cas oi F:S' x[o, 1] > M est un plongement.

canoniquement trivialisé. On en déduit une trivialisation canonique de

v(lx; S'X [0, 1]). Par la construction classique de Thom-Pontrjagin [16],

applicable & I, inclus dans la boule ouverte int(S'X[o, 1] —1,), cette

trivialisation définit un élément, noté a (), du groupe stable II, >~ Z,.
Ainsi & chaque courbe fermée I, dans F~*(T,), nous avons associé

g (k) €my (M), 0 (&) €my (M) et a(ly) €2y,

donc un élément I; € (Z, X 7, (M))™® de la fagon suivante : [y est appli-
cation qui envole tous les éléments de m,(M) sur I’élément neutre de
Z, X 7ny(M), sauf I’élément g(l;) qui est envoyé sur (a(ly), w(l)). Dans
ce groupe, on considére maintenant U'élément I, 4, +4...+ 1 et 3 (F)
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désigne son image par la projection naturelle

(Za< Ty (M) 05 (Zy <y (M) ) a1,

On vérifie trivialement que % est un morphisme de monoides.

Avant de démontrer la proposition qui assure l’existence de I'appli-
cation ¥, nous placons ici un lemme utile relatif & la construction de
Thom-Pontrjagin.

1.2.2. Lemme. — Sott | une courbe stmple dans R™*, 1.3, Soit £ un
champ de i-repéres normaux & l. Notons a €1, (S) =211, la classe d’homo-
topte de Vapplication S**— S construite & partir de £ par la construction
de Thom-Ponirjagin. Soit enfin D un 2-disque plongé dans R'*', bordé
par l. Alors les deux assertions suivantes sont équivalentes :

(1) @ =o;
(2) £ est homotope ¢ un champ £, =E,@ 0, oir w est le champ de vecteurs

renirant dans D et ou £, est un champ de (1 — 1)-repéres qui peut se prolonger
en un champ normal & D.

Preuve. —. Cet énoncé traduit exactement le fait que, pour ¢ 3, le
J-homomorphisme ,(0(t)) = ;4 (S?) est un monomorphisme.

Remarque. — S1 1=3 et st on a a =0 et g—_—z'eﬁ, il se peut trés
bien que £’ ne se prolonge pas a D; dans ce cas, on ne peut éviter de
changer £ en &,.

1.2.3. Prorosition. — Soit le morphisme ¥ : A — (Z,X 7, (M))™®0-1
défini en 1.2.1 pour 3 =i n—3. Alors il existe une unique application

x o wET(Plgt(Sh M) = (Zyx<m, (M) )0 —1,

rendant commutatif le diagramme

At s (Zy < Ty (M) ) {ma(8)—1]

!

7T (Plgt (St, M)) —L5 (Zy><my (M) )[R 00—1]

ots A — '™ (Plgt (S, M)) est la projection canonique qui, & toute iso-
topie FE€A, associe la classe d’homotopie du chemin relatif que définit F
dans (Plgt(S%, M), Plgt(S), M; Si4T,=1)).

Démonstration. — Soient F, F'€A deux isotopies ayant méme classe
dans 7y'"(Plgt(S, M)). Soit H:S'X[o, 1]X[o, 1]—>M une isotopie
de F a F’; H peut étre choisie transversale sur T,. Il suffit donc de
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démontrer que, si H™*(T,) est un cobordisme élémentaire entre F~*(T,)
et F'='(T,), alors 3 (F) =y (F’). Il y a donc trois cas & regarder : on passe
de F*(T,) a F"—*(T,)

(1) par somme connexe de [ et de ly;

(2) par somme connexe de l; et de Iy}

(3) par suppression de l;;
ou l; est une courbe fermée de F~*(T,) et ou [, est la composante de F~*(T,)
homéomorphe a [o, 1]. Pour définir ¥ (F), on a associé a I, des éléments
g(ly) €n (M), w(ly) €ny(M) et a (l;) €Z,.

Cas 1 : g(l;) est nécessairement I’élément neutre de ©,(M); donc les
éléments associés a I, n’ont pas été pris en compte dans y (F); il est alors

clair que ¥ (F) =y (F’).

Cas 2 : Tout chemin joignant l; et I, dans S‘X[o, 1] est envoyé
par F sur un chemin représentant 1’élément trivial de n,(M, T,); on a
donc g(l;) = g(lv) = g(li#£1lr). De plus, un prolongement du plonge-
ment l;#£1l,—~ S'X[o, 1] en wune application [, : D*— S*X]o, 1]
est, par exemple, obtenue en faisant la somme sur le bord de I et
de Iy, le long du chemin joignant I, & I, donné par la projection sur
SiX[o, 1]X{o} de I'anse d’indice 1 du cobordisme élémentaire H~*(T,);
F'(L,7#1) : (D?, %) — (M, T,) est donc homotope & la somme connexe sur
le bord des applications Fly et Fl, le long du chemin de T,, image par H
de 'anse du cobordisme élémentaire. On a done, dans ©,(M, T,) = =, (M),
Pégalité

o (b)) = o (L) + o ().

Enfin, on sait que la construction de Thom-Pontrjagin sur la somme
connexe de deux sous-variétés avec champs de repéres transverses corres-
pond a I’addition, dans le groupe d’homotopie stable, des éléments associés
a chacune des sous-variétés, a condition que ces deux sous-variétés ne
soient pas enlacées; c’est le cas ici, puisque deux cercles ne sont jamais
enlacés dans une boule de dimension supérieure ou égale & quatre. On a donc

a(b7A W) = a(ly) + a(ly)

dans =, >~ Z,.

Cas 3 : Ici I, borde sans S'X[o, 1] la projection sur S'X[o, 1]X{o}
de I'anse d’indice 2 du cobordisme élémentaire H™*(T,) et I'image par F
de ce disque est homotope dans (M, T,) a 'image de I’anse par H, laquelle
est incluse dans T,. C’est dire que w(l;) =o. Par transversalité de H,
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la trivialisation canonique de v(I; S‘X[o, 1]) se prolonge en une trivia-
lisation du fibré normal & H™*(T,) dans S'X[o, 1] X[o, 1]. Donc a (I;) = o.
C. Q. F. D.

Remarque. — Si tous les points critiques de la fonction ordonnée h
sont d’indices appartenant a lintervalle [3, n — 2], ©,;(M) et m,(M) sont
isomorphes a =, (W) et m,(W), & condition que M sépare effectivement
un couple de points critiques d’indices (, ¢ -+ 1).

1.2.3. Norarions. — Si I'on compose 'une des applications naturelles

el o (Plgt (S, M), @,) — 77T (Plgt (S, M))
ou
7y (Plgt (S, M), @,) — % (Plgt (Si, M))

avec l’application ¥, nous obtenons des applications

qo i FEAT(PlgL(S, M), 60) — (Zu><ms (M))m00—1

et
%t T (Plgt (S84 M), 99) = (Zyx<my (M) )IFM—11,

On peut voir facilement que y, est un morphisme de groupes; c’est une
conséquence immédiate du fait que ¥ est un morphisme de monoides.

1.3. LEmME pE puALITE. — En échangeant les roles des plongements o,
et 0,, définis au début du paragraphe 1, on construit de méme une appli-

cation
Xlo . nn;e] Sv(Plgt(S"—’, M), eo) - (Z2><1r2(M))[“‘(M)_”o

- Lemme (Lemme de dualité) (Les notations sont celles de 1.1 et 1.2).
— Il existe une bijection naturelle

A et (Plgt (S5, M), @) — wietSe (Plgt (S, M), 0,)
et un automorphisme B de (Z,X7,(M))™™=" tels que le diagramme
sutvant, défini pour 3 i~ n— 3, soit commutatif

T (Plgt (87, M), 9) —2s (Zy>< 7y (M)F:00—1]

A B
Y

aSe (Plgt (871, MY, 0g) —5 (Zy><y (M) )1m: 001

1.3.1. Démonstration. — Soit une isotopie F :S'X[o, 1]~ M repré-
sentant un élément de =7"'™(Plgt(S), M), ¢,). Par extension des isotopies,
on construit une isotopie ®:MXJ[o, 1]+ M telle que ®(¢,xId)=F.
La classe d’isotopie G : S*?X[o, 1] M, définie par G(z, t) = ®;*(0,(z))
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(xeS™, t€[o, 1], () = P(z, t)) est par définition 'image par A de la
classe de F. La définition est consistante comme conséquence du fait que
Papplication Diff(M) — Plgt(S%, M) qui, a tout difféomorphisme f de M
associe le plongement f9o,, est une fibration; en particulier, elle a la pro-
priété de relévement des carrés. L’application A est bijective, car ’on peut
avec la méme méthode exhiber son inverse.

A partir de maintenant, on choisit FEA, c’est-a-dire F transversale
sur T,. On a défini, dans ces conditions, ¥, ([F]) =7 (F) en associant &
chaque courbe fermée [,CS'X[o, 1] de F~*(T,) des éléments a(l;)€Z,,
o) en, (M), g(l)en,(M). Notons [,CcS"*X[o, 1] la courbe qui corres-
pond & I, dans la bijection naturelle de F~*(T,) sur G™*(S,). On calcule
1, (A([F]) =%,([G]) en calculant les éléments a'(l}), o'(l;), &' (I;) en
fonction des éléments associés a I;. Une facon de relier ces éléments entre
eux est la suivante : on considére le plongement

F : Stx[o, 1]->Mx[o, 1],

défini par F(z,t) = (F(x,1),1) pour (z,t) €S X[o, 1]. Notons Z = M X]o, 1],

X =TF(Sx[o, 1]) et Y=T,X[o, 1]; aussi, L=F() et L,=F(,).

Comme en 1.2.1, on peut associer a la courbe d’intersection L des éléments
gLyen, (Z,Y)~mn (1), o(LYen,(Z,Y) 27, (Z) et a(L)e€Z,,

et aussi des éléments

gLyen(Z,X)xn(Z), o (L)em(Z X)xn(Z) e d(L)e;

les premiers sont obtenus en regardant L comme courbe d’intersection
de la paire ordonnée (X, Y) de sous-variétés de Z, les seconds sont obtenus
en regardant L comme courbe d’intersection de la paire ordonnée (Y, X).
On a clairement

sy =g,  §'(L)=8"(k),

o(L)y=w(k), o(L)=0a'(4),

a(ly=a(k), o (L)=d ).

Il reste donc & calculer g'(L), w’(L) et a'(L) en fonction de g(L), w(L)
et a(L). Il est clair que g'(L)=— g(L). D’autre part, quand on change
Pordre de la paire (X, Y), on change l'orientation de L par le facteur
(—1)i9, On en déduit facilement que o’(L)=(—1)i+! g(L).w(L),
pour I’action naturelle de =, (Z) sur n,(Z).

Regardons de plus prés le calcul de a’(L) en fonction de a(L).

1.3.2. Considérons pour cela la situation suivante : soit (X!, Y i+?)
une paire ordonnée de sous-variétés orientées d’une variété orientée Z™+!,
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se coupant transversalement; on suppose dimX et dimY > 4; soit L
une courbe fermée, composante de XNY. On suppose que L borde un
disque D dans X et un disque D’ dans Y; c’est le cas pour le lemme de
dualité, puisqu’alors L est inclus dans un ouvert euclidien de X (resp.
de Y), de dimension plus grande que 4 (rappelons qu’une courbe n’est
jamais nouée dans R?, ¢ > 4). Les fibrés normaux v(X; Z) | Letv(Y; Z)| L
sont donc des fibrés triviaux et orientés suivant la convention classique;
alors les fibrés v(L; X) et v(L; Y) sont canoniquement trivialisés.
La construction de Thom-Pontrjagin pour la paire (X, L) fournit
un élément a€ll,~ 7, ; la méme construction pour la paire (Y, L)
fournit un élément B€Il,. La réunion des disques D et D’ forme une
sphére anguleuse X, « immergée » dans Z. Puisque dim Z> 5, il existe
un homomorphisme p. : 7,(Z) - Z, défini de la maniére suivante
toute sphére singuliére dans Z est homotope a une sphére immergée,
unique & homotopie réguliere prés [19], et . associe & une spheére
immergée la classe de son fibré normal, élément de m,(0) 2 Z,. On a le
résultat suivant :

1.3.3. Sous-LeMME. — Dans la situation décrite en 1.3.2, on a, dans Z,,

Pégalité o+ 8 = p.([Z]). .

Preuge. — Choisissons une métrique riemannienne sur Z pour laquelle X
A P4 . . >
et Y se coupent orthogonalement. Considérons le champ unitaire u ren-

trant le long de L dans D, orthogonalement a L; et aussi le champ % ren-
trant dans D’.

Soit £(resp. v}) un champ de i-repéres sur Y [resp. de (n — t)-repéres
sur X] réalisant la trivialisation canonique du fibré normal v(Y; Z)
[resp. v(X; Z)] (°). Puisque X et Y sont de codimension supérieure a 3,

on peut toujours supposer que £|L contient le champ u et que n|L

contient le champ ¢ comme premiére composante. Notons £’ le champ
de (v — 1)-repéres et v’ le champ de (n — i — 1)-repéres formés des
derniéres composantes respectivement de & et de 7. S1 « = o, £ sera choisi
de telle sorte que &’ | L, considéré comme champ de repéres dans v(L; X),
se prolonge en un champ normal & D dans X (lemme 1.2.2). Si § = o,
on choisira v avec la méme propriété. Notons v'(Y; Z) le fibré engendre
par &’ et v/ (X; Z) le fibré engendré par v’. Considérons alors sur Z= DuD’

(®) En fait, ces trivialisations canoniques ne sont définies qu’au-dessus de D et D’
respectivement. Pour alléger les notations, nous supposons qu’elles sont définies partout,
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les fibrés E, et E, définis comme suit :

E,|D =v (D, X), E,|D'=v(Y;Z)|D,
E,|]D=¢(X;Z)|D, E,|D'=v(D;Y).

Ces définitions sont évidemment consistantes. Soit E = E,@ E,. Notons £
et £ des arrondis de X et de E; on a v(£; Z) = Ee!, ou ¢! est le fibré

trivial de dimension 1 sur X; les premiéres composantes des champs £
et v coincident aprés arrondissement de ’aréte L et définissent ce fibré

trivial de ‘dimension 1 normal a £. Par définition, 1([X]) est la classe
de E@ e, et donc aussi la classe de E. On a alors p([X]) = [E.] + [E.].

Mais, d’aprés le lemme 1.2.2, « = o (resp. p = o) si et seulement si E,
(resp. E,) est un fibré trivial. On a donc, dans Z,, ¢ ([X]) =« + (.

| C. Q. F.D.
1.3.4. Fin de la démo‘ﬁstration du lemme 1.3. — On a alors
@ (L) +a (L) =p(o(L)) = p (o' (L)).
On a donc également
d' (&) + a(lh) = p (0 (&))-

Il est maintenant clair que le diagramme de ’énoncé est commutatif si
on prend l'automorphisme B de (Z,Xm,(M))™™~" défini comme suit :
si (a, W, g) € (Zy X,y (M))™™="" on pose

B(a, 0, 8) =(a+p(w), (—1)i-i+g o, —g)

et on prolonge linéairement.
' ' C. Q. F. D.

1.4. OBSTRUCTION A L’UNICITE DES ELIMINATIONS. — Nous pouvons
énoncer maintenant le théoréme qui donne I’obstruction au probléme de
relier deux chemins élémentaires d’élimination; il donne le calcul
de m,(o, ¢*), puisque comme nous ’avons vu en 1.1,

71 (0, ot) = wel T (Plgt (St, M), ¢,).

TrtoriME (Les notations sont celles de 1.1). — Si 3 L1 Zn—3
et n> 7, Papplication

Ao welTo (Plgt (St M), Qo) — (Zy <y (M))[ma0—1]

définie en 1.2, est une bijection.
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Démonstration. — D’apres le lemme de dualité 1.3, il suffit de démontrer
le théoréme pour iég- Mais, pour la suite ol nous aurons besoin de

modéles explicites, nous allons démontrer le lemme suivant, dont il découle
que o est une surjection.

1.4.1. Lemme. — St 3 L0 n — 4,
Xt T (Plgt (S M), 9g) = (Zpx 7, (M) ™01
est un éptmorphisme de groupes.

Démonstration du lemme 1.4.1. — Puisque y, est un morphisme de
groupes (1.2.3), il suffit de prouver que Iimage de y, contient les élé-
ments de la forme (a, ®, g). On commence par choisir une métrique rieman-
nienne 3 sur M telle que S, et T, se coupent orthogonalement. Etant
donnés a€Z,, wen,(M), g€n,(M), nous allons construire dans M une
sous-variété I' satisfaisant aux conditions suivantes :

(@) I existe un plongement F:S'XS'—>M dimage I, tel que
F|S'x{o}= ¢;

(b) T coupe T, transversalement suivant deux courbes fermées I, et I,
ou l, représente le générateur de w,(I'), et ou I est homotope & zéro sur T,
avec (a, », g) pour invariants associés [[, joue ici le rdle joué par la compo-

sante non fermée de F~*(T,) dans la définition des invariants].

Les sous-variétés I' satisfaisant & ces conditions ne sont évidemment
pas uniques. Celle que nous allons exhiber jouera un réle particulier dans
la suite en raison de certaines propriétés supplémentaires qu’elle posséde.
Nous l'appellerons I'(a, w, g); sa construction passe par la construction
d’une sous-variété de M, difféomorphe & S*!; qui ne fait intervenir que
les invariants (@, ©); nous la noterons $(a, ).

1.4.2. Construction de S (a, w). — L’élément w €n,(M) peut étre repré-
senté par une sphére I anguleuse plongée dans M. Ecrivons X comme
réunion sur leurs bords de deux disques D et D’. Soit N un voisinage
tubulaire de S, dans M; il est trivial car S, est le bord d’une anse. Puisque T,
et S, sont de codimension plus grande que 3, on peut imposer & D et D’
les conditions suivantes :

(a) D’ est inclus dans la (n — ¢ — 1)-sphére INNT,;

(b) DNintN = @;

(¢) intDNT,=G;

(d) DNoON =1=0D = 0D’ et D est orthogonal 4 9N le long de la courbe I.
Ann. Ee. Norm., (4), I1I. — Fasc. 4. 56
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Maintenant, comme N est un tube trivial, il existe un plongement
K:SixSt— 0N dont 'intersection avec T, est exactement la courbe [;
pour tout t€S', K(SX{t}) est isotope a S,. Ce plongement K repré-
sente un lacet homotope a zéro dans Plgt (S, M). Ona K(S'xS*)nZ=1.

Choisissons un champ % de vecteurs normaux a D, qui, le long de I,
soit normal & T, et tangent & K (S'X S*). Sil’on choisit la métrique rieman-
nienne telle que K(SX S*) soit totalement géodésique, ce champ permet
de translater D jusqu’a D tel que DT, = &, DNS,= G etint DnoN = @.
Nous notons [ = oD. Considérons aussi le champ de i-repéres normaux
sur T, réalisant la trivialisation canonique du fibré v(T,; M). En trans-
latant le long de % sa restriction a [, on obtient un champ £, tangent &
K(Six 8"), défini sur la couronne C (C 2 S'X[o, 1]) limitée par I et I,
dont les génératrices sont tangentes a . Soit enfin £, un champ de repéres
du fibré normal v(7; K(S'xS!)), se déduisant de £|7 par Paction d’une
application S*'— O (7), dont la classe d’homotopie dans =, (O (1)) >~ 7, (0) > 2,
est ’élément a. Par transport parallele, on définit £, sur toute la cou-
ronne. Nous écrirons symboliquement £,=a.£.

Nous allons modifier la sous-variété K(S?X S?!) en faisant une chirurgie
sur | avec le disque D, le champ £, trivialisant v(I; K(S'xS!)). Alors
Pobstruction a faire la « chirurgie plongée » avec ces données est I’obstruc-
tion & prolonger £, en un champ normal a D[11], [4]. Une telle obstruction
habite dans =, (V;(R*?)), ot V;(R"™?) désigne la variété de Stiefel des
i-repéres de R™. Or ce groupe est nul dés que i = n — 4. La modifi-
cation sphérique se fait dans un voisinage de D, voisinage que 1’on choisit
suffisamment petit pour ne rencontrer ni S, ni T,. Le résultat en est une
(v 4 1)-sphére $(a, w), plongée dans M, intersectant T, suivant la
courbe [ (7).

En 1.2.1, nous avons associé a une telle courbe d’intersection des
éléments w(l)en,(M, T,) =2 n,(M) et a(l)€2Z,. Or | borde dans S(a, )
un 2-disque A, homotope rel le bord, 2 CUD; il est alors clair que ® = w(l).
Les champs £|1l et &l trivialisent v(l; §(a, »)). Or £/l posséde la
propriété d’étre homotope a &'P u, o1 £’ se prolonge en un champ normal
a A dans S(a, ©). Pour que &|l posséde la méme propriété, il faut et il
suffit que @ = o. En tenant compte du lemme 1.2.2, a(l) = o si et seule-
ment si @ = o. Done, dans Z,, a = a(l). Ainsi $(a, ) est bien nommée.

(") Rappelons que le résultat d’une chirurgie effectuée sur { o} X S! dans S x S' est Si+!,
quelle que soit la trivialisation choisie du fibré normal 4 {o} xSt dans S/xS!; en effet,
on passe d’une trivialisation a lautre par un difféomorphisme global de SixS!,
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1.4.3. Construction de I'(a, w, g). — Reprenons maintenant un plonge-
ment K’: §'x S*— M représentant un petit lacet de I’espace Plgt(Si, M),
vérifiant cette fois la condition K'|S'X{o} = ¢,. On peut supposer que
Pimage de K’ est disjointe de S(a, ). Choisissons un chemin a plongé
dans M avec origine dans l,= K'(S°xXS')nT, et extrémité dans
l=%5(a, o)NT,, ne rencontrant ces deux sous-variétés qu’'en ses extré-
mités, et représentant 1’élément g€ =, (M, T,) = n,(M). Faisons la somme
connexe des deux sous-variétés le long du chemin, obtenu a partir de «
par une isotopie le disjoignant de T,. Nous obtenons ainsi une sous-
variété I'(a, , g) satisfaisant aux deux conditions énoncées au début de
cette démonstration. Ceci achéve la démonstration du lemme 1.4.1, et
donc de la premiére partie du théoréme 1.4, & savoir la surjectivité de y,.

De ce premier résultat nous retiendrons deux choses : la premiére est
que, pour 3Lt <Zn—3, 77"(Plgt(S, M), ¢,) n’est pas nul (ainsi
donc que =,(g, a'), ou o et o' sont les strates de l’espace fonctionnel
définies au début du paragraphe). En fait, nous verrons au paragraphe 2
que c’est encore vrai pour ¢ = 1, 2. Pour ¢ = 2, si on voulait en avoir une
expression algébrique, il faudrait au moins faire intervenir les coefficients
d’enlacement des courbes d’intersection l,. La seconde chose que nous
retiendrons est la construction des sous-variétés I'(a, w, g) et en par-
ticulier de la (¢ + 1)-sphére $(a, ») plongée dans M.

1.4.4. Démonstration de la seconde partie du théoréme 1.4 : injectivité
de yo. — Soit une isotopie F : §:X[o, 1] - M, F€A, c’est-a-dire transver-
sale sur T,, et telle que ¥ (F) = o. Il s’agit de montrer que F représente
Pélément trivial de ="™(Plgt(S), M)). Puisque % est un morphisme de
monoides (1.2.1), I'injectivité de

go: T (PlgL(SE, M), go) — (Za><7ry (M))m 001

en découlera immédiatement. D’aprés le lemme de dualité (lemme 1.3),
on peut se limiter au cas ol ¢ =~ nf2. Dans ce qui suit, nous supposons
que n>> 7. Certaines étapes de la démonstration n’exigent pas cette
hypothése; nous soulignerons, au passage, I’endroit ou elle est nécessaire
pour cette démonstration. Avec i = n/2 et n 2> 7, on est dans le domaine
métastable (3(¢ 4 1) < 2 n) et F est un plongement sauf sur une certaine
scus-variété U de S'X[o, 1], dont la dimension satisfait a 1’égalité
dimU=12( 4 1) — n (si dimU < o, c’est que U est vide) [7]. On voit
que, pour avoir dimU = 2, il faut que ¢t =n — i, ce qui implique
dim(S*X[o, 1]) = ¢ + 12> 5; alors, il n’y a jamais d’enlacement des
courbes F~*(T,) avec U dans $'X[o, 1]. On pourra donc raisonner dans la
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suite comme si F était un plongement et on conviendra d’identifier §°X[o, 1]
a son image par F.

La premiére opération que ’on peut faire, méme s1 7 (F) £ o, consiste
a se ramener a la situation suivante : soient I, l,, ..., [, les courbes fermées
contenues dans Dintersection de S‘X[o, 1] avec T,; les éléments

\

g(li) €r, (M), associés a ces courbes (1.2.1) sont tels que

(1) pour tout k€1, ..., ql, g(ls) £1;
(2) si k=K, g(l) 7 g(l).

Supposons qu’il y ait deux courbes fermées I, et l;. telles que g(l;) = g(l);
on choisit un chemin « joignant I, & I, dans S'X[o, 1] et un chemin §
joignant [, a I, dans T,, de sorte que a U soit une courbe simple dans M.
Puisque g(l;) = g(li), cette courbe est homotope & zéro dans M. Dans
des conditions de dimension, méme moins restrictives que les nédtres, il
est possible de plonger un modéle de Whitney, a travers lequel on pourra
isotoper S‘X[o, 1] pour réaliser la somme connexe des deux courbes
d’intersection (®) [14; p. 80-84]. Si g(l;) = 1, on pourra de méme réaliser
par isotopie la somme connexe de [, et de la courbe d’intersection non
fermée I,; ce dernier point est dii & J. Wagoner et est fondamental dans
la démonstration du théoréme d’unicité des éliminations dans le cas
simplement connexe [1; chap. I, § 5, prop. 3]. '

Supposons maintenant, qu’ayant fait cette premiére opération, il reste
une courbe [ avec g(l) £ 1; elle est la seule & avoir cet invariant dans =, (M);
st donc ¥ ([F]) = o, on a nécessairement a(l) = o dans Z, et w(l) =o
dans m,(M). On peut alors construire une sphére anguleuse X, « plongée »
dans M : X est la réunion de deux disques plongés D et D', avec
DcSixJo, 1], D'CT, et oD = 0D’ = [ (une courbe simple dans R* est
toujours le bord d’un disque; il en est de méme dans S* X[o, 1] ou dans S*).
Puisque w(l) = o, la sphére X borde une 3-boule B dans M.

St T, est de codimension strictement plus grande que 3, par position
générale, I'intérieur de B n’intersecte pas T,. Si T, est de codimension 3,
on peut choisir une boule B vérifiant intBNT,= &, parce que
(M — T,) - n,(M) est injectif (propos. A.1 de I’appendice A).

Si 8°X[o, 1] est de codimension 3 (i.e. n =17, 1= 3 ou n= 8, i = 4),
en position générale intBN S'X[o, 1] est formé de points, que I'on peut
placer dans un nombre fini de boules disjointes. Par un procédé classique
(piping) on peut les éliminer par le bord de SX[o, 1]. Dans tous les cas

(®) Cela signifie que la nouvelle intersection Six[o, 1]1nT, se déduit de I’intersection
injtiale par somme connexe de I et de .
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on peut trouver B, boule anguleuse plongée, bordée par X et vérifiant
mtBN (S'x[o, 1]UT,) = @.

Soit £ le champ de i-repéres normaux a T, dans M, réalisant la trivia-
lisation canonique de v(T,; M). Puisque a(l) = o, d’aprés le lemme 1.2.2,
on peut supposer que, le long de [/, sa premiére composante est le champ
de vecteurs rentrant dans D et que &' se prolonge en un champ normal
a D dans S‘X[o, 1], ou & est le champ de (¢ — 1)-repéres formé des
derniéres composantes de &. En notant encore £’ un tel prolongement,
£’ est défini sur la sphére anguleuse X; il est normal & D et & D’; nous
dirons, par abus de langage, qu’il est normal a X. Bien que la boule B ait
une aréte sur son bord, et si £’ est orthogonal au champ de vecteurs défini
sur X — [ et rentrant dans B, cela a un sens de chercher a plonger £’ 4 B,
en un champ normal & B. L’obstruction a faire un tel prolongement habite
dans

Ty (Viet (R*?)) =7, (0 (n —3) /O (n — i — 2)).
Or 7,(0(j)) = o pour tout j; alors ce groupe est nul, sauf pour n — 1 = 4,
ce qui, dans nos hypothéses de dimension arrive pour i = 3, n =17 ou
i =14, n=_38. Notons O l'obstruction que nous rencontrons et consi-
dérons la suite exacte

0—>ﬂ2(0(/z;3)/0(11—z'—2))—6>7T1(O(n—i—2))—>7r1(0(n—3))—>0.

3(0) est la classe du (n — ¢ — 2)-fibré de base X orthogonal au champ &’
dans le fibré trivial v(B; M) |Z, [4], [8; p. 461]. Pour montrer que O est
nul, nous allons montrer que ce fibré est trivial, c’est-a-dire en construire
une trivialisation 7’.

Soit v la trivialisation canonique de v(5‘X[o, 1]; M). D’aprés le sous-
lemme 1.3.3 et le lemme 1.2.2, = f;}@n’, ou (;)[l est le champ
rentrant dans D’ et ou v’ |l se prolonge en un champ de repére normal
a D’ dans T,. Finalement, v’ est défini sur X; il est orthogonal & X et au
champ £’; c’est bien la trivialisation cherchée. Donc 1’obstruction & pro-
longer £’ est nulle, & condition de prendre une boule B dont le champ
rentrant le long de D soit la premiére composante de 7 et dont le champ
rentrant le long de D’ soit la premiére composante de £. Mais il est tout
a fait clair que I’on peut choisir arbitrairement le « jet » de B le long de Z.

On peut donc maintenant construire un plongement

¢$: BxR-IxR25>M
tel que :

(@) $|Bx{o }x{o} soit le plongement donné de B dans M;

(6) $(DXR™"x{o})c S X[o, 1];

(¢) $(D'x{o}xR**)CT,.
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(Cest le plongement du modele d’élimination, généralisant le procédé de
Whitney pour les intersections ponctuelles. Il est donné en détail par
R. Wells dans [21]. Ceci achéve la démonstration du théoréme 1.4.

C. Q. F. D.
1.5. CoroLLAIRE. — St n>>7 et 3 =i n — 4, Vapplication naturelle
m, (Plgt (8¢, M), ¢y) — 7T (Plgt (8¢, M), ¢,)
est une surjection. 4

Preuye. — Nous avons vu (lemme 1.4.1) que, si 3 =i = n — 4,

%ot T (Plgt (S84, M), 90) = (Zyxm, (M) ) ™M—1

est un épimorphisme. Le corollaire est donc une conséquence immédiate
du théoréme 1.4. Il faut remarquer le role du lemme de dualité. Si ce
lemme nous manquait, tout en ayant la surjectivité de y dans le domaine
3 i< n— 3, nous n’aurions, pour n>> 7, la surjectivité

7y (Plgt (S, M), @) — i T (Plgt (S, M), ¢,)

que dans le domaine 3 =~ i = n/2.

Nous verrons que cette fleche est encore une surjection pour o =1 = 2,
sans calculer ’obstruction. En revanche, nous ne saurons rien d’analogue
pour le domaine n — 4 =1 = n.

2, Probléme de l'unicité des éliminations (suife) :
lemme fondamental.

Les résultats importants de ce paragraphe sont les propositions 2.3.2
et 2.5. La situation est celle décrite au début du paragraphe 1 et nous
conservons les mémes notations. Cependant la proposition 2.1 et le corol-
laire 2.2 sont valables dans des conditions plus générales : T, peut &tre
une variété simplement connexe quelconque, et la sphére S, peut avoir
son fibré normal non trivial (voir propos. A.1).

Nous commengons par étendre le corollaire 1.5 aux cas ou i1=2;
le domaine de dimensions dans lequel est valable la méthode que nous
utilisons se recoupe en fait avec celui du paragraphe 1.

2.1. Prorosition. — Soit F: S X[o, 1] >M" une isotopie vérifiant :
(1) F[S'X{o}=¢;

(2) F(S8'x{1}) coupe T, transversalement et en un seul point.
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Alors, st 2t + 2 < n, il existe une isotopie G : S'X[o, 1] — M qut vérifie :
(1) G[S'%X{0, 1] =F[8 X{o, 1};

(2) pour tout t€fo, 1], G(S'X {t}) coupe T, transversalement et en un
seul point.

Démonstration. — On ne perd pas de généralité en supposant que F
est transversale sur T,. Soit [, la composante non fermée de F~*(T,) :
I, est un segment joignant les deux composantes du bord de S°X]o, 1],
et les rencontrant transversalement. Soit U un voisinage tubulaire ouvert
de [, dans S'X[o, 1], suffisamment petit pour ne pas rencontrer F~*(T,) — I, ;
S'x[o, 1] — U est homéomorphe a D' donc F|S‘X[o, 1] — U définit
un élément *(F)€mn;, (M, M — T,). D’aprés la proposition A.1 de
Iappendice A, la fleche bord =, (M, M — T,) > n;(M — T,) est nulle;
F|o(S'X[o, 1] — U) se prolonge donc en une application

g: Sixfo,1]—U->M—T,.

On peut évidemment choisir g différentiable, et ayant méme germe que F
le long de 0(S? X[o, 1] — U). Ceci permet de recoller F | U et g pour donner
une application G: S8 X[o, 1] > M transversale sur T, telle que :

(1) G|S'X {o, 1}=F|S X{o, 1},

(2) (}—1 (To) = l().

Si 2t + 2 < n, en position générale, G est un plongement ; si 21 + 2= n,
G a, en position générale, des points doubles isolés de telle sorte que pour

tout t€Jo, 1], S*X {t}| contienne au plus un de ces points. Dans tous les
cas, on a donc construit 'isotopie cherchée.

C. Q. F. D.

Une forme équivalente de la proposition 2.1 est le :

2.2. Cororraire. — L’application naturelle
7y (Plgt (87, M), o) — mi#!™ (Plgt (S, M), ¢o)
est surjective st 2 1+ 2= n.

Rappelons qu’au paragraphe 1 on a montré la surjectivité de cette
application pour 3 =i n — 4 et n>x7 (corollaire 1.5).

2.3.1. Quelques notations nouvelles. — Rappelons que M” est une variété
intermédiaire dans un cobordisme W muni d’une fonction excellente h.
Soit (Q, M, L) un cobordisme élémentaire d’indice ¢ 41 inclus dans W
et au-dessus de M; A|Q a un seul point critique c¢. Pour une certaine
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métrique riemannienne 3, S, est bord d’une nappe de gradient D, descen-
dant de ¢. Si z€M — S, la ligne de gradient issue de z évite le point
critique et aboutit & un point y(z)€L; ceci définit un plongement
v:M —S,— L. Le fibré normal de S, étant trivial, on peut choisir un
nouveau point-base ¢, dans Plgt(S, M), voisin de ¢,, mais d’image S,
disjointe de S,. Alors v induit une application

v,: m (Plgt (S, M—8,), ¢,) -, (Plgt (8, L), Y90)-

On aura aussi besoin de Papplication naturelle

o m (Plgt (S84, M —S,), 94) — mietT (Plgt (S, M), ¢f).

2.3.2. Prorosition. — Avec les notations précédentes, st 0 <1 =n — 4
et n>> 7, la restriction de o au noyau de Y, est une surjection sur

=% (Plgt (S, M), ¢,).

I. Démonstration pour 2 14 3 = n (en particulier pour n>>7 et 1 = 2).
— La démonstration est un raffinement de celle de la proposition 2.1.
Soit F:8'X[o, 1] - M une isotopie transversale sur T, représentant
un élément de =™ (Plgt(S4y M), ¢,). Puisque 2t42=n, on peut
supposer que I'image de F est contenue dans M — S,. Comme dans la
démonstration de 2.1, introduisons un petit voisinage U de [,, compo-
sante non fermée de F~*(T,). Nous avions construit une application
g:5X[o, 1] — U > M — T,; en plus des conditions déja vérifiées par g,
on peut, d’aprés la proposition A.3 de 'appendice A, imposer que g
vérifie aussi les conditions suivantes :

(1) Pimage de g est disjointe de S,;

(2) yg et YF| (8 X[o, 1] — U) sont deux applications homotopes de
S'X[o, 1] — U dans L, relativement & 9(S* X[o, 1] — U).

A Paide de cette application g, on a construit G: S‘X[o, 1] > M — S,,
qui, en position générale, est une isotopie. En écrivant S' comme le double
de l'intervalle, S*= D, UD!, on définit une isotopie Q:S'XS*—> M en
posant Q| SiXD;=TF et Q|5 XD!= G; Q représente un élément de
n, (Plgt (8% M — S,), ¢,) dont I'image par « dans =™ (Plgt(S%, M), ¢,) est
représentée par F. Il reste a voir que Q représente en fait un élément du
noyau de y,. Or, & cause des nouvelles conditions imposées a g, YQ se
prolonge en une application W: S'XD?— L” Il résulte du théoréme
de transversalité que, si 2i 4+ 3=_n, en position générale, ¥ est une
famille & deux paramétres de plongements de S' dans L”, prolongeant la
famille & un paramétre yQ (voir [6]).
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I1. Démonstration pour 3 =i~ n — 4 — Rappelons que, dans ces
conditions de dimension, nous avons, d’aprés le théoréme 1.4, un iso-

morphisme
wo: T (Plgt (S, M), ©})) — (2 < 1y (M) )[R M0—{01,

I suffit donc de relever les éléments de n7"'™(Plgt (S, M), ¢,) dont I'image
par y, est un générateur (a, ©, g) de (Z, X7, (M))™™=" Y a, w, g) est
représenté par un plongement de S‘xXS* dans M (et méme dans M — §,)
dont l'image I'(a, ©, g) a été construite en 1.4.2 et 1.4.3. Pour
prouver 2.3.2, il suffit de montrer que la sous-variété y(I'(a, v, g)) de L
borde une sous-variété difféomorphe a S'XD? A cet effet rappelons les
étapes de la construction de I'(a, w, g). On part d’un plongement
K:S'x8'— M d’image dans 0N, o N est un voisinage tubulaire de la
sphére S,; dans L, v(K(8°xS")) borde une sous-variété & difféomorphe
a D#*xS*. Par chirurgie plongée sur le générateur de m,(K(S'XS*))
avec une anse D d’indice 2, on a construit une (i + 1)-sphére S(a, ®) (1.4.2);
or D a pu étre choisi disjoint de intN; donc y(D) ne rencontre & que le
long de son bord; on en déduit que y(%5(a, »)) borde dans L la sous-

variété B obtenue par chirurgie sur le bord de & avec I'anse y(D); B est
donc difféomorphe & D*** (°). Soit K': S*XS*-~M un plongement, dont
I'image dans N y borde une sous-variété A difféomorphe a S'XD? et
“ disjointe de S(a, ®). On observe que () et B sont deux sous-variétés
disjointes de L. Enfin I'(a, ®, g) est somme connexe dans M de $5(a, )
et de oA le long d’un chemin plongé que I'on peut choisir avec les deux
propriétés suivantes :

(1) il ne rencontre pas l'intérieur de A;
(2) son image par y ne rencontre pas I'intérieur de 8.

Alors y(I'(a, , g)) borde dans L une sous-variété qui est somme connexe
sur le bord des sous-variétés Y(A) et 8 et qui, par conséquent, est difféo-
morphe & S‘x D2 '

C. Q. D. F.

2.4.1. Notations et conyentions. — Nous introduisons a ce point 'espace
Plgt [(D*!, 89, (Q, M)] des plongements de D' dans le cobordisme élé-
mentaire Q, dont la restriction au bord est un plongement de S dans M.
On choisit dans cet espace un élément {, dont I'image est la nappe de

(*) Onrappelle que le résultat d’une chirurgie « sortante » effectuée sur le bord de D+t x St
pour tuer le générateur du groupe fondamental ne dépend pas de la trivialisation choisie
pour le fibré normal a { % } xS!. En effet, on passe d’une trivialisation & P’autre par un
automorphisme global de D+ x St

Ann. Ec, Norm., (4), I1I, — Fasc. 4. 57
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gradient D, descendant du point critique c¢; & partir de maintenant o,
sera la restriction ¢, | S

Par translation le long d’un champ normal & D,, on construit un chemin ©
dans Plgt [(D™!, §9), (Q, M)], d’origine ¢, et d’extrémité ¢,; l'image
de {, est notée D) et ¢, la restriction ¢, | S’ Il est facile de choisir cette
translation de telle sorte que toutes les fonctions induites de h sur D***
par les plongements appartenant & t soient des fonctions du méme type
que la fonction « carré de la distance au centre du disque », c’est-a-dire
qu’elles s’en déduisent par un automorphisme de R; en particulier, elles
ont toutes mémes surfaces de niveau (les sphéres concentriques) et le
centre o du disque est leur seul point critique, qui est d’ailleurs un maximum
non dégénéré. On note m = ¢, (o). Enfin, on peut supposer que sur un
certain collier de oD, ¢ est le paramétrage naturel, prolongeant o,
d’un cylindre de gradient dont la base est ¢;(S) et dont la face supé-
rieure est dans une variété de niveau de la fonction h au-dessus du point
critique ¢ (fig. 6).

Fig. 6

2.4.2. Lemme. — Soit {9, |t€S'} un lacet d’origine ¢, dans Uespace
Plgt(S', M — S,) tel que le lacet {v9, |t€S'} soit contractible dans
Plgt(S4, L). Il ewxiste alors un lacet {, |t€S*} d’origine V, dans Uespace
Plgt[(D**, §%), (Q, M)] et un voisinage © de Uorigine de D™* qui vérifient,
pour tout t€ S,

(1) 4 [S' =95

(2) 9, [0=1,]0;

(3) la restriction de b a D, = {, (D***) admet m comme seul point critique
(mazimum non dégénéré).
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Démonstration. — Soit C: LX([o, 2], { 2}) = (Q, L) un « collier » défini
par les lignes de gradient. Notons L;= C(LXx{j}) pour j=o, 1. Soit
S'X[—1, +1] un voisinage collier de dD** dans D', ou S'X{—1}
est identifié a oD*'. On définit ¢, successivement sur S'X[— 1, o],
Six[o, 1] et D**— S'Xx[—1, +1[ de fagon que

‘M(Six { —1,0, 1 })C{M, Ly, Ll}-

(1) Sur S'X[—1, o], ¢, est le paramétrage naturel, prolongeant 9,, du
cylindre de gradient de base g, (S%). '

(2) Soit Q,: S X[o, 1] =~ LX[o, 1] une famille & un paramétre d’iso-
topies de Yo, jusqu’a y¢,. On pose ¢, | S*X[o, 1] = CQ..

(3) Enfin ¢ | (D — 8 x[— 1, 1) = 4| (D — § X[— 1, +1[).

Le lacet {{, [t€S*} a évidemment les propriétés voulues.

C. Q. F. D.

De la proposition 2.3.2 et du lemme 2.4.2, on déduit la

2.5. Prorosition (lemme fondamental). — Soit A € =™ (Plgt (S%, M™), 9,).
StoZin — 4 et n>> 7, il existe alors, dans Uespace Plgt [(D™*, §), (Q, M)],
un lacet {{, |t€S'} d’origine §, et un voisinage © de Uorigine de D™
qut vérifient les conditions suivantes :

(1) le lacet {V, |S%; t€S*} représente ) dans =™ (Plgt(Si, M), 9,);

(2) pour tout t€S', ¥,| O =, |O; en particulier ¥, (o) = m;

(3) la restriction de la fonction h & D, = {, (D*') admet m comme seul
point critique et c’est un mazimum non dégénéré.

Suivant une suggestion de J. Cerf, nous allons donner un énoncé équi-
valent & celui de la proposition 2.5. Pour cela, introduisons 'espace &K,
constitué par les plongements ¢’ : (D!, S') —(Q, M), tels que :

(1) le germe de ¢’ au voisinage du centre de D™ coincide avec le
germe de {;

(i) Ay’ n’admet qu’'un seul point critique et c’est un maximum non
dégénéré.

Nous noterons K, le sous-espace de JK constitué par les plongements
tels qu’en outre ¢’ (0D***!) coupe T, transversalement et en un seul point.

2.5 bis. ProrosiTioNn. — Dans les conditions de dimension de 2.5,
Uinclusion naturelle I, K induit une injection m,(HK,) = 4(K).
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Démonstration de 2.5=>2.5 bis (nous laissons la réciproque au soin
du lecteur).

Soient ' €K, et {{,; t€[o, 1]} un chemin joignant ¢, a ¢’ dans XK.
D’aprés la proposition 2.5, il existe, dans &K un lacet {{,; t€[— 1, 0]},
d’origine ), tel que le chemin {{, [oD*'; t€[—1, + 1]} représente
Iélément trivial de =™ (Plgt(S), M), ¢;). Autrement dit, le chemin
{§,; t€[— 1, 4 1]} représente I’élément trivial de =, (I, Iy, 4)).

C. Q. F. D.

Remarque complémentaire. — L’intérét de I'énoncé 2.5 bis est qu'il y
a un critére simple pour que ¢’ et ¢, appartiennent a4 la méme compo-
sante de K. Il suffit par exemple que ¢’ et ¢, coincident jusqu’en-dessous
de c[i. e., il existe e > o, tel que, pour tout z vérifiant k' (z) > h (c) — ¢,
on ait ¢ (a) — ¥, (@]

Dans la suite, nous n’aurons a nous référer qu’a la proposition 2.5
(ou 2.5 bis). Le calcul d’obstruction, fait au paragraphe 1, n’a servi qu’a
trouver des modéles permettant la démonstration de ces deux derniéres
propositions. Peut-étre y a-t-il une attaque plus directe !

3. Probléme de l'unicité des éliminations (fin) :
Lemme de translation des indices.

Le paragraphe est entiérement consacré a la démonstration du théo-
réme suivant :

3.1. TutoreME (lemme de translation des indices). — Soit L" une variété
compacte orientable de dimension n. Soit une fonction C* sans point critique

Joo L ([o,1], (o}, {1]) = ([0, 1], {0, {1]).

Soit f, une fonction sans point critique obtenue & partir de f, en faisant
naitre une paire de poinis critiques d’indices t, v + 1, puts en les éliminant.
Alors, pour n>>7 et i1 =_n — 4, fi peut étre obtenue & partir de f, en faisant
naitre une paire de poinis critiques d’indices 1+ 1, 1+ 2, puis en les
éliminant.

Cette proposition traduit la possibilité de passer du graphique I au
graphique II (fig. 7).

Bien que plus faible que le lemme d’unicité des morts, démontré par
J. Cerf dans le cas simplement connexe et énoncé dans notre introduc-
tion (0.5.1), ce résultat nous permettra cependant de démontrer dans
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les paragraphes suivants la connexité de F;(W), ot W est un A-cobordisme
de dimension supérieure & 8 et ou 3=—i——n— 3 [I'espace F;(W) a été
défini en (0.1)].

Fig 1.

Démonstration. — On peut supposer [1; chap. III, § 2] que f, et f, sont
les extrémités de deux chemins élémentaires d’élimination ¢, et &,, issus
d’une fonction k ayant deux points critiques ¢ et ¢/, d’indices respectifs
t+1 et ¢ (h(c) > h(c)). Soit M une variété intermédiaire pour la fonc-
tion h. On note Iy 'espace des couples (D, A) de nappes en bonne posi-
tion, a bord dans M; c’est-a-dire que D est une nappe descendant de ¢
jusqu’a M, que A est une nappe montant de ¢’ jusqu’a M, toutes les deux
adaptées a h et telles que dA coupe 0D transversalement et en un seul
point.

On sait [1; Ibid.] qu’il existe un modéle standard d’élimination; on y
choisit une wvariété intermédiaire standard. On note P, espace des
plongements du modéle dans le cobordisme, adaptés a h et envoyant dans M
la variété de niveau choisie dans le modeéle; il existe une application
continue

T Pu—> 8L,

ou &l désigne l'espace des chemins élémentaires d’élimination; cette
application induit une surjection de m,(P,) sur w,(&l); done, quitte a
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faire une homotopie sur g, et sur ¢, on peut supposer qu’il existe g,
¢ €Py tels que

go="T(q,) et e =m(q).

Enfin par restriction d’un élément de Py au couple standard des nappes
du modéle, on définit une fibration localement triviale

Pu— 9y

Désignons par (D,, A,) et (Di, A,) les couples de nappes associés aux
plongements ¢, et ¢,. On peut, par une homotopie, modifier g, (et aussi ¢,)
de telle sorte que A,= A,. Dans la suite, nous noterons S, =0D,, S, =D,
et T, la sphére transverse, bord de A,.

3.2. — Nous allons considérer des chemins de fonctions { g,|t€Jo, 1]},
d’origine h, et ayant méme restriction que h au cobordisme inférieur
k*([o, A(M)]). Soit {¢|t€[o,1]} un chemin dans LxXJ[o,1] tel que,
pour tout t€[o, 1], ¢, soit le point critique le plus bas au-dessus de M
de la fonction g, et qu’il soit d’indice ¢ 1; cela revient a dire que le
chemin {g,|t€[o,1]} a un graphique du type suivant (fig. 8) :

Fig. 8.

Soit maintenant un chemin {{,|¢t€[o, 1]} dans Plgt [(D**, Si), (Q, M)],
ou Q est le cobordisme supérieur h~'([h (M), 1]); notons D,= ¢, (D).

3.2.1. DériniTioN. — Nous dirons, dans cette situation, que le chemin
{D.|t€[o,1]} est un chemin de nappes descendantes pour le chemin
{g:|t€[o, 1]}, si, pour tout tE€[o, 1], D, est une nappe descendante du
point ¢, pour la fonction g,.

3.2.2. Remarque. — Un chemin de disques, qui n’est pas un lacet,
peut étre un chemin de nappes descendantes pour un lacet de fonctions.
Par exemple, il existe un chemin de disques {A,[t€]o, 1]}, tel que
A,=D,, A,=D, et qui est un chemin de nappes descendantes pour le
lacet trivial en h : en effet, ’espace des nappes descendant d’un point
critique ¢ jusqu’a une variété de niveau M, telle que I'intervalle [A (M), ¢[
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ne contienne aucune valeur critique, est un espace contractible [1; Appen-
dice, prop. 4].

3.3. Lemme. — Il existe un lacet de fonctions w={g,|t€[o,1]},
d’origine h, ayant le graphique III (fig. 9) et possédant un chemin
8 ={D,|t€[o, 1]} de nappes descendantes avec les deux propriétés suivantes :

(1) Uorigine de 8 est D, et son extrémité est Dy, ot D, et D, sont les nappes
descendantes associées aux plongements adaptés q, et q.

(2) pour tout t€[o, 1], 0D, coupe T, transversalement et en un seul point.

(gruphique de w)

Fig. 9.

Le théoréme 3.1 découle alors immédiatement du corollaire du lemme 3.

3.4. CoroLLAIRE. — Le chemin composé €,' X © ¥ ¢,, d’origine f, et d’extré-
mité fi, dont le graphique est IV (fig. 10), est déformable, relativement a ses
extrémités, en un chemin de graphique 11 (fig. 7).

T T
| [+ 2 |
| |
|'<>’|
: i+1 :
v | t+1 i
| |
| |
3 €
f0<—0—h L s>h 1,f1
Fig. 10,

De plus, on peut choisir la déformation de telle sorte que le type topologique
du graphique reste le méme jusqu’a disparition de sa décomposante inférieure.

Preuve du corollaire. — D’aprés le lemme 3.3, il existe une famille
continue D, de D, a D,, telle que, pour tout t€[o, 1], D, soit une nappe
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descendant du point critique ¢, pour la fonction g, et que 9D, coupe T,

transversalement et en un seul point dans M (w={g,|t€[o,1]} et ¢

est le point critique de la fonction g, le plus bas au-dessus de M).
Supposons que g,(M)=1/2 et notons

Diff (Q mod M) (resp. Diff ([1/2, 1] mod 1/2))

Iespace des difféomorphismes de Q (resp. de [1/2, 1]), C”-tangents &
Iidentité le long de M (resp. de {1/2}). Notons U =LXJ[1/4, 3/4] et
supposons que I'image par ¢, du modele standard d’élimination soit
incluse dans Al (en particulier, les points critiques ¢, ¢’ de la fonction A
sont dans U). Nous allons prouver qu’il existe un chemin {k,|t€]o, 1]}
dans Diff (Q mod M) et un chemin {[,|¢€Jo, 1]} dans Diff ([1/2, 1] mod 1/2),

tous deux commencant a I'identité et tels que, pour tout t€Jo, 1],
(*) ,glkt]‘lLﬂQ:llll[‘unQ.

Tant que g, appartient a4 la méme strate de fonctions de Morse excel-
lentes que h, c’est une conséquence du théoréeme-classique de stabilité
[1; Appendice, corollaire 1]. De toutes fagons, on peut se ramener a cette
situation, car il existe une famille continue L, de variétés de niveau des
fonctions g, telles que g/(L;) <1 et que L,UM borde un cobordisme
élémentaire Q,, difféomorphe a Q, sur lequel g, n’a qu’un seul point cri-
tique ¢, Sil’on pose Q, =l N Q, on pourra choisir k, tel que k&, (UNQ) = Q..

Le disque D,, descendant de ¢, et adapté a g, est nécessairement inclus
dans Q, et alors, d’aprés (x), {k'(D')|t€[o, 1]} est une famille de
nappes descendant du point critique ¢,= ¢ pour la fonction g,=nh; de
plus, o(k;'(D,) =0D, et donc k;'(D, forme avec la nappe A, mon-
tant de ¢’ un couple de nappes en bonne position. Puisque P,— I,
est une fibration localement triviale, il existe dans P, un relévement
{q, |t€[o,1]}, d’origine ¢,=¢q,, au-dessus de {(k'(D,), A,)}; on peut
imposer en outre que ¢, plonge le modéle d’élimination dans Al. Alors
{n(q,))} est une famille & un paramétre de chemins élémentaires d’élimi-
nation de la paire (¢, ¢’), issus de k&; on a ¢, = 7(q,).

En prolongeant k, par I'identité sur le cobordisme inférieur et [, par
identité sur [o, 1/2], on définit k& Diff(LXx[o,1]) et I, € Diff([o, 1]).
Rappelons que P, est un sous-espace de

Plgt (D", L x Jo, 1[) x Plgt(D?, Jo,1[).

S1 g =(qi, ¢=) est un élément de cet espace et si

(k, 1) € Diff (L < [0, 1]) > Diff ([o, 1]),
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on note (k, l)oq = (kq, lg.). On constate alors, d’aprés (%), que (k;,1,) g,
est un plongement adapté a la fonction g,. On a donc une famille continue ¢,
de chemins d’élimination de la paire (¢, ¢’) pour la fonction g,; ’origine
de cette famille est le chemin ¢,.

On observe aussi que les deux plongements adaptés a h, ¢, et (ki, 1,) o q,,
sont au-dessus du couple (Dy, A;) de 9y, c’est-a-dire qu’ils appartiennent
a la méme fibre de la fibration P,— 9t,. Or cette fibre est connexe
[1; chap. III, 2.1, propriété 3c]; on en déduit que les chemins d’élimi-
nation ¢, et g sont joignables dans I’espace des chemins élémentaires
d’élimination de la paire (¢, ¢’) pour la fonction A.

Finalement, on a une famille & un parameétre {¢|t€[o, 1]} de chemins
dans lespace fonctionnel, joignant les deux chemins donnés ¢, et ¢, et
tels que, pour tout t€[o,1], ¢ soit un chemin d’élimination de la
paire (c;, ¢’) pour la fonction g,.

C. Q. F. D.
3.5. DEMONSTRATION DU LEMME 3.3.

3.5.1. Construction du chemin 8. — Rappelons qu’en 2.4.1 nous avons
défini, par translation le long d’un champ de vecteurs normal a D,, un
chemin * dans Plgt [(D™!, S%), (Q, M)], d’origine ¢, et d’extrémité ¢,
[on a noté D,=1{, (D) et ¢,=1{,[S]. Soit {®,|t€[o, 1]} un chemin
dans Plgt[(D**, S°), (Q, M)] ayant pour image un chemin de disques
{A/|t€]o, 1]}, qui posséde la propriété énoncée dans la remarque 3.2.2;
en particulier, A,=D, et A,=D,. Si A désigne la classe dans
7 (Plgt (S, M), ¢,) de la restriction 4 S du chemin= X {®,|t€[o, 1]},
le lemme fondamental (propos. 2.5) assure 'existence d’un lacet {{; |t€ 5"}
dans [Plgt(D*, §9), (Q, M)] dont le bord {{,|S’;t€S*} appartient a la

classe A, et qui posséde d’autres propriétés que nous rappellerons en
—1

temps utile. Appelons {{,|t€[o, 1]} le composé Tx{{,} %7 x{d,}; le
chemin de disques &= {{,(D"*!)|¢t€]o, 1]} vérifie la condition (1) du
lemme 3.3, mais non la condition (2); on a seulement le fait que
{4.|S; t€fo, 1]} représente I'élément trivial de =7'™(Plgt(S, M), o,).
Nous verrons en 3.5.3 comment modifier ¢ pour satisfaire aux deux
conditions requises, tout en restant un chemin de nappes descendantes
pour le chemin de fonctions w que nous construisons maintenant.

3.5.2. Consiruction de w. — On pourra suivre la construction du
lacet ® sur la figure 11 qui représente la situation dans I'espace fonc-
tionnel.

Ann. Ec. Norm., (4), 1II. — Fasc. 4. 58
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strote d ) , Strate de croisement
e noissance h (i+1,i+1)

(é+1,i+2) .
Cone C de base 3

(&
h h"
e w =t k(1" h"IRPALA, B ket
———
/TV Strate de naissance ((+1,{+2)
o
h’l/

(Les chemins rectilignes sont des chemins élémentaires de naissance
ou de croisement.) :

Fig. 11.

On voit bien sur la figure 11 que le graphique de ® sera

(+2
11 c+1
13
h h
Fig. 2.

Nous allons maintenant construire chacun des éléments de la figure 11.

(i) Construction du chemin élémeniaire de naissance [h, h'] (fig. 13) :

PosonsD, = ¢, (D'*'). Rappelons que, pour tout ¢€[o, 1], m est 'unique
point critique (maximum) de h|D; et qu’au voisinage de m les disques D,
ont en commun un petit disque I (cf. propos. 2.5). Plongeons alors un
modéle de naissance B au-dessus de ¢ pour faire apparaitre un couple de
points critiques d’indices ¢+ 1 et ¢+ 2. On s’arrange pour que l'extré-
mité d’un chemin élémentaire de naissance soit une fonction A’ admettant
comme points critiques d’indice ¢ 4 1 les points ¢ et m et que le disque D
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soit adapté & k’. On peut méme supposer que B est suffisamment « étroit »
pour que BND,cD; alors, pour tout tE€Jo, 1], D, est une nappe descen-

dante pour A’ permettant le croisement des points ¢ et m.
-1

(ii) Construction du céne C : Le lacet{{; | dans Plgt[(D", S), (Q, M)]
se reléve évidemment en un lacet dans I’espace des plongements du modéle
de Morse adaptés a la fonction h’ et relatifs au point critique m. Puisque
les nappes descendantes ont leur bord dans M, c’est-a-dire en-dessous du
niveau h’ (c), un tel lacet dans I’espace des plongements du modéle de

Fig. 13.

Morse définit un lacet dans l’espace des chemins de croisement de la
paire (m, c); ces chemins de croisement, qui sont des chemins élémen-
taires (par définition), sont les génératrices du coéne C et leurs extrémités
décrivent un lacet 3. Le cone admet une génératrice-base, qui est le chemin
élémentaire associé au modéle de Morse dont I'image de la nappe descen-
dante est D) ; son extrémité est notée h” et pointe le lacet (.

(111) Construction du chemin d’élimination [h", h"] et du chemin o :
On observe que le chemin [A, k'] %[}, "] a son support dans un voisinage
de Morse de la fonction A, relatif au point critique ¢; D, est la nappe descen-
dante associée & ce voisinage. En transportant la métrique riemannienne
du modéle par un paramétrage de ce voisinage de Morse, on y définit une
métrique riemannienne pour laquelle D, est la nappe de gradient de h.
On peut supposer que le point m se trouve sur la nappe de gradient ascen-
dante et que le cylindre de naissance est un cylindre de gradient.
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Le support du chemin élémentaire de croisement [, h"] peut étre choisi
dans un voisinage arbitrairement petit du disque D;. On voit alors que,
pour la fonction A”, la nappe de gradient montante de ¢ et celle descen-
dante du point critique d’indice ¢ + 2 forment un couple en bonne posi-

Py . \w ) variéte de niveau
Variéte de niveau . deh;o {essus

de h’entre metc

Point critique
d’'indice (+2

’ N M
M /// \\\
Vi N
, N
, N
’ AN
// \\
/7 h
P S
Fig. 14.

1 I

| |

| |

| |

[ |

| I
|

! |

! L

| |

1 |

h hl h” h)//
Fig. 15.

tion. Il y a donc un chemin d’élimination aboutissant & une fonction A"
admettant m pour seul point critique au-dessus de M. Le graphique du
chemin [h, k', b", k"] est un graphique en queue d’aronde (fig. 15).

En fait il s’agit du chemin en queue d’aronde standard, dont les extré-
mités h et h” appartiennent & la méme strate de fonctions de Morse excel-
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lentes [1; chap. 1V, § 4]; « est alors un chemin joignant h et A" dans
cette strate.

On remarque que D est une nappe descendante pour A" (et d’ailleurs
pour toutes les fonctions du chemin élémentaire [R”, A"]). On peut choisir «
tel que 7’ soit un chemin de nappes descendantes pour le chemin «, ou <’
est le chemin des disques, images des plongements du chemin <
(2.4.1 et 3.5.1); cecl se démontre en relevant © dans I'espace des difféo-
morphismes du modéle de Morse, puis en remarquant que, d’apres les
hypothéses faites sur 7, les deux fonctions A" et hi,, définies sur Di*?,
ont les mémes surfaces de niveau, ce qui permet enfin d’appliquer la
proposition 1 de 'appendice de [1], qui est une conséquence de la stabilité
des fonctions de Morse.

Comme sur la figure 11, on définit
o= a X [B", KX BX[I, B %o # Cle(h),

ou Cte (h) désigne le lacet constant en h. Le lacet » admet comme chemin
de nappes descendantes

=7 % Gte(D,) (D | & Cte(D}) k= %A},

chaque terme de la décomposition de ¢ étant un chemin de nappes descen-
dantes pour le terme correspondant de la décomposition de . '

3.5.3. Fin de la démonstration. — Pour I'instant nous avons un lacet
de fonctions w ={g,[t€[o, 1]} et un chemin de nappes descendantes
¢={D.[t€[o,1]} avec la propriété suivante : le chemin {dD,|t€[o, 1]}
est homotope, relativement a ses extrémités, dans I’espace des sphéres
de M, a4 un chemin {S,|¢€]o, 1]}, tel que, pour tout ¢€[o, 1], S, coupe T,
transversalement et en un seul point. Autrement dit, étant donné ¢ > o
suffisamment petit pour que h™'([1/2 —¢, 1/2]) soit un produit, il existe
une famille & un parameétre {A,[t€[o, 1]} d’anneaux S'X[1/2 —¢, 1/2],
plongés dans k™' (1/2 —¢, 1/2), tels que, pour tout t€Jo, 1], )A,=dD,U S,
avec JD,Ch'(1/2) et S,Ch*(1/2—c¢), et que h|A, soit sans point
critique.

Alors, si on ~prend maintenant comme variété intermédiaire
M =h"*(1/2 —¢), on constate que les disques D,UA, sont adaptés aux
fonctions g, et que leurs bords dans M coupent T, transversalement et

en un seul point.
C. Q. F. D.

Les graphiques du chemin initial entre f, et f, et du chemin donné par
la proposition 3.1 ont le méme type topologique (voir fig. 16).
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Or au paragraphe 1, on a défini une obstruction a déformer un tel chemin
pour rendre vide son graphique, sans jamais modifier le type topologique
de ce dernier, sauf a la derniére étape (théor. 1.4). Donc, a ces deux chemins
correspondent, si 3=<i=n—/4, deux obstructions habitant dans le
méme groupe; nous allons montrer qu’elles sont égales au signe prés.
Par conséquent, par notre procédé de translation des indices, nous n’avons

pas progressé dans la résolution du probléme de I'unicité des éliminations
au sens de 1.1.

— >

Fig. 16.

3.6. CALcur. DE L’OBSTRUCTION APRES TRANSLATION DES INDICES.
(esquisse de démonstration).

3.6.1. Soient L” une variété orientée, A} et Pi" deux disques, dans L,
se coupant transversalement suivant un segment [z, y,], ol
2,= 048,p Py €intP, et Yo=A07;h dPy€int A,.
On note 0,=04, et X,=0P, (fig. 17).

Fig. 17.

Soit {f.|t€S'} un lacet dans Plgt(S, L —0,) d’origine f,, avec
fo(S)=2X,. Si 3Li<Ln—4, on peut définir comme au chapitre 1 une
obstruction A€l = (Z, X 7, (L — 0,))™®~ %~ 3 ¢ réduire I'intersection »
du lacet {f.(S)|t€S!} avec intd,, i.e. & déformer {f,|t€S'} en un
lacet {f,|t€S*'} de méme origine, qui vérifie

VieS, f/(S)hintA;=un point.
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Supposons le lacet {f,|t€S'} contractible dans l’espace Plgt(Si, L).
Par extension des isotopies, il existe une 2-isotopie F:LXD?— L, telle
que, pour tout t€dD? (F|X,X{t})efo=f, et F|LX{o}=1d. Soit
G:LXxD*—-L la 2-isotopie définie par G|LX{u}=(F|Lx{u})™,
pour tout u&€D’ Soit g,:S""'— L —ZX, un paramétrage de 6,; on
considére dans ’espace Plgt (5", L — X,) le lacet { (G| 0, X {¢})o g, |t €0D?};
I’obstruction A’ & réduire son intersection avec intP, est un élément du
groupe (Z, X m, (L — X,))™E=~1" que 1’on identifie a I

Lemme. — Dans cette situation, 1'=B(}A), ot B est l'involution de T’

définie en 1.3.

Démonstration. — St F a été choisie générique, 1l existe un disque
A Cintd, tel que F(PoxD?*)nA,=¢. Soit A:LXI—> L une isotopie
prolongeant une rétraction de A, sur A}; A est aussi 'obstruction a réduire
I'intersection des deux familles & un paramétre F|Z,X0D?* et A[f, X1,
étant entendu que A(0,X0I) doit rester disjoint de F(X,x0D?). Soit
H:LxI— L lisotopie définie par H|LX{u}=(A|LXx{u})™*. Alors A
est 'obstruction & réduire I'intersection avec la sphére 6, de la famille &
deux parameétres

{HyoF, (2p) |uel, teS}, oun H,=H|Lx{u«} et F,=F|Lx{¢}.

Remarquons que H, o F|X,XD* est une contraction dans Plgt (S, L — A,)
du lacet {H,oF,|Z,;t€S'}. On en déduit que A est 'obstruction a
réduire l'intersection avec 0, de la famille F’|X,X(D*uoD?X]I), ou
F': Lx(D*uoD?X 1)~ L est définie par F'|LXD?*=H,oF et, pour
(t, u)€oD*Xx I, F'|Lx{t}x{u}=H,oF. Or F et F’ sont des 2-isotopies
1sotopes reloD2.

Finalement, A est I'obstruction & réduire I'intersection de F|Z,x D?
avec la sphére 6,. De méme, A’ est l'obstruction a réduire Iinter-
section de G|0,XD? avec la sphére X,. Le résultat découle alors du
lemme 1.3, dont la démonstration ne fait pas intervenir le nombre des
parameétres.

3.6.2. Considérons la fonction A’ introduite en 3.5. On note m’ son
point critique d’indice ¢ 4 2 et L™ une variété de niveau entre ¢ et m (fig. 18).
Pour une métrique riemannienne fixée, P, (resp.4,) est l'intersection
avec L de l’ensemble des lignes de gradient issues de m' (resp.c’);
X, (vesp. 0,) est alors le bord dans L de la nappe de gradient descendant
(m de resp. montant de c).
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Avec les notations de 3.5, le lacet {{,(D*')|te S‘}l de nappes descen-
dantes pour la fonction A’ est choisi de telle sorte que chaque nappe soit
de gradient en-dessous de L, et son intersection avec L est un lacet contrac-
tible de i-sphéres dans L; 'obstruction a réduire (dans L — 0,) son inter-
section avec int A, est ’élément — A eT.

Par dualité, on construit un lacet  de nappes montant du point ¢,
adaptées & h’, de gradient au-dessus de L. Le cone C’, dont les génératrices

Fig. 18.

sont les chemins élémentaires de croisement associés a chacune de ces
nappes, est homotope au céne C, construit en 3.5.2.

D’aprés le lemme précédent, en intersectant ces nappes avec L, on
obtient un lacet de (n — ¢ —1)-sphéres de L —X,, pour lequel I’obstruc-
tion & réduire son intersection avec P, est B(— A). Soit 3’ la base de €;
le lacet Q est un lacet de nappes montantes pour le lacet de fonctions '.
L’obstruction a le mettre en bonne position par rapport a la nappe de
gradient descendant de m’ est B(— A).

Par une nouvelle dualité, on peut fixer la nappe montant de ¢ et 'on
trouve alors un chemin de nappes descendant de m', adapté au lacet de
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fonctions {3’. L’obstruction & mettre ce chemin de nappes en bonne posi-
tion est l'obstruction & rendre vide le graphique

[+2

i+1

Fig. 19.

qui est donc B(B(— 7)) =—A.

4, Connexité de 7;.

4.1. Tutoreme. — Soit (W"' Vi V!) un h-cobordisme compact orien-
table; st n>7 et st 3=—i1—n—3, Uespace T, (W), défini en 0.1, est
connexe par arcs.

Dans ce paragraphe, nous démontrons ce théoréme modulo quelques
lemmes, dont certains ont été démontrés par Cerf, et dont les autres font
Iobjet des deux derniers paragraphes. La technique utilisée pour se
ramener a ces lemmes est due & Cerf; nous en rappelons ici D'essentiel;
les détails que nous omettons se trouvent dans [1; chap. V].

On utilise une filtration faisant intervenir les espaces suivants (') :
F i nr est le sous-espace de F formé des fonctions de Morse excellentes
et ordonnées, n’ayant d’indices critiques que dans Dlintervalle [z, j], et
ayant au plus k points critiques d’indice i; F,;.; est lintérieur de
I’adhérence de &, ;;.; dans & ; en particulier, F,_, ;o= F; et Ty 0= M.
On a toujours &F,;_, ;o= T} u-

Cerf a démontré que, sans aucune hypothése sur W, W est connexe par
arcs [1; chap. V, th. I]. A partir de la, on démontre par récurrence que

tous les espaces de la filtration suivante, o o=j—n—i—1, sont

('?) Pour alléger les notations, on remplace F,(W), F(W), i(W), ... par F;, F, 11, ...;
tous ces espaces ont ¢t¢ définis en 0.1.

Ann. Ec. Norm., (4), I1I. — Fasc. 4. 59
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connexes par arcs st n>>7 et 13 :

W=7 ns10D--. DFnr 15k DT na1l k=1 oo e DF it 1l 0= F(n—it, nt 1 0+

La transformation fi>1—f établit un homéomorphisme de F,_, , ..
sur &, ... Alors, par récurrence sur la filtration suivante, ou
0=j<1i—1, on démontre que tous les espaces de cette filtration, et en
particulier &, sont connexes par arcs si n>~7 et t=—n—3 :

Tl i1)y0D e DT i1 kD oo e DT iy, jieay 0= Fs.

Pour les deux filtrations précédentes, I’argument de récurrence est le
suivant : si n>x7, t=_n—4 et j>>14 2, il existe une famille de géné-
rateurs (*') v de ©, (F, ;.1 Fijp4-1) ayant chacun la propriété (P) :

(P) Les extrémités de v, f, et f,€F| ,.,_,, sont jointes par un
chemin dans & ;, ;..

Pour construire cette famille de générateurs, Cerf utilise le fait que
chaque point de &, ,; est lorigine d’un chemin générique (dit de
Smale) d’extrémité dans F ;. ,_, et de graphique :

L +2

\ } i+1

b

Fig. 20.

Une famille de générateurs est alors obtenue en prenant les chemins
relatifs composés de trois parties : 'opposé d’un chemin de Smale, un
chemin élémentaire traversant une strate de codimension 1 dans l'inté-
rieur de &, ., et un chemin de Smale. A ces chemins il faut ajouter
les chemins composés de deux parties : un chemin élémentaire de nais-
sance d’un couple (¢, t + 1) suivi d’'un chemin de Smale, ou 'opposé d’un
chemin de Smale suivi d’'un chemin élémentaire d’élimination d’un couple

(t, 1+ 1).

(!Y) Une famille de chemins relatifs est génératrice si tout chemin relatif est homotope
a un composé de chemins de la famille.
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On se rameéne alors facilement & un systéme de générateurs dont les
graphiques sont des cinq types représentés sur la figure 21.

1 I’

11

(queue d’aronde)
Fig. 21.

II reste & montrer que chacun de ces générateurs posseéde la pro-
priété (P). Rappelons que, dans le cas ou W est simplement connexe,
Cerf montre qu’ils se déforment, a extrémités fixes et a travers F,
en chemins dans & ., ,, ce qui est plus fort que (P).

/1 ks
La premiére étape consiste a se ramener & 1’étude des seuls générateurs
du type III (queue d’aronde) a I'aide des lemmes suivants que nous résu-
mons sur un tableau (fig. 22).
Les trois premiers lemmes (et le lemme du bec dans le cas simplement
connexe) sont démontrés par Cerf. Au paragraphe 5 nous prouvons le
lemme du bec dans le cas général. Nous ne développons pas ici cette
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premiére étape, qui est rédigée par Cerf [1, chap. V, § 2] sans aucune
hypothése de simple connexité; signalons cependant que nous sommes
responsables d’une astuce permettant de traiter les générateurs du type I,
sans avoir a utiliser le « lemme de la base » qui justement est faux dans
le cas non simplement connexe.

erne la possibilité , it i
g:ngéfor;mér [i"g gral—l en le graphique Conditions suffisantey

phique ci-dessous | Ci-dessous de validité
Lemme d*unicité > < S———
des noissances — —
Lemme d’apparition| & (+1
des becs / < " g
‘ i
Lemme du triangle K ) % i< n-1
(
4
Lemme du bec ¢ (+1 <
(suppression de bec) i \

Fig. 22.

La deuxiéme étape consiste & montrer que les générateurs en queue
d’aronde possédent la propriété (P); ceci est I'objet du paragraphe 6 et
fait intervenir les résultats des trois premiers paragraphes; c’est donc la
que la condition n>7 apparait.

Remarque. — Les chemins relatifs les plus simples dans (F;.., F ;;0)
sont ceux de graphique
(+1
Fig. 23.

Le lemme de translation des indices (théor.3.1) dit que si n>7,
i<n—/4 et j>i-+ 2, un tel chemin posséde la propriété (P).
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5. Le lemmme du bec.

Soit (W™, V», V") un cobordisme élémentaire d’indice i, compact,
orientable, de dimension n -+ 1. Considérons dans I’espace & (W) un
« chemin en bec », c'est-a-dire un chemin générique {fi}cp, de
graphique :

i |
! ! i+1
|

Tk
(A) ' i
k
| 4

]

|
flut2t3

Fig. 24.

Ce chemin rencontre trois strates de codimension 1 de la stra-
tification de & (W) : f,, appartient & une strate de naissance d’un couple
de points critiques d’indices ¢ et ¢4 1; f, (resp. f,) appartient a
une strate de croisement d’'un couple de points critiques (i, t - 1)
[resp. (1, ©)].

5.1. Prorosition (lemme du bec). — Si n>>5 et si 1 ==n — 2, un
« chemin en bec » se déforme relativement a ses extrémités en un chemin ayant
le graphique :

(+1

Pl

Fig. 25.

De plus, on peut s’arranger pour qu’il n’existe qu’une seule valeur de la
déformation pour laquelle le chemin rencontre une strate de codimension 2
(naissance & un niveau critique).
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émonstration. — Considérons sur le « chemin en bec » une fonction f,
D trat Considérons sur le « ch bec » fonct ,
&, << u < t, (graphique A); elle a trois points critiques que nous notons,
dans ’ordre décroissant des valeurs, ¢, (), ¢:(t + 1), ¢5(z). Soit C 'espace
des chemins issus de f, réalisant successivement le croisement de ¢, avec ¢,
puis avec c¢;. Nous démontrerons (propos. 5.2) que, dans les conditions
de la proposition 5.1, cet espace est connexe; on se raméne donc & montrer
qu’il existe un chemin particulier A€ C tel que la proposition soit vraie
pour le chemin {f,},c, % *; ce dernier point est facile : on fait décrire
a un cylindre de naissance un chemin traversant le niveau critique de ¢, ;

potr les détails dans [1; chap. IV, § 3, prop. 3 et 4].

C. Q. F. D.
5.2. ProrosirioN. — St n>>5 et 1 == n — 2, Uespace C des chemins de
double croisement est connexe par arcs.
Démonstration. — Soit L (resp. M) une variété de niveau de la fonc-

tion f,, située entre ¢, et ¢, (resp. entre ¢, et ¢;). Pour une métrique rieman-
nienne fixée, on peut supposer que ¢, et ¢; sont en position de s’éliminer,
c’est-a-dire que, dans M, les sphéres S et T;™' se coupent transversa-

VI

-1

Cy (Z)

V>

Fig. 26.

lement et en un seul point, ou S| désigne le bord de la nappe de gradient
descendant de ¢, et ou T’ désigne le bord de la nappe de gradient mon-
tant de ¢;. Enfin, nous notons 07 '"' le bord dans L de la nappe de gra-
dient montant de ¢, (fig. 26).

Les points ¢, et ¢; sont inclus dans un cylindre de naissance; on peut
donc supposer que la nappe de gradient v descendant de ¢, évite ce cylindre.
Nous notons v, : S7* — L (resp. vy : 5" — M) un paramétrage de I'inter-
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section vAL (resp. vAM) (**) et A un chemin élémentaire de double
croisement « associé » & la nappe v (**); soit A’ la partie de A correspon-
dant au croisement de ¢, et de c,, et soit g 'extrémité de A’. Ainsi A’ est
un élément de 'espace €’ des chemins de croisement de ¢, et de ¢, issus
de f.; C" désigne alors I’espace des chemins de croisement de ¢, et de ¢,
issus de g.

D’aprés [1; chap. II, § 3, prop. 2 et corollaire], la connexité d’un espace
de chemins de croisement est équivalente & la connexité d’un espace de
nappes; notons It (resp. IU') I'espace des nappes, adaptées a la fonc-
tion f,, descendant de ¢, jusqu’a V (resp. jusqu’a M); on a =, (91) = 7, (C)
et m,(I') = 1,(C"). Notons IU” le sous-espace de IU formé des nappes
coincidant avec v au-dessus de la variété de niveau M. La restriction natu-
relle 0 : 9T — I’ est une fibration (sur une réunion de composantes connexes
de la base), dont la fibre au-dessus de o(v) = v" est IL”. On considére alors
la suite exacte d’homotopie

T (U, ') - 1 (IU) = T (IL) —> 10 (IL').

On sait que m,(C') = m,(I’) = o, car indice ¢,> indice ¢, [1; chap. II,
§ 3, prop. 3]; pour montrer que T,(C) = 7,(I) = o, il suffit donc de
montrer que ¢ est surjective.

D’apres [1; chap. II, § 4.2, lemme 4], il existe des isomorphismes naturels
m (€, V) 27, (9, V') > @, (Plgt (S, L), Plgt (S, L — 02—i=1), v),
Ty (C") 2wy (IU") =2y (Plgt (S, M), Plgt (S, M — T2—%), vy).

La transportée de ¢ par ces isomorphismes est une application
A: 7, (Plgt (S, L), Plgt (S, L —0,), v.) —>m, (Plgt (Si=1, M), Plgt (S, M — T,), vy)
dont une définition directe est la suivante : le bord d’un élément a,
de =, (Plgt (S, L), Plgt (S~*!, L —6,), v,) est un élément a, de
n, (Plgt (57, L — 0;), v.); rappelons que les lignes de gradient définissent

un difféomorphisme vy : M — S, — L — 0, (2.3.1); a3 = (v™*), (a:) est un
élément de =, (Plgt (S~', M — S;), v) dont I'tmage dans

m, (Plgt (S, M), Plgt (S=', M — T,), vy)
est A(a,).

(?) vy est translaté de v, suivant les lignes de gradient.
(**) Plus exactement, v détermine la classe d’homotopie du chemin ) dans 1’espace
des chemins de double croisement.
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D’autre part, si n>>5 et 2—1-n — 2, il existe des applications
naturelles £ et v rendant commutatif le diagramme
7 (Plgt (S, LY, Plgt(S-1, L — 0,), vy) —5 7, (Plgt (-1, M), Plat(S=1, M —"T,), vy)
A A
7;' "q

Teer (L, L — 0,) > (M, M —T,)

ou la fleche A est définie par la composition -

T (Ly L—0) 2w (L — 00) T 7y (M) = mp (M, M — T,)

[12; prop. 3.2 et 3.2 bis, théor. 3.3 et sa remarque 1]. De plus, d’apres la
suite exacte de [12; théor. 3.3], £ est un isomorphisme et 7 est une sur-
jection. D’aprés la proposition A.4 de Pappendice, A est surjective si
1< n—2 La proposition 5.2 est donc démontrée pour n>>5 et
21 n— 2.

Sit = o, ¢, et ¢; sont des minimums et par conséquent IU” est contractible.

Si i =1, nous notons v (S') ={m, y.| et w(S)=/{my, yx}; si
n> 5, on a un diagramme commutatif [12; loc. cit.]

Tc‘l(Plgt(SO) L)a Plgt(soa L - 00)7 vL) _A> Ty (P]gt(so? Nl)? P]gt(soa M - To)a VM)

lie 112
7oy (L, L— 0, ) <7y (L, L — 04, 1) =70 (M, M — T, 2y) <y (M, M— T, yyr)

la proposition A.4 permet l1a encore de conclure.
C. Q. F. D.

6. Lemme de la queue d’aronde
dans le cas non simplement connexe.

Soit (W1 V= V'7) un cobordisme élémentaire d’indice ¢ 4 1, compact,
orientable, de dimension n -+ 1. Considérons dans Dlespace & (W) un’
« chemin en queue d’aronde », ¢’est-a-dire un chemin générique { f, },¢,,, de
graphique

Fig. 27.
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Ce chemin rencontre trois strates de codimension 1 de la stratification
de & (W) : f, appartient a une strate de naissance d’un couple de points
critiques ¢, et ¢; d’indices ¢ et ¢ + 1; cette naissance se fait en-dessous
d’un point critique ¢, d’indice ¢ + 1. En f,, il y a croisement de ¢, avec
le point critique ¢, d’indice ¢ + 1 qui est né en f,. Enfin, ¢, et ¢, s’éli-
minent en f,.

6.1. Prorosition (lemme de la queue d’aronde). — Sotent f, et fi deux
fonctions de Morse excellentes ayant un seul point critique, d’indice © + 1,
extrémités d’'un chemin en queue d’aronde. St n>~ 7 et sii—=n — 4, f, et fi
sont ausst extrémités d’un chemin générique de graphique

Fig. 28.

Toute la suite du paragraphe a pour objet la démonstration de cette
proposition.

6.1.1. Notations. — Considérons sur le « chemin en queue d’aronde »
une fonction f, (¢, < u <<t,) dont les points critiques sont, dans 1’ordre
décroissant des valeurs, ¢, (1t + 1), ¢.(¢ 4 1), ¢3(t). Soit L (resp. M) une
variété de niveau de la fonction f, située entre ¢, et ¢, (resp. entre ¢, et ¢;).
Pour une meétrique riemannienne fixée, on peut supposer que c. et c,
sont en position de s’éliminer, c’est-a-dire que, dans M, les sphéres S
et T)™ se coupent transversalement et en un seul point, ou S désigne le
bord de la nappe de gradient descendant de ¢, et ou T, désigne le bord
de la nappe de gradient montant de c,. Enfin, nous notons 677 le bord,
dans L, de la nappe de gradient montant de c¢,. Le cobordisme bordé
par L et M admet pour inverse le cobordisme bordé par M et V (en par-
ticulier, L est difféomorphe a V); 0, borde donc dans L un disque A;™
dont Pintérieur est la trace sur L des lignes de gradient s’appuyant sur
Ty— ToNS,. Les points ¢, et ¢; sont inclus dans un cylindre de naissance;
on peut donc supposer que la nappe de gradient v descendant de ¢, évite
ce cylindre. Nous noterons v, : S'— L (resp. vy : S*> M) un paramétrage
de lintersection vA L (resp. vAM).

Ann. Ee. Norm., (4), III. — Fasc. 4 - 60
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Fig. 29.

6.1.2. Soit C l'espace des chemins d’origine f, réalisant le croisement
de ¢, et de c,; soit C’ I’espace des chemins d’origine f, réalisant le croise-
ment de ¢, et de ¢,, puis I’élimination de la paire (¢4, ¢;); puisqu’on ne
s’intéresse qu’au type d’homotopie de ces espaces, on ne restreint pas la

généralité en supposant que le paramétrage des chemins appartenant
a € est choisi de telle sorte que le croisement de ¢, et de ¢, se réalise dans
Pintervalle [o,1/2] du parameétre. Il y a alors une restriction naturelle
0:C" — C; a Pextrémité d’un chemin ¢(A'), ¢; et ¢; peuvent s’éliminer.
Puisqu’aprés avoir croisé ¢, et ¢,, 1l n’y a pas une unique fagon en général
d’éliminer ¢, et ¢;, p, : T (C') > W (C) n'est pas injective; cependant
si M est simplement connexe, p, est une injection d’aprés le lemme d’unicité
des éliminations (0.5.1); c’est encore vrai si t=o0 ou t -+ 1 = n 4 1.

Considérons deux chemins A, et A%, éléments de €', tels que p(A))
et p(A)) appartiennent a4 la méme composante connexe de €; le chemin
71\'0*7\'1 a pour graphique

t+1

/o N\

Fig. 3o.



THEORIE DE SMALE. 459

et est déformable relativement a ses extrémités en un chemin de graphique

141

D’apres le théoreme 3.1, il existe un autre chemin, ayant mémes extré-
mités et pour graphique

r+1
: [+2
Fig. 3o.

Ce dernier chemin n’est pas dans ’espace des fonctions ordonnées, mais
par deux apparitions de bec [1; chap. IV, § 3, prop. 3], on le déforme
jusqu’a ce que son graphique devienne

Fig. 33.

Enfin, puisqu’il n’y a qu’une seule fagon de réordonner deux points cri-
tiques d’indices différents [1; chap. II, § 3, prop. 3], on peut construire
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une derniére déformation aboutissant & un chemin de graphique

(+2
N o

L+1

Fig. 34.

Pour démontrer la proposition 6.1, il suffit donc de voir que tout élément
de o, (m,(€’)) peut &tre représenté par un chemin A’€C’ et possédant la
propriété suivante (P) :

(P) Le chemin en queue d’aronde { f,},cp,a %)\’ a ses extrémités dans la
méme strate de fonctions excellentes.

Il y a done deux étapes : la premiére consiste a donner une caracté-
risation de g, (,(C’)), c’est-a-dire & associer injectivement ('*) & chaque
L€ C un invariant algébrique sur lequel on puisse décider si A = p(A")
avec A'€C’. Dans la seconde étape, on construit explicitement des élé-
ments de €’ associés a chaque invariant, et vérifiant (P).

6.2. PREMIERE ETAPE : INVARIANT ALGEBRIQUE. — Pour caractériser
les chemins de croisement qui mettent ¢, et ¢; en position de s’éliminer,
on introduit I’espace It des nappes descendant de ¢, jusqu’a la variété de
niveau L, adaptées a la fonction f, et dont le bord dans L est disjoint de
la sphére transverse 0,. On sait que 7,(C) =~ =,(9) [1; chap. II, § 3,
prop. 2 et corollaire]; rappelons d’ailleurs qu’une nappe appartenant
a 9, prolongée par un cylindre de gradient jusqu’en-dessous de ¢, définit
un élément de 7, (C); on peut donc parler des éléments de IU qui mettent c,
et ¢, en position de se tuer; ce sont ces éléments_ qu’il s’agit de caractériser.

6.2.1. LEmMe. — On suppose 1 = n — 3. Pour qu’une nappe De&It
metle c, et ¢, en position de s’éliminer, 1l faut et il suffit que son bord soit
isotope, dans L — 0,, & une sphére rencontrant le disque Ay™ transversa-
lement et en un seul point.

Preuge. — Considérons le difféomorphisme y: M — S;— L — 6, défini
en 2.3.1; rappelons qu’il met en bijection les extrémités des lignes de

(**) L’injectivité est au niveau des classes d’homotopie.
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gradient et que y(T,— T,NS,) = int A,. Alors, pour que D& It mette c,
et ¢; en position de s’éliminer, il faut et il suffit que Y= (0 D) soit isotope,
dans M, a une sphére coupant T, transversalement et en un seul point.
Il est alors clair que la condition énoncée dans le lemme est suffisante.
Montrons qu’elle est nécessaire; on suppose donc que Yy~ (0 D) est isotope
dans M a une sphére coupant T, transversalement et en un seul point.
Si 2 ¢ < n, cette 1sotopie peut &tre choisie dans le complémentaire de S,
ce qui démontre le lemme dans ce cas. Pour 2 =~ 1 = n — 3, elle peut &tre
obtenue par le procédé de Whitney (**), aprés mise en position générale
de y™' (0 D) par rapport a T,; en effet, méme s1 T, est de codimension 2,
le procédé de Whitney est applicable puisque =,(M — T,) s’injecte
dans =, (M) (propos. A.1 de I'appendice A). Or, puisque t=—n — 3, ce
procédé d’élimination de couples de points d’intersection de T,Nny~* (9 D)
peut évidemment s’effectuer dans le complémentaire de S,, ce qui prouve
le lemme dans le cas général.
C. Q. F. D.

6.2.2. Introduisons I’espace 9L des nappes paramétrées dont I'image
est élément de IU et telles qu’en outre la génératrice-base ne rencontre
pas les lignes de gradient s’appuyant sur 0,. Si i > 2, on a évidemment
un isomorphisme m,(J91) > 7, (91). Si i = 1, 'application naturelle est
simplement une surjection. Quant au cas ¢ = 0, nous ne Nous en OCCUpPerons
qu’a la fin. D’autre part, 7,(91) est isomorphe, d’aprés [1; chap. 11, § 4.2],
a =, [Plgt ((S}, sy), (L, L. — 6,)), Plgt (S, L — 0,), v,] qui, pour i =~ n — 3
et n>> 5, est encore isomorphe, d’apres [12; théor. 2.1], a

A =m[Hom ((S, s0), (L, L — 05)), Hom (S, L — 0,), v]; ’
s, désigne le point-base de S' et Hom (—, —) DI’espace des applications
continues; le dernier isomorphisme est induit par l'inclusion naturelle
Plgt (—, —) <> Hom (—, —).
6.2.3. Pour ¢ > 1, on définit une application
gt A—=my (L, L—0y)
de la fagon suivante : un élément a € A est représenté par une application

continue f: 8'X[o, 1] - L; soit R : D"*'— S'X[o, 1] application définie
par R (z, t) = (r (2), t), ou (z, t)€D'X[o, 1] = D"" et ou

ri (D 0D > (DD 5) = (S s,)

(%) Voir [10] et aussi [14; p. 71 et suiv.] pour unec description détaillée du procédé de
‘Whitney.
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est la projection naturelle: w.(a) est représenté par ’application
proj . P p PP

SR (D) S > (L, L — 0,).

On notera ¢ et j, les applications naturelles
e (L, L— 00) 5w (L — 0,) “ m (L — 0,, L — A,).

6.2.4. Lemme. — Lapplication j, op.: A — =;(L*— 007" Lr— A7) est
une injection ensembliste pour 1=—1-—"n — 2.

6.2.5. Lemme. — (1) St 1> 2, 7;(L—0,, L —4,) >~ 2Z[=, (L)].

(2) Si =1 et n>x3, n, (L —0,) est isomorphe au produit libre
(L) x2Z et 7, (L — 0,, L — A,) est U'ensemble quotient de ce groupe par
la relation x~y st y ' z€m, (L).

6.2.6. A Taide de I'isomorphisme naturel =,(91) >~ A (6.2.2) et des
injections données par les lemmes 6.2.4 et 6.2.5, on définit deux appli-
cations injectives :

(1) si 2Zi—=n—3, {:7,(9N) - 2Z[x, (L)];
(2) sii=1, n>x5, {: () - =, (L) % Z.

Ces deux applications permettent d’obtenir les invariants algébriques
cherchés; plus précisément, on a le lemme suivant :

6.2.7. Lemme. — Une nappe D€ 9C met les points critiques ¢, et ¢, en
position de s’éliminer, sv et seulement st elle est 'tmage d’'une nappe para-

métrée dont la classe a€w,(I) vérifie la condition suivante :

(1) pour 2=i—=n— 3, {(a) = + x, zen,(L);
(2) pour i =1, n>x5, {,(a) = (z, 4+ 1, 27'), z€=,(L).

Démonstration dulemme 6.2.4. (a) Soit Kle noyau de m;(L — 0,) — =;(L).
L’image de ¢ est incluse dans K. Nous commengons par montrer que le
morphisme de groupes j,|K:K —» n;(L —0, L —A,) est injectif.
Soit f: 8'— L — 0, une application homotope a zéro dans L et homo-
tope, dans L — 0,, a f": 8’ L — A,. Alors, si i =~ n — 2, f’ est homotope
a zéro dans L — A, et, a fortiort, dans L — 0,. Donc f est homotope a
zéro dans L — 0,.
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(b) On déduit, a I'aide du diagramme ci-dessous, I'injectivité de & de
la surjectivité de I’application m;.,(L — 4A¢) = 7 (L), qui a lieu pour
1< n—2:

Ty (L — 89) = iy (L) = mig (L, L — ) 5 m (L — 0,)
0 e
/
T (L —4)

(¢)  est une injection ensembliste : soient f,, fi: S'X[o, 1] - L telles
que p([fo]) = - ([fi]). Pour ¢>1, 7 (L, L — 0,) est un groupe; I'élé-
ment @([fo]) = ®([fi]) est représenté par l'application FR, ou R a été
défini en 6.2.3 et ou F: S X[o, 1] - L est définie par

ffdx,l——gt) si oZt=L1/2,

F(a, t)zl‘fo(w,u—x) si 1/a 2t 7.

Puisque 1 ([fo]) — 1 ([f1]) = o, il existe une homotopie, constante sur 0D***,
H: D**XJo, 1] - L telle que

H D+ fo]=FR et H(D#x{1})cL— 0,
On peut donc factoriser H a travers une homotopie, constante sur
{so}X[o0, 1], G: (S'X[o, 1])X[o, 1] = L telle que
G|Six[o,1]xf{o]=F et G(Six[o,1]x{1})cL—0,.
On en déduit facilement que, dans A, [f,] = [fi].

La combinaison des résultats obtenus en (a), (b) et (¢) prouve le lemme.

C. Q. F. D.

Démonstration du lemme 6.2.5. — (1) 1 >~ 2 : Dans ce cas, 1l est 1mmé-
diat que l'inclusion induit des isomorphismes
™ (]A — An) — T (IJ —_— 00) > T (.L).
Si p: L—0,-> L — 0, désigne la projection du revétement universel
de L — 0,, on en déduit que p~'(L — 4A,) est revétement universel de
L —A, On a
(L —80) =(L=0,) — (p~1(A)).

On utilise alors les isomorphismes
i (L — 0,5, L— Ay) o 7rl~(L — 0y, p— (L — A0)> ~ H,;(L — 60, P (L — An));

en utilisant 'excision et 'isomorphisme de Thom, on voit que ce dernier
groupe est isomorphe a Z[=, (L — 0,)], c’est-a-dire & Z[ =, (L)].



464 A. CHENCINER ET F. LAUDENBACH.

(2) t =1 et n>> 3 : Le complémentaire d’une sphére de codimension 2,
non nouée, dans un espace euclidien R” a un groupe fondamental iso-
morphe & Z. On en déduit, grace au théoréme de Van Kampen, que
m, (L"— 0"=?) est isomorphe a w,(L — A)%Z. La fin de la proposition
est une conséquence de I’exactitude de la suite d’homotopie de la
paire (L, L — 0,).

C. Q. F. D.

Démonstration du lemme 6.2.7. — Montrons d’abord que la condition
est nécessaire. D’aprés le lemme 6.2.1, on peut pour cela partir d’une
nappe D€ It, dont le bord dans L rencontre A, transversalement et en
un seul point. En position générale, D peut étre représentée par une

nappe paramétrée, appartenant a I, dont la classe dans =,(9t) est notée a.
Alors j,Cp.(a) peut étre représenté par un plongement S'-» 1 — 0,
rencontrant A, transversalement et en un seul point. Si ¢ > 2, il est clair
que L(a) =4 x, ou z€m,(L); si i =1, (a) est de la forme (z, -+ 1, y),
ou x, ye€n,(L); 'image de cet élément par I’application

(L) wZ>~m (L—0,) —m (L)
est x.y; par ailleurs, ’application composée

7 () A —s 7 (L — 0,) —> 7, (L)
AN fl2
TN m (L) kZ

étant nulle, on a y = 27"

Réciproquement, étant donné que et (, sont des injections, pour
prouver que la condition est suffisante, il suffit d’exhiber, pour chaque
invariant algébrique de la forme convenable, une nappe paramétrée dont
le bord dans L coupe A, transversalement et en un seul point, et qui
admette cet élément pour invariant associé. Pour cela, on part du fait
qu’il y a deux telles nappes réalisant les éléments 4 1 et — 1 (**). On réalise
les autres éléments en modifiant ces nappes suivant le procédé classique
du « piping ». Nous ne développons pas ici cette construction car, au cours
de la deuxiéme étape, il nous faudra faire une construction plus détaillée
qui contiendra le procédé de piping.

C. Q. F. D.

6.3. SECONDE ETAPE : LACETS EN QUEUE D ARONDE.

6.3.1. On sait [1; chap. IV, § 4.1] quil existe un lacet { gi.cpy
en queue d’aronde, issu de la fonction f,, et tel que, pour t€Jo, u], g,=f,
ou {fi)icp est le chemin en queue d’aronde considéré depuis le début
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du paragraphe. Pour tout t€fo, 1], la fonction g, ne difféere de f, qu’a
P'intérieur d’un modele de Morse du point critique ¢,, modéle contenant
le cylindre de naissance des points ¢, et c¢;. La nappe descendante
de c¢,, associée a ce modéle rencontre A, transversalement et en un
seul point; on a la note D,. L’invariant algébrique de D, est + 1 (*°).
Soit ¢€&€[ts, t;] une valeur du parameétre telle que { g)eu. so0it un
chemin réalisant le croisement de ¢, et c,; c’est un chemin élémentaire,
noté 1,, associé a la nappe D,. Il y a deux procédés pour modifier le
lacet { g} :

6.3.2. 19 Cerf a construit, dans [1; chap. 1V, § 4, lemme 3], un difféo-
morphisme ® de W, a support dans un cylindre de naissance $ conte-
nant les points critiques ¢, et ¢, de la fonction f,, et dont le bord supé-
rieur est au-dessus de L; on a les propriétés suivantes :

— ® est isotope a l'identité par une isotopie & support dans B;
— @ laisse la fonction f, invariante;

— ® laisse le disque A, invariant et ® |A, est de degré — 1.

11 est alors facile de vérifier que 'invariant algébrique de la nappe ®(D,)
est — 1.

6.3.3. 20 Soit maintenant un élément z€m,(L). A un lacet plongé

représentant x, on peut associer un lacet {W;}lem] dans P’espace des
plongements de 88 dans W, adaptés a f, (‘") et & hauteur constante, c’est-
a-dire que f, W, est, pour toute valeur de ¢, la méme fonction numérique
sur le cylindre D"XJ[o, 1]. Ce lacet se releve en un chemin {W,},,,
dans l’espace des difféomorphismes de W, qui sont I'identité au voisi-
nage de ¢, et qui laissent la fonction f, invariante. Remarquons qu’en
outre, W', laisse la fonction f, invariante. Considérons la nappe D, associée
au chemin élémentaire %,; dans L, son bord X, coupe A, transversalement
et en un seul point. La sphére W', (X,) est isotope a la sphére X, cons-
truite de la fagon suivante (procédé de piping) :

(") 11 n’y a pas d’isomorphisme canonique £': A — Z[=;(L)]. { n’est défini qu’a multi-
plication par un élément de =, (L) prés. En fixant a + 1 Uinvariant associé¢ 4 Dy, on déter-
mine complétement {; rappelons que le signe est déterminé par les conventions habituelles
d’orientation.

('") Un plongement U : D~ x[o, 1] - W est adapté a f, si, pour tout tefo, 1], fo est
constante sur (D" X { t}). ‘

Ann. Ec. Norm., (4), ITII. — Fasc. 4. 61
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On considére un petit disque D. au voisinage du point X, N4, dans X,;
il existe F : DiX[o, 1] > L tel que F(DiX{o}) = Di, F(D'Xx{1}) = 1/2 D,
que F|oD‘X[o, 1]UD‘X {1} soit un plongement et que F({o}X[o, 1])
soit un lacet représentant I’élément x donné dans ,(L); alors X, est
Iarrondie de (X, — intD{)UF(0D'X[o, JUuDix{1}) (fig. 35). Remar-
quons que I’on aurait pu choisir ¥ telle que W'|D:X[o, 1] = F; on aurait
eu alors X, =W, (I,).

On voit que l'invariant algébrique de la nappe W, = (D,) est -+ z, si
2ZL1iZn—3;0u (x 1, x"),s1i=1¢et n>>5.

. Lacet
representant x

« figure dans L »

Fig. 35.

6.3.4. Les deux constructions précédentes fournissent des chemins
élémentaires de croisement ®(%,) (**) et W, (A,) ayant leurs extrémités
dans la méme strate de fonctions excellentes que l'extrémité de 2,; en
effet, les difféomorphismes ® et W', sont 1sotopes a I'identité. Ils sont donc
inclus dans des lacets en queue d’aronde d’origine f,.

En composant ces deux constructions, on prouve la chose suivante :
tout chemin de croisement des points ¢, et c,, issu de la fonction f, et mettant c,
et ¢, en position de s’éliminer, est homotope & un chemin de crotsement inclus
dans un lacet en queue d’aronde d’origine f,. Compte tenu de 6.1.2, le
lemme de la queue d’aronde (propos. 6.1) est complétement démontré
pour > 1.

(1) Si Ao = { h¢ }egp,1, P(ho) désigne le chemin de fonctions { h,® }:gpo, 1.
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6.4. Cas i = 0. — Dans ce cas, 'unicité des éliminations est trivia-
lement vraie, c’est-a-dire que 7,(C’) s’injecte dans m,(C) (voir 6.1.2).
On sait que

T, (€) = 7, (Hom (S°, L), Hom (S°, L — 0,), vp);

sipetgqg(p, g€L—A,), sont les deux points images de v;, on a aussi
m(€C) = m, (L, L — 0,, p)Xm, (L, L —0,, ¢). Un élément de w,(C’) est
représenté par le couple formé d’un chemin d’origine p (resp. q) d’extré-
mité dans int A, et d’un chemin d’origine ¢ (resp. p) d’extrémité dans
L — A,. S’1l n’existe aucun chemin joignant p ou q a A,, €’ est vide; sil
existe un chemin joignant p a A, et aucun joignant ¢ a A,, 7, (€') ~ =, (L, p);
si p, q et A, appartiennent a la méme composante connexe de L,
7 (€)= 7 (L, p)U (L, g).

Pour ce dernier cas, on utilise le fait que, dans le modéle de Morse
d’indice 1, il existe deux lacets en queue d’aronde issus de la fonction
standard (nous avons communiqué cette observation a Cerf qui en a
donné le détail dans sa rédaction [1; chap. IV, § 4, remarque 2 et prop. 5]);
on peut donc réaliser par des lacets en queue d’aronde les éléments
neutres de chacun des deux exemplaires de =,(L) dans =,(€’). On
utilise alors la construction donnée en 6.3.3 pour faire agir =, (L) sur
ces lacets et on conclut comme en 6.3.4 (la construction 6.3.2 n’existe

pas dans ce cas).
C. Q. F. D.

Remarque. — Dans les cas ou 'on a a appliquer ce lemme, il y a en
général des points critiques au-dessus et en-dessous de ceux correspondant
a la partie en queue d’aronde, comme sur le graphique

i +1

(+1

Fig. 36.

L’application de la proposition 6.1 fournit un chemin passant par des
fonctions désordonnées; on peut le déformer en un chemin dans I'espace
des fonctions ordonnées en utilisant le procédé décrit en 6.1.2.
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APPENDICE A.

Propriétés homotopiques de certaines variétés.

On considére les variétés différentiables M™ compactes, sans bord,
orientables, ayant la propriété suivante : il existe deux sous-variétés S|
et T de M, se rencontrant transversalement et en un seul point, ou S,
est difféomorphe a la sphére standard &, et ot T, est compacte, orientable,
sans bord, simplement connexe (ce qui entraine ¢ =~ n — 2) et a fibré
normal trivial.

A.1. ProrositioN. — Dans ces conditions (**), Uapplication

Ikt ﬂk(M——To)%TCk(M),

induite par Uinclusion, est une bijection pour o =~k =1 — 1, et est injec-
tive pour k = 1.

Démonstration. — Le cas i = o est complétement trivial. Etudions a
part le cas ou ¢ = 1 : la surjectivité de I, est triviale, et 'injectivité de I,
est une conséquence directe de I’existence du lacet S;. L’injectivité de I,
se démontre par un argument classique utilisant la trivialité du fibré
normal de T, dans M" : étant donné un disque singulier D* dans M
représentant un élément de m,(M, M — T,), et en position générale par
rapport & T,, on peut le remplacer par un autre disque singulier ayant
méme bord, et un cercle de moins dans son intersection avec T,.

Si maintenant ¢ > 2, la seule position générale implique que I est une
bijection pour k=i — 2 et une surjection pour k=1 — 1. Montrons
Iinjectivité de I;, qui implique en particulier que, pour > 2,
I : ny(M —T,) - =, (M) est toujours un isomorphisme. Nous allons pour
cela montrer la nullité de o : &M, M — T,) >y (M — T,).

Soit ¢: (Di{ 87*) - (M, M — T,) une application représentant un
élément z€n;(M, M — T,); si on choisit ¢ transversale sur T,, 'image
réciproque ¢7*(T,) est constituée d’un nombre fini de points ay, ..., q,
situés dans intD’, au voisinage desquels ¢ est un plongement. Soit a,

(*) 11 suffit en fait de supposer que X! est homotope 4 zéro dans M — T,, ot i est
le bord d’un petit disque normal & T, dans M.
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le point-base de S™'= 0D/, et soient A, ..., A, des chemins plongés,
transverses au bord de D’ joignant a, respectivement a a,, ..., a,
dans intD’, et tels que A,NA,= a, si k£ 1. Soient A,, ..., A, des voisi-
nages tubulaires de a,, ..., a, dans intD’, assez petits pour que ¢|4;

soit un plongement pour j =1, ..., ¢. On pose X;= dA;. En remarquant
T

que D’ se rétracte par déformation sur U (A;UA4;), on voit facilement
j=t

que la nullité de ¢z est entrainée par la propriété suivante : si X' est
une petite sphére, bord d’une fibre d’un voisinage tubulaire de T, dans M,
elle borde un disque singulier dans M — T,; on se raméne immédiatement
au cas ou X! est le bord d’un voisinage tubulaire dans S, du point S,NT,,
auquel cas la propriété est évidente.

Il nous reste & montrer I'injectivité de I; pour i > 2. Soit © : M — M un
revétement universel de M; puisque I, est un isomorphisme, ==*(M — T,)

. — .
est un revétement universel de M — T, et sera noté M — T,; puisque T,

SN . ~
est supposé 1-connexe, M — T, est obtenu a partir de M en enlevant
autant d’exemplaires disjoints de T, qu’il y a d’éléments dans =, (M).
Grace a Iexcision et a I'isomorphisme de Thom, on démontre que

0 si kZi—1,
Hk(l\7[,/M\—T0)g Z[n, (M)] si k=1,
o si k=1, car H,(T,) ={o}.

Ce fait suffit pour conclure dans le cas ¢ = 2, car d’aprés le théoréme de
Hurewicz, on a les isomorphismes

T (M —T) SH,(M=T,) et (M) > H,(§).

Si ¢>. 3, on utilise ’existence d’une certaine suite exacte contenant
I’homomorphisme de Hurewicz, que I’on obtient & I’aide de la suite spectrale
d’homotopie, et qui est décrite dans [9; p. 251, exercice E] : si K est un
complexe cellulaire (non nécessairement fini) simplement connexe, on a
pour tout p >~ 2 une suite exacte naturelle (considérée en premier par

J. H. C. Whitehead)
- > Hppy (K) = D7 (K) -7, (K)

Hurewicz

>H,(K)— ...,

D3, (K) = Image (7, (Klr—11) - 7, (K1),

les K/ désignant les squelettes d’une décomposition cellulaire fixée de K.
Pour éviter les triangulations infinies, on remplace M — T, par M — E,,
ou E, est un voisinage tubulaire ouvert de T, dans M; on se donne une
décomposition cellulaire de M pour laquelle M — E, est un sous-complexe, et
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telle que int E, ne rencontre que des cellules de dimension au moins ¢; on en

. , . . . 1 = o
déduit une décomposition cellulaire de M pour laquelle M — E, est un sous-
S— ~
complexe. [Comme précédemment, on a posé M —E,=n"*(M—E,)cM.]
On obtient ainsi, pour i > 2, un diagramme commutatif dans lequel les
suites verticales sont exactes et dans lequel les fleches horizontales sont
induites par les inclusions naturelles. '

surjection

Hl+1 (mo> I Hi+1 (M>

Y
— -

. ¥
p:,(M—ZE,) ——> D, (f)

! !

™5 (M —_ Eo) —Tl—> 7Ti(l~)

Y

>
Hi <mo) lnjectlo; Hi (M)

L’injectivité de I, (et donc celle de I,) découle alors du :

Lemme. — L’application J; : Df’o(M —E,) > D;,(M) est injective pour
I o,

On considére le diagramme induit par les inclusions naturelles

7 (M E,i-11) —> 7, (M= E,)
U

m (M=) ———»> g, (M)

Le lemme découle évidemment de 'injectivité de U. Pour la démontrer,

. , . ~ ~ T .
nous allons construire une rétraction R de MY sur M — EY par linter-
médiaire d’une rétraction R de MY sur (M — E,)”. Remarquons que

MA= (M — E)#lug, (D) U...ue, (D).  ou oz (Df, S1) — (M), Mi-1])

est 'application d’attachement d’une cellule de dimension i dont le bord
est dans M""= (M — E,)**. Puisque L, : n,(M — E;) - 7, (M)
est injective, la restriction o4/ S™' est homotope a zéro dans M — E,,
et donc dans (M — E,)!?; on appelle t,: D' (M — E,) ke€f{1,...,r},
une application continue telle que 7] S™'= o, S"*, et on définit la
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rétraction R: MY~ (M — E,)¥ par les formules

R| (M — E,)ld=identité, R(z) =n07t () si xe€op (D).

— o R o
Par relevement des applications 7, on définit R.
C. Q. F. D.
Remarque 1. — On voit tout de suite que J; est surjective, & partir de
s 1 v s NAli— 5 o \ie
Pégalité M= = (M — E0>“ Y,
Remarque 2. — On peut améliorer la proposition A.1 si on sait que

H;(T,) = o pour j=j,. En particulier, s1 T, est difféomorphe a la
sphére S*7%, on peut montrer par la méme méthode que I; est injective
pour k=n— 2.

On précise maintenant les hypothéses de la proposition A.1, en suppo-
sant que T, est difféomorphe a la sphére 5", et que les fibrés normaux
a S, et T, dans M sont triviaux. Cela revient a considérer M comme variété
intermédiaire d’une fonction de Morse kA n’ayant que deux points critiques
d’indices ¢ et i+ 1 (t = n — 2), définie sur un cobordisme produit
Lo, 1], ot L™ est une variété connexe, compacte, orientable, sans bord.
St est le bord d’une nappe descendante du point critique d’indice ¢ 4 1,
T% est le bord d’une nappe montante du point critique d’indice i, et la
condition d’intersection sur S, et T, fait correspondre a ce couple de nappes
un « chemin élémentaire d’élimination » d’origine h, aboutissant 4 une
fonction sans point critique (voir le début du paragraphe 1 a ce sujet).

Notons (Q, M, L) le cobordisme élémentaire « supérieur » [c’est-a-dire
Q= h*([1/2, 1]), st M= k" (1/2)], et choisissons sur Q une métrique rie-
mannienne 3 pour laquelle la nappe considérée, de bord S,, soit une
nappe de gradient de la fonction A | Q. Les lignes de gradient partant d’un
point de M — S, vont jusqu’a l'autre bord L, et définissent donc une
application

Y(h, M)=y:M—S§,—~L.

On considére le diagramme ci-dessous, commutatif par définition, dans
lequel toutes les fleches, sauf v, et (yj),, sont induites par les inclusions
naturelles :

T (L) «——— 1 (M — S,)
SO
7;k(M —(SeuTy))
v v

(M —T,) > (M)
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A.2. Lemme. — Lapplication (vj), : m(M — (S,UT,)) - mi(L) est
surjective pour k= n —1 (et donc en particulier pour k=14 1).

Démonstraion. — L’image v(T, — (S,NT,)) est difféomorphe & int D**;
sa frontiére est le bord dans L de la nappe de gradient qui monte du point
critique d’indice ¢ 4 1. On en déduit que 'image de yj dans L est le complé-
mentaire d’une sous-variété difféomorphe a D"%; si k=n—1, un élé-
ment de m,(L) est slirement représenté par une application de S* dans L
dont I'image évite cette sous-variété, ce qui montre le lemme.

C. Q. F. D.

A .3. Prorosition. — Dans la situation du lemme A.2, considérons un
élémenta€n;y (M,M —T,). St 214 2= n,tlexisteun élémentbe ;. , (M — S,)
possédant les deux propriétés suivantes :

(1) a est U'image de b dans Uapplication naturelle

Ty (M — S) = miy (M, M —T,) ;
(2) a(8) = {0} dans 7 (L),

Démonstration. — L’existence d’un élément b’ € 7, (M — S,) satisfaisant
a la premiére condition est une conséquence immédiate de la proposition
A .1, compte tenu de la surjectivité de 'application m;, (M — S,) = 74 (M),
laquelle découle de la condition 2i-2-_n par position générale.
Le lemme A.2 fournit alors un élément b"€m;y (M — (S,UT,)) tel que

(1), (8") =7, (&).
Mais alors, b=10b"—j,(b") vérifie la deuxiéme condition. La premiére
condition est satisfaite par b, car 'application naturelle
T i1 (M —_— (SOUTO)) ~—> Tt (1\4)

se factorise a travers mw,.,(M—T,), ce qui montre que l'image j, (b")
dans 7, (M, M —T,) est o.

C. Q. F. D.

Nous démontrons enfin une proposition utile dans le lemme du bec (§ 5);
la situation est toujours celle du lemme A.2. Notons 0,CL le bord de la
nappe de gradient montant du point critique d’indice 141 (fig. 37).

A.4. Prorosition. — L’application A : 7, (L, L —6,) - n;(M, M — T,)
définie par la composition

()

Tip (L, L —0) =7 (L — 0,) —5 7, (M) —m; (M, M —T,)

est surjective pour 1=_n — 2.



THEORIE DE SMALE 473

Point critique | -Q
d'indice ¢ +1

A ’
SO
Point critique
d’indice ¢
Fig. 37.
Démonstration. — D’aprés la proposition A.1, I'application

(M) -7 (M, M —T,)
est surjective. Nous allons considérer deux cas, suivant la valeur de 7 :

Premier cas : 20+41=n : Par position générale, I’application
(M —8;) - 7;(M) est surjective. En utilisant le lemme A.2 comme
dans la démonstration de la proposition A.3, on voit que tout élément
de m;(M, M —T,) se reléve en un élément de =;(L —0,) représentant
zéro dans 7;(L), d’ou la conclusion.

Deuxiéme cas : 2=~1~n—2 : On a vu, en démontrant la propo-
sition A.1, que dans ce cas,

m (M, M —T,) > H,(M, M— T,) ~ Z[ 7, (M)].

On en obtient des générateurs comme Z-module de la maniére suivante :
on considére un plongement ¢:S‘—>M paramétrant la sphére S); des
générateurs sont alors les images dans ©;(M, M —T,) des éléments g[o],
ou gem, (M) et [¢] est la classe de ¢ dans =;(M). Puisque le fibré normal
a S, dans M est trivial (S! est le bord d’une anse) et que i—n — 2, on
peut représenter ces générateurs par des applications dont l'image est
disjointe de S{; les images par y de ces applications sont incluses dans
L —0, et homotopes a zéro dans L. La conclusion est alors évidente.

C. Q. F. D.
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APPENDICE B.

Nous reproduisons ici le texte d’une Note proposée aux Comptes rendus
de U’ Académie des Sciences (*°). Cest en constatant la longueur d’une rédac-
tion compléte et les possibilités d’extension du sujet que nous avons
décidé de ne placer ici que les résultats. Les démonstrations complétes se
trouveront dans un article & paraitre ultérieurement.

Singularités de codimension 1
et chemins élémentaires d’élimination.

I. InTroDUCTION. — S1 A: V"= R est une fonction de Morse sur une
variété C”, et si ¢, et ¢, sont deux points critiques de h pouvant s’éli-
miner, on appelle chemin d’élimination issu de A relatif au couple (¢4, ¢,)
un chemin continu de fonctions k,: V->R (pour la topologie C*), d’ori-
gine h = h,, d’extrémité une fonction de Morse h, ayant les mémes points
critiques que h moins le couple (cy, ¢,), et tel qu’il existe une et une seule
valeur 6 du parameétre pour laquelle by ne soit pas une fonction de Morse;
en ce point on suppose que le chemin coupe transversalement une strate
de naissance (voir [1]). On note C(h) = C(h, ¢y, c,) P'espace de ces
chemins, muni de la topologie C°. Dans [1] (*!) Cerf introduit la notion
de ¢« chemin élémentaire d’élimination », et définit ainsi un sous-
espace &l(h) de C(h). Le but de cette Note est de montrer que, pour tout

Jj>1 et tout YE€S&I(h), I'inclusion induit un isomorphisme de 'rcj(é (h), y)

sur 7;(C(h), Y), ainsi qu'une bijection sur les m,, ou &l(h) est un sous-
complexe du complexe singulier de &l(h) défini dans [1] (Cerf montre

la surjection sur le m,). Le calcul de ﬂj(m, Y) est ramené au para-
graphe 3 a I’étude de certains espaces de plongements, ce qui fait le lien
avec [b] (*'), et donne une meilleure interprétation des obstructions qui
y sont décrites. Le paragraphe 2 est basé sur la méthode utilisée par
J. Mather pour ’étude de la stabilité des fonctions C*; nous sommes,
d’autre part, reconnaissants 4 B. Teissier d’avoir attiré notre attention
sur I'idéal 3 J*. Dans une prochaine Note, le premier auteur développera
les méthodes du paragraphe 2 dans un cadre plus général.

(*) C. R. Acad. Sc., t. 270, série A, 1970, p. 1575-1578.
(*") Voir aussi le paragraphe 1 de cet article.
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2. Etupe rocare. — Le modeéle local f: (R", o)~ (R, o) d’'un point
singulier de codimension 1 correspondant a la naissance d’un couple de
points critiques d’indices ¢ et 1 4 1 est f(zy, ..., 2,) = q(@1, ..., To) + 2,
ou

J— 2 2 2 2
qg(xy, o X)) =— 2] —. . — i+ .

Soit D l'espace (muni de la topologie C*) des germes de difféomorphismes
locaux de (R, o) tangents & l'identité en o. Soit F ’espace (muni de la
topologie C”) des germes en o de fonctions C* de R* dans R; soit 3 1’idéal
maximal de ’anneau local &, et soit J I'idéal jacobien de f.

LemMe ronDAMENTAL. — L’application continue de D dans F définte

par (b foll — f) admet une section continue au-dessus du sous-espace 38 ¥*
de F.

Démonstration. — Elle est basée sur la méthode de J. Mather telle
qu'elle a été exposée dans [22]. S1 g€ IMJ?, et s1 t€Jo, 1], I'idéal jaco-
bien J, de f - tg est constant, et on peut écrire

If+18)
o — ___ L
& ZX’ dxj ZX T ox;

ou le champ de vecteurs X’ dépend différentiablement de ¢ et du champ X.
Soit ¢, la famille de difféomorphismes locaux de (R”, 0) solution de
Iéquation

§~t it () =X () | (bo=identité).

On vérifie que f+tg=f-d, et que §,(0) est constant, donc égal a I'iden-
tité. Le seul probléme est la dépendance continue de ¢, par rapport a g,
c’est-a-dire la dépendance continue du champ X par rapport a g; la forme
simple de J={z;, ..., 2.} permet d’écrire canoniquement un élément

n—1
~ . . .
de J sous la forme szwj+ X,x,, ou les X, sont certaines combi-
j=1 ’
naisons d’intégrales faisant intervenir les dérivées de g.

C. Q. F.D.

Ce lemme nous permet d’étudier I’espace $ (muni de la topologie C7)
des germes de difféomorphismes locaux de (R", o), conservant I’orientation,
qui laissent invariant le germe de f. Soit J% le sous-espace de GL(n; R)
formé des jets en o d’éléments de .
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Tutortme. — L’application « jet » : 5 —~ JS est une fibration triviale de
fibre acyclique. De plus, JS (et donc 5) a le type d’homotopte du sous-
espace SO(i, n—1—1) de GL(n—1, R) formé des éléments laissant
invariante la forme quadratique q et conservant Iorientation.

Démonstration. — On commence par démontrer le théoréme en rem-
placant & par l'espace 5’ formé des germes de difféomorphismes o
de (R" o) tel que foo —feMI*CF. Dans ce cas, on peut expliciter
Pespace JS' et une section JS'— %', ainsi qu’une contraction de la fibre
au-dessus du jet identité. Le lemme fondamental donne alors une rétrac-
tion de déformation fibrée de 8’ sur S, et montre que JS' = JS.

C. Q. F. D.

CororrLaIRE. — Soit 8, le sous-espace de 5 formé des germes qui laissent
séparément inyariantes les fonctions q(z., . .., %) et x,. L’inclusion 5,5
est une équivalence d’homotopue.

3. APPLICATION AUX CHEMINS ELEMENTAIRES D ELIMINATION. — On
trouvera dans [1] les définitions de « plongement adapté », « chemin
élémentaire de traversée » (en un point d’une strate de naissance), « chemin
élémentaire d’élimination » (issu d’une fonction & comme dans I'intro-
duction). Nous avons été obligés de modifier légérement la définition de
Cerf des chemins élémentaires, afin de rendre variable avec le parameétre
le support de la déformation.

Application 1. — L’espace des plongements du modéle de naissance
(BCR”, muni de la fonction f), adaptés a une fonction donnée F de la
strate de naissance, est fibré sur I’espace contractile des difféomorphismes
croissants de R dans R, avec pour fibre 'espace $(B) des difféomorphismes
qui conservent l'orientation du modéle de naissance (qui est une boule
de R") et qui laissent invariante la fonction f.

Application 2. — Le complexe de Kan a(F) des chemins élémentaires
de traversée en un point F de la strate de naissance a méme type d’homo-
topie faible que le quotient 5/%5, et est donc acyclique. Cect découle en
particulier du fait que 5, est exactement le sous-groupe de S formé des
germes de difféomorphismes qui laissent invariants les germes de toutes

les fonctions f,=f-+ Ax,, €[—1, +1]. On déduit de [1] le

CoroLLAIRE. — Avec les notations del’introduction, Uinclusion &1(h) — C(h)
induit pour tout j>>1 et tout YE&I(h) un isomorphisme de w;(&l(h), 'y)
sur ©;(C(h), v), et une bijection de Tt0<é3 (h)) sur ,(C(h)).
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Application 3. — On démontre que l'application naturelle de $(B)
sur 5, qui a un difféomorphisme associe son germe en o, est une équi-
valence d’homotopie faible. On en déduit que l'application naturelle
de §,(B) dans 5, est une équivalence d’homotopie faible, ou 5, (B) = { dif-
féomorphismes de B laissant toutes les f; invariantes|. En particulier,
5,(B) a méme type d’homotopie faible que SO(:) X (SO (n—1—1)).

COROLLAIRE. — /T(h§ a méme type d’homotopre faible que Uespace des
« couples de nappes en bonne position relatives & (h, ¢y, ¢2) » (voir définition
dans [1]). On en déduit alors que, pour tout j > o,

n;(&100), v) o 7 (Plgt (S, M), Plgt(St, M; SLRT,=1), ),

o M est une variété intermédiaire de h entre c, et c,, et T, " le bord dans M
d’une nappe montante de c, (point d’indice i) correspondant d .

Les notations sont celles de [5] (*') qui prend ainsi un nouvel intérét.

4. UNE REMARQUE SUR LA QUEUE D’ARONDE. — Soit P (B) I'espace des
plongements du modele adaptés a une fonction k:R"— R" sans point

S cm—

critique (la fonction sur le modeéle est x,). Soit &l(k) le complexe de Kan
des chemins élémentaires de naissance (¢, ¢ 4 1) issus de k. Le morphisme

——

naturel de P (B) sur &l(k) est une fibration de Kan dont la fibre a le type
d’homotopie faible de 5,(B), et donc de §,. On en déduit la suite exacte
(les points-base ne jouent aucun role)

c—

1 (S0) = 1 (P(B)) = 7, (E1(K)) — 70 (B) - 7 (P (B)).

La premiére fleche n’est autre que ’application

- m (SO, n—1—1)) -7 (GL(n —1))

induite par I'inclusion, et est surjective pour tout i.
D’autre part,

T (P(B)) 22 {0}, donc W1(%> &2 7o (S0).

Lorsque 1=it=n—2, n,(8,) ~Z,, donc m(@l(k» ~Z, ce qui
éclaircit la démonstration que donne Cerf du lemme de la queue d’aronde,
et explique en particulier le « cone » de la remarque (p. IV.24 de [1]).
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