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DISJONCTION DE SOUS-VARIETES
ET APPLICATION AU CROISEMENT DES ANSES
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Le présent travail, ainsi que le suivant (intitulé Contribution à une
théorie de Smale à un paramètre dans le cas non simplement connexe) ont
été réunis pour constituer une thèse qui a été préparée sous la direction
du Professeur Jean Cerf et qui a été soutenue à la Faculté des Sciences
d'Orsay en juin 1970.

Avant d'entrer dans le sujet, je tiens à exprimer ici ma reconnaissance
à Jean CERF, qui m'a incité à poursuivre mes recherches dans ce domaine
de la topologie. Le second article a été écrit avec Alain CHENCINER, dont
la collaboration amicale m'a été précieuse. Je remercie enfin Claude
MORLET pour les nombreux conseils qu'il m'a donnés à propos du premier
article.

Je dédie ce mémoire à mon ami Harold ROSENBERG.

Introduction,

Soient une variété V et deux sous-variétés M et N de V. Le problème
que nous nous proposons d'étudier est celui de la disjonction de M et
de N; plus précisément, il s'agit de trouver des conditions homotopiqties
nécessaires et suffisantes pour qu'il existe une isotopie H : MX [o, i] -> V,
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386 F. LAUDENBACH.

telle que H [ M x { o ^ soit l'injection canonique MC-^V et que H ( M x { i } )
soit disjoint de N; nous dirons que H est une isotopie de disjonction de M
par rapport à N.

Nous ferons cette étude, soit dans la catégorie différentielle de classe
infinie, notée DIFF, soit dans la catégorie semi-linéaire (ou linéaire par
morceaux), notée PL. Soient X et Y deux variétés dans la catégorie
C ( C = = D I F F ou PL); Aut^X) désigne l'ensemble semi-simplicial des
automorphismes de X et PIgt^Y, X) désigne l'ensemble semi-simplicial
des plongements de Y dans X. Rappelons, par exemple, qu'un p-simplexe
de Aut^X) est un automorphisme semi-linéaire

F : A^X-^'xX

respectant la projection sur A1', où A1' est le p-simplexe standard de dimen-
sion p. Si C ==- DIFF on sait que Aut^^X) a le même type d'homotopie
que le complexe singulier de l'espace des difïéomorphismes de X, muni
de la topologie O00. Si les bords ^X et ^Y ne sont pas vides, il est sous-
entendu que les morphismes respectent les relations d'incidence, c'est-
à-dire qu'ils envoient une face dans une face de même indice.

Enfin Aut^X^X) est le sous-ensemble de Aut^X) des automor-
phismes qui sont l'identité sur le bord, et PIgt^Y, X; /o) est le sous-
ensemble de PIgt^Y, X) des plongements de Y dans X dont la restric-
tion à ^Y est un plongement donné fo : ̂ Y -> ̂ X.

Rappelons les théorèmes de fibration suivants : soient Y une sous-
variété de Xet^ : Ve—>X l'inclusion canonique. Soit p : Autc(X)—^Plgtc(Y; X)
[resp. p' : Aut^X, àX) — PIgt^Y, X; j |^Y)] l'application qui à tout
automorphisme associe sa restriction à la sous-variété Y. Alors p et p'
sont des fibrations de Kan, à condition que Y soit localement plate ; cette
condition est toujours satisfaite si C=DIFF, ou si C = PL et si Y est
de codimension supérieure ou égale à 3 dans X. (Si C==DIFF, voir [1]
ou l'appendice de [2] ; si C = PL, voir [11; p. i54].) Dans la suite, sauf men-
tion expresse du contraire, une sous-variété PL sera toujours locale-
ment plate.

Une conséquence de ces théorèmes de fibration est la suivante : dans
la situation décrite au début, s'il existe une isotopie de disjonction de M
par rapport à N, alors il existe une isotopie de disjonction de N par rapport
à M; en effet, l'isotopie H se prolonge en une isotopie ambiante de V.

DÉFINITION. — Si f: MX [o, i] -> V est une application continue telle
que f\Mx{o] soit l'injection canonique MC-^V et que / * ( M x { i } ) soit
disjoint de N, nous dirons que f est une homotopie de disjonction de M par
rapport à N.
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Comme nous le verrons dans un exemple (§ 1.4), il peut très bien exister
une homotopie de disjonction de M par rapport à N et pas d'homotopie
de disjonction de N par rapport à M. Ceci montre qu'en général l'exis-
tence d'une homotopie de disjonction n'est pas équivalente à l'existence
d'une isotopie de disjonction.

Dans le paragraphe 1, nous montrerons que si

2 dim Y — 2 dim M — dim N — 3 ̂  o

et si l'on peut disjoindre M de N homotopiquement, alors on peut le faire
isotopiquement. La condition dimensionnelle ne fait pas intervenir symé-
triquement M et N; mais cela n'a rien d'étonnant d'après l'exemple cité
plus haut. D'ailleurs, le même exemple montre que, sorties de ce domaine,
les deux notions de disjonction ne sont plus équivalentes. Le résultat est
valable dans les deux catégories DIFF et PL. La démonstration est fondée
sur la méthode d'engouffrement (engulfing) due à J. Stallings [18] ; c'est
une méthode naturelle en PL et elle s'adapte facilement à la catégorie DIFF;
en revanche, elle ne marche en général pas dans la catégorie topologique.
Nous finirons ce paragraphe en comparant, pour des variétés DIFF,
l'existence d'isotopies de disjonction DIFF et PL.

Dans le paragraphe 2, nous verrons comment le résultat du paragraphe 1,
joint au résultat de C. Morlet (isotopie et pseudo-isotopie en codimen-
sion plus grande que 3, [14] et appendice [15]), permet de calculer, en
termes homotopiques, les premiers groupes d'homotopie de la paire
(P lg t (M;V) ,P lg t (M,V-N)) .

Au paragraphe 3, nous pourrons pousser plus loin ce calcul dans le cas
où M est une sphère. Nous verrons aussi l'application de cette étude au
problème des croisements dans une théorie d'anses (ou théorie de Smale)
à plusieurs paramètres. Cette application fut d'ailleurs pour nous la justi-
fication de ce travail.

1. Un théorème de disjonction.

Nous commencerons ce paragraphe en rappelant en quoi consiste la
méthode d'engouffrement de J. Stallings. Soient dans la catégorie
C(=DIFF ou PL) une variété V et un polyèdre P; si VeDIFF, P est
un sous-complexe d'une C1-triangulation de V [22]. Soient L un sous-
polyèdre de P et IL un ouvert de V contenant L. Supposons que P collapse
simplicialement sur L à travers un simplexe Œ; c'est-à-dire que G" est le
joint a-k^ d'un sommet a et d'une face T tels que L n ^ = a ^ r ^ T ; nous
désignerons cette situation par la notation P^L.
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1.1. LEMME D'ENGOUFFREMENT ÉLÉMENTAIRE. — Soit la situation

ci-dessus. Alors il existe, dans la catégorie C une isotopie ( 1 ) H: Vx[o, i]->V
telle que H Vx{o.| soit l'identité de V, que H^Uxf i j ) contienne P
et que, pour tout tç[o,,ï~], H | L x { ^ } soit Vinjection LC-^V. De plus,
on peut choisir H pour que son support soit inclus dans un voisinage
arbitraire de o".

On dira que H est un engouffrement de P par IL.
On peut trouver une démonstration détaillée de ce lemme dans

[16; fasc. I, p. 11]. Il est évidemment généralisable au cas où P collapse
sur L à travers un nombre fini de simplexes (i. e. : il existe une suite finie
de complexes Ko = PD Ki D . . . 3 K/,3. . ..3 K^== L, telle que K/;—K/<-+i
soit un simplexe o .̂ et que K/^^K/^+i).

A titre d'exemple, donnons le théorème d'engouffrement dû à J. Stallings
et dont on trouvera des démonstrations dans [18], [11$ p. i63], [16; fasc. I,
p. 1.17].

' 1.2. THÉORÈME. — Soient, dans la catégorie C (== DIFF ou PL), une
variété V de dimension v, un polyèdre P dans V de dimension p, un sous-
polyèdre compact L de dimension l, inclus dans P, et un ouvert U de V conte-

nant P — L. On suppose que p^v — 3 et que la paire (V, IL) est au moins
l-connexe. Alors il existe dans la catégorie C une isotopie H : Vx [o, i] -> V,
telle que H | V x { o } soit l'identité de V, que H^xli}) contienne P et
que, pour tout tç[o,i], î ï { c t i x { t } ) contienne P—L.

La démonstration du théorème suivant (th. 1.3) est une adaptation des
idées de J. Stallings au problème de la disjonction. Mais le théorème 1.3
n'est pas un corollaire de 1.2; dans cette direction, le théorème 1.2 ne
donne qu'un théorème classique de position générale, qui peut évidemment
s'obtenir sans introduire la notion d'engouffrement.

1.3. THÉORÈME DE DISJONCTION. — Soient, dans la catégorie C (== DIFF
ou PL) une variété V de dimension v et, dans V, deux polyèdres M et N de
dimensions respectives m et n. Notons àM et ^N les intersections de M et de N
avec le bord àN. On suppose que M est compact et que ^Mn^N=0. Soit
h: (M, ^M)x[o, i] -> (V, ̂ V) une homotopie de disjonction de M par rapport
à N : h M X { o } est l'injection canonique de M dans V ^ À ( M x { i } ) n N = 0 ;
on suppose aussi que hÇàMx[o, i]) H^N = 0.

(1) Une isotopie ambiante de V, c'est aussi un i-simplexe de l'ensemble semi-sim-
plicial Aut(V).
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(1) Si i^ — im— n— 3^o, alors il existe dans la catégorie C une
isotopie H : V x [ o , i ] - - > V telle que H V x { o j soit l'identité de V et que
H ( M x { i ( ) n N = 0. H peut être choisie à support dans l'intérieur de V.

(2) Si iv — 2m — n — 3 > o, Visotopie de disjonction H peut être choisie de
telle sorte queîî MX [o, i] et h soient homotopes, relativement à M X { o } , en tant
qu'applications de paires de (Mx[o,i] , MX { i } U^Mx[o, i]) dans (V, V — N ) .

Remarque. — La démonstration se fait simultanément pour la caté-
gorie DIFF et pour la catégorie PL; il n'est pas nécessaire de faire appel
à un théorème de lissage pour obtenir le résultat DIFF à partir du
résultat PL. D'ailleurs, le choix de la catégorie n'intervient que chaque
fois que l'on veut appliquer le lemme 1.1.

Démonstration de la première partie. — Rappelons d'abord que si l'on a
deux polyèdres dans une variété, on peut, par une isotopie ambiante,
déplacer l'un pour le mettre en position générale par rapport à l'autre
[20; chap. 6, th. 15]. En particulier, si la somme de leurs dimensions est
strictement inférieure à la dimension de la variété, alors on peut les dis-
joindre par une isotopie ambiante.

Nous observons tout de suite que, pour m ^ ^ — 2 , l'inégalité
2 ̂  — 2 m — n— 3^o implique l'inégalité m + n < ̂ , et qu'alors, une
petite isotopie de mise en position générale est une isotopie de disjonction.

En revanche, dès que m^>—3, la disjonction ne peut plus se faire
par mise en position générale. On part alors de l'homotopie h : M X [o, i] -> V
qui nous est donnée par hypothèse. Il existe une triangulation T de
M x { i } , arbitrairement fine, pour laquelle Mx[o, i] s'effondre sur M x { i }
par une suite finie de collapses simpliciaux

Ki=: M x [o, i] \.. .\ K/^K^\.. .\ K^== M x •; i }

avec la propriété supplémentaire suivante : si la face libre de o-/; est dans
^Mx[o,i], on demande que cr/, soit entièrement inclus dans ^Mx[o,i];
par exemple on choisit d'abord un collapse de Mx[o,i] sur
^ M x [ o , i ] u M x { i } et un collapse de ^Mx[o,i] sur ^ M x { i } {cf. [16],
fasc. I, p. 16, [11], p. 44). Si T est choisie suffisamment fine, on peut
approcher A, relativement à M x { o } par une nouvelle homotopie de
disjonction, notée encore h, telle que h soit linéaire sur chaque simplexe
et en position générale [11; chap. VI]; ceci veut dire la chose suivante :

(a) h est non dégénérée : pour tout a;eV, h~'{x} est un ensemble fini;
(&) pour toute paire (07, cr') de simplexes de la triangulation T, tels que

(7ncr'=0, on a dim(/i(cr) nA(o-')) ^dimcr + dimcr'— dim^;
(c) si ^e(M-^M)x[o,i] , /^)eV-^v.
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La démonstration consiste maintenant à réaliser un engouffrement de
A(Mx[o, i]) par l'ouvert IL = V — N, compte tenu du fait que ^IL contient
déjà À ( M x { i } ) et que Mx[o,i] collapse sur M x { i } ; en effet, trouver
une isotopie de IL jusqu'à ce qu'il contienne À ( M x { o } ) = M , c'est bien
disjoindre M de N par une isotopie ambiante. En fait, on pourrait se
contenter de réaliser l'engouffrement de A(P), où P est un sous-complexe
de M X [o, i] contenant M X { o } et M X { i } ; effectivement nous aurons
besoin de prendre pour P le squelette de codimension i de Mx[o,i].

h(a)^ [•<\————h^^h(mt<5^

MO-A)

Fig.

Reprenons la suite de collapses décrite plus haut et, pour une récurrence
descendante sur /c, supposons que "U contienne A(K/^i). On ne peut pas
appliquer directement le lemme 1.1 d'engouffrement puisque A [ K ^ n'est
pas un plongement; plus précisément, A(K^n) nÀ(into^) peut ne pas être
vide et être « enlacé » avec NnA(into^) dans À(o"/,); dans ce cas, on ren-
contre une obstruction à réaliser l'engouffrement de A(K/c) par IL, de telle
sorte que, tout au cours de la déformation, l'image de "U contienne tou-
jours À(K/,+i).

Soit T la face libre de o"/^ et a le sommet opposé : o'^==a'ArT. Désignons
par 2 le sous-cône de h(?k) de sommet h (a) s'appuyant sur le polyèdre
des points doubles A(K/^+i) nA(int(7/^). Si N n 2 est vide, 'U contient
À(K/c+i )u2 et l'engouffrement peut être réalisé par application du lemme
élémentaire puisque A(K/^) collapse sur A(K/^i )u2 [20; chap. III, p. 7].
De plus, il est facile de voir que l'on peut choisir l'isotopie réalisant cet
engouffrement à support dans l'intérieur de V. Si NO 2 n'est pas vide,
deux cas se présentent :

Premier cas : iv — im — n — 3>o.

Dans ce cas, par une petite isotopie, on met N en position générale
par rapport à 2. Mais puisque h est en position générale,

dim^ — i^dim (A(K/.+i) n/^into'Â:)) ̂  2 (m + i) — v\

on a donc d i m S < ^ — n ; autrement dit, en position générale NnS==0.
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Deuxième cas : 2^ — im — n — 3 == o.

Dans ce cas, en position générale, N H 2 est de dimension zéro. On intro-
duit alors KA, le squelette de codimension i de K/,$ Ki contient M x { o } .
Notons Ê le sous-cône de S s'appuyant sur hÇK/^i) rU(into-/,). Puisque h
est en position générale,

dimS^dim(/^(K^)nA(mto-/:)) +1^2 w 4-1— ^ + i .

En mettant N en position générale par rapport à î, on se ramène au cas
où î n N = = 0 . Si, pour une récurrence sur /c, on suppose que IL con-
tient A(K/,+i), on voit alors que, quitte à faire une petite isotopie, on
peut supposer que OL contient /i(K/,^)uî. Alors IL peut engouffrer
h(K/^')uh((Jf,) qui collapse sur A(K/^i)uî. En particulier, à la fin de
Fisotopie, U contiendra /i(K/,), ce qui établit la récurrence. Il faut
remarquer qu'à l'étape suivante on part avec ^L contenant /i(K/,)uA(o-/,),
mais que, pour réaliser l'engouffrement de /i(K/,_i), on ne pourra pas
imposer que /i(cr/,) reste dans IL si dimo-/,= m + i -

Démonstration de la seconde partie. — Tout d'abord, si m ^ ^ — 2 ,
l'inégalité iv — im — n—3> o entraîne ( m + i ) + ^ < ^ ; donc P^
position générale, toutes les homotopies de disjonction sont homotopes
entre elles.

Si m ^ ^ — 3 et 2 ^ — 2 m — n — 3 > o , nous avons pu réaliser l'en-
gouffrement de A(Mx[o, i ] ) par l'ouvert IL. Nous avons donc construit
une isotopie A : Vx[o, i] — V telle que :

— A V x { o } soit l'identité de V$

— A ( Z L x { i } ) contienne / i(Mx[o,i]);

— pour tout <€[o,i], A ( Z L x { t } ) D A ( M x { i } ) .

De plus, on a pu choisir A à support dans l'intérieur de V. Considérons
alors l'isotopie de disjonction H : MX [o, i] -> V définie par H = A-1 o^,
OÙJ'M est l'injection canonique de M dans V. Soit y:Mx[o, i]x[o, i] — V
l'application définie comme suit : pour [x, u, t )eMx[o, i]x[o, i], on pose

W(^, u, t) =h{œ, u) si o^t^^j

=^-ï(h{^, u ) , ' 2 t — ï ) si -I^^^.
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On observe que

T(.r, u, o) =/t(a-, u)

W(œ, 0, t) r=H(^ 2 ^ — l ) si ^^^I,
2

"^(.^ o, <Q ==^ si o^^^-,
2

^F(^ ^, t ) e V — N si ^ = i ou ? /== i .

Considérons sur le carré [o, i] X [o, i] un homéomorphisme a possédant
sur le bord les propriétés suivantes : a [ [o, i] X { o } identifie les deux
exemplaires de l'intervalle [o, i] X { o } et { i } X [o, i] ;

a( [o , i ] xS i ; -u { i ! x [o , i ] )= : [o , i ] x ! i i
et

a (o, / ) == (o, 9 . t — i ) pour - ̂  f ̂ _ \.

Définissons alors ç : Mx[o, i] X[o, i] -> V par ©(^ u, t) = W(x, a-^u, t)).
On vérifie que

?(^, K, 0) -==iX,

cp(^, u, i ) e V — N,
cp(^, o, t ) =H(.T, t ) ,
^{œ, j , t ) =h\x,t).

Autrement dit, H et h sont homotopes, relativement à M x { o ^ en tant
qu'applications de paires de (Mx[o, i], MX { i } ) dans (V, V — N ) . Déplus,
H|^Mx[o,i] et h\àMx[o,i] sont homotopes en tant qu'applications
de ^Mx[o,i] dans àV — ^N.

C . Q . F . D .

Remarques :

( i ) Soient Hom(M, V) l'ensemble semi-simplicial des applications
continues de M dans V et Plgt(M, V) le sous-ensemble des plongements
(si M est un polyèdre, un plongement de M dans V est une injection linéaire
par morceaux). Alors le théorème 1.3 peut s'interpréter comme suit :

Si 2 ^ - — 2 m — T z — 3 ^ 0 , l'application naturelle

7To(Plgt(M, V) , Plgt(M, V-N) ) ->7 :o (Hom(M, V), Hom(M, V - N ) )

est un monomorphisme d'ensembles pointés en ce sens que l'image réci-
proque du point base est le point base ( 2 ) .

(2) Si X est un sous-espace d'un espace topologique Y localement connexe par arcs,
îro(X, Y) est l'ensemble quotient de 7îo(X), où toutes les composantes connexes de X
rencontrant Y sont identifiées en un point. Ce point est le point-base de ÎT()(X, Y).
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Si m^v — i et iv — im — n — 3 > o, l'application naturelle

7r , (P ]g t (M,V) , P l g t ( M , Y - N ) , c?o)->7:,(Hom(M/V), H o m ( M / V - N ) , c p o ) ,

où (po est un plongement de M dans V — N, est une surjection.

(2) Rappelons que, si M est une sous-variété de V, alors, avec la seule
hypothèse m^v—i, on a une homotopie régulière de disjonction, parmi
les immersions, dès qu'on a une homotopie de disjonction; en effet, l'espace
Imm(M, V) des immersions de M dans V a le type d'homotopie faible
de l'espace Mono(rM,TV) des monomorphismes du fibre tangent ^M
dans le fibre tangent ïV, [8], [10], [17]; or Mono (r M, ïV) est naturellement
fibre sur Hom(M, V). Si donc une immersion de M dans V représente l'élé-
ment trivial de Tio(Hom(M, V), Hom(M, V — N)), alors elle représente
l'élément trivial dans

7To(Mono(TM, T V ) , Mono(ïM, T ( V — N ) ) ) ^ 7:0 (Inun (M, V) , Imm(M, V — N ) ) .

(3) A. Haefliger [6; p. 169] et R. Wells [21] ont déjà donné des théo-
rèmes de disjonction de sous-variétés dans le domaine métastable
2 ^ — m a x ( m , n)—m—n—3^o. Par exemple, dans ce domaine et
avec des hypothèses de ç-connexité, Wells définit un invariant algébrique
qui est une obstruction à la disjonction. Or il est très facile de vérifier que,
dans les mêmes conditions, la nullité de l'obstruction de Wells implique
l'existence d'une homotopie de disjonction. Pour cette raison, et dans la
mesure où la méthode d'engouffrement s'applique aux polyèdres, notre
résultat constitue une généralisation du théorème de Wells.

1.4. UN EXEMPLE. — Nous allons montrer par un exemple [fig. i) que
les conditions de dimension que nous nous sommes fixées dans le théo-

rème 1.3 sont les meilleures possibles. Cet exemple mettra en évidence
le caractère non symétrique de la notion de disjonction homotopique.

Soient V^S^D^' et N^^XD^, ^o€S1. Supposons /c^2.
Dans l'intérieur de (S1 — { x o } ) X D27', considérons deux sphères de dimen-
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sion /c, S^ et S^, non nouées et enlacées de façon standard avec i pour
coefficient d'enlacement. On joint Si à S^ par un chemin y plongé, coupant N
en un seul point et ne rencontrant les deux sphères qu'en ses extrémités
et transversalement (la classe d'isotopie de y est bien définie par ces pro-
priétés). On prend alors pour M la sphère plongée obtenue en faisant la
somme connexe de Si et de S-2 le long de y.

On observe que M O N est une sphère de dimension k — i . Il est clair
que M peut être disjoint de N homotopiquement ; en effet, TT^(V)=O.
En revanche, il n'existe pas de disjonction par isotopie, car il n'existe pas
de disjonction homotopique de N par rapport à M. Avant de démontrer
ce fait, constatons qu'ici 2 dimV — 2 dimM — dimN — 3 = — i. Pla-
çons-nous maintenant dans le revêtement universel V ^ R x D 2 ^ (fig. 3);
l'image réciproque M de M est une chaîne de sphères.

Nous conviendrons que l'image réciproque de Xo est l'ensemble Z x { o ^ .
Soit £ la (2/c—i)-sphère {o}xàD2k•, c'est un relèvement du bord
de N. Nous voulons voir que 2 n'est pas homotope à zéro dans V — M.
Pour cela il suffit de voir que 2 n'est pas homotope à zéro dans
X = ( V — M)n[o,i] X D2 '; en effet, X est un rétracte de V — M. Or X a
le type d'homotopie du bouquet S^VS71 et la classe d'homotopie de 2 est
le crochet de Whitehead des deux générateurs de ce bouquet. D'après le
théorème de Hilton [9], ce crochet n'est pas nul. Finalement ^N n'est
pas homotope à zéro dans V — M .

Remarque critique. — L'exemple précédent, dont l'avantage est de
mettre en évidence de façon lumineuse l'obstruction à laquelle nous avons
fait allusion au cours de la démonstration du théorème 1.3, a cependant
deux inconvénients : le premier est que la codimension de N n'est pas
supérieure à 3 et le second est que V n'est pas simplement connexe. L'étude
des enlacements de sphères, faite par A. Haefliger [7J, fournit d'autres
exemples montrant que l'on ne peut améliorer le théorème 1.3. Pour
po^pi et dans le domaine 2-métastable (3q—3pi—p^—6^0) il
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existe un enlacement non trivial de deux sphères non nouées, S^ et S^2

dans S^, tel que S^ soit homotope à zéro dans S^ — S^ et que S^2 soit
homotope à zéro dans S^—S^; c'est-à-dire que quels que soient les
disques D^' et D^1, plongés dans D^ et bordés respectivement par S^
et S^2, ils auront toujours une intersection non vide, bien que l'un puisse
être disjoint de l'autre homotopiquement. Plus précisément, si

2(^4-1) — 2(7?.i+i) — (7?-2+i) — 3 = = — i et ^—/?i^3,

on est dans le domaine 2-métastable et les classes d'isomorphisme de tels
enlacements sont en bijection naturelle avec ^+^__y+2(SO, S0^_^_i)
[7, p. 71].

Nous allons finir ce paragraphe par une comparaison des catégories DIFF
et PL dans le problème de disjonction. La proposition 1.5 est en fait une
conséquence de la théorie générale de lissage; cependant, en suivant les
idées d'engouffrement nous pouvons en donner une démonstration élé-
mentaire.

1.5. PROPOSITION. — Soient V une variété différentiable, M un polyèdre
de V et IL un ouvert de V. On suppose quil existe, pour une ^-triangulation,
un automorphisme PL, F : V — V, PL-isotope à l'identité, tel que F (M) soit
inclus dans IL. Alors il existe un difféomorphisme F' : V -> V, isotope à
l'identité et tel que ¥/(M)C^l.

Démonstration. — II revient au même de trouver un difféomorphisme
G:V->V, isotope à l'identité et tel que G(ZL)DM. Soit H : V x I - > V
une isotopie PL telle que Ho = Id | V et Hi = F. Soit N un voisinage régu-
lier de M dans V. Pour t€[o, i], notons N , = H ( N x { t } ) et M,= H(MX { t } ) ;
il existe une triangulation T\, dépendant de t, pour laquelle N( collapse
simplicialement sur M( [11, p. 48]; il s'ensuit que si (9 est un ouvert de V
contenant M,, il existe, par une suite d'engouffrements élémentaires
{cf. lemme 1.1), un difféomorphisme ^, isotope à l'identité par une isotopie
constante sur M( et tel que ^((9)3^. Par ailleurs, on constate qu'il
existe £ > o tel que, pour t, t '€[o,i], 1 1 — ( ' [ < £ , on ait M^cN,. Soit
alors to=i, ti, . .., tk, . . ., tq=o, une suite décroissante dans [o, i] de
diamètre inférieur à £. Par une récurrence sur /c, on suppose avoir cons-
truit G,:V -^V tel que G, (ZL) 3 M/,. Alors ^G,(ZL) DN^M^. On pose
donc G/^i = ̂  G/, et Go = Id [ V.

C. Ç. F. D.

Remarques :

(i) Si 1L=intNi, on constate que MC-^G(IL) est une équivalence
d'homotopie. Si maintenant S^ et S^ sont deux nœuds dans R", non
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isotopes difîérentiablement, avec 7î^m-(-3, on déduit du théorème de
Zeeman [19] et de ce qui précède, que Si peut être isotopée difîérentia-
blement dans un voisinage tubulaire R de 82 de sorte que Si^^R soit
une équivalence d'homotopie; et vice versa.

(2) Affaiblissons les hypothèses de la proposition 1.5 : on suppose qu'il
existe un plongement PL, f:M->V, PL-isotope à l'injection MC-^V et
tel que /*(M)C^LL. Si l'isotopie PL est localement nouée, il se peut qu'il
n'existe aucun plongement difîérentiable f/ :M -> ^IL, homotope à f dans IL.
Par exemple, dans R3 , M sera le cercle standard et IL un voisinage tubu-
laire du nœud de trèfle {voir la relation de compagnonnage [5; p. i43])-

2. Étude à plusieurs paramètres du problème de la disjonction.

Dans toute la suite, M."1 et N" seront des sous-variétés de la variété V
et M sera compacte. Tous les résultats sont valables dans les deux caté-
gories DIFF et PL et nous omettrons de préciser les catégories dans les
notations d'espaces de plongements.

Étant données deux variétés X et Y, considérons sur l'espace Pigt (X, Y)
les deux structures quasi-simpliciales (semi-simpliciales sans dégéné-
rescence), qui ont été introduites par C. Morlet :

(a) Plgti(X, Y) (I comme Isotopie) : un p-simplexe de Plgti(X, Y) est
un plongement X x A P - ^ Y x A P respectant la projection sur le simplexe
standard dé dimension p.

(&) Plgtpj(X, Y) (PI comme Pseudo-Isotopie) : un p-simplexe de
Plgtpi(X, Y) est un plongement XxAF—^-YxA? , qui, pour toute face F de
A11, induit un plongement XxF-^YxF.

Sur l'ensemble Hom(X, Y) des applications continues de X dans Y,
on pourrait aussi définir deux structures Homi(X, Y) et Hompi(X, Y);
mais il est bien connu qu'elles ont même type d'homotopie; nous les
confondrons donc.

Si X et Y ont des bords non vides, on supposera dans tout ce para-
graphe que tous les plongements de X dans Y ont même restriction sur
le bord; sans le préciser, cela sera toujours sous-entendu dans la nota-
tion Plgt(X, Y).

Considérons les inclusions des trois paires

(Plgti(M, V) , Plgti(M, V-N))4(Plgtpi (M, V),Plgtpi(M, V-N))

-^(Hom(M, V), Hom(M, V — N ) ) .
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L'étude de ? se fera à l'aide du théorème de disjonction (th. 1.3). L'étude
de a se fera à l'aide des travaux de C. Morlet ([14] et appendice de [15]).
L'ensemble des résultats fournira le théorème suivant :

2.1. THÉORÈME. — Soient M^, N^ V^ a et ^ comme ci-dessus. Soit
opo '' M -> V un plongement disjoint de N.

Sim,n^_v—3 et i^^^inf (2^ — im — n — 3, iv — m — n —5 ), alors

(pa), : 7r,(Plgti(M, V) , Plgti(M, V - N ) , 90) -> 7r,(Hom(M\ V), Hom(M, V - N ) , cpo)

e^ une bijectwn.

Remarque. — Ce théorème ne contient pas le résultat que l'on obtient
par application du théorème de transversalité dans le cas o ù s m + ^ + i ^ ^
(domaine stable). Ceci tient au fait que la méthode employée pour com-
parer Pigti et Hom fait intervenir Pigtpi comme intermédiaire.

D Étude de

^ : (Plgtpi(M, Y), Plgtpi(M, V-N))->(Hom(M, V ) , Hom (M, V - N ) ) .

2.2. PROPOSITION. — (i) Si i ^ i ^ 2 ^ — 2 m — n — 3, alors

^ : 7r,(Plgtpi(M, V) , Pl.gtpi(M, V - N ) , 9o)-^7r,(Hom(M, V), I-Iom(M, V-N) , cpo)

est une bijection.

(2) Si 2^ — im — n — 3 ̂ o,

Pô : TTo (Pigtpi (M, V), Pigtpi (M, V - N)) -> 7:0 (Hom (M, V), Hom (M, V - N))

est un monomorphisme d'ensembles pointés {i. e. l'image réciproque du point
base est le point base).

Démonstration. — C'est une conséquence directe du théorème 1.3 grâce
à l'isomorphisme

^•(Plgtpi(MxD^ VxD^))^7r^(Plgtpi(M, N))

qui est établi par C. Morlet dans [15]. La démonstration détaillée que nous
donnons plus bas contient la démonstration de cet isomorphisme.

Le (2) de la proposition 2.2 est une formulation du théorème de disjonc-
tion [yoir la remarque ( i ) suivant le théorème 1.3].
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a. Injectwité de ?^. — Pour i>i , ?^ est un morphisme de groupes.
Soit g : M X D1 —^ V X D1 un plongement tel que g | M X ̂ D1 soit un plon-
gement dans ( V — N ) X ^ D 1 et que g M x { * } = = Ç o ? où { * } est le point
de base deàD\ On suppose que g est homotope, relativement à M x { * } ,
à une application continue g ' : M x D ' - ^ ( V — N ) X D1, en tant qu'appli-
cation de paires (MxD^', MxàD1) -> (VxD^, (V — N)X^[>). Cette
homotopie de disjonction a une restriction au bord d'image entièrement
contenue dans le complémentaire de NX^D\ Alors, d'après le théo-
rème 1.3, si 2 ( ^ - 4 ~ 1 ) — i { m - \ - ï ) — [ n - \ - Ï ) — 3 ^ o , il existe une
isotopie H : (VxD ' )x [o , i J — ^ V x D 1 , constante sur le bord, telle que
Ho== Id VxD 1 et H^MxD^nNxD^ 0. Donc g représente l'élé-
ment neutre de 'K,(Plgtpi(M, V), Plgtpi(M, V — N), Ço). Pour i=î, ce
raisonnement montre que ^ est un monomorphisme d'ensembles pointés.
Mais puisque c'est vrai quel que soit le plongement base Ço? P^ est encore
une injection pour 1=1.

b. Surjecti^ité de ̂ . — Soit g : MX D'-^ Vx D' une application continue
telle que g(Mx^D') soit inclus dans (V — N)X^D' et que g [ M x { * } == Ço. A
ce g on peut associer g : (MxD^X^, i] -> VxD1"1, tel que

g ( x , j ,^)=:(9o(^), j) pour ( x , y , ^ çMx^D^x^, i] uMxD^x { o } ,

et que ^ ( M x D ^ x } i |) soit inclus dans ( V — IN^xD'"1. Donc g est une
homotopie de disjonction. D'après le théorème 1.3, si

9.(v -\-i — i) — 2 (m + i — i ) — (n -{- i — i ) — 3 > o,

g est homotope à une isotopie de disjonction, que l'on peut représenter par
un plongement F : (MxD^XJ/), i] -> VxD^X^, i]. De plus, l'homo-
topie de g à F est triviale sur M x D ^ X ^ 0 } et envoie MX^D^XJ^O, i]
dans (V—I^X^D 1" 1 . Le plongement F représente donc un îî-simplexe
relatif de (Plgtpi(M, V), Plgtpi(M, V — N)), dont l'image par P est homo-
tope à g.

Remarquons que, dans ce domaine de dimension, ^ ne peut être une
surjection pour i = o, car il faudrait en fait démontrer que

TTo (Pigtpi (M, Y)) -. 7:0 (Hom (M, V))

est surjectif.
c. ç. F. D.

D Étude de

a : (Plgti(M, V), Plgti(M, V-N)) C-^(Plgtpi(M, V), Plgtpi(M, V - N)).
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Commençons par donner une généralisation d'une proposition due à
C. Morlet :

2.3. PROPOSITION. — Soient des variétés V de dimension ^, M de dimen-
sion m et N de dimension n. Soient /o : (M, àM.) -> (V, ^V) et go : (N, ^N) -> (V, ^V)
deux plongements disjoints. On suppose que m, n^_v — 3. Alors l'appli-
cation naturelle

7r,.(Plgtpi(M, V - ^ o ( N ) ) , Plgti,/o)-^(Plgtpi(M, V), Plgti,/o)

est bijecti^e si ï^i^ 2^ — m — n — 5 et surjecti^e si i^i= 2^ — m— n—4.
Pour i= o, 5i 2 ^ — m — n — 5^o, c'e^ un monomorphisme d'ensembles
pointés. (Un élément de Plgt(M, V) est un plongement de M dans V qui
a même restriction au bord que /o).

Démonstration. — Si M et N sont des disques, alors le résultat a été
démontré par C. Morlet dans l'appendice de [15]. Désignons par P(M, N. V)
la propriété énoncée. On sait donc que P(D^, D71, V) est vraie.

Introduisons l'espace l^îgî^D'X D^-, V) des plongements de D^xD^
dans V qui coïncident sur D^X^D"2"^ avec un plongement donné /o mais
qui plongent ^D^xint D^^ dans intV.

2.3.1. LEMME. — Si P(Dm-\ N, V) est ^raie, alors l'application naturelle

7T,(PÏitpi(D^xD—\ V - ^ ( N ) ) , PÎiti,/o)-^7r,(PÎgtpi(D^xD—\ V), PÎiti,/o)

est bijective si ï^i^ 2^ — m — n — 5 etsurjectwe si i^i^2^ — m — n — 4.

Preuve du lemme 2.3.1. — Par restriction à {o}x'Dm~'>^ on définit
une application

PÎgt (D'- x D^, Y) -> Pigt (D^-\ V).

Puisque m^^ — 3, c'est une fibration quelle que soit la catégorie DIFF
ou PL et quel que soit l'indice 1 ou PI (3). Soit ^ la fibre au-dessus de
/•o { o ^ x D ^ .

Dans la catégorie DIFF, 7^(^i) = ^(^pi) = T^+m-^V^R^1^)) ; où
y.^R(.-m+)^ désigne la variété de Stiefel des X-repères de R"-^. Donc
pour tout i, ^(^pi, ^i, /o) =o. Par le lemme des cinq, on voit que
p^m-^ ^ y^ jmplique le résultat cherché.

(3) Voir la thèse de C. MORLET, Topologie des variétés semi-linéaires (Ann. scient. Éc,
Norm. Sup., 4e série, t. 1, 1968, p. 313-394).
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Dans la catégorie PL, le raisonnement précédent est incorrect et l'on
ne sait pas si ^-(^pi, ^i, /o) = o pour tout i. Cependant ^(^pi, ^i, /o) ne
dépend que des entiers i, X, m et ^ et ne dépend pas de V ; en effet,
avec l'indice 1 ou l'indice PI, S1 a le type d'homotopie faible de son sous-
espace 37', constitué des plongements de D^XD77^ à image contenu dans
un voisinage tubulaire de /o ( { 0} XD771"71). On peut donc aussi conclure
dans cette catégorie.

c. ç. F. D.

a. P(M, D7', V) est vraie pour toute variété M. — On raisonne par
récurrence sur une décomposition en anses de M. Supposons donc que
M ^ M ' U D'XD7^, où 0), est un plongement de S^xD7^ dans àW'.

Supposons aussi que P(M', D", V) soit vraie quelle que soit la variété V.
Soient /'o '- M — V et go : D71—^ V deux plongements disjoints. Nous
noterons f^ la restriction de /o à M' ; on remarque que f[ (M') est inclus
dans V—(go(D^U/ ï ( ) (D / XD m - À ) ) . On a le diagramme commutatif,
ci-après, où les flèches horizontales sont induites par les inclusions natu-
relles d'espaces de plongements et où les suites verticales sont les suites
exactes d'homotopie des fibrations pi et ? _ > ; pi(resp. p ^ ) associe à un plon-
gement de M dans V—g^D 7 2 ) (resp. V) sa restriction à l'anse d'indice X
attachée sur le bord de M'.

On déduit immédiatement de P(Dm-), D7', V) et du lemme 2.3.1 que,
pour i^iv—m—n—5, la flèche (1) est surjective et (4) bijective,
et que, pour i== i v — m — n — 4? (4) est surjective. Par hypothèse
sur M' on sait que, pour i= i v — m— n— 4, (5) est bijective et (2)
surjective, et que, pour i^- 2 v — m — n — 5, (2) est bijective. Pour i
grand (^^4)5 c'est-à-dire dans le domaine où tous les ensembles inter-
venant sont des groupes abéliens et où les applications sont des mor-
phismes de groupes, alors (3) est un épimorphisme dès que (4) et (2) sont
des épimorphismes et que (5) est un monomorphisme, et (3) est un mono-
morphisme dès que (4) et (2) sont des monomorphismes et que (1) est un
épimorphisme. Hors de ce domaine on utilise le fait que les suites de fibra-
tion sont des suites exactes d'ensembles pointés avec action de monoïdes,
c'est-à-dire du type E -> F -> G, où E est un monoïde agissant sur F
de sorte que deux éléments f^ / aCF ont même image dans G si et seule-
ment s'il existe e € E avec e(fi) = f^. Dans une telle situation le lemme
des cinq reste vrai, ce qui démontre que P(M, D'\ V) est vrai.

&. P(M, N, V) est vrai. — Le raisonnement fait en a montre aussi
que, si P(]VT, N, V) est vrai, alors P(M, N, V) est vrai, où M est obtenu
à partir de M' en attachant une anse. Il reste donc à voir que P(D7", N, V)
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est vrai pour toute variété N; mais grâce au théorème d'extension des
isotopies (vrai aussi en PL, avec l'indice 1 ou PI, puisque les codimen-
sions sont supérieures ou égales à 3 [11]), il est facile de voir que P(DW5 N, V)
et P(N, D771, V) sont des propriétés équivalentes. Alors b découle de a.

c. ç. F. D.

2.4. PROPOSITION. — Si m, n^^—3, l'application

^ : 7r,(Plgti(M^ V-'), Plgti(M\ V-N-) , cpo)^^.(Plgtpi(M, V), Plgtpi(M, V - N ) , cpo)

est bijectwe si i^i^i^—m—n—5. Pour i= o, a^ est un monomor-
phisme d''ensembles pointés.

Démonstration. — Pour ^^2, on interprète la proposition 2.3 en termes
de groupes d'homotopie de triades (ce n'est qu'un ensemble pour i==i) :
si i^l 2 ̂  — m — n -— 4?

7r,(Plgtpi(M, V), Plgtpi(M, V- N) , Plgti(M, V) , 90) =o.

Pour 2 ^ i ^ 2 ^ — m — n — 5 , la proposition découle de ce qui précède
en écrivant l'une des deux suites exactes d'homotopie de la triade. On a
aussi qu'avec 1 ^ 2 ^ — m — n — 5 , a^ est injective pour i = = i . Reste
à voir que a^ est surjective pour i= i et que c'est un monomorphisme
d'ensembles pointés pour i== o. C'est un raisonnement pédestre à faire;
il utilise essentiellement le fait que, pour 1 ^ 2 ^ — m — n — 5 ,

7Ti(Plgtpi(M, V-N) , Plgti,/o)-^7T,(Plgtpi(M, V), Plgtr,/o)

est une surjection quel que soit le plongement base fo : M -> V — N .
c. ç. F. D.

En juxtaposant la proposition 2.3 et la proposition 2.4 on a le théo-
rème 2.1.

3. Calcul de ^[PIgt^S7», V'-), PIgt^S", V^—N"), cpo].
Application au problème des croisements de points critiques

dans une théorie de Smale
à plusieurs paramètres.

D'après le théorème 2.1,1e calcul de ^[PIgt^S^, V), PIgt^S^, V — N), yo]
se ramène au calcul de ^[HomfS^, V), Hom^, V — N), ©o]
si m, n^^ — 3 et i^i^inf(2^ — 2m — n — 3, iv — m — n — 5).

3.1. PROPOSITION. — Soient un espace topologique pointé (X, Xo), la
sphère pointée de dimension m (S77^ So) et une application continue
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cpo '•> (S7"? À'o) —^ (X, Xo). Si m^ i, ^ existe une suite exacte

-^ 7:i+,n (X, Xo) -> ̂ (Hon^S7", X), 90) -^ ̂  (X, ^o) -^ ^+^-1 (X, ^o) ->.. . ,

où o^ e^ induit par la fibration de Hurewicz p qui, à /^Hon^S772, X),
associe f (s o) G ̂ .. De plus, si F : (X, a;o)-^(Y, î/o) est une application
continue, F induit un morphisme de suites exactes, de celle associée à X et
à 90? dans celle associée à Y et à F<po-

Remarques. — ( i ) En général, S n'est pas la flèche nulle; elle l'est si <po
est homotope à zéro ; en effet, 8 ne dépend que de la classe d'homotopie
de yo et, si cpo est constante, p a une section.

(2) Si m = o, notons Ço(S°) == Xo UXi ; alors

7r,(Hom(S°, X), çpo)=^(X, ^o) X 7r,(X, ^.).

Démonstration. — On sait que p : Horr^S^, X) -> Hom(5o, X) == X est
une fibration de Hurewicz. La fibre p"1^) est l'espace Hom^S^, X) des
applications f: S^ '—^X telles que f {so) = Xo. Cet espace est muni d'une
loi de H-espace induite par la loi de cogroupe naturelle qui existe sur S'".
Si A désigne la loi de composition dans Hom° (&", X) et si g € Hom° (S7", X),
nous noterons

T .̂ : llorn0 (S^-, X) ••-> Iïom° (S7", X)

l'application continue qui, à /*€ Hom^S^, X), associe gA/*. Appelons
C^€ Hom^S^, X) l'application constante d'image Xo. T^ envoie la
composante connexe de C^ dans la composante connexe de ©o et

(TçJ, : ^(Hom^S7^ X), C,,) -^7r,(Hom°(S7^ X) , cp,,)

est une bijection pour tout i. Enfin un élément de Tc^Hom^S7", X), Cyj
est représenté par une application F : S ' X S771 -> X telle que

F( { * } x S^uS'x i^o i )=^o,

où { * } est le point base de S\ Donc F se factorise par F : S1 X S^/S7 VS7" -> X ;
mais on sait que S'XS^S'VS7" est homéomorphe à S^1. On voit faci-
lement que par ce procédé on peut identifier ^(Hom^S^, X), CJ
et ii^+t(X, Xo) avec leurs lois de composition. Pour obtenir la suite exacte
annoncée, il suffit maintenant de prendre la suite exacte de la fibration p
et d'y substituer it^Hom^S77', X), 90) par ^rn+i (X, x^), grâce à l'isomor-
phisme (T^)71. La fonctorialité de la suite exacte ainsi obtenue est évi-
dente.

c. ç. F. D.
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Considérons maintenant un sous-espace Y de X et supposons que ^(^S^)
soit inclus dans Y. L'application de restriction au point base

p : (Hom (S"1, X), Hom (S771, Y)) -.(X, Y)

est une fibration de paires; comme précédemment, il existe un isomor-
phisme naturel

^•(Hom^S771, X), Hom^S771, Y), cpo) ̂  ̂ m (X, Y, ^o).

On a donc une forme relative de la proposition 3.1 :

3.2. PROPOSITION. — Avec les notations définies plus haut, si m^i,
il existe une suite exacte

. . .-> TT^(X, Y, ^o) -> ̂ i [Hon^S X), Hon^S7», Y), cpo]

-p^ ̂  (^ ̂  ^o) 4- TT^+m-l (X, Y, ^o) -^. . . .

Ce^e 5ia^ dépend fonctoriellement des données (X, Y, 90). Enfin, si m = o,

7r,[Hom(S°,X),Hom(S°,Y), cpo]=7r,(X,Y,^o)X7T,(X,Y,^), où ^oU^i= 9o(S°).

En vue de travaux ultérieurs, nous plaçons ici une proposition dont la
démonstration est immédiate après la description que nous avons donnée
de la flèche

7r,+,,,(X, Y, ^o)--7^ (Hon^S7^ X), Hom(S771, Y), cpo).

PROPOSITION 3.2 bis. — Le diagramme ci-dessous, dont les suites horizon-
tales sont les suites exactes établies dans les propositions 3.1 et 3.2 et dont
les fibres verticales sont les flèches bord des suites exactes d'homotopie de
paires, est commutait f,

-> ̂ n (X, Y, ^o) -> ̂  (Hom (S771, X), Hom (S7", Y), cpo) — ̂  (X, Y, x,) -> 7r^-,(X, Y, œ,) ->

y y ^ >.
-> 7r^_i (Y, ^o) ————> ̂ i-i (Hom (S^S Y), cpo) •————> ̂ i-i (Y, ^o) ——> ^i+m-2 (Y, ^o) ->

De Fétude homotopique qui précède et du théorème 2.1, on déduit
immédiatement le résultat suivant :

3.3. THÉORÈME. — Soient une variété V de dimension v et une sous-
variété N de dimension n; soient (^m, So) une m-sphère pointée et ©o ; S'72-^- V
un plongement disjoint de N; on note Xo= ç»o (^o). On suppose m^v — 3,
n^ v — 3. Pour

i ̂  i-^- inf ( 2 v — 2m — n — 3, 2 v — m — n — 5 ),
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on a le résultat suivant :

( 1 ) Si m^i, il existe une suite exacte

.. .->TT,^ (V, Y - N, ^o) -^ ̂ (PIgMS^ V), PIgt^S-, V - N), cpo)

-^ 7r,(V, Y - N, ^o) -^^n-i (V, V - N, .ro) -^.. .-^(V, V - N, ^o).

De plus, cette suite est fonctorielle par rapport aux plongements de V dans
une autre variété V de dimension au moins égale à p.

(2) Si m = o et si on note yo(S°) = X o U X i , on a une bijection

7r,(Plgti(S0, Y), Plgti(S°, V-N), cpo)-^.(V, Y - N, x,) x TT,(V, V-N, ̂ ).

Remarques. — ( i ) Dans le domaine stable im-{-i-\-i^v^ ^a condi-
tion n ̂ v —3 n'est plus nécessaire.

(2) Les plongements de S° dans V sont habituellement étudiés en consi-
dérant la fibration Plgt(S°, V) -> V dont la fibre est homéomorphe
à V — i point. Cependant, il semble que cette façon de voir ne permette
pas d'établir directement le (2).

Considérons, à titre d'exemple, le cas où ^^5, m^v — 3, n^y — 3
et A'^i avec k == v —(m + n). Alors l'application

7T^-m(V, V-N, ̂ -^(Pigt^ V), Pigt̂ , V-N), CRo)

est une bijection si m^2 et une surjection si m ===i . Mais, N étant de
codimension m + k, îi/,+^(V, V — N, Xo) est isomorphe à HA+m(V, V — N),
où V est le revêtement universel de V et où V — N est la préimage de
V — N dans V; en effet, puisque N est de codimension supérieure à 3,
V — N est simplement connexe. Or H^+/^(V, V — N) est isomorphe
à Ho(N), où N est la préimage de N dans V, et Ho (N) = z^^^^,
où j est l'inclusion N^-^V. On a ainsi calculé le premier groupe d'homo-
topie non nul de la paire (Pigt^, V), Pigt^, V — N ) ) :

3.4. COROLLAIRE. — Si 2^m^^—3, n^^—3 et ^>m-{-n, il
existe un isomorphisme naturel

^-m-^PIgtKS^ V), PIgt^S^ V-N), ̂ ,)-^Z^w^^x^w\

fonctoriel par rapport aux plongements de V dans une autre variété de même
dimension.

Le théorème 3.3 a de l'intérêt pour une théorie d'attachement d'anses
(ou théorie de Smale) à plusieurs paramètres ; le problème peut être formulé
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de la façon suivante : quelle est la topologie de l'espace des fonctions de
Morse excellentes (fonctions dont tous les points critiques sont quadra-
tiques non dégénérés à valeurs distinctes) définies sur une variété W ?
On sait que sur l'espace de toutes les fonctions on peut définir une strati-
fication dont les strates de codimension o sont formées des fonctions
excellentes; les fonctions de Morse ayant exactement deux valeurs cri-
tiques égales forment des strates de codimension i, dites strates de croise-
ment [3]. Soient une strate ( /1) 2 de codimension o et une fonction /*€S.
Soient Ci et c.j deux points critiques de /*, d'indices respectifs Ai et X ^ , et
tels que f (d) > f {c^ ; .on suppose que Ci et c, sont consécutifs, c'est-
à-dire que f n'a pas de point critique sur f~'Ç\f{c^), f{c^)[). Pour toute
fonction y'eS, il existe un difféomorphisme G appartenant à la compo-
sante neutre de Difî(W) et geDiff(R), tels que f= gfG-1 [3] ; autrement
dit, en se déplaçant dans 2, on peut suivre les points critiques Ci et c^ ;
ils restent évidemment consécutifs et dans le même ordre. Maintenant
on peut parler des strates de codimension i qui se trouvent dans l'adhé-
rence de 2 et qui sont des strates de croisement des points Ci et c^ ', nous
noterons cr la réunion de ces strates. Le problème est celui de savoir si cr
n'est pas vide et ensuite de calculer T^(2,cr) . Smale a démontré que,
si Xi^À2, o" n'est pas vide [4].

Soit V une variété de niveau pour la fonction /*, de telle sorte que
/'(Vye]/'^), /^i)!; posons M = = d i m V . Soit y o î S ^ - ^ V un plonge-
ment, bord d'une nappe descendante de Ci jusqu'à V, et soit ^po : S71"^2-^ V
un plongement, bord d'une nappe montante de €3 jusqu'à V. Si cr n'est pas
vide, c'est que l'on peut choisir yo et ^o d'images disjointes. Cerf a démontré
qu'une fois fixée une métrique riemannienne sur W, il existe une bijection
naturelle

7:,(^ ^ ^^[Pigt^-1, V) , P]gti(S^-\ V-^S7^)), cpo] (q/.[3]).

Dans cette situation le théorème 3.3 et le corollaire 3.4 deviennent donc

3.5. THÉORÈME (les notations sont celles que nous venons de définir).
On suppose

^^+2, À2^3 et i^^inf(^-2^4-^-1, n-^, 4-L-4) .

Si Xi^2, il existe une suite exacte :

-> ̂  (V, V - ̂ o (S—^)) —7r^_, (V, V - ̂ o (S^)) -> 7T,(i, a)

-> 7r,(V, V - ̂ o(S71-^)) -... .-> Tïi (V, V - ̂ o (S7^)).

0) Pour nous, une strate est toujours une composante connexe par arcs.
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Si ^1= i,

7T,(i, (7)=7r,(V, V-^o(S"-^), ^o)X7T,(V, V--^^-'2), ̂ l),

ou a;oU^i= ?o(S°).

3.6. COROLLAIRE. — Si ^.1, ^2 € [3, M — 2 ] et si

ï ̂  k ^\\\i(n — 2 Ai 4- ̂  — i, n — Ai + ̂ 2 — 4)?

OM a
7:/,(i, cr)=o si Â - < À 2 - À i 4 - i et 7T^_^ (1:, (7) = Z [^ (V)].

Compléments, — ( ï ) Si on est dans le domaine stable, 2 ( X ^ — ï) -4-/C+ i^^
la condition À2^3 n'est pas nécessaire.

(2) Supposons maintenant que f ait plusieurs points critiques ^2, . . . ,
Cq+i, d'indices X^ et tous au même niveau, V désigne encore une variété
intermédiaire entre les niveaux de Ci et celui de €2. Notons N la réunion
des sphères de dimension n — Aa , bord des nappes montantes des
points C2, . . ., c<y+i. La strate 2, à laquelle appartient /, n'est plus une strate
de fonctions excellentes; elle est formée de fonctions ayant q points cri-
tiques au même niveau. Ici ci est la réunion des strates adhérentes à S
et correspondant au croisement de Ci avec tous les points ^2, . . . , Cg+i.
Le théorème 3.5 est encore valable en remplaçant ^(S71"^2) par N. On en
déduit par exemple que T^_)^(S, cr) == (Z[^ (V)])^, lorsque toutes les
inégalités dimensionnelles du corollaire 3.6 sont satisfaites.
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