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ET APPLICATION AU CROISEMENT DES ANSES
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Introduction.

Soient une variété V et deux sous-variétés M et N de V. Le probléme
que nous nous proposons d’étudier est celui de la disjonction de M et
de N; plus précisément, il s’agit de trouver des conditions homotopiques
nécessaires et suflisantes pour qu’il existe une isotopic H: MX[o,1] >V,
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telle que H{M X {0} soit I'injeétion canonique M<»V et que HM X {1})
soit disjoint de N; nous dirons que H est une isotopie de disjonction de M
par rapport & N.

Nous ferons cette étude, soit dans la catégorie différentielle de classe
infinie, notée DIFF, soit dans la catégorie semi-linéaire (ou linéaire par
morceaux), notée PL. Soient X et Y deux variétés dans la catégorie
C (C=DIFF ou PL); Aut‘(X) désigne I’ensemble semi-simplicial des
automorphismes de X et Plgt®(Y, X) désigne I'ensemble semi-simplicial
des plongements de Y dans X. Rappelons, par exemple, qu'un p-simplexe
de Aut™(X) est un automorphisme semi-linéaire

F: AP X->APxX

respectant la projection sur A", ou A" est le p-simplexe standard de dimen-
sion p. Si C= DIFF on sait que Aut"™(X) a le méme type d’homotopie
que le complexe singulier de I'espace des difféomorphismes de X, muni
de la topologie C”. Si les bords 0X et dY ne sont pas vides, 1l est sous-
entendu que les morphismes respectent les relations d’incidence, c’est-
a-dire qu’ils envoient une face dans une face de méme indice.

Enfin Aut®(X;0X) est le sous-ensemble de Aut‘(X) des automor-
phismes qui sont 'identité sur le bord, et Plgt®(Y, X;f,) est le sous-
ensemble de Plgt®(Y, X) des plongements de Y dans X dont la restric-
tion a 0Y est un plongement donné f,:9Y — 0X.

Rappelons les théorémes de fibration suivants : soient Y une sous-
variété de X et j: YS» X 'inclusion canonique. Soit o: Aut®(X)—Plgt®(Y; X)
[resp. o : Aut®(X, oX) — Plgt‘(Y, X; j|9Y)] Papplication qui a tout
automorphisme associe sa restriction a la sous-variété Y. Alors o et o
sont des fibrations de Kan, a condition que Y soit localement plate; cette
condition est toujours satisfaite si C= DIFF, ou s1 C=PL et s1 Y est
de codimension supérieure ou égale a 3 dans X. (51 C= DIFF, voir [1]
ou 'appendice de [2]; s1 C = PL, voir [11; p. 154].) Dans la suite, sauf men-
tion expresse du contraire, une sous-variété PL sera toujours locale-
ment plate.

Une conséquence de ces théorémes de fibration est la suivante : dans
la situation décrite au début, s’il existe une isotopie de disjonction de M
par rapport a N, alors il existe une isotopie de disjonction de N par rapport
a M; en effet, I'isotopie H se prolonge en une isotopie ambiante de V.

DerintTioN. — Si f:MX[o,1] — V est une application continue telle
que f|{MX{o} soit I'injection canonique M<»V et que f(MX{1}) soit
disjoint de N, nous dirons que f est une homotopie de disjonction de M par
rapport @ N.
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Comme nous le verrons dans un exemple (§ 1.4), il peut trées bien exister
une homotopie de disjonction de M par rapport & N et pas d’homotopie
de disjonction de N par rapport & M. Ceci montre qu’en général D'exis-
tence d’une homotopie de disjonction n’est pas équivalente a I’existence
d’une 1sotopie de disjonction.

Dans le paragraphe 1, nous montrerons que si

2dimV —2dimM — dimN — 3> 0

et si on peut disjoindre M de N homotopiquement, alors on peut le faire
isotopiquement. La condition dimensionnelle ne fait pas intervenir symé-
triquement M et N; mais cela n’a rien d’étonnant d’apres I'exemple cité
plus haut. D’ailleurs, le méme exemple montre que, sorties de ce domaine,
les deux notions de disjonction ne sont plus équivalentes. Le résultat est
valable dans les deux catégories DIFF et PL. La démonstration est fondée
sur la méthode d’engouffrement (engulfing) due a J. Stallings [18]; c’est
une méthode naturelle en PL et elle s’adapte facilement a la catégorie DIFF;
en revanche, elle ne marche en général pas dans la catégorie topologique,
Nous finirons ce paragraphe en comparant, pour des variétés DIFF,
Pexistence d’isotopies de disjonction DIFF et PL.

Dans le paragraphe 2, nous verrons comment le résultat du paragraphe 1,
joint au résultat de C. Morlet (isotopie et pseudo-isotopie en codimen-
sion plus grande que 3, [14] et appendice [15]), permet de calculer, en
termes homotopiques, les premiers groupes d’homotopie de la paire
(Plgt(M; V), Plgt(M, V— N)).

Au paragraphe 3, nous pourrons pousser plus loin ce calcul dans le cas
ou M est une sphére. Nous verrons aussi 'application de cette étude au
probleme des croisements dans une théorie d’anses (ou théorie de Smale)
a plusieurs parameétres. Cette application fut d’ailleurs pour nous la justi-
fication de ce travail.

1. Un théoréme de disjonction.

Nous commencerons ce paragraphe en rappelant en quoi consiste la
méthode d’engouffrement de J. Stallings. Soient dans la catégorie
C (= DIFF ou PL) une variété V et un polyeédre P; si VEDIFF, P est
un sous-complexe d’une C'-triangulation de V [22]. Soient L un sous-
polyedre de P et Ul un ouvert de V contenant L. Supposons que P collapse
simplicialement sur L. & travers un simplexe 7; c’est-a-dire que o est le
joint ax~ d’un sommet a et d’une face T tels que LNo=a%dt; nous

désignerons cette situation par la notation P L.
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1.1. LEMME D’ENGOUFFREMENT KELEMENTAIRE. — Soit la situation
ci-dessus. Alors il existe, dans la catégorie C une isotopte () H: VXJo, 1]V
telle que H|VX{o| soit Uidentité de V, que H(AU X{1|) contienne P
et que, pour tout t€[o,1], H|LX{¢}| soit Uinjection L<>V. De plus,
on peut choisir H pour que son support soit inclus dans un voisinage
arbitraire de s.

On dira que H est un engouffrement de P par L.

On peut trouver une démonstration détaillée de ce lemme dans
[16; fasc. I, p. 11]. Il est évidemment généralisable au cas ou P collapse
sur L & travers un nombre fini de simplexes (i.e. : il existe une suite finie

de complexes K,=P>K,>...DK;>...DK,=1L, telle que K;— Ky,
soit un simplexe o, et que K, % Ky, ,).

A titre d’exemple, donnons le théoréme d’engouffrement dd a J. Stallings
et dont on trouvera des démonstrations dans [18], [11; p. 163], [16; fasc. I,
p. I.17]. ,

1.2. TatorimE. — Soient, dans la catégorie C (= DIFF ou PL), une
variété NV de dimension ¢, un polyédre P dans V de dimension p, un sous-
polyédre compact L de dimension [, inclus dans P, et un ouvert U de V conte-

nant P — L. On suppose que p—y — 3 et que la paire (V, U) est au moins
l-connexe. Alors il existe dans la catégorie C une vsotopie H: VX [o,1] -V,
telle que H|Vx{o} soit Uidentité de V, que H(U X {1}) contienne P et

que, pour tout t€ [o, 1], H(UX{t}) contienne P — L.

La démonstration du théoréme suivant (th. 1.3) est une adaptation des
1dées de J. Stallings au probléme de la disjonction. Mais le théoréme 1.3
n’est pas un corollaire de 1.2; dans cette direction, le théoréme 1.2 ne
donne qu’un théoréme classique de position générale, qui peut évidemment
s’obtenir sans introduire la notion d’engouffrement.

1.3. TutorEME DE pissoNcTION. — Sotent, dans la catégorie C (= DIFF
ou PL) une variété V de dimension ¢ et, dans V, deux polyédres M et N de
dimensions respectives m et n. Notons oM et 0N les intersections de M et de N
avec le bord oV. On suppose que M. est compact et que OMNIN= . Sout
h: (M, oM) X[o, 1] = (V,0V) une homotopie de disjonction de M par rapport
d N:h|MX{o} est U'injection canonique de M dans Vet (M X {1})AN= @ ;
on suppose ausst que h(OM X o, 1])NoN = @.

(1) Une isotopie ambiante de V, c’est aussi un 1-simplexe de I’ensemble semi-sim-
plicial Aut(V).
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(1) St 290 —am—n—3>>0, alors il existe dans la catégorie C une
tsotopte H: VX[o, 1]~V telle que H|VX{o| sott Uidentité de V et que
HMx{1{)nN=@. H peut étre choisie a support dans Uintérieur de V.

(2) St 20 —2m—n—3 > o, l'isotopte de disjonction H peut éire chousie de
telle sorte que H|M X [o, 1] et h sotent homotopes, relativement & M X {0}, en tant
qu applications de paires de (M [o,1], Mx {1}UdM X[o0,1]) dans (V, V—N).

Remarque. — La démonstration se fait simultanément pour la caté-
gorie DIFF et pour la catégorie PL; il n’est pas nécessaire de faire appel
a un théoreme de lissage pour obtenir le résultat DIFF a partir du
résultat PL. D’ailleurs, le choix de la catégorie n’intervient que chaque
fois que 'on veut appliquer le lemme 1.1.

Démonstration de la premiére partie. — Rappelons d’abord que si I'on a
deux polyedres dans une variété, on peut, par une isotopie ambiante,
déplacer I'un pour le mettre en position générale par rapport a l'autre
[20; chap. 6, th. 15]. En particulier, si la somme de leurs dimensions est
strictement inférieure & la dimension de la variété, alors on peut les dis-
joindre par une isotopie ambiante.

Nous observons tout de suite que, pour m>>¢ —2, l'inégalité
29 —2m —n — 3 >0 implique l'inégalité m + n <<y, et qu’alors, une
petite isotopie de mise en position générale est une 1sotopie de disjonction.

En revanche, dés que m=y¢ — 3, la disjonction ne peut plus se faire
par mise en position générale. On part alors de 'homotopie A: M X [0, 1] - V
qui nous est donnée par hypotheése. Il existe une triangulation T de
M {1}, arbitrairement fine, pour laquelle M X[o, 1] s’effondre sur MX {1}
par une suite finie de collapses simpliciaux

K,=Mx o, I]\...\Kk\gil(x<+1\--'\.LK/?:MX{I}

avec la propriété supplémentaire suivante : si la face libre de g, est dans
oM XJo, 1], on demande que g, soit entierement inclus dans JdMX]o, 1];
par exemple on choisit d’abord wun collapse de MXJo,1] sur
oM ><[o,1]JUM X {1} et un collapse de dMXJo, 1] sur oMXx {1} (c¢f. [16],
fasc. I, p. 16, [11], p. 44). Si T est choisie suffisamment fine, on peut
approcher h, relativement & MX{o| par une nouvelle homotopie de
disjonction, notée encore h, telle que h soit linéaire sur chaque simplexe
et en position générale [11; chap. VI]; ceci veut dire la chose suivante :

(a) h est non dégénérée : pour tout €V, h~'(x) est un ensemble fini;

(b) pour toute paire (g, d’) de simplexes de la triangulation T, tels que
cna’'=¢, on a dim(h(s)Nh(s")) Zdims + dims’ — dimy;

(c) st x€(M —0M)X[o, 1], h(x)€V —9V.
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La démonstration consiste maintenant a réaliser un engouffrement de
h(MxJo, 1]) par ouvert U =V — N, compte tenu du fait que U contient
déja h(Mx{r1}) et que Mo, 1] collapse sur MXx{1}; en effet, trouver
une isotopie de Al jusqu’a ce qu’il contienne A(MX{o})=M, c’est bien
disjoindre M de N par une isotopie ambiante. En fait, on pourrait se
contenter de réaliser ’engouffrement de h(P), ou P est un sous-complexe
de MX[o, 1] contenant MX{o| et MxX{1}; effectivement nous aurons
besoin de prendre pour P le squelette de codimension 1 de MX]o, 1].

N

A(D)
h(a) h(Kl/(_”)nh(iﬂf o%)

h(oy)

Fig. 1.

Reprenons la suite de collapses décrite plus haut et, pour une récurrence
descendante sur k, supposons que U contienne A(K,.(). On ne peut pas
appliquer directement le lemme 1.1 d’engouffrement puisque h|K, n’est
pas un plongement; plus précisément, h(Ky,,) Nh(intc,) peut ne pas étre
vide et é&tre « enlacé » avec NNh(into,) dans h(os); dans ce cas, on ren-
contre une obstruction a réaliser I’engoufifrement de A(K,) par U, de telle
sorte que, tout au cours de la déformation, I'image de U contienne tou-
jours h(Ky.4).

Soit = la face libre de o, et a le sommet opposé : 5, = a% 7. Désignons
par X le sous-cone de h(s,) de sommet h(a) s’appuyant sur le polyédre
des- points doubles h(K,..)Nh(ints). Si NNX est vide, U contient
h(K;.1)UX et engouffrement peut é&tre réalisé par application du lemme
élémentaire puisque h(K;) collapse sur A(K;.,)UZ [20; chap. III, p. 7].
De plus, il est facile de voir que 'on peut choisir 'isotopie réalisant cet
engouffrement a support dans lintérieur de V. Si NNZX n’est pas vide,
deux cas se présentent :

Premier cas : 20 —am —n—3 > o.

Dans ce cas, par une petite isotopie, on met N en position générale
par rapport & X. Mais puisque h est en position générale,

dim2 — 12 dim (A (Kp) N2 (intog)) Z 2 (m 4-1) — 05

on a donc dimX < ¢ — n; autrement dit, en position générale NNX = 0.
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Deuxiéme cas : 29 —2m —n—3 =o.

Dans ce cas, en position générale, NN X est de dimension zéro. On intro-
duit alors K, le squelette de codimension 1 de Ky; K, contient Mx{o].

Notons £ le sous-cone de X s’appuyant sur h(K,{H)nh(into‘k). Puisque h
est en position générale,

dimiédiln(h(ﬁ“,)n/z(intak)> +r1Z2m—1—p 1,

En mettant N en position générale par rapport a £, on se raméne au cas
on ENN=@. Si, pour une récurrence sur k, on suppose que Il con-
tient h(K,.,), on voit alors que, quitte a faire une petite isotopie, on
peut supposer que Al contient h(K,,.H)Ui. Alors U peut engouffrer
h(Kip))Uh(s) qui collapse sur A(K,,,)UE. En particulier, a la fin de
Iisotopie, U contiendra h(K,), ce qui établit la récurrence. Il faut
remarquer qu’a ’étape suivante on part avec Al contenant h(K,)Uh(sy),

mais que, pour réaliser I’engouffrement de h(K,_,), on ne pourra pas
imposer que h(s;) reste dans U si dimo,=m 4 1.

Démonstration de la seconde partie. — Tout d’abord, s1 m>>¢ — 2,
I'inégalité 20 —2m —n—3>o0 entraine (m-41)+n<y¢; donc par
position générale, toutes les homotopies de disjonction sont homotopes
entre elles.

Si m<Zy¢—3 et 2¢0—2m—n—3>o0, nous avons pu réaliser l'en-
gouffrement de h(MX[o, 1]) par I'ouvert Al. Nous avons donc construit
une 1sotopie A:VX[o, 1]V telle que :

— A|VX{o}{ soit I'identité de V;

— A(UX{1}) contienne A(MXJo, 1]);

— pour tout t€Jfo, 1], A(UX{t|)DA(MX{1}).

De plus, on a pu choisir A & support dans P'intérieur de V. Considérons
alors l'isotopie de disjonction H:MXJo, 1] -V définie par H=A""0j,,
ou jy est I'injection canonique de M dans V. Soit W': M X o, 1] X[o, 1] >V
I’application définie comme suit : pour (z, u, t) €M X]o, 1] X[o, 1], on pose

X
IN

Wz, u, t)y=nh(x, u) si

N =

= A" (h(z, u), 2t —1) si

N
R
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On observe que

Wz, u,0) =h(x, u)

W (x, 0,8) =H(z, 2t —1) si éétél,

. 1
Y(z,o0,t)=x si 0_7t_4_5,
¥ (x, u,t)eV—N si t=1 ou w=—I.

Considérons sur le carré [o,1]X[o, 1] un homéomorphisme o possédant
sur le bord les propriétés suivantes : «|[o,1]X {0} identifie les deux
exemplaires de I'intervalle [0, 1]X{o{ et {1]X[o, 1];

a (o, 1] > {rjuirixfo, 1]) =[o, 1] > {1}
et

a(o, 1) = (0, 2t —1) pour Zt1.

N -

Définissons alors o:MxXJo, 1]X[o, 1] =V par o(z, u, t) =W (z, «™" (u, t)).
On vérifie que
o (x, u,0)=uxz,
o(x, u,1)€V—N,
o(z,0,t) =H(x, 1),
9 (x,1,t) =h(x,t).

Autrement dit, H et A sont homotopes, relativement & MX{o}, en tant
qu’applications de paires de (M X[o, 1], MX{1}) dans (V, V— N). De plus,
H[oM X[o, 1] et h|oMXJ[o, 1] sont homotopes en tant qu’applications
de oM X[o, 1] dans 9V — oN.
C.Q.F.D.

Remarques :

(1) Soient Hom(M, V) [I’ensemble semi-simplicial des applications
continues de M dans V et Plgt(M, V) le sous-ensemble des plongements

(s1 M est un polyédre, un plongement de M dans V est une injection linéaire
par morceaux). Alors le théoréme 1.3 peut s’interpréter comme suit :

Si 29 —2m —n — 3> 0, application naturelle
o (Plgt (M, V), Plgt (M, V — N)) = 7, (Hom (M, V), Hom (M, V — N))

est un monomorphisme d’ensembles pointés en ce sens que 'image réci-

9

proque du point base est le point base (?).

(?) Si X est un sous-espace d’un espace topologique Y localement connexe par arcs,
(X, Y) est I’ensemble quotient de =(X), ol toutes les composantes connexes de X
rencontrant Y sont identifiées en un point. Ce point est le point-base de =,(X, Y).
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Sim—¢—1et2ag—2m—n—23>o0, 'application naturelle

7, (PIgt(M, V), Plgt(M, V—N), 0,) -7, (Hom (M, V), Hom (M, V — N), o,),

ou ¢, est un plongement de M dans V — N, est une surjection.

(2) Rappelons que, si M est une sous-variété de V, alors, avec la seule
hypothése m ¢ — 1, on a une homotopie réguliere de disjonction, parmi
les immersions, dés qu’on a une homotopie de disjonction; en effet, 'espace
Imm (M, V) des immersions de M dans V a le type d’homotopie faible
de P'espace Mono(tM, V) des monomorphismes du fibré tangent <M
dans le fibré tangent <V, [8], [10], [17]; or Mono(tM, = V) est naturellement
fibré sur Hom (M, V). Si donc une immersion de M dans V représente I’é1é-
ment trivial de =,(Hom (M, V), Hom(M, V— N)), alors elle représente
I’élément trivial dans :

7o (Mono (tM, V), Mono (=M, 7(V —N))) > 7y (Imm (M, V), Imm (M, V—N)).

(3) A. Haefliger [6; p. 169] et R. Wells [21] ont déja donné des théo-
remes de disjonction de sous-variétés dans le domaine métastable
29 —max(m, n) —m—n—3>0. Par exemple, dans ce domaine et
avec des hypotheéses de g-connexité, Wells définit un invariant algébrique
qui est une obstruction a la disjonction. Or il est tres facile de vérifier que,
dans les mémes conditions, la nullité de I’obstruction de Wells implique
Pexistence d’une homotopie de disjonction. Pour cette raison, et dans la
mesure ou la méthode d’engouffrement s’applique aux polyedres, notre
résultat constitue une généralisation du théoréme de Wells.

1.4. Ux exempLE. — Nous allons montrer par un exemple (fig. 2) que
les conditions de dimension que nous nous sommes fixées dans le théo-

N
Fig. o.

réme 1.3 sont les meilleures possibles. Cet exemple mettra en évidence

le caractére non symétrique de la notion de disjonction homotopique.
Soient V=295'XD* et N={z,}xD* z,&€S' Supposons k> 2.

Dans I'intérieur de (S'— {x,})X D?*, considérons deux spheéres de dimen-
Ann. Ec. Norm., (4), 11I. — Fasc. 4. 52
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sion k, S! et S!, non nouées et enlacées de facon standard avec 1 pour
coefficient d’enlacement. On joint S, 4 S, par un chemin y plongé, coupant N
en un seul point et ne rencontrant les deux sphéres qu’en ses extrémités
et transversalement (la classe d’isotopie de y est bien définie par ces pro-
priétés). On prend alors pour M la sphére plongée obtenue en faisant la
somme connexe de S, et de S, le long de .

On observe que MNN est une sphére de dimension k —1. Il est clair
que M peut étre disjoint de N homotopiquement; en effet, =,(V)=o.
En revanche, il n’existe pas de disjonction par isotopie, car il n’existe pas
de disjonction homotopique de N par rapport & M. Avant de démontrer
ce fait, constatons qu’ici 2dimV —2dimM —dimN — 3 =—1. Pla-
cons-nous maintenant dans le revétement universel Vo~ Rx D (fig. 3);

I'image réciproque M de M est une chaine de sphéres.

Nous conviendrons que I'image réciproque de z, est ’ensemble Zx {o].
Soit X la (2k—1)-sphére {o]XdD*; c’est un relévement du bord
de N. Nous voulons voir que £ n’est pas homotope a zéro dans V — M.
Pour cela il suffit de voir que X n’est pas homotope a zéro dans
X=(V— 1\7[)('\[0,1] X D?%; en effet, X est un rétracte de V— M. Or X a
le type d’homotopie du bouquet S*VS* et la classe d’homotopie de X est
le crochet de Whitehead des deux générateurs de ce bouquet. D’apres le
théoreme de Hilton [9], ce crochet n’est pas nul. Finalement 0N n’est
pas homotope a zéro dans V — M.

Remarque critique. — L’exemple précédent, dont l’avantage est de
mettre en évidence de fagon lumineuse I’obstruction a laquelle nous avons
fait allusion au cours de la démonstration du théoréme 1.3, a cependant
deux inconvénients : le premier est que la codimension de N n’est pas
" supérieure a 3 et le second est que V n’est pas simplement connexe. L’étude
des enlacements de sphéres, faite par A. Haefliger [7], fournit d’autres
exemples montrant que l'on ne peut améliorer le théoréeme 1.3. Pour
p.<p: et dans le domaine 2-métastable (3¢ —3p,— p,—6>>0) il



DISJONCTION DE SOUS-VARIETES, 39

existe un enlacement non trivial de deux sphéres non nouées, S” et S
dans S7, tel que S” soit homotope a zéro dans S7— S” et que S” soit
homotope a zéro dans S?7— S"™; c’est-a-dire que quels que soient les
disques D”*' et D”**', plongés dans D?*' et bordés respectivement par S
et S, ils auront toujours une intersection non vide, bien que 'un puisse
étre disjoint de 'autre homotopiquement. Plus précisément, si

2(¢+1) —2(pi+1)—(p+1)—3=—1 et q— pi>3,

on est dans le domaine 2-métastable et les classes d’isomorphisme de tels
enlacements sont en bijection naturelle avec =,., ,..(50,80,_, .
[7, p. 71l.

Nous allons finir ce paragraphe par une comparaison des catégories DIFF
et PL dans le probléme de disjonction. La proposition 1.5 est en fait une
conséquence de la théorie générale de lissage; cependant, en suivant les
idées d’engouffrement nous pouvons en donner une démonstration élé-
mentaire.

1.5. Prorosition. — Sotent V une variété différentiable, M un polyédre
de V et W un ouvert de V. On suppose qu’tl existe, pour une C*-triangulation,
un automorphisme PL, F:V — V, PL-isotope a Uidentité, tel que F (M) sout
inclus dans AU. Alors il existe un difféomorphisme F':V — V, isotope d
Uidentité et tel que F'(M)cCAL.

Démonstration. — 11 revient au méme de trouver un difféomorphisme
G:V >V, isotope a l'identité et tel que G(U)DM. Soit H: VXI—>V
une isotopie PL telle que H,=Id|V et H, = F. Soit N un voisinage régu-
lier de M dans V. Pour t€Jo, 1], notons N,= H(NXx {t}) et M,=H(Mx {t});
il existe une triangulation T, dépendant de ¢, pour laquelle N, collapse
simplicialement sur M, [11, p. 48]; il s’ensuit que s1 @ est un ouvert de V
contenant M,, il existe, par une suite d’engouffrements élémentaires
(cf. lemme 1.1), un difféomorphisme G, isotope a 'identité par une isotopie
constante sur M, et tel que G (O)DN, Par ailleurs, on constate qu’il
existe ¢ > o tel que, pour t, ¢'€[o,1], [t —1'|<e, on ait My, CN, Soit
alors ty=1, t1, ..., 4, ..., t,=o0, une suite décroissante dans [o, 1] de
diameétre inférieur a e. Par une récurrence sur k, on suppose avoir cons-
truit G,: V >V tel que G.(U)DM,,. Alors GG, (U)DN, DM On pose
donc Giy=GG, et Go=1d|V. ‘

Lg+1°

C.Q.F.D.
Remarques :

(1) Si WL =intN,, on constate que M<>G(U) est une équivalence
d’homotopie. Si maintenant SI" et S sont deux nceuds dans R”, non
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isotopes différentiablement, avec n>m 4 3, on déduit du théoreme de
Zeeman [19] et de ce qui précéde, que S, peut étre isotopée différentia-
blement dans un voisinage tubulaire R de S, de sorte que S,<» R soit
une équivalence d’homotopie; et vice versa.

(2) Affaiblissons les hypothéses de la proposition 1.5 : on suppose qu’il
existe un plongement PL, f:M — V, PL-isotope a I'injection M<»V et
tel que f(M)cAal. Si l'isotopie PL est localement nouée, il se peut qu’il
n’existe aucun plongement différentiable f': M — 1l, homotope & f dans L.
Par exemple, dans R?, M sera le cercle standard et 1l un voisinage tubu-
laire du nceud de tréfle (voir la relation de compagnonnage [5; p. 143]).

2. Etude a plusieurs parameétres du probléme de la disjonction.

Dans toute la suite, M et N” seront des sous-variétés de la variété V¢
et M sera compacte. Tous les résultats sont valables dans les deux caté-
gories DIFF et PL et nous omettrons de préciser les catégories dans les
notations d’espaces de plongements.

Etant données deux variétés X et Y, considérons sur ’espace Plgt (X,Y)
les deux structures quasi-simpliciales (semi-simpliciales sans dégéné-
rescence), qui ont été introduites par C. Morlet :

(a) Plgt, (X, Y) (I comme Isotopie) : un p-simplexe de Plgt, (X, Y) est
un plongement X XA"-—> Y X A" respectant la projection sur le simplexe
standard de dimension p.

(b) Plgty, (X, Y) (PI comme Pseudo-Isotopie) : un p-simplexe de
Plgty (X, Y) est un plongement X X A" — Y X A", qui, pour toute face F de
A" induit un plongement XX F — Y X F.

Sur I'ensemble Hom (X, Y) des applications continues de X dans Y,
on pourrait aussi définir deux structures Hom,(X, Y) et Hom, (X, Y);
mais il est bien connu qu’elles ont méme type d’homotopie; nous les
confondrons donec.

St X et Y ont des bords non vides, on supposera dans tout ce para-
graphe que tous les plongements de X dans Y ont méme restriction sur
le bord; sans le préciser, cela sera toujours sous-entendu dans la nota-

tion Plgt(X, Y).
Considérons les inclusions des trois paires

(Plgt (M, V), Plgt;(M, V — N)) 5 (Plgte: (M, V), Plgtpi (M, V — N))
£ (Hom (M, V), Hom(M, V — N)).
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L’étude de 3 se fera & 'aide du théoreme de disjonction (th. 1.3). L’étude
de « se fera a I'aide des travaux de C. Morlet ([14] et appendice de [15]).
L’ensemble des résultats fournira le théoréme suivant :

2.1. TatorimE. — Soient M™, N*, V", a et B comme ci-dessus. Sout
©o: M - V un plongement disjoint de N.

Stimy,n=—¢—3 et 1=—1—inf(2¢0 —2m —n—3,2¢0 —m —n—>5), alors

(Ba), = m:(Plgyy (M, V), Plgt; (M, V—N), ¢,) - 7; (Hom (M, V), Hom(M, V — N), o)

est une byjection.
Remarque. — Ce théoréme ne contient pas le résultat que ’on obtient
par application du théoréme de transversalité dans le cas o 2m 41 1" ¢

(domaine stable). Ceci tient au fait que la méthode employée pour com-
parer Plgt, et Hom fait intervenir Plgt,, comme intermédiaire.

O Etude de

5t (Plgty (M, V), Plgtp; (M, V — N)) = (Hom (M, V), Hom (M, V — N)).

2.2. ProrositioN. — (1) St 1 21 =29 —2m — n — 3, alors
B,: mi(Plgtpr (M, V), Plgtp; (M, V—N), 0,) - m;(Hom (M, V), Hom (M, V—N), ¢,)
est une bijection.
(2) St 29 —2m — n — 3 >0,
Bo: o (Plgtyr (M, V), Plgtpy (M, V— N)) — 7, (Hom (M, V), Hom (M, V — N))

est un monomorphisme d’ensembles pointés (i. e. U'image réciproque du point
base est le point base).

Démonstration. — C’est une conséquence directe du théoréeme 1.3 grace
a I'isomorphisme

7 (Plgtpr (M < DE, V 5< DA)) 5 7, (Plgityy (M, N))

qui est établi par C. Morlet dans [15]. La démonstration détaillée que nous
donnons plus bas contient la démonstration de cet isomorphisme.

Le (2) de la proposition 2.2 est une formulation du théoréme de disjonc-
tion [poir la remarque (1) suivant le théoréme 1.3].
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a. Injectivité de B,. — Pour :>1, B, est un morphisme de groupes.
Soit g: M X Di— VXD’ un plongement tel que g|MxdD’ soit un plon-
gement dans (V— N)X0D! et que g| MX{x} =g, ol {x} est le point
de base de 0D’. On suppose que g est homotope, relativement a M X { %},
a une . application continue g : MXD’—(V — N)Xx D’ en tant qu’appli-
cation de paires (Mx D) MxoD) - (VxDi (V — N)xoDi). Cette
homotopie de disjonction a une restriction au bord d’image entiérement
contenue dans le complémentaire de NXxoD’. Alors, d’aprés le théo-
reme 1.3, st 2(¢v +1) —2(m+i) —(n+1) —3>0, i existe une
isotopie H: (VXD XJo, 1] > VXD, constante sur le bord, telle que
Hy=1Id| VXD’ et Hig(MxD)nNXD'= @. Donc g représente Délé-
ment neutre de m;(Plgt, (M, V), Plgt, (M, V— N), ¢o,). Pour ¢ =1, ce
‘raisonnement montre que (3, est un monomorphisme d’ensembles pointés.
Mais puisque c’est vrai quel que soit le plongement base o,, 3, est encore
une injection pour :=1.

b. Surjectivité de 3,. — Soit g: MX Di—~ VX D’ une application continue

telle que g(M X 0D’) soit inclus dans (V — N) X oD et que g| MX{x} =0,. A
ce g on peut associer g: (MXxD"')XJ[o, 1] - VXD, tel que

g’(xv Y t) :((‘P‘)(‘Z.)v }) pour (JU, Y t)EMXdDi_1><[O, I]UMXDi_lx {O ;)

et que g(MX D" X{ 1}) soit inclus dans (V— N)xD*'. Donc g est une
homotopie de disjonction. D’aprés le théoréeme 1.3, si

2(0 +i—1)—2(m+i—1) —(nR+(—1)— 3>o0,

g est homotope a une isotopie de disjonction, que ’on peut représenter par
un plongement F : (M X D) X[o, 1] - VXD~'X][o, 1]. De plus, ’homo-
topie de g & F est triviale sur MX D™ X{o} et envoie MxoD""' X[o, 1]
dans (V — N)xoD"'. Le plongement F représente donc un i-simplexe
relatif de (Plgt, (M, V), Plgt, (M, V — N)), dont I'image par 3 est homo-
tope a g.

Remarquons que, dans ce domaine de dimension, 3, ne peut é&tre une
surjection pour ¢ = o, car il faudrait en fait démontrer que

7o (Plgter (M, V) = 1, (Hom (M, V))
est surjectif.
C. Q. F. D.

0 Etude de

o (Plgty(M, V), Plgy (M, V—N)) < (Plgtp (M, V), Plgte; (M, V — N)).
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Commencons par donner une généralisation d’une proposition due a

C. Morlet :

2.3. ProrositioN. — Sotent des variétés V de dimension ¢, M de dimen-
ston m et N de dimension n. Sotent f,: (M, 0M) — (V,0V) et g,: (N, 9N) - (V, V)
deuz plongements disjoints. On suppose que m, n—y — 3. Alors Uappli-
cation naturelle

m; (Plgter (M, V — 24 (N)), Plgty, fo) — 7 (Plgter (M, V), Plgty, fi)

est bijective st 1 =120 — m — n — 5 et surjective st 11 =29 —m— n—4.
Pour i=o0, st 29 — m — n — 5>x0, c’est un monomorphisme d ensembles
pointés. (Un élément de Plgt(M, V) est un plongement de M dans V qui
a méme restriction au bord que f;).

Démonstration. — Si M et N sont des disques, alors le résultat a été
démontré par C. Morlet dans 'appendice de [15]. Désignons par P (M, N. V)
la propriété énoncée. On sait donc que P (D™, D", V) est vraie.

Introduisons Iespace Plgt(D*x D™, V) des plongements de D*x D™
dans V qui coincident sur D*XdD™* avec un plongement donné f, mais
qui plongent 0D*xint D™ dans intV.

2.3.1. Lemme. — St P(D™™*, N, V) est oraie, alors U'application naturelle
7 ( Plgtpr (D > D=2, V — g (N)), Plgty, f, ) — m( Plgtey (D* <D=, V), Plgy, f,)
est bijective st 1=_1=_29 — m — n — 5 et surjective st 1129 —m — n — 4.

Preuve du lemme 2.3.1. — Par restriction a {o}xD™* on définit
une application

Plgt (D* < D=, V) = Plgt (D72, V).

Puisque m =~ ¢ — 3, c’est une fibration quelle que soit la catégorie DIFF
ou PL et quel que soit I'indice I ou PI(®). Soit & la fibre au-dessus de
fo ‘ { o }X D,

Dans la catégorie DIFF, (7)) =7;(Fp) = Tima(Vi(R™™) 5 ou
V, (R™+") désigne la variété de Stiefel des A-repéres de R™. Donc
pour tout i, m;(Fp, F,, fo) =o0. Par le lemme des cinq, on voit que
P(D"™, N, V) implique le résultat cherché.

(*) Voir la theése de C. MorLET, Topologie des variétés semi-linéaires (Ann. scient. Ec.
Norm. Sup., 4¢ série, t. 1, 1968, p. 313-394).
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Dans la catégorie PL, le raisonnement précédent est incorrect et 'on
ne sait pas si ©;(F,, F,, f,) = o pour tout . Cependant =;(F,, F, f,) ne
dépend que ‘des entiers i, A, m et ¢ et ne dépend pas de V; en effet,
avec I'indice I ou I'indice PI, & a le type d’homotopie faible de son sous-
espace F', constitué des plongements de D" X D™ & image contenu dans
un voisinage tubulaire de f, ({ o X D). On peut donc aussi conclure
dans cette catégorie.

C. Q. F. D.

a. P(M, D", V) est vraie pour toute variété M. — On raisonne par
récurrence sur une décomposition en anses de M. Supposons donc que
M= M’U D*xX D" ou @, est un plongement de S*~'x D"~* dans oM.

@
Supposons aussi que P(M’, D", V') soit vraie quelle que soit la variété V'.
Soient fy:M -~V et g,: D"V deux plongements disjoints. Nous
noterons [, la restriction de f, & M’; on remarque que f, (M’) est inclus

dans V—(g,(D)Uf,(D*xXD"*)). On a le diagramme commutatif,
ci-apreés, ou les fleches horizontales sont induites par les inclusions natu-
relles d’espaces de plongements et ou les suites verticales sont les suites
exactes d’homotopie des fibrations ¢, et p.; i (resp. g.) associe & un plon-
gement de M dans V — g,(D") (resp. V) sa restriction a ’anse d’indice A
attachée sur le bord de M".

On déduit immédiatement de P(D™*, D", V) et du lemme 2.3.1 que,
pour i=—2¢ —m — n — 5, la fleche (1) est surjective et (4) bijective,
et que, pour i1=2¢ —m —n — 4, (4) est surjective. Par hypotheése
sur M’ on sait que, pour t=2¢ —m— n— 4, (b) est bijective et (2)
surjective, et que, pour i=—2¢ —m — n — 5, (2) est bijective. Pour ¢
grand (1> 4), c’est-a-dire dans le domaine ou tous les ensembles inter-
venant sont des groupes abéliens et ou les applications sont des mor-
phismes de groupes, alors (3) est un épimorphisme dés que (4) et (2) sont
des épimorphismes et que (D) est un monomorphisme, et (3) est un mono-
morphisme dés que (4) et (2) sont des monomorphismes et que (1) est un
épimorphisme. Hors de ce domaine on utilise le fait que les suites de fibra-
tion sont des suites exactes d’ensembles pointés avec action de monoides,
c’est-a-dire du type E—~F -> G, ou E est un monoide agissant sur F
de sorte que deux éléments f,, f.€F ont méme 1image dans G si et seule-
ment s’ existe e€ E avec e(f,) = f.. Dans une telle situation le lemme
des cing reste vrai, ce qui démontre que P(M, D", V) est vrai.

b. P(M, N, V) est ¢rai. — Le raisonnement fait en ¢ montre aussi
que, si P(M’, N, V) est vrai, alors P(M, N, V) est vrai, ou M est obtenu
a partir de M" en attachant une anse. Il reste donc a voir que P(D", N, V)
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est vrai pour toute variété N; mais grice au théoréme d’extension des
1sotopies (vral aussi en PL, avec I'indice I ou PI, puisque les codimen-
sions sont supérieures ou égales & 3 [11]), il est facile de voir que P (D", N, V)
et P(N, D", V) sont des propriétés équivalentes. Alors b découle de a.

C. Q. F. D.
2.4. ProrositioNn. — St m, n=y¢ — 3, Uapplication

a, ﬂi(PlgtI (Mm’ VU), Plgtl(‘L\/I, V— N’l), CPO) —> T (Plgth(M, V), Plgtp] (N[, V— N), (1’)0)

est bijective st 1 =129 —m—n—>5. Pour i= o0, 2, est un monomor-
phisme d’ensembles pointés.

Démonstration. — Pour :>> 2, on interprete la proposition 2.3 en termes
de groupes d’homotopie de triades (ce n’est qu'un ensemble pour 1= 2) :
sli=—2¢ —m—n—/{,

7; (Plgtpr (M, V), Plgte; (M, V—N), Plgt; (M, V), ¢,) =o.

Pour 2=i <29 —m—n —5, la proposition découle de ce qui précede
en écrivant 'une des deux suites exactes d’homotopie de la triade. On a
aussli qu'avec 1=2¢ —m —n—>5, a, est injective pour t=1. Reste
a voir que «, est surjective pour t=1 et que c’est un monomorphisme
d’ensembles pointés pour 1= o. C’est un raisonnement pédestre a faire;
il utilise essentiellement le fait que, pour 1=—2¢ —m —n —5,

7, (Plgter (M, V — N), Plgty, fo) = 7, (Plgter (M, V), Plgty, f5)

est une surjection quel que soit le plongement base f,: M-V —N.

C. Q. F. D.

En juxtapoéant la proposition 2.3 et la proposition 2.4 on a le théo-
reme 2.1.

3. Calcul de m;[Plgt(S™, V"), Plgti(S", V¥ — N*), o,].
Application au probleme des croisements de points critiques
dans une théorie de Smale
a plusieurs paramétres.

D’apres le théoreme 2.1, le calcul de =, [Plgt, (5", V), Plgt, (5", V— N), ¢,]
se ramene au calcul de m[Hom(5", V), Hom(5", V —N), o]
stm,n=y —3 et i=—1Zinf(2¢ —2m —n—3, 20 —m —n —5).

3.1. Proposition. — Sotent un espace topologique pointé (X, z,), la
sphére pointée de dimension m (5", s,) et une application continue
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Qo (9", 80) = (X, ). St m > 1, 1l existe une suite exacte
. . Px 0 .
= T (X, @&9) = m(Hom (3, X), @) = m:(X, @) = Tipm—i (X, 2g) —. . -,

ou o, est induit par la fibration de Hurewicz ¢ qui, & f€ Hom(S™, X),
assocte [ (s,)€X. De plus, st F:(X, z,) > (Y, y,) est une application
continue, I induit un morphisme de suites exactes, de celle associée a X et
& 9o, dans celle associée ¢ Y et a Fo,.

Remarques. — (1) En général, ¢ n’est pas la fleche nulle; elle I’est si o,
est homotope & zéro; en effet, ¢ ne dépend que de la classe d’homotopie
de o, et, si ¢, est constante, p a une section.

(2) St m = o, notons ¢,(S") =z,Ux,; alors

ﬁi(Hom(SO? X)7 CPO) — Wi(X? ‘TO) > 7Ti(>(y xl)-

Démonstration. — On sait que ¢ : Hom (5", X) - Hom(s,, X)= X est
une fibration de Hurewicz. La fibre 07" (z,) est 'espace Hom® (5", X) des
applications f: 5" — X telles que f(s,) = z,. Cet espace est muni d’une
loi de H-espace induite par la loi de cogroupe naturelle qui existe sur S”.
Si A désigne la lo1 de composition dans Hom" (5", X) et s1 g€ Hom" (S, X),
nous noterons

T,: lMom" (8", X) - Hom" (5", X)
Papplication continue qui, a f& Hom(5”, X), associe gAf. Appelons
C,,€ Hom' (5", X) l'application constante d’image x,. T, envoie la
composante connexe de C, dans la composante connexe de ¢, et

(Tg,),: m(Hom"'(S’”, X), C,,) = m (Hom* (S, X)), o,)

est une bijection pour tout ¢. Enfin un élément de w;(Hom* (5", X), C,,)
est représenté par une application F: S'X 5" X telle que

B (1A | < SMUS< {8, {) = i,

oil { % | est le point base de S'. Donc F se factorise par F : $'x $"/S/VS” — X;
mais on sait que S'XS"/S'VS™ est homéomorphe a S™. On voit faci-
lement que par ce procédé on peut identifier =;(Hom®(S™, X), C,)
et T, (X, x,) avec leurs lois de composition. Pour obtenir la suite exacte
annoncée, 1l suflit maintenant de prendre la suite exacte de la fibration p
et d’y substituer 7;(Hom* (5", X), ¢,) par m,.: (X, x,), grace a I'isomor-
phisme (T.,).". La fonctorialité de la suite exacte ainsi obtenuc est évi-

dente.
C. Q. F. D.
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Considérons maintenant un sous-espace Y de X et supposons que ¢, (5™)
soit inclus dans Y. L’application de restriction au point base

p : (Hom (57, X), Hom (S, Y)) (X, Y)

est une fibration de paires; comme précédemment, il existe un isomor-
phisme naturel

Tci (I{OH}O (Sm, X)) HOIIIO (Sm, Y)) CPO) § T[l'+m (X7 Y’ 370)-
On a donc une forme relative de la proposition 3.1 :

3.2. ProrositioN. — Avec les notations définies plus haut, si m>-1,
il existe une suite exacte

e T (X, Y, 20) = m; [Hom (8, X)), Hom (S, Y), @]
el (X, Y, x) A Tipm—1 (X, Y, &) —>. ...

Cette suite dépend fonctoriellement des données (X, Y, @,). Enfin, st m = o,

m; [Hom (S°, X), Hom (S, Y), o] = m/(X, Y, ) x m:(X, Y, 2,), ol &)Uz ==9,(S%.

En vue de travaux ultérieurs, nous plagons ici une proposition dont la
démonstration est immédiate aprés la description que nous avons donnée
de la fléche

Tiem (X, Y, &p) = m;(Hom (S, X), Hom (S, Y), ¢,).

Prorosition 3.2 bis. — Le diagramme ci-dessous, dont les suites horizon-
tales sont les suites exactes établies dans les propositions 3.1 et 3.2 et dont
les fibres verticales sont les fléches bord des suites exactes d’homotopie de
paires, est commutalif,

= Tem (X, Y, 29) = m;(Hom (S, X), Hom (S, Y), @¢) = m:(X, Y, @) = Tipm—1(X, Y, &) —

| | | |

Y Y Y Y
—> Witm—1 (Ya xo) > i (Hom (Sm, Y)7 CPD) > i (Ya xO) > Titm—2 (Ya xo) -

De I’étude homotopique qui précéde et du théoréme 2.1, on déduit
immeédiatement le résultat suivant :

3.3. Tatorime. — Sotent une variété V de dimension ¢ et une sous-
variété N de dimension n; sotent (S™, s,) une m-sphére pointée et @, : S™— V
un plongement disjoint de N; on note x,= @, (s,). On suppose m =y — 3,
n =y — 3. Pour

1ZiZinf(2¢ —oam —n—3, 20 —m—n—1>5),
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on a le résultat sutvant :

(1) St m>>1, il existe une suite exacte
o Toem (V, V— N, a20) - i (Plgty(S7, V), Platy (57, V —N), o0)
P (V, V=N, 20) > Teomes (V, V=N, 20) >+ .. (V, V=N, z,).
De plus, cette suite est fonctorielle par rapport aux plongements de V dans
une autre variété V' de dimension au moins égale a ¢.
(2) St m = o et si on note ¢,(S") = x,Uxi, on a une bijection

7Tl'(]‘:)]gtl(s()7 V)v Plgtl(s()) V— N)7 cPO) *>7T1(V, V- N7 'I"O) = TL'i(V, V— N, .’111).

Remarques. — (1) Dans le domaine stable 2m 4-¢ 419, la condi-
tion n = ¢ — 3 n’est plus nécessaire.

(2) Les plongements de S° dans V sont habituellement étudiés en consi-
dérant la fibration Plgt(S°, V) -~V dont la fibre est homéomorphe
4 V — 1 point. Cependant, il semble que cette facon de voir ne permette
pas d’établir directement le (2).

Considérons, a titre d’exemple, le cas ou ¢ x5 m=¢ — 3, nZy — 3
et k>>1 avec k= ¢ —(m + n). Alors 'application
Tram (V, V—N, &) = 7 (Plgt; (S, V), Plgt; (S, V—N), 9,)

est une bijection si m>> 2 et une surjection si m =1. Mais, N étant de
codimension m + k, 7, (V, V— N, z,) est isomorphe a H/H,m(v, M),
ou V est le revétement universel de V et ot V— N est la préimage de
V — N dans V; en effet, puisque N est de codimension supérieure a 3,
V—N est simplement connexe. Or Hm+k(v, \Tfl\\l) est isomorphe
a H,(N), ot N est la préimage de N dans V, et H, (N) = Z(mM/mm=<momn
ou j est 'inclusion N<» V. On a ainsi calculé le premier groupe d’homo-

topie non nul de la paire (Plgt,(S™, V), Plgt,(S", V—N)) :

3.4. ComrorLLaiRe. — St 2=-m=Z¢v—3, n=v—3 et v>m-+n, il
existe un isomorphisme naturel

Ty—m—n (Plgu (8™, V), Plgtl (Sm, V—N), ©) s ZUT (V) T (N) X T N

. fonctoriel par rapport aux plongements de V dans une autre variété de méme
dimension.

Le théoréme 3.3 a de I'intérét pour une théorie d’attachement d’anses
(ou théorie de Smale) a plusieurs parameétres; le probléme peut étre formulé
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de la fagon suivante : quelle est la topologie de I'espace des fonctions de
Morse excellentes (fonctions dont tous les points critiques sont quadra-
tiques non dégénérés a valeurs distinctes) définies sur une variété W ?
On sait que sur 'espace de toutes les fonctions on peut définir une strati-
fication dont les strates de codimension o sont formées des fonctions
excellentes; les fonctions de Morse ayant exactement deux valeurs cri-
tiques égales forment des strates de codimension 1, dites strates de croise-
ment [3]. Soient une strate (*) X de codimension o et une fonction feZX.
Soient ¢, et ¢, deux points critiques de f, d’indices respectifs 2, et A,, et
tels que f(ci)>f(c.); on suppose que ¢, et ¢, sont consécutifs, c’est-
a-dire que f n’a pas de point critique sur f~'(Jf (¢c.), f(ci)[). Pour toute
fonction f'€X, il existe un difféomorphisme G appartenant & la compo-
sante neutre de Diff (W) et g€ Diff (R), tels que f'= gfG'[3] ; autrement
dit, en se déplacant dans X, on peut suivre les points critiques ¢, et ¢,;
ils restent évidemment consécutifs et dans le méme ordre. Maintenant
on peut parler des strates de codimension 1 qui se trouvent dans 'adhé-
rence de X et qui sont des strates de croisement des points ¢, et ¢, ; nous
noterons ¢ la réunion de ces strates. Le probléme est celul de savoir si g
n’est pas vide et ensuite de calculer m, (X o). Smale a démontré que,
s1 Ay=_h,, g n’est pas vide [4].

Soit V une variété de niveau pour la fonction f, de telle sorte que
f(V)€]f(cs), fle)[; posons n=dimV. Soit g¢,:S"'—V un plonge-
ment, bord d’une nappe descendante de ¢, jusqu'a V, et soit ¢, : ">V
un plongement, bord d’une nappe montante de ¢, jusqu’a V. Si g n’est pas
vide, c’est que I’on peut choisir ¢, et &, d’images disjointes. Cerf a démontré
qu’une fois fixée une métrique riemannienne sur W, il existe une bijection
naturelle

(2, 0) 2 7 [Plgty (SM =1, V), Plgti (Sh=1, V — 4, (S7%)), 9] (cf. [3)).
Dans cette situation le théoréeme 3.3 et le corollaire 3.4 deviennent donec

3.5. TukoriME (les notations sont celles que nous venons de définir).

On suppose
n> A+ 2, A>3 et 1= k=Zinf(n—ak—+ dy—1, 7 — A+ hy— §).

St M2, 1l existe une suite exacte :

> T (V, V— LIJO (S’l—7n2)) > Ty —1 (V, V — % (Sn—k)) o (Z, %)
=7 (V, V— %(S"‘)‘ﬂ)) —> o= m(V, V—1, (Sn—2ay),

(*) Pour nous, une strate est toujours une composante connexe par arcs.
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Si )\1 - I,
Tr(Z, 0) = TR(V, V= G (8777, ) X 1 (V, V — Yo (SN, @),

Oilf !EOUa?4 — ?0 (SO).

3.6. CoroLLAIRE. — Si Ay, Mh€[3, n—2] et st

1<k Zinf(n — 2%+ A —1, n — A+ Ay — 4),

on a )
(2, 0)=o0 sik<<h— A +1 et Tyt 1 (2, 0) = Z[m (V)]

Compléments. — (1) Si on est dans le domaine stable, 2(A, —1) +k+ 1= n,
la condition A,>> 3 n’est pas nécessaire.

(2) Supposons maintenant que f ait plusieurs points critiques c,, ...,
Cq+1, d'Iindices A, et tous au méme niveau, V désigne encore une variété
intermédiaire entre les niveaux de ¢, et celui de ¢,. Notons N la réunion
des sphéres de dimension n — A,, bord des nappes montantes des
points ¢s, ..., ¢,4. La strate X, & laquelle appartient f, n’est plus une strate
de fonctions excellentes; elle est formée de fonctions ayant ¢ points cri-
tiques au méme niveau. Ici ¢ est la réunion des strates adhérentes a X
et correspondant au croisement de ¢, avec tous les points ¢y, ..., Cpps.
Le théoréme 3.5 est encore valable en remplacant §,(S"*) par N. On en
déduit par exemple que m, _,, .,(Z, ¢) =(Z[n,(V)])?, lorsque toutes les
inégalités dimensionnelles du corollaire 3.6 sont satisfaites.

BIBLIOGRAPHIE.

- [1] J. CerF, Topologie de certains espaces de plongements (Bull. Soc. math. Fr., t. 89,

1961, p. 227-380; Thése, Paris, 1960).

[2] J. CerF, Sur les difféomorphismes de la sphére de dimension 3 (I', = o), Lecture Notes
in Math. 53, Springer, 1968.

[38] J. CERF, La stratification naturelle des espaces de fonctions dzﬁerentlables réelles et le
théoréme de la pseudo-isotopie, Publications Mathématiques I. H. E. S. (4 paraitre).

[4] J. CERF et A. GRAMAIN, Le théoréme du h-cobordisme, Secrétariat mathématique de
I’Ecole Normale Supérieure.

[5] R. Fox, Topology of 3-manifolds, ed. M. K. Fort, Prentice Hall, 1962.

[6] A. HAEFLIGER, Plongements différentiables dans le domaine stable (Comm. Math.
Helv., vol. 37, 1963, p. 155-176).

[7] A. HAEFLIGER, Enlacements de sphéres en codimension supérieure a 2 (Comm. Math.
Helv., vol. 41, 1966).

[8] A. HAEFLIGER et V. PoENARU, Classification des immersions combinafoires, Publi-
cations mathématiques, no 23, I. H. E. S., Paris, 1965.

[9] P. J. HiLTON, On the homotopy group of the union of spheres (J. London Math. Soc.,
vol. 30, 1955, p. 154-171),



408 F. LAUDENBACH.

[10] M. HirscH, Immersions of manifolds (Trans. Amer. Math. Soc., vol. 93, 1959,
P. 242-276).

[11] J. F. P. Hupson, Piecewise linear topology, Benjamin, 1969.

[12] F. LAUDENBACH, C. R. Acad. Sc., 268, série A, 1969, p. 1320.

[13] J. MiuNoR, Lectures on the h-cobordism theorem, Notes by L. Siebenmann and
J. Sondow, Princeton University Press, 1965.

[14] C. MorLET, C. R. Acad. Sc., 268, série A, 1969, p. 1080. .

[15] C. MorLET, Plongements et automorphismes de variélés, Cours Peccot, College de
France, Paris, 1969.

[16] L. SiEBENMANN, Le fibré tangent, Cours donné a la Faculté des Sciences d’Orsay
(1966-1967), notes de A. CHENCINER, M. HERMAN et F. LAUDENBAcCH, Publication
du Centre de Mathématiques de I’Ecole Polytechnique.

[17] S. SMmALE, The classification of immersions (Ann. of Math., vol. 69, 1959, p. 327-344).

[18] J. StarriNgs, The piecewise linear structure of Euclidian space (Proc. Camb. Phil.
Soc., vol. 58, 1962, p. 481-488).

[19] E. ZEEmAN, Unknotling combinalorial balls (Ann. of Math., vol. 78, 1963, p. 501-526).

[20] E. ZeEmAN, Seminar on combinalorial topology, Notes minéographiées, I. H. E. S.,
Paris, 1963.

[21] R. WELLs, Modifying intersections (Ill. J. Math., vol. 11, 1967, p. 389-403).

[22] J. H. C. WHITEHEAD, On C;-complexes (Ann. of Math., vol. 41, 1940, p. 809-824).

(Manuscrit recu le 13 aolit 1970.)

Francgois LANDENBACH,
Centre de Mathématiques,
Ecole Polytechnique,
17, rue Descartes,
75-Paris, 5e.




