YVES MEYER
Nombres algébriques et analyse harmonique

Annales scientifiques de [ "E.N.S. 4¢ série, tome 3, n° 1 (1970), p- 75-110
<http://www.numdam.org/item?id=ASENS_1970_4 3 1_75_0>

© Gauthier-Villars (Editions scientifiques et médicales Elsevier), 1970, tous droits réservés.

L'acces aux archives de la revue « Annales scientifiques de I'E.N.S. » (http:/www.
elsevier.com/locate/ansens) implique 1’accord avec les conditions générales d’utilisation
(http://www.numdam.org/conditions). Toute utilisation commerciale ou impression systé-
matique est constitutive d’une infraction pénale. Toute copie ou impression de ce fi-
chier doit contenir la présente mention de copyright.

NuMbDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=ASENS_1970_4_3_1_75_0
http://www.elsevier.com/locate/ansens
http://www.elsevier.com/locate/ansens
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

Ann. scient. Ec. Norm. Sup.,
4e série, t. 3, 1970, p. 75 a 110.

NOMBRES ALGEBRIQUES
ET ANALYSE HARMONIQUE

Par Yvis MEYER.

InrropuctioN. — Une grande partie de I'analyse harmonique moderne
est consacrée aux ensembles exceptionnels de nombres réels; ensembles
compacts et ensembles discrets, ensembles d’unicité, ensembles de synthése
harmonique, etc. _

Le but de ce travail est de montrer que treés souvent les propriétés
remarquables de ces ensembles E vis-a-vis de analyse harmonique s’inter-
pretent en regardant la droite réelle comme un sous-groupe a un parameétre
dense dans un groupe compact; I’ensemble exceptionnel devenant une
partie remarquable de ce groupe compact G. On doit, dans la définition
de G, tenir le plus grand compte de la nature algébrique des parameétres
servant a définir E. Par cette méthode, Salem a résolu le probleme de
Punicité dans le cadre des ensembles a rapport de dissection constant.

Soient 0 un nombre réel supérieur & 2, A I’ensemble (discret) de toutes

les sommes ﬁniesZe,ﬁ"’, ¢,=o0 ou 1 et E l'ensemble compact de toutes
k>0

les sommesEek 0% e¢t= o0 ou 1. Le chapitre 1 contient une nouvelle
k1
preuve du théoréme de Salem (E est d’unicité si 0 est un nombre de Pisot)
ainsi qu'une généralisation de ce résultat. Le chapitre 2 résout le probléme
de savoir quand A est exactement I’ensemble des zéres d’une fonction
presque-périodique. La classe de nombres de Pisot que ce probléeme
introduit est étudiée au chapitre 3. Dans le chapitre 4 nous montrons que A
a un compact propre si et seulement si 0 est un nombre de Pisot. Dans le

chapitre 5, E est encore l'ensemble de toutes les sommes Z & 0%
k1
ex=o0 ou 1, 0 est un nombre de Pisot ou de Salem et A(E) est 'algebre
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des restrictions a E des transformées de Fourier des fonctions de L'(R);
une propriété importante de I’algébre de Banach A (E) est alors obtenue
et c’est un premier pas en direction du probléme de la synthése. Au
chapitre 6, nous montrons que si 6 est un nombre de Pisot supérieur a 3
et ¢ une fonction d’une variable réelle, & valeurs complexes, dont le spectre
est contenu dans E, on peut associer a ¢ une suite (P);., de sommes trigo-

nométriques finies réalisant la synthése de ¢ au sens suivant :
k

(@) les fréquences de P, appartiennent a ’ensemble des sommesZej 0,

1
gj=oouil;

(b) sup sup [Pi(t) | <sup ess|¢(e) ;

(¢) Pr(t) - ¢(¢) uniformément sur tout compact de R (k- | ).
(’est une généralisation des propriétés bien connues de I’ensemble
triadique de Cantor (6 = 3).

1. Unicité du développement trigonométrique.
1.1. Soit E un ensemble compact de nombres réels; E est un ensemble

de multiplicité s’il existe une distribution S, non nulle, de support contenu

dans E, dont la transformée de Fourier S tend vers zéro a I'infini. Dans
le cas contraire, E est un ensemble d’unicité.

Soit E un compact contenu dans I'intervalle ouvert |z, =[ et S une distri-
bution portée par E. Il suffit que limS(k) = o quand k€Z, | k| > +
pour que lim S (1) = o, tER, | t| >+ oe. Il revient donc au méme de dire
que E est un ensemble de multiplicité ou qu’il existe une série trigono-

L. Y . , . . .

metrlquez‘(ak coskt 4 by sinkt), 2n-périodique, dont les coefficients a; et b,
k>0 ;

ne sont pas tous nuls mais dont les sommes partielles tendent vers zéro

pour tout ¢ appartenant a [— =, ©] sans appartenir & E; il n’y a pas unicité
du développement trigonométrique (voir [5], chap. V, p. 52).

Rappelons d’autre part la construction de certains ensembles parfaits
de nombres réels. Soit (&:);., une suite de nombres réels appartenant

e I . : .
a l'intervalle [o, oK La dissection &, sur un intervalle [a, b] remplace cet

intervalle par deux intervalles fermés, égaux, de longueur (b — a)é,
contenus dans [a, b] et respectivement d’origine a et d’extrémité b.
Partons de l'intervalle [0, 1] et opérons la dissection £,. Nous obtenons
un ensemble E,. Sur chacun des deux intervalles composant E, nous
opérons la dissection &, et nous obtenons E, et ainsi de suite. Le compact E;
se compose de 2" intervalles de longueur 2°%,...%; et I est P'intersection

des E,.
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St £, =& pour tout k > 1 et si £ est un nombre de Pisot, Salem a montré
que E est un ensemble d’unicité.

Nous allons voir que E est encore un ensemble d’unicité si E est construit
a Paide d’une suite (£;);., de rapports de dissection dont les inverses sont
des nombres de Pisot, soumis & une condition trés naturelle de régularité
et pris dans un méme corps de nombres algébriques.

Derinition 1.1, — Soit K un corps réel de nombres algébriques,
c’est-a-dire une extension de Q contenue dans R de degré fini n. Nous
appellerons g, ..., g, les n Q-isomorphismes de &K dans G ou g, est ’appli-

cation identique de K dans R ([20], chap. II).

Tutortme I. — Soit K un corps réel de nombres algébriques de degré n.
Sotent" o et 3 deux nombres réels tels que o < a << 1 et 3 > 2. Soit (W),
une sutte d’entiers algébriques de K tels que :

(@) wi=B;

(b) |oj(we) | =& pour 2 =] = n et k> 1.
Alors Uensemble parfait syméirique construit a Uaide des rapports de dissec-
tion £y = ;' est un ensemble d’unicité.

Avant de prouver ce théoréme faisons quelques remarques. Le théoréme
ne peut comporter de réciproque; en effet, R. Schneider [21] a montré
que sans faire aucune hypotheése de nature arithmétique sur les &, la seule

hypothése282< + oo suffit & assurer que E est un ensemble d’unicité
1

(votr aussi [9]).

Un corollaire du théoréme est la remarque suivante : soit K un corps
réel de nombres algébriques de degré n et F un ensemble fini de nombres
de Pisot de I, de degré n et dépassant 2. Alors tout ensemble parfait
symétrique E construit 4 aide de rapports de dissection &, tels que ;' €F
est un ensemble d’unicité.

1.2. UNE NOUVELLE PREUVE DU THEOREME DE OALEM. — Avant
d’attaquer le cas général, nous allons supposer que, pour tout k>.1
b b _ b

E.= £ et prouver le résultat suivant :

Tutortme 1. — Soit O un nombre de Pisot, de degré n, supérieur a 2,

E lensemble de toutes les sammesZe,ﬁ*", .= o ou 1 et, pour tout k> o,
kx>1

hi: Uhomomorphisme de R dans T" définv par

hi(t) = (expami0fe, ..., expamilfi+n—tiy),
Ann. Ec. Norm., (4), 1II. — Fasc. 1. 11
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On peut trouver un compact K de T", de mesure nulle, tel que, pour tout k > o,
hi(E) soit contenu dans K.

Le résultat est frappant parce que h;(R) est un sous-groupe dense de T"
isomorphe a R.

Nous allons introduire quelques définitions et notations.

Soit n le degré de 0, 6,, ..., 0, les conjugués de 0 autres que 0. Les 0; qui
ne sont pas réels sont deux a deux conjugués; enfin 0, 0,, ..., 0, sont tous
différents. Soit, pour tout k > o, H, I'application linéaire de R dans R”
définie par

Ly (8) = (Vke, ..., Ofn—ty),

Soit P : R*— T” la projection canonique définie par
Pz, ..., x,) = (expamizy, ..., exp2amix,).

Alors hy= P o hy.
Soit UCR" un compact défini paramétriquement par

Ty = Uy~ . . . Uy, o= Osgtts+...+ 0,1, R T, =0 uy 4. . 40"y,

ou
Wl . Wl A
uz::—ZskO.ﬁ, u,,,:~2‘sk0fl
0 0

et ot les ¢, valent o ou 1. Alors les u; relatifs a deux 0; conjugués le sont.
Pour cette raison les z,, 1 < p = n, dépendent linéairement de n — 1
parameétres réels et U est contenu dans un hyperplan L de R". D’autre
part U est compact.

Soit V= H,(E); V est porté par une « droite » D de R* qui n’est pas
contenue dans L car le déterminant

r 0 L. 0t

1 0, ... 03

1 0, ... 0t
n’est pas nul.

Remarquons maintenant que U+ V est une partie compacte de R™.

Rapportons R* a un nouveau systéeme d’axe tel que I’équation de L
devienne x, = o et que celles de la droite D deviennent ,=...= z,_, = o.
Pour calculer la mesure de U+ V, appliquons le théoréme de Fubini en
intégrant d’abord par rapport a z,. Puisque UcCL, VCD et que la mesure
de E est nulle (6 > 2), on obtient mes (U4 V) = o.

Soit K= P(U+ V). Alors K est un compact de T" de mesure nulle
(la projection canonique de R" sur T" diminue la mesure).



NOMBRES ALGFEBRIQUFS ET ANALYSE HARMONIQUE. 79

Enfin hi(E)C K. En effet, tout élément ¢ de E peut étre écrit ¢ = ¢’ + ¢”
ou

k »
(=Neubn, =0
1 k+1
On a H,(t) = Hi(t) + Hi(¢"). 1l est évident que H,(t")€V. D’autre
part, modulo Z" H,(¢') appartient & U [cela résulte, par combinaison
linéaire a coefficients o ou 1 des congruences 0= — 6% — .. — 0% (mod 1),
k > o]. Donc, modulo Z", H,(¢) appartient a U+ V et A (t) & K.

1.3. Pour les ensembles a rapport de dissection variables, on n’a pas
un résultat aussi simple; il faut généraliser la condition de Piatecki-
Shapiro ([5], th. V, p. 59). Quelques notations sont nécessaires. Soit C,(R)
Pespace de Banach de toutes les fonctions a valeurs complexes continues
et nulles a l'infini sur R. Soit M (R) I’espace dual de C,(R) qui s’identifie
a l’espace de toutes les mesures de Radon complexes et bornées sur R.
La topologie a(M(R), C,(R)) est la topologie de la convergence simple
sur G, (R) des éléments de M(R). On a alors le résultat classique suivant.

Prorosition 1.3. — Supposons que E est un ensemble compact de nombres
réels, qu’il existe une constante C et une suite (), déléments de M(R)
tels que, pour tout k> 1,

(1) el = e

(2) (.= o0 sur un votsinage W, de E;

(3) g —0(t) dans a(M(R), Cy(R)) (k—>+ ) ow 3(t) est la masse unité
en o.

Alors E est un ensemble d’unicité ([5], th. 111, p. 58).

Rappelons la démonstration de cette proposition : si S(f) est une distri-
bution portée par E dont la transformée de Fourier est nulle a

.

Pinfini, on a, grice a la théorie de Wiener, fg (w) dp (u) = o. Mais
R

lim [ S(u) dps(u) = S(0). Ainsi S(0) = 0. En appliquant cette preuve

k>4 R

a la distribution S(t) exp — 2miu,t on montre que S(u,) = o pour tout u,

réel. Ainsi S = o. )

1.4. Venons-en a la notion qui remplacera celle de Piatecki-Shapiro
([5], th. V, p. 59), le compact de T” sera remplacé par une suite de compacts
laissant une place uniforme.

Deérinition 1.4. — Sotent n >~ 1 un entier et A, une suite de compacts
du tore n-dimenstonnel T". Nous dirons que la suite des A, laisse une place
uniforme st Uon peut trouver un compact K de T", K distinct de T" et une
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suite x; de poinls de T" tels que A+ z, soit, pour tout k> o, contenu
dans K.

 Le résultat suivant sera utile pour montrer qu’une suite A, de compacts
de T" laisse une place uniforme.

Prorosition 1.4.1. — Sotent n>x 1 un entier, A, une suite de compacts

du tore n-dimensionnel T", ¢ un nombre réel positif, A5 Uensemble des
points x de T" dont la distance & A, ne dépasse pas . Soit dx la mesure de

Lebesgue de T" normalisée de sorte que f dx = 1. Supposons que, pour

tout k> o, mes(A) < 1. Alors la suite des compacts A, laisse une place
uniforme.

En effet, le compact Aj n’est pas tout T". Soit donc z; un point de T”
tel que d(z, Ay) > ¢ et K 'ensemble des x de T* tels que d(o, 2) > <.
La distance d sur T” est invariante par translation et ’on a alors A, — z,C K
pour tout k> o.

Soit  h(t) = exp2miw, it, ..., exp2Tiw,,t une suite d’homomor-
phismes continues de R dans T" tels que h;(R) soit dense dans T”. Nous
dirons que cette suite est normale si pour toute suite (py, ..., p,) d’entiers
relatifs non tous nuls, | pyw, i+ ...+ prwai| >+ (k >+ o).

Prorosition 1.4.2. — Soient E un ensemble compact de nombres réels,
hi une suite normale d’homomorphismes de R dans T" et A, une suile de
compacts de T" latssant une place uniforme. Supposons que, pour tout k > o,
hi(E)C Ay. Alors E est un ensemble d’unicité.

La preuve de 1.4.2 est en tout point semblable & celle du théoreme de
Piatecki-Shapiro. On appelle ¢(z) une fonction indéfiniment dérivable,
égale a o sur un voisinage de K (voir la définition 1.4) mais d’intégrale
égale a4 1 sur tout T Soit ¢ (x) = ¢(z + x); puisque A;+ z,CK,
o« (z) est nulle sur un voisinage de A, et I'intégrale de ¢, est 1. Les coefli-
cients de Fourier de ¢, et de ¢ ont méme module et ’on peut écrire

Qr(expamix,, ..., exp2amix,) :Z Me(Piy «vvs Pi) ex1i)——‘27ti(p1x1+. o pay),
zn
ou (Tyy ..., %) ER" et [Ai(py, ..., pa)| = A (py, - .., pn) €' (Z"). Définissons
une fonction continue sur R, f; par f; = g0 k. On a fr= p, ou Py est
la mesure discréte donnant la masse 1 au point o et la masse 4, (ps, ..., pa)

au point p,w,;+...4 p.w,. On vérifie alors sans difficulté que
sup || ux|] <+ et que sur tout intervalle compact I ne contenant
kx>0 .

pas o,fd] | tend vers zéro. Puisque la masse de p, en o est 1, les p,
I

conviennent a la proposition 1.3.
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Lemme 1. — Soit K un compact de T", (Fi)iv, une suite de parties fintes
de T" telles que CardF,= A et A mesK < 1. Alors A;= F;+ K est une
sutte de parties compactes de T" laissant une place uniforme.

Appelons encore K¢(ou Aj}) I’ensemble des points de T” dont la distance
a K(ou A;) ne dépasse pas e. On a K*+ F,= A} et donc mes (A}) =~ A mes K=,
I1 suffit de choisir ¢ > o assez petit pour que A mesK®< 1 (c’est possible
car mes K*— mes K quand ¢ — o).

1.5. PreuvE pu THEOREME I (suite et fin). — Les points de E sont donnés
par la formule

t=e(1—E) +b(1—F5) +. .+ ab oo B (T —F) +. . o,

ou ¢, = o ou 1. Soit 0 un entier fixe, arbitraire, de degré n, de XK, 0,, ..., 0,
les conjugués de 0 autres que 0. Posons, si k>1 et 1 =j—n,
W= 0"1E ... 5)" et si k=o0, w;,= 0" Soient H, 1’homomor-

phisme de R dans R* défini par H,(t) = (twi 4, ..., t0,,) et p la projection
canonique de R" sur T" définie par

P&y, ..., xy) = (expamixy, ..., eXpaTix,).

Soit U I’ensemble des points de R™ de la forme (x, ..., 2, ou
= w0, .. .+ u,0/", 1 =j=n, ou les u, associés a des 0, réels
le sont, les u,, associés a des 0,, complexes et conjugués sont des nombres
complexes conjugués et ou |u,| = (1 + ) (1 —a)™* (2=m=_n, a est
défini par les hypothéses du théoréme I). Grace a ces conditions sur les uy,
les z; dépendent linéairement de n — 1 parameétres réels et U est contenu
dans un hyperplan L de R* D’autre part U est compact.

Soit R, 'ensemble de tous les points

gt (1= Ept) + Sk Bt (T — Epa) oo St Bt + v Bport—a (0 —Epg) ++ 1y

ou
err €0, 1} (I>1).

Soit V.= H,(Rs). Appelons N un entier qui sera fixé ultérieurement,
I « Vintervalle » de R" défini comme I’ensemble des points (¢, ..., 07'¢)
de R™ tels que o=¢t-—-0" (B est défini par le théoreme I). Alors
H,(R)) €I+ fiou frest un ensemble fini de 2" points et UV, = U 41+ f4.
Le théoréme de Fubini nous apprend que mes (U + I) =~ C3~" (le support
de I et le compact U porté par ’hyperplan L ne dépendent pas de Nj;
seule la longueur de I dépend de N). Choisissons N assez grand pour
que CB ¥2"< 1 (c’est possible car 2037*< 1). Posons K = p(U+ I,
Fr=p({) et Ayk=K+F,=p(U+V,). Le lemme 1 montre que la
suite des compacts A, laisse une place uniforme [car mes K =~ mes (U + I)
et card F, = 2. .



82 Y. MEYER.

Soit hr= p o H;; il est immédiat de vérifier que la suite des h; est
normale. Pour prouver le théoréme I il suffit de montrer que h,(E)CA,
ou que H;(E), modulo 2", est contenu dans U+ V,. Tout élément ¢
de E peut étre écrit t =t'+¢" out' = e, (1 — &)+ ... F by o Bia (T — Ep)-
On vérifie immédiatement que H,(t") € V. D’autre part Hy(t') = (x4, ..., @)
ou chaque z; est un entier algébrique du corps . La congruence H,(t')€U
(modulo Z") est alors une conséquence immédiate des congruences

2y 4+ Gy (1) 4. ..+ 0 (1)) EZ, R Zn+ 0y (Z) +...+0,(2,) EZ.

Les majorations de |a,(x,)]...|0.(®)| proviennent des hypotheses
faites sur les modules des conjugués des w; (k> 1).

1.6. Pour montrer que le théoréme I ne peut comporter de réciproque,
prouvons le résultat suivant :

Tutortme III. — Soient K un corps réel de nombres algébriques, n le
degré de &K, a,, ..., a, les n Q-isomorphismes de K dans G (3, est Uappli-
cation identique de K dans R).

. , I
Sotent «, a,, ..., &, n nombres réels tels que o < o < 510>, L, 0 >
et 2o, . .. %, = 1. Soil C un nombre réel positif.

Appelons ()., une suite d’entiers algébriques du corps K tels que
o < tiZ atet, pour2 L j < n, |o;(t) | < Cal.

Soit B l'ensemble de toutes les sommesZ Ectr, &= 0 ou 1. Alors E est

k1
un ensemble d’unicité.

Avant de démontrer le théoreme 1II faisons quelques remarques.
Soit ey, ..., e, une base du Z-module libre formé des entiers algébriques
du corps K. Soit D le déterminant des vecteurs (g;(es), . . .,5;(e,)) (1=_j = n).
Le théoréme de Minkowski ([5], chap. VI, p. 75) nous apprend qu’il existe
un entier algébrique ¢, non nul tel que o < ¢, =< &* et que, pour 2 = j = n,
|a;(te) | < Ca dés que C| D |.

Si « est le module d’une unité § de I, on montre sans peine qu'il y a
un ensemble fini F d’entiers algébriques du corps K tel que, pour
tout k> 1, £, €0F.

Passons a la preuve du théoréme III. Appelons A, I'ensemble de toutes
k

les sommesEsjtj, g;=o0 ou 1 et R, I'ensemble de toutes les sommes
- v

Zejtj, ¢g;=o0 ou 1. Soit, pour tout k>~ 1, s, un entier de K tel que

k+1
o<sp<<a' et, pour 2=jn, |g;(s) | Ca;* (s, existe grace au
théoréme de Minkowski dés que C>>|D|[). On a sE = s,A,+ s, R,
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Tout A € s, A, est un entier algébrique du corps X tel que |a;(A) [ C*a;/a;—1
pour 2 = j = n.

Pour tout entier p compris entre 1 et n et tout A€s,A;, on a, en posant
uj=—0a;(A) pour 2 = j =Zn:

(1.6.1) e h=0ay(e)) s+...+a,(e,)u, (mod 1),

ou |u;| L Cajjo;— 1, 2] n, et ou les u; relatifs & deux isomor-
phismes o; conjugués sont conjugués (sur le corps des complexes).
Appelons U I’ensemble compact de R" formé des points & = (@),
tels que =z, soit donné par le second membre de (1.6.1) avec
|u,| = C*a;/a;— 1. L’ensemble U est compact et est contenu dans un
hyperplan L de R”. Soit H, '’homomorphisme continu de R dans R”
défini par H, (t) = (a8, ..., a,t); He(t) = H, (s42), k > 1, P la projection
canonique de R" sur T" et h,= P o H;, V.= H,(R;). Alors on montre,
comme dans la preuve du théoreme I que :

.H/;(E) CU + V/.-—‘— Zn;
oV, Cfix+ Iy
ou Card f, y== 2%, Iy est 'image par H, de [0, 2™ "'[1 — «].

Soit Ky=P(U 4 Iy, Fox=P(fiy). On a mes (U+ I,) = C, o et
donc mes Ky= C,o". Pour N assez grand, on a donc Card F, y mes Ky <1
et la suite des compacts de T, A,= Ky+ F,y laisse donc une place
uniforme; E est un ensemble d’unicité.

Cas des ensembles parfaits de translation.

Tutorime IV. — Les notations relatives au corps K de nombres algé-
brigues sont les mémes qu’au théoréme 11I. Soient q un entier positif,
Uy Uyy ..., %, n nombres réels tels que o <<a < g, ay>1,...,%,>1,
aoy . ..o, = 1 et soit C une constante positive. Soit, pour tout k > 1, X, un
ensemble fint de g nombres réels tel que tout t€ X, soit un entier algébrique
de K vérifiant les conditions o <t < af, |a;(t) | = Caf pour 2 =j = n.
Posons E = X, +...+ Xi+.... Alors E est un ensemble d’unicité.

La preuve du théoreme IV est semblable & celle du théoréme III.
2. Les nombres de Pisot et les fonctions presque-périodiques.

2.1. LE PROBLEME DE L’UNICITE ET LES FONCTIONS PRESQUE-PERIO-
p1QuEs. — Soit R le compactifié de Bohr de R ¢’est-a-dire le groupe compact
de tous les homomorphismes ¥ de R dans T. La topologie de R est celle
de la convergence simple sur R des homomorphismes y. Si au nombre
réel u nous associons le caractére y, défini par y,(t) = exp2miut, nous
définissons une application de R dans R, u — %,, dont on montre qu’elle
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est continue, injective et d’image dense. Désormais, par abus de langage,
nous regarderons R comme une partie de R. ([18], th. 1.8.2).

Il est bien connu que les fonctions presque-périodiques sur R sont alors

les restrictions a R des fonctions continues sur R.

2.2. TutorimMe 1. — Sotent E un ensemble compact de nombres réels,
K une partie compacte de R qui n’est pas tout R, (1), une suite de nombres
réels tendant vers Uinfini et (s;);~, une suite arbitraire de nombres réels.

St pour tout k >= 1, s, -+ 1, K est contenu dans K, E est un ensemble d’unicité.

Ce résultat est un corollaire de la proposition 1.4 : puisque K n’est pas
tout ﬁ, il y a un entier n, n nombres réels w,, ..., »,, Z-linéairement
indépendants, tels que, en appelant h I’homomorphisme continu de R
dans T" défini par h(t) = (exp2miw,i, ..., exp2niw,t) 'image R de K
par h soit un compact de T" différent de T". Alors h(t,E) + h(s;)CR
et I'on est ramené a la proposition 1.4.

2.3. APPLICATION AU THEOREME DE SALEM-ZYGMUND.
Tutorime II. — Sotent 0 un nombre de Pisot supérieur a 2 et E 'ensemble

de toutes les sommesZs,‘.e"", ¢,= o0 ou 1. Alors E est un ensemble d’unicité.

k>1

Appelons, en effet, A ’ensemble de toutes les sommes ﬁniesZakOk,

: k>0
.= o0 ou 1, A la fermeture de A dans R et A’= ANR. Nous montrerons
(théoréme I11) que A’ est dénombrable. Soit K = A 4 E. On a de fagon
évidente 0*ECK et le compact K pas tout R sinon KNR= A"+ E
serait tout R. Or A’ 4+ E est un ensemble sans intérieur de nombres réels
(théoréme de Baire). On applique alors le théoréme 1 avec s,= o, t, = 0%

2.4, LE THEOREME FONDAMENTAL (NOTATIONS PREPARATOIRES). —
Soit 0 un entier algébrique de degré n. Nous désignerons par Z () ’ensemble
des nombres réels ¢ pouvant étre écrits t= p,+ p.0 +...4 p,. 0!
ou les p;, o = j = n — 1, sont des entiers relatifs.

©

Dérintrion 2.4. — Nous écrirons un nombre réel i sous la formez e 0%,

0

¢,= 0 ou 1 st les deux conditions suivantes sont satisfaites :

(1) tez(0);

(2) on peut trouver deux polynémes a coefficients entiers P (X) et Q(X)
tels que la fraction rationnelle P (X)/Q(X) soit représentée par la série

formelleEsk X% e,=o0ou 1 et que t = P (8)/Q ().

k>0
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Remarque. — Si 0 est un nombre de Pisot et si t=2£,\<0", g,=o0 ou I,

0
o

alors les conjugués t; de t, 2 =~ j = n, autres que ¢t s’écriventEekOf. ou
0
la série converge cette fois dans G.

2.5. ENONCE DU THEOREME FONDAMENTAL.

Tutorime III..— Soient § un nombre réel supérieur a 1 et A U'ensemble
de toutes les sommes ﬁniesZskO" ol £, = 0 ou I.
k0
(1) St 0 n’est pas un nombre de Pisot, toute fonction presque-périodique
nulle sur A est identiquement nulle,

(2) St 0 est un nombre de Pisot, soit A’ 'ensemble de tous les nombres réels

pouvant étre écritsEeke"‘, .= o0 ou 1, au sens de la définition 2.4. Toute

0
fonction presque-périodique nulle sur A est nulle sur A’ mais A’ est le plus grand
ensemble de nombres réels possédant cette propriété.

Remarque. — 1l se peut, comme nous le verrons que A = A’ c’est le cas
si, par exemple 0 est un entier ordinaire supérieur ou égal a 3.

2.6. PrinciPE DE LA DEMONSTRATION DU THEOREME [II. — Quelques
notations sont encore nécessaires : soient A la fermeture de A dans
R, (Pi)zso la suite dfs mesures portées par A et donnant la masse 27**

a chacun des pointsEstJ', ¢;= o ou 1. Nous allons voir que dans tous les
0

cas la suite des mesures w; tend dans la topologie o(M(R), C(R)) vers
une mesure p. On aura nécessairement Supp.CA et Pinclusion en sens
inverse sera évidente compte tenu de p. et A. Pour déterminer p il suffit
de calculer, pour tout nombre réel ¢, la limite de
A : I I o
B (2) :H <£ + Eexpzmtel)-
j=

Pour énoncer le résultat nous aurons besoin de la proposition suivante :

Prorosition 2.6. — Sotent 0 un entier algébrique de degré n, 0,, ..., 0,
les conjugués de 9, o;, 1 =—j = n, les n Q-isomorphismes du corps de 0
dans G, o, = Id, et A Uensemble des nombres réels t pour lesquels on peut

trouver n — 1 nombres complexes t., ..., t, tels que, pour tout k> o,
05+ £, 08 4. ..+ 1,0% soit un entier relatif. Alors E est un Z-module libre
de rang n dont une base sera notée v,, ..., ©,.

Ann. Ec. Norm., (4), 1II. — Fasc. 1. 12
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2.7. UNe VERsION DU THEOREME DE Prsor. — La limite de (i, () est
donnée par le résultat suivant :

Prorosition 2.7. — Si 0 n’est pas un nombre de Pisot, pour tout nombre
réel t non nul, {..(t) tend vers zéro. Si § est un nombre de Pisot, {i.(t) tend vers
zéro sauf si, pour un entier k,, t0" sécrit p,w,+...4+ p,v,, p,€EZL,

et alors
Fo—1

.,\_~11_‘..V-311'_.. o
/cinfx b () _IOI <5 -+ 5e)\pzw:zt‘()/)]-;l <5 + S exp 2Tl (60 +. ..+ tu%))
[teQ(0), tazmoy(8), ..., Li=0, (2)]

La preuve de 2.7 se trouve dans [2], th. I et II, p. 134.

2.8. 6 N’EsT Pas UN NOMBRE DE Pisor. — Nous pouvons régler le (1)
du théoréme. Si 0 n’est pas un nombre de Pisot, {i,(0o) = 1 tandis que pour
tout ¢ non nul [,(f) tend vers zéro. Les mesures ., convergent dans la

topologie o (M(R), €(R)) vers la mesure de Lebesgue de R et A est dense
dans R.

2.9. 0 EsT UN NOMBRE DE P1soT (DESCRIPTION D’UN ¢ SOLENOIDE » G). —
Si 0 est un nombre de Pisot, soient w,, ..., ®, comme dans la proposition,
sotent  w; ;= g;(w;), 1=—i-=n, 2-j=n. Chacun des nombres
w,0, ..., w,0 appartient évidemment & @ (par la définition méme de A).
On a donc (w,0, ..., w,0) = M(w,, ..., ®,) ot M est une matrice (n, n)
a coeflicients entiers; M définit, par passage au quotient par Z”, un endo-
morphisme, que nous noterons encore M, de T". Soit H la réunion de la
suite croissante des sous-groupes 6= @ de R. Le groupe dual de H (H est
un groupe discret) est une limite projective de T"; plus précisément ce
dual G est le groupe compact de toutes les suites Z,, ..., Zy, ... d’éléments
de T" telles que Z,= M(Z;,s). On peut définir un homomorphisme
continu h de R dans G par

h(t) =(Zy(t), ..., Li(8), ...), o Z;(t) = (expamil~w ¢, ..., expanil—o,t);
I'image de R par h est dense dans G. Soit /i le prolongement a R de h;

h est une surjection de R sur G.

2.10. 0 EsT uN NoMBRE DE Prsor. DESCRIPTION D’UN COMPACT REMAR-
QuaBLE K pE G. — Le compact K de G est ’ensemble des points de G

de la forme €%+ &6 +...+ &bi+..., ot ¢,=0 ou 1 et ou les &,
ke >~ o, sont défims de la facon suivante :

E]r: (Ek’f,, ey Zk,j, . ) ou E/g,/ET”
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et
Erj= (exp2miQ} ;, ..., exp2amwio} ;) avec of ;=0tw, sioZLkZj
et
oh = — w05 — L — w057 s k> (1L h=Zn).

Appelons Q T’ensemble { o, 1 |¥, dP la mesure produit de celle donnant

les masses = 4 o et & 1 et de la mesure portée par K image de dP par

N

I’application qui envoie la suite (¢;);-, enZs,,. i
k>0
2.11. IMAGE RECIPROQUE D UNE MESURE PAR UNE APPLICATION
CONTINUE.

DériniTion. — Sotent G, et G, deux groupes abéliens compacts, T un
homomorphisme continu et surjectif de G, sur G., N le noyau de T et dp, une
mesure portée par G,. La mesure dp, sur G,, image réciproque de o, par T est
définte par

[ fa) do= dos [ () dy
Gy Gy N

[f€ C(G)), dy est la mesure de Haar de N normalisée et x —>ff(a: + y) dy
N

est une fonction continue de z, constante sur les classes modulo N; elle
définit de fagon canonique une fonction continue sur G,~ G,/N.]

Soient I', et I'; les groupes duaux de G, et G, et T* : I', > I'y ’homo-
morphisme dual de T; T* est injectif. Les coeflicients de Fourier de dp,
sont 8, (Y1) = o si v, n’est pas de la forme T* (y.), Y2 €T, et 2. (7:) = 82(Ys)
sty =T"(Ya).

2.12. CARACTERISATION DE A ET ﬁ’UNE MESURE PORTEE PAR A.

Proposition 2.11. — La fermeture A de A dans R est I'image réciproque

par h du compact K de G et la mesure p. est Uimage réciproque par h de la
mesure 0.

Nous allons d’abord prouver le second point. Il suffit pour cela de montrer
que si un nombre réel ¢ ne s’écrit pour aucune valeur de k sous la forme
t=0"(w,ps+...4+ ©,p,) ou p;€Z, 1 j L n, alors §.(t) = o. Si au
contraire ¢t = 0~ (w, p, 4+ ...+ ©,p,), il faut montrer que

lim g (2) =3 (0% (0 pr+. ..+ Wupr))
k>4
s1 0% (@ p1+. .. + w,p,) €H, groupe dual de G.

Mais ces deux assertions sont des conséquences immédiates de la propo-
sition 2.7. et de la définition de la mesure p.
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Il en résulte que A contient I'image réciproque de K par . Mais h(A) est
contenu dans K comme on le vérifie aussitdt et donc ki (A) est aussi contenu

dans K. Ainsi A est (h) " (K).

2.13. Caracriérisation pE A”= ANR. Il reste & déterminer ANR;
c’est ’ensemble des nombres réels ¢ tels que h(t)€ K. Soit, pour une
suite (e4);n, de o et de 1,

w© ®

wit—|~w,-,228k6.’§+...+m/,n25k6,€z (mod1) (1Lj<Ln),
0 0
01wt + g0+ mmEakG’;“l et mj,,,z'ak()ﬁ" =o0 (mod1),
(2.13.1) 1 1
0—Pw;t + w07+ 00— . .
.
+€, w,~6—1—|—w,~,22 Y L SR m,-,,lZ%O,’i“”E (mod 1),

P r

etc. (chaque ligne est un groupe de n congruences).
Les n premiéres congruences entrainent, par définition des w;},

que t€Z(0) (¢t s’éerit po+ pif+...4 pai0™) et que Z 08 = a; (1) ;
les n suivantes que 07!t — ¢ 0 =1¢ €Z(0) et que 2 g 0:7 = o, (1)),

2 £ j < n, etc. En d’autres termes, pour tout entier p, ¢ s’écrit

p @
t:Zs;ﬁ"—f— Br+te,,, ou t,,€Z() et &5 (Epra) zzskef-‘p‘j.
0 p+1

Soient 6 un nombre de Pisot, A” I’ensemble des nombres réels ¢ pour
lesquels on peut trouver une suite (¢/);., de o ou de 1 et une constante A
telles que, pour tout entier p > o, les trois propriétés suivantes soient
satisfaites :

(1) t =eo+ e 04 .. 4 e 0P Or+2g,, 5

(2) tyur €Z(0);

(3) |o;(tps1) | < A pour 2 = j = n et tout p > o.

Le théoréme III découle alors du lemme suivant.

Lemme 1. — Les deux -propriétés suivantes sont équivalentes, pour un
nombre réel t,



NOMBRES ALGEBRIQUES ET ANALYSE HARMONIQUE. 89

(a) teA”;

(b) il existe une suite (<), de o et de 1 (peut étre différente de celle qui

a défint t dans A") telle que't =Zak6".

Pour montrer ce lemme, remarquons que si t€A”, pour 2-"j-"n,

gi(t) =co+ &0+, .42, 07+ 027, (2,.4).
Grace a (3) on peut passer a la limite pour trouver o;(¢) :Ee,ﬁf.
0

et |a;(t) | — 4 | 175, Pour 2 =] = n et tout élément ¢ de A".

D’autre part, pour tout p > o, t,,, appartient lui-méme a A" comme
on le vérifie aussitdt en écrivant une décomposition (1) relative a un
indice ¢ > p. Nous allons définir pour les éléments de A” une décompo-
sition (1) ou quitte & changer les ¢, ¢,,, ne dépende que de la valeur de ¢,.
Tout élément ¢t de A” peut étre écrit sous 'une des deux formes ¢ = ¢,
out,€A"out =1+ 0¢ avect,€A”. Appelons A I’ensemble des éléments
de A" que I’on ne peut écrire que sous la premiére forme et A le reste de A”.
On écrit donc en prenant ¢, = 1 chaque fois que c’est possible, ¢ = ¢, 0t,
ou ¢ et t, ne dépendent que de la position de ¢ dans A”. On peut
recommencer cette opération sur ¢, et I’on obtient une décomposition (1)
ou chaque p > o, t, appartient a A” et ou ¢,,, ne dépend que de la valeur
de t,.

Terminons alors la preuve du lemme. Les propriétés (2) et (3) de la suite
des ¢, montrent que t, appartient & un ensemble fini F d’entiers algébriques
et puisque t,,, ne dépend que de la position de ¢, dans F, la suite des ¢,
comme celle des ¢,, p > o, est périodique a partir d’un certain moment.
Il en résulte que ¢ appartient a A'.

3. Un ensemble remarquable de nombres de Pisot.

Nous allons définir une partie $ de I’ensemble S des nombres de Pisot;
0 appartient & S si et seulement si A est ’ensemble des zéros d’une fonction
presque-périodique.

3.1. Soient 6 un nombre réel supérieur a 2, A I'ensemble de toutes les

. Q@ 3 . \ !
sommes ﬁnlesz‘ 0% ¢,=o0 ou 1, E lensemble parfait, & rapport de
k>0
dissection 07!, composé de toutes les sommesZe,ﬁ“”, = o0 ou 1, et
kx>
s1 6 est un entier algébrique de degré n, Z(0) 'anneau composé de tous les

nombres réels p,+ p.0+4...+ p, . 0", p,€Z, o] ~Zn — 1.
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I est tres curieux que le role joué par A vis-a-vis des fonctions presque-
périodiques ait un lien étroit avec la nature arithmétique des éléments de E.
Plus précisément, on a le résultat suivant :

TutoremE I. — Les trois propriétés suivantes sont équivalentes :
(1) A est exactement I’ensemble des zéros d’une fonction presque-périodique;

(2) 0 est un nombre de Pisot supérieur a 2 et, si 0 n’est pas une unité,
o est le seul élément commun a E et a Z(0); st 0 est une unité, les sommes
ﬁniesZa,,. 07" ex= o ou 1, sont les seuls éléments communs a E et a Z(0).
kx>t '
(3) pour aucune valeur de Uentier p, p > 1 et pour aucune sutle g, ..., &, ,
de o et de 1 (sauf pour la suite ne comportant que des zéros),
s+ e 4., 4 €, 077" nlest divisible par 1 — 07 dans Uanneau Z(0).

3.2. Nous allons montrer pourquoi les nombres de Pisot § de D'inter-
valle J1, 2] ne permettent pas que A soit ’ensemble des zéros d’une fonction
presque-périodique f; dans ce cas il existe un nombre réel T positif tel que

tout intervalle [, ¢ 4+ T], ¢ > o rencontre A. Soient ¢ = ; et T une e-presque
période de f, 7 >> T + 1. Dans Pintervalle [— T — 1, — 1] il y a au moins
un nombre réel ¢ tel que -+ t€A. On a donc |[f ()| % Soit

t€[— T — 1, — 1] un point adhérent a la suite des ¢. On a f(f) =o
et t n’appartient pas a A.

3.3. Démontrons maintenant le théoréme I. Pour tout ensemble X
de nombres réels, adoptons les deux notations suivantes : X est la
fermeture de X dans le compactifié de Bohr de Ret X' = X NR. Alors A’ est
I’ensemble de tous les nombres A de Z(6) que I’on peut écrire, pour un
entier p > 1, un entier ¢ > 1, une suite (%;),_;_,_, de o et de 1 et une
suite (¢;),_,_,_, de o ou 1 sous la forme

(1) A=y 07 - 07 (g o4 0071) J1 — 02,

Il est tentant d’écrire que si A€A" et si g, ..., €, , dans I’écriture (1) ne
sont pas tous nuls, alors A n’appartient pas & A. En fait, ce n’est pas vrai
car ’écriture (1) n’est pas nécessairement unique. On a cependant.

Lemme 1. — Soit 0 un nombre de Pisot. Les trois conditions ci-dessous
sont équivalentes :

(1) A= A;

(2) le seul élément commun & A’ et — E est o;
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(3) pour aucune valeur de Uentier p >~ 1 et aucune sutte (¢j) 0 £Zj = p — 1
de o ou 1 (sauf la suite nulle), ¢+ ¢,04+...4 ¢, 077" n’est divisible,
dans Uanneau Z(0), par 1 — 07,

Montrons d’abord que (3)=>(1); en effet si, dans Z(0), 07(¢, +...4¢,_, 077)
est divisible par 1 — 07 il en est de méme de e +...4 ¢, 0L
D’autre part (1) = (2) car le seul élément commun a A et — E
est o. Enfin la négation de (3) entraine celle de (2). Soit, en effet,
A= (e+...4 ¢ 0P")/1— 07 un élément de Z(0). On peut écrire, pour
tout entier m > 1,

A== (eg+...+ ey 071 (14 07 . . O2Un=1)) - R0,

Tirant A du second membre, on a A = 07?41 — s, ou s, € E et en passant a
la limite on obtient que A€ — E.

Cororrare. — St (0 — 1) (1 — [0, ))...(x —[0,]) > 1, €S

En effet,si A€ A’, pour2 =] n, 5,(1) :Za,,()j“ et donc |a;(A) | = ﬁ
—19;

n

Orn (1)€Z et donc |)\\>l—l (1 —]0;]). Mais LC[ ’Ol—l]' La
condltlon du corollaire assure donc que — ENA'={o}{.

3.4. Le lemme 1 prouve ’équivalence entre les assertions (1) et (3) du
théoréme [[; pour montrer celle de (1) et de (2), nous avons besoin du lemme
suivant :

LemmEe 2. — Soit 0 un nombre de Pisot supérieur a 1. Tout élément ) de E
et de Q(0) peut s’écrireEakO—" ol &, vault o ou 1 et ou la suite de ¢, est a

k>

partir d’'un certain moment périodique.

En effet, pour tout élément ¢ de E, posons t,= 07 Z ¢ 07 On a
kxp+1
tpor=0t,— e, , et il est possible de définir une écriture canonique des
éléments de E telle que ¢,., et ¢,,, ne dépendent que de la position de ¢,
dans E.
Soient A un élément de E appartenant a Q(0), ay, ..., @,y et b des
entiers relatifs tels que sh = a,+...4 a,,0""'; développons A sous

la forme canonlqueZE,,.O—/‘, ¢= o0 ou I et posons A,= s0P Z e 07 On

kx> k> p+1
a également

=07 (ay+ ...+ @y 071) — 5 (&, 0/ . L 4g,) ;5
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A, est donc un élément de Z(6) et un calcul élémentaire montre que l’on a,
pour 2 = j = n,
5]

27 (o) [l ol o s [+ sy

Enfin | 2,] < 01—“'— ), appartient donc & un ensemble fini F de nombres

réels. Mais A,,, = 0A, — s¢,,, et A,,, ne dépend que de %,. La suite des A,
p p p P 1Y q P p

\

comme celle des ¢,, est donc périodique a partir d’un certain moment.
Le lemme 2 étant prouvé, soit A un élément commun a E et a Z(0);
g—1

il peut étre écrit A = 2 a0 4 07 (g4 &, 07 . 45, 077 1 — 0P

avec o ¢=o0 ou 1. Posons &= (g+...F ¢ 0771 — 07, en
calculant ¢ en fonction de A, on voit que ¢ appartient a Z(0) et donc
que t appartient & A’. On applique alors le lemme 1.

4. Les nombres de Pisot et les compacts associés.

4.1. Soient A un ensemble de nombres réels et I un intervalle compact
de nombres réels. Nous dirons que I est associé a A (voir [4]) s’il existe une
constante C telle que, pour toute somme trigonométrique finie :

P (1) :2 a) exp2TiAL, a, € G,
reA
on a
sup| P (¢)| = Csup | P(2)].
tER te

Nous dirons que A est un ensemble cohérent de fréquences pour exprimer
qu’il existe un intervalle compact 1 associé & A. Tout translaté de I est alors
encore associé a A.

S1 A est un ensemble cohérent de fréquences, 1l existe un nombre positif d
tel que les points de A soient distants d’au moins d les uns des autres. La
nature arithmétique des ensembles cohérents de fréquences est trés
particuliére comme le montre le théoréme ci-dessous.

Tutorime [. — Sotent 0 un nombre réel supérieur a 1 et A U’ensemble de

. O ] s .
toutes les sommes ﬁmesZekO", ¢,= o0 ou 1. Les deux propriétés sutvantes
. k>0
sont équivalentes :

(1) A est un ensemble cohérent de fréquences;
(2) 0 est un nombre de Pusot.
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4.2. Montrons d’abord que si 0 n’est pas un nombre de Pisot, A n’est
pas un ensemble cohérent de fréquences. Appelons, pour tout entier k,
P, (t) la somme trigonométrique expmit(1+4 0. ..+ 0%) cosmi...cosnb¢;

P, (t) est bien de la forme 2 aexp2niAi. Si 0 n’est pas un nombre de
reA
Pisot, pour tout ¢ non nul,

| Pe(t) |=|cosmt]|...|cosmlke|

tend en décroissant vers zéro ([5], th. I, p. 64). On déduit du théoreme de-
Dini que, sur tout compact K ne contenant pas o, P, () converge unifor-
mément vers zéro. On a cependant P,(o) = 1. Cela interdit que A soit
un ensemble cohérent de fréquences car on peut translater un intervalle I
associé a A pour qu’il devienne un compact K ne contenant pas o.

4.3. Pour montrer la réciproque, nous avons besoin du lemme
diophantien suivant :

Lemme 1. — Sotent Ly, L,, ..., L, n formes linéaires R-indépendantes
sur R" telles que pour toute forme linéaire L non nulle & coeffictents entiers,
L,, ..., L, et L soient R-indépendantes. Pour tout ¢ > o on peut trouver
un T > o tel que, pour tout point (xs, ..., x,) de R les inégalités diophan-

tiennes ci-dessous soient simultanément résolubles

|L1(Ph "'7P'l2léTa
IL2(P17 --~7P/z)_x2[é57

[ L (prs s pa) — @a| =e.

La démonstration de ce résultat est laissée au lecteur.

Dérintrion. — Nous dirons qu’une partie A de RP, p >~ 1, est e-dense
pour exprimer que toute boule de R? de rayon ¢ rencontre A (¢ est un nombre
réel positif et cette définition dépend de la distance choiste sur RP).

Nous pouvons énoncer la conclusion du lemme sous la forme suivante :

pour tout € > o, tl existe un T > o tel que U'ensemble A; des points de R**
de la forme (%, ..., 2,) ot ;= L;(ps, ..., Pn), Pt €2, | Li(ps, ..., pu)| < T
(2—j=n,1 =—k-n) soit edense.

4.4. Si 0 est un nombre de Pisot, appelons H ’homomerphisme de R
dans R* défini par H(t) = (¢ 0¢, ..., 07"¢) (n est le degré de 0).

Soient 0, ..., 0, les conjugués de 0, U le compact de R” composé de tous
les points (x,, ..., @,) ou
Xy U Uy, ce =, 007 A, 00

Ann. Ee. Norm., (4), 1II. — Fasc. 1. 13
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et ou

©

w
Uy=—— E g, 0%, cey U, — — E e, 0%, gr=—ooul,
0

0

les u; relatifs & deux 0; conjugués dans G sont eux-mémes conjugués et,
pour cette raison les points de U dépendent linéairement de n — 1 para-
metres réels et U est contenu dans un hyperplan L de R*'. D’autre
part U est compact. Soit p la projection canonique de R" sur T* défini par

p(xy, .., x,) = (expamiz,, ..., exp2amiz,).
Soit N = p(U).
L’inclusion A(A)CN est une conséquence immédiate des congruences

0k 0F ...+~ 0f=0 (modr), k> o.

Soit P (1) = Zax exp2niAt une somme trigonométrique, I'CR le sous-
reA

groupe dense Z 4 0Z 4 ...4 0"'Z et I un intervalle compact, non
réduit & un point qui n’est pas encore précisé. On a évidemment

sup| P (¢) | =sup | P (¢)] et sup | P (¢)| = sap |[P(¢)].
{ER el L€l teinl’

On supposera dorénavant que
t=pi+p:0+...+p, 0=t ou p,eZ, oLy Zn—ru.
Mais alors
exp2midt =5, (A)P15 ()P, .. 5, (A)’n=exp2 nin/x/ (),
1
ou (21, ..., %) = h(A)€Net (z,(A), ..., 2,(A) est un point (1) de R" tel

que _
plx(h))="h(d) [5 (X)) =expamid, ..., 5, (k) =expamiln—'2].

Définissons, sur R", un polynéme trigonométrique, Q(yi, ..., y.) par
QYiy + ooy Va) :Za’,‘ expami(y & (A) +...+Yux, (L)) o (yi, ..., yn)€R"
rel

Soit B (I) la partie de Z" définie par la condition p, + p.0 ... 4 p, 0 '€l
On a alors

sup | P (¢)| = sup [Q(piy -y pu)]
Lel (P1s-vs pu) €B(D

et

sup | P(¢) ]| = sup [Q(pry -y Pu)
ter (P15 e Pu) EZ

1

Ecrivons I’équation de I'’hyperplan L contenant U sous la forme
0% ~4...4+ 0,2, = 0. Un calcul immédiat montre que ®, est différent



NOMBRES ALGEBRIQUES ET ANALYSE HARMONIQUE. . 95

de zéro. On a alors
Qi+ oit, ..., yu+w,t) =Q (¥, ..., ¥u) pour lout LE€R et tout (¥, ..., y,) €eR”
parce que les fréquences de Q appartiennent a U.

Cherchons 1 sous la forme [— T, T]. Soit b(T) 'ensemble des points

de R** de la forme ¢ = (¢4, ..., ¢,4) OU v,=pj——gip,,, 1Lj=Zn—1
et ou | pi+ pal+... 4 p 0| ZT. Soit

R(ei, ooy 9umt) =Q (915« ooy 941, 0).
On a donc
sup [Q(p1, -y pu)| = sup |R(v)], sup | Q (p1, «+ .y pu) | = sup |R(¢)|.
(P1s s Pu) EB(T) veb(T) b R

La fonction R (y) est une somme trigonométrique finie

20(331, cey ) eXPRATL(O Ty o Py Ty

dont les fréquences (z,, ..., x, () appartiennent au compact K de R**
qui est la projection de U sur z,= o. On utilise alors le lemme suivant :

Lemme. — Pour tout entter p > 1 et tout compact K de R? il existe unc > o
et une constante C tels que pour toute partie A e-dense de RP et toute somme
trigonométrique R (v) définie sur RP et dont les fréquences appartiennent a K

on ait
sup |R(¢)| ZCsup|R(0)]
rERP rea

(vour par exemple [5], lemme 7, p. 146).

Gréce a ce lemme appliqué & A = b(I), 1 est un intervalle associé a A
dés que b(I) est e-dense. Compte tenu de la définition de b(I) cette derniére
condition est satisfaite dés que la longueur 2T de 1 est assez
grande (lemme 1).

Par la méme méthode on prouve le résultat suivant :

Tutortme 1I. — Sotent 0 un nombre de Pisot, A I’ensemble de toutes les

sommes finies Ee,..f)"‘, er=o0 ou 1. Pour tout v, > o il existe un iniervalle
. kX0
compact 1 de nombres réels tels que, pour toute somme trigonométrique finue,

P(¢) :2 @), exp2a it
re
on ail
sup | P(¢) | = (1 + ) sup | P(¢)].
LER tel
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5. La synthése des fonctions bornées.

5.1. DEFINITIONS ET ENONCES DES PROBLEMES. — A un ensemble
compact I de nombres réels nous associons deux sous-espaces fermés

de L*(R), invariants par translation, que nous noterons L(E) et L(E) :

L (E) est ’ensemble de tous les éléments g(t) de L™ (R) tels que, pour tout
élément f(t) de L' (R) 'implication suivante ait lieu

f:o sur Ef/fg(t)f(—t) dt—o
R

~

et L(E) est défini de fagon tout a fait semblable & I’exception que f = o
sur E est remplacé par f = o au voisinage de E.

Le probléme de la synthése spectrale est de savoir si L(E) = L(E).

On montre que si L (R) est muni de la topologie 5 (L.”, L') de la convergence
simple sur L'(R), dire que g€L(E) revient a dire que g est adhérent,

\

dans o(L”, L') & l’ensemble PT(E) des sommes trigonométriques
Zaxexpzﬂikt. Se peut-il que tout élément g de L(E) soit, en fait,
A€E

limite dans o(L", L!), d’une suite g;(t) de sommes trigonométriques
a fréquences dans E ? Nous allons voir que les nombres de Pisot et de
Salem interviennent de fagon remarquable dans ces deux problémes quand
on se restreint, pour E, a la classe des ensembles construits a I'aide d’un
rapport de dissection constant.

5.2. Tutorime I. — Soit 0 un entier algébrique supérieur & 2 dont les
conjugués (autres que 9), 0,, ..., 0, ont un module inférieur ou égal a 1.

Soit E Uensemble de toutes les sommesZs,{O—", g €fo, 1} (E est un

k>

\

ensemble a rapport de dissection 07'). Soit A (') Uensemble de toutes les

sommes ﬁniesEskO“", g€{o,1). (On a ACE.) Pour toute fonction f(t)
k>

continue sur E les trots propriétés suivantes sont équivalentes :

(1) | [16)dp (0

support fint contenu dans A;

= A| p|l. pour une constante A et toute mesure J. a

(2) il existe une mesure de Radon sur R, bornée, a valeurs complexes, v, de
norme au plus A dont la transformée de Fourier est égale a f (t) sur E;

(') Attention! \ n’a pas le méme sens qu’aux chapitres 2 et 3.



NOMBRES ALGEBRIQUES ET ANALYSE HARMONIQUE. 97

(3) pour tout € > o on peut trouver un élément g de L' (R) de norme au
plus A + ¢ dont la transformée de Fouruer est égale o f (t) sur E.

Le nombre réel 6 est donc un nombre de Pisot ou de Salem. Avant de
prouver le théoréeme I, indiquons quelques autres résultats frappants;
leur énoncé nécessite quelques définitions supplémentaires.

5.3. Soit A (R) I’algébre de Banach de toutes les transformées de Fourier
des éléments f de L' (R), I(E) ’ensemble des éléments de A (R) nuls sur E
et A(E) I'algébre quotient A (R)/I(E). L’algébre A (E) est semi-simple,
son spectre est E et A(E) s’identifie donc & une sous-algébre de C(E)
[C(E) est D'algéebre de toutes les fonctions continues sur E a valeurs
complexes]. Soit N (E) [resp. PM (E)] I’ensemble de toutes les distributions S
de support contenu dans E dont la transformée de Fourier appartient

& L(E) [resp. L"(R)], || S yn= sup |S@)| et de méme pour PM(E).

Le probleme de la synthése spectrale pour E est de savoir st N(E) = PM (E).
Les espaces N(E) et A (E) peuvent étre mis en dualité par

<S,f>:<§,f>:ng(t)j(t)dt

[f est un élément de L*(R) dont la transformée de Fourier, restreinte a E,
définit un élément de A (E)]. L’espace de Banach N(E) est alors le dual
de A(E). On a, avec ces notations,

Tatorime II. — Soit 0 un entier algébrique dont tous les conjugués ont
un module inférieur ou égal & 1. Soient E [Uensemble de toutes les

sommesZek 0% e,= o0 ou 1 et A Uensemble de toutes les sommes

kx>t .
ﬁniesz 07", e, = 0 ou 1. Soit B U'ensemble de toutes les mesures . a valeurs
kx>
complexes, dont le support est une partie finie de A et telles que || 0. ||, = 1.
Alors pour tout élément f de A (E) on a

1/ llsw= sﬁp{f;fdpu; pLeB}.

Cororratre 1. — St le compact E est de la forme décrite par le théoréme
et st g(t) est un élément de L” (R) adhérent pour la topologie o(L”, L*)
a Uensemble des sommes trigonoméiriques P (t) =2ax exp2miAt, on peut

AEE
trouver en fait une suite g.(t) de sommes trigonoméiriques dont les fréquences
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appartiennent & A (ACE) vérifiant
(a) sup | g(t) [ = sup ess | g(t) 1;
teR tER
(b) gr—> gr uniformément sur tout compact de R.
[Cependant on ne sait pas si E est un ensemble de synthése (voir chap. 6).]

CoroLrLAIRE 2. — Soient £ un nombre quelconque pris dans Uinter-
valle ]o, g[ et E un ensemble parfait, du type Cantor, construit & Paide du

rapport de dissection E. Pour toute fonction f(t), a valeurs complexes, conlinue
sur E les deux propositions suivantes sont équivalentes :

(1)

(2) il existe une mesure v, a valeurs complexes, sur R, de masse totale ne
dépassant pas A telle que f(t) = 9 (t) pour tout tE€ E.

ff(t) dp (t) léAsugl 0. (t)| pour toute mesure p. portée par L ;
E te

Le lien entre le théoréme II et le corollaire 1 est clairement indiqué
par le lemme de Banach ci-dessous.

Lemme. — Soient X un espace de Banach, X* son dual et Y un sous-espace
vectoriel de X*. Les trois propositions sutvantes sont équivalentes :

(1) il existe une constante C telle que pour tout élément x de X on ait
[#|=Csup{|<a,y>;reY, [yl<1l;

(2) il existe une constante C telle que, pour tout élément x* de X*, on puisse
trouver une suite y; d’éléments de Y telle que || yi|| < C || 2* || et, pour tout
de E,

(o, =L@, @ty (k> +w);

(3) tout élément de X* est limite dans la topologie o(X*, X) d’une suite
d’éléments de Y.

Dans notre situation, X = A(E), X*= N(E) et Y est 'ensemble des
mesures a valeurs complexes dont le support est une partie finie de A.

Pour montrer le corollaire 2 on peut examiner les deux cas : 0 est un
nombre de Pisot et 0 n’est pas un nombre de Pisot. Le premier cas est réglé
par les théoréemes I et II et le second est classique ([6], § 5).

5.4. La preuve du théoréme I est une généralisation de celle que m’a
indiquée Y. Katznelson dans le cas ot 0 = 3. L’idée est d’utiliser un groupe
métrisable compact G, adapté au nombre algébrique 6, dans lequel R s’en-
roule de fagon dense. Plus précisément, soit P(X) = X"+ a, X" ...+ a,
le polyndéme minimal du nombre algébrique 0 : P(X) est irréductible



NOMBRES ALGEBRIQUES ET ANALYSE HARMONIQUE. 99

dans Q[X] (nous appellerons quelquefois a, le coefficient de X"; en
fait a, = 1). N

Appelons T le groupe des nombres complexes de module 1, T* le produit
d’une infinité dénombrable d’exemplaires de T et G le sous-groupe compact
de T” formé de toutes les suites (z:);., telles que, pour tout k> o,
zp.. .20, = 1. Nous écrirons souvent un nombre complexe de module 1
sous la forme z = exp27i9 ou ¢ est un élément de R/Z et par abus de
langage nous appellerons encore G le groupe de toutes les suites
0= (Qpy ...y, Oy ...) d’éléments de R/Z telles que, pour tout k>> o,

O+ Qg =0 (mod ).

Soit A ’homomorphisme continu de R dans G défini par

h(t) = (expamit, ..., exp2 TII:‘O“/‘t, ).

On montre que h(R) est dense dans G. Soient j I'injection canonique de G

dans T", Z Z, le groupe dual de T” (somme directe dénombrable d’exem-

k>0

plaires de Z) et j* ’homomorphisme dual de j; j* est une projection de E‘Z,c
' ko0

sur le groupe dual I' de G et le noyau de j* est ’ensemble de toutes les

suites finies d’entiers relatifs, (pi)iv, telles que Zpk 0% = o. Soit h*
kX0
I’homomorphisme dual de h; A* est injectif et 2* (I') est un sous-groupe de R
isomorphe a I'; A* (') est le sous-groupe de R formé de tous les nombres
réels ¢ pouvant s’écrire comme des sommes finies ¢t = Ep,,.ﬁ“"‘ ou p,EZ.
k>0

Soient &' C EZ,( I’ensemble des suites (g4);., de o et de 1 nulles & partir
k>0

d’un certain rang et & = j* (&').

Lemme 1. — L’application j* restreinte a &' est injective.
En effet, si (¢4);., €8,
/'*°./.*(5k)k;022 er0—F;

k>0

puisque § > 2, h*o j* et donc j* sont injectives.

Le groupe G est adapté au probléme parce que si | est une mesure dont
le support est contenu dans A, [ se prolonge par continuité sur G (R est
regardé comme une partie dense dans G grice a l'injection continue h).

Nous avons besoin de deux lemmes techniques avant d’aborder la
preuve des théorémes I et II.
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Lemme 2. — Sotent ¢ >~ p >~ o0 deux entiers et .,, la mesure portée
par A et définie par le produit de convolution

Pepg = G o(t) + 26 (t— 0~1»)> *.. . % G 0(t) + ;6(1:_ e—r/)>.

St p tend vers Uinfini, |.,,, tend farblement sur C(E) vers la mesure de Dirac

eno(=23(1).
[C(E) est I’espace de toutes les fonctions continues sur E.]

La vérification de ce résultat est immédiate.

Pour tout nombre réel ¢,
Dipg () = 270" (1 +expamit0—") ... (1 + expamu0-7).
Définissons sur G une fonction M, , par
M, () =277 1 (14 expamig,) ... (I+ expamig,) si 0= (9r) >0

On a M, ;o h = [, , 0u, de fagon plus imagée, M, , est le prolongement par
continuité de p,,. On a

[ M () | =|cosmy,|...|cosmg,|.

Lemme 3. — Pour tout entier p > o et pour tout élément  de G n’appar-
tenant pas au sous-groupe h(R), lim | M, ,(»)|= o.
7+

On remarque d’abord que p étant fixé, | M, ,| est une suite décrois-
sante (¢ > p) et a donc une limite. Si cette limite n’est pas nulle, on a
nécessairement | cos ng,| - o (k -4 ) et donc ¢.= p,+ v, ou p.EZ,
ER et 1, —> o (k -+ ). Mais, pour tout k> o0, on a

A+ ..+ @y Qpir=0 (mod 1);
posant = @¢Vi+...7+ @uMsr, on a donc HEZ et lim = o. Cela
k>—+w
entraine &= o si k > k,. Soient 0,, ..., 0,les conjugués de 0; les relations
de récurrence linéaire aymi+-. ..+ @pMnrr= 0 (k > k,) entrainent

m=t0F - 1,05 . 2,0 (teR, b, ..., L,€C).

Mais, par hypothése, on a |0;| =1 pour 2 =Zj = n; n; ne peut tendre
vers zéro quand k tend vers I'infini que s1 v, = t07% (k> k,). On a donc
or= t07"(mod 1) pour k> k,. Mais les congruences vérifiées par les ¢
entrainent alors que @;= ¢6~(mod 1) pour tout k>>o0 (0 est un entier
algébrique et a,= 1). Ainsi ® = (¢x)n, €L (R).

La preuve du théoréme I est maintenant aisée. Soit f(¢) une fonction
continue sur E et telle que, pour toute mesure y. portée par A, on ait

() [r@ e léAnﬁuw-
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Soit A, le inf des constantes A que ’on peut mettre au second membre
de (1). Appelons P (&) I’espace vectoriel normé composé de tous les poly-
ndmes trigonométriques P sur G dont le spectre est contenu dans &; la
norme d’un élément P de P (&) est sup|P(w)|. Les éléments de P (&) et

»EG

les mesures p. dont le support est une partie finie de A peuvent étre mis
en correspondance biunivoque par la relation P o h = {i. On a alors

sup [P (w) [=sup|f(0)]

wEG tER

car h(R) est dense dans G. Grace a ces remarques, on peut définir une
forme linéaire sur P (&), notée L, continue, de norme A, par

L, (P) :ECl(30¢~~-7EL~>~~~]f<2 sk()*"> si P(w) .:Ea(sb‘:m’%._.) expzm'(ZskcpA).
8 &

k>0 k>0

Rappelons que (¢/);.,€ & signifie que ¢,= 0 ou 1 et que la suite des ¢
est nulle & partir d’un certain rang. En utilisant la correspondance Poh = {3,

L, (P) devient f £(1) dp (2).
E
Grace au théoreme de Hahn-Banach on peut prolonger L, en une forme
linéaire, de norme A, sur tout C(G) et 1l existe une mesure ¢ portée par G,
telle que

o|=Aret& <E skﬁ—"> :f<2 skO"‘> pour tout (&)xxno € &.

k>0 k>0

(Pour écrire cette relation nous avons identifié un élément de & et son
image par h* ce qui revient a considérer R comme plongé dans G.)
Décomposons g en g, + g, ou o, est portée par h(R) et o, étrangere a h(R);
onalc|=A,=|o.| + [ o:]|; le théoréeme I sera prouvé si nous montrons
que o, = o. (est 1a qu’intervient I'idée d’Y. Katznelson.

Revenant 4 la définition de Ay, soient ¢ un nombre réel positif, u une

Jfdp] == =9 A

Gréce au lemme 1, dés que p est assez grand et quel que soit ¢ > p, on a

ffdw * [p.g)
E

mesure portée par. A telle que ||, =1 et que

> (r—28)A .

Transportant cette inégalité sur G, on obtient

fP(co)M,,,,,(w)da(m) > (1—28)A, avec A =Pol, Opg=M, 0 h.
G

Soient G, = h(R), G, le complémentaire de G, dans G. On a

fPM,,,7 do:fPM,,,qdm—;-fPM,,,,,daz:I+J et 1= |al
G Gy Gy

Ann. Ec. Norm., (4), III. — Fasc. 1. 14
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[ear sup [P ()| = sup| &.(6)| = 1 et [M,, ()| = 1], |J|= [ |M,,|d|c.]. Par

wEG
conséquent

(t—2e)A,=(1—2¢) o]+ (1—22) ||| <] o +'/‘[M,,,,,|(l|a.2[.
Gy

Le premier membre de cette inégalité ne dépend pas de ¢. Si g tend vers
Pinfini, pour tout w€G., | M, ,(®w) | tend, en décroissant vers zéro. On a
donc

Iim/]M,,,,,|(l|02|:o (g—=>—+0o) et (1—a2g)|| o+ (r—28)| o | o

On fait alors tendre ¢ vers zéro pour obtenir g, = o.

Remarque. — Si E est un ensemble parfait construit 4 I’aide d’un rapport
de dissection égal a I'inverse d’un nombre de Pisot ou de Salem, tout
élément S du dual de A (E) est limite simple sur A(E) d’une suite S,
d’éléments du dual de A (E) a supports finis. Une telle propriété est inva-
riante par isomorphisme entre algébres de Banach. Soit F l’ensemble
aléatoire de Salem construit avec des rapports de dissection tendant
vers zéro (théoreme I, chap. VIII, [5]). Alors pour presque tous les choix
des parameétres aléatoires définissant F, l’algébre de Banach A(F) n’a
pas cette propriété ([14]). Ainsi les algébres de Banach A (E) et A(F) ne
sont pas isomorphes. H. P. Rosenthal a montré que si E est un ensemble
compact de mesure de Lebesgue positive au voisinage de chacun de ses
éléments, A (E) a la propriété décrite par le théoreme II.

6. La propriété de la synthése parfaite.

6.1. Soit E un ensemble parfait, sans intérieur de nombres réels.
Supposons que la mesure de Lebesgue de E est nulle. Soient, pour tout k> 1,
A, une partie finie de E, Q,, A€A;, une suite finie de parties ouvertes
de R telles que, pour tout k> 1,

(1) re, Ec|J®;

relAr
(2) )\EAk et )\lEA/‘-, )\# )\’:} Q)kﬁQ;,: Q,
(3) supdiam Q, -~ o (k -4 =).

re A
(St X est un ensemble de nombres réels, diam X est le diamétre de X.)

DeriniTioN 6.1. — Nous dirons que E a la propriété de la synthése parfaite
s’il existe une constante C telle que, pour tout élément f de A (R) on puisse
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trouver une suite f;, k > 1, d’éléments de A (R) satisfaisant aux deux condi-
tions suivantes : )

— pour tout A€ A, et tout t€Q, on a fi(t) = f(R);

(6.1.1.) sup [ fillam =Gl fllam-

6.2. Tutorime I. — Soit E un ensemble de nombre réel ayant la propriété
de la synthése parfaite. Pour toute pseudomesure S portée par B, soit S, k> 1 la

suite des mesures portées par A, et définies par S;{)\} =‘fQ dS(t), L€A,.
Alors : '

(6.2.1) Sllill)” S/«l‘wéC” g”ﬁ ot C ne dépend que de E;

(6.2.2) Sy f>—=><(S5, > (k—-+x) pour tout élément f de A (R).

Nous allons d’abord montrer que (6.2. 1) est satisfait. En effet, puisque A,
est un ensemble fini, A, est un ensemble de synthése et le dual de A (A))
est PM(A;). Pour tout ¢ > o on peut donc trouver un élément f de A (R)
tel que |[fllam=1 et [{Sy > (1 —¢)||Si].. Soit fi un élément de
A(R) tel que fi(t) =f(A) si A€A;,, t€Q et que || fifim=C. On a
Sk f> =Sk fr> car [ et fi coincident sur A, et {Sy, fir> =S, fr>
parce que f; est constante sur £},. Donc

<86 DI£IS L1 fdkm= Gl e sup[Sell.=C S,

Maintenant soit a prouver (6.2.2). Puisque (6.2.1) est vérifié, il suffit
de montrer (6.2.2) pour une partie dense dans A (R), par exemple pour les
fonctions de A(R) qui sont localement constantes au voisinage de E
([7], 1.3, p. 256). Soient f une telle fonction, I, ..., Iy des intervalles
ouverts dont la réunion contient E, dont les fermetures sont deux a deux
disjointes et tels que f soit constante sur chacun d’eux. Grace a la condi-
tion (3) portant sur les ,, on peut trouver un entier p tel que pour
tout k > p et tout A€ Ay, Q, soit contenu dans 'un des I;, 1 =Zj - N; fest
constante sur chaque Q,. On a alors, grice a la théorie de Wiener,
Sk f>=<S, > dés que k> p et ceci termine la preuve du théoréme I.

6.3. Nous allons maintenant donner un critére assurant qu’un ensemble
compact E de nombres réels a la propriété de la syntheése parfaite. Ce
critére, semblable a celui donné par Piatecki-Shapiro ([5], th. V, p. 59)
dans le cas de l'unicité, est cependant plus exigeant, Il s’appliquera aux
ensembles parfaits de nombres réels construits & l’aide d’un rapport de
dissection constant 6~* dés que O est un nombre de Pisot supérieur a 3.
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ENONCE DU CRITERE :

a. Description d’un compact remarquable du tore n-dimensionnel. —
Soient :

® n un entier, n > 13
® T" le tore n-dimensionnel;
® P ’homomorphisme canonique de R* sur T" (T"= R"/Z");

® B une partie compacte de R" telle que P, restreint a B soit un homéo-
morphisme de B sur K = P (B);

® m un entier, m > 1;

® B,, ..., B, m compacts deux & deux disjoints formant une partition
de B;
® L une forme linéaire sur R, a,, ..., a, m nombres réels différents

deux a deux;

® pour 1 —— j =~ m, U;I'ensemble des éléments z de B; tels que L (z) = a;,

U=\ Uj;

1L <m
e N;=P(U)) et N=|_J N,
1Z7<Zm
b. Description d’une suite d’« enroulemenis » de R dans T®. — Soient :

® (h/);~, une suite d’homomorphismes continus, injectifs de R dans T"
tels que, pour tout k> 1;

® h;(R) soit dense dans T";
® hy soit défini par k() = P (w,it, ... ,0,,1), tER;
@ pour toute suite p,, ..., p, d’entiers rationnels non tous nuls,

hm | pioyp+. ..+ prwsr| =+ .
k>4

Posons ;= (0, 4, ..., W, ) et supposons que, pour tout k> 1, L(w,) £ o.
c. Définition des fibres de K découpées par hi. — Soit
e X,= P(x,) un point de N, z,€U.

La fibre de K, contenant X, et découpée par h;, est 'image par P de
Iensemble des points « de B; de la forme z = z,+ w,t, t€R, z,€U;
(j est déterminé par z, car les B; sont deux & deux disjoints).

TatorimE II. — Sotent E un ensemble parfait de mesure nulle de nombres
réels et (Ax)i~. une suite de parties finies de E. Supposons qu’il existe un
entier n, un compact K de T" vérifiant (a) et une suite (h;)~, d’homomor-
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phismes de R dans T" vérifiant (b) et tels que, pour tout k>~ 1 :
® K (Ay) soit contenu dans N;
@ hi(E) soit contenu dans K et recouvert par la réunion U Fyr des
)\E[&k
fibres ¥y ;. découpées par h; et contenant hi (1), A€ Ay. Alors E a la propriété
de la synthése parfaite.

6.4. Pour simplifier nous présenterons la preuve si m = 1. Le cas général
se traite de facon analogue.

Il y a un compact B’ de R”, dont 'intérieur contient B et tel que P
restreint & B’ soit encore un homéomorphisme de B’ sur K'= P(B’).
Soient F;; les fibres découpées par h; dans lintérieur de K’ et Q,
€A, 'image réciproque par h; de 5 .. Les Q, possédent les propriétés (1),
(2) et (3) car hy est injective, P est un homéomorphisme de B’ sur K’
et | w;| -+ avec k.

Nous allons montrer que E a la propriété de la synthese parfaite. Soit Hy
le sous-groupe Zw, ;+ ...+ Zw,, de R, H; est dense dans R et soit I un
intervalle compact de R dont l'intérieur contient E. II suffit, pour
prouver (6.1.1), de se restreindre a A (I). Mais si f€ A (R) on peut trouver
une mesure discréte o portée par Hy telle que & = fsur L et o || 2| f|p-
On a donc f=gioh o G€A(T), || glie=2]fle Soit T la
fonction Z"-périodique sur R”, définie par v,= g.° P, U; I’ensemble
des  de U dont I'image par P appartient a h;(A;) et enfin By (resp. B})
Iensemble des points 2€B (resp. B’) de la forme z=tw,+ y ou y&e U,
et t€R. Alors P(B,) est la réunion des fibres I, ; relatives & A€A,.

Appelons B (R") (ne pas confondre avec le compact B) ’algebre de Banach
de toutes les transformées de Fourier [. des mesures complexes bornées 1.
sur R On pose || (. ||ygy= || » |- Nous utiliserons le lemme suivant :

Lemme 1. — Sotent L une forme linéaire sur R", o un élément de R"
tel que L (w) £ o et a un nombre réel.

Pour tout élément vy de B (R") définissons une fonction & sur R" continue,
a valeurs complexes par les deux conditions : pour tout x €R",

S(x -+ wt) ne dépend pas du nombre réel t;

o(x) = y(®) st L(z) = a.

Alors ¢ appartient & B(R") et || 8 |lsmy== || Y |ls&n-

La preuve trés simple de ce résultat est laissée au lecteur.

Appelons donc ¢, I'élément de B(R™) défini a partir de v, comme il est
dit au lemme 1. L’application P est un homéomorphisme de B’ sur K’
et un isomorphisme local entre R" et T". On peut donc trouver une suite Gy
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d’éléments de A (T") tels que si z€B’, G,(P(z )) =0 () et que
| Gilaan == C || 8 lsms- On a Gi(z) = gi(x) pour tout x€N et Gy(z) est
constante sur les fibres F; ;, A€ A,. Posons f,= g0 Iy; on a

[fillbm=[gllsan=Cllfllaw et fu() =f(R) sited, re

6.5. CAs GENERAL D'UN NOMBRE DE Pisor § supErieur A 3. — Soient

toujours E Densemble de toutes les sommesZekO“"‘, &= 0 ou I,

k>
A Pensemble des sommes ﬁniesZak 0~ et A, 'ensemble des sommes
k>t
‘e 0 e, —
ﬁmcszej() , ;= 0 ou I.
Tutorime IV. — Soient 0 un nombre de Pisot supérieur a 3, E comme

ci-dessus et Ly Uespace vectoriel de toutes les fonctions p€L”™ (R), a valeurs
complexes, essentiellement bornées et dont le spectre est contenu dans E.

Alors pour tout QDGL” on peut trouver une suite P, de sommes trigono-

métriques fintes, P (1 ya, rexp2rniit, a,  €G telle que :
)E\/\

(a) les fréquences de P, sont de la formez;,() lyei=o0o0u 1 (1<) —k));

(b) supsup|P( )Iéfgg ess|o(t)];

kx1 te

(¢) uniformément sur tout compact de R, les P, convergent vers ¢.

L’intérét du théoréeme 1V est de caractériser la boule unité de L ; (¢) n’est
pas étonnant car une fonction de L™ (R) dont le spectre est compact est
une fonction continue.

Le théoréeme IV résulte immédiatement de ce que E est un ensemble
de synthese et du corollaire 1 au théoréme II, chapitre 5. En fait nous allons
montrer que, lorsque 0 est un nombre de Pisot supérieur a 3, E a la propriété
de la synthese parfaite. Plus précisément :

Tutortme V. — Soient 0 un nombre de Pisot supérieur & 3, et E comme
ci-dessus. Sotent K,, ..., K,, une partition de E en compacts ouverts,
teK,, ..., t,€K, et pour tout entLer k, Ay la partie finie de E quu est

Pensemble de toutes les wmmeszvo Ty 0 Lk 1 Z = m,

Ei=oourt.

11 est possible de trouver une constante C, un entier m, une partition de I
en Ky ...,K, et des éléments t,, ...,t, appartenant respectivement
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a Ky, ..., K, tels que, pour toute distribution S(t) portée par E, en posant

Se(t) = Z @S (Lt —1),

7\EA1(

ow 2 (t) est la masse de Dirac en o et ol
k
(L‘,‘:f : das(t), 52281-()*/, A=1s+ 0—*¢,
s+ 0—kK, 1

on att
(a) sup [$:(0) | = Csup [S(0);

(b) S, tend uniformément vers S(t) sur tout ensemble compact de nombres
réels si le second membre de (a) est fin.

6.6. Nous reconnaissons ici la propriété de la synthése parfaite. Pour
démontrer le théoréeme V nous emploierons évidemment le théoréme II.
Nous aurons, en outre, besoin du fait suivant :

Prorosition 1. — Sotent 0 un nombre réel dépassant 3, E Uensemble

de toutes les sommesEekO"‘, ¢,= 0 ou 1 et I un ensemble fint contenant o.
kx>

11 est possible de trouver un entier M el une partition de E en compacts ouverts

E,, ..., Ey et pour chaque entier j un t,€ E; tels que, pour tous t, t', j, k,

onait tEE;, V€L ettt —t€F =t —t=1—1t,

Nous allons simplement esquisser la preuve de la proposition 1 en indi-
quant quel role joue la condition 0 > 3.

Soient K le corps Z/3 Z, — 1, 0 et 1 les éléments de K, K™ le produitn K,
>

d’une suite d’exemplaires de K et LCK” I'ensemble des points de K"

dont les coordonnées valent o ou 1. Les seuls éléments de F intervenant

dans la proposition sont les différencesZoc,,‘O—", %;=— 1, 0 ou 1 entre
|
deux éléments de E. La condition 0 > 3 assure que cette écriture est
unique. Ainsi si ¢ =2 e 0% gg=0 ou 1, t' = 2 g 0% =0 ou I
k> k>
etsit’ — t€F, on a, pour tout k > 1, &, — g, = o, pour une des suites ().,
apparaissant dans ’écriture d’un élément de F. Soit alors ¢ 'application
de E — E dans K" définie par :p<2 oc,fO—’f> = (%), (2= — 1,0 ou 1 est,
k>
par abus de langage, identifié a son reste mod 3). Sit€E, '€ Eett' — t€F,
alors T=¢(t)€L, T'"=9¢(t')€L et T'"— T€F = o(F). Soit ¢ I’espace



108 Y. MEYER.

vectoriel sur K engendré par 'ensemble fini & ; G est fini. On commence
par prouver la proposition 1 avec § au lieu de F et L au lieu de E ce qui
simplifie beaucoup la question car la relation T'— Te g, Te K", T'e K~
est une relation d’équivalence définissant la congruence modulo un espace
vectoriel fini et ensuite il est immédiat de passer de § a4 F; a ce dernier

\

stade la situation est isomorphe a celle considérée sur E.

CororLAIRE. — On peut, avec les notations de la proposition 1, trouver
une partie finte J de N?, une partittion de E par des compacts
ouverts C;; (i, j)€J et pour tout (i, j) € J trouver un point t; ;€C; ; tel que:

(a) t€C;j, t'€Ciy et t'— tEF entraine k = 1;

(b) teCiy, ' €Ciy et t' —tEF entraine t' —t = t;,— t; ;3

(¢) pour tout 1>~ 1, tout j et tout k tels que (1,])€J et (1, k)€ J, on peut
trouver une suite (kp),,_, telle que k,=j, k,=k et que, si s,=1,;,
on ait sy, — s,€F.

Le corollaire exprime simplement que I’on peut regrouper les compacts E;
de la proposition 1 qui ont des relations entre eux et les réordonner en
les Ci Je ‘

6.7. Passons maintenant a la preuve du théoréme V.

Soient 0 un nombre de Pisot de degré n, 0 > 3, 0,, .... 0, les conjugués
de 0 autres que 0, U le compact de R* défini comme I’ensemble des points

Ty = Uy 4. . Uy, 2y= 0. ..+ 0,u,, e, =02 uy 4. ..+ 0"y,

ou u, = —zs,ﬁﬁ, ey Uy = —Za,;(),’; pour une méme suite ¢, de o et de 1.
0 0
Le compact U est contenu dans un hyperplan £ de R*. Soient H,: R - R"
défini par H,(t) = (¢, ..., 0 "¢t), V=H,(E), H.(t) = H,(0%), P la
projection canonique de R" sur T"= R"/Z" et h,= P o H,.

Prorosition 2. — On peut trouver une partie finie J de N*, une partition
de V en compacts ouverts V;;(i,j)€J et pour chaque (i,j)€J, un
point v; ;€V, ; et un vecteur x;; de Z" tels qu’en posant

‘Vi’]‘: Vi)j—l—U

toute congruence ' — x€Z" ou x€W,; 2’ €W, ; entraine '=1 et
& — &= m;; — x;; et que réciproquement pour tout (i,j)€J el (i, )€J
on ait

(t'[y,‘/ W Ly ._I,‘,-’/) € .

Posons, en effet, W= U 4V et pour chaque €W appelons ¢(z)
Iélément de V, u(z) celut de U tels que u(z) + ¢(2) = x. Si 2’ — v €2Z",
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cela n’offre a la différence 2'— 2 qu’un nombre fini de possibilités parce
que 2'— x€ W — W (qui est compact); ainsi ¢ (z') — ¢(z) appartient & un
ensemble fini F. Par ailleurs deux points distincts de ’hyperplan £ ne sont
jamais congrus modulo Z*; le vecteur ' — 2 de Z" est donc parfaitement
déterminé par la différence ¢ (2') — ¢ (x). On applique alors le corollaire de
la proposition 1 en choisissant pour tout entier : > 1 un entier particulier j,
tel que (i, j,) €J (a supposer qu’il y en ait un) et en appelant z; ;le vecteur
de Z" associé a la différence ¢;;— ¢, ; en posant £; ;= ¢;;+ £, x;; est
défini par la condition £, + z; ;= £;; et z;,EZ".

Nous allons maintenant pouvoir montrer que les hypothéses du théo-
réme 2 sont satisfaites mais quelques notations sont encore nécessaires.

Soient, pour tout (i,j)€J, B;;= W,; — ;;, B; la réunion des B,
(t,j)€J, et B la réunion des B;, 1 ==t m; enfin pour alléger nous
écrirons £; au lieu de £, et £; est défini par la condition L(2) = a;,
a€R, 1 1 m. .

Remarquons que deux points de B ne sont jamais congrus modulo 2"
et que les B; sont deux a deux disjoints.

En effet si y€B, y'€B et y'— y€Z", alors y =2 — x;,; ou z€W,,
y'=2a'— x;; ol 2’ €W,; ;; cela entraine 2’ — z€2Z" et done, par la propo-
sition t' =1 et &' — & = @; ; — x;,;; soit y'=y. De facon analogue, on
prouve que les B; sont deux & deux disjoints.

Il reste a définir A;; soit t;, (i,j)€J, le nombre réel défini par
Ho(ti,;) = ¢i; [Ho(t) = (8, ..., 07't), Hi(t) = H,(0t) et hy=P o H,]: On

appelle A, ’ensemble fini des nombres réels s’écrivant
A= 0 b g 0K Oy,

gp=ooul, (i, J)€J, 1 = p k. 1l suffit de vérifier maintenant que H,(E)
est recouvert par les fibres Fy i, A € A, issues de A, (1) et découpées dans K.
Que sont ces fibres ? Pour tout A ci-dessus, soit x;, 1’élément de U défini
a ’aide des parametres u., ..., u, comme il est expliqué dans la définition
de U avec uy=— g, — g, 0, —...— ¢,05", etc. Soit o = @, + Vi — Xij;
x appartient a £; définie par L(z) = a;, P (2) = X = h:(A) et la fibre F, ;
issue de hx(A) et découpée dans K par h; contient I'image par P de
m+ Vi,j-—- Z;,; ou de x)\—i— Vi,j.
Soit C;; ensemble des ¢ tels que H, () €V, ; et

Q=5 0 .. g 0K 0-4Cy .

Les Q,, ~A€A;, forment une partition de E en compacts ouverts,

hi () = Fy i, les hypothéses du théoréme 2 sont satisfaites.
Ann. Ec. Norm., (4), 1II. — Fasc. 1. 15
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