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SUR

LES SYSTEMES ISOGONAUX DE SPHERES

Par M. Rent LAGRANGE.

INTRODUCTION.

1. Un systéme S, de n sphéres U;(i =1, 2, ..., n) de 'espace euclidien Eya
N dimensions est dit « isogonal » lorsque les angles que font ces sphéres deux
a deux sont égaux. En géométrie anallagmatique, ot les U; sont supposées
unitaires, cette qualité se traduit par 1'¢galité, en valeur absolue, des produits
U;U; (154 )). Si a= cosa désigne I'un de ceux-ci, ces U;U; sont de la forme ac;j,
ol g;;=-+1. Nous convenons de dire que S, est «strictement isogonal »
lorsque tous les ¢;; sont égaux; sinon, il est isogonal au sens large. J"ai consacré
un article récent aux systémes strictement isogonaux (*), dans Ey. Nous étudions
ici I'isogonalité générale.

La matrice carrée d’ordre n dont les ¢léments sont tous les U;U;
(t,j=1, 2, ..., n) joue un role essentiel dans I'étude du systéme S,, et son
déterminant

A,=[(U:U;)|

est non seulement un invariant anallagmatique, mais il est également covariant
‘lorsqu’on change un U; en — U;, ou lorsqu’on transpose deux sphéres. Son role
est également important ici. La matrice est symétrique; sa diagonale principale
est formée de chiffres 1, et elle est définie par la donnée des ¢; d'indice
1 <j(1ZLi<lj<n). 1l est commode de représentef S, par le triangle que

(1) Sur les systémes isogonaux de sphéres (J. Math. pures et appl., 37, 1958, p. é25-244).



306 R. LAGRANGE.

(n—r1)
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n , . ..
forment ces — symboles ¢;;, placés comme dans la matrice, et de désigner

ce triangle par S,, soit

©
-
]
«
0

S,=

Cn—1,n

Deux tels systemes S, S, seront dits « semblables » §’ils sont réductibles I'un
a l’autre par les changements de signe de certains U;, associés ou non a une
permutation des sphéres, donc 4 un produit de transpositions. Cette similitude
s’appellera, plus précisément, la « similitude directe ». Le S|, dont les ¢;,(7 <))
sont les opposés des ¢;; de S, chacun a chacun, est dit « 'opposé » de S,,; il s’en
déduit encore en changeant simplement @ en — a. Deux systémes de n sphéres
seront dits « inversement semblables » lorsque I'un sera directement semblable
a opposé de I'autre. Les deux similitudes ne s’excluent pas, et certains sys-
témes, tels que S,, sont directement semblables a leur opposé (*).

2. L’ensemble des changements de signe portant sur une seule spheére
forment la base d’un groupe multiplicatif que nous appelons le groupe (v),
le changement de U; en — U; étant I'élément v; de ce groupe. Chaque v; est
I'identité. Les autres éléments de (v) sont les produits de la forme v;v;v;. ..

(i, 7, k ... distincts), dont le nombre des facteurs ne dépasse pas [f], car
2

deux produits de p et n—p facteurs respectivement, dont les n indices
different, transforment de la méme facon les ¢;;; en effet, si 7 et j se trouvent
dans 'un des produits, celui-ci laisse ¢;; invariant, comme le fait 'autre, tandis
que, dans le cas contraire, les deux produits changent son signe. Un produit
de p éléments v; distincts change tous les e,g dont un seul des indices est 'un
des 7, donc de p(n — p) symboles ¢,5. Le nombre des produits de p éléments v;

n

est C7, donc le nombre des éléments du groupe (v) est ; Z (7= 2"—*. Rappelons

n
p=0
que A, est invariant pour chaque v;, donc pour (v).

3. Nous désignerons par 7;;==;; la transposition de deux sphéres U;, U,.
On az;;=1. Nous désignons par (t) le groupe des substitutions engendré par
les 7;;. Chaque permutation ne change pas les signes des ¢, mais leur place
dans S,. ‘

Enfin, en désignant par ' le changement simultané des signes des ¢;, ce qui
revient & changer a en — a, le groupe des similitudes est le groupe formé par

(2) En géométrie euclidienne plane, une figure peut bien étre égale a sa symétrique par rapport a
une droite.
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la réunion de (v), (<), v'. Le sous-groupe de (v), (=) est le groupe des simili-
tudes directes.

4. A priori, chacun des

n{n—it .
—(——)symboles g; du triangle S, a deux valeurs

n{n—1)

possibles, donc le nombre des S, distinets est 2 * . Ils sont réductibles

nin—1) (n—1) (n—2)

R n-+1 S

par (v), 2" a4 2"*, ce qui permet de les grouper en 2 ° =2
« familles », les éléments de chaque famille f étant les transformés de I'un
d’eux par (v), et ayant, en particulier, le méme déterminant A,. Les familles
qui sont réductibles I'une a 'autre par (<) ont aussi le méme 4,, et seront
rassemblées dans une méme « classe ». Ainsi, chaque classe est formée par tous
les S, directement semblables a I'un d’eux. Le probléme que nous étudions
dans la premiére partie de cet article est la répartition de tous les S, dans les
différentes classes et familles.

- Il suffira de former un S, type de chaque classe C, puisque (v) permet d’en
déduire la famille f de cet élément o, et que (7) permet de former ensuite
toutes les familles de C. Il faut observer cependant que les transformées de f
par les différents éléments de (7) ne sont pas toujours distinctes, et il conviendra,
dans chaque cas, de déterminer les familles distinctes dans C. Bien entendu,
deux familles qui n’ont pas le méme nombre de symboles ¢;; négatifs sont irré-
ductibles par () et sont dans deux classes différentes. Enfin, on formera, pour
chaque classe, le polynome en a qu’est le déterminant A,.

Ce probléme n’est pas commode puisque, dés la valeur 7 de n, il s’agit de
classer 22! systémes et 2'°=232 768 familles. Heureusement, le nombre des
classes est disproportionné avec ces grands nombres, puisqu’il est égal a 54.
Nous n’avons pu résoudre ce probléme dans sa généralité, et n’en donnons ici
la solution que pour les valeurs de n inférieures a 8. Cela nous suffira d’ailleurs
pour répondre a la question posée dans la deuxiéme partie. Nous constaterons
aussi que, pour chacune de ces valeurs de n, les A, des différentes classes sont
des polynomes distincts, et obtiendrons ainsi le théoréme remarquable suivant,
qui semble devoir étre général :

TutoriME. — Pour que deux n-sphéres isogonaux d’ordre n = v soient directe-
ment semblables, il faut et il suffit que leurs déterminants A, sotent deuz polynomes
tdentiques en a = cos .

CorROLLAIRE. — Pour que deux S, isogonaux d’ordre n =7 soient inversement
semblables, 1l faut et il suffit que leurs déterminants A, ne different que par le
changement de a en — a.

La méthode utilisée pour aboutir 4 cette classification appelle une observa-
tion essentielle. Lorsque nous déterminerons, pour un élément o d'une classe C,
les transformations du groupe (v) qui sont équivalentes a une permutation du

Ann. Ec. Norm., (3), LXXV1. — Fasc. 4. 39
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groupe (7), nous en déduirons le nombre des familles distinctes contenues
dans C; d’'une maniére précise, si ¢ est le nombre des transformations de (v) en
question, I'identité comprise, le nombre de ces familles est le quotient par ¢
du nombre des permutations qu’on peut effectuer sur les ¢;; du systéme o. Mais
nous ne démontrons pas, dans chaque classe, que les transformations de (v)
examinées sont toutes celles qui ont I'équivalence en question, et nous ne
sommes pas surs d’avoir effectué la réduction maximale. Ce n’est qu’a la fin de
la discussion faite pour une méme valeur de n que nous constaterons que le
nombre total des familles formées, qui est @ prior: un maximum, est justement

(n—1)(n—2)

le nombre préva 2 * . Nous saurons alors que la réduction aura été effecti-
vement compléte dans chaque classe. Nous ne nous préoccuperons plus de ce

détail dans le cours de la discussion.

5. Lorsque, dans un S,, les ¢;; négatifs ne sont pas nombreux, il est commode
de représenter ce systéme par la suite de ces seuls ¢;;, ou, plus simplement, par
la suite des couples #j de leurs indices. Ainsi, on pourra écrire

I I I
S, = —1 I == (€23, &34) = (23, 34).

— 1

Nous n’avons pas pu songer a dessiner les graphiques qu'on peut associer
a chaque S,, mais le lecteur pourra les reproduire aisément s’il le désire; ils
sont commodes et nous y ferons allusion dans les raisonnements. En voici le
principe. Les indices ¢, j des ¢; d'un S, ont n valeurs possibles 1,2, ..., n,
qu’on peut représenter par » points différents du plan, numérotés 1, 2, ..., n;
chaque ¢;; égal 4 — 1 est alors représenté par le segment de droite qui joint les
points ¢ et j. Ainsi, le systéme (23, 34) est représenté par la ligne brisée a deux
segments joignant les points 2, 3, 4 dans 'ordre, le point 1 restant isolé. Dans
le cas général, un S, est représenté par un certain nombre de cotés et diagonales
d’un n-gone; les deux cas extrémes sont le S, dont tous les ¢;;=1, qu’on peut
représenter par la parenthése vide (), ou par les » points isolés, et celui dont

nin—1j

2

tous les ¢;;=——1, dont le graphique est formé par les 2 * cotés et diagonales
du n-gone. Une transformation v; de S, change la nature des segments issus du
point Z, en effacant ceux de son graphique, et en faisant apparaitre les autres;
si le nombre des premiers est r, celui des autres est » — 1 — r. Sur 'exemple S,
cité, v, donne ainsi
vy (23, 34) =(12, 13, 14; 23, 34),
tandis que
vy (23, 34) = (12, 24, 43).

Les diagrammes sont respectivement un quadrilatére avec une diagonale, et



SUR LES SYSTEMES ISOGONAUX DE SPHERES. 309
une ligne brisée de trois traits. Par contre,
va (23, 34) =(13)

est représenté par un seul trait.

Précisons que les deux sommets d'un segment seront dits adjacents ou
«unis », tandis que deux sommets seront dits « reliés » s’ils appartiennent
a une méme ligne brisée.

6. La deuxiéme partie de ce travail, exposée aux chapitres IV et V, est
I'application des généralités de la premiére a la formation des systémes isogo-
naux du plan et de E;. En outre du probléme de I'existence de tels systémes S,
lorsque n surpasse 4 ou 5, on peut se demander si ceux-ci peuvent étre formeés
de sphéres réelles ou imaginaires pures. J’ai montré antérieurement (*) que ces
sphéres sont alors toutes réelles ou toutes imaginaires pures suivant la position
de a (a=£o0) par rapport a I'intervalle (— 1, 1). Lorsqu’il en est ainsi, S, sera
dit « pur »; sinon « impur ». On verra que, dans E,, il n’existe pas d’hepta-
cercle isogonal, mais on peut former quatre types de pentacercle et deux
d’hexacercle. Dans E;, on trouve de méme dix types d’hexasphére, cinq d’hepta-
sphére et trois d’octospheére, dont la valeur de « et la nature sont relatés dans
les tableaux récapitulatifs des paragraphes 58, 63 et 73.

CHAPITRE 1.

LES SYSTEMES ISOGONAUX D'ORDRE 7 =_5H.

1. n=12. — Les systémes S,= {¢,, | ont deux formes possibles {1 }et { —1}.
Elles sont équivalentes par (v) et par v/, donc directement et inversement

semblables. Le déterminant

I a N
= I1—a*

A, —

a 1

est effectivement une fonction paire de a. On prendra naturellement
a={1j=( )

pour forme type de la classe unique, a une seule famille, C(s.). Le graphique
de o, est un couple de points isolés; celui de I'autre systéme (*)

gy =V g, = (12)

est le trait qui joint ces deux points.

(3) Loc. cit.
(*) v; Sp el V'S, désignent naturellement les transformés respectifs de S, par v; et par v'; de
méme, t;;S, est son transformé par la transposition t;;.
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2. n=23. — Les 2” =8 systémes

_5 €12 3 |
T 2

se partagent a priori en 2 familles f,, /. comprenant chacune 4 systémes équi-
valents par (v). f, est la famille des transformés par (v) du systéme type

QIO

o~

RN
S ? [ S_‘ ( )‘
Les trois autres ¢léments de f, sont les v;a}, qui se déduisent de s} par deux
changements de signe des ¢, : ainsi,

vlo};:{ - _II }:(12, 13), vy 0 ); _: }:(12, 23),
l {1 —1

v;;o}_:) . } = (13, 23).
/> est la famille des S, différant de o} par un ou trois changements de signe
des ¢;;; on peut adopter 'élément type

{ —1 —1
o;’:v’a};:% }:(12, 23, 31),

et les 3 autres systémes sont

vo, = _I :I }:(23), vy dyt = {I —11 }:(13), vgo"glzg ! i = (12).

Les transpositions ne changeant pas le nombre des ¢; négatifs, ces deux
familles ne sont pas directement semblables; mais elles le sont inversement
puisque o' ='c}. On pourra donc désigner les 2 classes représentées par ces
2 familles par C,=C(q}) et C;=C(a,"). Il en résulte que les déterminants
Al=A(c)) et A,'=A(d,") sont des polynomes en @ = cosa du troisiéme degré
qui se déduisent 'un de I'autre en changeant (*) @ en — a. Les 8 systémes sont
semblables, et strictement isogonaux & une similitude prés.

Nous groupons ces résultats dans le tableau suivant, ou nous désignons,
pour chacune des deux classes (°), un systéme type, le nombre des familles qui
la compose, et la valeur de A,.

C,=C(a}) =C( ) 1 famille Al =(1—a)2(1+2a)
C,=0GC@,") =vC=C(12) 1 famille A'=(+a)(1—2a)

3. n=4. — Les 2° = 64 systémes S, se partagent a priori en 2* =8 familles

(*) Nous omettons le calcul de A;, quin’offre ni difficulté ni intérat.
(%) G( ) désigne naturellement la classe du systéme dont tous les e;;=1; C(12) celle du
systeme (12).
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contenant chacune 8 systémes équivalents par (v). Nous adoptons toujours
pour systéme type de la premiére famille /, le systéeme

1 I T

o= o1 =0 )

dont le graphique est I'ensemble des quatre sommets isolés d'un quadrilatére.
Rappelons qu'une transformation v; change les signes des 3 symboles ¢;, (o £ 1)
et que tout produit v;v;(¢£)) change ceux de { des 6 éléments < 5.

a. Les 6 S, déduits de 5, par un seul changement de signe n’appartiennent
donc pas a fi, et appartiennent également a 6 familles distinctes, puisqu’on
passe de I'un a 'autre par deux changements de signe. Par contre ces familles
sont équivalentes par (7); elles sont donc groupées dans une méme classe, et
ont le méme A,. Prenons par exemple, pour systéme type de cette classe C, de
6 familles de 8 systémes chacune,

—1 1 )
o 11 p,=(12).
o

B. Considérons maintenant les S, déduits de o, par deux changements de
signe. Le dessin représente 2 segments liant des sommets du quadrilatére, et
I'on distingue les graphiques ou ces deux traits sont adjacents de ceux ou ils
sont isolés, car ils représentent nécessairement des classes distinctes. Nous
conviendrons d’appeler p-uple un point qui est le sommet commun de p seg-
ments du graphique et p seulement; I'indice de ce sommet est commun & pe;;
négatifs, et p seulement (7).

B,. Considérons d’abord les S, de la classe de (12, 34); les 3 formes qu’on en
déduit par (t) sont équivalentes par (v), car
To3(125 34) = (13; 24) = v, v, (1235 34),
7o (125 34) = (145.23) = v, v;(12; 34);
d’ailleurs cette famille est inversement semblable a /,, d’aprés
v v, (125 34) =v'o}.
Nous désignerons ce transformé v'a;, par o', et son diagramme est ’ensemble
des 6 segments joignant les 4 points.

" B,. Les systémes transformés par (<) du type (12, 13) sont au nombre de 12.
Ils sont équivalents deux a deux par (v) car

vy (12, 13) = (42, 43) =7, (12, 13).

(7) Ne pas confondre un point simple avec un point isolé.
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Ils forment seulement 6 familles, qui sont d’ailleurs les 6 familles de o,
puisque

vi (12, 13) = (14).

Nous avons ainsi obtenu les 64 systémes S, : 8 de la classe C,=C(s,) & une
famille, 8 de la classe C,=C(5,") a une famille, et 48 rattachés par v et (<)
a o; dans la classe a six familles C,= C(q}). Il est & prévoir que C, est inva-
riante par v'; en effet

Viveor = v v (12) =V (34).

Le calcul de A, confirme ces résultats. Comme pour n = 3, nous rassemblons
ces faits dans un tableau :

4=0C(g}) =C( ) 1f P =(0—a)(1+3a)
Bi: C=C(a)=vC,=C(12; 34 1f A= (1+ «)’ (1 — 3a)
aetfB,: C,=0C,=C(g})=0C(12) 6f A2 = (1— @) (1—a?)

Nous avens également rappelé I'alinéa ou la classe a été formée. Les seuls
systémes strictement isogonaux sont o, et 5,'; les 14 autres systémes de leurs
deux classes, ou familles, sont a la fois directement et inversement semblables
a un systéme strictement isogonal. Les systémes de C, sont inversement sem-
blables deux a deux.

4. Nous ne nous sommes pas occupés des systémes dont le graphique
comporte un ou plusieurs points triples, car la transformation v; dont I'indice
est celui d'un sommet triple réduit de 3 unités le nombre des segments de la
figure. Pour le méme motif, nous aurions pu omettre I'examen des S, compor-
tant un indice double ¢, car le v; correspondant réduit d’'une unité le nombre
des segments du graphique. C’est pour cette raison que I'étude faite en 3, ne
nous a pas donné de classe nouvelle. Nous ferons notre profit de cette impor-
tante remarque dans la suite, mais I'alinéa (3, nous a fourni néanmoins des
résultats assez intéressants pour étre conservé. Dans le méme ordre d’idées,
montrons dans quelles classes se placeraient les S, dont le graphique comporte
3 traits.

Si I'on désigne par d et s les nombres respectifs des sommets doubles et
simples, et par ¢ le nombre des points isolés, les graphiques de cette nature,
et sans point triple, vérifient les deux relations

2d 4 s =26, d+s—+c=4,
donc d =2+ c>. 0.

v:- Une premiére solution est d=2, s=2, c=o0. Un type de cette classe
est (12, 23, 34), et le nombre des systémes de ce type est 12; cependant il n’y
|
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en a que 6 qui soient irréductibles les uns aux autres par (v), puisque

vy, (12, 23, 34) = (13, 32, 24) = 7,5 (12, 23, 34).

Ils appartiennent aux 6 familles de la classe C.; on vérifie d’ailleurs, par
exemple, que v,v,(12, 23, 34) = (14).

v.. L autre solution est d =3, s =0, ¢ =1. Un systéme type est (12, 23, 31),
représenté par un triangle; les 4 systémes analogues appartiennent a la méme
classe (*) car

viva(12, 23, 31) = (12, 24, 41) =7 (12, 23, 31),
done, de méme,

vyvy(12, 23, 31) =17, (12, 23, 31); vy, (12, 23, 31) =14 (12, 23, 31).

8. Les systémes qui ont quatre ¢; négatifs, sans indice triple, sont fournis
par la résolution du systéme

2d + s =8, d-+s—+c=4,

dont la solution unique est d =4, s =c=o. lls appartiennent a la classe du
type (12, 23, 34, 41); c’est la classe C, car ce type est transformé en o, parv,v,.

5. n=>5. — Les 2'°=1 024 systémes S, se groupent a priori en 2°=04
familles /" contenant chacune 2'=16 systémes équivalents par (v). Nous
prenons naturellement

1 1
1

représenté par les b sommets d’un pentagone, comme systeme type de la
premiére famille f,, identifiée avec la premiére classe C, = C(3}).

Ici, les v; changent les signes des 4¢e.,(a 5£1), et les produits v;v; changent le
signe de 6 symboles ¢,3; ces transformations sont les seuls éléments de (v), en
outre de I'identité. Nous allons examiner les familles déduites de f,, ou, ce qui
est équivalent, les systémes déduits de o} par un, deux ou trois changements
de signe des ¢;;.

. Les systémes qui n’ont qu’un &;; négatif ne sont pas semblables 4 ¢!, mais
sont équivalents par (7). Aux 10 symboles ¢;; correspondent ainsi ro familles f
d’une méme classe, directement semblables au systéme type o;=(12). Cest la
classe C,=C(a?). '

3. Les systémes déduits de ¢ par deux changements de signe ont un gra-
phique formé par deux traits, et se partagent en deux classes suivant que le
nombre d des points doubles est o ou 1.

(%) 1l s’agit de €}, comme le montre v; (12, 23, 31) = (125 34).
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B:. Lapremiére solution fournit les systémes du type
oy = (125 34),
1n(n—n (n—2)(n—3)

5 2 2
classe C;=C(a} ) de 15 familles.

B,. L’autre solution fournit les systémes du type (12, 13); ils n’engendrent

que 15 familles, car v,(12, 13)=(14, 15); ils sont inversement semblables
a ceux de la classe C, car

au nombre de

=15; ils constituent, a I'aide de (v), la

v, vs (12, 13) = ' (23, 45).

Leurs 15 familles forment la classe C,;=C(5,"), en désignant par o’ le
systéme v'a?.

v. Examinons maintenant les S; a trois ¢; négatifs, donc représentés par
3 traits joignant des sommets du pentagone. On peut écarter les S; qui ont un
point triple, car le v; dont I'indice est celui d'un tel point remplace les trois
segments par un seul. Avec les notations adoptées, il s’agit de résoudre le
systéme d’équations
2d + s =6, d—+s+c=25;

onen déduit d =c—+1, donc 2¢+ 125, ou c=2; il y a ainsi 3 solutions

(1) d—=—1, s=4, c=o,
(2) d—2, s=2, c—=1,
(3) d—=23, s=o, c¢c=2

v:. Les S, fournis par (1) sont du type (12, 13;45), et au nombre de
n(n—1)(n—2)
nEo 2
trois a trois, car

vive (12, 133 45) = (42, 43; 15) =7 (12, 13; 45),
vivs(12, 135 45) =715 (12, 135 45).

= 3o0. Les 3o familles qu'on en déduit par (v) sont semblables

C’est une classe de 10 familles, d’ailleurs inversement semblables a" C(a}),
car
v,v; (12, 135 45) = v/ (23).
Nous la désignerons par C(s,*)=C,, ou ¢,>=V's}.
v.. Les S; fournis par (2) sont du type
oy = (12, 23, 34),
et sont représentés par 3 segments consécutifs. lls sont au nombre de

n(n—rt)(n—a2a)(n—3)
2

= 6o. Les 6o familles correspondantes sont semblables
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cing a cing; en effet,
v, (12, 23, 34) = (52, 24, 43) = 1,57 (12, 23, 34),
et, de méme,
vy (12, 23, 34) = (21, 13, 35) = 11,75 (12, 23, 34);
en réitérant sur ces nouvelles formes, on a encore

v,v, (12, 23, 34) = v, (52, 24, 43) = (25, 54, 41),
vivy (12, 23, 34) = v (21, 13, 35) = (41, 15, 53).

Ces deux derniers types sont équivalents par v,. Ces 12 familles sont deux
a deux inversement semblables, car

v'v; (12, 23, 34) = (31, 14, 42),

et leur classe C,=C(s}) est invariante par similitude inverse. Le déter-
minant A; de ces systemes est une fonction paire de a.

Ys. Les S; fournis par (3) sont du type (12, 23, 31), et sont représentés par
les 10 triangles qu’on peut construire avec les 5 sommets du pentagone. Leurs
1o familles sont celles de la classe C, formée en v,, car, par exemple,

vy (12, 23, 31) =(14, 15; 23).

6. Cette discussion nous a donné 6 classes et 63 familles; il ne manque plus
qu'une famille et il est clair que c’est la classe 4 une famille inversement
semblable a C,. Il est a prévoir que I'étude des S; représentés par plus de 3 traits
ne nous fournira pas d’autre nouvelle classe que C,=V'C,; elle n’en est pas
moins instructive et nous la poursuivons.

¢. Puisque nous pouvons ignorer les diagrammes a point triple, les S; repré-
sentés par 4 traits sont donnés par la résolution du systéme d’équations

2d 45 =38, d+s—+c=25,

donc d =c—+ 3, avec c 1. Il n’y a que les deux solutions d =3, s=2, c=o,
etd=4,s=o0,c=1.

¢:. Siles deux points simples sont unis, les S, fournis par la premiére solu-
tion sont du type (12, 23, 31; 45). On voit tout de suite que v,v, le transforme
en v'a, et la classe de ces systémes est justement la classe 4 une famille C,.

8y. Si les deux points simples sont unis a deux des trois points doubles,
les S; sont du type (12, 23, 34, 45). Ils appartiennent a la classe C; puisque

vov, (12, 23, 34, 45) = (14; 23).

8;. Les S; fournis par la deuxieme solution d =4, s = o0, ¢ =1 sont ceux du
type (12, 23, 34, 41), représentés par un quadrilatére; leurs 15 familles sont
celles de C; car

vivy (12, 23, 34, 41) = (15, 35).
Ann. Ec. Norm., (3), LXXVI. — Fasc. 4. 40
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1. Les S, représentés par 3 traits, et sans point triple, sont fournis par le
systéme d’équations
2d + s =10, d—+-s—+c=35,

donc d =15, s=c=o. Cette solution unique donne les systémes du type de

(12, 23, 34, 45, b1), représentés par un pentagone. Leur classe comprend
51 '
52

— 19 familles, comme C,, et I'on a en effet
vy, (12, 23, 34, 43, 51) = (13, 32, 24).

Il n’y a pas lieu de poursuivre la discussion, car tout S; dont plus de cinq ¢;;
sont négatifs est inversement semblable 4 un systéme qui en a moins de cing.
Nous avons bien obtenu les 64 familles et, comme pour les valeurs précédentes
de n, le tableau suivant récapitule ces résultats, en fournissant en outre les
valeurs des déterminants A; relatifs a chacune des sept classes; nous en omet-
tons le calcul, qui est sans intérét :

Ci=C(eh) =C( ) Lf | AL =0 @) (1 Ga)

0, : C,=C(d,*)=v'(, 1f | A=+ a)(—4a)

a: Cy=C(a:)==C(12) wf| A =(1—a)(1+a) (1 +a— 8a?)
viety;: C,=0C(0,?)=v'C, of | Ay =(+a)(1—a) (1—a—8a?)
Bietds : Cy=0C(c}) =C(12; 34) 15 f | Az —(1+a)?(1—3a) (1 +a— fa?)
Boetd;: C,=C(dy?) =V, 51| AP =(0—a)>(+3a) (1 —a—ha?)
veetn @ C,=C,=C(c})=C(12,23,34) | 12 f | At =(1—b5a?)?

CHAPITRE 1.

LES HEXASPHERES ISOGONAUX.

7. Les 2""=12""><2°=1024 >< 32 =327068 systémes S, se groupent en
2'*=1024 familles f contenant chacune 2= 32 systémes équivalents par (v).
Les transformations v; de ce groupe changent les cinq symboles &, (o 5£7), les
produits v;v;(¢5£j) changent les signes des huit ¢,5 dont un seul indice est ¢
ou j, et les produits v;v;v.(7, j, k distincts) changent les neuf ¢,3 dont un seul
indice est 7, j ou £. Ces transformations sont les seuls éléments de (v), en outre
de I'identité. '

Nous prenons toujours le systéme strictement 1sogonal

-
|

]
I I I
1
I

1
1
1
1
1
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pour type de la premiére famille /, qui constitue la premiére classe C,, et nous
allons classer les systémes qui en différent par un ou plusieurs changements de
signe des ¢;;. '

a. Les S, dont un seul ¢; vaut —1 ne sont pas semblables a o,, mais sont
semblables entre eux par (t). Aux 15 symboles &; correspondent ainsi
1) familles f, réductibles I'une a I'autre par (7), et groupées dans une classe
C,=C(a;), dont le systéme type est o} = (12).

B. Les S, représentés par deux traits joignant des sommets de ’hexagone se
partagent en deux classes, suivant que le dessin comporte, ou non, un point

double.
1. Lorsqu’il n’y a pas de point double, S, est du type
oy = (125 34);

ces S, sont au nombre de g n(n2_ Y (n— 2)2(n —3)

=45, et fournissent autant
de familles par (v).
B,. Les S, qui ont un sommet double ont pour type

g;= (12, 13),

=1 —=2) _ 66 familles.

et se groupent en ’

8. Comme pour n=_5, il n’y a pas lieu de discuter des S, qui ont un point
triple, car la transformation v; de méme indice que ce point réduit a deux les
segments qui en partent; laméme observation vaut a fortiori pour les sommets
d’ordre plus grand. Dans ces conditions, les S, représentés par trois traits sont
fournis par la résolution du systéme

o2d + s =0, d—+s—+c=0.

Il y a donc 4 solutions, avec d =c =3, soit

(1) d—=c=o, s =26,
(2) d::c:l, s =4.
(3) d=c=o2, s =2.
() d=c=3, s=o.

v:. La premiére solution fournit les S, du type

oi=(12; 34; 56).

Le nombre des familles équivalentes par (<) est

1 n(n—1) (n—2)(n—23)

6 > 5 —=15.
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v.. Les S, fournis par (2) sont du type
o= (12, 13; 45),
et sont au nombre de 60 ><3 = 180. Les 180 familles qu'on en déduit par (v)
sont inversement semblables deux a deux, car on a, par exemple,

Vv ve vy (12, 135 45) = (64, 65; 23) =TT Tys 76

On vérifiera que A; est une fonction paire de «.

vs. Lorsqu’on écarte les deux points isolés d'un S; vérifiant (3), on obtient
un S, de I'alinéa y, du paragraphe 4. Il n’y a donc que des S, du type
o; = (12, 23, 34),

6 <D
au nombre de

> 12 =180, fournissant autant de familles; le nombre de

celles-ci n’est pas réductible par (v), comme il U'est pour les classes associées
au méme type dans les ordres n =4 ou 5.

Y:+- (4) ne fournit évidemment pas d’autres systémes que ceux du type
g = (12, 23, 31),

et les familles qu;on en déduit sont au nombre de ”—(—”—:—()}—(ﬁiﬂ

=20. Cette
classe est invariante par v/, car on a, par exemple,
vy vavy (12, 23, 31) = (45, 30, 64) == s Tas T30 T5-
9. Pour les S; qui ont quatre ¢; négatifs, les nombres d, s, ¢ vérifient les
relations
2d + s =38, d-+ s+ c=06,

done d = ¢ + 2, avec ¢ < 2. Ce systéme admet donc les trois solutions

(5) d=n2, s==4, ¢=o,
(6) d =3, s=2, cooo,
(7) d =14, s==o, oo,

Les systemes qui satisfont a (5) ont deux formes possibles, suivant que les
points doubles sont unis, ou non. Pour les solutions (6) et (7), il suffit d’écarter

un point isolé pour retrouver les formes trouvées au paragraphe 6, alinéas ¢,
dans I'étude des S;.

¢,. Les S; fournis par (5) et dont les points doubles sont adjacents sont du
type (12, 23, 34; 56); ils sont au nombre de 6———>2<5 >4 >< 3 =180, comme ceux
de la classe C(a;); effectivement,

vy, (12, 23, 345 56) == (31, 14, 42).
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Nous désignerons cette classe, inversement semblable 4 C(a]), par C(g,”) ou

¢, =Vvoa].

8y. Les autres S, déduits de (5) sont ceux du type (12, 13; 45, 46). Ils sont
au nombre de %—' =go. lls sont équivalents deux & deux par (v) car, par
exemple,
viv, (12, 135 45, 46) = (15, 16; 42, 43) =11, (12, 13; 45, 46),

et donnent seulement 45 familles; c’est le nombre des familles de C(q}), et 'on

a en effet ~
Vv, vavs (12, 135 45, 46) = (23 56).

On prendra o," =g, pour type de cette classe.

. Les S, analogues aux S; de I'alinéa ¢, (§ 6) sont ceux du type (12, 23,
31 45) et fourmssent 6o familles comme dans C(s}). Cest effectivement la
classe inversement semblable, car

Vv vevy (12, 23, 31; 45) = (46, 56).
Nous la représenterons par C(g,") ot ¢, ="'g;.

¢,. L’alinéa ¢, (§ 6) fournit de méme les S, du type
op = (12, 23, 34, 45),

! .
au nombre de % = 360. Cependant, leur classe ne comprend que 180 familles,

d’apreés
vov, (12, 23, 34, 45) = (14, 46, 62, 25) == 15,74 (12, 23, 34, 45)

Ces familles sont inversement semblables deux 4 deux, puisque
Y v1vavs (12, 23, 34, 45) = (13, 34, 46, 65) = T13TayTus (12, 23, 34, 45).
On verra que le déterminant A, de cette classe est une fonction paire de a.
8;. L’alinéa &, (§ 6) donne les S, dutype (12, 23, 34, 41); ils sont au nombre
de 0 3= 45, mais n’appartiennent qu’a 15 familles, car
vivs(12, 23, 34, 41) = (15, 53, 36, 61) == 72574 (12, 23, 34, 41),

et, de méme, .
vav, (12, 23, 34, 41) = 71573 (12, 23, 34, 41)

Ce nombre est celu1 des familles de C(o}); c’est la classe inversement
semblable C(4,’), ou o,°=1'a;, puisque

Vv ve (12, 23, 34, 41) = (13, 24, 56) = 1305,

10. Les S, a cinq ¢;; négatifs sont fournis par les solutions du systéme

2d + s =10, d+s+c=6;
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on a donc d=c— 45, qui donne ¢c_1, d’ou résultent les deux solutions

(8) d=4, s==2, c=o,
(9) d=25, s =—=o, c=—1.

Dans les S; quireléventde (8), les deux points simples peuvent étre adjacents,
ou unis séparément 2 un méme point double, ou 4 deux points doubles; il existe
donc 3 types de graphique. Par contre, (g) fournit un seul type, comme
al'alinéa v des S;.

1,. Les S, qui vérifient (8), et dont les points simples sont unis, sont du
type (12, 23, 34, 41; 56), et au nombre de 45, comme dans les classes C(a}) et
C(d,*). On retrouve cette derniére, car

vivyvs(12, 23, 34, 41; 56) = (16, 36; 25, 45)
est du type formé a I'alinéa o,.

7,. Lorsque les deux points simples sont unis & un méme point, les S,
5 x4
4 :6
2

fournis par (8) sont du type (12, 23, 31; 45, 56). Leur nombre est 6 ><

b

mais ils sont réductibles par (v) quatre a quatre, car
viv; (12, 23, 315 45, 56) = (52, 23, 35; 41, 16) =745 (12, 23, 31; 45, 56),
et 'on voit de méme que v,v; et v,v; équivalent respectivement, pour ce systéme,

4 T, et 7y;. Cette classe comprend ainsi 15 familles, comme C(a}); cest la
classe inversement semblable, puisque

Vv vevy (12, 23, 31; 45, 56) = (46).
Nous la désignons par C,=C(s,), ou ¢,>="'g;.
;. Lorsque les deux points simples sont unis 4 deux points doubles, les S,
: . 6l g
fournis par (8) sont du type (12, 23, 34, 45, 56), et au nombre de — = 36o.

IIs forment 180 familles car ils sont équivalents par (v), deux a deux, en
vertu de

vav;s (12, 23, 34, 45, 56) = (15, 53, 34, 42, 26) =155 (12, 23, 34, 45, 56).
C’est le nombre des familles de C(q}); il s"agit de C(d,") car
vivyvs (12, 23, 34, 45, 56) = (41, 16, 63; 25)
est du type étudié a I'alinéa ¢,.

7,. Les S, fournis par (g) sont ceux dont le graphique comporte un penta-

gone, et dont un type est
010 = (12, 23, 34, 45, 51).

51 .. .
[ls sont au nombre de 6 >< =—— = 72, mais ils ne forment que 12 familles,
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car ils sont équivalents six a six par (v). En effet, les transformations v;v; dont
les indices 7, j désignent deux sommets non consécutifs transforment ce penta-
gone en un autre pentagone; c’est ainsi qu'on a

vivs(12, 23, 34, 45, 51) = (16, 63, 35, 54, 41) = 1o Tus 010,
donc, par des transpositions évidentes,

10 10 10 __ 10
VoV Gy — T36T150 V3V50, — TuT120;

V1’MU?—,0:7-'56723°'Z;0, Vzvsaéozfiofuaéo‘

Cette classe est en outre invariante par v/, car

vivg (12, 23, 34, 45, 51) = (13, 35, 52, 24, 41)

est le pentagone formé par les diagonales de celui qui représente ,°. Le déter-
minant de cette classe C(s;") est une fonction paire de a.

11. Les S, dont six g; sont négatifs sont fournis par les solutions du systéme

2d +s=12, d+s+c=6;

on a donc d =c—+ 66— c, et, par suite, la solution unique d =6, s=c=o.
Cependant, les six segments peuvent former deux triangles ou un hexagone.
.. Les S, représentés par deux triangles sont du type (12, 23, 31; 45, 56, 64)
6x5x4
6
par (v), car, sur le type cité, chacune des g transformations

et sont au nombre de % > =10. Cependant, ils sont tous équivalents

’Jiv/(i:I, 2, 37/:47 5, 6)

équivaut a la transposition ;. La famille unique de cette classe a justement
pour type o,'=v'c;, comme le montre v,v,v,(12, 23, 31; 45, 56, 64), dont
tous les ¢;; sont négatifs.
6! .
L. Iy g = 60 S, dont le diagramme est un hexagone; un type en est
(12, 23, 34, 45, 56, 61). Cependant

v1 v, (12, 23, 34, 45, 56, 61) = (13, 32, 24, 46, 65, 51) = Tay 755 (12, 23, 34, 45, 56, 61);

par suite, v;v; et v;v, transforment ce type comme le font respectivement
Ty, Ter €F T.5Tias la classe de ces S, ne contient que 15 familles. Ce n’est pas une
classe nouvelle, puisque

v1v395(12, 23, 34, 45, 56, 61) = (14; 25; 36)eC(ad).

12. La discussion est close puisqu’on ne peut tracer plusde six segments sans
tripler au moins un des six sommets. Les 1014 familles f irréductibles par (v)
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se partagent ainsi en 16 classes, dont nous donnons le tableau, avec les rensei-
gnements habituels, en n’indiquant que les S; sans sommet triple :

C, =C@)=C( ) : 1f | AL =(1—a) (145a)

&G G =C(d")=vC(, 1 f| Ayt =(1+a) (1—5a)

a: G, =C(c2)=C(12) 15 f | A} =(1—a)’ (1+a) (1+2a—110%)

n,: G, =C(a,2)=vGC, 15 f| AyP=(1+a) (1—a) (1—2a—1107)

Bi: Gy =C(ad)=C(12; 34) G5 f A} =(1—a)(1+a)*(1—3a) (1+2a—7a%
detn, @ C),=C(0;*)=vC; 5 f | Ay =(+a)(1—a)*(1+3a) (1—2a—7a?)

Bo: Ci=C(ot)=C(12, 13) 6o f | Al =(1—a)® (1+3a—9ga*—19a*)

0;: G, =C(y"H=vC, 6o f | Ay =(1+a)’ (1—3a—ga*+19a*)
viets o Gy =C(ad)=C(12; 34; 56) 15 f | A =(1+a) (1—3a)* (1+3a)

0s: Gy =C(a,%)=v'Cs 15 f | AP =(1—a)® (1+3a)? (1—3a)

T2: Ge=C,=C(e})=C(12, 13; 45) 180 f | A} =A}°=(1—a) (1+a) (1—14a0>+29 a*)

Ts: G =C(g])=0C(12, 23, 34) 180 f | Al =(1—a)(1—5a*) (1+a—9ga>—a?)
o,etn;: C,=C(d,")=v'(C; 180 f | Ay =(1+a) (1—5a?) (1—a—ga,+a?)

vi: Gy =C5 =C(a})=C(12, 23, 31) 20 f | A} =A¥=(1—0a)’ (1+a)’ (1—13a?)

0,: Gy =C) =C(a})=C(12, 23, 34, 45) 180 f | A} =A'=(1—a)(1+a)(1—3a) (1+3a) (1—5a?)

N5 C=C,,=C(0}°)=C(12, 23, 34, 45, 51) | 12 f | A°=4A3""=(1—5a%)?

Seuls o, et &' sont strictement isogonaux, et les systémes directement
semblables a un systéme strictement isogonal sont les 64 systémes des deux
premiéres classes C, et C,. On observe que les déterminants des 16 classes sont
des polynomes distincts, donc deux S, isogonaux sont directement semblables
pourvu que leurs déterminants A, soient deux polynomes identiques.

CIIAPITRE III.

LES HEPTASPHERES ISOGONAUX.

13. Les 22*=12097152 S, se groupent en 2'*= 327068 familles / contenant
chacune 2° =64 systémes équivalents par (v). Les transformations v; modifient les
six ¢, dont I'indice o difféere de 7, les produits v;v;(i=£/) changent les signes
des dix ¢,3 dont un seul indice est ¢ ou j, et les v;v;v, (7, j, kdistincts) changent

~ les douze e,g dont un seul indice est Z, j ou k. Ces transformations sont les seuls
éléments de (v), avec I'identité. La discussion ne peut pas ignorer les S; dont
le diagramme a un ou plusieurs points triples. Cependant, si S; a deux sommets
triples 7, j non adjacents, les six segments qui en partent deviennent quatre
segments par v;v;, ce quiréduit de deux unités le nombre des traits du graphique;
autrement dit, un tel S, est directement semblable a un heptasphére rencontré
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auparavant dans la discussion. Pour un motif analogue, il estinutile d’examiner
les S; qui ont deux points triples adjacents, 7 et j, mais aucun point double
non adjacent & ¢, car v; ne crée aucun point triple, et fait du sommet j un
pointdouble. L’examen des S; dont un sommet ¢ est d’ordre plus grand que 3
est sans objet puisque v; réduirait de deux unités au moins le nombre des traits
du graphique.

Nous prenons toujours le systéme strictement isogonal

[ 1 1 1

1

1 1 I
1 i
1

I
f
1
i
1

—_ e = e =

pour type de la'premiére famille f, qui constitue la premiére classe C,.

a. Les S; dont un seul ¢;; vaut — 1 ne peuvent étre semblables a o7, mais le
sont entre eux par (t). Aux 21 symboles ¢; correspondent ainsi 21 familles f,
réductibles I'une a I'autre par (7), et groupées dans une méme classe C, = C(a?),
dont le systéme type est, par exemple, o7 = (12).

B. Comme pour n= 206, les S, représentés par deux traits se groupent en
deux classes. ~

.. Sans sommet double, S; est du type
o7={(12; 34);

76 5_><i:105, et fournissent par (v)
2

ces S; sont au nombre de é>< =<
autant de familles.
B.. Les S; qui ont un point double ont pour type
g7 = (12, 13),

et donnent également 105 familles.

14. Les S, dont le diagramme a trois traits ont un point triple au plus. S’il-
n’y en a pas, les sommets vérifient le systéme d’équations

2d + s =6, d—+s+c=7,

donec d=c—1-3; on en conclut que 1 =Zc 4, ce qui donne 4 solutions

(1) d=o, § =0, c==1,
(2) d-=1, s= 4, =2,
(3) d=2, s =2, c=13,
(4) d=3, s==o, c—=4.

Ann. Ec. Norm., (3), LXXVI. — Fasc. 4. 41
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Avec un sommet triple, la seule solution est évidemment
(5) t =1, d—=o, §s=3, c=3,
¢ désignant systématiquement le nombres des points triples.
Yi- Les S; fournis par (1) sont du type
a7 = (12; 343 56),
et au nombre de 7 >< 5 >< 3 =105; ils donnent, par (v), autant de familles.
v.. Les S; déduits de (2) sont ceux du type
o7 = (12, 135 45),

6 <5 4 <3
>

au nombre de 7 >< =630, associés a autant de familles.

vs. (3) ne donne qﬁe les S; du type
o7 = (12, 23, 34);

76 x5 x4
2

ils sont au nombre de = 420, et fournissent par (v) autant de

familles.

v.. Les S; fournis par (4) sont naturellement ceux du type
¥ = (12, 23, 31),
au nombre de 35, et donnant autant de familles.
vs. Enfin, la solution (5) fournit les S, du type
o7 = (12, 13, 14);.
ils sont au nombre de 140; ils ne donnent pourtant que 7o familles, car
vi(12, 13, 14) = (15, 16, 17).
15. S; ne peut avoir deux sommets triples si son diagramme a moins de

cinq traits, donc t=o0 ou 1 pour les S; a quatre ¢; négatifs. Ceux pour
lesquels = o sont déterminés par les relations

2d +s=38, d+s—+c=7,

soit d=c—~+1, s=6—2¢, donc 0 =Zc<_3; on obtient ainsi les quatre solu-
tions

(6) t—=o, d=—1, s==6, ¢ =o,
(7) t=o, d=a, s=4 o=1,
(8) t=o, d=13, s=2, c=2,

(9) ' t=—o, d=4, s—o, c¢—3.
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Avec t =1, le systéme a résoudre est

od 4+ s =25, d—+s—+c=6,

d’ou résultent d =c¢ —1, s=1r — 2¢, donc 1. ¢ =Z3; on obtient ainsi les trois
solutions

(10) t=—1, d=o, s=3, c=1,
(11) t=—=1, d—1, s=3, =2,
(12) t—1, d=2, s= 1, ¢=3.

¢,. Les S, déduits de (6) sont ceux du type
;' = (12, 13; 45; 67);

=4
ils sont au nombre de 7 < 6——>2<° > 3 =315, et donnent autant de familles.

¢,. Lorsque d =2, les deux points doubles peuvent étre unis, ou non,
comme pour les S,. Dans le premier cas, S; est du type

o' = (12, 23, 34; 56);

ces S, sont sept fois plus nombreux que les S, du méme type, donc au nombre
de 1260, et _donnent autant de familles.

8;. Les autres solutions de (7) sont les S; du type
oi? = (12, 13; 45, 46),

1 . .
au nombre de % —630; ils donnent autant de familles.

¢,. Comme pour n=2>5 ou 6, (8) convient a deux types de systémes. Un

premier type est
ogi*= (12, 23, 315 45);

ilya35>6=2r108; de ce type, et autant de familles.
8;. Un deuxiéme type est
o;* = (12, 23, 34, 45);
ily a7—4! =1260 S, de ce type, et autant de familles.
¢s. La solution (9) conduit aux seuls systémes représentés par un quadri-

latére du type
oi% = (12, 23, 34, 41).

Ils sont au nombre de 7 >< 5 >< 3 =105, et fournissent autant de familles.
¢;. Les S; qui satisfont a (10) sont du type
ol®= (12, 13, 14; 56),
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6 <5 x4

ils sont au nombre de 7 >< —

> 3 = 420, et donnent, par (v), autant
de familles.

2, Les S, déduits de (11) sont ceux du type
o) = (12, 23; 14, 15);

. 3 .. .
il yenar7>x6x5x 4—?— =12060, mais ils ne donnent que 630 familles,
d’aprés
vi(12, 23; 14, 15) = (13, 32; 16, 17) = 7237757075
g,. Enfin (12) fournit les S; du type (12, 23, 31; 14), qui sont au nombre
de 35 < 12 = 420. C’est effectivement la classe C(s."), car

vi(12, 23, 315 14) = (15, 16, 17; 23) == T3 Ty T4s 04 .

16. Un S, représenté par cing traits a deux points triples au plus. Siz=2,
la remarque que noas avons faite au début du paragraphe 13.permet de supposer
que les deux points triples sont unis; les points doubles possibles leur sont
nécessairement adjacents, et la méme remarque permet d’écarter ces systémes.

Les S, sans point triple sont associés au systéme d’équations

2d + s =10, d+s+c=1,

de sorte que d =c -+ 3, s=4—2c; on a donc o = c 2, et, par suite, trois
solutions

(13) t—=o, d=—=3, s=4, c=o,
(14) t=—o, d—14, s= 2, c=—1,
(15) t—=o, d=15, s==o, c=a.

Siz=1, le systéme a résoudre est

2d+s=7, d-+ s+ c=256,

ce qui donne d=c—+41, s=05—a2c, donc oc~"2; nousobtenons encore
trois solutions

(16) t—1, d=—1, s=75, c=o,
(17) t—1, d=—n2, s =3, c—1,
(18) t—=1, d=—=3, s=1, c= 2.

Les diagrammes qui vérifient (13) sont de trois sortes, selon que quatre,
deux ou zéro points simples sont isolés des points doubles. Ceux que four-
nissent (14) et (15) sont analogues a ceux déduits au paragraphe 10 des équa-
tions (8) et (9); il y en a respectivement trois types distincts et un type.
La solution (16) fournit deux sortes de systémes suivant que le sommet triple
est adjacent, ou non, au point double. Dans les S; qui vérifient (17), le point
triple est nécessairement adjacent 2 un ou deux points doubles; la premiére
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circonstance fournit un seul type, et la deuxiéme en donne deux. La solution (18)
donne deux sortes de systémes, selon que le sommet simple est uni, ou non,
au point triple.

7. Les S; qui vérifient (13), et dont les quatre sommets simples sont isolés
7X6x5
3!
et autant de familles; c’est le nombre obtenu en d;, et la classe formée ici est

justement la classe inversement semblable 4 C(a}"); en effet,

des points doubles, sont du type (12, 23, 31; 45; 67); il yena < 3=105,

Vivivevy (12, 23, 315 455 67) = (65, 57, 74, 46) = .l‘r».‘rma-

Nous prendrons pour type de cette classe o,'" =v'g,”

7;. Lorsque deux sommets simples seulement sont isolés des points doubles,
les S, déduits de (13) sont du type

g- »A(I) 97 3/ /l 767);

)

51
ils sont au nombre de 2222 s« 20— )()o et donnent autant de familles.

7;. La troisiéme solution fournie par (13) consiste en les S; du type (12, 23,
34; b6, 67), et trois fois plus nombreux que ceux de I'alinéa v,, soit au nombre
de 420 < 3 =1260. C’est le nombre trouvé en 2., et 'on a en effet

v, vevs (12, 23, 345 56, 69) == (24, 41, 13; 57)eC(0}").

Nous prendrons o.'' =v'a;' comme type de cette classe de 1260 familles.

7,. A la classe formée a I'alinéa v, du paragraphe 10 correspondent ici les S,
du type (12, 23, 34, 41; 56). Leur nombre est done 45 <7 =315, et ils
donnent autant de familles. C’est le nombre trouvé pour la classe C(¢;°) en &,,
et I'on a en effet v

vivvevs (12, 23, 34, 415 56) = (57, 76; 13; 24).

Nous prendrons o.'" =" g;” pour type de cette classe de 315 familles.

7;- La deuxiéme solution déduite de (14) est formée par les systémes du
type obtenu & I'alinéa v, (§10), soit (12, 23, 31; 45, 56); ils sont au nombre
de 60><7 =420, et fournissent autant de familles. Cest le l]OIan‘P trouvé
pour C(o:"), et 'on a en effet

v, vy v, (12, 23, 31; 45, 56) = (71, 72, 73; 46).

Nous désignerons cette classe par C(g,"") on a,'* =V'5}".

7. L’alinéa v, (§10) donne de méme le troisiéme type associé a (14), soit

a1 = (12, 23, 34, 45, 56).

Ces S; sont au nombre de 360 > 7= 2520, et fournissent autant de familles.
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7.. Enfin 'alinéa v, (§ 10) donne les S, associés a (15), du type de

02" = (12, 23, 34, 45, 51).

72X 7

Ilyena - £ =952, et ils donnent autant de familles.

ns. Les S, de la solution (16), dont les points double et triple ne sont

pas adjacents, sont du type de (12, 13, 14; 56, 67); ils sont au nombre de

6 x5 x . , . .
7 X< ——X—G—[—‘ >< 3 = 420, mais ne se répartissent que dans 210 familles, car

vive (12, 13, 143 56, 67) = (62, 63, 64; 51, 17) =174 (12, 13, 14; 56, 67).
C’est le nombre des familles de la classe de 5.”, et 'on a en effet
v'vsvev, (12, 13, 14; 56, 67) = (23, 34, 42; 57).
Nous prendrons v'o;” = ¢’,' pour type de cette classe.

7,. Les S; de la solution (16) dont le point double est uni au point triple
sont du type
o' = (12, 23; 14, 15; 67);

43

ils sont au nombre de 7 >< 6 >< 5 < —1260, et donnent autant de familles.

710- Les S; de la solution (17), dont le point triple est uni (*) a un seul
point double, sont du type
o2? = (12, 23, 34; 15, 16).
Ilyena % 7! = 2520, mais ils ne donnent que 1260 familles, d’aprés
vivy (12, 23, 345715, 16) = (37, 71, 14; 35, 36) == 11372, 027%.
11,. Lorsque le point triple d’'un S; associé 4 (17) est uni aux deux points

doubles, ceux-ci peuvent étre eux-mémes adjacents ou non. Dans le premier
cas, un trait unit deux des points simples, et le S, est du type (12, 23, 315 14;

56). Le nombre des S. de ce type est 7——>ig><—5 > 4 >< 3 = 1260, mais ils ne
donnent que 630 familles, d’apres
vi(12, 23, 313 143 56) = (15, 56, 61; 17; 23) = 7oy TusTur (12, 23, 313 145 56).
La classe obtenue est la classe inversement semblable a C(a,*), puisque (**)
vivyvevs (12, 23, 315 14; 56) = (42, 435 75, 76) =TT 01",
Nous prendrons a.'* =v'5.* pour type de cette classe.

7M;2. Lorsque les deux points doubles, adjacents au point triple, sont adja-

(?) Rappelons qu'uni et adjacent sont synonymes.
(1) Le produit 74,77 s’entend en l'effectuant de droile & gauche.
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cents a deux sommets simples, le S, est du type

o3® = (12, 23; 14, 45; 16).

-1 . . . .
Ces systémes sont au nombre de ’7 =2520, maisnedonnent que 1 260 familles,

car .
vi(12, 235 14, 455 16) = (13, 32; 15, 54; 17) = T3 TusTe5 077

73. Les S, qui vérifient (18), et dont le sommet simple est uni au point
triple, sont du type
gt = (12, 23, 34, 41; 15);

> 6 < 5 x . .
7—-r—4 > 3=12060, mais ils ne donnent que 630 familles,

il y en a
d’apreés 4
vivy (12, 23, 34, 4135 15) = (36, 61, 17, 73; 35) == 7,3 Ta Tur 03"
. M- Les autres S, fournis par (18) sont ceux du type (12, 23, 31; 14, 45).
IIs sont au nombre de 1260, mais ne donnent rien d’autre que la classe C(s:"),
puisque

v, (12, 23, 315 14, 45) = (15, B4; 16, 17; 23).

17. Les graphiques formés par six segments vérifient le systéme d’équations
3t+2d+s=12, t+d+s+c=7,
done 1 4. Ceux qui n'ont pas de point triple, et qui font I'objet de ce para-
graphe, se rattachent au systéme
ad 4+ s—=12, d+s+c=m,

. d’oul'on tire d=c -5, s=2—2¢, donc c=Z1. On obtient ainsi les deux cas
(19) ==o, d=175, s=2, ¢=o0,
(20) t=o, d—=26, s=o, c=1.

Le solution (19) fournit quatre types de diagramme, suivant que celui-ci
comprend un pentagone, un quadrilatére, un triangle, ou une seule ligne
brisée ouverte. Les graphiques conformes & (20) sont analogues a ceux que
nous avons formés au paragraphe 11, avec n=06.

Z;. Un premier type conforme a (19) est (12, 23, 34, 45, d1; 67). Les S, de

=< 6 51 \
Z —— > g =252; clest le nombre des systémes

ce type sont au nombre de ~=— >< ;
DX 9

du type de c2", et 'on a en effet
v've vy (12, 23, 34, 45, 515 67) = (13, 35, 59, 24, 41) = To374502Y .

Nous iormons donc ici la classe C(g,*"), de 252 famllles, dont un type
est ¢,*" =v'o}
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{,. Les S; conformes & (19), et qui comprennent un quadrilatére, sont du

type (12, 23, 34, 41; 56, 67). Ils sont au nombre de 7 < 6>2<5 >< 4[;!2 = 315,

mais ne donnent que 105 familles; en effet
vivyve (12, 23, 34, 41; 56, 67) = (15, 53, 37, 71; 26, 64) = 157,: (12, 23, 34, 41; 56, 67),
et, de méme, v,v,v, transforme ce systéme type comme T,;7;;. Ce nombre est
celui des familles obtenues a I'alinéa y,, ce qui s’explique par
Vv ey, (12, 23, 34, 415 56, 67) = (13, 24, 57) =T Te: 0.
Nous prendrons o.” =v'c] comme type de cette classe inversement sembla-
ble a C(03). '
;. Les solutions de (19) dont le graphique contient un triangle sont les S,
. _ o o7x6x5 4!
du type (12, 23, 31; 45, 56, 67). Il y en a T X = 420, donnant
autantde familles. C’estla classeinversement semblable a C(s}), comme le montre

v'vivyva (12, 23, 315 45, 56, 67) = (64, 47, 75).

Nous désignerons cette classe par C(¢,”) ou ;" =Vq,. v
.. La quatri¢me solution déduite de (19) est la classe des S; qui sont du
. : ' T
type de (12, 23, 34, 45,56, 67). Ces S;, au nombre de 57 ! = 2520, ne donnent
que 1260 familles, car
va v, v (12, 23, 34, 45, 56, 67) = (52, 27, 74, 41, 16, 63) =71y373; (12, 23, 34, 45, 56, 67).
Cette classe est la classe inversement semblable 4 C(a;"), d’apres
vivyvevs (12, 23, 34, 45, 56, 67) = (41, 13; 45, 57; 42).
On prendra ¢.** =v'a}” pour type de cette classe.

{;. Un premier type de systéme vérifiant (20) a la représentation des S,
formés a Palinéa £, (§ 11), soit (12, 23, 31; 45, 56, 64). Le nombre de ces S,
est 10 >< 7 =10, et ils donnent autant de familles. C’est le nombre trouvé pour
la classe C(a}), ce qui s’explique par

vy vyuy(12, 23, 315 45, 56, 64) = (74, 75, 76).
Il s’agit donc de la classe C(a."), ou g’ ; =V'o].
Z;. La deuxiéme solution fournie par (20) est la classe des S, du type
525 = (12, 23, 34, 43, 56, 61),

représenté par un hexagone. Ils sont sept fois plus nombreux que les S, de
I'alinéa {, (§11), et donnent autant de familles, soit 420. '

I8. Les S, représentés par six segments, avec un seul sommet triple,
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se rattachent au systéme de relations

ad + s =y, d—+s—+.c=6;

ils sont donc tels qu'on ait d=c—+ 3, s=3 — 2¢. On obtient ainsi les deux
solutions

(21) t—ru, d=3, s=3, ¢c—=o,

(22) t=r1, d=4, s=1, c—1I.

Sept formes de graphique sont conformes 4 (21) : dans deux d’entre elles,
deux des points simples sont adjacents, le troisiéme sommet simple étant uni
a un point double ou au point triple; on obtient également deux formes de
diagramme ou deux points simples sont adjacents & deux points doubles,
suivant que le troisiéme point simple est uni & un troisiéme point double ou
au point triple; deux formes de graphique ont deux points simples unis au
point triple; enfin un type de dessin a deux points simples unis a un méme
point double. On voit de méme que (22) conduit a trois types de graphique,
suivant que le point simple est uni au point triple, ou a un point double adja-
cent au point triple, ou a un point double adjacent 4 un autre point double.

;. La premiére solution déduite de (21) est du type de (12, 23, 31; 14, 45;
67). Ces S; sont au nombre de 7 >< 6—>2<5 >< 4 >< 3 =1260, mais ils ne donnent
que 630 familles, d’aprés

vi(12, 23, 315 14, 455 67) = (16, 67, 715 15, 845 23) = TeeTyTis (12, 23, 315 14, 45; 67).

D’autre part,

N
=
+—

oo

[o%4

(913

913

—
—
2
o
=

Q
-1

vivgvs (12, 23, 31; 14, 45; 67) = (52, :

I 2%

montre qu’il s’agit de la classe C(s.*"), ou ¢,*" =v'a7".

{s. La deuxiéme solution conforme a (21) donne les S; du type de (12, 23,
34, 413 155 67). Il y en a également 1260, et ils donnent autant de familles.
Il s’agit de la classe C(d’*") ou a,*' =V'a;", car (**)

Yivsvevs (12, 23, 34, 41; 155 67) = (51, 13; 56, 57; 24) € C(o}').

Z,. Dans la troisiéme solution déduite de (21), les trois points simples sont
unis aux trois points doubles, eux-mémes unis au point triple. Ces S; sont donc
du type (12, 23; 14, 45; 16, 67). Il yen a é7 ! =840, mais seulement 420 fa-
milles, d’aprés

vi (12, 235 14, 45; 16, 67) = (13, 32; 15, 545 17, 76) = ToyTusTer (12, 235 14, 45; 16, 67).

(1) v'vgv7 donnerait un S; du type formé a I'alinéa n,.
Ann. Ec. Norm., (3), LXXVI. — Fasc. 4. b2
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Ce n’est rien d’autre que la classe C(s%"), comme le montre
vav, Ve (12, 235 14, 455 16, 67) = (25, 56, 63, 34, 47, 72).
C10- La quatriéme solution conforme a (21) est du type (12, 23, 34; 15, 56;
17). Cela fait 7 ! =5 o4o systémes, répartis dans 2 520 familles, car
vivyve (12, 23, 345 15, 565 17) == (67, 73, 35; 64, 413 62) =715 Ty T3 (12, 23, 34; 15,565 17).

;19

(est la classe C(d,'") ou ¢, =V'5,", comme le montre
vivyvyv, (12, 23, 345 15, 56; 17) = (42, 21, 16, 67, 75) € C(0}?).

Ci1. La cinquiéme solution fournie par (21) a un diagramme du type de (12,
23, 34, 455 16, 17), ou le troisiéme point simple est relié, mais non adjacent,
au point triple. Mais cette classe n’est rien d’autre que la classe C(d,*") formée
a ’alinéa Z,, car

vivyvs (12, 23, 34, 455 16, 17) = (56, 63, 37, 75; 52; 14).

Cio. Les S; fournis par (21), et dont les trois points simples sont unis au

point triple, sont ceux du type de (12, 13, 14; 56, 67, 75). Bien qu’au nombre
6 <5 x4 . . . .

de B(—)—;—oﬁ =140, ils ne fournissent que 35 familles; en effet

vivy (12, 13, 14; 56, 67, 95) = (52, 53, 545 16, 67, 71) = 1,5 (12, 13, 14; 56, 67, 75),

et, de méme, v,v, et v,v, équivalent respectivement a t,, et 7,,. Il s'agit
d’ailleurs de la classe C(d,"), ou ¢,* =v'c], d’apres
vivsve v (12, 13, 145 56, 67, 75) == (42, 23, 34) —=1.05.
Ci5. La derniére solution que fournit (21) est 'ensemble des S; du type (12,
o . 65 . . .o

23, 315 14; 56, 67). Ils sont au nombre de 7 < T) > 4 >< 3 =1260, mais
il n’y a que 630 familles, parce que

vivg (12, 23, 31; 145 56, 67) = (62, 23, 36; 64; 51, 17) =7, (12, 23, 31; 14; 56, 67).

C’est d’ailleurs la classe C(d’") inversement semblable a C(s7}), d’aprés

[

Vv vevs (12, 23, 315 14556, 67) = (42, 43; 57) =t 7Tl

Cis. Un type de la premiére solution déduite de (22) est

. o1 . . B
Cela fait -7 !=25208,, mais seulement 840 familles, car
vivy (12, 23, 34, 45, bu; 16) = (37, 71, 14, 45, 535 36) = 7,37y, 03",

donc, pareillement,

Vv gl em g T gl
1Y T7 == T 05707
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Cis- Les S; de la deuxiéme solution conforme a (22) sont ceux du type (12,

23, 34, 415 15, 56). Il y en a encore ;7 !' =2 520, répartis dans 1260 familles,
car
vav, vy (12, 23, 34, 41; 15, 56) = (72, 26, 64, 47; 73, 53) = Ti;75 (12, 23, 34, 415 15, 56).
Il s’agit d’ailleurs de la classe C(¢,'"), ou ¢’,'" = v'5}", puisque
vivyvgvg (12, 23, 34, 415 15, 56) — (31, 15, 57, 765 24)e C(al®).
Cis. La derniére solution déduite de (22) est I'ensemble des S; du type (12,

23, 31; 14, 45, 56). Au nombre de 27 ! = 2 520, ils donnent 1260 familles, car

viv; (12, 23, 315 14, 45, 56) = (52, 23, 35; 57, 71, 16) == 7,574, (12, 23, 31; 14, 45, 56).

7929 12

Il s’agit de la classe C(d’**), on ¢.** =v/qa2*, puisque

Vv v v (12, 23, 315 14, 45, 56) = (71, 14, 46; 72, 73) € C(o2?).

19. Les S, dont le diagramme est formé par six traits, avec deux points
triples, sont associés au systéme d’équations ‘

2d + s =6, d—+s—+c=5,

done tels qu'on ait d =c—+1, s =4 — 2¢. On obtient ainsi les trois solutions

(23) t =2, d=1, s =4, c=—=o,
(24) : t=2, d=2, s=2, c=1,
(25) t—=2, d=3, s=—o, c=—=2.

Rappelons-nous la remarque faite au début du chapitre. Il suffit alors de
considérer les figures dont les deux points triples sont adjacents. Comme il est
impossible de se conformer a (23) sans que le point double unique soit adja-
cent a 'un des sommets triples, (23) ne peut conduire a un type nouveau.

Zi-. La méme observation nous permet de n’examiner, parmi les S; conformes
a(24), que ceux dont les deux sommets triples sont adjacents, sans qu’aucun
d’eux soit adjacent aux deux points doubles. On n’obtient ainsi que les S, du
type unique ,

02" = (12, 23, 34, 41; 155 26).

1 . . .
Ils sont au nombre de - 7! = 2520, mais ils ne donnent que 360 familles,

N

grace a la relation

v (12, 23, 34, 415 155 26) = (13, 32, 26, 613 173 34) == T93TusT5705 s

et a celles qu'on en déduit en permutant les sommets triples (**), et par itéra-

(12) Bien entendu, une telle permutation affecte d’autres sommets par raison de symétrie.




334 R. LAGRANGE.

tion; il s’agit d’abord de

puis, par itération, de

27 3 2
ViV30; = TaTecTar 07 3 VoV, 07 =

1

et enfin, par une nouvelle itération, de

vy oy ;2T - 27. oy oy g2l 221
ViV VYe07 —=T16721Tu397 " 5 VaVp V507 == T17T25T3607 -«

{is. Pour les mémes raisons, unseul type des S, fournis par (25) mérite la dis-
cussion. Il s’agit de ceux qui sont du type (12, 23, 34, 41; 15, 52), mais ils
appartiennent a la classe C(d’'") déja formés en ,;, car

vvy (12, 23, 34, 41; 15, 52) = (37, 71, 16, 635 35, H2).
20. Lorsque z=3, les S; a six g; négatifs sont fournis par le systéme de

relations
20 45 =3, d—s4c—=14,

donc par d=c —1, s =5 — 2c. Les seules valeurs admissibles de ¢ sont c =1
et ¢ =2, auxquelles correspondent les deux possibilités

=9, d—o, s—=3, c=—=1

(=3, d=1, s==1, =9,

Les seuls diagrammes a retenir sont ceux dont les points triples forment un
triangle. Mais ceux qui vérifient la premiére solution n’ontaucun point double,
et ceux qui sont conformes a la deuxiéme peuvent étre également ignorés car
leur point double unique est nécessairement adjacent a un, et méme deux,
sommet triple.

Enfin, lorsque ¢ =4, le systéme d’équations associé .

2d +s=o, d4+s+c=3

n’a d’autre solution que d =s=o, c=3. Les quatre points triples sont unis
deux a deux, mais ces S sont hors de discussion puisqu’ils sont sans point

double.
21. Les graphiques formés par sept segments vérifient le systéme d’équations
3+ o2d + s =14, L4-d+-s+c—=r,

/0

donc ¢t 4. Ceux qui n’ont pas de point triple, et qui nous intéressent tout
d’abord, sont assujettis aux équations

2d+s =14, d+s—+c=7,
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de sorte que d =c+ 7, s+ 2¢=o0; il n’y a pas d’autre solution que

t=o, d =1, s =0, c=o.

Les sept points doubles ne peuvent former qu'un heptagone ou la réunion
d’un quadrilatére et d’un triangle.

%y. Dans le premier cas, les S; sont du type (12, 23, 34, 45, 56, 67, 71). 1l

! . . : . , .
y en 327? = 360, etils donnent autant de familles. C’estle nombre des familles
/

de la classe C(a2") formée a 'alinéa {,,. Il s’agit effectivement de la classe inver-
sement semblable C(¢,*"), ou ¢}*" = V/a}’, puisque

Vv vavy (12, 23, 34, 45, 56, 67, 71) = (47, 71, 13, 34; 465 75) € C(a37).

%s. Les S, représentés par un quadrilatére et un triangle sont du type (12,

23, 34, 41; 56, 67, 75). Il y en a;;%ﬁ

familles. Il s’agit d’ailleurs de la classe C(a.,”), ou ¢,” =v'a], d’aprés

=100, et ils donnent autant de

vivsveug (12, 23, 34, 41; 56, 67, 75) = (13, 24) = Ts307.

22. Lorsque t =1, les S; en question sont fournis par les équations

2d +s=—11, d—+s—+c=6,
doncd=c—+5, s=1—2c¢; il n’y a pas d’autre solution que

t—=r1, d=35, §T=, c=o.

Le point simple ne peut terminer une ligne brisée isolée du point triple. Si un
segment I'unit a celui-ci, 'ablation de ce segment donne le graphique d’un S,
a six segments et six sommets doubles, de I'un des deux types formés au para-
graphe 11. Les diagrammes ou deux segments relient le point simple au point
triple se rattachent de méme au S; a cinq segments et cinq points doubles formé
a 'alinéa v(§6). Enfin, lorsqu’une ligne brisée de trois, ou quatre, traits relie
le point simple au point triple, celui-ci forme respectivement un quadrilatére,
ou un triangle, avec les trois, ou deux, sommets doubles restants.

hs. Les S; de la premiére de ces cing solutions sont du type (12, 23, 31;
6<5
2

14; 56, 67, 75). Leur nombre est 7 >< >< 4 = 420, mais ils ne donnent

que 105 familles; en effet,

v, ;5 (12, 23, 315 14; 56, 67, 75) = (52, 23, 35; 54; 16, 67, 71) =115 (12, 23, 31; 14; 56, 67, 75),
et vy Vs, v, v; transforment de méme ce type comme 7, et 7, respectivement.
Nous trouvons ici la classe C(¢,*), ou &' ="'g}, car '

vivyvevs (12, 23, 315 14; 56, 67, 75) = (42, 43) =1, 0!,
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1. Les S; de la deuxiéme solution sont du type (12, 23, 34, 45, 56, 61; 17).

Ils sontaunombre de - 7! = 2 520, mais deux a deux équivalents par (v), d’aprés

1
2
viv (12, 23, 34, 45,56, 61; 17) = (42, 23, 31, 15, 56, 64 ; 47) =71, (12, 23, 34, 45, 56, 61; 17).

Cette classe de 1260 familles a été formée a 'alinéa 1, (§ 16), puisque

vivyvs (12, 23, 34, 45, 56, 615 17) == (25, 57, 73, 36; 14)€ C(al*).

h;. Les S; qui se rattachent aux S; de I'alinéa v (§6) sont du type (12, 23,
34, 45, 51; 16, 67). Ils sont au nombre de é 7! =20520, mais trois 4 trois équi-
valents par (v), car

vavave (12, 23, 34, 45, 515 16, 67) = (52, 27, 74, 41, 155 56, 63)

transforme ce diagramme comme t,; 7, et, par symétrie, v, v; v, équivautat,, <
Cette classe de 84o familles n’est rien d’autre que C(d’*"), ou ¢,*" =V
d’aprés

vivevs (12, 23, 34, 45, 515 16, 67) = (13, 35, 52, 24, 41; 16)€C(a3").

4Te
25
g;

’

X Les S., dont le graphique se réduit a un quadrilatére apres I'ablation de
trois traits, sont ceux du type (12, 23, 34, 41; 15, 56, 67). Il y en a tou-
jours 2 520, donnant 1 260 familles, d’apres

vavive (12, 23, 34, 415 15, 56, 67) == (52, 27, 74, 45; 51, 16, 63)
=TTy (12, 23, 34, 41; 15, 56, 67).
C’est la classe C(a’,'") formée a I'alinéa v, puisque

vivyve (12, 23, 34, 415 15, 56, 67) = (17, 73, 35; 46, 62) = To; 745 (12, 23, 34; 56, 67).

La transformation v'v; v, v, fournirait directement un élément de C(s.").

A;. Les S, de la derniére solution sont du type (12, 23, 31; 14, 45, 56, 67).

Toujours au nombre de 2 520, ils ne donnent que 630 familles. En effet,
vive (12, 23, 31; 14, 45, 56, 67) = (62, 23, 36; 64, 45, 51, 17) =715 (12, 23, 31; 14, 45, 56, 67);

de plus
vav v (12, 23, 315 14, 45, 56, 67) = (36, 61, 135 34, 47, 72, 25)
ST TaTir (12, 23, 315 14, 45, 56, 67),

et, par symeétrie,

vivive (12, 23, 315 14, 45, 56, 67) == 71573757 (12, 23, 315 14, 45, 56, 67).

Cest la classe C(s.'"), ou &’'" =V'a]", car

TV vsvevs (12, 23, 315 14, 45, 56, 67) = (45, 575 42, 43)eC(al7).



SUR LES SYSTEMES ISOGONAUX DE SPHERES. 337
23. Les graphiques a sept traits et deux points triples relévent du systéme
d’équations
od +s—=8, d4+s+c=5,

donc sont tels quon ait d=c+ 3, s =2
obtient ainsi les deux solutions

2c¢, et, par suite, o =Zc<1. On

(26) t— a2, d—13, §=2, c=o,
(27) t =9, d =4, s=o, c=1.

Nous n’étudions que les S; dont les deux points triples sont unis. La solu-
tion (26) donne alors huit formes distinctes, et (27) en donne trois, que nous
passons en revue dans les alinéas 24 4 A,; pour (26), et A, & A, pour (27).

L. Les S; de (26) dont les deux points simples sont unis sont nécessaire-
ment représentés par un diagramme contenant un quadrilatére et un triangle
construits avec les sommets multiples, du type unique (12, 23, 34, 41: 15, 52 ;

67). Ils sontau nombre de % 7! =1260, et donnent autant de familles. C’est la

classe C(a,'*), ou o, =v'a.*, d’aprés
vy, (12, 23, B4, 415 15, ba; 67) = (13, 35, 54, 42) € C(ar*).

hy. Les S, dont les deux points simples sont unis a un méme point
double sont nécessairement du type (12; 13, 32; 14, 42; 56, 67). Il y en a

6<5 4<3

7>} —— X< =630, se repartissant dans six fois moins de familles, car

leur classe est la classe C(d,”) formée a I'alinéa 4,; on a en effet
v3uve (125 13, 325 14, 425 56, 67) = (35, 54, 47, 73; 12, 26, 61)€ C(o}?).
On pourrait aussi former directement (**)
vivgve vy (125 13, 325 14, 42; 56, 67) =(34; 57) = 14572105
Aio. Les S; dont les points simples sont unis 2 un méme point triple sont du

54 <3

S = 1260, mais 1ils

type (12; 13, 34, 45, b1; 26, 27). Ily en a 7<6<

ne donnent que 315 familles, car v, v,v, et v,v,v, transforment ce type en trois
autres S; de méme forme. Ce n’est rien d’autre que la classe C(d.""), déja
formée a I'alinéa v,, comme le montrent soit

v2v3 v (123 13, 34, 45, 515 26, 27) =(36, 63, 57, 735 24) € C(}1?),
soit
V'vavevs (125 13, 34, 45, 515 26, 27) = (21, 14; 35; 67) = T1a7T5 73 .

Ay1. Lorsque les deux points simples sont adjacents aux points triples, ceux-ci

(13) vi,v2, V1V, V2 Vg et vy vavg transforment (12; 13, 32; 14, 42; 56, 67) en cing S; du méme type.
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forment nécessairement un pentagone avec les trois points doubles, et S, est du
type (12; 13, 34, 45, 52; 165 27). Il y en ag 7! =2520, mais ils sont équiva-
lents six a six par (v); en effet, '

vivs (125 13, 34, 45, 5a; 165 27) =(57; 53, 34, 41, 17; 56; 72)
=T13Te7 (125 13, 34, 45, 52; 165 27);

par symétrie, v, v, équivaut, pour ce type, a T,;7,,. En réitérant, on est conduit
a former v,v;v;v,, qui équivaut a v,v,v,, soit

vavive (123 13, 34, 45, 525 165 27) =(36; 31, 14, 47, 76; 32; 65),
et de méme, par symétrie,
vivvo (125 13, 34, 45, 52; 165 27) = (57; 52, 24, 46, 67; 51; 73),
et enfin, par une nouvelle itération,
vivav, (125 13, 34, 45, 52; 165 27) = (125 17, 74, 46, 62; 15; 23)
—=TyTse (125 13, 34, 45, 52; 16; 27).
Ces 420 familles sont inversement semblables a celles de C(s3"), car
vvyvvs(12; 13, 34, 45, 52; 165 27) = (13, 35, 52, 26, 67, 71)€ C(o3?).

725

Nous désignerons cette classe par C(¢,*"), ou o}*" =v/'a2’.

A4 Les S; dont les deux points simples sont réunis au méme point triple,
respectivement par un trait et deux traits, sont du type (12; 13, 34, 41; 25, 56;
27). Au nombre de é =1 =2520, ils ne donnent que 1 260 familles, car

vivs (125 13, 34, 415 25, 565 27) = (57; 53, 34, 45; 71, 165 72)
=11577 (125 13, 34, 41; 25, 565 27).
On retrouve ici la classe C(o’,'*) formée a I'alinéa A4, d’apres
v, (125 13, 34, 415 25, 565 27) = (15, b2, 27, 715 16, 65; 34)e C(a,1*).

Ayy. Lorsque les deux points simples sont réunis respectivement aux deux

points triples, I'un par un trait et 'autre par deux traits, S; est du type (12, 23,

34, 415 15, 56; 27). Ces systémes sont au nombre de 7! =>5040, mais deux a
deux équivalents par (v), car

vy (12, 23, 34, 41; 15, 565 27) = (13, 32, 27, 71; 16, 65; 34)
= Ta3TurTse (12, 23, 34, 415 15, 56; 27).
Cette classe de 2520 familles n’est rien d’autre que C(o,"), déja formée a

'alinéa v, comme le montre

vav,vs(12, 23, 34, 415 15, 565 27) = (26, 64, 47, 75, 53)e C(al?).
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%1s. Les deux points simples ne peuvent étre réunis au méme point triple
par deux lignes a deux traits, mais ils peuvent I'étre aux deux points triples.

Les S. en question sont du type (12, 23, 31; 14, 45; 26, 67), au nombre

1 . , . . ~
de - 7!=12520, mais réductibles sept a sept par (v). En effet,

vi(12, 23, 315 14, 43; 26, 67) = (16, 67, 71; 13, 54; 62, 23)
= Toe Ty Tz (12, 23, 315 14, 45; 26, 67);

par itération, on transforme ce nouveau systéme par v,, ce qui donne

vive (12, 23, 315 14, 455 26, 67) = (56, 64, 455 51, 175 63, 32),

et une nouvelle itération fournit encore

vivsve (12, 23, 315 14, 455 26, 67) =(35, 52, 23; 36, 64; 57, 71).

Symétriquement, v,, v,v, et v,v, v; équivalent pour ce type 4 une transforma-
tion de (7). Les 360 familles de cette classe sont celles de C(a,*") déja formée a
I'alinéa 4,, car '

vavvg (12, 23, 315 14, 455 26, 67) = (12, 24, 47, 73, 35, 56, 61)€ C(d,27).

A5+ Sioune ligne a trois traits réunit I'un des points simples 4 un point
triple, I'autre point simple est nécessairement adjacent au second point triple,
et le S; est du type (12, 23, 315 14, 45, 56; 27). Le nombre de ces systémes
est 7! =5 o4o, mais ils sont quatre a quatre équivalents par (v): en effet,

v, (12, 23, 31; 14, 45, 565 27) = (15, 56, 61; 17, 72, 233 54)
= Tos Ty Tur (12, 23, 315 14, 45, 565 27),
vav, (12, 23, 31; 14, 45, 565 a7) — (15, 53, 31; 14, 42, 26; 57)
=Tu;(12, 23, 315 14; 45, 565 27),
et, par conséquent,
vivev; (12, 23, 31; 14, 45, 56; 27) = (12, 26, 61; 17, 75, 53; 24)
—=TTur (12, 23, 315 14, 45, 56; 27).

Ces 1260 familles sont celles de la classe C(a7,'") formée a I'alinéa 4 (et déja
retrouvée en A,,), car o "
vavive (12, 23, 31; 14, 45, 565 29) = (36, 67, 74, 43; 31, 165 25).

Bien entendu, on pourrait former directement

Yvusue (12, 23, 315 14, 45, 565 29) = (37, 71, 14, 46) == T3Te 75600 "

%45. Dans les graphiques conformes a (27), chaque point triple est adjacent

a deux points doubles. Les S; ou les deux couples de points doubles ne sont pas

unis sont du type (12 13, 34, 41; 25,56, 62); ils sontaunombrede 275! =630,

etdonnentautantde familles. I1s’agitdelaclasse C(c,' ") déja formée a I'alinéa 7.,
Ann. Ec, Norm., (3), LXXVI. — Fasc. 4. 43
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car
vivs (125 13, 34, 415 25, 56, 62) = (53, 34, 45; 37, 71, 16, 62)e C(d,'7).
On peut aussi vérifier directement que
vivevyvy (125 13, 34, 41; 25, 56, 62) —= (71, 12; 73, 74)€ C(a;7).

Ay Sil'un des quatre points doubles est adjacent aux deux points triples,
les graphiques fournis par (27) sont du type (12, 23, 34, 45, 51; 16, 62). Ces
S, sont au nombre de —F' =20520, mais équivalents trois a trois par (v),

puisque v, v, tlanbforme le type cité comme =,,7;,, et que, par symetrle VaV,
équivaut a 7,,7;;. Ces 840 familles sont celles de la classe C(d"*") déja formée
a l’alinéa 2, car

vivy (12, 23, 34,45, 51; 16, 62) = (35, 54, 41, 17, 73; 36, 62) € C(d}2"%).
On a encore directement
vivyvius (12, 23, 34, 45, 515 16, 62) = (52, 23, 37, 74, 45; 56) € C(03°).
Ays. Enfin les couples de points doubles adjacents a chaque point triple

peuvent étre eux-mémes unis en formant deux quadrilatéres ayant pour coté
commun le segment qui unit les points triples. Les S, correspondants sont ceux

du type (12, 23, 34, 41; 15, 56, 62). Ils sont au nombre de % 7! =1260, et
donnent autant de familles. C’estla classe C(a”}) déja formée al’alinéay, ., d’apres

vivzve (12, 23, 34, 415 15, 56, 62) — (73, 35; 76, 64; 71)e C(a3?).

24. Les S, a sept traits et trois points triples sont assujettis aux relations
2d 4+ s=15, d+4s—+c—4,
ou d=c-1, s=3 —2c. Aux deux valeurs acceptables de ¢ correspondent
ainsi les deux solutions

(28) S t=—=3, d=1, s =3, ¢=
(29) t=—=3, d—=2, s=1, c=1.

?

1l suffit d’examiner les graphiques dont les trois points triples sont unis trian-
gulairement. Dans les conditions (28), on voit que le point double ne peut étre
adjacent a deux points simples; I'un des sommets triples est donc adjacent a ce
point double unique, etl’observation générale que nous avons déja fréquemment
utilisée permet d’écarter 'examen de ces S.. Par contre, sur deux formes de
graphique vérifiant (29), chacun des points triples n’est pas adjacent a un cer-
tain point double.

Ayp. Parmi ces deux solutions a etudler, les S; dont le point simple est uni
a un point triple sont du type (12, 23, 31; 14, 45, 52: 36). Leur nombre
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1 . , . .
est - 7! =2520, mais ils sont réductibles six asix par (v); en effet,

v3(12, 23, 31; 14, 45, 52; 36) —= (45, 53, 34; 41, 12, 25; 37)
=TT Ter (12, 23, 315 14, 45, 525 36),

vivs (12, 23, 315 14, 45, 525 36) = (56, 63, 35; 57, 71, 16; 32)
=T TesTur (12, 23, 315 14, 45, 525 36) .

Par symétrie, et par la multiplication des transformations, on voit que v, v,
équivaut, pour ce type, a T,,724T;;, puis que

viv3v; (12, 23, 315 14, 45, 525 36) = (17, 73, 31; 16, 65, 57; 34),
vavyv, (12, 23, 315 14, 45, 525 36) — (27, 73, 32; 26, 64, 47; 35).

Cette classe de 420 familles n’est rien d’autre que C(o’,*") formée a I'alinéa 2, ,,
* comme le montre

vi(12, 23, 31; 14, 45, 52; 36) =(15; 16, 63, 32, 25; 17; 54)e C(d?%),
ou encore
v, vvi (12, 23, 315 14, 45, 525 36) =(14, 47, 75, 52, 26, 61)€ C(a??).

Aso. Les S; dont le pointsimple est uni a un point double sont nécessairement
du type (12, 23, 31; 14, 42; 35, 56). Au nombre de ; 71 =2520, ils don-
nent 1260 familles car

vivavy (12, 23, 315 14, 42; 35, 56) = (12, 27, 71; 16, 625 75, 54)
=137 (12, 23, 315 14, 42; 35, 56).

Il s’agit de la classe C(d’'") déja rencontrée aux alinéas Ag, Ao, 4. Par
exemple,
va(12, 23, 315 14, 42; 35, 56) = (43; 41, 12, 245 36, 653 37)

est du type formé a ’alinéa 4,,; on a encore

vivyvevr (12, 23, 315 14, 42; 35, 56) = (34, 45, 57, 76) € C (o).

7

25. Les S. a sept traits et quatre points triples sont assujettis aux relations

2d + s =2, d+ s+ c=3,

donec d=c¢ —1, s= 4— 2¢. Aux deux valeurs acceptables de ¢ correspondent
les deux systémes d’équations ‘
(30) t =14, d=—=o, s =2,

¢
(31) t =4, d=—=1, s == o, c=

—

b

2.

Dans les seuls diagrammes utiles, les quatre points triples sont unis deux a
deux, par six traits; (31) n’est pas réalisable, mais (30) fournit une solution,
ou les deux points simples sont adjacents.
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Lsi. Les S; en question sont du type (12, 13, 14, 23, 24, 34; 56), au nombre
de 7—X~—6—>f—5 =100 ils donnent autant de familles; il s’agit de la classe C(d’")
formée a I'alinéa 2,, comme le montre

vi (12, 13, 14, 23, 24, 34; 56) = (15, 56, 61; 17; 23, 34, 42)eC(d,"),
ou, directement,
Vivsveys (12, 13, 14, 23, 24, 345 56) = (75, 76) == 711725 T3e 0%,
26. Les graphiques a huit traits relévent du systéme d’équations
3t + 2d+ s =10, t+d—+s+c=7,
d’ou 'on tire 22+d=c—+9, ett=s-+2c—+2; il y a donc au moins deux

points triples, qu’on suppose adjacents.
Lorsque ¢ =2, on obtient la solution unique

(32) t—2, d=—125, s=o, c=o.

Quatre formes de graphique sont 4 examiner : une forme ou les deux points
doubles unis a un point triple sont également unis a 'autre point triple; une
forme ou un seul de ces deux points doubles est uni au second point triple; et
deux formes ou les deux points doubles adjacents a un point triple ne sont pas
unis a l'autre, car ces deux points doubles peuvent étre eux-mémes unis,
ou non.

. Les S. de la premiére forme sont du type (12, 23, 31: 14, 42; 56, 67, 75),

=< 6 5 x4
et au nombre de 7—) > :

=ar0. Ils ne donnent que 21 familles; en effet,

viv; (12, 23, 315 14, 42; 56, 67, 75) —= (52, 23, 35; 54, 42; 16, 67, 71)
=15(12, 23, 31; 54, 42; 56, 67, 75);

symétriquement, v, v, vy v;, VaV;, Y2V, V2 v, transforment ce type comme T, T, ;,
235 Tags 727 Tespectivement; en outre, 'itération montre que v,v,v, équivaut
Ti3Tags €f, de méme, vyv,v; & T,T.;, et vyv,v, & 73T, Il s'agit de la
classe C(ad.*), car

<}

vivsvevs (12, 23, 31; 14, 42; 56, 67, 75) =(34) € C(o2).

.y, Les S, qui vérifient (32), et dont les deux points triples sont unis a trois
oints doubles, sont du type (12, 23, 34, 4D, b6, 61; 17, 72); ils sont au
p yp 757

1 ~ . .
nombre de p 7! =2520, mais ne donnent que 630 familles; en effet,

vivi (12, 23, 34, 45, 56, 61; 17, 72) = (42, 23, 31, 15, 56, 64; 47, 72)

=7tu (12, 23, 34, 45, 56, 61; 17, 72);

par symétrie, v,v; équivaut a t.;, et, par itération, v,v,v,v;=v,v,v, équivaut
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Y

pour ce type a 7,,7.;. Il s’agit de la classe C(4’*"), déja formée a I'alinéa .,
comme le montre v,v,v,, ou bien

vivivevs (12, 23, 34, 43, 56, 615 17, 72) == (62, 23, 35, 56; 67)e C(a2").

u;. L’une des formes de graphique ou le deux points triples sont adjacents a
quatre des cinq points doubles comporte un triangle et un quadrilatére; les S; en
I

question sont du type (12313, 34, 45,51 26, 67, 72), et au nombre de[l 7

l=1260;
¢’est une classe de 630 familles, car

vav (125 13, 34, 45, 51y 26, 67, 72) = (14; 13, 32, 25, 515 46, 67, 74)
5

— (125 13, 34, 45, B51; 26, 67, 72).

Il s’agit de C(o.,"), déja formée a I'alinéa {,,, comme le montre v,v,v,, ou,
directement,
v'vavevs (125 13, 34, 43, b1 26, 67, 72) = (12, 14; 35) = 1y.0%.

t.,. La derniére solution fournie par (32) comporte un quadrilatére et un
pentagone construits sur le segment unissant les deux points triples.

Ces S;, dutype (12, 23, 34, 45, 51; 10, 677, 72), sontaunombre deé’j! 2 520,

et donnent autant de familles. Il s’agit de la classe C(¢,'") formée a I'alinéa ¢,
comme le montre la transformation de ce type par v,v,v;, ou bien

[

vy, vy (12, 23, 34, 45, 51516, 67, 72) == (62, 23, 35, 51, 17)€ C(a}”).

27. Les S; a huits traits et trois points triples sont associés aux rela-
tions d =rc + 3 s=1—=2c: il n’y a pas d’autre solution que
(33) ‘ =3, d=—3, s=1, c=o.

On suppose que les trois points triples forment un triangle; le point simple
est alors réuni & I'un d’eux par un, deux ou trois traits.

u;. Les S; dont le point simple est adjacent 4 un point triple sont du type (12,
23, 31524, 45,56,63; 17); ils sont au nombre de
dix a dix par (v). En effet,

vo (12, 23, 31; 24, 45, 56, 635 17) = (52, 26, 65; 27, 71, 13, 36; 54)
T3 Tae T — (12, 23, 315 24, 45, 56, 635 17);

I . , .
S 7! =2 520, mais réductibles

par symétrie, v, transforme ce type comme =,;7,,%;;: par itération, on voit
ensuite que v,v, équivaut a <,,7,;, donc v,v, a4 7;,7.;. Une nouvelle itération
montre que v, v,v; équivaut a<,;7.;7,,, doncaussi que v,;v,v; équivaut a 7,57;;7x.
Enfin, on a encore

viv; (12, 23, 313 24, 45, 56, 635 17) = (52, 23, 35; 24, 41, 16, 63; 57)
—=7i;5(12, 23, 315 24, 45, 56, 63; 17),
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d’ou I'on déduit que v, v;v, équivaut & ©4,7,, et, par symétrie, que v, v;v, équi-
vaut & 7., 7,;. Ces 252 familles sont celles de la classe C(4’*") formée a I'alinéa {,,
comme le montre

vivave (12, 23, 315 24, 43, 56, 635 17) =(23, 34, 47, 76, 62; 15)€ C(d}*7),
ou encore ‘
Vv, vsvg (12, 23, 315 24, 45, 56, 63; 17) =(24, 46, 63, 37, 72) € G(a?’).
. La deuxiéme solution conforme a (33) est formée par les S; du type (12,

. % > a 1
23, 315 24, 45, 53; 16, 67), au nombre de 5 7! =12520. Leur classe ne com-
prend que 1260 familles, car

vy (12, 23, 315 24, 45, 53; 16, 67) =(14, 45, 51; 42, 23, 355 17, 76)

= Ton Ty Ter (12, 2

[$%)
[S5)
)
=
=~
(24
23
o
—
iz
(=2}
N
—

’

Il s’agit de la classe C(s,*"), formée a I'alinéa {,, comme le montre

vy v (12, 23, 315 24, 45, 53; 16, 67) = (46, 63, 31, 15, 57, 72)€ C(a,*?),
ou
v, (12, 23, 315 24, 45, 53; 16, 67) = (14, 43; 15, 52;16) e C(a??).

g‘.. La derniére solution fournie par (33) consiste en les S, du type (12, 23,
315 24, 43; 15, 56, 67). Ils sont toujours au nombre de 57! = 2520, mais
réductibles six a six par (v). En effet,

v, (12, 23, 31; 24, 43; 15, 56, 67) = (52, 26, 65; 27, 76; 51, 13, 34)
=T TeeTur (12, 23, 315 24, 435 15, 56, 67).

Par symétrie, v, équivaut a <,;7,,7,;. Par itération, on en conclut que v,v,
équivaut pour ce S; & Ty, et v,V A Ty, et enfin vyvyv, a 7,7, Cette classe
de 420 familles n’est rien d’autre que C(s,"), formée a I'alinéa {;, puisque

vivve (12, 23, 315 24, 43; 15, 56, 67) — (23, 36, 62; 17, 74, 45)€ C(a;7),

ou
v'vyvevs (12, 23, 315 24, 435 15, 56, 67) = (41, 15, 57)€ C(o]).

28. Pour les S, 2 huit traits et quatre points triples,onad=c—+1,s=2—2¢;
il y a donc deux possibilités

(34) L =4, d=1, s=29 c=o,
(35) L —14, d—=»9, s=o0

b

Il est clair qu'aucun S, dont les quatre points triples sont adjacents deux a
deux, ce qui exige six traits, ne peut vérifier (35). Seul (34) donne un gra-
phique admissible, ot le point double est adjacent aux deux points simples.

ws. Les S; en question sont du type (12, 13, 14, 23, 24, 34; 56, 57). Leur
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t7x6x5

nombre es =10), et ils sont réductibles cinq a cinq par (v); en effet,

vivs(12, 13, 14, 23, 24, 34; 56, 57) = (b2, 53, B4, 23, 24, 34; 16, 17)

transforme ce type comme <7,;; par conséquent, v.v;, vyv,, v,v; équivalent
respectivement, pour ce méme type, a <,;, <53, 7.;. Ces 21 familles sont celles
de la classe C(d,*), formée a I'alinéa w,, comme le montre par exemple

vi(12, 13, 14, 23, 24, 34; 56, 57) = (13, 56, 61; 17, 75; 23, 34, 42)e C(d.?),
ou
Yivsvevs (12, 13, 14, 23, 24, 34; 56, 57) = (67) =7/, T2703.

29. 1l est inutile d’examiner les S; a huit traits et plus de quatre points
triples puisque ceux-ci ne peuvent étre adjacents deux a deux qu’en tracant au
moins dix traits, et qu’ils sont au moins des points quadruples. Les S; a neuf
traits relévent du systéme d’équations

3t+2d+ s=18, t+d+s+c=7,

ou2t—+d—c=11,t=s-+2c+4 4, donc £> 4. La remarque que nous venons
de faire nous permet de nous borner a la seule valeur ¢ = 4, donc au systéme

(36) t =4, d=3, s == o, c=o.

. Les quatre points triples étant unis deux a deux, les trois points doubles
sont unis en triangle, et les S; en question sontdu type (12, 13, 14, 23, 24, 34;
765

50, 67, 79); ils sont en nombre de ~—

= 35, mais tous équivalents par (v).
En effet, on voit tout de suite que

vi(12, 13, 14, 23, 24, 34; 56, 67, 73) — 703 T3sTus (12, 13, 14, 23, 24, 34; 56, 67, 75),

done v, v;, v, équivalent respectivement, pour ce type, & T,; %537, TisT2eTars
Ti5TesTars par itération, il en résulte que chacune des 12 transforma-
tions v; v (1 =~ 4: kx5) équivaut a Ty pour ce S;, et que chacun des 18 pro-
duits v (1, j = 4; k>D) équivaut a 7,74, ot «,  sont les indices distinets
de 7 et j parmi 1, 2, 3, 4, et , m les indices autres que £ parmi 5, 6, 7.

Cette classe a une seule famille est justement C(s)') ou ¢ =v'c], comme
le montre

=4

vivyvevs (12, 13, 14, 23, 24, 345 56, 67, 75) = ( ) =—=ol.

30. II est inutile de poursuivre la discussion avec les S; dont le graphique
a plus de neuf traits ('*). Les S; a m traits relévent en effet du systéme
d’équations

3t+2d+s=am, t4-d~+ s +c=7,

(**) Rappelons que 3 est 'ordre maximum des sommets des graphiques a considérer.
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Zl

ol

! et st

Bu:
;\2 et )Lg :

B.:

)\3 et }\‘“ .

T

N et Ay :

1, et )\(, :

)\S, )\127 )\I
0 :
Tyt
0; et Oy :
s o
Og :

5 €ty :

hroet Ayt

Ns et A, :

Cis et Liy :
ng et Ay
Lo €L [y 2

17 2

Ciet st

Ny et 7y, ¢

Cy
,
(r:‘)
o

1o =CG(a) ) = C(12, 133 45; 67)

=C(e)=C( )
~C(a})=v'C,

, =C(g2)=C(12)

=C(g?)=v'C,

l =G(ed) = Cli2; 34)
L =G =v'Cy

=C(g¥)=C(12, 13)

- =C(a))=v'C,

=C(gd) =C(12; 34; 56)
=C(g7)=v'C;
=C(gH) = (12,135 45)
=C(a") =v'C,

; =CGel)=C(12, 23, 34)

=C(ay) =v'(;
=C(ed) =G, 23, 31)
)
=C(sy)=C12,13, 13)
=C(g;")=v'Cy

v Cy

€y =C(ay ") = v Cy,

Gy =C(a ") = C(12, 23, 34; 56)

C,,=C(e! )=V Gy,

Gy =G(al?) = Glra, 135 45, 40)

Cla=Cial ) v/ Co,

Cpy =C(gt?) =Clr2, 23, 315 43)
=C(a7 %) =v'Cyy
Cp =C(ai")=C(12, 23,34, 4
=G ) =v'Cy
Ci; =C(gt?)=C(12, 23, 34, 41)
,=C(a! ) =v"Cy;
16 =C(al®)=C(12, 13, 14; 56)

C’l B

(o8

(0%

C=Ca7 ") =Gy

Ci7 =C(el")=C(12, 23; 14, 1))

C,,=C(a) Ty =v'C,,

Cis =C(a1%) = G(12, 23, 34, 453 67)

7

(08 s:C(Gl7| s) =v'Cy

Gy =C(a1?) = C(12, 23, 34, 45, 56)

(::’I '):(:(O',TI ”) = ‘J/ (:I',i

Cuy =C(a2")=C(12, 23, 34, 45, 51)

C,,=C(a?") =v'Cy,

Gy =C(ei") =Cl12, 23; 14, 15; 67)

L
LS
21 f
21 f
10d f
105 f
105 f
103 f
105 f
105 f
630 f
630 f
hoo f
L’;znf
3D
35 f
gof
70t
315 f
313 f
260 f
260 f
630 f
630 f
210 f
210 f
260 f
260 f
) f
105 f
G20 f
hoo f
630 f
630 f
260 f
260 f
Soo f
hao f
232 f
252 f
1 260 f

-

—

—

-

-

—

N

w0

Al =(1—a)"(1+6a)

A = (1+a)t (1—6a)

A =(1—a)* (1-+a) (1+3a—14a?)

? = (1+a) (1—a) (1—3a—14a?) ,
Al =(1—a)*(1+a)* (1—2a) (1—3a) (1+5a)
AY = (1+a)? (1—a)? (1+2a) (1+3a) (1—5a)
Al = (1—w)t (1+4a—114*>—26a%)

AT =(1+a)' (1—fa—11a*+260%)

Al =(1+a)(1—3a)* (1+3a—6a?)

AV =(1—a)’ (1+3a)? (1—3a—6a?)

Al =(1—a)* (1+a) (1+a—19a*—a*+50at)
AY =(1+a) (1—a) (1—a—19a*+a*+doat)

AT = (1—u)r(1—=da?) (1+20—13a*—2a?)

7= (1a)? (1=3a?) (1—aa—13a*+2a’)

A = (=) (1) (1--a—18a?)

AY = (1+a)? (1—a)? (1—a—18a?)

Al (=) (120) (1=3a) (1+501)

AV = (1+w) (1—2a) (1+3a) (1—da)

Al = (1—a) (1+a)(1—3a) (1+2a—13a*—224?)
ATz (1400) (1—a)2(1+-3a) (1—20—13a2+2247)
Al = (1—a)? (1—20—7a%) (1+4a—3a*—10a?)
AV (1) (1+20—702) (1—ha—3a+100)
A2 (i) (1=D0?) (1——1 B+ o1t +2at)
A = (1—a) (1=50e?) (1-+e—1 3P —21 (1> +201*)
ALY - (1—a) (1) (1—2a) (1—170?)

AV = (1+a) (1—a)?* (1+2a) (1—17a?)

Al = (1—a)? (1+a) (1—3a) (1+4a—7a*—264>)
A= (14a)? (1—a) (1+3a) (1—ha—7a*+26a%)
AV = (1—a)* (1+3a) (1+a—14a?)

AV = (1+a)* (1—3a) (1—a—14a?)

AlY = (1—a)? (1+a) (1+u—19a*>—5 @ +46a")
A= (14a)? (1—a) (1—a—19a*+5a°+46at)
Al = (1—a)? (1+20—110%) (1—7a*—2a%)

AV = (1) (1—20—11a%) (1—70*+2a%)

Al = (1+a)? (1—3a) (1+a—15a*—13a>+34at)
A= (1—u)? (14-3a) (1—a—15a*+13a*+34a")
Al = (1—u—qa?+a?) (1+a—1 10— +18a")
A= (1 u—gut—?) (1—a—1 1@+ 18ab)
A" =(1—a) (1—=5a?)* (1+u—10a?)

A2 = (1+a) (1—3a?)? (1—u—10a?)

A7' = (1—a) (1+a) (1—20a*+20*+83a"—2a’)
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G, =C(e?") =v'Uy, 1260 f| A?'=(1+a) (1—a) (1—20a’—2a3+83a*+ 2a%)
Gy =C(03?) = C(12, 23, 34; 15, 16) 1260 f | A2? = (1—a)* (1—5a?) (1+2a—13a>—184%)
CL=C(a2?) =v'C,, 1260 [ | AP?=(14a0)? (1—5a?) (1—2a—13a*+18a?)
Cyy ==C(e2%) = C(12, 23; 14, 455 106) 1260 f | A2P = (1+a) (1—3a) (1+2a—7a?) (1—7a>+2a°)
Ch,=C(a??) = v/ Cyy 1260 f| A2 = (1—a) (1+3a) (1—2a—7a?) (1—7a*—2a?)
Coy =C(a3") =C(12, 23, 34, 415 1)) 630 f| A" = (1—a)? (1—3a) (1+3a) (1+2a—ga*—2a®)
G =07 ") =v 0y 630 f | A?'=(1+a)? (1+3a) (1—3a) (1—2a—ga’+2a?)
Gy =C(e2?)=C(12, 23, 34, 43, 16, 61) | 420 [ A% = (1+a)* (1—2a) (1—3a)? (1+3a)?
C,;=C(a?")=vCy; hoo f | AP = (1—a)? (1+2a) (1+3a)? (1—3a)?
Gy =C(e3%) =C(12, 23, 34, 45,515 16) | 840 f| A3® = (1—3a) (1—5a?)* (1+3a—2a?)
o =C(a2%) = v Cy ' 840 f | A= (1+3a) (1—Ha?)? (1—3a—2a?)
Cyr =C(037) =C(12, 23, 34, 415 15;26) | 360 f| A7 =(1—2a) (1-+a—ga*—a?)?
7y, =C(a27) =V'Cy; 360 f | AP = (1+2a) (1—a—ga>+a?)?

done, par une combinaison évidente,
I —=o9m—14+s+2c>x2m—14;
m étant supérieur a 7, et les ¢ points triples étant adjacents deux a deux, le
(2m—14) (2m —1d) SN e
. =(m—7)(2m —1)) traits.
Ce dernier nombre ne pouvant surpasser m, on a I'inégalité

graphique comporte au moins

2m?— 3om + 105 < o.

Le plus grand zéro de ce polynome est compris entre ¢ et ro, donc m ne
peut dépasser 9. Remarquons aussi qu’il aurait été inutile a priori de
supposer m>>11, car v/ raménerait le S; a4 un systéme de 21 — m traits, done
de moins de onze traits. -

31. Comme pour les valeurs précédentes de n, nous récapitulons ces résul-
tats dans un tableau donnant, pour chacune des 54 classes, le nombre des
familles, les alinéas ou elles ont été formées, et la valeur du polynome A,
dont nous omettons les calculs qui n’offrent que des difficultés d’ordre
numérique, (voir tableau ci-contre et ci-dessus).

On observe que les 54 classes sont deux a deux inversement semblables,
alors que, pour n =4, 5 ou 6, certaines des classes sont invariantes par v'.
Tous les A,(n =1, 2, ..., 7) sont distincts, ce qui établit le théoréme cité dans
Pintroduction. Enfin, la somme des nombres de familles de ce tableau est
bien 32 768.

CHAPITRE 1V..

LES S, I1SOGONAUX DU PLAN.

32. La formation des S, isogonaux du plan et de E; fait intervenir certains
angles dont le cosinus et le sinus s’expriment en fonction de @ = cosa. Il nous
Ann. Ec. Norm., (3), LXXVI. — Fasc. 4. 4
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sera utile de disposer d’'un tableau de ces lignes trigonométriques, et d’avoir
précisé les notations. Nous conviendrons de représenter par une lettre primée,
telle que a;, 'angle dont les lignes trigonométriques se déduisent de celles
de o; en changeant @ en — a. Il suffira de citer les angles non primés dans le
tableau T en question :

T.
cosa — a i sina — \/1—a‘1
a Vi+oa
COosay — sma1 _—
I+a 1+ a
a . 1
COSay = sina, — \/( +a)(+3a)
1+ 2a 1+ 2a
a aa) (1 a
cosaly = —— sina, — _V(+2a)(+4a)
1+ 3a . 1+ 3a
—a(1+3a I+a)\i—5a?
cosf3, = a( ) sinf3, = (__t__)_\/___

(1—a)(1+2a) (1—a)(1+4+2a)

_ —a(i+5a) .o N+ a)(1+2a) 1+ a—8a?)
o= T i 3a) sinfa= (—a) (i +3a)

—3 . —_ — ]2
cosﬁx:il([—_T‘;l sin By — Vi+a)( I—zog)t(l:—l—a a*)

_a(1—a) .o N—2a)(1+3a)(1—a—La®)
00834 = 1—ba? nsmﬁ,,__ 1— 5a?

_ —a(i+20—7a?) 1+ a)Va—2a) (1 —3a) (14 a— 4a?)
0SB = o (5 sinfls= T —a)(i—5a)
CosY, = 2 sinvj:-——-—“_f)ag

b Vi b Vi—he -

— I+ a v — (1+2a)(1+a—8a?)

co%T a\/(1+3a)(1~5a‘-’) S“Y?_\/ (1+3a) (1—Ha?)

cosy, — a 1% 3a - (1+2a) (1 —a— fa?)
(1+a) (1 —5a?) ! (14 a) (1 —Ha?)

Nous aurons également besoin des valeurs numériques de certaines de ces

fonctions, pour a =+ 1, B 3, + — \/5 - Il suffira de donner celles des lignes des

., ., I 1 1
angles, primés et non primés, pour les seules valeurs a= -, ;s —- Nous
2 37 \/5

formons ainsi les trois tableaux des valeurs numeériques utiles :

T, : a=--

I . 1 . 2 r 5 ﬁ
cosa:;, s o — —?—; COS oy == g, SOy = —5—; CO8 0y —=— ZI, 5111,4
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, 1
I'y: a=— 3

cos a . sina 2/ cosa ! sina 15 cos a ! !

5 3 =t y =3 i o= 08 &y = — = sinay = *—

3’ 37 1 4? 1 4 y 1 ) 1

3 . 1 .
cos f34 -5 sin 3, %; cos 3| = o, sinf3) =1; cos B, — 5 sinf3, =
. . 1

cosfB, =—1, sin 3, = o; cosfBs =—1, sinfs =o; cos@ = sin 3

I . 2 1 . 2
COSW:\—/-S’ sij:-\E; cosy’j:-—\/—g, smyg:;/—g; 005«{3_\/ sm*{g—\/"

Tn: o =

. I . 2 : 1 . \/5-—5—2\/5
COSo == —— sinog — — COS oy == ——— =

sin o

V5 ; V5’ VBt T VB
cosa, = — o, — V3 —2V5,

) sina; = — ; cosf3y—=cosf| =—1, sinf3; = sinf3, = o.
Vh —1

33. n=3. — Tousles S,isognaux le sont strictement (**). On peut prendre

I I
Ss_—_,af,:{ L0 avec A;=(1— a)*(1+ 24).
. 1 , . . . .
Siaz£— -, S, est régulier (**), et, si on le rapporte a trois cercles w; ortho-
normaux, il est de la forme
U= o,
(1) U, = w, cosa + w, sina,

U= 0, cosa -4 sina (@, COS o, + w; Sinay ).

. 1 . 2
Sia=— Sy sina = V3, coso,=—1, et U; prend la forme
4 2

U;= o, cosa — w, sina —+ o,

(t5) Rappelons que, pour des raisons exposées dans I'article antérieur cité, nous écarlons les
sysiémes de spheres tangentes (a = =1).

(1%) S, est régulier, ou non, suivant que la famille linéaire de ses sphéres contient, ou non, un
systéme orthonormal de » sphéres; cela équivaut & A, £ o, ou A, =
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avec w* =0, ww, = ww,= o0, ce qui remplace (1) par

U1:&)1,
) — i+ V3w
(2) ngwlcosa—i—co._)smazl—\/?,
2 2

m1+\/§w2

U= cosa — wy sina + A(w;—+ fw,) = — >

—+ Aoy + i),

ou les quatre w; sont orthonormaux et ou A est un scalaire quelconque.
Si A =o0, S, est un faisceau de trois cercles inclinés de 120° 'un sur lautre.

. . N I . .
Si A 5£0, on peut faire A= - en choisissant convenablement le couple ortho-
normal w;, w,, de sorte qu'on a

U=w,

U, = w; cosa + m, sina

(2') ’ ’ .
X . . 0y L,
U,=— ), cosa — tm, sing - ——— "%

Rappelons que, si les U; sont purs, ¢’est-a-dire réels ou imaginaires purs, ils
sont tous de méme nature, réels et sécants pour — 1 < a<1, réels non sécants
pour @ < — 1, et imaginaires purs pour @ >1.

| S , .
Pour a=— -, (2') donne des cercles réels pourva que w,, w, le soient,
2
ainsi que le point w,—+fw,, c’est-a-dire pourvu que w,, w,, w, soient réels
. . . r r I
et w, imaginaire pur (*"). Dans le cas général —1<la<1,az£—, (1) montre
que w, et w, sont encore réels si S; est pur, mais w, est réel ou imaginaire
. , . N I ’
pur suivant que a est supérieur ou non & — - Pour a < —1, cosa, est réel,

mais sino et sina, sont imaginaires purs, donc S; est réel pourva que w, et w,
soient réels, et w, imaginaire pur. Enfin, si @ > 1, seul le coefficient sina des
expressions est imaginaire, pur, et le S, est imaginaire pur pourvu que ©,
soit imaginaire pur, et w,, w, réels.

34. n=4. — Les S, en question sont semblables & S,=( ),
avec A, = (1—a)* (14 3a), ou a S;=(34), avec A, = (1—a)* (1 —Ha*).

Il sera commode d’appeler « associés » deux systémes S, et S, lorsque les
sphéres de S, si p =_n, sont les p premiéres sphéres de S,.

1 ., ) ., , , , -
Lorsquea=— _; le S, associ¢ au'S, étudié est représenté par (2), avec A=< o,

(17) w4, v, sont sécants et anallagmatiquement équivalents a deux droites rectangulaires. Si O est
leur intersection, w; et w,, qui leur sont orthogonaux et sont orthogonaux entre eux, sont de la
—>2 —>2
OP —p2 OP + 2 . . . .
forme _;p_—’ vy respectivement, avec le méme nombre complexe ¢. Mais alors w; + fw, =—p
est réel pourvu que p le soit.
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afin que ce S, puisse étre régulier, puisque A,,(— ;) #o. U,, U,, U, forment

un S, analogue, donc U, est de la forme \

(3) Ui=w; cosa — oy sina + p(m;— lw,) (7= 0).

Nous avons remplacé le terme w;—+iw, de U; par w;—iw, afin que les
quatre U; soient linéairement distincts, puisque S, est régulier. Il reste a écrire
que U, U, = == a, suivant qu’il s’agit de S; ou de S?. Il vient ainsi

, 1
U, U, =1+ 2dp —¢ 5

N 1__1 T 3 .
donc Ap=— - F i Pour S;, a1y =— 7> ¢e qui permet de prendre
}, e ‘U.: sﬁ,
2
par exemple. C’est la solution donnée dans I'article cité (**). Pour S}, Ap. = — ZE;’
et 'on peut prendre 2 = — p. = é, ce qui donne le systéme
,r: Ul — 0y,
U, = 0 4 \/3 co.z, )
2
4) _ Uni_wl—l—\/gwg—‘_ws—kiwk’
2 2
U — w;+ \/g Ws Wy — L),
R — .

2 2

S, est I'équivalent anallagmatique du systéme que forment les trois cotés
d’un triangle équilatéral et son cercle circonserit. S} a également pour image
type un triangle équilatéral ABC et le cercle qui passe par A et est centré au
point symétrique de A par rapport a BC.

Si ax£— é’, le S, associé est donné par (1), et le quatriéme cercle U, de S,
est de la forme (**)

U, = o, cosa -+ sina 0, cos o, —+ sina; (0, COS oy -+ &, sinas) ],

donc S; est représenté par

U, =,
U,==w, cosa -+ », sina,
U,== o, cosa -+ sina (m, COSa; —+ @y sina, ),

U, == oy cosa + sina| w, oS o -+ sina, (6 COSa, + wy Sinay ).

(18) Loc. cit., p. 232-235, pour p = 3.
(1%) Loc. cit., p. 229.
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Dans S{, si a £ — -, le cercle U, & adjoindre & (1) est de la forme

U, = w, cosa + sina| w, cos a; —+ sinoy (w3 ¢0s By —+ w, sinf34)],

ou cosf3, est déterminé par la condition

U, U, = cos®a + sin%a (cos?a; + sin®a, cosf3;) = — cosa,
soit
a
I—a

€Os? a; —+ sin?ay €os 3y == — y
qui donne pour cos@3, I'expression du tableau T. S} est donc représenté par les
équations ’

U=y,

Uy = w, cosa + w, sina,
(6) U, =, cosa ~+ sina (m, COsa; —+ w; Sinoy ),

U, =, cosa + sina[w;, cosa; + sina, (@ cosB3; + w, sinf3,)].

Comme prévu, sinf, s'annule en méme temps que A;, et les quatre cercles

sont alors linéairement liés (n =N + 2); plus précisément cosf, = —1.
I .

Rappelons la forme de S; pour @ =— - Dans (5), sin 2, =oetcosa,=—1;
I'expression de U, se réduit a
(7) U,=— w; coso -+ sina (@, COSa; — y SINay ).
et la relation linéaire imposée par 'irrégularité de S; est

[J1+[]2+ U:;—l— U;,:O,
) . I . I ’
d’aprés cosa = — 30 Cosay =—

35. Examinons I'existence des S, purs. Pour —1<a<{r1,a5— é et — %,

la réalité des U; de (5) équivaut a celle de w,, w,, w,sina,, w,sina, sina,. Les
expressions de sina, et de sina, de T donnent alors le tableau (*°)

I 1
(2 —_1 —_— a — ‘—3 I
[ VP / r 7
Wo v e r / /
[ Y ) r /
Wh eveennennn . r { /

ou les lettres r et ¢ indiquent le caractére réel ou imaginaire pur. Ainsi, S; n’est

(20) D.ns ce tableau, comme dans tous ceux qui suivront, la colonne qui contient @ = o, ne peut
fournir aucun S, pur, puisqu’i! n’existe pas de S, orthonormaux réels, si nX 4, dans le plan; il en
sera de méme pour n X 5 dans l’espace. i
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. 1 A Lol e .
réel que pour —1<aZ— 5+ Pour les mémes valeurs de a, la réalité des U;

de (6) équivaut a celle de w,, w,, w,sina,, w,sina,sinB,, ce qui donne le
tableau

I R I
229 —1 -3 \/5 \/5 I
[ VP r 7 / /4
[ r ’ / /
[ T 1' 7 ’ /
Dhe e oueennenn r 14 ’ l

9 ) , 1 .
S; n’est réel que pour ﬁéﬁz\ < 1. Le tableau suivant rassemble ces deux
ensembles de résultats sur la réalité des S, formés de cercles sécants :

I 1

[/ 2 —1 —_ = —_—— —_——

2 \/5', 3

Réalité des S, . . . . ... StetS: | Sters: | s

b

St

l aucuns,

__| sl

Pour a =— é, la derniére équation (5) est remplacée par (7), et la réalité

de S; est assurée par celle de w,, w,, ©,, ce qui justifie la réponse affirmative
donnée plus haut pour cette valeur limite. On voit de méme que la réalité de S;

, I . .
est assurée, pour a == 75—7 par celle des trois premiers w;,

Etudions maintenant I'existence de S, formés par quatre cercles réels non
sécants. a est infériear & —1, donc de la forme a =—ch0 (Oréel), et
sine = ¢sh0. Les deux S,, qui sont nécessairement réguliers, sont représentés
par (5) et par (6). sina, et sin 3, sont imaginaires purs, sinx, est réel, donc
il faut et il suffit que w, et w, soient réels, w, imaginaire pur, mais w, réel
" dans (5) et imaginaire pur dans (6). Le S| réel existe, mais non le S;.

Enfin les U; imaginaires purs supposent a >1, soit a=ch0 (6 réel). On a
encore sina = tsh0, et (5) et (6) sont valables. sina, et sin «, sont réels, mais
sin B, est imaginaire pur, donc S! se construit avec un , imaginaire pur, et les
autres w; réels, tandis que w, est également imaginaire pur dans S;. Le S, ima-
ginaire pur existe donc, mais non le S;.

36. n=>5. — Les S; du plan sont irréguliers, donc de la classe C, avec
I Y 1 ‘
a=— >y,o0uC,avec 8a>—a—1=o0, ouC, avec a = 3 ou 4a*—a—1=o, ou

4

1
enfin C, avec a = —

V3

raménent aux classes citées de méme indice en changeant « en — a, ni lavaleur

- Il est inutile de considérer les classes C,, C,, C, qui se

. 1 . ’
a—=— — puisque C,=C..
v/5p q &
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Le S}, de la classe C,, est le pentacercle strictement -isogonal construit avec
I ., , . , . v T N
a=—; Le S, associé est régulier, et représenté par (5). U,, U,, U,;, U;
forment un S, analogue, donc U; ne difféere de U, que par le signe du terme

en w,. On vérifie alors qu'on a bien U,U;=— %, et le systéme qui représente
ce S; est ainsi

U= wy,

U,=w, cosa + w, sina,
(8) U;=o cosa + sina (w, cos o, + w; sina, ),

Ui=w, cosa + sina| w, cosay -+ sinoy (6, COS Ly~ w, sinay) |,

| Us = cosa + sina[w, cosa; + sinay (@3 COS oy -— @, Sindy ).

-

i

Il n’est pas pur puisque le S; associé ne I'est pas pour a = —
4

Un systéme type de la classe C, est ST =(45), avec 8a*— a —1 =0, dont les
. . I ., . .
deux racines sont comprises entre — 3 et 1. Le S, associé est encore représenté

par (5), et U; par la derniére équation (8), pour la raison invoquée au sujet
de S;. (8) représente encore ce S;, car on vérifie que

2(1—a)(1+3a)ﬁ6a2—2a—1

UA[L_I—QSin‘ZaSin?a Sinzaa_l—-* =
5 1 2
I+2a I+ 2a

est bien égal & — a pour ces deux valeurs de «. S} est impur, puisque les deux

. 5e L L
valeurs de a en question sont dans l'intervalle — 5> 1 dans lequel le S; associé

est impur. Bien entendu, ces deux systémes S; et S; existent sous forme réelle
dans I'espace. La relation qui assujettit les U; est

Us+ U

—5—_;_——5 — Uz cosay— Uy cosa, (1 — cosa,) — Uy cosa (1 — cosay) (1 — coszy) =0,
ou

cosa (I — COSa,;) == COsa; et cosa; (1 — COSa,) == COS s,
ce qui donne
. 2a

(9) Uit U= ———

% (Us+ Uy + Uy) =o.

37. Un systéme de la classe C; est S;=(23, 45). Le S, associé appartient a la
classe C(a?), et est régulier; son diagramme (23) montre qu’il est de la forme

U=,
( -) U,= w, cosa + w, sina,
10 . . .
U;=w; cosa + sina (w, COs &y -+ wy sinay ),

| Us==w;c0sa + sina[ w, cosa, + sina, (w; cosy; -+ w; siny,)],

ou cosa,, défini par U,U,;= — cos «, est conforme aux notations du tableau T,
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tandis que U, U,= U,U,= cosa justifient les coefficients de w, et w, dans
Iexpression de U, ; cosy, est défini par

U U, = cos?a + sin®a(cosay cosa’, -+ sina, sina, cosy;) —= cosa,

qui se réduit &

sin?a sina, sina, cosyy == \/1— 4a? cosy, = «,

de sorte que v, est 'angle ainsi désigné dans T. U;, qui fait les mémes angles
que U, avec U,, U, U,, ne peut en différer que par le signe du coefficient de w,.
Il vient alors

U Us=U, (U5 — Uy) + 1 == 1 — 2 sin*a sin®q, sin*v,,

qui vaut bien — « pour ¢« = %, comme il résulte tout de suite du tableau T..

Pour 4a* —a —1=0, on observe que

Ui U — ¢ 2(1~a)([~5a‘3)_~~1—|—a+8a}’—10a3

PR +a)(1—o2a) 1—a—2a®
__2a+4a2—10a”_a—*2—6—4(1—|—a)—*10a‘3_._ i
T o —a—oa* 2—(1+a)—oa>

On obtient ainsi trois S}, représentés par

U= wy,

U,= o, cosa + w, sina,
(11) U, — o, cosa -+ sin a (., cos oz'; ~+ oy sina) ),

U, == o, cosa + sina| w, 08 o, - sina, (05 oSy, + 0 Sinyy )],

U, ==, cos o + sina| w, cosa, -+ sina, (65 cosY, — o, siny)],
%i, ou a"— 3+8—\/'7 Ces

1 . B
avec a — 3° ou a' = trois valeurs sont comprises

entre — 1 et -1, donc les S} purs doivent étre réels; plus précisément, on
i I / 1 I 1 < S
vérifie que — _ <a Lol 5 < a"<u, donc sina, et sino, cosy, sont

réels; les U; sont réels pourvu que w, et w, le soient, et que w,, », soient respec-

. N . , . . ., 1

tivement de méme nature que sina, et siny,; on voit aisément que — % <a,

. 1 . ) I " " I ,

tandis que W est manifestement entre 5 et a’, donc sin«| est réel pour 5 et a,
9 b

et imaginaire pur pour «'; siny, est réel, car sin®y, est du signe de
(1—2a) (1—>5a*), qui est positif pour ces trois valeurs de a. Ainsi w, doit

A . N . 1 . . . .
étre réel, tandis que w, est réel pour 5 et @', imaginaire pur pour a". Le seul S}

réel est celul construit avec a = a’.
Ann. Ec. Norm., (3), LXXVI. — Fasc. 4. 45
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La relation linéaire existant entre ces cinq cercles est, grace a T,

U, 1 0 0
U, a 1 o
—a \/1—2(1
U a =0
I—a I—a
2a 20
U/,—FU; 2d —_—
I+a (14+a)y1i—2a

Multiplions la derniére colonne par \/i— 2a, et ajoutons la deuxiéme ligne
a la troisiéme; 1l vient

U, 1 o 0
U, 1 0
U, a 1 0
I—2a
; . 1—2a 1—2a U,+U; 2a
U,+U; 2a = I—a |==o;
1—a I—a
20
T
2a 2a Lh+U; 2a
U,+U; 2a 1+ a
1+ a 1+a
on observe que
I—2a 2a _ 1—3a 1—2a  2a _1+a—ha?
1—a +a 1—a I—a i+ta 1 —a

donc la soustraction des deux derniéres lignes pour a = 5, etleur addition pour

a' et a", donnent les deux relations respectives
1

(12) Uy+U;—U,— Us=o, a=z»
(12") U+ U, 4+ U, 4+ U;=4alU,, La*— a—1=—o.
Observons que, pour a = é, U,, Uy, U,, Uy forment un 8, irrégulier; ce

systeme est en effet de la classe C(s,'), dont le déterminant

A= (1+a)*(1—3a)

est nul pour cette valeur de a.

1
— - Un systéme type
est S; = (23, 34, 45). Le S, associé est régulier, mais le S, associé ne I’est pas,
car il appartient a la classe C(a}); U,, U,, U, ont encore les expressions (10),

mais U,, qui leur est linéairement lié, avec U,U,=U,U,=a, est de la forme

38. Etudions maintenant les S, de la classe C,, avec a =

U,=w, cosa + sina (w, cos o + ewy sina, ),

ol e =1 est déterminé par la condition U,U,=—a. La méme observation
vaut pour U;, qui doit se déduire de U, en changeant le signe de e, puisque
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U;U;=a. Il vient, d’autre part,

UsU,=cos?a + sin® a (cosa, cosa, + e sina, sina) ) = ¢ sin? sina, sin o

2 — —c—:&?(t.

=cz\V1—4a

V5
donc e =—1 répond aux conditions. On voit enfin que
U, U, = cos?a + sina(cos®a, — sin?o ) =1 — 2 sin?asin?o, =1 — QM—([—_—F—Z—(Z)
: 1+ a
I+ a— 2
5 4 1—a -
=2 — = 1 4+ z —— = —q,
1+ a 51—a?

comme il se doit, donc ce S; existe, sous la forme des expressions

U= w,,
U, = w, cosa + w, sina,

(13) Uz == w, cosa + sina (w, cos o, + wy sina’ ),
U,= o, cosa + sina (w, COSa; — Wy sinay ),

Us = o, cosa + sina (w, COS oy + 0 Sina, ).

Tous les coefficients sont réels, donc les U; sont réels pourvu que w,, w,, w,
le soient, ce qui est possible. Formons les deux relations qui unissent U, et U,
a U,, U,, U,. Elles sont de la forme

U,— al, I o
U;—aU, cosa, sina, |=o,

U;—aU; cosa;, csing, |
avec ¢ = — I pouri =4, ¢ =1 pour { =>5. Aprés multiplication par 1 — a?, cela
se développe en

(1+a)v'1—2a(Ui—aU1)——a(l—a)\/1—|—2a(U3—aU1)
—a(Yi—2a+:¢y1+2a)(Us—al,) =o;

grace a

(1+a)(1-——2a):g——a:a(3a—1), Vi—ha*=a,

la multiplication de cette relation par é\/l — 2a la transforme en

3a —1) (U;—aly) —e(1—a) (Uy— al,) — (1—2a+¢a) (U,— al,) =o,
ou
Ba—1)U—e(1—a)Uy— (1—2a+¢ea)Uy—a(ba—2—¢) U =o,
ou enfin

Ba—1)U;—e(1—a)U;—(1—2a+ca)Uy,— (1 — 2a —ca) U —o.
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Les deux valeurs de « donnent ainsi les deux relations

(3a—1) (U, +U,)+ (1—a) (U,—U,) =o,
Ba—1)(Us+Uy) (1 a)(Uy+ Uy) == o.

1—a b1 \/h+

1 X ..
— = , on a en définitive
a—1 3-‘*\/5 .

En observant enfin que 3

U+ U+ ¢52+ L(U,— U,) = o,
U U, — 22 LU, Uy) =0

39. n =06. — Le S; associé est 'un des systémes que nous venons de former,
a une anallagmatie prés, avec a = — -%, %, \% ou l'un des zéros de 8a*—a—1,
4a*— a—1. Mais a doit également annuler 'un des déterminants A;, ce qui
n’est possible que si @ = + ou —-

Les classes C(q!) irréguliéres pour a:%sont (**) Gy, C;, C; et Cy. Un
diagramme de C, est (34, 56), dont le S; associé est (34), de la classe C(a}),
I
3
56, 63), dont le S; associé est (34, 45), de la classe C(a}’), également régulier

qui est régulier pour a= ;- Un diagramme de C; est le quadrilatére (34, 45,

pour a = %; il en est de méme pour S; = (23, 34, 45), delaclasse C(a!), associé

au diagramme (23, 34, 45, 56) de C,.

La classe C; peut seule fournir un S,. Prenons S,=(23; 45; 61), de sorte
que le S, associé soit le S;=1(23;45) représenté par les équations (11).
Le cercle — U, faisant les mémes angles que U, avec U, et U,, U, est de la

forme .
U, == — 0, €0s 2 — sina[w, cos o, -+ sina, (63 cos o) + w, sinay, )],

ou o, est déterminé par les conditions U;U,=U,U,= U, U,=a. La premiére
., .
s écrit

(14+a)(1—2a)

U, (Us+ U,) = sin?a sin?a, (1 — cos oy ) = (1—cosay) =1+ a,
1 2 2

I—a
qui donne
, 1—a —a
COSOy, —=1— - )
- I— 2 I1—2a
conformément aux notations du tableau T; mais, ici, cosa,=—1, sina,=o.

(1) Cf.§ 12,
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On vérifie alors tout de suite que

Ui (U~ Us) = U (Us + Uy) = 2 sin?a sina, sina), cosy, = 24,

d’ou résulte la solution S} représentée par le systéme d’expressions

U= oy,
Uy= w,cosa+ w,sina,

(15) U,— o,cosa—+ s%na(o)._, cosay + a.);; sina ), ,
U= o cosa+ sina[w, cosa, —+ sina, (o, €os Y| + w, sinyy)],
Us— o oS % - sin o] wy COS oy —+ sinoy (w; COsYy — oy sinyy )],
U;—=— w, cosa — sina (n, cosa’; — w; sina’, ).

Avec les valeurs numériques du tableau T., ce systéme s’écrit

/ o) l 0.
] 1y Dy~ 20,
U,:G), U/.,: “T‘"*‘——‘: )
) 3 5 : .
3 \/2 \/b
w1+ 2 V2 o, ; &l M2 3 — 20,
(]5’) Uz»_— ﬂ_+—q—\/f_;7 l’:;: 5 - T - ——?—-‘,
o 2 a2 VO
™) ey 3y ) oy — Oy, \/g 0
Uy= 5 +y2o ——————, Ug—=— 4 (oY 75,
=3 Y 3 ‘ 3 \ 3

Outre la relation (12) formée au paragraphe 37, il existe une relation linéaire
entre U,, U,, U,, Uy, qui apparait tout de suite en formant U;— U,, donc les U;
sont liés par les deux relations

U, Us- U, Us=o,

6
(I ) U1——l}_,,, .U.':‘T"IT“-,:()_

(10") n’est pas pur, puisque S ne I'est pas pour a = 3; c¢’est d’ailleurs évident

1
3
sur ces expressions numériques. .

I

40. Recherchons maintenant les S, formés avec @ = —- Les classes C(o})

/

, V5
irréguliéres pour cette valeur sont C;, €, C, et C;o. Au diagramme (45, 50, 61)

1 -

de la classe C; est associé S;=1(45), régulier pour « = —- Au diagramme

/

v
(45, 56, 615 23) de C, est associé S]=(23; 45), qui est également régulier.
Ce méme S est associé au S;= (23, 30, 64, 45) de la classe C,. Ainsi, la seule
classe qui puisse fournir une solution est C,,. Avec S;"= (23, 34, 45, 56, 62),
le S; associé est le S! représenté par les expressions (13). U, qui fait les mémes
angles que U, avec U, et U,, est de la forme

[=0]

Uy== 1, cosa -+ sina| m, cosa, =+ sina; (o1; cos B 4 my sinf3)) |,
ou cos 3, est défini par U, U, = cosa, c’est-a-dire

(1+a)(x—2a) (1

U, (U, — Up) = sintasin?a, (1 — cos3)) = - (
—

—cosf3)) =1 — «,
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qui donne
(1—a)? _a(1—3a)
(1+a)(1—2a) (+a)(1—a2a)

cosB,=1—

conforme aux notations du tableau T. Mais alors sin 3, = o, et, plus précisément,

on voit que cosB,=—1. On vérifie ensuite que U, U, et U, U, valent respec-
tivement

€0s?a —+ sin* a (cos a; cosay == sina, sing; ) === sin?a sina, sina), =+ \1 — fa?* ==+ a,

comme il se doit, et I'on a ainsi obtenu le S;° du plan

U1: @y,
U,= 3 i
ly= wy COSa + w, Sina,
—_ . ! . '
(19) U=, cosa —+ sina (w, COS oy -+ w; sina ),
U,=— w; cosa + sina (w, cosa; — wy sina, ),
U; = w; cosa —+ sina (wy COS %y —+ 6 sinay ),

U= 0, cosa -+ sina (o, cos o) — wy sina ).

Ces expressions sont évidemment valables pour a ==+ \—/I,g- Avec a = %, le

tableau T, donne les expressions numériques

i ——mer——

U= w, Uly:'(fj_l_—"/i_ 002—\/5_—1—2\/5(»3,

Voo Wh V5 41
(171) U, — W)+ 20y U.— [oN 4 2 0)2“‘\/54‘2\/5&):;

g T ————— _— i —

\/5 ’ \/5 \/5 \/5+I
o, 2 —wy+ {5 —2Vbo, B2 g, /5_2\/5(”3
=BT v L '

—1

Vi V51
1l suffirait de changer /5 en — /5 pour a = —_,—51 Ce systéme est réel si w,,
v

w,, w, le sont. U,, U,, U, sont seuls linéairement distincts, et il s’ajoute aux
relations (14) la relation

Vot Uy V31 (U, U,) = o,
2

pour le systéme (17").

41. n=r. — Le S, associé est 'un des deux systémes que nous venons de

former avec a = % et —-
V5
Supposons d’abord a = % Le diagramme de S;, qui se déduit de celui de S;

par 'adjonction de o, 1, 2 ou 3 segments (*?) issus du sommet 7, est formé par

22) Ce nombre de segments peut étre supposé < 3, en utilisant au besoin v-.
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3 traits au moins (isolés dans ce cas) et 6 au plus. Les seules classes de S,,
: . [ 1 . , . .
irréguliéres pour @ = 3. et susceptibles d’une telle représentation graphique,

Sont ainSi <23) C;, C“), Cq/,, C’15, Cig, C23, C‘.’/n CIQ;,, C?S’ C‘26'

Un diagramme de C; est (34, 56, 71), et le S, associé est (34), de la classe
C(a?), réguliére pour a= % Ce méme S; est associé 4 S;=(17, 723 34; 56), de
la classe C,,; il n’y a pas non plus de S}°. Les quatre traits consécutifs de C,,
ne peuvent se construire a partir de S;. Un graphique de C,, est S, = (12, 23,
315 463 57), et le S; associé est (12, 23, 31), de la classe C(4)*) formée a 'alinéa
s (§ 5), donc régulier pour a = % S,=1(34) est encore associé au S, = (16, 63, _
57, 72; 34) de la classe C,,, ainsi qu'au S; = (76, 65 ; 74, 43; 72) de C,;, et au
S.= (33, 34, 46, 67; 75) de C,,. Un graphique de la classe C,,, de I'alinéa .
(§18) est (21, 17, 72; 23, 34; 56) dont le S; associé est (12, 23, 34; 56), de la

classe C(a,") réguliére pour a = % Les deux diagrammes (23, 34, 45, 56, 67,

72) de C,; et (23, 34, 35, 57, 72; 71) de G, ont le méme S; associé, dont le
diagramme (23, 34, 45) appartient a la classe C(g}), réguliére pour « = ')

Ainsi, cette valeur de a ne fournit aucun S,.

10
6

1 . e, . '
Lorsque a = v le diagramme de S; est associé a celui de S,", et comporte

- Valeur Expressions :
Systéme. de a. représentatives. Nature.
St = ( )i ——% (8) impur
S = (45) e 8ut—a—1=0 (8) »
)/ 15 (11) »
Si=(235;45) ..o I——-S-\—/ﬂ (11) »
—I+\/l7 (11) réel
8
St == (23, 34y A5)ee e QI_% (13) .
St = (23;45;61). 00 % (13) impur
S10— (23, 34, 45, 56, 62)...... .. j% (19) réel

(23) Le diagramme de Cj;, formé aux alinéas Xy, et hy7, comporte 7 traits.
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donc 5 traits au moins (formant alors un pentagone) et 8 au plus. Les seules
classes de S. a retenir sont C., C,,, Csy, C,,, C,,, Csy, C,,. Mais le S, de C’ formé
a l'alinéa £, (§ 17), ni celui de C|,. formé a alinéa 7,, (§ 16) n’ont 5 traits
consécutifs. Les diagrammes (53, 34, 46, 65, 57) de C,, et (73, 34, 46, 65, b~;

.y N . . , . I 3 ,
71) de C,, sont associés a S5 =(34), régulier pour a = v S, =(12, 34), régu-
lier pour cette méme valeur de «, est le S; associé au S; = (73, 34, 46, 65
12) de C,, formé a I'alinéa {, (§17), ainsi qu'au S, =(73, 34, 46, 65,
71, 12) de C,, formé a l'alinéa %, (§ 22). Enfin, le diagramme de C,, formé a

» 973
27

’

I

I'alinéa {,; (§ 18) ne peut se déduire d'un pentagone. a = ne fournit

il

<

aucun S;.

Nous avons ainsi démontré qu’il n’existe aucun heptacercle isogonal dans le
plan. Par contre, il existe quatre types de pentacercle et deux types d’hexacercle,
dont nous rappelons les caractéristiques dans le tableau ci-dessus.

CHAPITRE V.

Les S, 15060NAUX DE L'ESPACE K.

42. Les S, et les S, sont les mémes que dans E,, sauf les S, irréguliers, qu’on

o h
Le S, associé a S, <a:.___> ou

. I I
peut supposer formés avec ¢ =— ; oua = —- 3

: %

aSi<a=¢%> est encore donné par (1; IV), mais Pexpression (7; IV) ou
9

(6;1V)de U, est remplacée par

. 6y, =+ L0

—_—

(1) U,= o, cosa + stz (0,082, -~ tysine,) + l
’ 2

ou /v est quelconque.

La discussion faite au paragraphe 35 sur la pureté des S, montre que ceux-ci
existent sous forme réelle pour —1 < a <1, car il existe quatre o; réels
dans E;; par contre il n’existe pas non plus de S} pur pour || >1, car aucun
- espace E, ne contient deux w,; imaginaires purs.

On peut construire les deux S, irréguliers représentés par (15 IV) et (1) en
prenant trois plans orthonormaux pour w,, w,, ®,, et deux sphéres respective-
ment réelle et imaginaire pure pour w,, ®;. Nous appelons &, le pentasphére
orthonormal correspondant (**)

po oP —y¢* OP —+ ¢
Bo . mi—e. .OP (i=1,2,3), m,,:—,.————p,- 0y == ——————
¢ 20 - 2D

b

. > 2, ;. o
(2*) Les trois vecteurs ¢; sont orthonormaux; g est réel; P désigne le point courant de I'espace.

¢
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de sorte que w, 7w, =—p représente le plan de 'infini. U;, U,, U, forment
alors un triedre de sommet O, que U, compléte en tétraédre si h£ o. Récipro-
quement, tout tétraédre isogonal est un S, irrégulier, et est semblable 4 ceux-ci.
Les seuls polyédres réguliers dont I'angle polyédre est un triédre non rec-
tangle sont le tétraédre et le dodécacdre. Le S; que nous venons de construire
est justement un tétraédre régulier, et le S; est le tétraédre obtenu en coupant
un triedre de dodécaédre régulier par un plan. Il ne peut s’agir d'un plan per-
\/Lg- On

montre aisément que U, coupe les trois arétes du triédre a des distances pro-

pendiculaire & I'axe ternaire puisque U, U, est opposé a U, U, = U,U,=

portionnelles a 1, 1, 1= V5.
2

Les expressions explicites de ces deux tétraédres sont respectivement, pour

Si <d= %)7

/ >

U= ¢.0P,
22— 3 b
(2) / > =T RT
Ug:_we__“W%OP,
> —~ > T
| U= GEVRATVOAGE

c g hp 2= L
oul_T#o, et,pourS,»<a__\/5>,

y =
U,=¢,.0P,
U._bt245h
2— \/5 )
(3) ¢+ \5+a5e \OP
U, — g1+2(2+ \/5:—!—2\/563 O_l:,
Vo 41 V5
Ui— z+22’:—-\/5—|—2\/52 6{1’}_[
T V541 NG
43. n=>5. — En changeant au besoin a en — a, il suffit de former un S;

de chacune des classes C,, C,, C;, C..
Le systéme strictement isogonal S; de C, est représenté par les expressions

U= w,,
U, = w; cosa + wy sina,
(4) U; =, cosa -+ sina (w, coso; + w; sina, ),
U,= o, cosa + sina [ w, cosa; + sinay (o, sina, + o, sina,)],
U=, cosa —+ sina { o, cosa, + sina, [ 6 cos oy -+ sina, (0, COS oy —+ ; sinay)] |,
Ann. Ec. Norm., (3), LXXVI. — Fasc. 4. 46
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lorsqu’il est « itérativement régulier », c’est-a-dire lorsque tous les S, associés
d’ordre p < n, sont réguliers; pour n =75, cela suppose a £ — é et — %; les
notations des angles «; sont celles du tableau T. On a démontré dans un article
antérieur (**) que (4) n’est pur que si a =~ — % ou a >1, les U; étant réelles et

. ! . . : . .
sécantes pour —1 < a— - A réelles non sécantes pour a<—1, et imagi-

. . . ‘ 1 1 "
naires pures pour « > 1. Les expressions valables pour ¢ =— ; et — 3 ont ete
, . g 1
données dans cet article (**). Pour a=— _, on peut leur donner la forme
U= w,,
U,— — Wi+ V3 w2,
2
U,—— M + L; (s imy),
(5) ’ 2 2
. /g (O /g
U,—=— DTNID: N2 (05— foy,),
2 2 ’
O] g [OF) .S .
\ U,=— —i;/——’ 4+ V3 (w4 (),
qu'on obtienten reproduisant les expressions (2;IV)et(3; IV)avec hn = — p.= V3 ,
2

et en ajoutant une cinquiéme sphere U;, qui est a prior: de la forme

(6) U5:——w1+2\/3&j2—|—(,),

avec w?=ww,=ww,=o0, et U,U;=U,U;=— -- Avec un pentasphére du

N =

type ®, du paragraphe 42, ou les indices 1, 2, 3, 4, 5 des o; de (5) sont les
indices 1, 2, 4, 5, 3 de B,, U,, Us, U, sont les faces d'un prisme équilatéral

paralléle a e, et U,, U; deux sphéres centrées sur I'axe de ce prisme et circon-
scrites aux sections droites de leurs centres. En fonction de p, la hauteur de la

V3

*-»donc le rayon de ces sphéres est 2, et la distance de

V3

section droite est g
leurs centres est égale a ¢.

I

Avec a = — 3, une solution consiste en le tétraédre régulier (2), de hauteur

3
[(I> o), auquel on adjoint une sphére qui est nécessairement de la forme
> - > = > 2
(7) U:.:—el_'_\/Ze?:_F\/b 636?)—0—92%’

(23) Loc. cit., p. 242; c¢’est d’ailleurs immédiatement vérifiable.
(2%) Loc. cit., p. 235.
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4 3, L :
avec U,U; =1+ - = — 5, donc de rayon | p| = 5 /; c¢est la sphére circonscrite.
P 3 4

44. Prenons S:=(45) pour systéme type de la classe C,. On sait que le déter-
minant A} =(1—a)*(1+ a)(1+a—8a?), donc S: estrégulier si 8a* —a—15£o0.

L oY I I * , ’
Lorsque a différe de —_ et — 3, le S, associé est représenté par les quatre

premiéres expressions (4), et U;, qui fait les mémes angles que U, avec U,, U,
et U,, est de la forme

U, =, cosa —+ sina { 0, cos oy + sino [oy; €os o, + sinay (0, cos B, + wy sinBy)] |,

ou cos 3, est déterminé par la condition U, U;=— a; celle-ci s’écrit

(1— ) (14 3a)

U, (U,— U;) =sinasin?a, sin?a, (1 — cos3,) = ey

(1—cosf3s) =1+ a,
donc
(1+a)(14+2a)  —a(i+5a)

(‘,0552:] — (I'—(l) (I+30/) - (I—(l)(l+3a)

est conforme aux notations du tableau T. S} est ainsi représenté par

/ Ul ==y,
U,=— w, cosa -+ w, sina,
8 5 U;;i 0y COSO —+ sin o (W, COS 0y ~+ Wy sina, ),
U, = wy cosa —+ sina [ @, S oy + Sinaty (3 COS &y + 0y Sinay ) |,

U, = w, coso + sina { w, cosay + sinay [w; cos oty + sina, (w, c0s By —+ ws sinB,)] |,

I I , . s , [ 9 . .
pour a 5 — - et — 3+ On vérifie 'irrégularité pour 84* — a — 1=o, qui annule
sinf3,.
Lorsque a=— -, les quatre premiéres expressions () subsistent, ainsi que

(6), mais avec les conditions U, Uy=— U, U,=— -; il vient alors

1
2

w(m,«;—hicok):—%, co(co;;—icu,,):i’

V V3
qui, joints 4 ww, = ww, = w?=o0, donnent

. o+ V3w Wy — 200,
(9) L
2 \/3

Avec les w; particularisés pour la construction de (5), U,, U,, U, sont les
faces du méme prisme, U, est la méme spheére, mais U, est déplacée paralléle-
ment au prisme de maniére que la distance des deux centres soit maintenant
£
V3

égale 4 =, donc au rayon.
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. . 4
Pour « = — :, (2) et (7) conviennent encore, mais U, U; =1+ ; :% donne
. 3 s L . . .
maintenant p =— —; U; est 'homothétique double de la sphére circonscrite,

par rapport a un sommet du tétraédre.

Discutons de la réalité des S} représentés par (3). Pour —1<a <1, les U,
doivent étre réels; les cosinus étant toujours réels, ce caractére des U;s’exprime
par la réalité de w,, w,, tandis que w,, w,, ®; sont respectivement de la méme
nature que sin«,, sina, sina,, sine, sin«, sinf3,. Les valeurs caractéristiques de

1 1 i . . 1
asont — ~; — 55 et les zéros o/, a" de 84* —a —1, qui sont compris entre — 5
et 1. Avec les notations habituelles, la discussion est résumée dans le tableau

suivant :

ac......... —1 — —; —3 a' 0 a’ 1
[ YIPN r r 7 7 r
[ Y r r 7 ’ r
[ Y i1 7 r r r
[ YA r [ r r r
L T r r i r i

Les S} purs, formés de sphéres sécantes, n’existent donc que dans les inter-
valles —1<a—"a'eta"—~a<1;les bornes a’, a’ conviennent, puisque sin 3, =
élimine w; des expressions (8). S; devrait étre également réel pour a <— 1;
or, ces valeurs de a modifient la nature des coefficients sina, sina,, sinf,

Py I .
par rapport a la colonne — 1< a<{— _; , et w; devraient changer de nature

et devenir imaginaires pures, ce qui est impossible. S} devrait étre imaginaire
pur pour @ >1; or ces valeurs de @ ne changent la nature que de sin«, par rap-
port a la colonne a’< a<1; w, seul devrait changer de nature, v, et w; seraient
alors imaginaires, ce qui est impossible. En résumé il n’y a pas d’autres S? purs
que ceux fournis par les intervalles —1<a < eta"Za<1.

45. Un systéme type de C; est S]=1(23; 45), et

Al=(+a)2(1—3a)(1+a—La).
Le S, associé est de la classe C(g;) et représenté par le systéme (103 IV) si
1 - ., . , . .

a 5 afin que le S, associé soit régulier; Uy, U,, U, U; forment un S, analogue,
done, sisiny, o0, U; est de la forme

Us; =, cosa + sina { 0, cosa; + sina, [w; cosy, + siny, (o, cos 35+ w; sin35)] |,

s

écrit
(1t—a)(1—5a?)
(r4+a)(r —2a)

ot cos3; est défini par U, U, =— a; ceci s

U, (U, — U;) = sina sin? o siny, (1 — cos3;) = (1—cosf;) =144 a,
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donc
(1+a)(1—a2a) —a(i+20a—75a?)

cosBs=1— (1—a)(1—5a*) (1 —a)(t—ia?)

1
+\/3

. m . . I & .
correspond aux notations du tableau T. Ainsi, pour a £ - et » les 87 en

\

question sont représentés par le systéme

/ Ulzﬁ)n
U, = w, cosa -+ w, sina,
(r0) Us=w, cosa + sina (o, cosa, -+ o, sin ),
U= o cosa + sina[w, cosay + sina, (w; cosy; -+ o, siny )],

U; =, cosa + sina { w, cosa, + sina, [0, cosy, -+ siny, (w,c0s 35+ w; sin35) ] }.

sinf3; s’annule effectivement si AJ=o, ce qui rend S irrégulier; cosf3; est

1 , o

5 et les zéros a', a" de fa*—a—1.
Recherchons tout de suite les systémes purs fournis par (10). Pour

— 1< a<1, la réalité des U; équivaut a celle de w,, w,, alors que w,, w,, ©;

sont respectivement de la nature des coefficients (*7) sin ), sin«, siny, et

sina, siny, sinf3;, donc de

alors égal a — 1 pour les trois valeurs de a :

Vi—2a, V(1—2a)(1—3a), V(1—3w)(t—>5a*)(1+a—f4a*).

1

VB

. ., 1 ’
On voit aisément que — — <a'< o et - <a"<1, etlonale tableau

1 , I I T "
a.....|—1 —— a [¢] 5 = - a !
\,' B bl \/5 2

A TIRN r r r r r / 7
AN 7 r 7 r r 7 r
AT r r 7 7 r ' { )
Oheeenn { r r r [ r 7
(A TS 7 { r ) r | 7 i

Il n’existe des S; réels que dans les intervalles —1<aa' et % ~Za=a";

1

les bornes 3, @, a" conviennent car w; disparait alors des expressions (10).

Pour a<—1, les U; devraient étre réelles, mais sina et sina sino, sont imagi-
naires, ce qui exige la méme qualité de w,, w,, impossible a réaliser. Pour
a >1, les U; devraient étre imaginaires, alors que sinasina, est réel; w, et w,
devraient étre imaginaires, ce qui est impossible. Il n’y a pas d’autres S} purs
que les S réels correspondant aux deux intervalles ci-dessus; méme les valeurs

(27) On observe que sin«} est de méme nature que sina; cosy,.
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a= ; et -+ ;/Lg pour lesquelles (10) n’est plus valable, mais qui sont dans ces

intervalles, donnent des systémes réels comme nous allons le voir.

I ., R . ., . .
46. Pour a = 5 le S, associé de S}, de diagramme (23), est irrégulier, mais

le S, associé est régulier. U,, U,, U, formant un systéme strictement isogonal,
on peut prendre

U=y,

U, = w; cosa + w, sina,

U,=w, cosa + sina (w, COsa; + w3 sinay ),

Us;= o, cosa — w; sina + A(w;+ iw,),
avec ‘

. . . 2 1
U, U,= cos?a — sin2a cosa, + Asina sina, = A == -
* : 37 2

done k:%- U;, qui fait les mémes angles que U, avec U,, U,, U,, est de la
2

forme

U; =y cosa + sina { w, cosa, + sinay [w;c0s3; + sin3; (w, c0s0 + wy sinf)] |,

avec
U, (U; — U,) = sin?a sin?a (cos 3, — 1) == — (1 + «),
done
. (1+a)? —a(t+3a) 35
Cosp1=1— (1—a)(1+2a) - G—a)(+2a) 4

. . . 317 o,
conformément aux notations des tableaux TetT,, etsin(3, = = Il reste a écrire

4
que U, U; = é, ou

U; (U;— U,) = Asinasina, (cos3; — 1+ isinf, cos ) = o,

donc cos =— 3, et sin 6 = 27,/2. Nous obtenons ainsi le S
U= wy,
U,— ‘i’_"ilg’ﬁ”,
2
U3: 0y — \/gﬁ)g 4 \/3 w;;—l—l'cm,
(ll) 2 2 2

TN
U,@— > +2\/§+\/3&)3’

Uy @1 @2 _;:<5_°ﬁ_9m +3\/;w5>,
P 2\/3 /6 2

Il est réel en prenant pour w, la seule sphére imaginaire pure. Avec le penta-
sphére ©,, ou p est imaginaire pur, U,, U,, U, sont les faces d’un triédre sup-
plémentaire d’un triédre de tétraédre régulier.
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Lorsque a:;/i_r., c=1, le S, associé de S; est régulier, mais le S, est
)
irrégulier. Les trois premiéres expressions (10) subsistent, mais celle de U,, ou
cosy =c¢ et siny, = o, est remplacée par une expression de la forme

U,=w, cosa + sina (6, Cos oy + oy sina, ) ~+ A(w, -+ {w;).

U;, qui fait les mémes angles que U, avec U,, U,, U;, est de forme analogue,
mais avec un terme en w,— tw; puisque S? est régulier, soit

U;=w, cosa + sima(w, cosa; —+ swysinay ) + p(w, — (w;).

II suffit d’exprimer que U,U;=—cosa, ce qui donne tout de suite
Vb 1 ..
2AU=— L\/g_ A et p. ne sont pas nuls, et 'on peut choisir les valeurs
[OR VA
- 2 e 5+I — I . . ’ ’ ce 3
A= ——s h=— Vv =————> sans restriction de la généralité. Le S
e /b 4 ey —1
ainsi obtenu est
U, = w,,
U,— w, cosa + w, sina,
U, =, cosa ~+ sina(w, cos o, + wy sina, ),
. . Wy~ L0y
(12) U,,-_:coicosa—ksma(wgcosal—l—sco;,smoq)+2—‘——*-;/—5——,
. . W, — Lo
U, == 0, o8 —+ sina (6, COS oy - Say sma])——#.
: s\h —1

Les lignes trigonométriques étant réelles, ce systéme est réel si w; est la
seule sphére w; qui soit imaginaire pure. Avec e =1, les formules numériques
sont

‘ U=,
W, 20,
Uy—= ————
2 \/5 b
o), " 2 —~w2+\/5-—2\/5m3
3/ = ey — 9
(1) VBB Ve —1
o 2wy 45 +2 V5w, 0y LW
U/,:—_ -+ - —- —+ 2 — ,
VB VB Vo +1 V5
W 2 o)2+\/5—l—2\/5w3 W, — LWy
U5:—:+'—: — - — .
V5 V5 V51 V5 —1

Avec le pentasphére &, du paragraphe 42, ¢ réel, U, U,, U;, U, forment un
tétraédre dont I'angle des faces U,, U,, U, est un triédre de dodécaédre régu-
lier. U, est le plan sécant appelé U, dans les formules (3) et U; est une sphére
qui passe par les sommets U,=U,=U,=o0etU,=U,=U,=o.
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Bien entendu, le S’ relatif 4 a =— —
Vb par — /5.

47. Dans la classe C,, dont le déterminant A} =¢1 — 5a*)*, considérons le

s’obtient en remplacant, dans (12’),

i

Vo

systéme S;=(23, 34, 45). Le S, associé est itérativement régulier si a £ é et
€
7
de maniére a changer le signe de U,U,. Les trois premiers termes de |'expres-
sion de U; sontles mémes que dans (11; IV') ou (10), etla condition U, U
qui détermine le coefficient de w,, donne de ce S; les expressions

; 1l reléve des formules déduites de (10;IV)en remplacant sina, par — sina,

:——(l’

5
U1:(’31,
U, = w, cosa + w, sina,

(13) U= o, cosa ~+ sina (o, oS, + wy sind’, ), e

U, = w; cosa + sinafw, cosa; — sina, (w; oSy, + 0, siny, )],

U;=w, cosa + sina { 0, cosa; + sina, [y cosy, — siny, (w, cos o, + w; sina’y )] }.
En effet,

U, U;=cos?a + sin?a[cos? a, — sin®a;(cos?y, — sin?y, cos ) )|

2(1—a)(142a)—(1—5a*)
1+a -

=1 —sin’asin’a [2—sin?y, (1+4cosa})]=1—

Ce 8! n’est jamais pur. En effet, les U; devraient étre réels pour —1<a<l1,
donc w,, w, seraient réels, et les autres w, seraient respectivement de la nature
(**) de sina’, sina, siny,, sin«, sina| siny,. Les valeurs caractéristiques de «

sont justement é et &= \/_1’5’ et fournissent le tableau

I 1 1 .
Aoeivinnnnnnns — 1 —_ E o —\FE) 3
L T r r r r
W e e eeenennnnn r l r I r r
e e, r r ] r i
[ YA 4 r I 1 r
Oy enenns { r i i y i

qui met en évidence notre affirmation pour ces valeurs de a. Pour a<—1,
St devrait étre encore réel, mais le facteur sino devient imaginaire; les autres
sinus sont de méme nature que dans la premiére colonne du tableau, donc les
w;(7>>2) ont la nature contraire. Pour @ > 1, S} devrait étre imaginaire, et un

(28) sina, cosy; est de la nature de sinay.
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raisonnement semblable montre que les w; d'indice {2 seraient de méme

nature que dans la quatriéme colonne. Dans les deux cas, la réalisation est
impossible.

I \ ., + , , .
48. Lorsque a = _, le S, associé de ce S: est encore représenté par les trois

. . 3 . T 1 . N .
premiéres expressions (11) de S}, mais U, U, =— ; conduit a changer le signe

de w, dans I'expression de U,. U, fait, avec U,, U, U,, les mémes angles que la
sphére U; de (11); elle est donc de la forme (**)

o »; 5w,
U= S 22 28 ———(o) cos ) + w; sin0),

2_*-2\/3 26 26

puisque le changement de signe du coefficient de w, dans U, produit le méme
effet dans U,. Il reste a préciser § par la condition nécessaire et suffisante

1 . s, .
U, U, = 5» quis'éerit

U, U;=

OO] (523

1 . .. . 2\ s .
donc cos= 3, on peut faire évidemment sin)=>Y”, et I'on obtient le
)

systéme
i U=,
P o),—i—\/ow,
Uy—m ——
2
0 — V3w, '3 Gy (o
, U:_'_L__--F\/.f_'__,
(1%) 2 2 2
, 0 (OB —2
U,=-- — — z
‘ %+w3 V3o
) Bw, 1 .~
Up= 2y 2 '_<M+L¢M>.
2\/3 y/(j 2 /

Il n’est pas pur, puisque w, et w; devraient étre imaginaires.
Pour a = \7, le S} a été formé dans le plan en (135 IV); mais, dans E;, on

peut ajouter aux formules de U,, U; deux sphéres-points orthogonalesa w,, w,,
w,, et orthogonales entre elles afin de conserver U,U;. Elles sont toutes les
deux de la forme A(w,~+fw;), et le S} cherché s’écrit, grace au tableau T,

\/_ —I

Ann. Ec. Norm., (3), LXXVI. — Fasc 4. 47
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pour les expressions numériques,

2

; U =w,
20,
U,= o, cosa + o, sina =— I—+_—%a
V5
2 — o, 5—2y50,
U; = w,cosa+sina(w,cosa|, + w;sina)) = AR ‘+\_/ L m,_’
Vi o5 Vo —1
- Loy
j U, = 0, oS & 4 $in (0 COS o — oy sinay ) + A ———2
(15) \
I = - B
_w, 92 w2~\/5—|—2\/5m3+7m4—|—1w5
—__ — \ 9
\/5 Vo Vh 1 2
Wy —+ L)y
U, = o, cosa + sina (w, COS &, + w, sinay) + LT

2 my+ \/5 + 2 \/5 o 0y~ [W;
+ .

\/5 \/5+1 2

Pour a=— \/i,?, il suffirait de changer /5 en — ,/5; mais le systéme obtenu est
)

directement semblable a (15) puisque C, =C,. Ce systéme est réel si w,, w,, w,,
w,, A, usont réels et w, imaginaire pure. Ce fait ne contredit pas les résultats

~ L &
du tableau du paragraphe 47, car, lorsque a tend vers — & gauche, o, reste
Vo

réelle a la limite, tandis que w; devient imaginaire <la continuité de sa nature

est a droite de \%) (1) représente alors un pentaédre lorsque les w; sont les
J

spheres du ®, du paragraphe 42, ¢ réel. L’indétermination qui porte sur A, 1.

traduit la possibilité de déplacer par translation les faces U,, U;.

49. n=6. — Les S, d’ordre n>x6 sont irréguliers dans E; et, pour n=F6,
nous pouvons borner la discussion (**) aux dix classes C,, C., ..., C,.

. . 1 \ LY ~ .
Dans C,, a doit valoir — =, et le S, associé 4 S! est donné par , avec
5 6

coso =— - Il suffit d’ajouter la sphére U, distincte de U,, qui fait les mémes

\.«!\

angles que celle-m avec les quatre premiéres sphéres; il s’agit nécessairement
de

(16) Ug= w; cosa + sina { wy cOS oty + Sin o [ wy COS oty + sina, (0, COS Ay — wy sinay)] |.

Il vient alors

. . . . 1—a)(1 173 — 8a?
(17) U;Ug=1—2sin?asin®a,sin>a,sin?a;=1— ( ) (1+4 )E——- 1+3a—8a s
14+ 3a 1+ 3a

(#%) Foir la remarque faite au début du paragraphe 36.
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. . 1 1 s . 1 :
qui vaut bien — ¢ pour @ =— -. Ce S; n'est pas réel, car — - est dans l'inter-

, . 1 ‘ 8 . . AR TN .
valle d’impureté <— i ) de S;. Ce caractére réduit 'intérét des expressions

numériques des formules (4), (16) de ce systéme.

Dans la classe C,, 114> —2a —1=0. Avec S; =(56), le raisonnement qui
vient d’étre fait pour S; demeure valable. (4) et (16) représentent encore S,
et (17) donne maintenant U;U,=—a pour ces deux valeurs de a. Celles-ci

sont d’ailleurs dans I'intervalle (— %, 1> et ces deux S; ne peuvent étre réels.

50. La classe C; ne peut donner que trois types de S}, car (1— 3a)
(1+ 2a — ~a*)=o. On peut prendre S} = (36; 45), de sorte que le S, associé
est un S; régulier, relevant des formules (8). U,, U,, Uy, U, forment un systéme
du type du S représenté dans le plan par (6; IV), donc Ugest ici de la forme

(18) Us==w,cosa + sina | w, cosay —+ sina; [w, cos 31 + sinB; (0, cosys —+ ew;sinys)| |,
ou v, et e = 4=1 sont tels que U, U;= U, U,=a. La premiére condition s’écrit
U, (U, — U,) = sin?a sin?a; [ cos %, (€0s &y — c0sBy) + sina, (sinay — sin 3, cosyy) | =1 — «,

soit successivement

1+ 2a w(1+3a) (14 a) V(I +a) 1+ 3a) (1 — ba?) ) ) B
+a (1—a)(1+2a)* — ) (1 +o2a) cosys | =1,

Via+a)(1+3a)(1—ba*)cosy,=1+2a— > — (1—a) (1 +2a) = a(1+ a),

ou les trois valeurs de a surpassent — 1; v, estdonc I’angle ainsi désigné dans T.
L’autre condition s’écrit ensuite

(U, — U,) Ug=sin2a sin? o sinay sin3; | (cos 3, — 1) cosv, + esin By siny, | = o,
ou
2 o ( w) (1
LB g ;(ﬂl)—(kl )—k?%ﬂ,) - ?:fnzg:_gzz
donc (**)

e(i+u—8w?)=a(1+ u).
. . I . ’ " 9
Ainsi, e =1 pour @= 3, et — 1 pour les zéros 4|, a; de 7@ —2a—1.

Ces S; ne sont purs que s’ils sont réels, et I'existence dépend de la situation
de ces trois valeurs de a dans le tableau formé au paragraphe 44 au sujet du S;

associé; on voit aisément que — 1 < @' < a < % < a" d;<1,donc ce S n'est

réel que si a==a;, w; étant la sphére unique imaginaire pure. D’autre part,
sina, est réel, et la réalité de (18) est assurée par celle de sin 3, cosy, et ¢sinf3,

(*1) Un méme radical a ]a méme détermination dans les expressions de sin s, cosys, sinvy..
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siny,, c'est-a-dire de /1 + 3a et de ¢ \/(1+ 3a) (1 + a — 8a?), ce qui est le cas
pour a;. En résumé (8) et (18) donnent trois S}, dont un seul est pur,

18
e=—1).
— )

51. Les S; cherchés doivent annuler A}=(1—a)*(1+ 3a —ga*—19a*),
ce qui permet trois valeurs de a, @), 4|, a], vérifiant les inégalités (**)
—1<a,<d, < o<a 1. Ces valeurs n"annulent aucun A,d’ordre n<6,
donc le S, associé est itérativement régulier. En prenant S; = (45, 56), ce S;
est encore représenté par (8). U,, qui forme un S; strictement isogonal avec U,,
U,, U,, U,, a donc pour expression

poura—=—a, —

(19) Us=m,c08a ~+ sina { 0, COS0; — sina [m;COS o, —+ sina, (0, cos o, + ew;sinoy )] |,

avec les notations du tableau T, et ou la seule indéterminée est e = 1. Celle-ci

est fixée par la condition U; U, =—a, c’est-a-dire
U, (U, — U,) = sin*asin®a; sinay[cos By (1 — cosay) — e sinBysino,] = o,
ou enfin
eV(t+2a)(1+4a)y(i+a)(i+20)(1+a—8a) =—a(1+ 2a) (1+ 5a).

Cette relation est valable puisque A;=o0; donc le coefficient de ¢ est réel,
et la vérification en est aisée par I'élévation au carré. Pour préciser, il con-

vient de situer d,, @', @’ par rapport & — -, — 7, — £, et aux zéros o, a’
e situe o a,, a p PP 5] 4 ’ 5 ’ > 5
o . . . 1 T,
de 8a®*— a—1; nous les situerons aussi par rapport & — 5 pour discuter de la
réalité de S; a I'aide du tableau du paragraphe 44. En posant

9(a)=19a"+9a*—3a—1,
on a

N .
N EC I | G T G ) B TO R S B
et, pour a', a’,
o(a) =19+ ga*—2a — (a-+1) )
—a(19a’+a —2) =a[19ga*+3a —2(a +1)]=3a*(a+1)>o.

Sachant que a’<—— % < a’, on a done

1

, I I ” 1 " "
—1<a1<~~;<~g<a,’<——4<a,<—»5<0<a,1<a, <1,

et les deux radicaux au premier membre de la relation précédente sont positifs ;

(*2) Nous les vérifions plus loin, avec d’autres inégalités.
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¢ est du signe de —a(1+42a)(1+5a), donc =1 pour a,, et —1 pour |
et a).

D’autre part, le S; associé n’est pur, donc réel, que pour ¢« =4da'; w, est
le seul w; imaginaire pur; pour cette valeur, sina, et sinz, sont imaginaires
purs, sina; est réel, donc U, est réel ainsi que le S; correspondant.

52. Le déterminant A; de C; n’est nul que pour a =+ % Avec S, = (23; 45;

61), le S, associé est le S représenté par (10). Comme dans E,, au para-
graphe 39, on voit que U, est de la forme

Uy=— o, cosa — sina[w,cosa|, + sina (w;cosa, + w)],
. . , 1 ) .,
avec w’=sin’a, et ww, = ww, = ww;=o0. Pour a = ;,cosa,=—1, sina, = 0,
2 3 2
donc o est de la forme A(w, 4= iw;), tandis que U, U, = a s’écrit
U, Us=— cos?a — sin*a[cosa, cosa) + sina, sina (% siny, — cosvy,)]

= sin®asina, sina’, (cosy, — Asiny,) = a — A sinasina, sina, siny, = «,

donec A =o0; on a bien alors U, U,=U,U,=aq, et

(20) Us—=— w,cosa — sina(m,cosa’|, — wysina’ ), a=3
1
Pour a =— 3,
3
w = sina, (0, cosl -+ vysin (),
et U,U,=a donne
U, U= — sin?asina, sina’ (cosy, cosa, + siny sina, cosf) = cosa,

ou
—a(t—3a)

Vii—a)(1—3a) (1— a)’

cosf—=

c'est le cosy, du tableau T, done sin0=esiny,. e==-1 est précis¢ par
U;U,=a, ouencore (U,— U,)Us=o, qui se réduit a '

(cosB;— 1) cosv’, + esin3;siny, = 0;

il résulte du tableau T, que, pour @ =— ;

k)

5 1 - 15 oo’ /3 " /5
COS O —— SL p— — CcOs~ ., — B 51 e

25 4’ 5 4 9 HE) \ 8’ Sy, 8,
donce=1, et

(21) Ug=— w,cosa — sina { o, cosay + sina) [0;cosay + sina) (0, cosY; + w;siny;)] |

(21) convient aux deux valeurs de a.

Pour « = 3, quatre seulement des U; sont linéairement distincts; le S;

1
<
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correspondant a été explicité, sous forme réelle, en (15'; IV), avec les deux

relations (16; IV). Par contre, le S; formé avec a =— % est impur, car cette

valeur de a est dans la colonne <a’, %) du tableau du paragraphe 45.

53. Dans la classe C;=C,, A;=o0 suppose ¢(a)=29a'—14a*+1=o0,
dont les quatre racines sont entre — 1 et 1. Avec S;=(23; 45, 56), le S;
associé est encore le S{ de (10). Uy, qui fait les mémes angles que U, avec U,,
U,, U,, est de la forme

22) Ug= ;€080 - $In o | 6), COS 0, - sina, | w; cosy, 4 sinv, (6,085, + emysin3,)] |
) ! b ; i D
ou cos 3, est déterminé par U,Uy,=a, ou

Uy (Ug— Uy) = sin*a sin?a sin®y, (Cos 5, — 1) —a — 1,
done

(1) (1 —20) w1 —3a)
1 — Sa? -

.
COS O3 —1 — -
° 1 —da’

est le cosf3; du tableau T; il reste a préciser ¢ =1 par la derniére condi-
tion U, U,=—a ou

Us(Ug— U,) = sin*a sin?a, sin?v, [cos B; (cos B; — 1) + & sin B;sin 35

=o;

il vient ainsi

EV(t+a) (1—2a) (1+~a—8a?) \Vy(1—2a) (1—3a) (1+-a—fa?) =a(1—ana) (74> —2ra—1).

Cette relation est possible avec e =1 puisque A} = o pour ces valeurs de a,
que nous désignons par 4=a’, & a, (o < a, < d}). Il convient de situer celles-ci
I
3
également par rapport aux zéros @, a; de 7a*— 2 —1. On voit tout de suite

que qa(i é) <o,9 <§> < o. Pour @ et a’, on peut écrire (dsd signifiant « du

2 I . - =
par rapport & - 3> aux zéros a, @’ de 8a* —a—1, et a, a’ de fa* —a—1;

signe de »)
odsd2g (v +1)*— 112 (€ + 1) + 64

=29a*— 54u —19dsd 29 (v« +-1) — 4320 — 152 =— f03 (“_'_ %)’

qui montre que ¢(a’) et p(a”) sont négatifs. Pour «' et @, on a de méme

o dsd 29 (¢ +1)*— 36 (« -+ 1) + 16

=a9a*+ 2a—11dsd 29(a + 1) + 8« — 44 = 37

donc ¢(a’)<o et g(a")>o0, en supposant «’'< o< a’. En observant
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AN s g .
que a">> ~, nous pouvons former le tableau des signes :

a —1 —a =1 a —a, o da - a’ L a’) a’
.......... | ) . | 3 8 /
Q). + o - - — 0o 4+ 0o — —  — 0 + 4

I—2dd....00vv. —+- —+ e O —
I+a—8u ..... — 0 4+ —+ 0 _
(I—2d)(l~3d)... —+ —+ —+- O I} —+
1+a—ha*...... — o . + 4 o

Ainsi, les deux radicaux facteurs de & sont positits pour =4=a) et o}, mais
imaginaires purs poura =— a’. Sil’on convient alors de les prendre imaginaires
purs positifs dans les expressions de sin(3, et sinf3;, on est amené a prendre ¢
du signe de a(1 —2a)(7a®>—2a—1) pour *=a, et a;, et du signe contraire
pour — a;. Ce signe se précise en situant a,, @, par rapport a ces zéros de ;
pour ces deux valeurs de a, ¢ est du signe de

29(2¢ +1)2— 98(2a + 1) + 49

; . 3
=4(29?—20a — 3) dsd 29(2¢ + 1) — 1how — 35 — — 82(//, + Z'_>’

d’ou I'on déduit aisément o(a,) > o0 et ¢(a,) < o (a,< da,); ainsi, a,, qui sur-
1 ’ . " I "
passe — _, est entre —a, et o, tandis que @, est entre , et a,, et I'on peut

former le tableau

Pour discuter de la pureté de ces S;, il convient de placer les zéros de ¢ dans

le tableau associé au systéme (10). On observe tout de suite que 4= a; sont dans

la colonne <a’, %) d’impureté de S, tandis que celui-ci est réel pour +a;;

" 1 N . . . . .
a, est dans la colonne <5, a”), ol c’est w, qui est imaginaire pure; grace
N I . " I N
ao (— ﬁ><0’ on voit que — a; est dans la colonne <—1, — ) ou la

v
sphére imaginaire pure est ®,. Enfin, la comparaison de (22) avec 'expres-
sion (10)de U; montre que U, est réel comme U; pourvu que sin 3, sin 3; le soit:
c¢’est justement ce que la formule déterminant ¢ nous a montré. Les deux S;
formés avec =4 a sont réels.

v

dont nous désignons les racines par @', a”, a”, dans 'ordre croissant habituel.

54. Dans laclasse C;,Al=opoura =4 —elg(a)=a*+ ga*—a—1=o,
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o(0)< o, 9(F1) >o0eto (i \%) ~> o montrent qu'on a

w0 < —1<<— —l—_ <d'<<o<u"<< —I:
V5 V5
Le S; associé a 8] = (23, 34, 45) est le S} étudi¢ aux paragraphes 47 et 48.
Il est représenté par les formules (13) pour les zéros de o(a) et nous le savons
impur; U, qui fait les mémes angles que U; avec U,, U,, U,, est alors de
la forme

(23) Ug=,cosa + sina { 0, cosay —+ sina; [w;cosy, — siny; (0, cos 3, -+ ew;sinf,)]},
ou cosf3, est déterminé par U, U, = a. Ceci s’écrit
U, (Us— U;) = sin*a sin®a; sin*yy (cos 3, — cosoy ) — 2

ou

. _2&([4—@)(1‘26‘)'_ a  a(i1—a)
CO8 5, = G0—a) (1—5a%) I—a  1—5ar’

(. est 'angle du tableau T. ¢ = 4-1 est ensuite précisé par U, U;=a, ou

Uy (Ug— Uy) == sina sin®a, sin®y, [cos o (cos B, — cosa') + sinay (esinf3, — sina} )| =a — 1,

done
1—5a? . e Ay
m.(TT—Q—CL) (I — COsa, COSB/,"— lella(ISHlﬁ,,)_l,
ou
1—hu?
1— cosay cosB, = ——45;
1—ba?

il vient ainsi
1—4a*  (1+a)(1—2a) a(t—20u)

.
esina, sinf3, = i i _
1sinf3 1— ba? 1—5a2 1— Ha?

)

. ., . 1
et enfin, en obscrvant que les trois zéros de ¢ sont plus petits que _,

(24) eVi+3a)1—a—ha)=a(1— a).

Cette relation est possible puisque A; = o, et se vérifie aisément en élevant
au carré. Les radicaux de sina, et sinf3, étant arithmétiques, ¢ est le signe de a,
donc égal 4 — 1 pour a’ et @’, 1 pour a”.

1 ., i i , o

Pour a == Nk le S; associé est le S; représenté en (15). U,, qui fait
les mémes angles que U; avec Uy, U,, U, est de la forme
W, — LWy

(25) U= w,cos o -+ sina (»,Cosa; + wgsine, ) -+ v Pamt

car U, U, U,U; exige que w,— iw; soit substitué a w,+iw;. U,U;=a
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s’écrit d’ailleurs

U,,(UG—US)_:_%

—=oa;
enfin

Uy (U, — Uy) = %’ —a—1,

donc Av=4a, pv=2(a—1), ce qui permet de faire A=2, v=2aq,

1 4 1 . ,
p=1—_=— :l Avec a = :/—_57, et les w; de B,, le S obtenu, qui est réel
a

avec p, est représenté par

U1:0)),
0+ 20,
2— /— b
Vi
U & 2 — a5 — 25,
VBB N ’
_JE B 0y
(26) U Ot 2 2o oy
Vi b VO 1
U3:&+io)g4-¢§+2VDm;;+ _zp ,
VERVE Vo1 Vi 41
, 2 o)._,—!—\/5+2\/5w3 I “+[3
U(,:—_—F—,, = + =
Vb Vb Vo 41 Vb e

C’est I'ensemble d'un pentaédre et d’'une sphére; celle-ci passe par le
sommet O du triedre que font U, U,, Us;; par analogie (**), elle passe aussi
par ceux des triedres U,, U, U, et Uy, U,, U;,

. 1 . >
55. A; est nul pour les seules valeurs utiles a === Werk celles-ci n’annulent
1

aucun A, d’ordre inférieur a 6, donc le S; associé au S; cherché est itérati-
vement régulier. Avec S} = (45, 56, 64), ce S; estle S’ représenté par (8). U,,
qui fait les mémes angles que U; avec U,, U,, U,, U,, et doit différer de U;,
ne peut étre que la sphére

(27) U;=w,cosa + sina { 6,08 a; - sin o, [6)3C08 oy~ Sin oty ()4 COS B — wysin By)]}.
Il vient alors

2(1+a)(1+a—8a?)
(1—a) (1+3a)

U;(U;— U,) = 2 sin%a sin?a, sin?a, sin? 3, = —1-+4a

(3%) Sur le diagramme de S{, les couples Us, Us; Uy, Us; Ui, Us jouent le méme role. La relation
linéaire entre ces U; est 2(Us— Us) + (/3 —1) (Us— U,) = o, facile a vérifier.
Ann. Ec. Norm., (3), LXXVI. — Fasc. 4. 48
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si 'on remplace 1 par 134* dans I'avant-dernier membre; donec U,U,=—a.
1+4-a—8a” étant positif pour ces deux valeurs de «, celles-ci sont dans la
colonne a',a” du tableau du paragraphe 44, donc ces S; sont impurs.

I I A 1
5 0u @ == —: on peut méme ne considérer que
Vo

96. A, = o suppose a =+
les deux valeurs positives, car C,= C,. Le S; associé & S; = (23, 34, 45, 506)
est le S;=(23, 34, 45) représenté en (13) ou (1), comme pour S].
Sia=- %, (23) subsiste, mais ¢ est maintenant défini par U, U,= — a, c’est-
a-dire

U; (Us; — Uy) = sina sin*a, sin?y, (1 — cos o, cos 5, — esina; sinf3;) =1+ «;

1 — 2.a étant positif, ceci se réduit a

eV(t+3u) (1—a—ha*)=(1—wu) (1+20) — (1+a) —=— w1+ 3u),
1

— 3

et € disparait dans (23). Ces deux S;, semblables, sont impurs comme (13).

1 . , . . .
donce=—1 pour = ;; cette relation s’évanouit pour « = mais sinf3,=o

Le S; construit avec ¢ == \% est encore représenté par (15) et (25), avec
la seule modification

Us (U — Up) = 22 =— (1 ),

qui conduit a faire A =2, ¢=12aq, \u‘:—<| L 22) = LI Pour a= ;/[—5,
I — —
a
le pentasphére B, donne le S; représenté par le systéme (26) modifié en son
seul élément
(ON i 0y —+ \/mw"’ 4 20

(28) U= BT T Vo N

Il consiste encore en un pentaédre et la sphére Us, qui passe par les sommets
des triedres que forment U,, U,, U, et U,, U,, U,, réels avec ¢.

57. A}°=o supposea = \/Lg’ et 1l suffit de faire a = \/Lg puisque C,,=C,.

Le S; associé a S;°=(23, 34, 45, 56, 62) est le S; de (15). U, qui fait les
méme angles que U, avec U, et U,, est de la forme

U,=w,cosa + sina [w,cosa; + sina) (wzcos B + )],

avee Ww, = W, = ww, =0, W)= sin?3, et ou cos (3, est défini par U,Us=a;
ceci s’écrit
U;(Uy— U;) = sinasin’a) (cosfB, —1)=a —1,
donc
(1—a)? ~ a(1—3a)

cosf3) =1— (G+a)(1—2a) (+a)(1—2a)
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correspond aux conventions du tableau T. Mais alors (**) cosf,=—1,
sinf}, =o, et w*=o. En remplacantsinasina, » par w, U, U,= a donne ensuite

S ., 0+ LWy
U, (Ug— Uy) = 2 sina sina, sin o, - A ———2 ¢y —= 2.4,
2

tandis que

U, U, =— sin?a sin o, sinay = — «a,
done A(w,+iw;)o=0.U;(Uj—U,)=—2adonne de méme p.(w,+iw;)o=o0,
donc w est de la forme v(w, 4 7w;), ot v est quelconque. Ceci est vrai quels
que soient A, w.puisque w, et w; disparaissent des formules (15) lorsque 2 =p.=o.

| . 1 .. .
Le S;" formé avec ®, et a = — est ainsi 'hexaédre

V5
Uy = oy,
U O+ 20,
2 T =
\/5
U,=— 91 -4 2 - 0y 4 \/m&);;’
Js \/5 \//5 \/5-*1
Vb Wb VE -1
oo, 2 o ySayBe
TV Vb N ,
_&_iwz+\/mm3+l
TV e

— .
ol w;=r¢. OP(i=1, 2, 3), et ot A, k, I sont trois longueurs quelconques,
qu’on suppose réelles pour que (29) le soit. Bien entendu, il suffit de changer

\/5 en ——\/5 pour former le S;° relatif 4 = %, mais qui, rappelons-le, est

directement semblable a (29).

58. Nous résumons dans le tableau suivant les résultats que nous avons
obtenus, concernant, pour chaque classe de S, isogonal, le type du diagramme,
les valeurs correspondantes de a, les numéros des formules représentatives, et la
nature. Signalons que la pureté équivaut a la réalité car toutes ces valeurs de a
sont inférieures (**) a 1.

59. n=r. — Les S, de E, sont irréguliers, ainsi que leur S, associé. Ils
appartiennent donc aux classes dont le déterminant A; s’annule pour une des
valeurs a du tableau de la page suivante.

(3%) Poir le tableau Ts.
(3%) Les zéros non explicités des polynomes de la deuxiéme colonne sont désignés par a’, a”, ...
dans l’ordre croissant.



R.*LAGRANGE.

382

ch cA
« w —» anod (6%) nuh = ﬁ (c9‘gc ‘el ‘te fes) =
¢ e
SEEM wﬂ,.l»::om (g¢) 1ed 9511100 (9%) F=v
. c(9g ey e fge) = S
« 1—=—3:!(¢e)18 (¢gr1) WHH: '
1
« Le)e () Elr=» _ ........ (Y9 ‘9¢ ‘¢y) = IS
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La premiére est « =— %, relative au seul systéeme S!. Les seules classes
admissibles sont C(a}) et C(s)); mais les S, associés a S;=(47; 56) et
a8 =(54, 56, 57) sont respectivement S;=(56) et S; = (45, 56), qui sont
1
5

Le seul A, divisible par 1-+2a—114® est A)'; mais le S, associé¢ a
S:T=1(43. 32; 45, 47) est S]=1(23, 34, 45) qui est régulier pour ces valeurs;
il n’y a pas de S}".

Les zéros de 14 24— 74* annulent les seuls déterminants A" et A",
Un S; de G, est (23, 34, 45; 17, 76) dont le S, associé est S; = (23, 34, 45)
qui est alors régulier. La classe C,, est irréguliére pour ces deux zéros, ainsi

mais le S; associé a SI"=(43, 32; 47, 76; 45)

réguliéres pour a = — = - Il n’existe pas de Sj et de S; pour cette valeur de a.

I ~ 3
que pour @= 3, comme S;;

est S;(23, 34, 45) qui est régulier pour ces trois valeurs; aucune des deux
classes ne donne un S,.

Les zéros de 14+3a—qga*—29a® et de 1—14a*>+29a* n’annulent
aucun A,. Ceux de 14« —qga®>—a*, associés 4 S], annulent seulement A"
et A2, Un diagramme de la classe C|, est (74, 45, 56; 72, 23; 71) dont le S,
associé est S;=(23; 45, 56), qui est régulier. Un 87" est (37, 75, 54, 43:
32; 70), dont le S, associé est S;= (23, 34, 45), formé en (13), (23), et qui
est irrégulier pour ces trois zéros, ‘

Outre ce S37, nous sommes amené i examjner les S, qui appartiennent aux

7
1

5 el a== L. Puisqu’il suffit de

V5

. i I . I .
former les classes non primées, nous étudierons, poura == 5> les classes (**)

classes que rendent irréguliéres a=-

I
Vo

C., C;, Gy, Cyy, Gy, Gy, Gy, Gy, Gy Gy, eF, poura == —, les classes C;, C,.,

5 . , . 1
Cuos Csay Cyg. Aucun S; n’est irrégulier pour @ =+ \/_'g‘
1

60. Le diagramme (47; 56) de C,, avec a= %, est écarté pour le méme
motif que plus haut, avec a = — -
' 2
Un diagramme de C; est S]=(23; 45; 61), avec a = % (Cest aussi celul du

S, associé, qui est le S} formé en (10) et (20). D’autre part, U, fait avec U,,
U,, U, U, le méme angle « que U, dans S;, ce dernier systéme relevant lui-
méme de (10); U; est donc donné par (22), ou cos@,=o, et I'on peut
prendre (*7)

(30) U;=w, cosa + sina|w, coso; + sina; (63 0y, + w5 sinvy,)].

(#5) Ca3 vient d’élre tolalement écarlée.
(*7) On peut remplacer le terme ew;sinB; de (22) par w;, qui n’apparait que dans Pexpression
de U;.
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Dans ces conditions,
U; — U,=sinasina, siny, (05— w,),
donc, compte tenu de (iosﬁ5 =—1,sinf;=o,

U; (U; — U,) = sin?a sin2a sin®y; — g —=2a,
et Ug(U;—U,)=0. On a bien U;U,=U,U,=a, ce qui démontre !'existence
d’un 8. Le S, associé est représenté en (15'; IV), et ces équations, complétées,
nous donnent le S} cherché sous la forme explicite

U, = w, U;:&—i— &)2_—4—0)3_—_2@‘
1 1 3 3\/2 \/6 b
U2:m1+2\/§w2’ U,— —wl+\/§m2 2_&)__’
3 3 V6
(31) -
W, — \/2(»2 2 Wy B W s Wy —+ 205
I_]:;-: ——3— —/_-7 ( _- -g— — _ .
V6 3y/2 V6
[N [ Wy —+ 2w,
U4:— -+ = 4+ ——
3 3y \/6

Contrairement a S;, il est impur, puisque les coefficients des cinq w; sont réels.
Rappelons que les U; sont liées par les relations (16; IV).

1

/ 3

S¢ associé, le systéme régulier S;. Pour un motif analogue, il n’y a pas de S}°,

car le S, associé a (45, 56; 23; 71) est le S;=(23; 45, 56), régulier

Il n’y a pas de S;, car le diagramme (71, 72, 73) de Gy, o @a= 3, a, pour

pour a = % Un S}* est (45, 56, 67, 71), avec a= %; mais son S, associé est
le S} = (45, 56), régulier. Ce S; est également associé 28" = (45, 56, 67, 74) et
est encore régulier pour a =— % Les deux classes suivantes C,; et C,, sont
également stériles, car les S, associés a SI"=(45, 56, 67, 71: 23),
ol a= §> et & 82 = (74, 45, 56, 67; 71), ot a=4 %, sont respectivement S|
et S} qui sont réguliers pour ces valeurs de a.

Un diagramme de C,; est I'hexagone (23, 34, 45, 56, 67, 72), avec a ==+ %
Le S, associé est le S; représenté en (13) et.(23), avec e =—1. U, fait les
mémes angles que U, avec U, et U, ; elle est donc de la forme

U;= o, cosa + sina { o, cosa’y, + sina) [ w; cos B + sin ) (w, cosO -+ w;sinh)] },

ou cos 3, est déterminé par U, U; = a, soit

Uy (U;— U,) =sinasin?a), (1 — cosf)) = (—Iw (r—cosB))=1—a;

a(i1— 3a)

cos {3, = (1+a)(1—2a)
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est le cos3, du tableau T. U, U, = a s’écrit de méme

U, (U; — Uy) =sin*asina; sina) [ cosyy (1 — cos 3] ) — siny, sinf3) cosb]
_a(t—a)P—(1—a)(1—>5a*) cosh
o (t+a)(1—2a)

— b
d’ou résulte

a
cosh = — —— —cosd).
a

U;U,=a, ou U;(U;— U,;) = o, permet de préciser sin) =¢'sina par

cosYy (1 — cosf) + siny, sinf3) (cos? oy + ¢’ sin*a} ) = o,

ou

a(1—u)—|—(1—5a2)[1—(1‘5’)(11—2-—2&%]:0;

compte tenu de 1+ @ — 6a*= (1 — 24 ) (14 3a), ceci se réduit a

[#g*(l—*—?)a)([_u)z
T 11— bha? ’

_ 1 . .. ,
donc ¢’ == 1 pour « = == gz respectivement. U, est ainsi donné par

385

(32) U;= o, cosa + sina {w, cosa;, + sina’; [w; cos 3, + sin ), (w,cosa; — w;s(sgna)sina))]f,

B

et complete le S2

riques, que U, U, =—a. A I'aide de T,, celles-ci sont, pour a = %,
i U, = w,,
| Uo— W+ 2 \/50)2,
. 3
35— m—‘——*lk.\/;mz -+ 2—(12a
3 V6
W, 0, Wy~ 20,
TUy= 5+ — 2 — ———
(33) { 3 3\ NG #
U= 2y e
3 3y V6
U= 20 22 D O VO ¢§m5,
3 3y V6

wl———\/;mg o+ \3ws
3

les U; sont liées par les deux relations

U2+ []3"‘—‘U5"—‘U6: o,

3
( 4) Ug—Uk'*U5+U7:0.

, car nous vérifierons tout de suite, sur les formules numé-
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Pour a =— é, ce S17 est représenté par les formules
!’ U= o,
U, =@ »+—%2 \/;Cl)g’
LYAR
U< = — g (1)2— —+ —:'_
3 3/ \/30,
Ui — W+ \/20)2 . 20)3—_4&)4’
(33) 3 V30
U _ Wy —+ \/5&)2 2 W3 -+ W, [OR
35— — — — — )
3 V30 Ve
U —  —+ \/Em.z 2w, — 4w,
g — — —
( 3 V3o
2 3 32— s
| : 3y V30 Ve

et ses sphéres sont liées par
U+U,+~U,+Usg=o
(34) U .

U+ U;+ Us+ U;=o.
Ces deux systémes sont impurs.

N 1 . o N 26
La classe C,;, ol a = 3> ne fournit aucun S;, car le S, associé a SI" = (12,

23, 34, 45, 57; =6) est le ST=(23, 34, 45), qui est régulier pour cette valeur
de a.

61. Examinons maintenant les cinq classes qui sont irréguliéres pour

a= - Les deux premiéres, C; et C,, ne donnent aucun systéme, car les S,

I
4+ —
+ 7
associés a S7=(47, 75, 56) et S;*=(37, 74; 45, 56) sont respectivement
S;=(56) et S; = (45, 56), réguliers pour ces valeurs de a. »

Le pentagone S:"=(23, 34, 45, 57, 72) est associé¢ a S{=(23, 34, 45),
que nous avons construit au paragraphe 54, et représenté en (20) pour a = \/LF
J
Il s’agit de compléter ce systéme avec une septieme sphére U;. Celle-ci, qui fait
les mémes angles que U, avec U, et U,, est de la forme

/~ s
), 2 (O 2 O — 240

— — — -+ — —
Vi VBV —1 VhooVh—1

U

(3 cos 0+ w),

ou w est une sphére orthogonale a w,, w,, w,, et telle que w* =sin?0. cosh est

défini par U, U, = —f—:, ou
VH
4 5—2\5 /5 —
U, (U;— Uy = 3§ )—_—Z—V—) (1—cos0) = —\—)—,_,E(I——'(ZOSO):I— L,
0 (\/5.~—1)'2 2D 5
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donc cos =—1, sinfl=0; w est donc de la forme A(w,+ ciw;), et 'on peut
poser
(35) U, = f’# 2 w,—l—\/5 2\/5m + h(w,+ elws).

NG V5 —1

hs£o car U;U,£ UgU,. A l'aide des expressions (15) du S; associé, on forme
ensuite

2 I—¢ 2

U Ug——Uj E—"—_"—)L/'——:——_

o ) \/5 (3 P \/5,

ou A=2, donc :¢=1. On vérifie tout de suite que U,(U,—U;)= \/ig’ donc

U,U,=— —L; enfin, grace a I'expression (25) de U,, ot v = —=,
V3 Vo

Ug(U:}‘“Uv)E%—V/E—_(l—*Il)_O

Vo Vi

donne A =1. Nous formons ainsi un S2° réel, représenté par (26) et le plan
7.

(36) U,= 2N ) w2+\/5~2\/5m3+w+im_ml 2 w2+\/5~—2\/5w3
1= - = = P = o -

VB~ JB—1 V5 VB VB —1 e

On forme aisément la relation linéaire qui lie U; 4 U,, U,, U,. Par raison de
symétrie, on a la méme relation entre U;, U;, U,, U,. Ce sont(”‘)

U _U'_\/?)—G—I

, I;)=o,
(37)
. ( Uy— U, — \/5+' (U;— Uy) =o.

Le S:° associé 4 a=— \/ig s’en déduit en changeant /5 en — /5 dans les

expressions (20) et dans (37).
C,, ne donne aucun systéme car le S‘., associé a 87" =(45, 56, 67; 72, 73)

est S;=(45, 56), régulier pour @ = + 7
J
Enfin un diagramme de la classe Cyy est S;°= (72, 23, 34, 45, 57; 70),
dont le S, associé est le S;=(23, 34, 45) utilisé pour former S:°. La seule
modification concerne le signe de UyU;, donc (35) subsiste, sans la

réserve  h£o. U,,(U;,—UJ:—\% donne /(1—e)=o0, et cela suffit
9

(*8) Il en résulte la relation Us—U; + ‘/E (Uz—U,) = o déja observée enlre les sphéres (26).
: - 2

Ann. Ec. Norm., (3), LXXVL. — Fasc. 4. ' 49
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pour que U;(U,— U,) = \72;, donc U,U,=— —Ig enfin
B

1— ¢ I+ €
—vh ——vh —=o
2 2

(Us—U) U, = ph

donne ~(1+¢)=o0, donc h=o, et (35) se réduit a

(38) U= 20 2 o2 V5 — V50

\/5 Vo V/fi— 1

Le SI° représenté par (26) et (38) est réel, et constitué par six plans et
‘une sphére; les quatre plans U,, U,, U,, U, forment un angle tétraédre,
coupé par les deux plans U,, U;; et la sphére U, passe par le sommet. U, est
une combinaison linéaire de U,, U,, U, qu'on forme aisément; la méme
relation existe entre U, U,, U;, U, par raison de symétrie; ce sont

s U, - U,— \/L‘)T—l (U + U;) =o,

(39) =
( U, U; — \/59—1 (U, +U;)=o.

1l suffit de remplacer /5 par — /5 dans toutes ces formules pour le S°
1

&

62. 1l ne nous reste plus qu’a construire le prolongement S2" = (37, 75, b4,
433 3235 76) du S;=(23, 34, 45), formé en (13), (23) avec I'un quelconque
des zéros de ¢(a) =1+4a— ga®*—a?*, et e=sgna. U, fait les mémes angles
que U, avec U,, U,, U,; il est donc de la forme ‘

relatif 4 « =—

L=, cosa + sina { w, coso; — sinoy| wy cosy, + sinyy (w, c0s + w; sin )]},

et U, — U, se réduit a

U, — U,=sinasina, sinyy [ o, (1 — cos0) — o; sinb].

cosf est déterminé par U, U, = a, soit ,
(1—a)(1—5a®)

v a) (1—2a) (1—cos0)=1—a.

U, (U, — U,) = sin*a sin?a, sin?y, (1 — cosf) =

Par conséquent

a(t—3a)
COS& = — 522— - COS@;;,
avec les notations du tableau T. Posons sinf =—¢'sinf3,, ¢’ étant défini par

Us; (U, — U,) = sinasin?a, sin?y, [cosa’, (1 — cosfB;) + ¢ sinay sin3;] = o,

¢’est-a-dire

dVi—2ay(1—2a)(1+a)(1+a—8a?) =a(i+a)(1— 24a),
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ou enfin, car 1— 24 >0 comme nous I'avons vu au paragraphe 54, ,

(40) AV +a) (G +a—8a)=a(1+ a).

On vérifie tout de suite que ¢/=-1 est compatible avec ¢(a) = o, comme il
se doit d’aprés A}"=o, et, le radical étant arithmétique, ¢ =sgn[a(1+ a)].
Avec les notations du paragraphe 54, ¢=—1 pour a” et ¢=1 pour a’ et a”.

Il ne reste plus qu’a vérifier que U,U,=—q, ou

Us (U, — U;) = sin?a sin? oy sin?y, [cos 3, (1 — cos3;) + €&’ sinf3, sbinﬁ:;] —=2a.

Les calculs qui précédent permettent d’écrire le second membre

(1 —a) [cosﬁk—i-ssinﬁ!,

_a(i—a)

1— S5a?

¢’ sin 34
1— cosf3,

] = (1—a) (cosP, — ecotga sinf3,)

=L ar eI 3a) (1 —a— ) =

a(1—a)(1+ a)
I—5a?

en utilisant (24); ceci vaut justement 2a lorsque ¢(a)= o.
Nous avons ainsi construit un S;’, pour chaque zéro de ¢(a), représenté
par les formules (13), (23) ou ¢ =sgna, et

(41) U;=w, cosa + sina{ w, OS oy — Sin o, [ 03 €0s Yy =+ sinyy (w, cos B, — ¢'ws sinfBy)] |,

avec ¢/ =sgn[a(1+«a)].

Les relations linéaires qui permettent d’exprimer U, et U; en fonction des
sphéres de (13) ne sont pas simples. Rappelons que (13) est impur; il en est

donc de méme pour ces S3'.

63. Le tableau suivant résume les renseignements essentiels obtenus sur
les cinq types d’heptasphéres existants :

Systéme. Valeurs de a. Formules représentatives. Nature.
S = (23;45;61). ..l a:% (31) impur
S20— (23, 34, 45, 57, 72)........ a=-+ — (26) et (36) pour & = L réels
\/5 \/5
S5 — (23, 34, 45, 56, 67, 72)...... , a—== % (33); (33") impurs
S26— (23, 34, 45, 57, 72; 76),.. .. 4=+ > (26) et (38 our @ = — réels
( 7, 725 76) N ) et (38) p NG
{ (13), (23) (41); e—=sgna;
27 . . _ 2 ___ g3 — b ) ) bl :
S27 = (34, 45, 57, 73; 32; 76).....| 1+a—ga -a =o ? o= sgn[a(1+a)] impurs
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64. n=8. — Les S, que nous recherchons sont associés aux S, du tableau
précédent. II s’agit donc d’ajouter a chacun d’eux une sphére U, pour laquelle
les produits U;Uy (17 <) valent 4= a. Nous pouvons choisir U, de maniére
que U, Uy=a, et nous poserons U;Uy =c,a (11 =7;¢,=1).

> . N . . 5 I
Cherchons d’abord & prolonger le systeme (31) qui représente S7, avec a = 5-

Observons que les 6 sommets des trois segments du diagramme de S jouent
le méme role et que les sept sphéres sont liées par les relations (16; IV); il en
résulte les relations

(42)
entre les g;
Si ey=¢e;=1, (42) entraine ¢,—=¢,=¢;=1; U, fait les mémes angles

que U, avec les six premiéres sphéres U;, et ne peut différer de U, qu'avec
I'expression

% Syt E3— €, — 5= 0,
(I —&—¢&+¢,=0,

. 1)y 5 20
(43) U,‘::g—q— “'_+9L_/____‘,
3 3\/1& VO
. 1 . ~ )
Il vient alors U,Uy=— ;s el ¢;=—1. Il existe donc un S,, formdé

9
avec a= %, dont le graphique (23; 45; 61; 78) consiste en quatre segments
isolés. Uy est liée aux sphéres (31) par
(43 Us+ Uy — U;— Uy=o.

Si &, ou ¢, est égal & — 1, nous pouvons admettre, par symétrie, qu’il s’agit
de &5 (42) entraine alors e;=1, ¢,=—1, ¢;=—z¢,. Uy, qui fait les mémes
angles que U, avec U, et U,, est de la forme

w Ca—Vam,
44) x~-“3_

- ;/% [w; cos 0=+ sinh (w, cosO 4+ w; sinh,)],

avec

U, Uy= % -+ %COSO_—_ %,

donc cosl = o, sin =1. Il suffit de former U, U, et U, U, ; mais

U, Us= Ecos()lz

&4
3 3

‘U7UgE %sin(jl:?

sont incompatibles. Il n’y a pas d’autre solution que (43).

65. Recherchons maintenant les S, associés a SI°, car il est normal de
rapprocher S2° et S2° qui sont associés au méme S,.
7 7
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" Les six sommets de I’hexagone (23, 34, 45, 56, 67, 72) représentant S3°

jouent le méme role. Considérons d’abord le systéme (33), avec a = % Les
relations (34) fournissent les égalités

(45)

Si tous les ¢; valent 1, Uy fait les mémes angles que U, avec U,, U,, U, U,,
et ne peut étre que

i ) )y 05— 6 — \/3 05 -
Uy= ‘_' 4 0 i_’___:_\/_f. :UG—\/’ZO);;,
3 3 \/2 \/b
afin de différer de U,. Mais alors U;Uy=U,U;+1= 5 est inadmissible.
Dans le cas contraire, nous pouvons faire e,—=—1; et, s’il n'existe pas
deux g consécutifs négatifs, on peut méme prendre e,=—1, g;=¢,=1,
sans restreindre la généralité; (45) donne alors ¢,=— ¢, =¢,. Uy, qui fait les

mémes angles que U; avec U, U,, U, est de la forme

- 01—\ 20, 2 .o
Us= —'——)\—-—’—— —+ — (0 cos0 + wysin )
6

1 Cos()—t—\/gsin() o

U, U= 3 3

ool

donne donc cos0 4+ \/§ sinl = o. Il suflit alors de former U, Uy, ¢’est-a-dire

U, Ug=— %cosﬁ: 55'7
done cosl) =— %‘ et sinf = ﬁ, (ui sont incompatibles.
Enfin, §’il existe deux g consécutifs négatifs, nous pouvons sup-
poser e,=¢,=—1. (45) donne alors e;=¢;=—1, ¢, =2¢,. U, est encore de
la forme (44), avee U, Uy=— %, donc cos 0 =—1, sin =o, ce qui signifie

que zsv;lge (w,co8 0, -+ w;sin ;) est une sphére point A (w, + ciw;),

avec ¢ == 1. Il suffit d’exprimer que

U, Ugz=— 1, + /1—|—‘—8_[V—5 e %,
5] \/6 b}
qui donne /o= o, done la solution
L — \/;(J)g 20y
(46) U= ——— 7

qui forme, avee (33), un S, de E,. On voit tout de suite que ¢,=1, donc
ce Sy=1(23, 34, 45, 56, 67, 72; 82, 83, 85, 86) est représentable par un hexa-
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~gone convexe, deux de ses diagonales et leur point de rencontre, plus un pomt
1so]e U, est liée a (33) par la relation

(46,) LJ“L/g*‘L:;*Us: 0.
66. Le prolongement de (33') s’étudie comme celui de (33), avec a =— %,
et les relations (34’). Nous avons donc ici

1+ e+ e+e=o0,

(47) X
| 1+ s+ g5+ ;= o.
Sisp=¢,=1,1lviente,—¢e,=¢,=¢,=— 1, donc 1l existe nécessairement
deux ¢; consécutifs négatifs, et, par raison de symétrie, nous pouvons supposer
qu’il s’agit de e, =e¢;=—1; (47) donne alors e, =—¢,, e, =—¢;. U, qui fait
les mémes angles que U, avec U, et U,, est de la forme »
) W, )
Ug—— = + — + ——[0) cos O+ sin0 (o, cos0, + 0;sin0,) |,
3 3y2 3o
avec
1 Jdcosh 1
Uy Ug== ~ —_—
=TT 3’
done cos f = - £ sin 6 = 5 - 1l faut ensuite, et cela suffit, que U,U;=— °—3‘ et
U,Uy=— %‘, ou &} =¢; =1. La premiére condition donne
Ui U cosf - 2sinf cos®,  1-—4/6cosh, o
PEA= 3 = 5 -3
1+5g o ..
done cos §, = ———. La deuxiéme donne
46
; 2c0s0 + sinf cos ), ) L+ g, 2sinf &
UsUg=— +5.l = sin0sinf, = — & 2smb %,
6 V60 12 V10 3
donc
5 14¢ &
511101_—\/ L 4
L’ultime condition cos*6, 4 sin®*0, =1 s’écrit enfin
13+58 b(g+cea—bes—Geses) 20+ D5(e— &5 — &465)
4 248 a — =,
4 < 12 122 62
soit
(1) (1 — &) =4.
. ) ) 6 . o
L’unique solutioneste, =1, &, =—1. Il vientalorscosl, = \-2—, sinf, =— ‘L—’,
et
. ) s 0y -+ 3w, o
(48) Up=— = + — 2258

37 32 V3o Va
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Cette sphére est liée 4 (33") par la relation
(48 Us— U+ U;— Ug=o,
et forme, avec ce systélﬁe, un Sy ayant le méme diagramme que celui formé
par (33), (46).
67. La recherche d'un S, associé a SI" consiste, pour a = %7 a prolonger

par une sphére U le systéme des sphéres représentées en (26), (36). Nous sup-
posons toujours e, =1, et les relations (37) exigent, entre les ¢, les égalités

/5+I )
32—53"\ (B— ) =0,
(49)
A _ \/5+l (s o) =
o) Sh P Sy~ &7) =0,
done, pour des raisons de rationalité, ¢y =c,=2¢,=¢;=¢;. Cette valeur

commune ne peut étre que — 1, sans quoi Uy ferait les mémes angles que U,
avec les sphéres de (15), ce qui caractérise U;, comme I'a montré la discussion
du paragraphe 54. Dans ces conditions,- ¢,=—¢,=1 montre que U, fait les
mémes angles que U, avec U, et U,; elle est donc de la forme

Us:% \/5(3/(:2_1) z/:i/?\/;?—\/l) w3 ¢080 + sinf (o, cos0, + wysin 6,) |.
cos 0 est déﬁni par g;=—1, soit
Ui U 2 /4(\/5—2)(056 i
3 8=

WE—0 T () VB

~qui donne cos 6 =—(\/5-+2); sinb vaut alors 2iV 5+ 2. Grace a (15),
ou A = 2, 1l vient ensuite :

B — cosf 2\/5 ’ \/5—0—2 41\/56’01 I
U, Uy= — slueefet = — —
V5 \/5(\/5—0 Vi V(1)
donc
0 ’(\/5‘*‘1)
eth— Y —— 2.
: 2v/5
—¢;=¢,=—1 étant réalisés, (49 ) entraine ¢, = ,=— 1, et il ne reste plus

qu'a former U, Uy = %, ou, plus simplement,

(Us— Uy) Ug= __ 2y /5 2\/5 in0 ve il p.el:el - 41’{//5 <e—‘01 . 2l )
6 5 — — — — I— — =
RN 2 Va5 —1) Vo,

:\/5(\/5—1)<\/52+1 =g




394 R. LAGRANGE.

donc U, Uy=—1, qui est inacceptable. Aucun S, n’est associé a S2°.

68. Le S, associé a S;' = (23, 34, 45, b7, 72; 76) est toujours (26),
pour a= 7‘; Les relations linéaires (39) nous apprennent que les ¢; doivent

satisfaire aux égalités

51
I_Ef_)'_\/ 5 (5:;—“87):07
(50) -
/5 —1
1~s;;—~V (¢4 + ;) =o,
2
cequiexiges,=z;=1,¢,==2,=—¢;.3;==¢, =1 entrainerait encore Uy=U,;
il reste donc la solution ¢;=¢,=—1, ¢;,=1. U,, qui fait les mémes angles

que U, avec Uy, U,, U;, est de la forme

0y — \/5—+— P \5 [
Vo1

Uy— ), N

G

avec ¢ = —1. Il vient alors

G+ h(wi+cio;) =U, — (0, + (o) + (0, + clw;),

<.
1]

UU=1+h(1—e)=—

Vo
. ’ : s 5 i 3 ’
qui n’est possible qu'avece =—1, h=— v \75—[. €, =1, g, =¢,=—1 étant réa-
2
lisés, les égalités (50) entrainent e;=¢, =1, et il suffit de satisfaire la condi-
. ¥ o |
tion U, Uy,= \_/E’ or
' UgUgz= U, Uy — vy = — —,
Vo
donc e;=—1. On peut ainsi prolonger S;° avec la sphére
(51) 1}8:3);_‘_1_&)2—\/5‘4—2\/5&)3__?: (.),,:—lm,;
Vi VB Vi1 Vi Vh—1

—BL+._2_ &)2—-\/5—}—2\/5&);;_ 9 6_3’
VB VB B G —1) ¢

en un S, dont le diagramme est (23, 34, 45, 57, 72; 76, 68; 83, 84). Uy est
liée aux sphéres (26) par la relation

1) U,— Uy + \/52_1(U3—Us):o.
On obtient naturellement un autre S, <a =— %) en remplagant /5 par — /5

dans toutes les formules. Ces deux S, sont réels.
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69. Il ne reste plus qu’a rechercher les S, associés a S:7. Nous ne connaissons
pas les relations qui lient les sphéres du S;, et qui ont été précieuses jusqu’ici.
Par contre, la remarque que, dans le diagramme (34, 45, 57, 73; 23, 67) de S*’,
les deux trios 2, 3, 4 et 6, 7, 5 sont permutables permet de réduire la discus-
sion aux deux cas

BN
)

271,

o= Eg—=— 1.

w

Chacun d’eux sera lui-méme subdivisé en deux, suivant que ¢;=1 ou —1.
Rappelons que S est représenté par (13), (23), (41), avec les formules
auxiliaires (24), (40), et que p(a)=1-+4 a — ga®>— a*=o. ¢, vaut toujours 1.

oy gy=g;=1. — Sig,=1, U, fait les mémes angles que Uy avec U,, U,,
U,, U,, done, pour différer de U, son expression se déduit de (23) en chan-
geant ¢ en — =. Autrement dit,

Ug— Uy=2sina sina,siny, esin 3, v;;

compte tenu de (24), U; Uy=¢;a s’écrit alors

2a(1—a)

1-— &) a
1+ a ( )

(52) U; (Uy — Uy) = 2sinasin®a, sin?y;sin o} € sin 5, ==
qui est incompatible avec ¢(a)=o.

Sie, = — 1, U fait les mémes angles que U, avec Uy, Us, U, U,, et se déduit
donc de 'expression (13) de U; en changeant o, en — o ; autrement dit

Jg— Us==2sina sina, siny,;sin o) 6.

La condition
Uﬁb(Us— Us): (r— &) u

redonne I'équation (52), au changement pres de ¢; en ¢,.Aucun S, ne corres-
pond a ce cas.

Uy, €9=1,8;=—1.— Sie,=1, U, fait les mémes angles que U, avec U,, U,,
U;, U,; pour qu’elle difféere de U;, son expression est (41) ot I'on change ¢’

en —¢'; on a done '
Uy= U, — 2sina sina; siny, ¢'sin 3; ;,

qui donne la condition

. . . . i—a)(1+a—8a?
U,Us=1— 2 sin*a sin?a;siny, sin?By=1— 2 ( ) ( )

1—ba?
_ 1—13a*+160°
=TT i=Ba %

soit encore
1+ ¢ea—13a+ (16 — 5 ¢;) @ —o,

qui est incompatible avec ¢(a)=o0, ¢;==1.
Ann. Ec. Norm., (3), LXXVI. — Fasc. 4. 50
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Sie,=—1, Uy, qui fait les mémes angles que U, avec U,, U,, U, est de la
forme

Us= o, cosa + sina { w,c0s 2, — sin &, [ 0308y, + siny, (w;cosd + w;sin6)] 1,
solt encore
Us=U, + sinasin a;sin Y, [0, (1 — cos ) — v;sin 0],

>

avec la condition U, Uy=— a; celle-ci s’éerit

1—a)(1—5a?)

(1+4+a) (1— 2a)

U, (Uy— Uy) = sin?a sin?a,; sin?y, (1 — cos ) = (1—cos0) =1+ «,

done
(1+a)3(1—2a) —a(1+2a—7a?)

20s ) =1 — =
cos 0 =1 (1—a)(1—5a?) (1—a)(1—>5a?)

i~
= cos 3;;
;

on prend sin 6 = ¢"sin 3;, &= 1. En se rappelant 1 — 2@ > o0, on a ensuite

U; (Uy— U,) =sin?a sin?a, sin?vy, [cosa) (cos — 1) + sin o, sin 0 ]
a(1+a dV(i—3a)(14+a— 4 a?
_aliva) Y X e
I — « I—
ou
dV(t—3a)(1+a—ha*)=zga|1— (14 2:8) .

a quantité sous le radic lent su sivement, a 'aide de (@) =o,
L tité sous le radical devient successivement, a | o(a

1—2a—5&+12a0°—=—a(3d—2a—13a*)=a*(5—14hua—3a*).

L’¢élévation au carré de I'équation en &” donne donc

b-tha—3a@=1—2(14+2¢)a+ (5+4¢)a,

ou
1— (3 —¢&)a—(2+¢)a*=o.

C’est incompatible avec ¢(a)=o0, ¢;==-1, et 'hypothése 2, ne donne
aucun S;.

70. Bi.ea=—1,¢,=1, ¢,z=—1. — Ondéduitaisémentdee, = — e, =z, =1
que U, doit étre de la forme

Uy = w, cos & + sin a { w, cos &) + sinay [ wycos3) + sin 3 (0, cosO + w;sin0)]}.

cos 0 est déterminé par U, Uy=c¢,a; en se rappelant

cos® o —+ sin?a cosay cosa; — o,
cela s’écrit
U, Us= — sin®a sin a; sin & (cos 7, cos 3, + sin y;sin 3, cos 0)
a*(1—3a)+ (1 —a)(1 —5a?)cosH e
(1+a)(1—2a) o

Il
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ou
(53) (1—a)(1—ba*)cos=—ala(1—3u)+a(14+a)(1—2a)].

.- o « . .
Sie,=1, (53) donne cos ) = — =2os o), donc sin=¢"sineo, " =—+1.
Il reste a exprimer que U, Uy =— a, soit

(54) U, Uy= sin*asin a, sin o, [ cos yicos 3 — siny;sin 3 (cos 3, cos o, + e&”sin 3,sin o) ) |
__@(1—3ua) (1—a)(1—5a?)
T (1+a)(1—2a) (14+wu)(1—2a)

><[ a? _;8”(1-—26&)\/(1—!—36&)(1—@—4[&2)J

= — «;

1—5a? (1—a)(1—>5a?)
grace a (24), ceci se réduit a
(55) 2t &Vu+3a)(1—a—fa?) _ 2@ E,,a(l——a):__ﬂ,

1+ a 1+ a 1+ a 1+ a

qui est incompatible avec p(a) =o, ¢ =-=1.

I—a) . .
(_5(12' = co0s{3,, donc sinb =¢"sinf,,

a
Avec ¢,=—1, (53) donne cos = -
¢"=-1. Mais alors I’équation
U, U= sin2a sin o, sin oy [ cos y;cos B} — sin vy, sin 3 (cos 3, cos o + ¢"sin By sin o) ) | = ¢5a
n’est rien d’autre que (54) ou ¢” est remplacé par cc” et le dernier membre
par ¢;a. (55) est donc remplacé par

2a’ 11— a .
— &¢ = &,
1+ a I+ a
qui est satisfait par ¢;=1, ¢/=—z¢. U, U, est alors égal 4 — a, comme il est

demandé. 1l vient ensuite

— U, Ug==sin?« sin o, sin &} [cos v, cos 3} -+ sin v, sinf3 (cos B; cos (3, + ¢&’sin (B3 sin 3) ]

_ a*(1—3a) (1—a)(1—5a?)
_(1+a)(1—2a)+ (I—I—a)(l—za)v

ou, grace a (24) et (40),

1—2a
(1—5a?)?
_a(1—a?)(1—2a)
- (1—5a?)?

(cos B3 cos B, —+ z&’'sinBysin B, ),

e&’sin By sin B, = eV(1+3a)(1—a—4a®)d\J(1+a)(1+a—8a?)

_a*(1—3a) a?(1—3a)(1—a)? a*(1—a)?
T (1+a)(1—2a) (I+a)(1—2a)(1——5a'2)+ 1—5a?

_2a*(1—3a)  a*(1—a) _ a*(3—8a-+ a?)
T 1—5a 1—bat T 1—ba? '
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Compte tenu de o(a) =o0, U; Uy=2¢, a s’écrit alors

a(3—8a+a) 1+ba—17a

= — — ¢
1—5a I— 5 a? o
qui est impossible avec ¢(a) =o, ¢;=--1.
B, @a=gy=¢;=—1. — On déduit aisément de e, =1, c,=¢;=—1

que U, est de la forme
Us = ;€08 &+ sin a { ®,¢0s &y + sin &) [ w;C0s o, + sin a (w4 cos B + wysin 0) ]},

cos O est déterminé par

(56) U, Ug=— sin®a sin , sin & (c0sY; cos o, + sin y,sin o, cos 0)
_ a? —¢(I~a)(l_3a)(l_5a2)cos@:a,,a,
1—2a 1—2a
donc .
(57) Vit—a) (1t —3a)(1—5a*)cosb =ala—¢e(1—2a)].

Avec e,=1, ceci donne (*°)

8 —a(1—3a) )
cos _\/(I—a)(1~3a)(1—~5a?)MCOSY’"
donce sin 6 == sinvy;. Il vient alors
(58) — U,Us=sin2a sina sina’; [ — €os y,c0s o + sin y;sinay (cos & cos § + sino; sin §) ]
a? a(1—3a) V(O —3a)(1+a—4a?
= - —_—a,
1—2a (1—a)(1—2a) I—a

ou enfin

zy(1—3a)(1+a—ha*)=a[2a+¢e(1—u)].
Grace a 9(a) = o, la quantité sous le radical s’écrit successivement
t—o2a—ya*+12a°=a(—3+2a+13a*)=a*(5 —14a— 3 a®).
L’élévation au carré donne alors
5—1ha—3a=1—2a-+5a*+hea(l—a),
soit '
1— (3 +e&)au—(2—¢g)at=o,
qui est incompatible avec (@) =o0, ¢;==-1.

Avec e,=—1, (57) donne

cos f = a(t—a) =— cos Y},
V(i—a)(1—3a)(1—5a?)

(39) Cette expression précise la détermination de cos 3. Mais on peut toujours se reporter & (56)
pour remplacer correctement cos 8 par sa valeur dans les caleuls qui suivent.
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donc sin 6 =+ siny,. (58) est remplacé par

(1—a—8a?)
I—a -

U U= VO

— & 4a,

que I'élévation au carré transforme en lacondition 1—ga—a*+-a’=o(—a)=o,
et non ¢(a)=o0. On ne peut associer aucun Sy a SI'.

71. Les seuls S, isogonaux de Iespace sont semblables aux quatre types du
tableau suivant :

Systeme. Valeurs de a. Formules représentatives. Nature.
(233455615 78).......... l a:% (31) et (43) impur
(23, 34, 45, 56, 67, 72 82, a=3 (33) et (46) i

83,85, 86).. ... .. az—% (33') et (48) P
0577198 e o, 00w o= |

Il est inutile de rechercher des S, isogonaux dans E;, puisque le prolonge-
ment des S; n’a jamais pu étre effectué qu’a 'aide d’une sphére unique.




