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SUR LE CALCUL SYMBOLIQUE
DANS QUELQUES ALGEBRES DE BANACH

Par M. Y. KATZNELSON.

INTRODUCTION.

Un théoréme bien connu de Wiener [26] et Lévy [ 18 ] affirme que si /() est
la somme d’une série de Fourier absolument convergente et si F(z) est analy-
tique sur I’ensemble des valeurs prises par f(x), la série de Fourier de F(f(x))
converge absolument. Lévy pose le probléme inverse : caractériser les fonctions
qui partagent cette propriété avec les fonctions analytiques. Ainsi concu le pro-
bléme est plutot de variables réelles que de variables complexes : en effet, une
généralisation facile de la méthode employée par Lévy [ 18] ou une application
d’'un théoreme de Silov [25] montrent qu’il suffit de supposer que
F(z) =F(x +iy) est analytique en tant que fonction des deux variables
réelles & et y, pour que la conclusion du théoréme cité soit valable. Il est natu-
rel de se limiter d’abord au cas d’une seule variable. Nous désignons par @ (T)
I'algébre des sommes de séries de Fourier absolument convergentes, par @,
I’ensemble des fonctions réelles de @ (T) et nous cherchons a caractériser les
fonctions F () définies sur I'axe réel telles que

flz)e a,=F(f(z))e a(T)

Nous dirons qu'une telle fonction F « opére » dans &,.

Des recherches ont été faites dans deux directions opposées. Marcin-
kiewicz [ 20 ] et Kahane [9] ont montré qu’il existe des ensembles assez larges
de fonctions dans @, dont les itérées avec des fonctions suffisamment de fois
dérivables appartiennent & & (T). D’autre part, un certain nombre de résultats
« négatifs » a été découvert par Kahane et Rudin. Dans [9] et [10] Kahane
construit une fonction f€ &, telle | f| g ,. Rudin [23] a montré indépendam-
ment qu’il existe une fonction non négative /€ @,, telle que \// g @,. Un autre
résultat de Rudin [24 ] concernant les fonctions qui « opérent » sur les coeffi-

Ann. Ec. Norm., (3), LXXVI. — Fasc. 2. ' g



84 M. Y. KATZNELSON.

cients de Fourier des fonctions sommables entraine que les fonctions qui opérent
sont nécessairement Lipschitziennes d’ordre 1. Que cette condition n’est pas
suffisante résulte d’une construction de Kahane. Enfin Kahane montre [ 127] que
le théoréme de Wiener-Lévy ne peut s'étendre en remplacant la condition
« F analytique » par « F appartenant a une classe donnée (non analytique) de
fonctions infiniment dérivables ».

(’est Monsieur Mandelbrojt qui a attiré mon attention sur ce probléme et
m’a proposé¢ d’examiner dans quelle mesure les fonctions « monogénes »
opérent dans A.,. '

L’idée est la suivante : pour tout @ > o, la fonction F,(z)=(a—ax2)" est
analytique sur I'axe réel et par conséquent opére dans @,, est-il possible de
choisir une suite { a, | tendant vers zéro et une suite { A, } décroissant suffisam-

ment vite pour que'EAnF,,u(f) converge pour tout f&€@,. Cette construction

permet d’obtenir pour toute partie compacte ou o compacte dans &, des fonc-
tions non analytiques qui I'appliquent dans @ (T). Pour construire une telle
fonction qui opére dans @, il fallait démontrer que la fonction (14 ¢g2)~" reste
bornée dans @, lorsque /'y parcourt des parties bornées. Or il résulte du der-
nier théoréme énoncé dans [12] que ce n’est pas le cas; une fonction F(z) qui
est bornée sur les parties bornées de @, est nécessairement une fonction entiére.

La solution du probléme de Lévy est due a une collaboration heureuse lors
d’une réunion consacrée a I'analyse harmonique quis’est déroulée a Montpellier
au mois de Juillet 1958. Une suite de notes[15][5]] 14 ]a été présentée al’Aca-
démie des Sciences. Nous consacrons le deuxiéme chapitre de cette these a la
démonstration de la réciproque du théoréme de Wiener-Lévy. Nous y donnons
également une classe d’algebres quotients de @ (T) pour lesquelles cette réci-
proque est valable. Ce chapitre peut étre lu indépendamment du chapitre I.

La théorie de Gelfand [ 8] montre que chaque algébre de Banach B, commu-
tative et semi-simple peut étre représentée comme algébre de fonctions continues
sur un espace de Hausdorff (espace séparé) . I est compact si B contient un
élément unité.

Nous dirons qu’une fonction F(z) opére dans B, si F(f)€B dés que f€B et
pourvu que I soit défini sur 'ensemble des valeurs de f. Une généralisation du
théoréme de Wiener-Lévy due 4 Gelfand, assure que les fonctions analytiques
opérent toujours. Elles ne sont, en général, pas les seules 4 opérer. Le premier
chapitre est dédié a I'étude de quelques propriétés générales des fonctions qui
opérent, et des rapports entre lastructure de B et 'ensemble & de ces fonctions.
Quelques résultats obtenus sous ’hypothése que & admet une structure d’algébre
de Banach peuvent étre obtenus sous des hypothéses moins restrictives — par
exemple : & métrisable ... — comne le lecteur verra de lui-méme. Le premier
chapitre contient également quelques résultats d’ordre plus particulier. Citons
par exemple la généralisation du théoréme de Beurling-Helson et Leibenson,
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CHAPITRE 1.

SUR LE CALCUL SYMBOLIQUE DANS DES ALGEBRES COMMUTATIVES,
AUTO-ADJOINTES DE BANACH.

1. QUELQUES DEFINITIONS ET NOTATIONS. — Soit B une algébre commutative de
Banach. Dans tout ce qui suit, nous supposons que B est semi-simple, auto-
adjointe et posséde un élément unité. Soit M =IMN(B) 'espace des idéaux
maximaux de B. La tranformation de Fourier-Gelfand est un isomorphisme de
B sur une algébre B de fonctions définies sur I, I'image /de f€B étant définie
par : f(M)= f(mod M) pour tout Me& M. La topologie faible induite sur J1
par B, cest-a-dire, la topologie la moins fine rendant toutes les fonc-
tions /(M) (f€B) continues, munit O d'une structure d’espace de Hausdorff
compact. La distinction entre B et B ne nous semble pas utile ; nous supposons
que B est une algébre de Banach de fonctions continues sur un espace de Haus-
dorff compact O, avec comme hypotheses :

1.a. f(M)= 1 appartient 4 B

1.b. si f(M)eB f(M)EB /
1.c. si M, £ M, il existe f€B tel que f(M,) =~ f(M,)
1.d. si f(M)ne s’annule pas, (f(M))*€B.

L’hypothése 1.b. signifie que B est auto-adjointe; les hypothéses 1.c. et 1.d
impliquent que I est I'espace des idéaux maximaux de B.

M représente toujours un élément de 1. Nous parlerons tantot du point M,
tantot de I'idéal maximal M sans distinction.

Pour toute partie G C I, le noyau £(G) est I'idéal n M.. &(G) est I'ensemble

M,EG
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de tous les f€B tels que /(M) s’annule sur G. Les fonctions /(M) étant conti-
nues il est clair que, si G est 'adhérence de G dans o1t : k(G)=k(G).

L’enveloppe A(I) d’'un idéal ICB est 'ensemble des idéaux maximaux qui le
contiennent.

Rappelons que l'algébre B est réguliére si pour tout fermé GCIN :
G=~h{k(G)}; en d’autres termes, si pour tout M,gG il existe f€B tel
que f(M,) =1, f(M) s’annulant sur G. On sait { voir [19] p, 84} que B est alors
normale: si G, et G, sont deux ensembles fermés disjoints dans 1L, il existe f€ B
tel que f(M)=o sur G, et f(M)=1 sur G..

Derinimion 1.1. — Une fonction F(z), définie dans un ensemble Q du plan
complexe opére dans B si F( f(M))&€B pour tout f&€B dont les valeurs prises
sur 1 sont dans Q.

La condition 1.b pourra alors s’énoncer : F(s) =z opére dans B.

Fixons une fois pour toutes : Q =R I'axe, réel. Le fait qu'une fonction opére
ne dépend que des éléments réels de B. L’ensemble B, de ces éléments est une
algebre de Banach réelle dont B est I’algébre complexifiée (hypothése 1.5)

Il est clair que I'ensemble des fonctions, définies sur I'axe réel, qui opérent
dans B est une algébre (complexe); on la notera & ,(B) ou plus simplement & .
On désigne par F la sous algebre de &, formée de toutes les fonctions de

- . . R .
période 2%. F est une algébre de fonctions sur T = —, Z étant le groupe des

entiers, et comme telle satisfait aux conditions :

1.d'. F(¢)=1 appartient 4 &

1.b. F(2)eF implique F(T)eF .

L.¢/, sit,=£t, 1l existe une fonction F(2)€ F telle que F(z,)=F(1.); 1, et e,
sont ici des éléments de T ; ¢’est-a-dire réduits modulo 2.

1.d'. si F(z) ne s’annule pas , (F(2))" €.

1.4, 1.b." et 1.d" résultent respectivement de 1.a, 1.6 et 1.d. 1.¢' résulte de
ce que ¢ € . L’ensemble de ces conditions implique que I'espace des idéaux
maximaux de & est T.

Pour Fe #,, on désigne par (F) I'application de B, dans B définie par
(1.1) (B)(f)=F(f(M)) =F (/).

Derinition 1.2. — (F) est localement bornée en f, €B, 5’1l existe un = > o tel
que I'image de la boule { f; || f— fo || <e}nB, par (F) soit bornée dans B.
(F) est localement bornée si elle est localement bornée en tout f€B,.

DerviTion 1.3. — (F) est bornée si 'image par (F) de toute boule dans B, est
bornée dans B.

DermvitioN 1. 4. — (F) estlocalement bornée en f, € B, au voisinage de M, €
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s'il existe un voisinage V de M, dans J1L et un & > o tels que I'image par (F) de
["'ensemble
(1.2) (fot-g;0€hk(M—V), [ gll<8&]

soit borné dans B.

Dermnition 1.5. — Le spectre A(f) d’un élément f€B est 'ensemble des
valeurs prises par f(M) (M e ).

2. CoONTINUITE DES FONCTIONS Qui OPERENT. — THEOREME 2.1. — Si B est de
dimension infinie toutes les fonctions de F, sont continues.

Démonstration. — Sans restreindre la généralité nous pouvons supposer que
I'espace des idéaux maximaux de B est métrisable. Ceci résulte du fait que si F
opére dans B et si B est de dimension infinie on peut trouver une sous-
algébre B, € B, de dimension infinie, avec un espace d’idéaux maximaux métri-
sable, telle que F opére dans B,. En effet, soit f€B un élément de spectre
infini; soit B, 'ensemble des fonctions de B qui sont constantes sur les lignes
de niveau de f, c’est-a-dire

(2.1) Si€Bi = [ f(My) == f(My) = fi(M,) = fi(M.) }.

Il est clair que si F opére dans B, F opére également dans B,, étant donné
que F(g) est constante sur les lignes de niveau de g.

Désignons par I, I'espace des idéaux maximaux de B,. B et B, étant auto-
adjointes, on sait que chaque Me 1, est de la forme M°NB, avec M' €1L;
d’autre part il est clair que pour que M°NB,=M"'NnB, il faut et il suffit
que f(M°)==f(M"). Il en résulte que N, est identique, comme ensemble,
aA(f).

La topologie faible induite par B, sur A(f)— considérée comme I, — est
évidemment plus forte ou égale a celle induite par le plan complexe; étant
séparées et compactes toutes les deux, ces topologies sont identiques et J1t, est
métrisable. Il est donc licite de limiter la démonstration au cas ou I est
meétrisable,

I étant infini, compact et métrisable, il existe une suite {M;|CIM qui
converge vers M, € 01L. Pour chaque j on peut trouver f;€B tel que

SitMy) =0 st k<,
SiM;) =r.

On choisit une suite {«;} dont la décroissance soit suffisamment rapide pour

que f=2ajfj appartienne a B et que { f(M;)] prenne une infinité de valeurs
j=1
différentes.

Soient 4, réel et {a,} une suite convergeant vers a,, il existe une fonction
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entiére G(3) telle que
(2.2) L 0 G(AM))

soit infini et que G(f(M,)) = a,.
Soit FEF,; comme G(/(M))€B,

F[G(f(M))]€B et  F[G(f(M;)]>F[G(f(M))]=F (a,).

De toute suite { @, } convergeant vers a,, on peut donc extraire une sous suite
infinie {a,lj} telle que F(a, ) —F(a,) ce qui implique la continuité de F en a,;
a, étant quelconque le théoréme est démontré.

Lorsque B est de dimension finie, elle est 'algébre de toutes les fonctions
sur un espace I fini et toute fonction F () opére dans B; la condition du théo-
réme 2.1 est donc nécessaire et suffisante.

3. QUELQUES PROPRIETES DE 1 APPLICATION (F). — Lemme 3. 1. — Soit B régulicre.
Pour que (F') sout localement bornée en f, € B, il faut et il suffit qu’elle le soit au
voisinage de tout M € O (cf. définition 1.4).

Démonstration. — La condition est évidemment, nécessaire, montrons qu’elle
est suffisante.

Pour tout M € I, soit V,, un voisinage de M tel que I'image de (1.2) par (F),
avec &= &y, soit bornée dans B. U étant compact, nous pouvons choisir
M,, ... M,€0 tels que {Vy, ... Vy | soit un recouvrement de 1. Dans
chaque Vy, choisissons un ouvert W, tel que WjCVMi de facon a ce que { W, soit
encore un recouvrement de J1. B étant réguliére, il existe des fonctions ¢;€B,
telles que ¢;(M) =1 pour M€ W, et ¢;(M) =0 pour MgV, . Soit enfin {{;}
une décomposition de I'unité dans B, subordonnée a { W }.

(3.1) F(fotg)= 2 F(fit+8) =24 F (fo+9,8)

(F)estdoncbornée danslaboule{ fi+ g; || g||< & avec&=inf_, , <H&:Pﬁ>

Soit Fe€F,. Nous surnommons « ordinaire par rapport a F » chaque idéal
maximal M € I au voisinage duquel (I') est localement bornée a l'origine; en
d’autres termes M est un idéal maximal ordinaire par rapport a I s’il existe un
voisinage V de M est un nombre positif &, tels que 'image par (I) de {f;
fek(Mm —V), || fl|<&InB, est bornée dans B. Ce surnom est justifié par le
lemme suivant :

Lewme 3.2. — Soit B réguliére et F € & . Il n’existe qu'un nombre fini d'idéaux
maximaux non ordinaires par rapport a F.

Démonstration. — Sans restreindre la généralité on peut supposer F(o)=o
étant donné que (F(x)) et (F(x)+ C) sont bornées sur les mémes ensembles. .
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Supposons qu'il existe une suite infinie {M;} M de points non ordinaires par
rapport a F. En choisissant, si nécessaire, une sous-suite on peut supposer qu’il
existe des voisinages de M;, V; et W; tels que
(3.2) WjCV/, V;nd:,@ sl _[#/\”

Soit ¢;€B, satisfaisant ¢;(M)=1 pour M&W; et o;(M)=o0 pour Mg V,. M-
étant non-ordinaire par rapport a I, on peut trouver

Siek(M—W;)nB, [fill<2/

tel que

NESD) I >l
Posons

f=Xrf F(HeB

(3.3) [FNI> Te e FNI= o7 ERNOANES mlll’(f/)[léj

d’ou la contradiction recherchée.

Chaque automorphisme o de I'algébre B induit un homéomorphisme o de It
- sur lui-méme, ce qui correspond a4 un changement de variables pour les fonc-
tions de B.

On a a(f(M)) = f(oM) et par conséquent

Fa(f)) =Flo(fM) | =F[f(eM)]=0a(F(/))

¢’est-a-dire que (F) commute avec a.
o ¢tant un opérateur borné, inversible sur B, M et cM sont simultanément ordi-
naires par rapport a F ou non. Il en résulte que si M, est non ordinaire par rap-
port a F, il n’existe que nombre fini d’idéaux maximaux qui lui sont homo-
logues, c’est-a-dire qui sont de la forme oM, pour un automorphisme .

Nous dirons qu'une algébre B est riche en automorphismes si chaque idéal
maximal posséde une infinit¢ d'idéaux maximaux homologues.

Nous avons ainsi démontré : '

TutoriME 3.1. — Si B est réguliére et riche en automorphismes, (F) est loca-
lement bornée a Uorigine pour toute F € 7 ,.

Eaéemple 3.1. — Soit M= {%%w avec la topologie induite par celle de

I'axe réel. B est 'ensemble des fonctions /() continues sur I telles que

=)

D s(5)—sor< =

n——w

avec

171=17) 1+ 317 (5 ) = f(o)l
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II n’est pas difficile de voir que Fe& &, si et seulement si F(z) est Lipschit-
zienne d’ordre 1 en tout point, ¢’est-a-dire

(3.4) [F(ay+h) —F(xo) | K| A st | h]Z1

Posons K(x,) =1inf K, K satisfaisant (3.4); on voit immédiatement que pour
que (F) soit localement bornée en f, il faut et il suffit que K(z) soit bornée au
voisinage de f(o), c’est-a-dire qu’au voisinage de f(0), F(x) est I'intégrale
d’une fonction bornée. Pour que (F) soit bornée (voir définition 1.3) il faut et
il suffit que F soit I'intégrale d’une fonction bornée sur tout intervalle fini.

Ainsi Fy(z) = xsini—: opére dans B, (F,) est localement bornée en f, si et seu-
lement si f;,(0) 3£ 0 et n’est pas localement bornée a 'origine.

Définition 3.1. — Un idéal maximal M &I est ordinaire par rapport a une
- famille #¢ € 7, s’il est ordinaire par rapport & toute F € 4¢.

LemmMe3.3. — SoitBréguliére et 8¢ C F . Supposons que pour chaque suite {F, | C IC
il existe une suite {a,} de nombres positifs, telle guez o, F,edF, deés
que | a,| Z a,. Dans ces conditions I'ensemble des points non ordinaires de N par '
rapport a JC est fini.

Démonstration. — S’il n’en était pas ainsi il existerait une suite infinie { M}
de points non ordinaires par rapport & #¢ possédant des voisinages V; disjoints
(voir la démonstration du lemme 3.2), Pour chaque M; il existe une fonction
F; € J¢ par rapport a laquelle M; est non ordinaire. En vertu du lemme 3.2 on
peut supposer que M, est ordinaire par rapport 4 I; si k=£j. Soit {a, | la suite
associée a {F,} dans les conditions de I’énoncé du lemme. Il est clair que

Z a,|F,(0)|< ®.{a,}estassociéea { F,(x) — F,(0) ] également et nous pou-

vons supposer que (o) =o.
On définit par récurrence a;. W;, 0;, g; de la facon suivante :

a. a;est un nombre positif inférieur 4 a; tel que

(3.5) o Fj(g) |2/ pour k<Tj;

b. W, est un voisinage de M; W,c V,, tel que (F,) soit bornée au voisinage de
origine dans (O — W) pour tout #<j; ici intervient I'hypothése selon
laquelle M; est ordinaire par rapport a I, si k<.

c. ¢©;€B, o;(M)=1sur W, et 9;(M)=o horsde V,.

d. g;€B,Nk(OM—W,), || g]| <L 277 tel que

j—1
(3.6) Lo V(g > 1ol <./' + 1+ Y e Fulg)) | >’

k=1
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(3.6) est possible d’aprés b et I'hypothése que M; est non ordinaire par
rapport a F;.

Posons |
l‘*:ZajFi et g:Zg/?
on a
FeF, et ge€B,,
done
F(g)eB
or
F p—
(3.7) ; 1 ﬂ |
? = Mo l“il|bj<g/)l]—Ea/{Hl*k(g/-)“]é/
‘ k)

d’aprés (3.5) et (3.6). La formule (3.7) nous donne la contradiction cherchée.

4. Tororocies sur F, T F. — On peut considérer F, non seulement comme
I'espace des fonctions F a variable réelle qui opérent dans B, mais aussi comme
I'espace des opérations (F), c’est-a-dire comme un certain espace de fonctions
de B, dans B. La topologie de la convergence simple des (F) munit &, d'une
structure localement multiplicativement convexe, donnée par la famille des
semi-normes N (F)=|F(f)| correspondant & I'ensemble de tous les él¢-
ments f de B,.

La multiplicativité N,(F.G) =N (F)N,(G) résulte de

HENGNDNZIENINNGNH I dans B

et implique la continuité de la multiplication dans %,, qui devient ainsi une
algébre topologique.

Nous appelons cette topologie sur &, la topologie simple des opérations, ou
bien la topologie simple tout court, réservant le terme topologie simple des
fonctions pour la topologie de la convergence simple des fonctions numériques
définies sur ’axe réel.

Il est clair que la topologie simple sur &, est plus fine que la topologie
simple des fonctions. Chaque filtre de Cauchy dans &, converge donc simple-
ment sur I’axe réel vers une fonction F qui opére, on le voit, dans B; F appar-
tient ainsi & F,, ou elle est la limite du filtre. &, est par conséquent complet.

La topologie induite sur & par &, sera appelée encore la topologie simple des
opérations ou bien la topologie simple tout court. &, étant une sous-algébre
fermée dans &, est une algébre compléte.

LeMME 4.1. — Pour tout F,€F 0<F0 € F resp.) Uapplication F—F(F,) est un
homomorphisme continu de F , dans 7, (dans F resp.).
Ann. Ec. Norm., (3), LXXVI. — Fasc. 2. 12
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Démonstration. — Le point de vue algébrique étant trivial démontrons la
continuité. Pour cela il suffit de remarquer que les conditions assurant qu'une
famille { F,(F,) | fait partie d’un voisinage de zéro, sont des cas particuliers des
conditions pour que {F, } fasse partie d’un tel voisinage. '

F, muni de la topologie simple des opérations, n’est pas en général une
algébre de Banach. Pour qu’elle le soit il faut et il suffit qu’il existe un voisi-
nage borné de I'origine, c¢’est-a-dire une suite finie { £, |_, =< B; telle que pour
tout f€B, et Fes

(b.1) Nf(F)éK(f)n:s?_pMNfﬂ(F)
soit
(k.2) I!F(f)IIéK(f)nil;gMHF(fn) Il

Une telle suite, lorsqu’elle existe, est appelée suite majorante pour F.

Définition. — F est quasi analytique (I), sl existe une fonction F € &, non
identiquement nulle, qui s’annule sur un intervalle.

Comme & est invariante par translation, il existe, quand elle est non quasi
analytique (I), pour tout intervalle ICT, une fonction non nulle dans F a
support dans I.

TutorkMe 4.1. — St F est non quasi analytique (1) et si, munie de la topologie
simple, F est une algébre de Banach, il existe un élément f&€B, dont le spectre
. contient un intervalle. En particulier la puissance de OV est alors au moins celle

du continu.
M

Démonstration. — Soit { f,|’_, la suite majorante pour &. U A(f,) estun
. n=1
ensemble compact dans T; s’il ne couvre pas T tout entier il existe un inter-
valle ICT disjoint 8 UA(f,). Soit F€ F non nulle a support dans 1.
F(f,)=o0 pour n=1...M sans que F=o, ce qui contredit I'hypothése
selon laquelle { /, | est une suite majorante.

Remarque 1. — La condition de non quasi analyticité qui figure dans I’énoncé .
du théoréme est superflue. Nous verrons que si F peut étre muni d’'une
structure d’algébre de Banach, elle contient toutes les fonctions p(p <) fois
dérivables pour un entier p.

Remarque 2. — Le théoréme 4.1 concerne la topologie simple sur & plutot
que l'algébre & elle-méme. Il existe des algébres B, avec 1t dénombrable,
telles que & puisse étre normée de maniére a devenir une algébre de Banach.
Dans de tels cas, la topologie simple des opérations est plus faible que la
topologie induite par la norme et n’entre évidemment pas dans la classe des
topologies localement convexes pour lesquelles le théoréme du graphe fermé
est valable (voir 'exemple 4.1)
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Exemples 4.1. — Soit X un exemple d’'Hausdorff compact infini; B = C(X)
I'algebre de toutes les fonctions continues sur X avec la norme :

| fll=sup|f(z)]
x€X

Une condition suffisante et nécessaire pour que F(z) opére dans B est que F(¢)
soit continue. & est donc C(T). La topologie simple sur & coincide avec celle
induite par la norme de C(T) si et seulement si il existe un f€B, dont le
spectre contient un intervalle.

4.2. Soit I un intervalle, B=D,(I) l'algébre de toutes les fonctions n fois
continuement dérivables sur I. On a MM =1, F =D,(T) avec la topologie
donnée par la norme.

4.3. Soit (k) un module de continuité, c’est-a-dire une fonction non-
négative sur [o, 1], continue a l'origine, concave et non identiquement nulle.

Pour n>>1, désignons par A, .(I) le sous-espace de D, (1) des fonctions dont
la ni*me dérivée f1™ satisfait a

(%.3) [ () — " (z+h) | =Kg(]R])

pour |h|Z1 tel que z et x + heEI.
A, . est une algébre de Banach avec une norme équivalente a

171l 2 oy s 1/ () | Ky )

K. (/) ¢tant égal a'infK, K satisfaisant (4.3).
Si B=A,.(I) ona 5 =A,(T), la topologie simple des opérations étant
équivalente a celle induite sur & par sa norme.

4. 4. Soit G un groupe abélien, localement compact, infini. B=1L"'(G). Les
fonctions qui opérent dans B sont nécessairement analytiques (voir les références
dans le chapitre II).

5. CAs ou & EST UNE ALGEBRE DE BaNAcH. — Supposons que & en tant qu’algébre
posséde une structure topologique d’algébre de Banach. Une telle structure,
lorsqu’elle existe est plus fine que la topologie simple des opérations. Ceci
résulte en effet du théoréme du graphe fermé, I'application F —F(/f) de &F
dans B ayant son graphe fermé pour tout f€B, (B étant semi-simple par
hypothése). Nous désignons les normes de & et de B de l]a méme maniére; il
est clair que lorsque 'on parle de la norme d’un élément de B, cette norme est
prise dans B et lorsque I'on parle de la norme d’une fonction qui opére la
norme est prise dans F.

Posons w,= || e™||. Nous appellerons la suite : { w, }”, « la suite associée a F ».

o

J étant une algébre de Banach il est clair que w,,,<Z ®,,0,, ce qui implique

.
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que l'ensemble A{w,} des séries trigonométriques Eane‘“‘, telles que

2 |a,|w, <o, est une algébre de Banach, ou la norme est définie par

(3.1) “Zane‘"* 1:Zlanlwu

A{w,}est une sous-algébre de 7; siF(z)€A{w,|

1F(2) [ F(2) ]
Nous verrons dans la suite que ces normes ne sont jamais équivalentes,

TatoreME 5.1. — Si F admet une structure d’algébre de Banach, il existe un
entier p tel que & contienne toutes les fonctions p fois dérivables.

Démonstration. — Pour tout f€B,, I'application F - F(f) est une applica-
tion continue de F dans B. Soit K, la norme de cette application. Posons

(5.2) K =sup L2k
K'(f) est une fonction numérique définie sur B,, et, comme elle est le
supremum d’une suite de fonctions continues, elle appartient a la premiére
classe de Baire et admet, par conséquent, un point de continuité f,.

Il existe un 1 > o tel que || f— f, || < implique :

S K'(f) = K(for ).
Pour || f— fu[|< 7 on &
(5.3) [ eU=fl |l Z e [[emb || ZK'(f)K (fo)mam_yn
or ' _
K(f)=K(fo,n) et o ,~o, (M.

et par conséquent
(8.4) (| e/l [ Z G (n)wy.

L’application F(x) - F(22) est un opérateur linéaire fermé dans F et
d’aprés le théoréme du graphe fermé il existe un K tel que

- | F(2z) [ K[| F(2) |
et en particulier
(5.5) - 0, << Koy, 0o Z K" o,

Soit f€B. et m un entier quelconque. On a :

[ eme)l =[] ="/ ]

avec t2"=nm, n étant le plus petit entier tel que ¢|| /|| <.

a

(*) Nous utilisons le signe a ~ b, a et b étant des variables, pour indiquer que le rapport 3

est borné inférieurement et supérieurement par des nombres positifs.
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D’aprés (5.4) et (5.5), il résulte que

e | = C () wh = C(n) K¥or?

et comme
|
n ~ Const. + ogm
- log2
nous obtenons
o ; logK
(5.6) || emf || = Const. mp—1, p=2 E2 1.
» - loga

(5.6) implique évidemment que pour toute fonction F, p fois dérivable,
F(f)€B; f étant quelconque, le théoréme est démontré.

CoROLLAIRE 1. — F est non quasi analytique (justification de la remarque 1 a la

suite du théoréme 4 .1).

COROLLAIRE 2. — F est réguliére et par conséquent B est réguli¢re. En effet,
soit G un ensemble fermé dans N et M, € M — G; il existe une fonction (M)
continue sur M, telle que 9(M) = o pour M€ G, ¢(M,)=1. D’apres le théoréme

de Stone Weierstrass il existe une fonction f€ B, telle que | f(M)| — o(M) = i

1l existe une fonction ¥(x)dans F , nulle pour |x | < le etégale a 1 pour |x — 1 |é%
F(f)€B et il est évident que F( f(M)) = o0 pour M€ G, et F(f(M,))=1.

Remarque. — La suite associée a F est une suite croissante comme nous le
verrons plus loin. Ce résultat est basé sur le fait que & est une algébre régu-
liére, fait qui, a son tour, repose sur le théoréme 5.1; mais, une fois acquis ce
résultat montre a I'aide de (5.5) que nous pouvons prendre

p=1-+ logK au lieude 1+ 2 logK
loga log2
TutoriME 5.2. — Si F admet une structure d’algébre de Banach, il n’existe

dans N qu’un nombre fini de points non ordinaires par rapport & F. Soit G C I
un fermé qui ne contient aucun de ces points; chaque fonction de F est bornée
dans toute partie bornée de k(N — G).

Démonstration. — B étant réguliére et & ayant une structure d’algébre de
Banach, le lemme 3.3 est applicable pour ¢ = & ce qui démontre la premiére
partie du théoréme.

Il résulte du lemme 3.1 que pour toute F€ &, (F) est bornée au voisinage
de l'origine dans lidéal £(OM—G). Si f,ek(OMN—G), f,€B, f.—o,
{F(f.)} reste bornée pour toute F € &. Désignons par (/) I'application F —F( /)
de & dans B. L’application f— (/) plonge B, dans 2(&, B) ('espace des appli-
cations linéaires continues de & dans B) et il résulte du théoréme de Banach-
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Steinhaus que pour toute suite { f, } tendant vers zéro dans /(O — G)NB,, la
suite {(f,)} est bornée en norme dans 2(F, B). On déduit de ceci qu’il existe
toute une boule {| f||<n} dans £(M —G)NB, qui est plongée dans un
ensemble borné dans 2(F, B). ’

Pour tout entier n, I'opérateur (n) : F(x)— F(nx) est un opérateur borné
sur &. On a

. F(nz) (f) =F(nf)=F(z) (nf)
¢’est-a-dire ’

(8.7) (nf)=(f)(n)

qui implique que la boule {|| f|| <n7}dans k(O — G)N B, se plonge dans un
ensemble borné dans 2(F, B) [car {|| f|| <mn1 le fait].

CoroLLAIRE. — St B est riche en automorphismes, toute partie bornée de B, est
plongée dans une partie bornée de £2(F, B). En particulier, (F) est bornée pour
toute F € F (vour la définition 1.3). On peut « remonter » 4 &, : soit € 7,
F(ksinz)e F; (F(ksinx)) est donc bornée, ce qui implique que (F) est bornée

sur la boule || f|| < /5{ dans B, ; k étant quelconque, (') est bornée.

L’algébre & étant une algébre de Banach on peut chercher les fonctions qui
opérent dans F. Il est clair que 'on retrouve &, et F. FE’espace des idéaux
maximaux de F est T, comme nous I'avons déja remarqué, dont tous les points
sont équivalents; nous pouvons appliquer le corollaire du théoréme 5.2 pour
obtenir que pour toute Fe&F,, 'opération (F) comme fonction de &, (les
fonctions réelles de F) dans &, est une opération bornée, c’est-a-dire si F€ 7,
et R > o, il existe une constante N =N, (I) telle que

||Fs;l|l|péR”F(F°‘) [l = Nu(F).

Pour tout R, Ny(F) est une semi norme multiplicative sur &,. On peut
choisir une suite R, - et considérer la topologie sur &,, donnée par la
suite (croissante) des semi normes N, (F). On voit immédiatement que cette
topologie est une structure de Fréchet sur &,.

La restriction de cette méme structure a & doit, a cause du théoréeme du
graphe fermé, étre équivalente a celle de & en tant qu’algébre de Banach et par
conséquent il existe un R, tel que (5.8)

(5.8) [|F || ~ N, (F) pour Fed.
Il en résulte que la suite w, est équivalente a uneé suite croissante (justification
de la remarque qui suit le théoréme 5.1). En effet :

wo= || e[|~ sup [[e"|[= sup [l
HEI<R I

Pour chaque ¢€T, la translation 7,:F(2) - F(2 4 z).est un automorphisme
de 7.
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Lemve 5.1. — La famille |7 |, est uniformément bornée dans £2(F);
£2(F ) étant Uespace des opérateurs linéaires continus sur .

Démonstration. -— Soit F;(x)=(x) (mod. 27) sur I;,(j=1, 2) ou I, sont
deux intervalles ouverts sur T dont la réunion couvre T. On peut choisir les F;
suffisamment de fois dérivables pour qu’elles appartiennent a &.

Soit G(x)=1surT—1I, et G(w)=osurT—1I,, ona

F(z) = G(2)F(F) + (1— G)F(F,)
(5.9) {

Fle+t) =G(x)F(Fyi+1¢)+ (1— G)F(F+2).

Or,l'ensemble {F;+¢; j=1,2et — 177} est borné dans F et le lemme
résulte du fait que (I') en tant qu’opération sur & est bornée pour toute e 7
et du théoréeme de Banach-Steinhaus.

Remarque. — {7, },er est une représentation du groupe T dans F. Si l'on
pose
)y =l=ll
on a

Blti+ 1) Zp(8,)B(L)
d’ou il résulte directement que 3(¢) est bornée si elle est mesurable.

Définition (5.1). — L’adhérence de I'ensemble des fonctions analytiques
dans & sera notée par F”.

Il est clair que F* est une sous-algébre de F.

Les fonctions analytiques sont, on le sait, continues (et méme analytiques)
sur B,. Si { f,,} est une suite convergente dans B,, la suite des applications { (/,)!
(voir démonstration du théoréme 5.2) converge donc sur l'ensemble des
fonctions analytiques de &, et si cette suite est bornée en norme dans £2(F, B),
elle converge fortement dans 5. ~

TrioriME 5.3. — St I’on garde les hypothéses et les notations du théoréme 5 . 2,
les fonctions de T* opérent continuement dans F ; il résulte de (5.9) que la
restriction de { G, |,e; & T~ est _fortement continue.

Définition 5.2. — On dit que l'algébre B satisfait la condition D au point
M, € 01 si pour tout f, €M, il existe un f; aussi voisin que I'on veut de f, tel
que /1 (M) = o au voisinage de M,.

La condition D pour tout M€ implique la régularité de B et le fait que B
n’a pas d’idéaux primaires; en effet, chaque idéal primaire contenu dans M,
contient toutes les fonctions de B qui s’annulent au voisinage de M,, qui est
dense dans M, d’aprés la condition D. L’implication réciproque est également
valable, c’est-a-dire : si B est une algébre réguliére sans idéaux primaires.
B satisfait a la condition D en tout Me Int.



98 M. Y. KATZNELSON.

TutoriME 5. 4. — St B satisfait la condition D au point M, € N et si M, admet
une base dénombrable {V, | de voisinages, M, est ordinaire par rapport a F*.

Démonstration. — Pour toute fonction F de F*, (F) appartient a la premiére
classe de Baire considérée comme fonction de M,NB, dans B, et admet par
conséquent des points de continuité. Soit f,&M,NB, un tel point. (F) est
bornée dans une boule || f— f; || < 2 e dans M,.

Soit f, I’élément donné par la condition D de distance inférieure & = de f,.
(F) est encore bornée dans la boule || f— f, || < e dans M,nB,. Soit V, un
voisinage de M, dans lequel f,(M)=o; (F)est bornée dans la boule de rayon
autour de l'origine de k(01— V,)NM, N B,. Pour tout F€ *, (F) reste donc
bornée sur toute suite { /., |, /,€M,NB, telle que f, - o, le support de f, étant
contenu dans V,. ‘

Du théoréme de Banach-Steinhaus il résulte 'existence d’un voisinage V et
de ¢ > o tel que la boule { || f|| <e, f€ (M —V)NM,NB,} soit plongée dans
une partie bornée de £(F*, B) (voir la démonstration du théoréme 5.2).

Du lemme 5.1 il résulte que si F€ 7%, (F) est bornée sur I’ensemble :

K(V,. a={/+4|fll<e fek(M—-V)NMynB,, |t] <1}

Soit W un voisinage de M, tel que WV, et g€B, tel que g(M)=o sur W,
g(M)=1 hors de V. Si f€k(M —W)NB,, || /]| << m ona
S+ S(Mo)geK(V, <)
et le théoréme résulte de 'identité
FNH=F(+/(M)g) = F(f(Mo)g) + F (o)

et du fait (impliqué par th. 5.3) que pour F€F*, g€B,, F(ag) comme fonc-
tion de «, est continue au voisinage de l'origine.

Remarquons que nous avons démontré non seulement que pour toute F e F*
il existe un voisinage V de M tel que (F) soit bornée au voisinage de 'origine
dans k(01— V)N B,, mais aussi qu’il existe un voisinage W commun & toutes
les fonctions de F*.

Il résulte de (5.79) que les opérations de F* sont bornées (voir définition 1.3)
dans £(ML — W).

La condition que M, ait une base dénombrable de voisinages est remplie
si 1 est métrisable, ce qui est le cas si B est séparable. Dans ce cas nous pou-
vons ameéliorer le résultat du théoréme 5.2 en nous restreignant a F*. Nous
savons en effet qu’il n’y a qu'un nombre fini de points M, ... M, non ordinaires
par rapport a & (a4 F*). L’algébre B étant réguliére, chaque idéal maximal M;
contient un idéal primaire minimal P;, qui n’est autre que l'adhérence de
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I’ensemble des fonctions de B qui s’annulent au voisinage de M;. Posons

P= ()P,

ji=1

P est une sous-algebre de B. Nous lui ajoutons n éléments g, ... g, tels que :
&;(M) =1 au voisinage de M;, g;(M)=o0 au voisinage de M, si k3£, et nous
obtenons une algébre B, avec 1L comme espace d’idéaux maximaux. B, est une
sous-algébre de B sur laquelle toutes les opérations (F) pour F€F™ sont
bornées. En effet, les points M de J1U sont ordinaires dans B, par rapport a F*,
soit qu’ils I'étaient déja dans B, soit, si M =M;, comme conséquence du théo-
réme 5.4.

Rappelons qu’une fonction G(¢) a valeurs vectorielles est « mesurable » sur T,
si pour tout ¢ > o il existe dans T un ouvert E. de mesure inférieure a ¢, tel
que G(2) soit continue sur T — E..

Lemve 5.2, — Soit Y€F, si 7, F =VF(x+t) est une fonction mesurable
de T dans F, et si ¥(x)=ZXa,c™ on a:
(5.10) |an| << Koy,

Démonstration.

| anes|| = = sup [ F(z 1) |

Ex

1 .
_»f F(z 4 t)em™dt
2T Y

or sup || F(x—1t)| est fini (lemme 5.1), et le lemme est démontré.

TutoriMe 5.5. — St F remplit les conditions du lemme 5.2 elle est adhérente
a Afw,} dans F. ¥ appartient donc a F* et la fonction ~,F =¥ (& t) est par
conséquent continue en tant que fonction de T dans & .

Démonstration. — Soit vy > o et E, de mesure inféricure a v tel que =, F est
continue sur T —E,. Si ¢, est un point de densité de T—E,, I un intervalle
autour de ¢, tel que mes(INE,)—cmes(I) et A(z) la fonction triangulaire
de support I dont I'intégrale est ¢gale a 1, on a

(5.11) ZME + a

wx+m~JﬁmmF@+om

F(x+ 1) —F(z+0)].

Lorsque mes (I) tend vers zéro, ¢ et « tendent aussi vers zéro ¢’est-a-dire

avec M=sup|/F(z+1)| et «= sup |
LEY 1E1NE,

F(x+1t)= lifnf‘AI(t) F(xz+t)dt
or

fA[(t)F‘(J;—I— t)dt :2 w, oW e e Ao,

Ann. Ec. Norm., (3), LXXVI. — Fasc. 2. 13
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étant donné que |a, | < Kw;' (lemme 5.2) et que E

¢y | <, ce qui entraine

F(r+t,)€Ajw,|, A{w,| étant invariante par G, F(z)€Alw,} =" et le
théoréme est démontré.

Remarquons que dans la derniére démonstration il suffirait de supposer qu’il
existe un ensemble de mesure positive sur lequel la restriction de F(x 1)
— comme fonction de ¢ & valeurs vectorielles — est continue.

Il serait intéressant de montrer que & = F* (ou d’en donner un contre
exemple); nous ne pouvons qu’indiquer quelques conditions entrainant cette
identité.

L’intégrale fA,(t)F(w—f— t)dt a un sens si 'on considére F(x +-¢) comme

fonction de ¢ a valeurs vectorielles dans G(T) — I'espace des fonctions continues
sur T avec || F|| =sup|F(x)]|.

Fi(z) :/ Ar(t)F(x+t)de :2 a, o)) e'x e F*.

Cette intégrale est la limite, dans C(T), de sommes de Riemann dont chacune
a une norme dans & inférieure a M =sup | F(z+1)||.
LEeY

Si 'intersection de la boule unité de F avec toute partie compacte de C(T)
est faiblement compacte dans &, ||F,||s <=M et F est la limite faible d'une
suite F; . F appartient donc a 'adhérence faible de A{w,} et le théoréme

de Hahn Banach implique que F€ A {w, |. Ceci étant vrai pour tout F€F, on
AaF =9.

Une deuxiéme remarque concernant la continuité des opérations (F), FeF,
est la suivante : lorsque pour toute F€ F, (F) est bornée dans B, (localement
bornée a I'origine). L'ensemble :

M;={F; F(o)=o, (F) continue & I'origine }

est un idéal primaire dans &.

Soit p tel que toute fonction p fois dérivable opére dans B (Théoréme 5.1);
il résulte d’un théoréme de Naimark (voir chapitre I, section 7) que si FeF,
F(o)=o,FrteM;, d’ou le théoréme :

TutoriME 5.6. — St au voisinage de t, €T, ¥ € F est de la forme F(2,)+ F/™'
avec ¥, € 7, (F) est continue au point t, (considéré comme fonction appartenant
a B, ayant comme valeur la constante t,).

Nous ne savons pas si 'hypothése — admise implicitement dans I'énoncé du
théoréme 5.6 — selon laquelle pour toute Fe, (I) est bornée, n'est pas
superflue en ce sens qu’elle résulte simplement du fait que & admet une
stucture d’algebre de Banach. En d’autres termes, nous ne savons pas si le
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corollaire du théoréme 5.2 est valable en I'absence d’hypothéses sur les auto-
morphismes de B.

Nous allons terminer cette section avec un théoréme sur les rapports entre
I'algébre & et les algebres de type A{Q,} qui peuvent lui étre associées. Ce
théoreme généralise un théoréme de Beurling et Helson [2] ou plutot une forme
affaiblie de ce théoréme due a Leibenson concernant les endomorphismes de
Ialgebre & =A{1|(=L"'(Z)).

Le théoréme de Beurling-Helson affirme que si la fonction «(t) est telle que

f(t)gcx = fla(t))ea

a(t) est nécessairement une fonction linéaire a pente entiere. Leibenson [17 ]
démontre le méme résultat lorsque () est supposée deux fois dérivable. Nous -
donnons 'analogue du théoréme de Leibenson pour A {Q,}.

TreorEME 5. 7. — Soit A{Q, | telle que
(5.12) F(z)eA{Q,| = F(az)eA{Q,}

. . . . . Qoan
ou bien, ce qui revient au méme, lim sup o < ®

Soit a(x) deux fois continuement dérivable; supposons que
(8.13) F(x)eA{Q,} = F(a(x))eA{L,}
on a alors
a(x) =N+ a,
ou N est un entier.

Démonstration. — Nons utilisons le lemme suivant du 4 Kahane [10] :

Soit a(t) réelle, de période 2n(modan), deux fois dérivable sur un inter-
valle I ou o" (1) >0 > o.

Posons & = ——— et choisissons K de facon & ce que

mVInle K v
= (=) () >

I| étant la longueur de I.
Posons

; O
in (L) — (1) pimt
e = 2 i et

On a dans ces conditions
0

(5.14) PRGN
[l [<xe

(5.13) implique — théoréme du graphe fermé — que :

¥ (a(e) ]| < Ce| F
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la norme étant prise dans A {Q, |; il résulte en particulier que :
(5.15) || én0 || < Cte || e || = Ce Q..
Supposons.a”(t) == o, il existe alors un intervalle I sur lequel o”(¢) > ¢ > o,

En remplacant si nécessaire a(t) par 2”a(t), remplacement possible en
vertu de (5.12), on peut supposer que ¢ est suffisamment grand pour que

Soit j(r) l'indice de Q, dans la suite {Q, | ordonnée selon la grandeur des
Q,[j(n,)> j(n,) implique Q, >~ Q, 1, il est évident que pour une suite infinie
de n, ona 4|n|>j(n); pour un tel n il résulte de (5.14) et de (5.16) :

“ i ( \Y () . (
Gy e =N Qs Y e

[ <K&

AR St
Wl ~ [l -
= Y ke,> D ke,

Jlmy=1 (my=H|n|

>~ Ké|n|Q,=Cte W—”_\ Q..
ce qui contredit (5.15) et démontre le théoréme.
CoroLLARE. — St A {Q, | opére dans A w, | on a:

_1
limsupQ,w;,' |n| *>o.

n—w=
Si {w, | est une suite croissante, on a pour tout £ > o

\/m o= 0(2,).

En effet

a(t)y=12psint€A{n,|

F(x)— F(a(x)) est une application linéaire continue de A} Q, | dans A{w, |
et le corollaire résulte des formules analogues 4 (5.15) et (5.17).

Remarques. — a. L'exemple Q, = a", (a > 1), montre que I'hypothése 5. 12
n’est pas inutile. ,

Ala"} est, en effet, analytique; c’est-a-dire que si F(x):z a,e™eAla|,
F peut étre prolongée analytiquement dans la bande |Im(z)|—loga, et
vice-versa, si F(z), de période 2, est analytique dans la bande [Im(z)|<b
avec b >loga, ona F(x)eA{a"}.

Il en résulte que si a(x), de période 2n(mod27) est analytique dans une
bande |Im(3z)|<b, b > a et si 'image de cette bande par a(z) est contenue
dans la bande |Im(z)|<loga, a(x) est un changement de variable permis
dans A {a"}.
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b. Le facteur \/in] obl;enu au corollaire est le meilleur possible, en ce sens

que pour tout & >o, A Inf A } opere dans A {[n|}.

Pour le voir, soit FEA | ]n\ ¢ et SeAi|nll :%F(f):F’(f)f’.
F'(f) est lipschitzienne d’ordre 5—1—& ot appartient d’aprés le théoréme

de Bernstein a @; /"€ @ et par conséquent - F(f)ea ce qui est équivalent
AF(/)€Al|n]}.

Ceci donne une limite, en un sens, au lemme de Kahane. Dans le méme
mémoire [10] il est démontré que si «(¢) est analytique, on a aussi inégalité
dans le sens inverse, a savoir

lev*||=0V[n]

Ce résultat reste valable méme si I'on remplace la condition « «(¢) analy-

tique » par « «/(2)€L*(T) » en vertu de I'inégalité de Carleson [3] (commu-
nication verbale de Kahane).

c. Si toutes les fonctions de A {Q, | sont deux fois continuement dérivables,
la condition présente dans I'énoncé de théoréme, selon laquelle o(2) I'est, est
superflue.

6. QUELQUES THEOREMES DE STRUCTCRE POUR B A PARTIR DE F . — Limme 6. 1. — St/
existe une fonction FE€F telle que V(1) =/t pour o =t—3, et si (F) est
bornée localement a U'origine dans B, on a B = C(ON).

Démonstration. — Les conditions du lemme impliquent I'existence d'un
nombre positif 7 tel que si f€B f(M)> o0 et]], IV <K.
Comme /A f=/a\/f pour % > o, il existe une constante K, > o telle que

T,

VA= NV VA
pour toute f positive, et par conséquent
(6.1) ' o sup (M) [ =KL

Pour fréelle | f| = -+ //*, les parties positive et négative de f appartiennent
donc a B, car

[r= S =T
/S est donc la différence de deux fonctions positives. On a

sup | /(M) [=sup | f*(M), — /(M) ],
(A=W (|
ce quijointa(6.1), implique:

(6.2) JE€B, = ||| = Cte sup | /(M) |.
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L’algébre B étant supposée auto-adjointe, (6.2) entraine
B, =C.(00) et B=C(M).

Remarquons qu’aucun usage n’a été fait de I'élément unité de B, ou, ce qui
revient au méme, du fait que N est compact.

TutoriME 6.1. — Soiz B réguliére et supposons qu’il existe dans 5* : F(1),
F(t) =+ \/t pour 0 =1 ¢ avec £ > 0. On a alors : B = C(IMN).

Démonstration. — Pour M, € M désignons par pM, l'idéal primaire fermé
minimal contenu dans M,. pM, est I'adhérence de I'ensemble : {xeM,;
(M) =o0 au voisinage de M, |. Soit T I'ensemble des éléments non négatifs
de pM,. F(z) est une fonction de la premiére classe de Baire, de T dans M, et
de ce fait admet des points de continuité. Soit £, I'un d’eux. F est bornée dans

la boule || f— £, || < &. Soit f; dans la boule || f— f, || < % tel que fi,(M)=o
dans un voisinage V de M,. I est encore bornée dans la boule || f— f, || < %S et

en particulier dans la boule || /|| < %} de TNA(OL—V).

Il résulte du lemme 6.1 que toute fonction continue sur M, nulle en dehors
de Vet en M,, appartient a B. La régularité de B (déja utilisée implicitement
dans la construction de pM,) implique I'existence d’'une fonction g €B asupport
dans V, telle que g(M)=1 dans un voisinage de M,. Si / est continue sur I
et nulle en dehors de V, f= f(M,)g+ (f— f(M,)g) donc f appartient & B.
Si f est continue sur I, fg s’annule en dehors de V et fg€B ou bien f€B
localement en M,. M, étant quelconque f appartient & B localement en tout
point et comme 1T est compact : £ &€ B (voir Loomis [19] p. 86).

TutoriME G.2. — Chacune des conditions suivantes est nécessaire et suffisante
pour que B= C(I).
a. 7 =C(T).

b. F admet une stucture d’algébre de Banach et contient une fonction F(¢) telle
que F(t) =+ \/t pour o =13 et 3 > o.
c. F admet une structure d'algébre de Banach et n’a pas d’idéaux primaires.

Démonstration. — Que les conditions sont nécessaires est trivial, démontrons
qu’elles sont suffisantes.

a. F =C(T) implique F*=&. B est réguliére et a est réduit au théo-
réme 6.1.

b. F opére dans elle-méme et, étant riche en automorphismes, (F) est bornée
sur F. Du lemme 6.1 il résulte : & = C(T) d'ou (¢f. ) B=C(IM).
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c. Nous considérons de nouveau que & opére dans elle-méme. Du corollaire
du théoréme 5.2 il résulte que I'ensemble des opérateurs [G,]: F — F(G,) est
borné dans £(F) lorque G, parcourt un ensemble borné dans &.. Soit

M= sup [[[G«]].

G 1=t
Choisissons F,, I, € F telles que :
Fi(¢)=t pour |¢] <1,
(6.3) Fo(t) = o au voisinage de £ = o, soit pour | ]| << &,

I
R

Ce choix est possible car F, peut étre sutfisamment dérivable pour appar-
tenir & & (théoréme 5.1) et I'existence de F, est assurée par la condition selon
laquelle il n’y a pas d’idéaux primaires dans & (la condition D). Si

Fes,, F| =1,
on a nécessairement
(6.4) sup [ F(0)[> 6,

car si I'on avait |F(2)| &, on aurait

(6.5) V=B = | (F) = Fo(F) [ = | [F ] (Fa—=Fy) [ =M o =

ce qui est impossible, et par conséquent :

¥ < g sup | F(0)]

pour tout F réel.

La norme dans & est donc équivalente a la norme spectrale, & = C(T) et le
théoréme est démontré. ‘

Comme application simple des théorémes précédents donnons un critére
portant sur un ensemble situé sur T (ou R) afin qu’il soit un « ensemble
de Helson ». Rappelons qu'un ensemble KT est dit de Helson (¢f. [4]) si
toute fonction définie et continue sur K, peut étre prolongée sur T en une
fonction qui est la somme d’une série de Fourier absolument convergente.

En d’autres termes, K est un ensemble de Helson si 'algébre A(K) des
restrictions a K des fonctions de @ (T) (voir chapitre II) coincide avec C(K).

Tatorime 6.3. — S'il existe & > o tel que
(6.6) llem k=0 (| n[~*)
pour tout élément réel de A(K), || ||k étant la norme de A(K), alors

a(K) =C((K).



106 M. Y. KATZNELSON.

Démonstration. — La condition (6.6) entraine que U'algébre A ||n|—¢] opére
dans @(K). Le théoréme résulte de ce que Aj|n|' | contient des fonctions
du type décrit dans I'énoncé du théoréme 6. 1.

Dans le cas ou & = C(T), la structure de B est donc complétement connue.
Nous n’obtenons pas une caractérisation aussi complete en supposant seule-
ment : §2D,(T), mais nous pouvons appliquer -un lemme, du a Naimark
([21] p. 189) pour montrer que les ¢léments du radical de chaque algebre
quotient de B sont nilpotents d’ordre donné par n.

Le lemme de Naimark peut étre énoncé ainsi :

LemMe, — Soit X un élément du radical d’une algébre normée R. Supposons

(6.7) || (1—2.X)— ||:O<ﬁ> avec A =rel
on a alors
X+t —o.

St dans (6.7) on remplace O( ) par o () on obtient
X7 = o.
Nous utiliserons la forme suivante de ce lemme : soit X un élémentréel'd’une

algébre de Banach B tel que (6.7) soit vérifié. Soit ¢ un homomorphisme
continu de B dans R. Si oX appartient au radical de R

eXtl'=o
(aX"=o si 'on remplace O par o).

Définition. — On dit qu'un élément f€B est « de synthése spectrale » si f
appartient a chaque idéal I tel que f's’annule sur A(T) (voir définition a la sec-
tion 1). ‘

TutoriMe 6. 4. — St F D, (T) et f€B,, /"+" est de synthése spectrale.

Démonstration. — On peut évidemment supposer || /|| < 1. Pour tout A non
réel, soit F,(¢)=((— eyt sur [—1, 1]; F,(2)€D,(T) telle que la norme
de F,(¢) dans D,(T) soit de 'ordre de sa norme dans D,[—1, 1]. On obtient
ainsi :

1l

N — neil
[ sin" 10| ou )= re,

1 lls = Gl Eln, = G

ce qui entraine

Ba=a =150 1= 0 (1)

[ s/ |
et le théoréme résulte du lemme de Naimark.

Si f€B, f=Re(f)+ iIm(f)etl'onvoit que /> estde synthése spectrale.
Il y a d’autres applications possible du lemme de Naimark au probléme de la
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synthése spectrale. Dans le cas ou B = A(T), plusieurs recherches portent sur
les conditions pour qu'une fonction soit de synthése spectrale (voir par exemple
Agmon et Mandelbrojt [ 1] Pollard [22]). Nous indiquons ici un résultat de
ce genre, trouvé d’ailleurs par une méthode tout a fait différente par Kahane
et Salem.

Tatoreme 6.5, — Soit f(t)€ A(T). Supposons que f(t) soit a variation bornée
et satis fasse une condition de Lipschits d’ordre > o. Dans ces conditions f(t) est
de synthése spectrale.

Démonstration. — Sans restreindre la généralité nous supposerons que f(1)
est réelle. D’apreés le lemme il suffit de montrer que

(6.8) H(I——-)xf)"“:O(rlll‘z—g) -}

Pour % non réel, (1— 2 /)" et également a variation bornée et lipschitzienne
d’ordre «, car :

W) — f(y
(1= 27 @) = (= () =

d’on
'Var
Var[(1— 2 f)! ]éW ) —arg?.

et de méme, si | f(x+h)|—f

/|°", on a

(I_)\f(xﬂ—/l))*]——([——-)\f({r))f%éc‘)\'\l/l‘l

[sin O]

Posons (1— 7 f(x)) = 20” ™. D’apres Zygmund (| 27] p. 136) on a :

2 L P ZGiVar[(1—3f) ' o [(l —Af) —'] 2V
n==2v—14-1
ou w[g, k] estle module de continuité de g(). Par conséquent :

va

(6.9) N =G sind ]
2 | < :

Or, , @' tend uniformément vers zéro. Ceci et

I'inégalité (6.9) entrainent (6.3).

€. Q. F. D.
CHAPITRE II.
ETUDE DE QUELQUES ALGEBRES PARTICULIERES.
Dans ce Chapitre nous cherchons a déterminer les fonctions qui opérent dans

algébre A (T) (vour 1.1) ainsi que les fonctions qui opérent dans quelques-
Ann. Ec. Norm., (3), LXXVI. — Fasc. 2. 14
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unes de ses algebres quotients. Du point de vue technique il nous sera commode
de parler tantot de A (T) tantot de A (R) — l'algébre des transformées de
- Fourier des fonctions sommables — ce qui est licite d’aprés le théoréme, main-
tenant classique, de N. Wiener (woir [26], p. 80) selon lequel localement,
ces deux algebres sont identiques. Précisons : soit I un intervalle de longueur
inférieure a 27, par exemple I =(—n+ &, 1 — &), les fonctions & support
dans I qui sont les transformées de Fourier des fonctions sommables, sont
précisément celles qui, comme fonctions sur (— =, ©), ont une série de
Fourier absolument convergente. L’ensemble de ces fonctions est un idéal de
deux algébres A (T) et A(R) qui induisent sur lui des normes équivalentes. Le
passage des propriétés locales aux propriétés globales étant possible, vu la régu-
larité de A (T), le théoréme de Wiener nous permet de confondre @(T) et A(R).
Le résultat principal de ce chapitre est la réciproque du théoréme de Wiener-
Lévy pour 'algébre @ (T) et pour quelques-unes de ses algébres quotients.
Nous démontrerons d’abord deux lemmes dus a Kahane.

Lemme I1.1. — Etant données f, ... [v€@(T) et &> o0 on peut trouver des
entiers Ay . . . Ay tels que

(Il. 1)

= a—6) [T

11762

Démonstration. — On voit qu’il suffit de démontrer le lemme pour N =2 et
“de procéder par récurrence.

On pose A, =1. Si fi(x) est un polynome trigonométrique on peut prendre A,
supérieur au double du degré de ce polynome et obtenir

ILfi(2) fo(Raz) [[= LS L2 ]

Dans le cas général f,=S,+ R, ot S, est une somme partielle de f,
d’ordre m et | R, || tend vers zéro. Nous pouvons choisir m tel que

ISl = R[> (1= &) | /1]
et prendre A, > 2m
Wfi(2) fo(ha) | = [ (Su (@) + Ry (@) fo(hoz) | = (1Sl = [[Ra (1) [ /2l
= (=) (LA T
Lewve 1.2, — Désignons par &, Uensemble des éléments réels de EL(T).
Posons :
N(R)= sup | e/|
sea,
ri<n
On a alors
N(R) =¢".

Démonstration

i R cosx
eN

R, (R
___I—|—N|+O N>
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comme on le voit en développant ¢ en série de Taylor. Il résulte du lemme I1.1
que I'on peut trouver 7\1 .o hy tels que

Tswmo( bea (B

ce qui entraine, lorsque N tend vers 'infini : N(R) > ¢". Comme d’autre part il
résulte du développement en série que N(R) =Ze", le lemme est démontré.

A Taide de ces lemmes Kahane [10] a démontré le théoréme suivant :

Si F(x) est périodique, opére dans A(T) et que, quel que soit f€ @, les
F(f-+a)| sont umformement bornées pour toutes les constantes
réelles a, F est analytique.

Nous allons démontrer la variante suivante de ce théoréme.

usl

(I1.2)

Lemve I11.3. — St F(x), de période 2w, opére, et si (F) est bornée dans le
cylindre C=1{f+a;| f|| <R, |a| L] dans A,, F(x) est analytique dans une
bande de largeur 2r autour de l’axe réel.

Démonstration. — 1l existe dans @, une fonction /() identique a x
pour | x| <. Si F(f(x)—+ a) €& pour tout a réel, F(x) appartient localement
a @ et, puisqu’elle est de période o7 : F(x)€ &; ¢’est-a-dire

F(x) —} a, e~ avec Z [, | << o
(F)<f(£)) :2 a, einf(-‘r):E b“(f) PAIUN

avec

Z|b,,(f)[<oo pour toul feA,.

b.(f) est, par la formule de Fourier, une fonction numérique continue

m

sur @,. Si 'on pose S,n(f)zz b.(f)e", S,.(f) est une fonction continue

—m

de @, dans A.
Il en résulte que
(F)(f)=1imS,,(f)

est une fonction appartenant i la premiére classe de Baire — comme fonction
de @, dans @ et de méme que (F)( f+ a) est une fonction de Baire en tant que
fonction de a€R dans A(*); en particulier (F)(/—+a) est mesurable sur
I'axe réel.

Si|| F(/+ a)|| <K uniformément dans C, on a

I

— < p—in e
27?/;_1 (f+)e du

< K.

(*) Remarque due & Helson.
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Or
(11.3) ;%,/;n F(f+a)e " du=a, e?’"'

et, par conséquent :
[l fem ]l =K

pour tout /'€ A, de norme inférieure a R. D'apreés le lemme 11.2 on a':

(I1.4) || =2 Ke—nk
et le théoréme est ainsi démontré.

Lemve I1. 4. — Soit F(x) définie dans un intervalle ouvert 1 contenant Uorigine.
Si F opére dans & et si (F) est bornée dans une boule || f|| <, F(x) est analy-
tique a l'origine.

Démonstration. — Pour « suffisamment petit, la fonction F,(x) =F(«sinz)
est 2m périodique opére dans A et (F,) reste bornée dans un cylindre C (voir
lemme II.3), 1l résulte da lemme I1.3 que F,(z) est analytique dans une bande
autour de I'axe réel, et'comme a sinx est analytiquement inversible a 'origine :

F(z)=F, <arc sin §>, F(x) est analytique au point x = o.
Il est clair que dans I'énoncé du lemme I1.4 on peut remplacer l'origine

par un nombre réel a quelconque. Si a€l et si (F) est bornée dans une
boule || f— a|| <w, F(x) est analytique en a.

Tutoreme I1.1. — Si F(x), définie dans un intervalle ouvert 1, opére dans AL(T),
F(x) est analytique dans 1.

Démonstration. — D’aprés le lemme I1.% et la remarque qui le suit, il suffit
de démontrer que si e€l, (I) est bornée dans une boule || f'— a| < v dans &,.
En remplacant F(a) par F(x—a) on peut supposer a==o et il s’agit de
montrer que (I') est bornée dans une boule || /|| < 7 dans &,. Ceci peut se
faire de deux manicéres : '

a. @&(T) estune algébre réguliére, riche en automomorphismes et 'on peut
donc appliquer le théoréme 3.1 du premier chapitre.

b. (F) est une fonction de la premiére classe de Baire (voir la démonstration
du lemme I1.3) et comme telle admet un ensemble partout dense de points de
continuité. Pour fixer les idées, supposons que I contient I'intervalle [—1, 1],
il existe un point de continuité f tel que || f; — sinz || < %; /1 admet donc un
zéro 3.

(F) est bornée dans une boule || f — /, || <7,. La condition D (voir chapitre I:
déf. 5.2) est valable, on le sait, dans I'algebre @(T); on peut donc trouver une
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fonction fre@,, || fi—/fill < % telle que fy (@)= o pour |z — B| < 3. (F) est
encore bornée dans la boule Hf"fo”é*]z<3 et en particulier dans I'en-

semble des éléments de la forme f,+ g, || gl <., g(x) ayant son support

dans T, = (B8 —¢, B+ 2).
Or

Fg)=FE(fi+g) —F(fo) +F(o)

qui implique que (I) est bornée dans une boule centrée a l'origine dans
I'idéal £(T —T,).

Soit
( , b
" pour | — | |
A(x) =« 2 . 0 P
2—8>‘r'—l‘)l pout Zzi[_f),;
0 pour 0|z — 3]

et soit k(x) une fonction de norme 1 a support dans |x——(5{<§ Pour
toute f'€ A, on a, d'apres le lemme 111 :

(11.5) IFEN =T (f(nz))ii= lim [[£(z) F(f(n)|,
Or
[A(z)E(f(na)) | =] k(x)F(A(z) f(nx)) || < |F(A(x) f(nr))]

qui est uniformément bornési|| /|| < é 15, ¢tant donné que A(x)f(nw) e k(T—T),)
et que
[A(z) f(ne) [ =1 A(2) [ ST =3

et le théoréme est démontré.

CoroLLame. — 8¢ 1'(2), définie dans un intervalle fermé 1, opére dans &(T),
F(x) est analytique dans 1.

Démonstration. — 1l faut démontrer que F(z) est analytique aux extrémités
de I; pour cela nous pouvons supposer I =[o, 1] etil suffit de montrer que F(x)
est analytique a 'origine.

F(x?) est définie dans [—1, 1] et opére dans @(T), done, par suite du
théoréme que nous venons de démontrer, est analytique a l'origine. Au voisi-
nage de zéro

F(a?) :Z Wy "
puisque F(a?) est une fonction paire; il en résulte que

F(x) :Z o, ",
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Remarque. — Le théoréme I1. 1 reste valable lorsque 'on remplace dans son
énonceé A(T) par A(G), G étant n'importe quel groupe abélien, localement
compact non discret. A(G) signifie dans ce cas I'algébre des transformées de
Fourier de L*(I"), I' étant le groupe dual de G. Lorsque G est discret, une
condition nécessaire et suffisante pour que F(z) opére dans A(G) est
que F(o)=o et que F(z) soit analytique a I'origine.

Un résultat plus frappant résulte de I'étude des fonctions qui operent dans
les algébres B(G) des transformées de Fourier-Stieltjes des mesures portées
par I'. Pour G non compact, seules les fonctions entiéres opérent dans B(G);
si G est compact, I' est discret, B(G) = @ (G) et les fonctions qui opérent sont
caractérisées par le théoréme II.1. Les résultats cités ont été obtenus dans le
cas ou G=Z(I'=T) par Helson-Kahane [5] et Kahane-Rudin [14]; pour
I'exposé du cas général nous renvoyons a Helson-Kahane-Katznelson-Rudin [6].

Soit F(z) une fonction analytique dans un domaine D du plan complexe. Si B
est une algebre de Banach avec unité, F(z) opére dans B et définit une fonc-
tion (F), a valeurs dans B, sur une partie B(D) de B, de tous les éléments ayant
leur spectre dans D.

La fonction (F) est, on le sait, analytique dans B(D). Si f, €B(D) et si I'on
pose d(F, f,) égale a la distance entre le spectre de f, et I'ensemble des points
singuliers de F(z), on a pour tout g€ B, dont la norme spectrale || g||.. est infé-
rieure a d(F, f,) : i

['(72)
(11.6) F(fot )=, th) g,

La convergence de cette série résulte de ce que

(IL.7) Fw)(fo):i!—f _F_% s r<d(F, f)
cl=r

ami
qui implique, si I'on pose M(r) = sup F(fo+%),
lel<r
I F(fo) [l Zn b r=nM(r).
D’autre part si || g]|.<r, il résulte d’'un théoréme classique de Gelfand,

que || g" || < 7" pour n >N, et la série (II.6) converge absolument.
On voit en particulier que (F) reste bornée dans toute boule

f=rll=d<d(V, fo).

Montrons que dans le cas B=c(¢)d(F, f,) est vraiment la borne supérieure
des d tels que (F) reste bornée dans || f— f, || = d.
M

Lemme 11. 5. — Soit P(z) :Z a,z". Pour tout R >oona

n=o

M
1.8 N (R) = PO =N a,l R
(I1.8) (h) Ws#%n (NI=X ]
fE“,‘ n=9u0
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Démonstration. — Ce lemme est une généralisation du lemme I1.2. Nous
avons vu qu’en considérant des suites {4, suflisamment clairsemées on peut
construire des éléments

N

A N
j‘\‘_ﬂ N cos I
n=—1
tels que

dim {JeVx ] = et
De la démonstration du lemme 11.2 on voit que si |0 =1 on a aussi
(11.9) Jim || % ]| = et
(I1.9) implique que, pour n et m fixés, les supports de fy et de fy' sont
« presque » disjoints pour N suffisamment grand. C’est-a-dire, pour tout & > o

on peut trouver No= N, (&) tel que si N > N, il existe deux éléments gy’ et gy’
ayant leurs supports (en tant que mesures sur Z) disjoints, ct tels que

g8 — fRI <&, [[g — fR [ < 6.
En effet, soit

0 — e n~//z)

r=

n Rn
et comme ”Z ~T| tend vers 6“22771:2 Hf"” lorsque N tend vers

I'infini, pour m et n donnés et N suflisamment grand, on a

[ P P

m! n! m!

on a

Or

/IL an
N

m! nl

nl

H 0/1 m OILfIL “

d’aprés le choix de 6.
Si

1 W L 1
!fkm — 2 a(]{n,N) e, . f(l_ E a(lll, V) gl
il suffit de prendre

) N (m,n,N) (m,N) ija
aNY=m! _ij ol el

/L)_n[ Z(I /ﬁ(m nN) ) (1, N) el/’

ou
. ‘m,‘\) (n,N)
LN — f o si oY Zal
7 I Si m >0!("’N
7

comme on le voit facilement en tenant compte de ce que fy est définie positive.
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Cette construction se généralise par récurrence et I'on obtient le résultat
suivant : pour tout M > o0, &> o0 on peut trouver N suffisamment grand pour
)

qu'il existe des ¢léments gy’(n=1, 2...M) ayant des supports deux a deux
disjoints (en tant que mesures sur Z) et tels que '

gy —fRlI< & pour 1.Zn—M.

Ceci implique évidemment le lemme car :

\ ), \? ) "1 ()
(I 10) RVSTES D B D SRR el
2 - — ~ , .
SN g8 1= & 3 | = [ | R+ O(8)
C. Q. F. D.
CoroLLalRE. — Soit P (=) :E a,s" et R, le rayon de convergence de cette serie.

n—1

Pour tout O < R<R,ona;

NR) = sup [P =D ] e
Jea, n=1

De ce corollaire il résulte que si le rayon de convergence de la série de Taylor
de F(z) est égal a R et si cette série ne converge pas absolument sur le
cercle | z|=R,, I'opération (I') n’est pas bornée dans la boule || /|| =R, de &,.
Or si la série de Taylor converge absolument sur le cercle de convergence, le
lemme précédent ne s’applique pas pour la détermination des rapports entre
les domaines de régularité de F(z) et les ensembles sur lesquels (F) est bornée;
il faut alors reprendre le raisonnement du lemme 1I. 4.

Nous supposons donc que F(x) opére dans &(T) et que (F) reste bornée
dans la boule | f||<R de &,, et nous cherchons le domaine d’analyticité
de F(z) dans le plan complexe, ou, plus précisément, le rayon du cercle de
convergence de la série de Taylor de F.

Nous pouvons supposer R grand, quitte 2 remplacer F(2) par F(ax), « petit.
Nous savons, d’aprés le théoréme II.1 que F(x) est analytique a l'origine.
Soit F(w):Eanx" sa séric de Taylor; désignons par R, le rayon de conver-

gence de cette série.

Lemne I1.6.

1
R~ —R.
2

Démonstration. — Posons F (z)=F(sinx). Si (F) est bornée sur la

boule || £ <R et si || g]|<r=log(y2R+o0(1)) : |sin(g )| =R unifor-
mément pour €T et par conséquent F,(x) reste bornée dans le cylindre

dans B : { f+¢; || fl| <7, teT}.
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D’aprés le lemme I1.3, F,(x) est analytique dans la bande |y | <r. L'image
de cette bande par sinz couvre le cercle

|Z] < \—/—2— R+ o(1)
2 R>w»
d’ou le lemme.
L’existence d’une constante K positive telle que

R, KR

pour toute fonction qui opére, n’est pas un phénoméne propre a I'algebre @(T),
mais une propriété commune de toutes les algébres B dans lesquelles toute
fonction qui opére est nécessairement analytique.

Tutorime I1.2. — Soit B une algébre dans laquelle seules opérent les fonctions
analytiques. Il existe une constante positive K telle que : si F(x) opére dans B
et st (F) est bornée dans la boule || f|| <R dans B,, ¥ est analytique dans le
cercle | 5| < KR.

Démonstration. — Supposons qu’il n’en soit pas ainsi. Pour tout N >o il
existe alors une fonction Fy(x), définie pour —ay-Zx Zay qui opére dans B
et telle que (Fy) reste bornée dans la boule || f|] <Ny, qui a un point singulier
a une distance inférieure a 3y de l'origine. Quitte a faire le changement de
variable F{ (@) = Fy(aysinyyx), on peut supposer que les fonctions Fy(z) sont
définies pour tout x, que si N > M (Fy) est bornée dansla boule || /|| < M de B,,

et que Fy(x) admet un point singulier de module inférieur a - Pour une

N
suite { Ay} décroissant rapidement, la fonction

Fy (@) =Y AvFx(@)

est une fonction non analytique qui opére dans B, ce qui fournit la contra-
diction cherchée.

1l résulte en particulier que si seules les fonctions analytiques opérent
dans B, seules les fonctions entiéres restent bornées sur les parties bornées
de B,.

Dans le cas de @ (T) la constante K est probablement égale a 1. Nous I'avons
montré pour des fonctions dont la série de Taylor ne converge pas absolument

I

sur le cercle de convergence et le facteur — que nous avons trouvé dans le cas

=
V2
général (lemme II.6) est sans doute du a un défaut technique.

Nous y considérons en effet, non pas toutes les fonctions réelles de norme R,

mais seulement I'ensemble des fonctions de type sin favec

/1l <log(y2R+o(1)).

Ann. Ec. Norm., (3), LXXVI. — Fasc. 2. 15
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Or, si pour une fonction F,(x); R, > LR, la série de Taylor de F,(x) converge
V2

absolument et uniformément sur cet ensemble. Le changement de variable,
effectué dans la démontration du lemme II.6 nous fait donc nécessairement

perdre le facteur —-
2

La difficulté disparait trivialement si I'on suppose que (F) est bornée sur
I'ensemble des éléments de norme inférieure a R, ayant leur spectre non pas
sur I'axe réel, mais dans un voisinage de I'origine du plan complexe.

Lemme 11.7. — Soit & > 0. Désignons par W(E, R) Uensemble des éléments
de A(T) dont la norme spectrale est infeérieure ou égale a &, et la norme
dans & (T) est inférieure a R. Si (F) est bornée sur U(&, R), F(z) est analytique
pour | z| <R.

Démonstration. — En remplacant F(x) par F(&x), R se transforme en &'R
et le lemme pour F(&x) est équivalent a 'énoncé du lemme pour F(x). On

peut donc supposer & =1.
Si

F(x) :2 a,x"
F(e/) :2 a,, et

T (efl/+0) :Z a, e ¢t

qui reste uniformément borné en norme si f est réel de norme inférieure
a logR. Comme dans la démonstration du lemme II.3 on obtient
|a,| < e ""**"=R"" ce qui entraine que le rayon de convergence de la série de
Taylor est au moins égal a R.

Tueoreme 11.3. — Soiz f, € A(T). Supposons que F(z) soit définie dans un
ouvert Q contenant le spectre de f,, et quelle opére dans Q(T) tout en restant
bornée pour || f— f.|| < R. St F est analytique complexe, elle w’a pas de singu-
larités a une distance inférieure a R du spectre de f,. (Lorsque f, est réelle, il
suffit que F(x) soit définie dans un intervalle contenant le spectre pour qu'elle
puisse étre prolongée en une fonction analytique complexe).

Démonstration. — Soit £, un point du spectre de f,, montrons que F(z) est
analytique dans un cercle de rayon au moins égal & R autour de &,. Sans
restreindre pour autant la généralité on peut supposer

Eh=o, Jo(o)=no.

Soit f, tel que f,(x)=o pour |x|< 7 et || fi— fo]| < &. (F) est encore
bornée dans la boule | f—/fi||<R—& et en particulier dans la boule
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lgll<<R—& de l'idéal k(T —(—m, 1)) —les éléments de @(T) a support
dans (— 7, 7). On sous-entend évidemment que lorsque I'on parle d’une boule
c’est en réalité de 'ensemble des éléments de cette boule ayant leur spectre
dans Q qu’il sagit.

Désignons par A,(x) la fonction égale a 1 pour [x|<y égale a zéro
pour |z| > et linéaire pour y—_|x|_1. A, est la différence entre deux

fonctions « triangle » dont I'une a sa norme égale & - et l'autre a - Y ; par

consequent
PRy —+ ')'

~
Y
i

=

Si f(x)e@(T) a spectre dans Q et si o(x) estune fonction de norme 1
a support dans (— vy, v), on a (lemme II. 1) :

(IL.11) IF)=IF(f(nz))]|= lim ||o(z) F(f(nz)) |
= Jim [[0(2) F(Ay(2) f(nx))]]
Zlim || F(Ay(x) f(n2)) ||

qui est uniformément borné si

—g) 11,
Ifll=(R—¢) - +,1,
Or, & peut étre choisi arbitrairement petit, 7 est déterminé par & et I'on peut
choisir y aussi petit que 'on veut par rapport a v, ce qui entraine que (F) est
bornée dans toute boule de rayon inférieur a R, centrée a I'origine de @ (T) et
le théoréme résulte du lemme II. 7.

2. Nous passons a I'étude des fonctions qui opérent dans quelques algébres
quotients de A(T). Les algébres quotients, semi-simples de @ (T) s’obtiennent
comme algébres de restriction des éléments de (T) a des sous ensembles fermés
de T. Soient, en effet, T un idéal dans @ (1), A(I) 'ensemble des idéaux maxi-
maux qui contiennent I (I'ensemble des zéros communs a tous les éléments de I).

a(T)
[

L’espace des

ccisément A(1), qui est un sous

a(T)

ensemble fermé dans T, et pour que —— soit semi-simple il faut et il suffit

que I =FkA(T) [intersection des idéaux de £(I). Voirl.1]. Nous donnons ici une

condition sur A(I), suffisante pour que seules les fonctions analytiques opérent

a(T)
I

dans

- Une telle condition sera dite « condition d’analyticité » et les

ensembles KT tels que dans /{((K)) seules les fonctions analytiques opérent

seront dits « ensembles d’analyticité ».
Il est clair que chaque sur-ensemble d'un ensemble d’analyticité est un
ensemble d’analyticité, de méme que chaque translaté et chaque image homo-
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thétique. Il est également clair que si K contient un intervalle; K est un
ensemble d’analyticité. Nous faisons usage de la remarque du début du

chapitre concernant I'équivalence de ((]?)) et de i(((lz)) SiIKC(—n+ &, n—&).

Pour simplifier nous supposons que tous les ensembles dont il s’agit sont des
sous-ensembles de [ — 1, 1] sur 'axe réel. L’algébre « de base » @ sera la sous
algébre de A@(R) (et de @(T)) des fonctions a support dans [— 1, 1].
Pour f€@ f(nx) aura le sens qu'elle a dans @ (R), c’est-a-dire sans les

I I !
répétitions modulo —- Ainsi le support de f(nx) est contenu dans ( — 2 ’7)-

Ceci nous permet de parler également de f(Ax), ~>>1 non necessau‘cment
entier. Les normes induites sur & par &(T) et par AL(R) sont équivalentes et
nous pouvons les confondre, néanmoins du point de vue technique la norme
de @ (R) est plus commode étant donné qu’elle vérifie :

1/ CGer) [=1I/1]-

Soit K fermé dans [—1, 1]: nous désignons par f; la restriction d'une

fonction fe @ a K, et par || /|x=| /x|l. Sa norme dans A(K)= /l(ali)

Tutorime II.4. — St K est (fermé) de mesure positivce K est un ensemble

d’analyticiié. v
Démonstration. — Soit F(z) une fonction qui opére dans A(K)= /%;),

F(0)=o0, montrons qu’elle opére aussi dans . Sans restreindre la généralité
on peut supposer que (F) est bornée dans une boule || /]| < dans @(K), car
sinon, il existe dans K au plus un nombre fini de points non ordinaires par
rapport a F (Voir 1. lemme 3.2). Il existe dans K un sous ensemble fermé K,,
de mesure positive dont tous les points sont ordinaires par rapport a F et on
peut reprendre la suite de la démonstration pour A(K,).

On peut supposer ¢galement que x = o est un point de densité de K.

Soit f€ &, a spectre réel avec || f|| <7

Lf(nz) s || f(nz) || <m0
done
1F(fa(nz))|| <B.

Il existe donc une suite { g,,} dans @, telle que

gn(x) =F(f(nzx)) sur K
avec

lgull <B+~

gn<§>ea<ﬁ), gn<‘;fl>

‘or
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et'on a
gn<§> —F(f(a)) sur nK.

Choisissons une suite {n;} telle que
(Il.12) mes 'liKn[_2‘2]>4_TII

et de la suite %S(x) &,(%); extrayons une sous suite qui converge faiblement
]

vers un élément GE€ A, o(x) étant la fonction égale a 1 pour x| =1, i zéro
pour |z| >~ 2 et linéaire pour 1 Z| x| 2.

On a ||G||==B]|s||<3B. Le support de G(x) est visiblement contenu
dans [—2, 2 |; il résulte de (II.12) que G(2)=F(f(z))e @ et le théoréme
est démontré.

Le théoréme II.4 est un cas particulier du théoréme suivant qui donne une
condition de nature arithmétique suffisante pour que K soit un ensemble
d’analyticité.

Tarorkme I1.5. — Si, quel que soit N, K contient une progression arithmétique
de N termes, K est un ensemble d’analyticité.

Ce théoréme a déja été énoncé dans [13] et deux démonstrations ont été
signalées.

La premiére, analogue en un sens a celle du théorémeII. 4 a été donnée d'une
maniére assez détaillée. Cette démonstration consiste a mettre en évidence que
st F(x) opére dans @ (K) elle opére aussi dans & (Z) (I'algebre des coefficients
de Fourier des fonctions sommables sur T). On sait ([ 5]) que seules les fonc-
tions analytiques opérent dans @(Z). La seconde méthode est seulement
esquissée dans [13] et nous donnons plus de détails ici; elle est analogue a la
démonstration du théoréme II. 1.

Lewme 11.8. — Désignons par P, la suite {n_nkézz_n et par || f|l. la norme de la
restriction d’une fonction f€ A(T) a P,, alors pour toute f& A(T)
LS ll= 1Al

Démonstration. — Soit ¢ une fonctionnelle linéaire sur A(T) :
© ~ Z Cm e—mx

sup|e,| =19 <.

avec

Soit

‘ N<1 Niz| . om
AN:ESQ) oIS — — Tox S1 Ix] < _.N__

0 aillenrs,

v
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Soit
vk =y e,
Posons
N .
(I1.13) Ex(f) = E ”<%{>f<21\1ﬂ)

k

I

S(x)=), WM v,em étant un élément générique de A(T).Ey(f) estune fonctionnelle

linéaire sur A(T), etl'ona:

1 N
EN (f) N 2 Z A\J YnCm 8,“ el'n—m) —z Tu C(N
k m J
(I1.14) avec

-
N) — . Lo
c(n —2 Cll—k/l\'o'n_'_/‘N

i

comme on le voit en sommant d’abord par rapport a k. Or, d’aprés la formule
de Poisson

(I1.15) Do y=1
et comme Ay(x) est de type positive, ¢, ;y>> o0 pour tout N, n, j et 'on obtient
C‘}f)ésglp [e] =121,
soit
HEN =] ¢l

D’autre part &) tend vers 1 lorsque N tend vers U'infini ce qui implique
gi;ll CN —=¢,,
ou bien
Ex() =<9, />
pour tout fe @(T).
Pour un f€ @(T) donné, prenons ¢ de norme 1 tel que {o, f>=| f].
Si fy(x) = f(x) sur Py, Ey( fy) = E\(f) étant donné que le support de Ey est
justement Py (II.13), par conséquent

(IL.16) A= TEx () [=TEx() [/l
et le lemme en résulte.

Le lemme II.8 s’inspire de la méthode utilisée par Herz [ 7] pour démontrer
que I'ensemble triadique de Cantor est un ensemble de synthése spectrale. Nous
I'avons démontré dans I'algébre @ (T) pour la simplicité des formules (II. 14)
(II.15), mais il est clair que I'analogue de ce lemme est valable pour @&. Comme
corollaire du lemme II.8 nous obtenons I'analogue du lemme II.2 pour les
algébres A(K), K satisfaisant a la condition du théoréme II.5.
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Lemye I1. 9. — 87, quelque soit N, K contient une progression arithmétique de N
termes, et si l'on pose
M(R)= sup [/¢|lx
Jea

115 <R
ona:
(II.17) M(R)=¢"
Démonstration. — 11 est clair que (II.17) est valable pour I'algebre @ ; soit
donc f€ @, de norme R telle que
(I1.18) [| €] > (1— &) e

D’aprés le lemme II. 8, il existe un N tel que
e flv>=(1— &) | |

(]le"|ly étant ici la norme de la restriction de e a la progression arithmétique
de N termes dont le premier est ¢gal & — 1 et le dernier 4 +1). '
D’aprés I’hypothése du lemme il existe dans K une progression arithmétique
de N termes, soit
Py = PN,aN,h: f ax—+ jh } 1;{:1

avec
ay>—1, h>o, ax+ Nh <1,

La fonction f, (x) :f<N3/—La: —1— %) a les propriétés suivantes :

IAll=R lef =l e™llo;=]l e"]lx
et par conséquent
e fle> (1— &)t
et le lemme est démontré.

Nous sommes maintenant en état de donner la démonstration du théorémeIL5.
Quitte a prendre un sous-ensemble de K nous pouvons supposer que K est cons-
titué d’une suite d’ensembles de type P, =Py, ay, /;dont les intervalles supports
sont disjoints et tels que {a, | tend d'une maniére monotone (p. ex. décroissante)
vers un certain a, €[ —1, 1]. Nous pouvons supposer encore que :

(1. 20) ax,— ty>>2(ay 41+ Njji by — @)
(si{ay,} décroit).
Nous définissons maintenant les opérations (F;) de la facon suivante :

_ (¥(f(=z)) pour z€P} avec k=)

(II.21) (F) (f(x)) = F(f(a,)) pour x€ P} avec k> .

I est clair que les (F;) sont des opérations continues sur & (K). D’apres le
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théoréme de Kaplansky et (II.20) on a
| (F) = lim(F)

c’est-a-dire (F) est une fonction de la premiére classe de Baire sur @ (K).

Si I'on pose F,(x)=F(a sin x), F,(f+t) est une fonction mesurable de ¢
et on peut avoir les évaluations (II.3) et (II. 4) pourvu que I'on sache que (F)
est bornée dans une boule || f||x< v dans &,(K).

Il ne nous reste qu'a montrer que (F) est en effet bornée dans une telle boule.
Pour cela, 1l suffit de mettre en évidence ’existence d’une telle boule dans
laquelle les F; sont uniformément bornées, ou encore que (F) est bornée sur
I'ensemble des éléments a spectre fini de cette boule. Supposons le contraire;
pour chaque » il existe alors un élément f& @, (K) a spectre fini, tel que

(;1.22) N fallk<<2= [[F(fu) x> 2"

En changeant, si nécessaire, la variable, nous pouvons supposer que les supports
dans K des £, sont disjoints. Posons

f=Dfe  EN=2F)

(nous pouvons évidemment supposer que F(o)=o0). Or, F(f) ne peut pas
appartenir a L(K) étant donné (II.2) et le théoréme est démontré.

Remarque. — Insistons sur le caractére arithmétique des conditions d’analy-
ticité. Des ensembles trés voisins du point de vue métrique peuvent donner
naissance a des algeébres de restriction trés différentes. Ainsi par exemple la

{1

suite «Ui;v satisfait la condition du théoréme II.5 et est par conséquent un

ensemble d’analyticité. Pour toute suite {é’vn} décroissant vers zéro aussi vite
que l'on veut, on peut trouver une suite {4,} dont les éléments sont linéai-
rement indépendants (ce qui entraine cv1demmcnt que {A,} est un ensemble de

il <e.

Helson) et telle que |7
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