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ESQUISSE D'UNE THÉORIE

DE LA

MULTIPLICATION DES VARIABLES ALÉATOIRES
PAR M. PAUL LÉVY.

(DÉDIÉE A LA MÉMOIRE LAUREL WINTNER.)

1. INTRODUCTION. — L'addition de deux ou plusieurs variables aléatoires (v. a.)
est un des problèmes les plus classiques du calcul des probabilités. Par contre
leur multiplication ne semble pas avoir été étudiée d'une manière systématique.
L'objet du présent travail, où nous nous bornons à considérer le produit X=UV
de deux variables aléatoires indépendantes, est de commencer à combler cette
lacune. Peut-être certaines parties, et notamment les formules fondamentales
rappelées au n° 2, paraîtront-elles triviales. Nous pensons que, dans l'ensemble,
la plupart des résultats sont nouveaux.

Il est entendu une fois pour toutes que U et V sont indépendants. Nous ne le
répéterons pas chaque fois. Quand nous ne préciserons pas le contraire, leurs
valeurs seront supposées réelles.

Au n° 2, nous indiquons les formules qui, dans le cas réel, permettent
d'exprimer la loi dont dépend X en fonction des lois de U et V. Au n° 3, après
avoir défini une fonction G(.r) qui définit la dissymétrie de X, nous l'exprime-
rons en fonction des fonctions analogues relatives à U et V.

Au n° 4, nous énonçons les problèmes précis qui seront considérés dans la
suite. Les deux premiers (A et B) sont ceux qui, par l'introduction des loga-
rithmes, se ramènent formellement aux problèmes fondamentaux de l'arithmé-
tique classique des lois de probabilité. Le problème D se ramène de même à
celui des lois indéfiniment divisibles, problème dont la solution est bien connue.
Quant au problème C, c'est la recherche des cas où la loi de X est symétrique.

Si nous venons de parler de réduction formelle à des problèmes connus, c'est
que, sauf dans le cas où U, V et par suite X, sont des nombres réels positifs ou
nuls, leurs logarithmes sont des nombres complexes définis modari; . Le cas de
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l'addition des variables aléatoires complexes définies modâiu n'ayant pas été
spécialement étudié, c'est à l'étude de ce cas que nous conduisent tout naturel-
lement les problèmes relatifs au produit X -= UV.

Les ^ ' 4 0 8 contiennent l'étude des problèmes ainsi posés. Certains sont
complètement résolus. D'autres appellent de nouvelles recherches. Nous utili-
sons souvent la méthode, reposant sur l'emploi des logarithmes, qui vient
d'être indiquée. Mais au n° 6 nous appliquons une autre méthode, qui repose
sur la relation bien connue qui existe entre les moments de (J, V et X.

Enfin le n° 9 est consacré à l'analyse du Mémoire de A. Wintner [4] qui
semble avoir été le dernier travail de cet éminent savant, décédé subitement
quand il était encore en pleine activité. C'est ce Mémoire qui m'a donné l'idée
du présent travail, bien qu'il n'y soit pas question de variables aléatoires. Mais,
si Wintner part d'un'problème tout mis en équations, un probabiliste ne peut
pas ne pas y voir l'énoncé sous-jacent : définir les v. a. de la forme X = UV, ou
U est une v. a. laplacienne réduite^ qui dépendent de lois indéfiniment divisibles
(i. d.). C'est donc un problème qui se rattache à notre sujet.

Malheureusement il y a dans ce Mémoire, à côté de quelques inadvertances
faciles à corriger, une lacune qui conduit à douter du théorème fondamental.
La condition que Wintner a cru nécessaire et suffisante pour que X ait à la fois
les deux propriétés qu'il considère est manifestement suffisante. Mais il n'est
pas prouvé qu'elle soit nécessaire. Il y a donc un problème qui reste ouvert, et
qui semble intéressant. De toute façon il y a un point qui reste acquis : la
découverte d'une importante classe de lois de probabilité qui sont des solutions
du problème de Wintner.

2. NOTATIONS ET FORMULES FONDAMENTALES. — Nous désignerons par F(^), Fi (a?)
et Fa^) les fonctions de répartition des v. a. réelles X, U et V, par x^ u/,,
^i(h,k, l=i, 2, . . .) les valeurs de ces variables ayant des probabilités positives,
et par a^, &/„ c/ les probabilités correspondantes. Si X= (JV, on a

(1) F(.r-o)=^ dF,(u)d¥,(^)
^ t U ' ^ . T I . '

et

(2) F(;f+o)-F(.r-o):= ^ btci,
l/l,Vi=X

D'autre part, en introduisant les fonctions caractéristiques F*(^), F^(r ) et
F^?), c'est-à-dire les transformées de Fourier-Stieltjes de F(o-), Fi(^) et F^(^),
on a

(3) ^(t)=f ^^t)dV^)=r ¥:(ut)d¥,(u).

Ces trois formules sont valables dans tous les cas, et, si les discontinuités de



MULTIPLICATION DES VARIABLES ALÉATOIRES. 6l

Fi(?/) et F^) sont connues, la seconde définit celles de F(.r). Les x^ sont les
produits Ui^i, et, pour ces valeurs, la formule (2) détermine a^ qui est, par
définition, le premier membre de cette formule.

Si les lois de U et V sont absolument continues, celle de X l'est aussi, et, les
dérivées de F(.r), Fi^etFs^) étant désignées par/(^), fi(u) et/^), on a

(4) ff \ r4"^ ^ / \ r ( 'T\ ^l< F 4 y ^ [ I \ r / ^ dit!
i^--]_ ^^M;»-)̂ ./, ^b)^'^'

formule dans laquelle on peut évidemment intervertir /i et/^. Dans le cas le
plus général, /i(^) etf^(^) sont définis presque partout, et les intégrales qui
figurent dans la formule (4) représentent une fonction sommable, qui n'est
qu'une partie de fÇx), dont on a ainsi une borne inférieure. Il faut noter que,
même si/i(ï/) etf^Ç^) sont presque partout nuls, il peut arriver quey(.r) soit
partout positif.

Il est enfin évident que si, pour n entier et a réel, on pose

W

/ï+" ' /-+" ^+"
E/, == ^ x11 d¥ ( x ), K,~= ^ ̂ i ( ̂  ), K ̂  / ^ dY., ( x ),

«y_au «y_^ «y_^

Ea=f l^l^/l^^), Ea^f ^I^FK^), Ëa=^ ^[^F^^)

on a
(6) E,=E,E;, Ëa=Ë'aEa.

On sait que, pour n ^> o, E^, E^ et E^ sont les moments d'ordre n de X, U et V,
et E^, E^, E^ sont ceux de X [ , U et V[ . Les premiers sont majorés par les
seconds, auxquels ils sont égaux, soit si n est pair, soit si la v. a. considérée est
presque sûrement (pr. s.)^o.

Il peut arriver que l'expression (6) de E,, soit de la forme o xoo. Sauf si le
facteur nul correspond à une v. a. pr. s. nulle, E,, est alors infini, et si, a = n
est un entier impair, E,, est indéterminé.

3. SYMÉTRIE ET DISSYMÉTRIE. — iNous allons introduire âne fonction G(x),
définie pour œ^o, qui caractérisera la dissymétrie de la loi de X, et qui sera
identiquement nulle si cette loi est symétrique et dans ce cas seulement. Dans
le cas absolument continu, la dérivée ^'(^) de G(^) sera définie par la formule

(7) • ^)=/(^)-/(-^),

c'est-à-dire que ̂ -̂  est la partie impaire de/(.r). Il suffit évidemment de la
connaître pour <r^> o. Cela nous conduit pour G( x) à la définition

(8) G ( o ) = = o , ^ G ( ^ ) = 6 - / [ E ( ^ ) + F ( — ^ ) ] (^>o) .
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Il est évident que cette fonction a bien la propriété que nous voulions réaliser.
Elle est à variation bornée, mais, en général, n'est pas monotone.

Si nous désignons par a, a' et a^ les sauts de G{x\ F ( x ' ) et f(—x) au
points, on a évidemment a = y.'— y.". Si nous désignons par ̂  (A = i, 2, ...)
les points où G(x) est discontinu, et par a/, les sauts qui leur correspondent,
il en résulte que les ̂  sont tous des |^|, mais ils peuvent n'être qu'une partie
des x^\. En particulier, si V(x) a un saut à l'origine, c'est-à-dire si

P r ( X = o ) > o ,

cela n'a aucun effet sur G{x\ sinon de donner pour sa variation totale la
borne supérieure i — Pr(X = o) <^ i.

S'il s'agit de la v. a. U, nous écrirons Gi(^), r^, p, ^ au lieu de G{x\ ̂ ,
a, a/,; s'il s'agit de V, nous écrirons G^), ti, 7, ^. Si un nombre positifs a une
représentation et une seule de la forme T]/,^, il résulte de (2) que

(9) ^= ̂ 'i + KïL ^= %ï;+ Kï;,

et par suite
(1 0) a = ̂ - ^== (P,- K) (y; - Y;) = ̂

On en déduit que dans le cas général

(n) a=G(^+o)-G(^-o)=:-^ p,-^
yiî =.r

formule qui définit parfaitement les discontinuités de G{x) en fonction de
celles de Gi(î/) et GsC^).

En partant de la formule (i), et de la définition (7) de G(x), on obtient de
même la formule

02) . G(^-o)=(T dG,(u)dG,(^) (^>o),
^u, P>O; ?n'<.r

qui dans le cas le plus général donne G(x) en fonction de Gi(ï/) et Gs^). En
effectuant l'intégration par rapport à v, il vient

(i3) G(^)=^aoG/^)^Gl(^),
«-/ o v /

formule où .r peut être x — o ou x+ o. On peut déduire de ces formules une
vérification de la formule (n); inversement, en partant de (11), on peut vérifier
ces formules dans le cas totalement discontinu et, par un passage à la limite,
arriver au cas général.

Si les fonctions Gi(^) et G^{v) sont absolument continues, G(^) l'est aussi,
et l'on a entre leurs dérivées g{x), g-i(u), ̂ (^) la relation

(.o ^^^^r^,^.
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Enfin, en introduisant les moments

(i^) ên= f ̂ dGÇa-), ^n= f ̂ [^G(^)[,
^Q t^O

on a évidemment
(16) \&n\^~&n^a,

et les moments analogues relatifs à G^{x) et G^(x) étant désignés par &'^ &',,
Ce
( 17) ^=^C, ^n^W'

On remarque l'analogie entre toutes ces formules et celles du n° 2. Mais ici,
x étant positif, dQÇx) et gÇx) sont de signes quelconques, et, pour l'étude
des moments, il n'y a pas à distinguer le cas où l'indice n'est pair et celui où il
est impair. Le produit &',,^ peut être indéterminé aussi bien pour n pair que
pour n impair. Si pour fixer les idées ê^==o, ê^=oc, ê'̂  est infini ou indé-
terminé, et ê^=ê^ l'est aussi, sauf toutefois dans le cas où Gi(^) est iden-
tiquement nul; dans ce cas G(^) l'est aussi etê^==o.

Il faut remarquer que, d'après un théorème connu de T. Carleman que nous
utiliserons plus loin, il y a des fonctions non constantes Gi(.r) dont tous les
moments sont nuls. Il ne suffit donc pas que tous les ê'^ soient nuls pour qu'on
puisse conclure que Q^Çx) est identiquement nul et que les &n sont nuls aussi,
même si ê^ est infini.

4. PROBLÈMES POSÉS PAR LA MULTIPLICATION DES VARIABLES ALÉATOIRES. — Sauf

au 5° du n° 7, où nous poserons de nouveaux problèmes, et au n° 9, dont nous
avons indiqué l'objet spécial, nous nous bornerons à l'étude des problèmes
suivants :

Problème A. — Les lois de X et de U étant données, reconnaître si X est de la
forme UV, et dans ce cas déterminer la loi de V ou l'ensemble des lois possibles.

Problème B. — La loi de X étant seule donnée, reconnaître si X admet des
représentations de la forme UV dans lesquelles aucun facteur ne soit un nombre
certain.

Problème C. — Déterminer les conditions que doivent vérifier les lois de U
et V pour que celle de X soit symétrique.

Problème D. — Déterminer les lois indéfiniment divisibles de V arithmétique
multiplicative (lois i. d. m.), c'est-à-dire celles pour lesquelles, £ et z! étant des
nombres positifs arbitrairement petits, la v. a. X dépendant d'une telle loi peut
être mise sous la forme d'un produit de facteurs indépendants U^ tels que

(18) P r i | U , - i | > £ i < s ' .
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5. PROBLÈMES A ET B. LA PREMIÈRE MÉTHODE : RÉDUCTION A UNE SOMME PAR REMPLOI

DES LOGARITHMES. — i° Une v. a. X peut toujours se mettre sous la forme ïjX',
les deux facteurs étant indépendants, X/ étant presque sûrement (pr. s.) 7^0,
et TI n'ayant pas d'autres valeurs possibles que o et i. La probabilité de la
valeur o est a=Pr(X==o) . Si a < ^ i , la représentation de X par la formule
X.=^Xf est unique; la loi de X' est la loi conditionnelle dont dépend X
dans l'hypothèse X^o. Si au contraire a=i , la loi de X^ est absolument
quelconque.

Si U et V sont mis de même sous les formes r^'\]' et r^V', la relation X= LV
se décompose et r^=r\^, et X^U'V, et l'on peut étudier séparément ces
deux relations. L'étude de la première se résume dans la formule

(19) i — a == Pr(Y] == i ) :== Pr(^ = i) Pr(^= i) =(i — y.,) ( i — a,),

qui résout immédiatement, pour les v. a. considérées, les problèmes A, B et D.
On remarque.en particulier que, sauf si a==o, le problème B a une infinité de
solutions, Pr(r^=i) étant quelconque dans f i — a , i], et que la loi de T|
est i. d. m. On est ainsi ramené à l'étude de la relation \ ' = ' \ ] ' ' \ ' , ce qui
revient à dire que : on peut supposer a = Pr(X= o) == o, ce que nous ferons
maintenant. On a alors aussi nécessairement Oi== a^== o.

2° Supposons d'abord Pr (X^>o)=i . Cette condition ne pouvant pas être
réalisée si le signe de U est effectivement aléatoire, U et V sont pr. s. tous les
deux positifs ou tous les deux négatifs. Le second cas se ramenant au premier,
nous ne chercherons que les représentations de X par un produit de facteurs
positifs. Alors la formule X= LV se ramène à la formule d'addition

(20) l o g X = I o g U + l o g V ,

les logarithmes étant réels, et logU et logV étant indépendants. Les problèmes
A, B et D sont alors ramenés à des problèmes classiques, dont on sait qu'ils se
ramènent eux-mêmes à l'étude de la relation

(•u) c p C O — c p i C / ) ^ / )

entre les fonctions caractéristiques de logX, logU et l o g V .
On sait que, sauf dans un cas particulier; cette formule résout le problème A.

Les lois deX et L étant données, on en déduit y(^) e ty i (^ ) , donc^(^). On sait,
par la formule qui résout l'équation

(^) ^ ( / ) - — f ^'^•^(r),
U

reconnaître si ^(c) est bien une fonction caractéristique, et dans ce cas
évidemment exceptionnel on a ainsi F^).
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Le cas particulier, signalé d'abord par A. Khintchine, où 92^) est indéter-
miné, est celui où y(ï) et Çi(^) , tous les deux égaux à l'unité pour t=ï, sont
tous les deux nuls en dehors d'un certain intervalle (—T, +ï). Un exemple
beaucoup plus général que celui de Khintchine se déduit d'un vieux théorème
bien connu de G. Pôlya : pour qiùune fonction ç(^), réelle^ paire, toujours ̂ o,
et égale à i pour t=o, soit une fonction caractéristique (et alors celle d'une loi
symétrique), il suffit qu'elle soit connexe dans (o, oo). Prenons alors pour yi(^)
et Ça(^) des fonctions vérifiant ces conditions, et de plus telles que

(23) Cpi(ï)=:o, Cpa(T) >Cp2(oo)^0,

d'où <pi(^)=o pour ^^T. Il existe une famille infinie non dénombrable de
fonctions y^(^), vérifiant aussi les conditions de Pôlya, et égales à ^(Q
dans (o, r). On a alors, sur tout l'axe des t,

(24) ^(t)^,(t)==^(t)^(t),

de sorte que la donnée de <pi(^) et de <p(^)= Çi(^)ç2(Q ne détermine pas ̂ (Q;
il y a une infinité non dénombrable de fonctions 9^) possibles.

Nous ne savons pas si l'attention a déjà été attirée sur le fait que dans ces
conditions le problème A n'est pas complètement résolu. Çs^) est défini
dans (— T, + T), et, si c'est une fonction de Pôlya, on saura que son prolonge-
ment est possible, et même d'une infinité de manières, si Ç2(Q^>o. Mais, en
multipliant Çi(^) et Ça (Q par des fonctions caractéristiques complexes, on voit
que la même indétermination peut se produire pour des fonctions complexes,
et si 92(0? sans être du type de Pôlya, est ainsi connu dans un intervalle fini
( — T , +T), il n'est pas aussi facile de savoir si les valeurs obtenues sont des
valeurs acceptables pour une fonction caractéristique.

Le problème B est également ramené par la formule (20) à un problème
classique de la théorie de l'addition des variables aléatoires. S'il n'est pas résolu
dans tous les cas, les résultats connus sont trop nombreux pour qu'on puisse
les résumer ici. Rappelons seulement qu'il y a des lois indécomposables, des
lois i. d., et des lois qui, sans être i. d., ont une des représentations de la forme
cherchée pouvant constituer une infinité non dénombrable (exemple : logX
uniformément réparti dans un intervalle fini). Pour les lois discontinues, le cas
général est celui où elles sont indécomposables.

Enfin, toujours pour les variables aléatoires X pr. s. positives, le problème D
est ramené au problème de la définition des lois i, d., dont la solution est bien
connue.

3° Supposons maintenant X réel, ^ o, et ayant des valeurs possibles des
deux signes. On peut définir cette v. a. en définissant d^abord deux v. a. posi-
tives, X7 et X", et ensuite X par les formules

(26) Pr{X=Xf}=:^, Pr{X==-X"}=a,=i-^ (o<a,<i).
Ann. Èc. Norm., (3), LXXVI. — FASC. 1. 9
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Nous supposerons d'autre part U > o ; s'il s'agit du problème B, cela signifie
que nous nous bornons à la recherche des solutions vérifiant cette condition.
Alors V a le signe de X, et peut, comme X, être défini à l'aide de deux v. a.
positives auxiliaires, que nous désignerons par V7 et V^, telles que V==V
ou — V suivant que X = X' ou — X^. On devra donc avoir

(26) X^UV, X^UV^

le signe ~ représentant l'équivalence en loi. Comme il s'agit de v. a. ^>o, ce
problème se résout par les méthodes indiquées au 2°. Comme il y a deux
conditions différentes à vérifier, le problème sera souvent impossible; bien
entendu, si la loi de X est symétrique, ces deux conditions se réduisent à une,
et l'on est exactement dans les mêmes conditions qu'au 2°.

Eîi ce qui concerne le problème B, pour lequel la loi de U n'est pas donnée,
si les lois de X/ et X^ sont de natures analytiques différentes, il peut arriver
qu'on puisse représenter séparément X' et X^ par des produits U^ et U^ V^,
mais sans qu'il soit possible de réaliser la condition U' ̂ U^. Tel est le cas, par
exemple, si logX' est une v. a. laplacienne, et si logX^ est une v. a. bornée, ou
à loi discontinue, donc sans composante laplacienne.

4° Étudions maintenant le problème A dans le cas des variables réelles les
plus générales. Nous utilisons seulement la remarque faite au i°, d'après
laquelle on peut supposer que o n'est pas une valeur possible de X, U et V.
Posons
(27) a= : a , - a2=Pr (X>o) -P r (X<o) ,

et désignons par ? et y les probabilités analogues relatives à U et V, de sorte

que les probabilités respectives des signes + et — sont ^i == I+ r et ^2 == ï—{-
2 2

pour U et YI == I—ï et y 2 = J—^ pour V. On a

(28) a=ai-a,.=^Y,4-P2Ï2-(PiT2+i32Ïi)=(Pi-P2)(vi-Ï2)=Pï.

Comme il faut que [ y ^i, une condition nécessaire, pour le problème A,
est a ^ p |, et, sauf si a = ? == o (cas où y est quelconque dans[— ï , + ï]),
Y est bien défini par la formule (2^). Pour le problème B, | ? [ est quelconque
d a n s [ [ a [ , ï].

Désignons maintenant par <pi , 92. %i» X°» ^r ^2 les fonctions caractéristiques
de logX7, logX77, logU', logU^, logV^, logV^ (Y et V^ étant à V ce que Vf et \î"
sont à U). On a

(29)

C. ^-^TlXl(^l(^P2Ï2X2(^2^)
? l ( ' )-————————————?^+^————————————-

. ̂  __ PiÏ2Xi(^^(^)+i3,Yi^(^)^(^)
? 2 V /" (3iï2+^
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Ces deux formules résolvent le problème A. Les coefficients numériques
venant d'être déduits de a = ̂ , et les données du problème A définissant Çi(^),
?2(Q» Xi(0 e^ X^)» ces formules définissent ^i(^) et ^(^ et par suite,
Y étant connu, la loi dont dépend V. Si la condition nécessaire a ^[ ?[ déjà
mentionnée est vérifiée, pour que le problème A soit résoluble, il faut et il suffit
que les déterminations obtenues pour ^i(^) et ^2(0 soient des fonctions caracté-
ristiques.

Il y a d'ailleurs aussi des cas d'indétermination. Si les lois données pour X et U
sont symétriques, la relation X = U V équivaut à |X ^ IJV , et, même si |V|
est bien défini par cette relation, elle ne nous apprend rien sur le signe de V;
la probabilité conditionnelle de V ^> o, dans l'hypothèse V [ = v, peut être une
fonction mesurable ̂ o, ̂ i, à cela près quelconque, d e P r ( [ V [ <^). D'ailleurs,
d'après le 2° dont les résultats s'appliquent ici à V|, il peut arriver que la loi
dont dépend ce module ne soit pas déterminée. Il y a alors une double indéter-
mination.

5° Étudions enfin le cas des v. a. complexes. Si R et 9 sont le module et
l'argument de X, 0 est défini à un multiple près de 2 ri, et

logX == logR + ?6 == p + ;6

est défini à un multiple près de 2 TU. Ses valeurs possibles peuvent alors être
représentées par les points d'un cylindre û, et la loi de X peut être définie par
la donnée de la probabilité P(^) que logX appartienne à une aire oocii, ou
par une fonction de répartition F(^, Y]), définie pour ^ réel et — TT^Y] <^ n, et
égale à P(ûù) calculé pour l'aire p <^ ^, — TT ̂  6 <^ ïj. On sait qu'on peut aussi la
définir par la suite des fonctions caractéristiques

(30) ?/z(^)== (T e1^1^ P (dw) ;
•-^Q

E, ^ est un point de l'élément rfco; n parcourt la suite des nombres entiers réels.
Des conditions triviales, nécessaires mais non suffisantes, vérifiées par ces fonc-
tions, sont : ç > o ( o ) = i ; ç/z(^) ^i ; continuité; caractère hermitien, c'est-à-
dire que ç/z(^) et ç_^(— t ) sont imaginaires conjugués. Des formules connues
permettent, ces fonctions étant données, de retrouver F(^, Y]) et par suite P(co),
en passant par l'intermédiaire des fonctions

( 31 ) ^(0==f ^^F(£^) (i).
17 — 7Ï — 0

(1 ) La formule qui permet de passer dô

ç,(Q==^ ^^co,(Ç)

9-
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Si on les applique en partant d'une suite de fonctions données d'une manière
quelconque, les conditions de possibilité, nécessaires et suffisantes, sont que ces
formules soient applicables, et conduisent pour P(co) à une fonction additive
déco, non négative, et telle que P(tl)= i [condition qui équivaut à coo(o)= i].

Si l'on désigne de même par ̂ n(t) et ^n(t) les fonctions caractéristiques liées
à logU et logV, la relation X^UV équivaut à

(32) ^(t)=-)(,n(t)^n(t) (U=0, ±1, ±2, ...),

formules qui résolvent en principe le problème A.
Pour que ce problème soit possible, il faut d'abord que \^n(t) ^ X^(01

(puisque les conditions triviales indiquées tout à l'heure pour les y^ doivent être
vérifiées par les ^n). Des valeurs des ^n(t) étant alors obtenues, il faut et il suffît
que ces valeurs vérifient les conditions nécessaires et suffisantes indiquées pour
les 9^).

Il y a naturellement des cas d'indétermination, notamment les cas de symétrie,
sur lesquels nous reviendrons au n° 7. Observons seulement ici qu'il n'y
indétermination que si au moins un des ^n(t) est indéterminé, ce qui
implique y^)=^(^)= o, au moins sur une partie de l'axe des t et pour la
valeur considérée de n.

6. DEUXIÈME MÉTHODE POUR LE PROBLÈME A : DÉTERMINATION DE LA LOI DE V PAR SES

MOMENTS. — Le principe de cette méthode est bien simple : les lois de X et U
étant données, les E^ et les E^ sont connus, les E^ s'en déduisent par la première

à ^n(5) est bien connue; pour n = o, elle donne la fonction de répartition de p ==log R. Pour passer
de co^(ç) à F(Ç, •n), observons d^abord que si F(-ri) est la fonction de répartition d\me v. a. 6 définie
mod 27c, c'est-à-dire si

F ( T i + 2 ^ ) - F ( T l ) = I ,

si dans un intervalle semi-ouvert i de longueur 2ît elle est la fonction de répartition de la détermi-
nation de 6 appartenant à i, et si Pon pose

o)^= ^ e1'1^ d ' F ( r ^ ) (rentier 7^0),
1

on a, moyennant certaines conditions de continuité,

^F('n)-^=^^(.-^-i)+c (S^S^É^^Y
\ -^ i /

et dans tous les cas
^u T^' / j _ ç—inu iu\

t [27I:F(TO-Tl]^==J^ i————-^————--^\^^CU,

^0 x /

formule qui, à une constante près, définit F ( ^ — o ) e t F ( - ^ 4 - o ) .
Ces formules se rattachent aux questions exposées dans [3], mais n\ ont pas été explicitement

indiquées. En remplaçant ^n par GO^(Ç) , elles donnent F(ç, ^); il faut seulement remplacer
aussi coo(o) = i par œo(ç) . Ainsi la première de ces formules s^éerit

27:F(Ç,^)-COo(OT,=^^(e-^-l)+C.
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des formules (6), et l'on sait que, dans des cas étendus, la loi de V est déter-
minée par ces moments. Mais il s'agit de discuter les conditions d'application
de cette méthode.

i° Le cas des v. a. pr. s. nulles étant toujours écarté, la seule difficulté
possible pour le calcul du moment majorant E^ se présente si En ou E^ sont
infinis. Si E^ est seul infini, le problème A n'admet pas de solution. Si En est
seul infini, la seconde formule (6) donne E^=oo, et, si cela a lieu pour une
valeur n^ de n, il en est de même pour tout les n ̂ > n,o ; dans ce cas la méthode
des moments ne donne pas la solution de notre problème. Elle ne la donne
évidemment pas non plus si, à partir d'une certaine valeur de n, En et E^ sont
tous les deux infinis; alors Ë^, et par suite aussi E^, sont indéterminés.

La méthode des moments n'est donc applicable que si les En et les E^ sont
tous finis, ce que nous supposerons maintenant. Les En et les E^ sont alors finis
et bien déterminés. Mais il y a aussi impossibilité ou indétermination si, pour n
impair, E^==o; E^ apparaît alors comme indéterminé si En s'annule en même
temps que E^; dans le cas contraire le problème A n'a pas de solution.

Il peut d'ailleurs arriver que E^ s'annule seulement pour certaines valeurs
impaires de n. Si l'on peut trouver un entier impair p tel que tous les
E' (q==ï, 2, . . .) soient différents de zéro, on pourra calculer tous les E" ,
c'est-à-dire tous les moments de V7'. Il peut alors arriver que la loi de V soit
bien déterminée, bien que certains des E^ se soient présentés sous une forme
indéterminée.

Si tous les E' sont nuls, il faut que les E.^^ le soient aussi, et dans ce cas
la méthode des moments peut au plus déterminer la loi de V) , sans donner
aucun renseignement sur le signe de V. C'est ce qui a lieu notamment si les lois
de X et U sont toutes les deux sont symétriques. Mais cette symétrie n'est pas
nécessaire pour que tous les moments d'ordres impairs soient nuls. On peut en
effet définir deux v. a. positives, X' et X^, ayant les mêmes moments, mais ayant
pourtant deux lois distinctes. Une variable X ayant une chance sur deux d'être
égale à X' et une chance sur deux d'être égale à — X^ a tous ses moments
d'ordres impairs nuls; mais sa loi n'est pas symétrique.

2° Plaçons-nous maintenant dans le cas où, non seulement les E^, mais aussi
les E^, sont tous bien définis par les formules (6), On sait que les trois cas
logiquement possibles sont effectivement possibles : il peut n'y avoir aucune
loi admettant les moments E^; il peut y en avoir une et une seule; il peut enfin
y en avoir plusieurs, ou même une infinité. Le premier cas apparaît comme le

F " /
plus général : ainsi la condition nécessaire que les rapports -±tl ( ou les

E:rapports —p-2-? pour ne pas introduire les moments majorés ) forment une suite
rL 2 p }

non décroissante apparaît comme assez restrictive.
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Notre but n'est pas ici de rappeler les travaux connus relatifs à la détermi-
nation d'une loi de probabilité par ces moments. Mais nous allons indiquer
des cas où la seule donnée de la loi de X permet, sans rien savoir sur U,
d'exclure le cas d'indétermination. Ils reposent sur la remarque que,
l'hypothèse Pr(U = o) == i étant écartée si Pr(X = o) <^ i, on a toujours pour
les E^ une borne inférieure de la forme c^(c, a^> o). On peut prendre pour a
n'importe quel nombre tel que Pr( | [Jl^â^^o, et prendre pour c la valeur

1 F7

correspondante de cette probabilité. On peut aussi observer que, les —^±i formant
En

une suite non décroissante, on a toujours

m^ v \^' /^'V^(33) ^^M'tF"/ '\ ^p /

La meilleure des bornes obtenues, pour les grandes valeurs de n, s'obtient
en prenant a aussi grand que possible. Si |U| a une borne supérieure qui puisse
être atteinte avec une probabilité positive, mais non dépassée, c'est cette borne
qu'on prendra pour a. Dans le cas contraire, que la borne supérieure de [ U [
soit finie ou infinie, on peut prendre pour a n'importe quel nombre inférieur à
cette borne, et c'est la formule (33) qui permet d'associer à des valeurs de a
arbitrairement voisines de cette borne le plus grand coefficient c.

De la seconde formule (5), on déduit alors

W) K^c'q^n (CF=Ï7^=-'\ c a
 /

formule qui donne pour E^, et par suite pour E^, une majoration dans laquelle
les coefficients numériques dépendent de la définition de U. Mais, sous la seule
condition que X ne soit pas pr. s. == o, sa forme est indépendante de la loi de U ;
elle s'applique à V (et aussi à U) pour toutes les représentations de X par la
formule X^UV.

3° THÉORÈME 1. — Si la fonction caractéristique de X est analytique et non
constante^ il en est de même de celle de V (pour ^==0 , donc sur l'axe réel).
Donc : si le problème A admet une solution, la loi de V est bien définie par la
donnée des ̂ ^

En efïet, pour que la fonction caractéristique de X soit analytique, il faut et
il suffit que la série

V Ë' t-2j^

qui représente E { e t ' l x ;, soit convergente pour t\ assez petit. D'après la
formule (34), cette condition reste vérifiée si l'on remplace E,, par E^. Le
théorème énoncé en résulte.
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4° La théorie des fonctions quasi analytiques conduit à une importante
généralisation de ce théorème. Rappelons d'abord le théorème fondamental
de A. Denjoy. Soit S une suite de nombres positifs a^(n=o, 1 , 2 , . . . ) , et
soit C(S) la classe des fonctions f(t) de la variable réelle t, continues, indéfini-
ment dérivables, et telles que, sur tout l'axe réel, on ait

(35) \fW(t) ^a, L=o,i,2,...;/(o)(^)=/(^);/(^)(^)=^p1.

On dit que c'est une classe de fonctions quasi analytiques si la différence de
deux fonctions de cette classe ne peut pas s'annuler en un point en même temps
que toutes ses dérivées sans être identiquement nulle. En d'autres termes, quel
que soit to,f(t) est bien déterminé sur tout l'axe réel si l'on connaît les/^^o).

THÉORÈME (de A. Denjoy). — Si la série ^,—= est divergente, C(2>) est une
\ dri

classe de fonctions quasi analytiques. Moyennant une condition de régularité
imposée à la suite des a^ cette condition suffisante est aussi nécessaire (2).

Il est a fortiori suffisant que la série formée par les termes d'indices pairs
soit divergente. Or, la fonction caractéristique ç("r) de la v. a. X appartient
à la classe C(S) obtenue en prenant pour S la suite des E,,. Comme ^2?==^.?,
on voit que : si la série ^
est divergente, cp(^) est bien défini par la suite des yw(o)=^ / lE„. Donc, dans
ce cas, la loi de X est bien définie par ses moments. D'autre part, d'après la
formule (34), la divergence de la série (36) entraîne la divergence de la série
analogue formée avec les E^, et la conclusion précédente s'étend à la v. a. V,
et aussi à U. Donc :

THÉORÈME 2. — Si la série (36) est divergente, la loi de X est bien définie par
ses moments. Sauf si Pr(X == o) = i, si de plus X admet des représentations par
la formule X^ UV (U et V étant indépendants), chacune des lois possibles pour
les facteurs U et V est aussi bien déterminée par ses moments.

La première partie de cet énoncé a d'ailleurs été indiquée par T. Carleman
{Voir par exemple [l], p. 81), mais sous une forme différente, en ce sens que
les moments E,, sont définis par les formules (5), en partant de la fonction de

( 2 ) On ne change rien d'essentiel à ce théorème en remplaçant la définition de la classe C(*<^) par
la suivante : c'est la classe des fonctions continues et indéfiniment dérivahles pour lesquelles il
existe deux constantes c et q (positives et finies) telles que

\ f ( n } ( t ) | ^cq^cin.
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répartition F(^). II est curieux que Carleman, ayant d'abord démontré le
théorème de Denjoy, n'ait pas remarqué que le sien s'en déduisait bien sim-
plement, et n'en ait donné qu'une démonstration indépendante de celle
de Denjoy (3).

5° Le théorème 2 montre que la divergence de la série (36) est une condition
suffisante pour que la conclusion de ce théorème soit applicable. Il est naturel
de chercher une condition nécessaire et suffisante. Une condition nécessaire
est évidemment que la loi de X soit elle-même bien déterminée par ses moments :
parmi les représentations possibles de X par un produit UV figure en effet
toujours la représentation triviale pour laquelle U=X, V=i . Un problème
qui se pose alors naturellement est le suivant : cette condition nécessaire n'est-
elle pas aussi suffisante ? En d'autres termes :

PROBLÈME E. — Si la loi de la v. a. X est déterminée par ses moments, et si X peut
être mis sous la forme UV (U et V étant indépendants), peut-on affirmer que
la loi de chaque facteur est déterminée par ses moments? (4).

Le problème précédent est lié aux suivants :

PROBLÈME F. — Cela revient-il au même de dire que la v. a. X est déterminée
par ses moments E^ ou que X est déterminé par les E,,, ou enfin que X (ou, ce
qui revient au même X2) est déterminé par Es/J

La troisième propriété entraîne la seconde; mais la réciproque n'est pas
évidente.

PROBLÈME G. — Si les moments de X'2 majorent ceux de V2, et si X'2 est
déterminé par ses moments, peut-on affirmer que V2 l'est aussis!

Supposons d'abord que les réponses à ces deux problèmes soient affirmatives,
et montrons que, dans cette hypothèse, le problème E se résout aussi par
l'affirmative. Les moments de V2 sont en effet, d'après la formule (34), majorés
par ceux de y^^X2 où ^=Max(y, c ' y ) . Si X est déterminé par ses
moments, il en est de même de X2 , donc de X^2, donc de V2, donc enfin de V,

C. Q. F. D.

iNous n'avons d'ailleurs utilisé qu'en partie l'hypothèse que les réponses aux
problèmes F et G sont affirmatives. Si une des hypothèses utilisées est fausse,

( 3 ) II faut d'ailleurs se rappeler que le livre de Garleman est de 1926, et développe des leçons
professées en 1923. Le fait qu'une fonction à variation bornée soit bien définie, à une constante près,
par sa transformée de Fourier-Stieltjes, était connu, mais commençait à peine à être considéré comme
un d&s théorèmes fondamentaux du calcul des probabilités.

(4) C'est par suite d'une erreur que, dans une Note présentée à l'Académie le 7 avril 1959, j'ai
répondu à cette question par l'affirmative. Je voulais simplement énoncer le théorème 2 ci-dessus,
et ai omis de mentionner qu'il supposait la divergence de la série (36) [la présente Note, et la fin
du n° 6, 5°, ont été rajoutées à la correction des épreuves].
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on ne peut rien dire pour le problème E. Il faut en effet remarquer qu'en ce qui
concerne les E^ nous n'avons utilisé que l'inégalité E^,^> ca^fÇa, c^>o). Une
utilisation plus complète des propriétés des E^ peut conduire à des conclusions
que cette inégalité ne suffirait pas à justifier, et, peut-être, à une réponse
affirmative au problème E.

Il y a ainsi plusieurs problèmes importants qui semblent n'être pas résolus
actuellement. Les théorèmes de Denjoy et de Carleman sur les fonctions quasi
analytiques ont d'ailleurs été complétés par S. Mandelbrojt qui a notamment
donné une condition nécessaire pour la quasi-analyticité de C(S) : c'est la
divergence de la sériel —n- ' Mais toutes les difficultés ne sont pas pour cela

^" ^n-+-ï

résolues. Le fait que les fonctions caractéristiques qui appartiennent à C(S) ne
forment qu'une partie C*(%) de cette classe amène notamment à douter que la
théorie des fonctions quasi analytiques conduise aisément à la solution des
problèmes posés. D'ailleurs, dans la mesure où elle suggère une réponse, la
forme de la condition de Denjoy peut faire penser que la réponse au problème G
est affirmative ; or, d'après la forme de la condition de Mandelbrojt, il semble
qu'elle ne puisse l'être que grâce à la distinction entre C(S) et C*(^).

7. RECHERCHE DES CAS DE SYMÉTRIE (problème C). — 1° Nous avons déjà utilisé
le fait que, si un au moins des facteurs U et V dépend d'une loi symétrique, il
en est de même du produit X. Dans le cas réel, c'est une conséquence immédiate
de la formule (i3). Si la loi de U est symétrique, Gi(^), et par suite G(^), sont
identiquement nuls. Donc la loi de X est aussi symétrique. On peut le voir
aussi en observant que la symétrie de U peut s'exprimer par U ^ — U , ce qui
entraîne

X = = U V ^ ( - U ) V = = - X ,

de sorte que la loi de X est aussi symétrique.
Dans le cas de variables aléatoires complexes, Vr^e^V entraîne de

même X~^°X. Si cela est vrai pour tout 9 réel, on voit ainsi que, si la loi
d'un des facteurs U et V a la symétrie de révolution autour de l'origine, le
produit X a la même symétrie. S'il n'en est ainsi que pour les valeurs de 6
multiples de ^7r (n étant un entier donné), on obtient le même énoncé pour la
symétrie étoilée, qui, pour ^=2, se réduit à la symétrie simple par rapport
à l'origine.

2° La réciproque de ces énoncés n'est pas vraie. Dans le cas complexe, cela
résulte d'un théorème sur l'addition des arguments que nous avons indiqué
autrefois dans [3]. Si les arguments ©, ©/ et @" de X, U et V dépendent de lois
absolument continues définies par les densités de probabilité

4-00 4-ao +00

^ 9 ) = ̂  2 an ente' ^ ( 6 ) = ̂  2 a'" e"'"' •/2t( 9 ) = ̂  2 a"'1 <?""T'
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avec nécessairement a^ == d^ = a[ = i, la formule d'addition
0=0^^" (mod27r)

s'exprime par la relation a^=a^a"^. Il peut naturellement arriver qu'on ait a^=o
pour certains n non nuls et a"^= o pour les autres. Alors © sera uniformément
réparti dans (o, 271) sans que ce soit le cas ni pour ©/, ni pour @^. Ce sera le
cas par exemple si

(37) ^9)=I-±i?e' /.(9)=i±^.

Si alors les modules de U et V sont indépendants de leurs arguments, X aura
la symétrie de révolution autour de 0 sans qu'aucun des facteurs ait cette
symétrie. Dans l'exemple précédent, et d'une manière générale s'il y a au moins
un a et un a d'indices impairs qui ne soient pas nuls, on obtient le même
résultat sans qu'aucun des facteurs ait la symétrie par rapport à l'origine. En
prenant pour /i(8) et /_>(0) des séries effectivement infinies, on peut même
s'arranger pour que X ait la symétrie de révolution sans qu'aucun des facteurs
ait de symétrie étoilée.

3° Même dans le cas réel, la réciproque du théorème énoncé au i° n'est pas
vraie non plus. C'est L. Schwartz qui a le premier attiré mon attention sur ce
point. La démonstration est d'ailleurs très simple grâce à des remarques faites
plus haut. Nous avons vu que, U, Vi .e tVa étant des variables aléatoires positives,
on peut avoir UVi^x^UVa sans Vi^Va. Prenons alors pour V une variable
égale à —Vi ou à ¥2 suivant le résultat d'un tirage au sort à pile ou face;
X = U V dépend d'une loi symétrique, mais ni U, ni V, ne dépendent d'une
telle loi.

4° II peut tout de même être utile d'indiquer, dans le cas réel, des classes de
lois assez étendues pour que leur fermeture soit l'ensemble de toutes les lois
possibles, et pour lesquelles la loi de X ne peut être symétrique que si au moins
un des facteurs U et V dépend d'une loi symétrique.

Exemple. — Utilisant toujours les notations des n0' 2 et 3, supposons que
les \ X], , rangés par ordre de grandeur croissante (ou au contraire décroissante)
forment un ensemble bien ordonné. Il en est alors de même des u/, et des < ' / [

puisque \ ] ( j u/, )c { ] ( xh ) h et évidemment des !;/„ Y)/, et Ç/. L'indice i
correspondra toujours au premier élément (c'est-à-dire le plus petit, ou au
contraire le plus grand) des ensembles considérés.

Nous allons montrer que : dans les conditions considérées^ si la fonction GÇx)
est continue, une au moins des fonctions Gi(^) et Ga(^) l'est aussi. Dans le cas
des lois totalement discontinues^ cela revient à dire que : toujours sous la même
condition^ si X dépend dhme loi symétrique, il en est de même pour au moins un
des f acte ui^s U et V.
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Supposons en effet que les fonctions Gi(^) et Gs(^) soient toutes les deux
discontinues, c'est-à-dire que ïji et ^i existent. Comme ce sont tous les deux
les plus petits (ou tous les deux les plus grands) des nombres ïj/. et ^/,
le nombre Si ==7^/1 n'admet pas d'autre représentation de la forme ïj/.^/.
Pour h == ï , la formule (i i) se réduit donc à ai = ̂  y^ y-^ o, et la fonction G(.r)
n'est pas continue, c. Q. F. D.

On remarque que, notre énoncé partant d'une hypothèse relative à la variable
aléatoire X, si cette variable a plusieurs représentations de la forme UV, la
conclusion est valable pour toutes ces représentations.

Généralisation, — Le raisonnement précédent repose essentiellement sur
l'existence d'un nombre x ayant une représentation et une seule de la forme ïj/^.
Il est clair que cette condition peut être réalisée dans des cas plus généraux. Si
par exemple les suites (finies ou infinies) des u/,-| et des Vi sont choisies au
hasard d'après des lois continues, il est presque sûr que les |?//^/ sont tous
différents les uns des autres; donc les r^i, qui sont tous des ?//,</ sont tous
différents les uns des autres, et sont tous effectivement des ^/,, c'est-à-dire des
points de discontinuité de G(^).

Il est d'ailleurs aussi presque sur que les produits ÏJ/.TIA Ç/^' sont tous différents.
S'il en est ainsi, un produit tel que ç/, Ec = TJ//G X r^' "Cr est égal à ̂  E/= r^Cr X ïj/.. 'C/,
et n'est égal à aucun autre produit analogue E/E/' . La donnée des E/,== ï]/;Ç/ permet
donc de disposer ces nombres dans un tableau à double entrée où k définira la
ligne et l la colonne, ou inversement, et les Y]/, d'une part, les ^ d'autre part,
sont bien définis en partant des Ç/,, à cela près qu'on peut les intervertir, ou les
multiplier par des facteurs c et - indépendants des indices k et /.

Bornons-nous alors au cas des lois totalement discontinues et considérons le
produit X= ÏJV obtenu dans ces conditions. Il n'a pas d'autre décomposition

en facteurs que X = = c U x -ï et le résultat obtenu en considérant X = U V
s'applique à toutes ses décompositions possibles. En nous bornant au cas des
lois totalement discontinues, nous obtenons ainsi une classe étendue de lois qui
ne peuvent être symétriques que si un au moins des facteurs U et V dépend
d'une loi symétrique.

8. LES LOTS INDÉFINIMENT DIVISIBLES AU POINT DE VUE DE LA MULTIPLICATION (abréviation :

loi i. d. m.; il s'agit du problème D du n° 4). — i° Le cas d'une variable X
presque sûrement positive est trivial. Pour qu'elle ait le caractère cherché, il
faut et il suffit que logX soit indéfiniment divisible au sens habituel (i. d.).

Comme une variable Y] ayant les valeurs i et o avec des probabilités a ^> o
et i — a est évidemment i. d. m., le produit Y)X est i. d. m; en même temps
que X. Cette remarque s'étend au cas où X est, soit une v. a. réelle avec valeurs
possibles des deux signes, soit une v. a. complexe. Nous pouvons donc toujours^
pour la suite, supposer Pr(X = o) = o.
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2° Cas d9 une v. a. réelle et non nulle. — Mettons alors logXsous la forme ^ +?'ï],
TJ == o ou r.(mod2T.). Il faut évidemment que ^+ ir\ dépende d'une loi i. d., de
sorte qu'on peut définir un processus additif et homogène, ^(^)+;Y](^) , tel
que ^ + ̂  soit l'accroissement de ?(^) + ^C^) pendant un intervalle de temps
de longueur égale à i.

Nous ne cherchons pour le moment que les décompositions de X en facteurs
réels, de sorte que r\{t') ne peut varier que par sauts, que ces sauts sont tous
égaux à 7i(mod2Ti), et que leur nombre, en un temps fini, est une v. a. de
Poisson à valeur probable 9 finie. Les probabilités qu'il soit pair ou impair sont
respectivement

g-°chQ= I+e-2 ^ e-°sh0=1——^,
2 2

de sorte que la loi dont dépend Y) est assujettie à la seule condition, nécessaire
et suffisante

(38) Pr{^=o (mod27r) j > ^-

Bien entendu, le résultat ne serait pas le même si, comme nous le ferons
au 3°, nous admettions pour X les facteurs complexes; alors la valeur TC serait
la somme d'un nombre suffisamment grand de termes certains arbitrairement
petits, et qu'il n'y aurait pas lieu d'exclure, et il faudrait seulement exiger que
les deux valeurs possibles pour ^(mod2î-i) n'aient pas la même probabilité
(c/. P. Lévy, [3], p. 89).

En ce qui concerne E, c'est naturellement une v. a. dépendant d'une loi i. d.
quelconque. Mais il reste à préciser la corrélation qui peut exister entre Ç et Y].
A cet effet nous distinguerons dans E(^) la somme Çi(^) des sauts coïncidant
dans le temps avec ceux de ï](^), et la différence H^) = ' ^ ( t ) — ^ (^), dont les
sauts sont indépendants de ceux de ^i(^) et de T](Q. Ainsi T] est une somme de
deux termes ïji et r^; le second dépend d'une loi i. d. absolument quelconque
et indépendante de Ç et ïj i . Quant à la loi de ïji, elle s'obtient en associant
à chaque saut de î, un saut de ^(^) dépendant d'une loi absolument quelconque
[la valeur o n'étant pas exclue; ^(^)+rr)(^) peut avoir des sauts purement
imaginaires aussi bien que des sauts réels],

Nous reviendrons, après l'étude du cas où la variable X est complexe, sur la
traduction analytique de ces résultats.

3° Cas dhme v. a. complexe. — La recherche des cas où une telle variable X
dépend d'une loi i. d. m. se ramène à l'étude de ceux où logX=Ç+^?
où Y) est toujours défini mod27i, mais peut prendre n'importe quelle valeur
dans [o, 271], dépend d'une loi i. d. Sans la restriction que T] ne soit défini
que mod27i, on sait (c/. P. Lévy, [3], n° 62) que cette loi serait bien définie
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par la fonction
(3q) ^(z, zf)=\osE{ei^:-'^\=i(^z^-^zf)-q.(z, z ' )

-JP""---?^]-^).
formule où pi et ^ sont des nombres réels quelconques; 02 est une forme
quadratique non négative; rfS est l'élément d'aire du plan des w, et N(S) est
une fonction d'aire, additive, bornée dans toute aire où ^ 2 +^ 2 est borné
intérieurement, et vérifiant la condition

f ^\N(^)<oo
Jj ï + U2 + V 1 v /

qui assure la convergence de l'intégrale double (l'intégration étant étendue
à tout le plan, sauf l'origine).

Dans l'expression (89) de ^(^,^), le premier terme représente une constante
non aléatoire; le second un système laplacien de variables aléatoires, et l'inté-
grale la somme compensée des sauts du processus additif associé à ^-^-if\
(comme au 2° ci-dessus). Dans les cas où le terme compensateur ^ ^ ^}

peut être supprimé sans que l'intégrale cesse d'être convergente, l'intégrale
est simplement la somme des sauts; on se trouve supprimer un terme de la
forme ?'(p.i^+^1^)9 ce qu'on compensera en changeant en conséquence les
valeurs de [L et [j/.

D'autre part, le fait que T] soit défini seulement mod27i entraîne les consé-
quences suivantes (cf. P. Lévy, [3]) : il suffit de connaître ̂ (z, n), la variable
continue z ' étant remplacée par l'entier n, réel, à cela près quelconque; z reste
une variable réelle quelconque. En outre, pour définir ^(z, n\ on n'intègre
par rapport à v que dans une période, par exemple (— ri, + ̂ ] ou [o, 271); en
d'autres termes on se limite à une bande, (— TI <^ ^^71) par exemple, du plan
des w.

4° Si nous revenons maintenant au cas où X est réel, de sorte que o et TT sont
(mod2ïu) les seules valeurs possibles de T], l'intégrale double de la formule (89)
se réduit à deux intégrales simples étendues l'une à l'axe des u (dont l'origine
doit être exclue), l'autre à la droite v = ri. Nous avons d'ailleurs vu au 2° que r\(t)
ne varie que par sauts, le nombre probable de ces sauts étant fini. Il en résulte
que la formule (89) se réduit ici à

(4o) ^^n)=^z^^^^-ïj' +yiûc l(^-i -^^\d^(u)

/-+ao

4- ^ (^+/^ _ ï ) d N ï (u),

et qu'il suffit naturellement de connaître cette fonction pour n = o et pour n = ï
(elle ne dépend que de la parité de ^). Dans cette formule, (JL est un nombre
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réel quelconque; cr (carré de l'écart type de la partie laplacienne deÇ)est^o.
La fonction Ni(^) est une fonction non décroissante bornée; sa variation totale,
de — oo à + oo, est le nombre probable des sauts de Y](^) quand t varie de o à i,
donc T](^) de o à Y]. Quant à la fonction No(^), elle est non décroissante de — oo
à o et de o à + .00, la discontinuité possible à l'origine ne jouant aucun rôle; on
sait enfin qu'elle doit vérifier la condition

f_^f^}^w<^
qui, compte tenu de la condition précédente, est nécessaire et suffisante pour
que l'intégrale en r fNo(^ ) qui figure dans la formule (4o) soit convergente.

On peut d'autre part définir autrement la loi la plus générale dont
dépend ^+? ï j . Il n'y a qu'à se donner : i° le nombre probable 6' des sauts
purement imaginaires de ^(t)+ir^t); leur somme est alors le produit de r.i
par un facteur ayant (mod2) les valeurs o et i avec les probabilités respec-
tives e-^'GW et ^shO7; 2° la fonction N^(?/ ) définissant la la loi des sauts
de ̂ ) associés à un saut de Y](^), ou, ce qui revient au même, la fonction

/-,+QO

(41) ^ , ( z ) = ( e ^ ' — ^ d ^ Ç u ) .
J-..

On remarque que la fonction N^(? / ) diffère de Ni(^) parce qu'elle ne tient pas
compte des sauts purement imaginaires de ^) + ir^t). Il en résulte, si l'on
suppose ces deux fonctions nulles pour ? Y = — O O , que N i ( ^ ) — N ^ ( ^ ) est =o
pour ^<o et rrrO'pour ?/>o. 3° On se donne enfin [j-, cr2 et la fonction No(/Q,
ou, ce qui revient au même, la somme d^(^) des termes de ^ ( z , n) déterminés
par ces données.

On remarque que
(42) ^(^ o)==^)+^(.-),

et que cette somme définit parfaitement la loi de E. L'expression de ^(^, i)—^o(^)
est moins simple, et dépend, non seulement de ^i(^), mais de O7 . Rappelons
qu'on déduit aisément N^(? / ) de d^(^) en appliquant la formule de M. Loève,

(43) f [^,(z^h)^^,^-h)-9^,(h)}dh=^^ F e^d^Çu),
0 , «-/— x

puis la formule d'inversion de l'intégrale de Fourier-Stieltjes. On a alors

/+^
(44) ^(^ i ) = = ^ o ( 3 ) - - ( ^+ i )^N; (^ ) -2^

le dernier terme provenant de ce que nous avons écrit N ^ ( ? / ) au lieu de Ni (^ )
qui figure dans l'expression (4o) de ^(^,/z), et que la différence N^(^) — N;(^)
a à l'origine un saut égal à 6\

Si inversement on se donne ^(^, /?), on obtient Ni(^) par la formule
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d'inversion de l'intégrale

^(^ 0)-^(^ 1)==^ 6 — — 6 / N , ( / / ) ,

on en déduit N^(^) et 6^ et par suite ^i(-s); la formule (42) donne ensuite ^o(^)?

d'où l'on déduit o2 puisque, pour z infini, ^o(^)^— —^ ^ P11^ No(^) par laL 2 -
méthode de Loève, et enfin [J-. Si ces calculs sont possibles, et donnent bien des
fonctions No(^) et Ni(^) vérifiant les conditions indiquées plus haut, 'et une
valeur ^o pour o2, les fonctions ^(^, o) et ^(^, i) sont acceptables. Mais
naturellement, les conditions de possibilité apparaissent mieux si l'on se
donne p-, cr, iNo(^) et Ni(^), et ces données montrent aussi mieux les propriétés
de la fonction ^Çt)+ir\(t) associée à la v. a. Ç+Î'T]. Par contre, c'est en
partant de ^(^, o) et ^(^, i) qu'on obtient le plus simplement la fonction de
répartition de $+ in; on en déduit ensuite celle de X.

9. LE DERNIER MÉMOIRE D^AUREL WINTNER [4]. — Comme nous l'avons dit, ce
Mémoire à pour objet l'étude du problème suivant : U étant une (\ a. laplacienne
réduite, et V une \\ a. ^o indépendante de U, dans quels cas la loi du pro-
duit X = UV est-elle indéfiniment divisible^ Ce n'est d'ailleurs pas une restriction
de supposer V^o; en tout cas, la loi de U étant symétrique, le signe de V
n'intervient pas.

Wintner ne parle d'ailleurs pas de v. a., mais introduit simplement une
fonction qui n'est autre que la fonction de répartition de X, et en déduit sa
transformée de Fourier-Stieltjes, c'est-à-dire la fonction caractéristique de X,
qu'il représente par la formule
(W.7) V ( t ) = l e-^d^x) (°),

^0

V'2 / r\où [^(^) est la fonction de répartition de — • Cela revient à dire que y(t) = F (^//)
est, dans (o, oo), une fonction absolument monotone au sens de S. Bernstein.

D'autre part, compte tenu de ce que la loi de X est symétrique, la condition
que ce soit une loi i. d. peut se mettre sous la forme

r x ««m2 / <r
(W.i4) \o^(t)^- ———d r̂.*(^) (—oo<^<+^ ) ,

^-o Jb

où [^(^) est non décroissant et borné dans [o, oo). Il s'agit donc de savoir
quand F(?) est représentable à la fois par la formule (W.^) et par la for-
mule (W.i4).

A cet effet, Wintner utilise un théorème de I. J. Schônberg, d'après lequel,
pour que g ' ( f ) soit absolument monotone dans (o, oo) pour tout r^>o, il faut

( s) (VV. 7) désigne la formule (7) du Mémoire de Winfcner. Nous conservons en outre les notations
de cet auteur : les lettres F, g, notamment, n'ont pas la même signification que dans les n^ 1 à 7 du
présent travail.
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et il suffit que g ' ( t ) soit de la forme

(W. i2 ) ^(f)=e-/l^,

h(t) étant, dans (o, oo), une fonction continue, positive et à dérivée absolument
monotone. Si cette condition est réalisée, si F(^) =^2), et sous réserve d'une
condition de continuité à l'origine sur laquelle nous reviendrons, il résulte du
théorème de S. Bernstein que ¥'\t) est de la forme (W.7). C'est donc une
fonction caractéristique, et, puisqu'il en est ainsi pour tout ^>o, c'est celle
d'une loi i. d. La fonction V(t) vérifie donc les deux conditions du problème
de Wintner.

Cet auteur a ainsi défini, par leurs fonctions caractéristiques, une importante
classe de variables aléatoires X solutions de son problème. C'est un résultat très
intéressant. On sait combien sont souvent décevants les problèmes posés en
cherchant à réaliser en même temps deux circonstances a priori sans rapport
apparent entre elles. Il faut parfois un peu de génie pour découvrir ceux de ces
rapprochements qui sont féconds. Or il n'y avait a priori aucun rapport entre
les deux conditions considérées par Wintner, et son problème semblait artificiel.
Le résultat obtenu prouve au contraire son intérêt, et mérite d'être admiré.

2° Ceci dit, Wintner a cru démontrer que la solution, évidemment très
générale, qu'il a obtenue, est la plus générale. Malheureusement il y a une lacune
dans sa démonstration. Il part de la remarque que la forme (W. 14) est invariante
si l'on remplace F^parP^^/^ o); c'est simplement l'expression analytique
de la propriété par laquelle on définit les lois i. d. (c'est du moins une des
définitions possibles). Il en déduit qu'on peut appliquer le théorème de
Schônberg, sans s'apercevoir qu'il faudrait démontrer que P ' ( t ) est aussi de la
forme (W. 7).

Or, si l'on considère la condition (W.7) seule, il est bien évident qu'elle
peut être vérifiée par F(^) sans l'être par P'(^). Cela revient à dire que la
fonction F(^) de la forme (W.7) n'est pas nécessairement la fonction caracté-
ristique d'une loi i. d. ; l'exemple de la fonction ï~{~e le prouve bien.

Cette remarque ne prouve bien entendu pas que l'énoncé de Wintner soit
faux. Il est possible que, si F(^) vérifie non seulement la condition (W.7\
mais aussi la condition (W. i4), la première, et naturellement aussi la seconde,
soit aussi vérifiée pour ¥ ' ' ( t ) pour tout r>o. Mais il faudrait le démontrer, ou
bien montrer par un exemple que c'est faux. C'est un problème qui reste ouvert.

3° II y a aussi dans Wintner une erreur, celle-là facile à corriger, au sujet
des conditions de continuité à l'origine. Il introduit une fonction g{t), qui
s'identifiera ensuite avec la dérivée h\t\ et qui est de la forme

(W.8) S-(t)= f e-^-d^x) (^o),
^u
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X(.r) étant non décroissant et borné dans (o, oo). On a d'ailleurs

^(o)==:hf(o)= f dl(x),
^o

et, comme il suppose explicitement h(t) continu dans [o, oo), cela confirme
bien que A(^) est borné.

On ne s'explique pas alors qu'il introduise comme une condition plus
restrictive la condition

(W.Q) fcn-^l<^

où le premier membre est majoré par la variation totale de /.(.r).
C'est pourtant bien cette condition qui est essentielle pour la suite. L'erreur

a consisté à supposer g^t) continu à l'origine. Le problème de Wintner n'exclut
pas l'hypothèse ^(o)=X(oo)=ao. La preuve en est donnée par l'exemple,
que cet auteur indique plus loin, des lois symétriques stables pour lesquelles

¥ (^î) =z e-^ = e-1" (^o, o<a^i ) .

On a naturellement A(o) = o ; mais /^(o) est infini si a <^ i.

4° Le n° 7 du Mémoire de Wintner est consacré à une application de son
théorème fondamental. 11 faut naturellement faire sur cette application les
mêmes réserves que pour ce théorème. En outre l'auteur ne résout pas réelle-
ment son problème, mais le ramène à un autre problème; bien entendu
l'équivalence des deux problèmes est tout de même un résultat intéressant.

Les mêmes remarques ne s'appliquent pas au n° 8 qui est au contraire une
vérification dans le cas des lois stables, vérification qui est peut-être une
présomption en faveur de l'exactitude du théorème fondamental. Signalons
seulement une erreur, qui n'est sans doute qu'une faute d'impression. Dans la
formule (W.36), et dans la formule non numérotée qui la précède, l'exposant
de x doit être lu — ( i + p- } •

\ 2 7

5° Revenant aux v. a., posons X=UV, Y=XV / , U étant indépendant de V
et X de V. Ces hypothèses n'impliquent pas l'indépendance de V et V^. Mais
une corrélation entre ces v. a. est sans influence sur la loi de Y, de sorte que,
pour l'étude de cette loi, on ne restreint rien en supposant V^ indépendant
de U et V.

Si alors U est une variable laplacienne réduite, et si la v. a. Y dépend d'une
loi i. d., il résulte de Y^^l^WQ qu'elle est solution du problème de Wintner.
Si l'on se pose un problème analogue en remplaçant seulement la loi deLapIace
par celle dont dépend X, on voit que : une condition nécessaire pour que Y soit
une solution de ce problème est que ce soit une solution du problème de Wintner.
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Donc : toute condition nécessaire pour le problème de Wintner est une condition
nécessaire pour le problème plus général que nous venons d'énoncer (6).

Ces remarques suggèrent un problème plus général encore : on prendrait
pour U, au lieu d'une v. a. laplacienne, une v. a. dépendant d'une loi i. d.,
symétrique, absolument quelconque. Nous avions pensé que le cas de la loi
définie par

logF(^ ) =cost—ï,

qui est la plus simple des lois discontinues présentant le caractère indiqué,
serait intéressant à étudier. Mais même ce cas simple est difficile. La méthode
de Wintner ne peut s'étendre qu'aux lois stables symétriques. Cette extension
est indiquée dans son n° 9. Nous n'avons pas trouvé de méthode simple pouvant
s'appliquer à d'autres cas, et l'on ne voit pas de raison de s'attendre à des résultats
simples. Si l'on admet que l'intérêt d'un problème dépend un peu du résultat
obtenu, on ne peut pas affirmer a priori que l'étude des cas non traités par
Wintner mérite d'être entreprise. Par contre, répétons-le, il y aurait intérêt
à savoir si la condition suffisante obtenue par Wintner est aussi nécessaire; c'est
un problème qui reste ouvert.
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