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ANNALES

SCIENTIFIQUES

LECOLE NORMALE SUPERIEURE

STRUCTURE DES GROUPES LIBRES

Par M"s Sopmie PICCARD.

Introduction.

Soit G un groupe multiplicatif engendré par un ensemble 4 d’éléments dont
aucun ne peut étre obtenu par composition finie des autres. L’ensemble 4 ne
contient donc pas I'élément neutre 1 du groupe G et ne peut contenir qu'un
seul de deux éléments &, z*, quel que soit x € G, Tout élément de G peut étre
obtenu par composition finie d’éléments de A(*). Soit f(a,, a., ..., a;) une
composition finie quelconque d’¢léments a,, a,, ..., a; (en nombre fini k) de 4,
C’est un produit de puissances finies des éléments a,, a,, ..., a;, pris dans un
ordre quelconque, un méme élément a; pouvant contribuer a former divers
facteurs du produit. On dit que la composition f est réduite si I'on y a remplacé
partout le produit de deux facteurs consécutifs (s’il y en avait) du type a;"a},
ou ¢ est un nombre quelconque de la suite 1, 2, ..., £ et m et n sont deux
entiers quelconques, par /™", dans le cas ou m—+nz=£o0, ou par 1, lorsque
m—+n=o, etsi I'on a laissé tomber tous les facteurs égaux a 1, pour autant
que la composition envisagée entieére ne se réduit pas identiquement a 1, auquel
cas on dira que 1 est sa forme réduite. D’aprés cette définition, toute composi-
tion finie réduite f(a,, a,, ..., a;) des éléments a,, a,, ..., a; de 4, pour
autant qu’elle n’est pas identiquement égale a 1 (I'élément neutre de ), est de
la forme alal ... al’, oua,, a,, ..., a, sont des éléments (pas nécessairement
distincts) de I'ensemble {a,, a., ..., @} telsque @, %2 a, (t=1,2, ..., k—1)

(1) Et de leurs inverses, sous-entendu.
Ann. Ec. Norm., (3), LXXVI. — Fasc. 1. 1



2 S. PICCARD.

et i, j2, ..., j- sont des entiers non nuls quelconques (positifs ou négatifs).
Soient a!a. .. alr et aj ap . .. at deux compositions finies réduites d’éléments
de 4 qui ne se réduisent pas identiquement a 1. Ces compositions sont dis-
tinctes si s £ 7 ou si s=r mais si, soit a,5~ a,, pour une valeur au moins de
I'indice t=1, 2, ..., r, soit @,=a,(t=1, 2, ..., r) mais j, 5[ pour une
valeur au moins de I'indice t =1, 2, ..., r.

Si le groupe G n’est pas libre, les éléments de tout systéme générateur A
sont liés par un certain nombre de relations non triviales (qui ne découlent pas
des axiomes de groupe) de la forme f(a,, a,, ..., a,)=1 ou f(a,, a,, ..., a;) est
une composition finie réduite d’éléments de A4 qui ne se réduit pas identique-
ment a 1. Toute relation de cette nature implique 'égalité entre deux composi-
tions finies réduites distinctes d’éléments de A.

Si le groupe G est libre, il posséde des systémes d’éléments générateurs qui
ne sont liés par aucune relation non triviale et si A4 est un tel systéme d’élé-
ments générateurs du groupe libre G, chaque élément de G peut se mettre de
fagon unique sous la forme d’une composition finie réduite d’éléments de A.
Les éléments d'un systéme générateur 4 d’un groupe libre qui ne sont liés par
aucune relation non triviale sont appelés des éléments libres du groupe G. Tous
les éléments de G ne sont pas libres. Ainsi, par exemple, 1 n’est pas libre. Tout,
groupe libre posséde aussi bien des éléments libres que des éléments non libres
et il est, comme on sait, le produit libre des groupes cycliques engendrés par
les éléments d’un quelconque de ses systémes générateurs formé d’éléments
libres.

Soit ¢ un élément =<1 quelconque d’un groupe libre engendré par un
ensemble A d’éléments libres et soit

(t) aral ... ay

i Ly

la composition finie réduite d’éléments de A qui le représente. Soienta,, a., ...,
a; les divers éléments de 4 (en nombre fini) qui figurent dans cette composi-
tion et soit n; le degré de ( 4) par rapport a a;(i=1, 2, ..., k). Nous dirons
que n; est le degré de 1'élément ¢ par rapport a I'élément a; de 'ensemble 4
(=1, 2, ..., k) et nous dirons que ¢ est de degré nul par rapport a tout élé-
ment de I'ensemble 4 — {a,, a,, ..., a;}. Comme ( 4 ) est 'unique composition
finie réduite d’éléments de A qui représente I'élément ¢ de G, on voit que quel
que soit I'ensemble 4 d’éléments générateurs libres d’un groupe libre G, tout
élément de G posséde un degré bien défini par rapport a tout élément de
I'ensemble 4.

Il est a noter que les groupes libres ne sont pas les seuls a jouir de cette pro-
priété. Tout groupe G défini par un systéme 4 d’éléments générateurs liés par
un ensemble de relations fondamentales non triviales dont chacune est de
degré zéro par rapport a chacun des éléments de A jouit de cette propriété que
bien que deux compositions réduites distinctes peuvent représenter un
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méme élément de G, deux telles compositions sont toujours du méme degré
par rapport a4 chaque élément de A.

Loi de composition des éléments d'un groupe libre.

Soit G un groupe libre engendré par un ensemble A d’éléments générateurs
libres, soient a et b deux éléments quelconques de G. Chacun des éléments a, b
posséde une expression unique par une composition finie réduite d’éléments
de 4. Soit

Ly s l

— gl g/t Jr —
a=aa} ... a et b=aja; ...a;

ces expressions et soit {a,, a,, ..., a;} 'ensemble (fini) d’éléments de 4 qui
figurent dans les expressions de a et de b. Soitm; le degré de a et n;le degré de b
par rapport A @;(i =1, 2, ..., k); a aussi bien que b est de degré nul par rap-
port a tout élément de I'ensemble 4 — {a,, a,, ..., a;|. Le produit ab peut a
son tour, étre exprimé de facon unique par une composition finie réduite des

éléments a,, a,, . ... a;. Cette expression est la suivante.
Sl l',. # ki ,
aub = af: a{: S a{:ai‘i aﬁ,’z ce. afj‘.

'Et si ,=k,, soit h le plus gra%nd entier > o, tel que a,_,=a, ., et que
at=a(t=o0,1,...,h—1)sih>o.

Alors si j,_j 7 — i, 0N a

—— i1 ) Fr—h=—1 pfr—h=+l1vh gla+h ls
ab=d}a} ... ai " al agth ..

Et Sij,v_h - ll—a-h; ona

— 1 )2 Jr—h—1 o ls+h Iy
ab=a}'a} ... a " apth Loap.

Il s’ensuit que ab est de degré m;+ n; par rapport a4 a;,(i=1, 2, ..., k) et que
ab est de degré nul par rapport a tout élément de I'ensemble 4 —{a,, a, ..., a,}.
Par conséquent, le degré du produit de deux éléments quelconques a et b de G
par rapport 4 un élément quelconque d’un systéme A de générateurs libres est
égal a la somme des degrés de a et de b par rapport au méme élément de A.
Soit G un groupe libre engendré par un ensemble A4 d’éléments libres. Nous
allons répartir les éléments de G d’une infinité de facons en classes d’équiva-
lence dont chacune contient, avec tout élément a de G la classe entiére des élé-
ments de G conjugués a a, nous donnerons uie loi commutative de composition
de ces classes qui permet d’associer a tout groupe libre une infinité de groupes
abéliens I'™ dont les éléments sont des classes d’équivalence d’éléments de G.
Nous montrerons que quel que soit le sous-groupe v d'un groupe I'™, la réunion
des classes d’équivalence d’¢léments de G qui constituent les éléments de ce
groupe vy est un sous-groupe invariant de G. Nous utiliserons les groupes I'™
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pour étudier la structure des groupes libres. Ces considérations permettent
d’établir I'existence d'une infinité de sous-groupes invariants dans tout groupe
libre, elles facilitent la recherche des ¢léments libres des groupes libres, elles
permettent d’établir de nombreux théorémes relatifs a la structure des groupes
libres, quelle que soit la puissance de 'ensemble A4 des générateurs libres. Les
classes d’équivalence en lesquelles on répartit, d'une infinité de facons, les
éléments de tout groupe libre ont un caractére intrinséque, indépendant du
systéme générateur 4 qui sert a les définir. Quel que soit le sous-groupe g du
groupe libre G, deux classes d’équivalences quelconques d’¢léments de G qui
contiennent des éléments de g ont en commun avec g des ensembles d’é¢gale
puissance.

Appelons base d'un groupe libre G tout systéme générateur de G forme d’¢le-
ments libres. Un groupe cyclique libre, composé des puissances entiéres d'un
¢lément libre @ ne posséde, comme on sait, que deux bases : a et a=' qui sont
ses seuls éléments libres. Tout groupe libre non cyclique posséde, comme on
sait, une infinité de bases. Pour s’en convaincre, il suffit d’observer que quelle
que soit la base A d’un tel groupe G et quels que soient deux éléments distincts
a, et a, de A, on déduit de A4 une nouvelle base en remplacant a. par " a, a’,
quels que soient les entiers 7 et n. Si le groupe G est engendré par un ensemble
infini A de puissance m d’éléments générateurs libres, il posséde un ensemble
de puissance supérieure 4 m de bases. En effet, quel que soit le sous-ensemble
non vide 4* de 4, remplacons dans A chaque élément de A* par son inverse.
Le systéme obtenu est, comme on sait, une base de G et & deux sous-ensembles
distinets 4* et A de A correspondent deux bases différentes. Et comme I'en-
semble de tous les sous-ensembles de A est de puissance 2™ >m, G possede
bien un ensemble de puissance >m (donc en tout cas indénombrable) de
systémes générateurs dont tous les éléments sont libres.

Tout élément =<1 d’un groupe libre est, comme on sait, d’ordre infini.

Si un groupe libre est engendré par un systéme fini de £ éléments libres, l¢
groupe G ne saurait, comme on sait, étre engendré par moins de £ éléments et
tout systéme comprenant k éléments, générateur de G, est formé d’éléments
libres. Le nombre £ est alors appelé le rang du groupe libre G.

Systémes irréductibles d’éléments générateurs d'un groupe.

DerNiTioN. — Soit G un groupe engendré par un ensemble A (fini ou infint)
d'éléments générateurs. Nous disons que U'ensemble de générateurs A est irréduc-
tible si, quel que sott le sous-ensemble fini A*de A, il n’existe aucun sous-ensemble
fini B de G formé d’un nombre d’éléments inférieur a celui de A* et tel que tout
élément de A* puisse étre obtenu par composition finie d’éléments de B.

ToUTE BASE D’UN-GROUPE LIBRE EST IRREDUCTIBLE. — En effet, soit G un groupe
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libre et soit 4 I'une quelconque de ses bases. Supposons qu’elle soit réductible
et soit A* un sous-ensemble fini formé de k éléments de G pour lequel il existe
un ensemble B formé de &' <k éléments de G et tel que tout élément de A*
puisse étre obtenu par composition finie d’éléments de B. Soit G* le groupe
libre engendré par les £ éléments de 'ensemble A* qui en forment une base.
Comme tout élément de A* s’obtient par composition finie d’éléments de B,
B est a son tour un systéme générateur de G*, ce qui est impossible, d’aprés les
propriétés connues des groupes libres, puisque &< k. On voit donc bien que la
base A est irréductible.

Nous allons d’abord traiter le cas ou 'ensemble 4 est fini, puis nous passe-
rons au cas ou I'ensemble A est infini, de puissance quelconque, et enfin nous
signalerons diverses généralisations des méthodes exposées qui se prétent éga-
lement a I'étude de la structure des groupes libres.

Les groupes libres de rang fini.

I. Soit G un groupe multiplicatif libre engendré par un nombre fini #
d’éléments générateurs a,, a,, ..., @, qui ne sont liés par aucune relation non
triviale. Les seules relations satisfaites par ces éléments générateurs sont des
relations triviales qui dérivent des axiomes de groupes, telles que les relations

aa =1 (i=1,2, ..., k),
ainsi que les relations identiques de la forme
Sflay, asy ooy ar) = fay, @y ..y ),
ou f est une composition finie quelconque des éléments de I’ensemble

A={a, as ..., ar}.

Les cLasses M. — Soit » un entier quelconque > 2. Répartissons les élé-
ments de G en n* classes M comme suit. Soit @ un élément quelconque de G.
Il peut étre obtenu par composition finie des éléments de A. Soit a= f(a,,
a,, ..., a;), ou f est une composition finie réduite des éléments de 4. Comme G
est un groupe libre dont I'ensemble A est une base, la composition réduite des
éléments de cette base qui représente I'élément a est unique. Soit u; le degré
de fpar rapport a a; (i =1, 2, ..., k); u; est aussi le degré de I'élément a de ;
par rapport a I'élément ; de la base A. Soit A; le nombre de la suite o, 1, ...,
n—1, tel que y;="2%;(modrn) (=1, 2, ..., k). Nous disons que I'élément a
fait partie de la classe My”}, .. Quels que soient les £ nombres (distincts ou
non, peu importe) A,, Ay, ..., Ay delasuite o, 1, ..., n—1, la classe MY"5 ,,
n’est pas vide. Elle contient, entre autres, les éléments @ " al=" ... al+*" de G,
quels que soient les entiers ¢,, ¢,. ..., ¢, et elle contient avec tout élément
a=f(a, a,, ..., a,) de G la classe entiére des ¢léments de G conjugués a a.
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En effet, quel que soit I’élément b de G, b peut étre obtenu par composition
finie d’éléments de 4. Soit b= g(a,, a., ..., a;). D’apres la loi de composition
des éléments d’un groupe libre, les deux éléments a et bab—* sont de méme
degré par rapport a a;, quel que soit i =1, 2, ... £, Tout élément de G appar-
tient & une classe My}, ;, et a une seule puisque tout élément de G peut se
mettre de facon unique sous la forme d’une composition finie réduite d’élé-
ments de 4 et le groupe G est la réunion de toutes les classes My, ;, qui sont
disjointes deux a deux.

Lot pE composITION DES cLasses M, — Soient My et M)’ deux classes
K hgeo hp oy Uegev o Bk

M quelconques Nous appelons produit de ces classes et nous désignons par

le symbole Mi"5, 5, M., ., I'ensemble des éléments de G de la forme ab,

aEM) Taee. hpy bGM{ﬁ)}L,...uk

Proposition 1. — Quelles que soient les deux classes My, 5, et My,

Wy . Ug?

on a
) (n) (n)
MA/I}E )kMEZP'E-“PVk:M"’il"in-vk
ou v; est le nombre de la suite o, 1, ..., n —1 qui satisfait la congruence

vi=k~+p; (modnr) (i=1,2, ..., k)

Démonstration. — Soit a un élément quelconque de la classe My’;, ,, et soit b
un élément quelconque de la classe M, .. Soit u; le degré de a par rapport
a a; et soit ¢; celui de b par rapport a a,(z = 1, 2, ..., k). D’aprés la loi de com-
position des éléments d’un groupe libre, ab est de degré 1, ¢; par rapport a a;,
quel que soit i=1, 2, ..., k. Soit v; le nombre de la suite o, 1, ..., n—1 qui
satisfait la congruence v;= u;~+ ¢;(modn). Comme aeM)’}_ ,,, on a

u;=1»% (modn) (i=1,2, ..., k)

et comme beM;’, ., ona

g g
¢, =p; (modn) (i=1,2,...,k).
Donc
vi=X~+p; (modn)
et, d’aprés ce qui précéde,
abe My,

LR

Cela étant, quels que soient les éléments a de Mi?}, ,, et b de M7,
I'inclusion

(n) (n) (
(+) M‘}\’I)\g...l\nkMprvg...pwchV:li‘gA..Vk'

Lup OM A

Montrons qu’on a aussi I'inclusion inverse. A cet effet, nous prouverons que
pour tout élément fixe a de la classe My}, et pour tout élément ¢ de la classe

My, ., 1l existe un élément b de la classe My, .. tel que ab=c. En effet,



STRUCTURE DES GROUPES LIBRES. -7

comme G est un groupe dont a et ¢ sont deux éléments, I'équation ax=c
admet une solution en G, notamment I'élément b = a—*c. Soit u;(w;) le degré
de 'élément a(c) par rapport 4 ;,(i=1, 2, ..., k). Ona

wi=1» (modn) et W=, (modn).

L’élément a=* de G est de degré —u; par rapport a a;(i =1, 2, ..., k) et, par
suite, il fait partie de la classe M;”, , . ., ,, donc, d’aprés la premiére partie
de la démonstration, b€M,”, .. On a donc aussi I'inclusion

(n) ( )
(+1) MV’szn'VkCMﬂs\z-n)\kM(P{lea-nP«Ic‘

Des deux inclusions (+) et (++) découle I'égalité a démontrer.

Proposimion 2. — Deux classes M™ quelconques sont des ensembles d’égale
puissance.
Démonstration. — Soient MY}, et Mi, -, deux classes M) quelconques.

Soit v; le nombre de la suite o, 1, ..., n —1 qui satisfait la congruence

v=— A (modn) (i=1, 2, ... k),

et soitcun élément quelconque de la classe M{?,, ,, et d un élément quelconque
de la classe M”, ., ... Quels que soient 'ensemble E d’éléments de G et
I'élément z de G, désignons par le symbole Ex I’'ensemble des éléments yx de G,
y€E. 1l ressort de la démonstration de la proposition 1 qu'on a les deux
inclusions

M&':))\g.‘.kchMg:)p,...p.k et M(pz)u,...pk dc M‘()\:L)M...Am

inclusions qui démontrent que les deux ensembles My}, et M,”, . sont bien

d’égale puissance. Donc toutes les classes M™ sont des ensembles d’égale puis-
sance. , C. Q. F. D.

Les croupes aBELIENS I'™) Associks Au GROUPE LIBRE G (*). — Avec la loi de
composition indiquée plus haut, loi qui est commutative et associative, les
classes M™ forment un groupe abélien T'™ associé au groupe G. La classe My’ ,
constitue I'élément neutre de ce groupe et I'inverse d’une classe M;"}  ,, est la

(n)
ClaSSG Mn—?x,, R—Ngy v vvy N—h®
Proposition 3. — Quels que soient les nombres hy, Ay, ..., A de la suite
0,1, ...,n—1 la classse My, 5, envisagée comme élément du groupe I'™ est

d’ordre Z—;, oudestlep.g.c.d. des nombres n, )y, Ay, ..., . En effet, soit m

(2) On peut associer de la méme fagon un groupe abélien I'(") (n =2, 3, ...) & tout groupe non
libre G engendré par un ensemble fini 4 = { a1, as, ..., ar } d’éléments générateurs et dont chaque
élément posséde un degré fixe par rapport a tout élément de 4 et les propriétés de I'(») que nous
-6tablissons pour les groupes libres subsistent pour de tels groupes non libres.
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Pordre de cette classe et soit v; le nombre de la suite o, 1, ..., n—1 qui satisfait
la congruence

,v[zg,}i (modn) (i=1,2, ..., k)

D’aprés la loi de composition des classes M™), on a
n
(M) =ME, e
n s .
Et comme (77\,~E o(modn), il s’ensuit que
v;=o0 (modn) (i=1,2, ..., k).

n

- . n .
Done (M, ‘=M’ , et par suite, 7 est un multiple de 7. Montrons que
. Lo€lp d p q

=

m= g En effet, supposons que m < g et soit g =n'm(n'>1). Comme m est

Iordre de My, ,,, on doit avoir mA;= o (modn), quel que soiti=r, 2,..., k

et, par suite, A; doit étre un multiple de ﬁ(i: 1,2,...,k).Or * —nd et, par
m m

conséquent, le p. g. c.d. des nombres n, A, 4., ..., A, serait >>n'd >d ce qui

. . n
est contradictoire, Donc m=— 2 C. Q. F. D.
ProrositioN 4. — Le nombre minimum d’éléments générateurs du groupe T'™

estégal a k.

Démonstration. — En effet, 'ordre de toute classe M est un diviseur de n,
il n’est donc pas supérieur a n. Et comme I'™ est un groupe abélien d’ordre n*,
le groupe I'™ ne saurait étre engendré par moins de £ éléments. D’autre part,
il posséde des systémes de % éléments générateurs. Tel est, par exemple, le
systéme formé des £ classes Myo.. o, Moso...0» Moo...0x. Le nombre minimum
d’éléments générateurs du groupe I'™ est donc bien égal a .
C. Q. F. D.

Crasses M) INDEPENDANTES ET DEPENDANTES. — Solent M{',i i (1=1,2,...,0)t>x1
classes M. Nous disons que ces classes sont indépendantes si I’égalité

(h [ MSs o P UMy e [ MY [ = M0,

ou a,, %, ..., o sont des entiers, implique que «;==o0(modnr) quel que soit
i=1,2, ...,t et nous disons que les classes M" envisagées sont dépendantes
ou liées s’1l existe un systéme d’entiers a,, a,, ..., «, dont I'un au moins n’est

pas congru a o modulo 7 et pour lequel I'égalité (1) a lieu.

n)

PropositioN 5. — Soient Mifh: 2j (=1, 2, ..., 1, 1 =tk) tclasses M".
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St ces classes sont indépendantes, le rang de la matrice

o oL
N L
VY 7

estégal at.

Démonstration. — Si les t classes considérées sont indépendantes, Iégalité (I),
ol oy, &, ..., a, désignent des entiers, implique que ;= o (modnr), quel que
soit{=1, 2, ..., t. Or, d’apres la loi de composition des classes M™ et d’aprés
légalité (1), oy, s, ..., «, doivent satisfaire le systéme d’équations linéaires

A oA+ o A =Ty,
0(1)\?2+a27\§—|—. . .+al)\l2:'f2n,

(1)

o M+ o hi 4. o k= n,

ol Ty, Ts, ..., % s0nt des entiers.

C’est un systéme de £ équations a ¢ inconnues a,, ., ..., ®, et comme ce
systéme n’admet que des solutions dans lesquelles toutes les inconnues sont
des multiples de n, il s’ensuit que le rang du systéme (1) est nécessairement
égal a ¢.

En effet, supposons le contraire et soit < ¢ le rang du systéme considéré.

Supposons pour fixer les idées que le déterminant principal de ce systéme est

Moo

o lwor o

0= ‘
oo

Il y a alors des inconnues et des équations non principales

Posons
T ==Teg=—...=Tp=—0.

Le systéme (1) est alors homogéne, il est possible et admet une infinité de
solutions. On peut attribuer a o,.,, ..., «, des valeurs arbitraires. Montrons
qu'il existe des valeurs entiéres de «,, o, ..., 2, qui ne sont pas toutes
=o(modnr), et qui constituent une solution du systéme envisagé. En effet,
résolvons le systéme des équations principales par la régle de Cramer par
rapport aux inconnues principales a,, ., .., .. Désignons par 8/, le détermi-
nant qui se déduit de & en y remplacant la colonne de rang j(j=1,2, ..., 1)

par
7\’1'-’ 3
; }L.T)‘—fx

' ;\;:+.v

Ann. Ec. Norm., (3), LXXV1. — Fasc. 1. 2

(s=1,2, ..., L—r).
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Il vient

a/':-—

Oyt 00y —+ Apyn Oy ook 0 0/ .
5 (J=1,2, ..., 7).

Si ¢ =£ o (modn) posons

Qppg=.. .= 0= 0.

On aura des valeurs entiéres de a,, a,, ..., o, qui ne sont pas toutes = o (modnr).
Et si 8=o(modn), soit n™ la plus grande puissance de n qui est diviseur de 3.
Si tous les déterminants 8/, sont des multiples de n™ et si

0=n"d, 0’0 (modn),

posons

Ly ==...=a,=0.

On aura de nouveau une solution a,, a,, ..., a, du systéme considéré dans
laquelle toutes les inconnues prennent des valeurs entiéres dont I'une au moins
n’est pas = o (modn).

Etsi ¢ =o0(modn) et 6 =n"72", ou ¢’ = 0 (modnr), mais si 'un au moins des
déterminants &/, n’est pas = o (modn™), soit n"' 3" [m' < m, ¢" = o (modn)] le
p.g-c.d. de o et de tous les déterminants ¢/, et soit ¢/, . == o(modn™*").
Posons, dans ce cas

!
) Upps = 0 (s 2£5).

(<22

|

— pm—m’
Apypg—n

[o%

On obtiendra ainsi une solution entiére en a,,...,«, du systéme d’équations
considéré, solution dans laquelle 'un au moins des nombres «,, «., ,.., @, n’est
pas = o(modn).

Donc, dans tous les cas, on est conduit 4 une contradiction.

Le raisonnement est tout a fait analogue et la conclusion subsiste quelles que
soient les lignes et les colonnes de la matrice A qui contribuent a former le
déterminant principal ¢ d’ordre » du systéme considéré.

La condition énoncée est donc bien nécessaire.

C. Q. F. D.

Prorosition 6. — La condition nécessaire et suffisante pour que k classes
Miih 2i(i=1, 2, ..., k) sotent indépendantes, c’est quele p.c. g.d. de n et du
déterminant |\, | soit égal a 1.

Démonstration. — La condition est nécessaire. — En effet, supposons que
les % classes M »; sont indépendantes. Alors, d’aprés la proposition 5, le
déterminant d’ordre k: 6 =2 | est £ o.

Si done oy, a,, ..., %, sont des entiers tels que

(2) [ M55 o T M3 . [ MER e 6 PR =M,

chacun des nombres a,, a,, ..., «; est =o0(modnr) et, d’aprés la loi de compo-
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sition des classes M et I'égalité (2), o, @, ..., o; sont racines du systéme
d’équations linéaires

oA i oM =1y n,
(3) A+ A2 M =1y,

o i+ k4. .+ M =1n,
ol 7y, Ta, ..., T, désignent des entiers.
Comme le rang de ce systéme est égal a £, ¢’est un systéme régulier qui peut

étre résolu par la régle de Cramer. Désignons par &; le déterminant qui se
T

. : 0 - Ta
déduit de ¢ en remplacant sa &* colonne par{ *. On a

Tk

Ss

w=n- (i=1, 2, ..., k).

[«¥

Soit dle p. g.c.d. de n et de & et soit A’ le coefficient de %' dans le développe-
ment du déterminant ¢.
Deux cas peuvent se présenter :

a. 1l existe un coefficient A, (au moins) qui n’est pas un multiple de d.
Posons alors

T, = (_i, 'Z'/'/::O

quel que soit I'indice j' £ j de la suite 1, 2, ..., k. On obtient pour a,, o, ..., @
les valeurs
n

d

n .
A;-, oy = aAi, o= = A*

ay =

et comme A’; n’est pas un multiple de d, o; £ o0 (modnr), ce qui est contradic-
toire, les classes M considérées, étant, par hypothése, indépendantes.

b. Tous les coefficients A’ sont des multiples de d. Soit p le plus petit divi-
seur premier de d. Il est alors aussi diviseur de tous les A’.. Soit p™la plus grande
puissance de p commune a tous les A’ (m >x1). Il existe donc un coefficient (au
moins) A’ qui n’est pas divisible par pm*. Considérons le déterminant A=|A’,|
adjoint de ¢. Comme chaque élément de A est divisible par p™, le déterminant A
qui est d’ordre % est divisible par p™. Or A est li¢ a son adjoint ¢ par I'égalité
A=23"*_ Donec ¢** est a son tour divisible par p™. Et comme les nombres £ et
k— 1 sont premiers entre eux et que p est un nombre premier > 2, il s’ensuit
que m=o(modk—1). Soit m=m'(k—1), (m'>1). Le déterminant o est
donc divisible par p™*= p™+’

Posons dans ce cas

0

T;i— —
] m—+1
P

Tp=o0,)=1,2, ..., k, mais j' £ .
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Il vient
_nA L A
p pm . 3 P pm, - P pm
ce qui fournit un systéme de valeurs entiéres de «,, ., ..., «, dont 'une au

moins ;£ o (modn) et qui satisfont la relation (2), ce qui est contradictoire.
On ne saurait donc avoir d > 1 et la condition énoncée est bien nécessaire.

La condition est suffisante. — En effet, supposons que le p. g.c.d. de n et du
déterminant ¢ = |’ | est égal a 1. Montrons que les classes M%y: ; sont alors
. . N N S N
indépendantes. En effet, comme D(7, ¢)=1, on a s=£ o et par suite, le systéme
(3) d’équations linéaires en o, ®,, ..., % OU T, Ts, ..., 7, désignent des
entiers, est un systéme régulier dont la solution est donnée par la régle de
Cramer. On a notamment

T AL T AL 4L T AL }
(4) a—=n ——1 28 k (i=1, 2, ..., k).

Soit a le plus grand commun diviseur de ¢ et de tous les coefficients A’,. Pour
avoir une solution entiére en «; du systéeme d’équations (3) il convient de choisir
les nombres t,, 7., ..., 7, de facon que

(5) T AL+ 1 AL+ L+ 1AL = 0 (modd) (i=1,2, ..., k).
On obtient, par exemple, une telle solution en posant

T

J pumnt

(J=1,2, ..., k).

Qo

Mais comme n et ¢ sont premiers entre eux, il découle des formules (4) que
toute solution entiére en «; du systéme (3) fournit pour toutes les inconnues du
systéme des valeurs =o (modn), donc les classes M sont indépendantes et
la condition énoncée est bien suffisante.

C. Q. F. D.
Remarque 1. — On démontre sans peine que la condition nécessaire et suffi-
sante pour que ¢ classes Mith:. (i =1, 2, ..., 2, 1 ==t F) soient dépendantes,

c’est que le p.g.c.d. de n et de tous les determmants d’ 01dre ¢ quon peut
former a partir de la matrice

EEY: 3
no W

b
1 2 I3
a2 ...

en prenant les éléments communs a ses ¢ colonnes et & ¢ lignes quelconques,
soit > 1. La démonstration de cette proposition est tout a fait analogue a celle
de la proposition 7 de notre Note (Un probléme de structure des groupes d’ardre

Jind) (7).

() J. Math. pures et appl., t. 33, 1956, p. 149 & 155.
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Prorosition 7. — Quel que soit Uentier t > k, t classes Mitoi i (i=1, 2, ..., 1)
sont toujours dépendantes.

Démonstration. — Soit 34 'ensemble des classes My 2i(i=1, 2, ..., 0).
Pour établir la proposition 7, nous montrerons qu’il existe ¢ entiers o, o, ..., %,
dont I'un au moins n’est pas un multiple de n, et tels qu’on a I'égalité

() [MEh o ] MESe e e [ MG e T = MG .

Soient o, @, ..., %, ¢ entiers, qui vérifient I'égalité (I). Cette égalité
implique le systéme de £ équations a z inconnues (1), ou T4, Ts, ..., 7 désignent
des entiers (voir proposition 5).

Soit
W %,
A Mo "
a2 2

la matrice des coefficients des inconnues de ce systéeme. Comme ¢ >k, le rang r
de cette matrice est <k et, par suite, ses ¢ colonnes sont liées linéairement. 1l
existe donc des nombres a,, a,, ..., o, non tous nuls tels que

(6) oA a4 =0 (i=1, 2, ..., k).

"Envisageons tous les déterminants d’ordre » qu’on peut former avec les élé-
ments communs a r lignes et a r colonnes quelconques de la matrice A. Sil'un
au moins de ces déterminants n’est pas congru a4 o modulo 7, prenons un tel
déterminant A pour déterminant principal du systéme (6). Supposons, pour
fixer les idées, que

AERY W
1 2 I
A— Ay A3 W
S R

Les inconnues «,, ., ..., % sont alors principales ; on peut attribuer a
Orits - - -, o des valeurs arbitraires, les » premiéres équations du systéme (6)
sont principales et I'on obtient la solution du systéme (6) en résolvant le sys-
teme formé par les équations principales. Posons dans les équations principales
du systéme (6)

Gy —=...—=a,—=A

et résolvons le systéme obtenu par rapport & oy, ., ..., % par la régle de
Cramer. On obtient ainsi des valeurs entiéres de ces r inconnues et les nombres
Uiy %oy « .., %, dont les z— 7 derniers ne sont pas = o (mod ) satisfont a I'éga-
lité (I). Done, dans ce cas, les classes de 'ensemble 3 sont bien liées.
Supposons maintenant que tous les déterminants d’ordre r qu’on peut déduire
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de la matrice A sont = o(modr). L'un au moins de ces déterminants est £ o,
puisque 7 est le rang du systéme (1). Envisageons 7 lignes de la matrice A dont
les éléments contribuent a former un déterminant d’ordre  non nul. Supposons,
pour fixer les idées, que ce sont les 7 premiéres lignes de la matrice A. Soient
i1, Uy, ..., ,, r nombres distincts de la suite 1, 2, ..., z et soit A, le déter-
minant formé des éléments communs aux rpremieres lignes et aux colonnes de
rangs i,, ts, ..., i, de A. Si4,, , o, soit

z ige.ulp— 51 i Ylll’
ou I'entier 3,, , = o(modn) et vy,, ., est un entier > 1. Prenons alors pour
determmant prlnmpal du systéeme (6) un déterminant A,, , pour lequel le

nombre v, ., est minimum. Soit A ce déterminant principal et soit, pour
fixer les idées,
Ao
A=| .. ...
YUY

Oy, Oay ..., % seront donc de nouveau les inconnues principales et 'on peut
attribuer a o4, ..., o, des valeurs arbitraires. Posons, dans le systéme (7) des
équations principales

Opypg==...= 0= @i‘,-szr.

(7) est alors un systéme régulier qui posséde une solution unique en «, ,..., «,
donnée par la régle de Cramer et I'on voit sans peine que cette solution est
entiére. Les nombres a,, a., ..., o, vérifient I’égalité (I) et les nombres o, 4, ..., o,
ne sont pas congrus a o modulo n. Donc, dans ce cas aussi, les classes de
I'ensemble 31 sont dépendantes.

Le raisonnement est tout a fait analogue et la conclusion subsiste quelles que
soient les rangées de la matrice A qui contribuent a former le déterminant prin-
cipal du systéme (6). La proposition 7 est donc démontrée.

Remarque 2. — Si dans un systéme de classes M™ ﬁgure la classe nulle, les
classes sont dépendantes. En effet, soit Mi%:. i (i=1, 2, ..., t) un ensemble
~de classes M parmi lesquelles figure la classe nulle Mj%;: . 1—M’0(,” . Alors
les ¢ classes envisagées sont dépendantes. En effet, posons
ap =1 %= o, (i=2,...,0).
On a la relation
¢)) [ M35 g P Mo o [ MR o = MG

avec les exposants qui ne sont pas tous = o (modn), ce qui démontre que les
classes M considérées sont bien liées. o

D’autre part, si ¢ classes M™ sont dépendantes, en leur ajoutant une ou un
nombre fini quelconque de classes M™ quelconques, on obtient de nouveau un
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systéme de classes dépendantes. Pour s’en convaincre, il suffit d’ajouter aux

nombres o, %, ..., o, dont 'un au moins n’est pas =o(modn) et pour
lesquels on a I’égalité (I), les nombres o,,,=...=o0. On aura
(I1) [V o TP M o P M e 00 = MG,

ce qui démontre que 'ensemble des classes Mi?: ai(i=1, 2, ..., 6, 141, ...)
sont liées.

Prorosition 8. — La condition nécessaire et suffisante pour que k classes
M i (f=1, 2, ..., k) constituent une base du groupe T'™), c’est que ces
k classes soient indépendantes.

Démonstration. — La condition est nécessaire. — En effet, si les classes consi-
dérées constituent une base de I'™ en composant ces £ classes on obtient les
n* classes M qui forment la totalité des éléments de I'™. Or, d’aprés la loi de
composition des classes M qui est commutative et du fait que toute classe M
envisagée comme élément de I'™ est d’ordre —Zn, il s’ensuit qu’elles ne peuvent
étre génératrices du groupe I'™ que si elles sont indépendantes, ce qui implique,
entre autres, que chacune de ces classes est d’ordre . La condition énoncée est
donc bien nécessaire.

La condition est suffisante. — En effet, supposons que les £ classes données
sont indépendantes. Chacune de ces classes considérée comme élément de I'™
est donc d’ordre 7 et les classes

(n) a (n) o2 (n) o
[ M [P MG g e [ MSFo e ],

ou chacun des entiers a,, «., ..., o, parcourt la suite des valeurs o, 1,...,n —1,
sont toutes distinctes. Ces classes sont au nombre de n* et, par suite, les
k classes données forment bien une base de I'™ et la condition énoncée est aussi
suffisante.

C. Q. F. D.

Prorositiox 9. — Si le groupe G (*) posséde un systéme fini A =1{a, a,, ..., a;}
d’éléments générateurs, tel que tout élément du groupe G posséde un degré fixe par
rapport @ chacun des éléments a;= (i =1, 2, ..., k) le nombre k d'éléments qui
constituent le systéme générateur A est minimum et tout élément de G posséde un
degré fixe par rapport a chaque élément de tout autre systéme générateur de G :
B=1{b,, b,, ..., b,} formé lui aussi de k éléments.

Démonstration. — Soit 4 un systéme générateur du groupe G et supposons
que chaque élément de G a un degré fixe par rapport a tout élément de 4.
Soit ¢ un élément quelconque de G et soit u; son degré fixe par rapport a

(*) Pas nécessairement libre. 7oir Note (2) en bas de la page 7.
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a(i=1,2, ...,, k). Un systéme générateur de G ne saurait étre formé de
moins de £ éléments. En effet, tout élément de G appartient comme nous savons
aune classe M™ et a une seule. Quel que soit le systéme générateur de G, on
doit pouvoir, par composition finie de ses éléments, obtenir des éléments de
toute classe M™. Or le groupe ' est 4 base minimum d’ordre £ et, par suite,
aucun systéme générateur du groupe G ne saurait étre formé de moins de
k éléments. ‘

Soit & présent B=1{b,, b,. ..., b;} un second systéme générateur de G,
formé lui aussi de £ éléments. Soit encore ¢ un élément quelconque de G.
Soit u; son degré (fixe) par rapport aa;(i=1, 2, ..., k). Comme B est un
systéme générateur de G, ¢ peut étre obtenu par composition finie des éléments
de B. Soit

(+) : = f(by, by, ..., bp)

une telle composition et soit ¢; le degré de f par rapport a b;(i =1, 2, ..., b)).
Chacun des éléments b; en tant qu’élément de G posséde un degré fixe par
rapport a tout élément de 4 et comme A est un systéme générateur de G,
chacun des éléments b; peut étre obtenu par composition finie des éléments

de 4. Soit
(++) bi=filay, ase -y @)

et soit v, le degré (fixe) de b, par rapport  a;(i, j=1, 2, ..., k). Remplacons
dans I'expression (4) chacun des b; par son expression (++). Il vient

c=ffilwy, ooy ar), folay, tay ooy @)y ooy filan, @y ooy @)l

Le second membre de cette égalité est de degré o) 490" 4. . .+ v,_.wﬁi par
rapport a a;(j=1, 2, ..., k). Et comme ¢ posséde un degré fixe u; par rapport
a a;, quel que soit j=r1, 2, ..., k. les nombres ¢,, ¢,, ..., ¢, vérifient le
systéme d’équations linéaires

(+4++) LWl w4 Wi =, (J=1,2, ..., k).

Les éléments b,, b., ..., b, en tant qu’éléments générateurs de G font partie de
k classes M™. Soit M7”/u la classe M™ qui contient I'élément b; (i =1, 2, ..., £).
Comme ces classes sont indépendantes, le p. g. c. d. de » et du détermi-
nant |\’ | est égal a 1, donc le déterminant |2’ | est £ o et il n’est pas congru
a o modulo n. Or

|wi|=|3;] (modn), donc | w'| #o.

Le systeme d’équations (+++) est donc régulier et il posséde une solution
unique en ¢y, ¢y, ..., ¢ On voit donc bien que quel que soit le systéme B
générateur de G, formé de £ éléments, tout élément de G a un degré fixe par
rapport a chaque élément de B. La proposition 9 est donc démontrée.

Soit a4 présent G un groupe libre qui posséde des systémes finis d’éléments
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générateurs, soit £ le nombre minimum d’éléments générateurs de G. Nous
savons que tout élément de G posséde un degré fixe par rapport a tout élément
d’un systéme générateur minimum.

Proposrrion 10. — Quels que sovent les deux systémes générateurs minima
A=\, ay ..., w} et B=1{b,, b, ..., b}

du groupe G, on a

b= filay, sy ooy az) (i=1,2, ..., k),
ou f; est une composition finie réduite des éléments a,, a,, ..., a;, de degré
i . . . ; . i o s
fixe w'; par rapport a a;(j=1,2, ..., k)et le déterminant | W' | est toujours égal

a1 ou ¢ —1. Dautre part, quel que soit Uentier n>~ 2, st l'on répartit les
éléments de G en classes M relatives a ce nombre n, les éléments b; font partie de

k classes M™ indépendantes et s b; € Mé\"ﬁ;,,,x;_ (i=1,9, ..., k), le déterminant )f/, I,
d'ordre k, est congru a +1 ou & — 1 modulo n.
Démonstration. — Pour établir la premiére partie de cette proposition,

reprenons la démonstration de la proposition 9. Un élément quelconque ¢
de G est de degré fixe u; par rapport a a; et de degré fixe ¢; par rapport a
bi(i=1,z2, ..., k). Soit &', le degré fixe de b; par rapport a a,(i, j =1, 2, ..., k).
Nous avons vu que les nombres ¢,, ¢, ..., ¢, doivent satisfaire le systéme
d’équations (+++) qui est un systéme de Cramer. Larésolution du systéme (-+++)
par la régle de Cramer donne

gy Wi 4w, Wh 4L - u Wi

A (=1, 2, ..., A),

bttt e=

ou W', est le coefficient de o' dans le développement du déterminant |« |.
La formule (4+++) doit donner des valeurs entiéres pour ¢, ¢,, ..., ¢,
condition qui est imposée par la nature des nombres ¢, et cela quels que soient
les entiers u,, u,, ..., ;. Or G étant un groupe libre, les degrés d’un élément
quelconque ¢ de G par rapport aux éléments de A peuvent étre des entiers
quelconques. Donc pour que (++++) donne pour ¢; des valeurs entiéres quels
que soient uy, ., - .., u; (quisont des entiers), chacun des coefficients W', doit
étre un multiple de |o,|. Mais alors le déterminant | W' |, adjoint de | o’ |, doit
étre un multiple de | #', %, puisque c’est un déterminant d’ordre £ dont chaque
rangée est un multiple de | @', |. Or W' = |, |*"*. Donc |, | qui estun entier
doit étre un multiple de [ &', %, ce qui n’est possible que si [w'| est égal & +1
oua—I. : »
Soit a4 présent n un entier quelconque > 2. Répartissons les éléments de
en classes M™ relatives & ce nombre n. Soit Mybx: s celle de ces classes qui
contient I'élément b; de B(i=1, 2, ..., k). Comme B est un systéme généra-
teur minimum de G, les classes M;%: ; sont indépendantes et, d’aprés ce qu’on
Ann. Ec. Norm., (3), LXXVI. — Fasc. 1. 3
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a vu dans la démonstration de la proposition 9, |’ |=|w}| (modn). Et
comme | %), |=-1 ou —1, on a bien
[2)]=¢ (modn), ou :=-+1 ou —I.
C. Q. F. D.
Remarque 3. — Bien que le déterminant |2’ | soit toujours =z (modn),

¢ =1 ou —1, la valeur numérique de ce déterminant peut varier avec n et,
en général, elle n’est pas égale a c. En voici un exemple. Soit G un groupe libre
a base du second ordre engendré par les deux éléments libres a, et a,. Soit
by, b, une seconde base de G définie par les formules

bi=[(aia:)’a,(a, ag‘)‘]7a, as|(ay az)%h (arax)* ]V, b= (a, ax)? a, (a, a)*.

Pour vérifier que b,, b, est bienune base de G, il suffit de montrer que a, et a,
peuvent étre obtenus par composition finie de b, et de b,. En effet, on a succes-
sivement

b;70,0,7" = a, a,, ()2 by(aya.) = a,, a (ay ) = a,.

Donc b,, b, est bien une base de G. b, est de degré 137 par rapport a a, et
de degré 120 par rapport a a,, b, est de degré 8 par rapport a a, et de degré 5
par rapport a a,.

Le déterminant

o137 1201
[ wh| = A ; 1_-—1.
Prenons n =>5. On a
2 0
W= =4,
I /I 3 9 | 4
il est =—1 (mod?).
Prenons maintenant n = 21. Alors
A 5
[ 25 ] = 181 ]7 ':——43 =—1 (modar).
Remarque 4. — 1l ressort de la proposition 10 que quels que soient les
systémes générateurs minima
A={a, as ..., } et B=1{by, by, ..., b}

d’un groupe libre G ayant un nombre fini d’éléments générateurs, si b; est de
degré o', par rapport a a;, quels que soient ¢ et j de la suite 1, 2, ..., £, le
déterminant || est égal 4 41 ou & —1. On peut le démontrer de la fagon
suivante. Soit » un entier >~ 2 quelconque. Soit Mi%; i la classe M®™ qui
contient b;(i =1, 2, ..., k).

On a

(+) |, =125] (modn).
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Comme B est une base de G, les n classes M, 5; sont indépendantes. Done,
d’apreés la .propositior} 6,lep.g.c.d. denet de‘ N | est égal a 1 et, par consé-
quent, |2 |50 et |2} |=£0 (modn). Il s’ensuit, d’aprés (+), que [a'|=£o0,
w'=£o (modn) et que lep.g.c.d. de|w)]etden estaussiégal a 1. Cela étant,
quel que soitl'entier n =12, 3, ..., [a | qui est un entier non nul ne peut étre
égal qu'a +10ud —r1.

C. Q. F. D.

Remarque 5. — Quel que soit I'entier >~ 2, aucune base du groupe libre G
ne saurait contenir un élément de la classe nulle M) ;. En effet, soit
A=}a,,a,, ..., a;|une base de G. D’aprés ce qui précéde, les éléments de 4
doivent faire partie de & classes indépendantes Mi®3: »: (i =1, 2, ..., k). Orun
ensemble de classes M qui contient la classe My’ , est dépendant, d’aprés la
remarque 2. .

D’autre part, aucun vrai sous-ensemble de A ne saurait étre composé d’élé-
ments de G qui font partie de classes M dépendantes, puisque les classes
M;?:....; comprenant, chacune, un élément et un seul de A sont indépendantes
et’que tout ensemble de £ classes M dont ' < ksont dépendantes est lui-méme
dépendant, d’aprés la remarque 2. Donc, d’aprés la proposition 5, quelles que
soient les &' <k classes Mythi i (=1, &y, ..., &), le rang de la matrice

VR VI LY
MM W
est égal a &',
Remarque 6. — Soit G un groupe libre engendré par un ensemble fini 4

d’éléments générateurs libres, soit » un entier >~ 2 et soit B=1b,, b,, ..., b;}
une seconde base quelconque de G. Répartissons les éléments de G en classes

(n)

d’équivalence MS  ,, en partant de la base 4. Les éléments de B fontalors partie
de £ classes M{"} ,, indépendantes. En effet, comme B est une base de G, tous
les éléments de chaque classe M, s’obtiennent par composition finie d’élé-
ments de B et, par conséquent, les classes Mi”;, 5, qui contiennent les éléments
de B sont génératrices du groupe I'™. Or pour cela il faut et il suffit, d’aprés la

_proposition 8, que ces k classes soient indépendantes.

Prorosrrion 11. — Soit G un groupe libre engendré par un ensemble
A=/{a,, a,, ..., a;}déléments générateurs libres. Soit n un entier > 2 et soit I'™
le groupe abélien d’ordre n* associé a G. Quel que soit le sous-groupe y du
groupe I'™, la réunion des éléments de G contenus dans les classes M5, ., qui sont
les éléments de I'™) est un sous-groupe invariant de G.

Démonstration. — Soit y un sous-groupe quelconque du groupe I'™, soit ¢
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Pordre de y et soient Mithi. i (=1, 2, ..., ¢), les ¢éléments de ce groupe.
Soit

(’est un sous-ensemble de G. Montrons que G est un groupe. En effet, soient a
et b deux éléments quelconques de g, ils font donc partie de classes M™-éléments
de vy. Soit

(n)

, w
aeMiny; et beMyy. o

Comme y est un groupe, le produit des deux classes My%5:. 5z, M)/ est aussi
un élément de vy et ce produit contient I’élément ab. Donc ab € g. D’autre part,
quel que soit 'élément a de g, il est contenu dans une classe M;i3: 5 de y et
comme Y est un groupe, il contient, avec la classe Mt 5/, la classe inverse

woin,..ni, classe qui contient I'élément a~*. Donc a'€g. Il s’ensuit
que g est un groupe, sous-groupe de G. Et ce sous-groupe est invariant. En effet,
quel que soit I'élément ¢ de G, on a

L]

l

' /
P g Yo o et — M e — o
e —=¢ ‘ ) M)\;)x;.../.i_ = (/M/\;A;.../.i,(* - Ml;/.;.../\i—g’

i=1 i=1 =1

puisque chaque classe M contient, avec tout élément d de G, la classe entiére
des éléments de G conjugués a d. On voit donc bien que G est un sous-groupe
invariant de G.

C. Q. F. D.

CoroLLARE 1. — Quel que soit Uentier n>~ 2, la classe nulle M, , est un sous-
groupe invariant de G. ’

n)

Démonstration. — La classe nulle M’ , en temps qu’élément neutre du
groupe I'™ constitue, 4 elle seule, un sous-groupe de I et, par suite, d’aprés
la proposition 11, 'ensemble des éléments de G qui forment la classe M, , est

un sous-groupe invariant de G.

Prorosirion 12. — Quel que soit Uentier n>x 2, les classes M) en lesquelles se
répartissent les éléments d’'un groupe libre G engendré par une base A, ont un
caractére intrinséque, elles sont indépendantes de la base A=1{a,, a,, ..., a;;
de G a partir de laquelle elles ont été déterminées.

Démonstration. — Soit G un groupe libre engendré par la base

A={u. ay ..., a}.

Envisageons I'ensemble des classes M définies a partir de cette base A. Soit,
d’autre part, B={by,b,, ..., b} une seconde base quelconque du groupe G,
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soient M’ les classes M définies, pour le méme entier n, a partir de cette
seconde base. Les classes M aussi bien que les classes M/ sont au nombre
de n* et tout élément de G fait partie d’une classe M ainsi que d’une classe M/
et d'une seule.

Montrons que si une classe M a un élément commun avec une classe M/,
ces deux classes sont confondues. En effet, supposons que les deux classes
My, s et M7, onten commun un élémentc de G. ¢ a un degré fixe par
rapport 4 chaque élément de toute base de G. Soit u; le degré de ¢ par rapport
a a; et soit ¢; le degré de c par rapport a b;(i=1,2, ..., k). Ona

u;=1»% (modn) et ;= (modn) (i=1,2, ..., k).
Chacun des éléments de la base B(A) en tant qu'élément de G a a son tour un

degré fixe par rapport a tout élément de la base A(B). Soit w',(w) le degré
de b;(a;) parrapport a a; (b;) (i, j=1, 2, ..., k). Soit

C:f(a“ [T a’k):f/(bi; b‘Z? ce b/c)>

ou f(f") désigne la composition finie réduite des éléments de la base A(B) qui’
représente ¢. Cette composition, comme nous savons, est unique. Soit

a[:/-i(bb b‘27 teey bk)a bi:ﬁ,<al’ Ay o eey a/i)v

ou f; est la composition finie réduite des éléments de B qui représente I'élé-
ment g; et £ la composition réduite des éléments de A4 qui représente I'élément
b(i=1,2,...,k).0na

c=f"[f1(a, sy .y ar), fo(a, @y .o\ ar), -, fr (@, sy ooy ap)].
Le second membre de cette composition des éléments de A est de degré
PL W) Py Wi ok
par rapport a a;, quel que soit i=r1. 2, ..., k. Et comme c est de degré fixe u;
par rapport a @;, on a
U= 0y W} = paWE . Wk,
égalité qui implique la congruence

hi= W} —!—‘lU-ngf‘)%—. o mwt (modn) quel que soit =1, 2, ..., A

Soit & présent d un élément quelconque de la classe My", ., et soit
d="1'(b,b,, ..., b)), oule second membre est la composition finie réduite des
éléments de B qui représente d. d est de degré fixe par rapport a tout élément

de chaque base de G. Le degré ¢, de h par rapport a b; satisfait la congruence

v;=p; (modn) (i=1, 2, ..., k).

Si 'on remplace dans 4 les éléments b; par leurs expressions au moyen des
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éléments de 4, on trouve
Ad="n[fi(a, a, ..., &), fola, @, ..., &), ..., fila, ¢, o, @)
et lesecond membre de cette expression est de degré
LWl Wil = i w! - e wi e mewf=12 (modn)
quel que soit i—1, 2, ..., k.
Donc de My}, ;,. Cela étant quel que soit I'élément d de la classe M, .,
on a I'inclusion

! )
(+) My, CMED, e

Soit maintenant & un élément quelconque de la classe MY,  ,,. Soit
d=h(ay, a, ..., a;), h estde degré u, =), (modn) par rapport a ¢;(i=1, 2, ..., k).
Remplacons dans % les a; par leurs expressions au moyen des éléments de la

base B. Il vient
‘ d'=h[fi(bi, by ..oy b)y fo(bry by ooy b)y vy fi(Diy bay ooy by)]
et le second membre de cette égalité est de degré
Wy W) u, W iy w =2 w4 ewt (modn)
par rapport a b;, quel que soit:=1, 2, ..., k; et comme
c=f(ay, .., @) =f[fi(bi, sy ..oy b))y fo(byy bay ooy bk)y o ony fi(byy bsy ool Br)]

1 1 QQ (n)
et que c fait partie de la classe M;", .., ona

pr=hwit 4w . 4w (modn) (i=r1, 2, ..., k).

(n)

On voit donc que &' €M, ..
Cela étant, quel que soit I'élément d' de My, ;, on a I'inclusion

(++) My e M,y
et des deux inclusions (+) et (++) résulte I'égalité
Mi\rf)’*ﬁ‘mlk — MJ‘?&'?-NP‘L"

Et comme tout élément de G appartient a une classe M et a4 une seule ainsi
qu’a une classe M'™ et a une seule, il s’ensuit qu’il existe entre les classes M
et M’ une correspondance biunivoque et qu’a toute classe M correspond une
classe M'™ confondue avec la premiére. Les classes M ont donc bien un carac-
tére intrinséque et ne dépendent pas de la base 4 de G a partir de laquelle elles
sont formées.

C. Q. F. D.

Remarque 7. — Comme I'élément identique de G est commun aux classes
Mg, , et My,” ,, les deux classes My, , et My, , sont confondues, mais en général,
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I'égalité

Mgf\nx))\au-"\k: I\/IEJZ){J«,...{L;\.
n’implique pas que ;= y; (i =1, 2. ..., k).

Ezxemple. — Supposons que le groupe G est a base du second ordre. Consi-
dérons deux de ses bases a,, a, et by, b,, o b,=a’a, et b,=a,. Soit n =175.

Envisageons les classes M{, et M,}’. L’é¢lément a,a,a,a, de G fait partie de la
premiére de ces classes et comme a,a,a,a,=5b,"b,b;*b,, I'élément considéré
fait également partie de la classe M;;’. Donc, d’aprés ce qui précede, M) = M,?’.

Quelle que soit labase Bde G, a partir delaquelle on détermine les classes M,
la classe nulle est toujours la méme alors que les classes non nulles peuvent
étre permutées entre elles quand on passe d’une base a 'autre, mais 'ensemble
d’éléments de G qui constitue chacune de ces classes est toujours le méme, il
est indépendant de B.

Remarque 8. — Quel que soit 'entier n > 2, comme on I'a vu, aucun élément
de la classe M;;’ , ne saurait faire partie d’une base de G. D’aprés le corollaire 1,
la classe My’ , est un sous-groupe invariant du groupe G. Et comme la classe
M;,’ , varie avec n et qu'a deux valeurs distinctes de I'entier n> 2 corres-
pondent, comme nous le verrons, deux classes M nulles différentes, il s’ensuit
que tout groupe libre de rang fini posséde une infinité de sous-groupes inva-
riants dont aucun élément ne fait partie d’'une base de G. Nous prouverons que

n)

la réunion des classes My’ , (n =2, 3, ...) engendre le groupe G tout entier.

Les cLasses M nuLLes. — Soit G un groupe libre a base d’ordre fini £. Soit
A=/{a,, a,, ...,, a;} une base de G et soit » un entier > 2 quelconque.
La classe nulle M’ , comprend tous les éléments de G de degré = o(modnr)
par rapport & chacun des éléments de la base A. Tous les éléments de G qui sont
de degré o par rapport a chaque ¢lément d’une premiére base A jouissent de la
méme propriété par rapport a n’importe quelle autre base B de G. On peutdonc
dire que la classe My;’ , se compose de tous les éléments de G qui sont de degré
= o (modnr) par rapport d chaque élément de n’importe quelle base de G.

Montrons que les classes My’ ,(n=2, 3, ...) sont distinctes, tout en ayant
deux a deux une infinité d’éléments communs. En effet, soient » et n’ deux
entiers > 2 et soit ' > n. Sin est un diviseur de n’/, la classe M, , contient la

classe My’ ,. En effet, soit a un élément quelconque de G qui est de degré

= o (modnr) par rapport a4 chaque élément de la base 4. Comme n’' est un

multiple de n, tout élément de G qui est de degré = o(modn’) est aussi de
degré = o (modn) par rapport a chaque élément de la base 4 et, par suite,

(n n’
& oD MG .

Mais ces deux classes ne sauraient étre confondues puisque la premiére de ces
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classes contient, par exemple, les éléments a (=1, 2, ..., k) qui ne font pas
partie de la seconde classe.

Si D(n,n')y=d >1, mais si d<n les deux classes M, , et M’ sont,
d’apres ce qui précéde, contenues dans la classe My’ . Soit 7 le p. p. c. m. des
deux nombres n et n'. Tout élément de G qui est de degré =o (modm)
par rapport a4 chaque élément de A est commun aux deux classes nulles
considérées, On a

Mo N MGG = M0,

car tout élément commun a nos deux classes nulles est de degré = o (modm)
[puisqu’il est de degré Eo(modn) et =o (modn’)| et que tout élément
de M;;" , fait évidemment partie de chacune des deux classes nulles considérées.
Mais les deux classes M’ , et M ", sont distinctes. En effet, par hypo-
thése, n < n'. Les éléments a](i=1, 2, ..., k) font partie de la classe M, ,
mais non de la classe Mi;”, quel que soit =1, 2, ..., k. Donc M;;’ =<1 VI;{,’,’_)_(,.

SiD(n,n)=1, lep.p.c.m. de n et de n’ est m=nn'. Dans ce cas aussi,
comme on le voit sans peine,

VIU() .0 n MUO ME’JG’”O

ei les deux classses nulles considérées sont distinctes. La premiére contient les

éléments a et la seconde les éléments @' (=1, 2, ..., k), éléments de G dont
aucun n’est commun aux deux classes envisagées.
On voit donc bien que quels que soient les entiers n >~ 2 et n’ > n, les deux

classes M{}’ , etM{"” , ont en commun une infinité d’ elements de G, mais qu’elles
sont distinctes. Si n’ est un multiple de n, la classe M;;’ , contient la classe Mj;” .
Chaque classe M’ , est un sous-groupe invariant de G. Envisageons

I’ensemble
M=\ M.,

n=—2

réunion de toutes les classes nulles, M est un ensemble d’éléments de G qut
engendre le groupe G. En effet, supposons d’abord que A se compose d’un
seul élément a, donc que le groupe G est cyclique. Alors toute classe M;” se
compose des éléments a, ou ¢ est un entier quelconque. Considérons deux
éléments quelconques @ et @' de I'ensemble M. Leur produit "+ appartient

a G. Par suite, M — qui contient avec tout élément de G aussi, son inverse —
engendre le groupe G puisqu’il contient les elements a™" eta”“(n;?)ot
que a @' =a.

Supposons maintenant que A contient au moins deux éléments et soient n
et n’ deux entiers quelconques > 2 et premiers entre eux. L’élément o} € M;;’
'élément a)' €M;;’,, ces deux éléments font donc partie de M, mais leur
produit ne fait pas partie de M, il n’est contenu dans aucune classe M nulle et,
par suite, M n’est pas un groupe. Mais il engendre le groupe G tout entier.
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En effet, quel que soit I'élément a; de la base A, U'¢lément a] appartient a la
classe M;,’ ,, 'élément a;* appartient a la classe M;;’ , donc a;= a} a;” fait partie
du groupe engendré par les éléments de M. Cela étant quel que soiti=1, 2, ..., £,
il s’ensuit que tout élément de A, donc aussi tout élément de G, fait partie du
groupe engendré par 'ensemble M. Donc I'ensemble M est générateur du
groupe G.

Ceci montre que tout élément libre d'un groupe libre peut étre obtenu par
composition finie d’éléments non libres de ce groupe.

On appelle libres les éléments d’une base quelconque de G. Tous les éléments
de G (libres et non libres) s’obtiennent par composition finie des éléments de
n’importe quelle base de ce groupe. Donc tout élément non libre s’obtient a
son tour par composition finie d’éléments libres.

Les p-cLasses. — Soit G un groupe libre engendré par un ensemble
A={ay, as, ..., a,} d’éléments libres, soit p un nombre premier > 2 et soit n
un entier multiple de p et supérieur & p, n=mp, m >1. Répartissons les
éléments de G en classes MY}, .. Nous dirons qu'une classe M{”, ., est une
p-classe si chacun des nombres A, A,, ..., A, est un multiple de p. Il ressort
aussitot de la loi de composition des classes M™ que le produit de deux p-classes
est une p-classe et que l'inverse d’'une p-classe est aussi une p-classe. Donc
I'ensemble des p-classes est un sous-groupe du groupe I'™ et la réunion des
¢léments de G qut font partie de toutes les p-classes est un sous-groupe invariant
de G. Ce sous groupe G, est formé de tous les éléments de G qui sont de degré
=o(modp) par rapport a tout élément de A. Soit B=1{b,, b,, ..., b;} un
systéme quelconque de générateurs libres du groupe G. Tout élément ¢ de G,
est aussi de degré = o (modp) par rapport a tout élément de B. En effet,
partons de la composition finie réduite d’éléments de A qui représente c. Cette
composition f(a,, a,. ..., a;) est 'de degré =o(modp) par rapport a tout
élément de 4. Comme B est une base de G, tout élément de 4 peut étre obtenu
par composition finie d’éléments de B. Soit

ai:ﬁ(bh byy oy by) (i=1, 2, ’k)

On obtient I'expression réduite de ¢ au moyen d’éléments de B en remplacant
dans f l'élément a; par f;(b,, by, ..., b,)(i=1,2, ..., k) et en opérant la
réduction par rapport aux éléments de B. Comme tous ces éléments sont libres
et que fest de degré = o (modp) par rapport & chacun des éléments a;, ¢ est
aussi de degré =o(modp) par rapport i chaque élément de B. Donc les
classes M™ qui sont des p-classes relativement & la base A sont aussi des
p-classes relatives a n’importe quelle autre base B de G.

ProposiTion 13. — Aucun élément du groupe G, (donc aussi aucun élément d’une
p-classe) n’est libre.
Ann. Ec. Norm., (3), LXXVI. — Fasc. 1. 4
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Démonstration. — Soit G un groupe libre engendré par I'ensemble

A="{ay, ay, ..., a}

d’éléments libres, soit p un nombre premier quelconque >~ 2 et soit n=mp,
ou / est un entier > 1. '
Répartissons les éléments de G en classes My, ,, relatives a la base 4. Soit

B=1{by, by, ..., b}

un ensemble quelconque d’éléments générateurs libres de G. D’aprés la
remarque 6, les éléments b,, b., ..., b, font partie de k classes M™ indépen-
pendantes. Soit

biel\l()\l?‘/l;...‘/.{. (i=1, 2, ..., k).

Donc, d’aprés la proposition 6, le p. g. c. d, de n et du déterminant |4’ | est
égal 4 1. Mais alors aucun des éléments b; de B ne saurait faire partie d’une
p-classe. En effet, si un élément b; de B faisait partie d'une p-classe, tous les
éléments de la 7 ligne de |1’ | seraient des multiples de p et, par suite, le
p-g.c.d. de netde|)’|serait >~ p>1, ce qui est contradictoire. On voit donc
bien qu’aucun élément de la base B ne saurait faire partie d'une p-classe et, par
suite, qu'aucun élément du groupe G, n’est libre.

C. Q. F. D.

Remarque 9. — Toute p-classe est formée d’éléments de la classe M) .

LEes cLasses M) ET LES ELEMENTS LIBRES DU GROUPE G. — Soit G un groupe libre
engendré par un ensemble fini 4 ={a,, a,, ..., a;} d’éléments générateurs
libres et soit » un entier > 2. Répartissons les ¢léments de G en classes My 5,
a partir de la base A et proposons-nous de rechercher s’il existe parmi les
classes M™ qui ne sont pas des p-classes des classes dépourvues d’éléments
libres et si de telles classes peuvent faire partie d’un systéme irréductible
d’éléments générateurs du groupe I'™,

ott d’abord k= 1. — Soit p un nombre premier > 5. Alors des p — 1 classes
Sott d’abord k Soit p ombre pre >.5. Alors des ¢ la
non nulles M7, My”, ..., M, seules la premiére et la derniére contiennent
chacune un seul élément libre, alors que les classes MY, ..., M”, ne renferment
quedes éléments non libres. Toutefois, chacune des classes M (=1, 2, ..., p—1)
est génératrice du groupe I'™ qui est un groupe cyclique d’ordre p.

(n)

Soit a présent k= 2. — Soit My} un élément du groupe I'™ qui n’est pas une
p-classe.

Supposons d’abord que I'un des nombres A,, 4, est nul. 4, et 4, ne sauraient
étre nuls tous les deux, car la classe considérée n’est pas nulle. Le raisonnement
étant tout a fait analogue quel que soit celui des deux nombres %,, A, qui est
nul, bornons-nous a considérer le cas ou A,=o. Dans ce cas, le p. g. c. d. des
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deux nombres n et A, est =1, puisque la classe M)’} envisagée n’est pas une
p-classe et, par suite, il existe un entier ¢, tel que tn=1(mod?,), d’apres le
petit théoréme de Fermat. Soit tn =1+ u,, ou u désigne un entier. L’élé-
ment (a,a%)a, est un élément de la classe M, et cet élément est libre
puisqu’en lui ajoutant I'élément @, a’, on obtient un systéme de deux éléments
générateurs de G. Or, un tel systeme est formé d’éléments libres.

On voit, de méme, que si A,=o et si 2, >o0, la classe M}’ contient des

0he
éléments libres. Supposons a présent qu’aucun des deux nombres %,, %, n’est
nul. Comme la classe Mj’}, envisagée n’est pas une p-classe, le p.g.c.d. des
trois nombres n, 4,, X, est égal a 1.
SiA,=1, a,a’ est un élément libre de la classe M.
SiZ,=n—1, a,'a est un élément libre de la classe M.
De méme si 2,=1 ou n—1, la classe M"}_ contient des éléments libres.
Supposons que 1<, < n—1etque 1< A< n—T1.

S’il existe un entier x, tel qu'on a I'une au moins des congruences

(?) an—+h==x1 (modl,), an+l,==*1 (modd,),

la classe MS";, contient des ¢léments libres. En effet, si

xn +h—==x14+ uh,,

ou u désigne un entier, posons
c=aF (a¥ay)h
et si
axn + b= 14+ 9k,

ou ¢ désigne un entier, posons
d=(a,a) af'.

Sil'on a la premiére des congruences (9), ¢ est un élément de la classe M} et
cet élément est libre. En effet, les deux éléments ¢ et a} a, sont générateurs du
groupe G puisque, par composition finie de ces deux éléments, on obtient sans
peine les deux éléments a, et a,. Or tout systéme de deux éléments générateurs
de G est composé d’éléments libres. Et si I'on ala seconde des congruences (9),
d est un élément libre de la classe M) .

Mais il n’existe pas toujours un entier z qui satisfasse I'une au moins des
congruences (). Tel est, par exemple, le cas pour n=063, A, =9 et A, =14.

Mais la classe M{}, contient néanmoins des éléments libres. Tel est, par

9,14

exemple, I’élément
b= [(a1 ) a, (ay a2)5]5°a1 ae[(al ar)®ay(ay ‘12)5]8
qui appartient & cette classe et qui est libre puisqu’il forme avec I'élément

by=(a1a) ai(a1a,)°
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un systéme générateur du groupe G. Or tout systéme générateur d’un groupe
libre de rang 2 est formé, comme on sait, d’éléments libres.

Si le nombre 4, — %, est premier avec n, la classe M)}, contient également
des éléments libres. En effet, envisageons le systéme des deux congruences

(+) xy +y +1=12% (modn), xy +1=4, (modn).

Montrons qu’il existe des valeurs entiéres de x et de y qui satisfont ces deux
congruences. En effet, il résulte de (+) que y =%, — 4, (modn) et il suffit de
poser y = A, — A, pour satisfaire a cette congruence. Remplacons y par cette
valeur dans la seconde congruence (+). Il vient

x(h—h)=h—1 (modn)

et il existe des valeurs entiéres de x qui satisfont cette congruence, puisque
Ai— Ly et n, sont premiers entre eux. Envisageons un couple de valeurs de x
et y qui satisfont les congruences (+) et soient m,, n,, m,, n, quatre entiers

tels que
m,+ n,—=x, my—+ ny=—y1y.

Il existe une infinité de tels entiers. Posons

= [(ayas)™a, (ayas) ) a; as[(ayas)™ a, (aya,)™ ).

On vérifie sans peine que cet élément b, appartient a la classe Mj"), et c’est un
élément libre de G, car si on lui ajoute I'élément

by=(a,a,)™a,(a,a)™,

on obtient un systéme générateur du groupe G et un tel systéme est formé
d’éléments libres, puisque G est de rang 2.

Soit a présent k un entier quelconque >~ 2 et soit My} ;, une classe de '),
- telle que le p. g. c. d. des nombres n, A, %y, ..., A, est égal a 1.

Si un seul des nombres 4, Zs, ..., A4 s0it 4;, est =<0, la classe M, .
contient des éléments libres. En effet, si ;=1 oun —1, 'élément a; ou a;"' est
un élément libre de la classe envisagée. Soit 4,21, n—1 et soit j=£7 un
nombre de la suite 1, 2, ..., n—1. Comme le p-g.c.d. denet der; est =1,
il existe donc un entier ¢, tel que tn=1 (mod2;). Soit tn =1+ uk; o u est
entier, et soit b ={(a;a’)"a;. Cest un élément de la classe considérée et cet
élément est libre, car si on lui associe les £ — 2 éléments de I'ensemble

A="{a, ay ..., 0} —{a,a;}

ainsi que I'élément a;a’;, on obtient un systéme générateur de G qui est de
rang k et, par suite, les £ derniers éléments générateurs de G sont tous libres.

Si deux nombres au moins de la suite 4, %y, ..., A, sont £ 0 et si tous les
nombres non nuls de cette suite sont égaux, leur valeur commune étant 2, la

n)

classe Mi"; ,, contient des éléments libres. En effet, comme la classe envisagée
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n’est pas une p-classe, le p.g.c.d. de n et de % est =1. Il existe donc un
entier ¢, tel que tn=1(mod%). Soit tn =1 + ul, u entier. Soient ¢,, ,, ..., I,
(10, <dy <. <4, k) tous les indices de la suite 1, 2, ..., £, tels que
hiy=nr(l=1,2, ...,r). L'élément (a;a,...a; a'")a estun élément de la
classe envisagée et cet élément est libre puisqu’en lui ajoutant les £ — 2 éléments
del'ensemble {a,, a,. ....a,} —{a;_,a; |} ainsi que'élémenta; a; . ..a; a!" on
obtient un systéme de k éléments générateurs de G, dont, par conséquent, tous
les éléments sont libres.

Quel que soit 'entier £~ 2, si I'un au moins des nombres 4,, Ay, ..., %, est
premier avec n, la classe My3, ;, contient des éléments libres. En effet, suppo-

sons que A; est premier avec z. Soit jun indice £ i quelconque de la suite

tr—1

1, 2, ..., k. Puisque n et 2; sont premiers entre eux, il existe un entier ¢,
tel que tn=1—72; (mod%;). Soit tn=1—7%;+ uk; ou u désigne un entier,
et soit ¢,, 5, ..., I, une suite comprenant tous les éléments de ’ensemble

(1,2, ...k}l —1{4,jl. Alors I'élément a)a* . . . l[k?“ (a;at)a;est un élément
de la classe considérée et cet élément est libre puisqu’en lui ajoutant les £ —1
éléments a,, a,, ..., a,_, et a;a’, on obtient un systéme générateur du groupe
qui est de rang £ et dont tout systtme minimum d’éléments générateurs est
formé d’éléments libres.

Supposons maintenant que 4; >o(¢=1, 2, ..., k) et que ces nombres ne
sont pas tous égaux. Rangeons les £ nombres A,, 4,, ..., 2, par ordre de gran-
deur croissante et soit 4;, A;, ..., A; la suite ainsi obtenue. S’il existe dans
cette suite deux nombres consécutifs dont la différence est égale a 1, la classe
envisagée contient des éléments libres.

En effet, supposons que 7\,~i+1— )\[j: 1. Posons

A hi —h;
c=(a,a;,...a;) (a,a;,...a;,)" ...
)xi. —h;.
< (al'i+1al'i+e e ay) (“i;+a“i;+o el y) e T
Y, —h )

o () (),

N
X (@, i)

On voit sans peine que c’est un élément de la classe considérée. Et cet élément
est libre, puisqu’en lui ajoutant £ —1 éléments, notamment a,a, ... a,,
;.. @y ey QA .y, G ... Gy, ..., G, SI aucun des nombres
hiy— by (t=2, ..., k)yn’est nul, et en prenant le seul élément @, au lieu du
produit @, a, ... a,, si A\, —A, =o, on voit sans peine que les £ éléments
considérés forment un systéme générateur de G, puisque par composition finie
de ces k éléments on obtient les 4 éléments a,, ..., ;. Et comme c fait partie
d’un systéme de £ éléments générateurs de G, il est bien libre.

On voit donc que si deux nombres au moins de la suite 2,, 2., ..., 4, différent
d’une unité, la classe My’;_ _;, contient des éléments libres.

1734

(3) Ou il faut supprimer tout facteur (a;uq,,- - ,aik)\"[l*\"il—i pour lequel %; — b,  =o.



3o S. PICCARD.

D’autre part, s’il existe un entier z, tel que tn—+ 2;=-1(mod2;) pour un
couple au moins d’indices 4, 2; (7, j=1, 2, ..., k), la classe M{")_,, contient
des éléments libres. En effet, soit tn + %;—= 4+ 1 + u%;, ot u désigne un entier.
Posons

n
c= II ar ) (a;al)yiaF.
1=1, (46,

(est un élément de la classe considérée et cet élément est libre puisque si on
lui ajoute les k— 2 éléments a, (1t <k, t=£1, t£)) et a;a; on obtient un
systéme de £ éléments générateurs de G et par suite, c est bien libre.

On peut démontrer que toute classe M5, -, qui n’est pas une p-classe con-
tient des éléments libres, si £>x 2.

Prorosimion 14. — Soit G un groupe libre engendré par un ensemble fin
A={a,, a,y, ..., a;} déléments libres. Quel que soit l'entier n > 2 et quel que soit
le sous-groupe g de G qui n’est pas contenu tout entier dans la classe M), (avec
laquelle il a en tout cas en commun son élément neutre), les différentes classes M™
qut contiennent des éléments de g ont en commun avec g des ensembles d’égale
puissance.

Démonstration. — Soient My5 , et M;", . deux classes M" quelconques
qui contiennent des éléments de g et soit

n) ()

S1=80N M()\J\i...l“ g2=8N Mu,u,..p.y
Soit v; le nombre de la suite o, 1, ..., n —1 qui vérifie la congruence

vi=u;— 4 (modn) (i=1,2, ..., k)

et soient ¢, un élément fixe quelconque de g, et ¢, un élément de g,. Comme g
est un groupe, il existe un élément ¢ de g, tel que ¢,c =rc,. Et comme

) ()
c € M‘/q)\ﬁ...‘).k et Cy € Mp,ui...ma

(n)

I’élément ¢ fait partie de la classe M\, ., , d’aprés la loi de composition des
classes M, Et comme
M, e MU o= My,
on a
810 CMh, e

Or g,cCg, puisque g est un groupe, et comme

g2:gnM(p.”1%L,..‘M"
on a .
(+) S16C 8
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Or les ensembles g, et g c sont d’égale puissance et I'inclusion (4) montre
que la puissance de I’ensemble g, n’est pas supérieure a celle de g.
D’autre part, ¢,=c,c™*, c ' €M, et comme

n—Yy, n—g, ..., R—V}

(n) A7) M
l\lmpq...pkan—vl,n-—vq, N I 1\’[/\1)‘,...1\;\‘7
on a

— [COEN
g MY, e

Or g,c™' C g et, par conséquent, g,c~* Cg,. 1l s’ensuit que la puissance de g
n’est pas supérieure a celle de g,. Et comme elle ne lui est également pas infé-
rieure d’aprés I'inclusion (4), les deux ensembles g, et g, sont bien d’égale
puissance. C. Q. F. D.

« LONGUEUR » D’UN ELEMENT D’UN GROUPE LIBRE DANS UNE BASE DONNEE. — Soit G un
groupe libre engendré par une base A ={a,, a,, ..., a;}, soit ¢ un élément
quelconque de G et soit a'a} ... ar la composition finie réduite d’éléments de 4
qui représente c. Le nombre j,+j,+ ...+ j. est appelé la « longueur » de
“élément ¢ dans la base A. C’est le degré de ¢ par rapport 4 'ensemble des élé-
ments de 4. *

Toute base de G est formée de £ éléments libres. La base A — appelée base
primitive — est formée d’éléments libres dont chacun est de longueur 1.

Nous allons montrer que, quel que soit I’entier N, il existe des bases de G
dont chaque élément est de longueur > N dans la base A et qu’on peut former
des nouvelles bases dont les éléments sont de plus en plus « longs » a partir de
n’importe quelle base de G. '

Proposiion 15. — Soit G un groupe libre a base d’ordre fini k. Alors quelle que
soit la base B=1{b,, b,, ..., b;} de G, il existe une suite infinie c,, c., ... d'élé-
ments de G dont les k premiers sont les éléments de la base B, telle que k éléments
consécutifs quelconques de cette suite constituent une base de G.

Démonstration. — Soit A={a,, a,, ..., a;}| la base primitive de G, celle
qui sert a définir ce groupe libre. Soit B={b,, ..., b,} une base connue quel-
conque du groupe G. Chaque élément de cette derniére base s’obtient par com-
position finie des éléments de la base primitive. Soit, par exemple,

b, —ay, b,—=a,a,, ceey bi—arap_y ... ay,

Soit b, b;,, ..., b; une permutation quelconque des éléments de la base B et
soit Cj:b;j(j:I, 2, ..., k).

Quel que soit 'entier > 1, désignons par ¢, un nombre qui prend I'une
des deux valeurs +1 ou — 1 et soient u,, et ¢,, deux entiers quelconques qui ne
sont pas nuls simultanément.

Posons

Chyr == ClfFr1 i Cphr, Chya == Ciircr ciliy, D)

Cok == Co¥f_y CRFCTE_y
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Soit 4 présent » un entier quelconque >~ 1 et supposons que nous ayons déja
défini les éléments c,, c., ..., c,i. Posons

. — pllak+y GSnOk+1 k1 3 —— k2 pfn—1k4e Vnk+z
Cnk+1=—= Cpk ('(/z—l)k+1 Chk ™y Cnki-2= CpJ51 Con=tyk2 Crlk+1s ]

. Mtk Enk WVinbrk
Clnt1)k = CnkikZa Ok Contisiimn -

Cela étant quel que soit I'entier n =1, 2, 3, ..., nous définissons la suite
(i) Cry Cay

formée d’une infinité d’éléments du groupe G. D’aprés laloi de composition des
éléments d’un groupe libre, tous les ¢léments de la suite (3) sont distincts.
Envisageons £ éléments consécutifs quelconques de cette suite

rok . :
(1) Cmy  Cmyry  cvovy  Comgk—1-

Montrons que ces & éléments constituent une base de G. A cet effet, il suffit de
montrer que les £ éléments de la base B peuvent étre obtenus par composition
finie des éléments (7).

St m=r1, les éléments (1) forment la base B. Supposons que m >1. Si
m =k, on a

cplk L e etk = ¢y, Critkrrep s ok = ¢, .
{.;;{:,"i:]:z - Congk-—1 ”;;X’,’(—tléﬁl — Cm—»
et, par suite, (1) est bien une base de .
Supposons enfin que m > k. On a alors
Con T C a1 €T = Copi (i=0,1, ..., k—2),

llyy Vm —
(’nl~1 c"LC/IL-—~1 - (’/IL*/\"

A partir de ¢k, Cosiors o5 €y o0 déduit de méme ¢, iy € viras ooes Coiirs
et ainsi de suite, et finalement on est ramené a £ éléments consécutifs de la suite
Cys €4y ..., dont I'un au moins appartient a4 'ensemble a,, ..., a, et alors, en
raisonnant comme dans le cas m -k, on en déduit par composition finie les
k éléments de la base B. Donc les éléments (1) forment bien une base de G.

C. Q. F. D.

Remarque 10. — Tous les éléments de la suite ¢y, ¢., ... sont des éléments
libres du groupe G. Et comme u;, ¢; sont des entiers arbitraires pourvu qu’ils ne
soient pas tous deux nuls et que e;=--1 quel que soit i=1, 2, ..., on dispose
ainsi d’un procédé commode pour déterminer des infinités d’éléments libres du
groupe G. On notera que, quel que soit 'entier 9L > 1, la « longueur » de ¢,
dans la base 4 peut étre rendue > 9T pour m suffisamment grand.

Appliquons I'algorithme trouvé a la base primitive a,, a., ..., a, elle-méme.
Soit a;,, ..., a;, une permutation quelconque des éléments de cette base. Posons
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byj=a,, quel que soit j =1, ..., k.

bQI:b{;%bllb‘l’ﬂl‘m Z/n:: bleijﬁbl‘_’b‘i:2127 B [)'l/\‘:: bg%—-lblkb‘-}"‘/];'n
by = b3} by bV, by == b3 byy b, B b= b3 Dot D',

et ainsl de suite. Tous les éléments ainsi définis sont libres.

Les groupes libres de rang infini et les groupes libres de rang quelconque.

II. Soit a présent G un groupe libre engendré par un ensemble infini .
d’éléments générateurs libres. Soit b un élément quelconque du groupe G. 1l
existe une composition finie réduite d’éléments de .4 qui représente b. Soit
b=ala}: ... aJ etsoient a,, a,, ....a; les divers éléments de A qui figurent
dans cette composition. Soit u,, le degré de b par rapport d a; (=1, 2, ..., k).
Nous dirons que b est de degré u,= o par rapport a tout élément « de I'ensem-
ble A—{a,, s, ..., a4l

LES CLASSES Ml’“(; > - — Soit n un entier _~ 2. Nous allons répartir les
a N

g\ )
éléments du groupe G en classes de la facon suivante. Soit ¢ un élément quel-
conque de G, a un élément de A et u, le degré de ¢ par rapport a a. Soit 7., le
nombre de la suite 0,1, ..., n—1 qui satisfait la congruence

Uo=h, (modn).

Nous dirons que c fait partie de la classe Mt”n<A ) - Il existe pour toute classe
a/a€A

S a T N . . .
M(”/( . > ainsi définic un sous-ensemble fini ou vide A*=/{a,, a,, .... a;]
a/a€ )
d’éléements de .1 tels que 7,5£ 0, sia€ 1%, et que 2,= o, si a€ A — A*. Quels
que soient les nombres 7, de la suite o, 1, ..., n—1, dont un nombre au plus

.. fa . . iy Y y
fini sont £ o, la classe M‘”’( ) contient une infinité d’éléments de G. En
\ Nu Jag€N '

effet, s1 A*= 0, la classe M‘“)( u”) — dite classe nulle — contient (entre
aEe\

autres) tous les éléments de la forme a”, ol @ est un élément quelconque de .1
et m un entier quelconque, elle est donc infinie. Et si A*=£ @, la classe

7 . 1 S 5 , Y em N

M(”’<‘ ) contient tous les éléments de la forme a’« " ale+"" . .. ajw"", o
‘a J/ a€A -

My, My, ..., my;sont des nombres entiers quelconques. Elle est donc également

infinte..

On répartit ainsi tous les éléments de G en classes disjointes et 'on voit sans
peine que chacune de ces classes contient avec tout élément b de i la classe
entiére des ¢léments de G conjugués a b.

a

Loi DE COMPOSITION DES CLASSES MV”(} ) - — Nous appelons produit de
awa/ueN

Ann. Ec. Norm., (3), LXXVI. — Fasc. 1. 5
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’

P a
deux classes M“”(

/ )
et Mo ) s dés !
>aeA (\‘% e et nous désignons par le symbole

a

M‘")<i)ﬂ&M‘”(i)na I'ensemble des éléments du groupe G qui peuvent se

mettre sous la forme d'un produit bc ou

\
beMW’(.a’) et ce MW( “ ) .
All acA [sz JaEeA

Prorosirion 16. — Quelles que soient les classes M““( ; > et M‘"’( ! > » on
a légalité e e

©) (1) (1) (1)
a/a€A a ) agr Va /aeA
ou v, désigne le nombre de la suite o, 1, ..., n—1 qui satisfait la congruence
Vo= ho+ [ba (modn)
quel que soit Uélément a de A. Avec cette lot de composition qui est commutative et
associative, les classes M‘”’<~a > o Sforment un groupe abélien I'™ dont I'élément
«)ae.

. . a
neutre est la classe nulle et dont Uinverse d une classe M(’”( > est la classe
a/a€A

M(n)< “ > .
n*/\a/ aEA

Démonstration. — En effet, soit b un élément quelconque de la classe

M(")<;> et soit c un élément de la classe M“”(
a /) aEA

a . ‘
)neA- Soit u, le degré de b et

¢, le degré de ¢ par rapport a un élément quelconque a de 4. D’aprés la loi de
composition des éléments d'un groupe libre, bc est de degré u,—+ ¢, par rapport
a a, quel que soit a€ A. Soit v, le nombre de la suite o, 1, ..., n—1 qui satis-
fait la congruence v,=u,~+ ¢,(modn). Comme

Ua=1h, (modn) et que V.= 4, (modn),

on a
Vo= ho+ [ba (modn).

Cela étant quel que soit I'élément a de A, il s’ensuit que

S a
bceM\"’( > :
VYo /aeA
On a donce 'inclusion

N[(n) ( fé > NI(/l)( o > C M(u)< “ > .
(+) \ Au /aeca Lo/ aca Va /aeA

Soit maintenant d un élément quelconque de la classe M(”’<a

> et soit b un
aEA

Va

élément fixe d’ailleurs quelconque de la classe M™ < - > - Soit c=b""d. C'est
a€A

a
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a

un élément du groupe G qui fait partie de la classe M(’”< > d’aprés la pre-
a€EA

a

.y . ’ . ’1 . a
miere partie de ladémonstration, car 5~* estun élément de la classe Mt”’(n ) > .
\It— Aa / acA

Il existe donc pour tout élément d de la classe M“”( “

5
\Jﬂ

> un élément ¢ de la
aecA

classe M('”(;‘ > tel que be =d. On a donc aussi I'inclusion
\ (*a ./ aEA

\

e ()0
(++) \Ya /e )\u aEA M-a / aeA

Et des deux inclusions (+) et (++) résulte I'égalité (). Il s’ensuit que la loi
de composition des classes M est associative et commutative, que la classe

M nulle est neutre par rapport a cette loi de composition et que l'inverse

d’une classe M*“’<}“> est la classe M“”( “ > et, par conséquent, les
a€A n— g aEeA

a
classes M/, avec cette loi de composition, forment bien un groupe abélien '™,
C. Q. F. D.

Derivition. —  Nous disons que le groupe abélien I'™) est associé au groupe
libre G. En faisant varier n, on peut ainst assocter au groupe libre G une infinité
de groupes abéliens.

e a’ ,

Remarque 11. — 1l ressort de la définition des classes M"”(1 > qu’a tout

a /) aeA
sous-ensemble fini A*={a,,a,, ..., a;} de A correspondent n* classes distinctes
telles que 2,=o0, a€ A — A", et que les classes M™ qui correspondent a deux
sous-ensembles finis différents de 4 sont distinctes. Donc ’ensemble des classes

1 a A M s
MW(X > a la méme puissance que I'ensemble A.
a /) aeA

Proeosition 17. — Deux classes M™ quelconques sont des ensembles d’'égale
puissance.
. . . a “a .
Démonstration. — En effet, soit M“”( > et M(”)< ‘ > deux éléments
\a JagA Ha Jagr

quelconques du groupe I'™. Soit A* 'ensemble des éléments de A, tels que

I'un au moins des nombres %,, ., qui correspondent a tout élément a de A est

# 0. Soit v, le nombre de la suite o, 1, ..., n—1 qui satisfait la congruence

Vo= by — 1,(modn), quel que soit €. La classe M<’”< “) contient tout
a /a€A

\

élément de la forme cb',

‘(,-eMw)("> , beMn)(f‘) :
aEA

\ Ha a/aeA ’

.

alors que tout élément de la forme b fait partie de la classe Mt’”<n “ ) > .
) — Ya /a€A

a

Soit d un élément quelconque de la classe M(’”< ) et soit d’ un élément de
. a€A

v(l
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M"”( “ N D’aprés (9), on a les deux inclusions
n-—"v, /ael\

dM*‘">< “) cMm)< “ > et d’Mm( “ > cMm( “>
)\a agA Lo ) agr Ya Jaen )\ﬂ aen

dontil découle que les classes M < /“ ) et M (
=AY

, . ‘a \(J'(l
d’égale puissance. C. Q. F. D.

) .
) sontbien des ensembles
aEN

Provosimion 18. — Quel que soit le sous-groupe v du groupe '™, la réunion
des classes M\"’”< “> qui constituent les éléments de v est un sous-groupe inva-
aEN

‘e

riant de G.

Démonstration. — Soit v un sous-groupe quelconque du groupe '™ et soit g
la réunion des classes M qui sont les éléments de y. Le produit de tout couple
d’éléments de g fait partie de g, puisque le produit des classes M* qui les con-
tiennent fait partie du groupe y. D’autre part, I'inverse de tout élément de g
appartient a ¢ puisque I'inverse de la classe M"/ qui contient I'élément envisagé
fait partie du groupe y. Donc I’ensemble g est un groupe. Et ce groupe est un
sous-groupe invariant de G puisqu’il est la réunion de classes M’ dont chacune
contient avec tout élément b de G la classe entiére des éléments de G conjugués
ab. La proposition 18 est donc démontrée.

- . . . . 22
CoroLLAIRE 2. — Quel que soit Uentier n >~ 2, la classe nulle M*”‘<0>, est
. aE€A
un sous-groupe invariant de G.

- Démonstration. — En effet, la classe nulle qui est I'élément neutre du

groupe I' forme & elle seule un sous-groupe de I'"', et par suite, d’aprés la

proposition 18, cette classe nulle est un sous-groupe invariant du groupe .
Comme la classe M“”( U} - varie avec n, on en déduit I'existence d’une infi-

N

nité de sous-groupes invariants dans tout groupe libre G.

. 7 ,
Provosition 19. — Quelle que soit la classe M*"‘( }‘ ) » Uordre de celte classe,
. L Na S aeA

L3 o 5 1 . I N
considérée comme élément du groupe I'") est égal a - otd estlep.g.c.d. den ct

de tous les nombres 1., (dont un nombre fini seulement sont = o).

. . - . R ; 17
Démonstration. — En effet, soit m 'ordre de la classe M@’”( .

\
[Mun < f‘ >
\/\u acA

D’autre part, d’apres (7), on a

) - On a done
agA

;

:Mm(“) .
4] [Z=AN

nm

n

i
[1\1“”(;) ] :1\1“”(’5) s puisque %7.,,;{0 (modn)
| a/aEA age\N .
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n
d
saurait étre > 1, sinon le p.g.c.d. de n et de tous les nombres 7, serait > d,

quel que soit a€ 4. Donc > est un multiple de m: gzm’m et Uentier m’ ne

ce qui contredit la définition de d. On a done bien m = Z;

€. Q. F. D.
CoroLLARE 3. — Tout systéme irréductible d’éléments générateurs du groupe '™

a la méme puissance que le groupe I'™.
Démonstration. — En effet, d’aprés la proposition 19, tout élément du

groupe I est d’ordre fini =~n et comme le groupe I' est abé¢lien d’ordre
infini, il ne saurait étre engendré par un nombre fini de ses éléments, puisque
quel que soit le nombre fini m>>1, m éléments commutables d’ordre non supé-
rieur 4 » chacun engendrent un groupe d’ordre fini =~ n™. Or, on sait que tout
groupe qui ne saurait étre engendré par un nombre fini d’éléments posséde la
méme puissance que tout ensemble irréductible de ses éléments générateurs.

Remarque 12. — Considérons I'ensemble 3 des classes M(’”(;l) pour
‘a / aEA

chacune desquelles il existe un seul élément a de 4, tel que A,=1, alors que
’w=o0 quel que soit @’ € 4 —{a|. Comme nous le verrons plus loin, A est un
systéme irréductible d’éléments générateurs du groupe I'. On notera que
les ensembles 3 et A sont d’égale puissance. Donc le groupe I'™ et chacun de
ses systémes générateurs irréductibles sont des ensembles de méme puissance
que A.

Remarque 13. — Quel que soit 'ensemble A, d’éléments libres générateur du

a

groupe (i, 'ensemble 3 des classes M<”><l > qui comprennent des éléments
. aEA

a
de 4, est générateur du groupe I'. En effet, nous avons vu que quel que soitle
sous-ensemble fini A* de A et quels que soient les nombres 2, de la suite

\

, - a
0,1,...,n—1(a€Ad"), alors que .,—= o0, a€A —A*, la classe M“”(A ) com-
a/a€EA
prend une infinité d’éléments du groupe G. Or si I'ensemble des classes

, a’ . . 1 P I
M"”<\ ) qui contiennent des éléments de A, n’était pas générateur du
aeA

. . . [ a’ . .
groupe I'l, il existerait des classes M(“}b ) faisant partie de ce groupe et
a ) a€A

dont aucun élément ne saurait étre obtenu par composition finie des éléments
de A,. Donc A, ne serait pas générateur du groupe G, ce qui est contraire a
notre hypothése sur A,. On voit done bien que I'ensemble M est générateur du
groupe I'™),

Prorosition 20. — Soit G un groupe libre engendré par un ensemble infini A

7. (. . . . a
d’éléments générateurs libres. Soit n un entier > 2. Les classes M) < ; > ont un
‘a /a€A
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caractére intrinséque, elles ne dépendent pas du systéme d éléments générateurs A
qut sert a les déterminer.

Démonstration. — En effet, soit B un second systéme quelconque générateur
de G, formé d’éléments libres. Tout élément de G appartient a une classe

N

) a . .o . . . b
M“”( > et a une seule ainsi qu’a une classe unique M“”(p ) - Nous allons
a /a€A b /] beB

N

e

i . a b Ry
montrer que si les deux classes M(”’<~ ) et M(’”<u > ont un élément com-
agA “b /) ben

mun, elles sont confondues. Montrons d’abord que

M(n)(“) :M(n)<b> .
0 Jaea O /ren

e Y a
Soit ¢ un élément quelconque de la classe M <O> - Comme A est une base
a€A

de G, ¢ s'obtient par composition finie d’éléments de 4. Soient a,, a,, ..., a,
les éléments de 4 dont une composition finie réduite f(a,, a., ..., a,) repré-
sente c et soit ¢; le degré de ¢ par rapport a ¢;(i =1, 2, ..., r). Comme B est
aussi une base de G, chacun des éléments a,, a,, ..., a, peut s’exprimer par
une composition finie réduite d’¢léments de B. Soient b,, b,, ..., b, les éléments
de B qui figurent dans les compositions finies réduites d’éléments de B qui
représentent les r éléments a; et soit u;; le degré de a; par rapport 4 b;(j =1,
2, ..., $351=1,2,...,r). Pour avoir I'expression réduite de ¢ par composi-
tion d’éléments de B, il suffit de remplacer dans f(a,, a,, ..., a,) chacun des
éléments a; par son expression réduite au moyen des éléments b; et de procéder
a des réductions en utilisant, au besoin, des relations triviales. Donc ¢ est de
degré

Wj== ¢ Uy ; =+ Vally;j—+. ..+ v,u,; par rapport a b; (J=1,2, ...,5).

Et comme
m=o0 (modn) quel que soit  (j=1, 2, ..., 1),

. a .
puisque ceM('“( > » On a aussl
o a€A
u;=o0 (modn) (j=1,2, ...,9)

et, par suite, ceM<"’<i)>b - Cela étant, quel que soit I'élément c de M<’”<“>
€8 agA’

8]
M<n)<a> CM(n)<b> .
0 /aea 0 /beB

Par un raisonnement tout a fait analogue, on démontre qu’on a aussi I'inclusion
inverse et, par suite, on a bien

M(n)(“) —_—M<n)<b> .
0 JaeA O /beB

on a 'inclusion
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Soit maintenant ¢ un élément de G commun aux deux classes non nulles

a b , . s .
M (A > et M('”( > - L’un au moins des nombres X, et I'un au moins des
\fa ) a€A \b / beB

nombres w, sont £ o. Par définition des classes M, il existe un sous-ensemble
fini A*={a, a,, ....a} de 4, tel que A, =2o0(i=1,2, ..., k), alors que
ho==0 pour tout a€A —A*. Et comme B est une base de G, il existe un

ensemble fini B*={b,, b,, ..., b;} d’éléments de B, tel que tout élément a;
de A* est une composition finie réduite d’éléments de B*. Soit u;; le degré de «;
par rapport 4 b; (j=1, 2, ..., l;i=1, 2, ..., k). Dans la composition finie

réduite d’éléments de A4 qui représente 'élément ¢ figurent les £ éléments a; et
éventuellement d’autres éléments de 4 (en nombre fini) par rapport auxquels ¢
est de degré = o(modn)alors que le degré de c par rapport a a; est =12, (modn)

(i=1, 2, ..., k), puisque cEM(")<;‘> . Donc le degré u; de ¢ par rapport
a /) nEA

4 b; dans 'expression réduite de ¢ au moyen des éléments de B satisfait la
congruence

Uj= g Ui j~+ Doy Usj+ ...+ hg gy (modn) (j=1,2, ..., 1),

alors que ¢ est de degré = o(modn) par rapport a tout autre élément de B qui
figure éventuellement dans son expression réduite au moyen d’éléments de B.

Et comme c fait partie de la classe M(")<:b )b pour laquelle il existe un sous-
/ bEB

ensemble fini non vide B*=1{6,,4,,..,,b,}de B, tel que b, Z0(J=1,2,..., I,
alors que p,=o quel que soit b€B —B'*, il s’ensuit que B*CB*, donc /7', et
si 'on choisit les notations de facon a avoir b;=0b(j=1,2,...,I') on doit
avoir

oy j= Do itsj+. .. + Agup;=10; (modn) (J=1,2, ..., 1),

alors que c est de degré = o(modn) par rapport a tout élément de 'ensemble
B — B’*, donc aussi

n

Z?\aiuﬁzo (modr) - si j>U.

i=1

Soit a présent d un élément quelconque de la classe M“”(; > - La composition
a /a€A

finie réduite d’éléments de 4 qui représente d contient donc nécessairement les
k éléments a,, a,, ..., a elle est de degré =2, (modnr) par rapport a
a;(i=1, 2, ..., k), alors qu’elle est de degré = o(modz) par rapport a tout
élément de A — A* qu’elle contient. Donc, d’aprés ce qui précéde, la composi-
tion finie réduite d’éléments de B qui représente d est de degré = u,;(modn)
par rapport a b;(j=1, 2, ..., I') et de degré =o(modnr) par rapport a tout

élément de B—B™* qu’elle renferme. Donc de€ M(”><:b >b - Cela étant, quel que
. €B
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TP a’ 5. .
soit I'élément d de M“‘.’(. ) , on a done 'inclusion
s L agN

Mir ( a > C]\I(H)( b ) .
\ )~u aEA ‘U./, beB

Par un raisonnement tout a fait analogue, on établit I'inclusion inverse, ce qui
démontre qu’on a bien

\ s/
Ml")( f’/) = M b > )
\ta /oA 6 Jben

si ces deux classes ont un ¢lément commun. Et comme tout élément de G est

a R ) / A

- ) et a une classe M‘-'“(
Ja€eA

commun a une classe M("‘( ;
N

> s il s’ensuit que I'en-
7] hen

' 17 . . s I
semble des classes M“”( . ) coincide avec 'ensemble des classes Ml’“(u >
\ fra J €A b Jhen

et, par suite, que les classes M™ ont bien un caractére intrinséque, elles sont
indépendantes de la base de G a partir de laquelle elles sont déterminées.

C. Q. F. b.
CoROLLAIRE 4. — Quel que soit le groupe libre G, la répartition des éléments de
(i en classes M\ varie avec n =2, 3, . ... On peut donc répartir d’une infinité de

Sfacons les éléments d’un groupe libre en classes d’équivalence M"\qui ont un carac-

tére intrinseque et caractérisent les propriétés de structure du groupe libre.

Remarque 14. — 1l ressort de la démonstration de la proposition 20, que si A
et B sont deux systémes d’éléments générateurs libres du groupe libre G, quel

R . . . a’
que soit I'entier n> 2, il existe entre les classes M“”( ) et les classes
1/ a€EA
b
M(m(
o

. . a b
dans cette correspondance coincident. On a toujours M<"><O> :M“L><“> .
ae\ hen

> une correspondance biunivoque, telle que deux classes homologues
ben

Quel que soit le nombre premier p, diviseur de n, I'’ensemble des p-classes
relatives 4 A se confond avec celui des p-classes relatives a B ().
“a

Remarque 15. — 1l ressort du fait que les classes )‘[‘\“"Q ) ont un carac-
ae\

a )
tére intrinséque, indépendant du systéme d’éléments générateurs libres A qui
servent a les déterminer, que la répartition des éléments de G en classes M
dépend essentiellement du nombre » ainsi que de la structure du groupe G.
Aussi peut-on parler de répartition des éléments de (i en classes M relatives a
un entier 72> 2.

Prorosition 21. — Soit G un groupe libre engendré par un ensemble A d’'élé-

(%) Poir définition des p-classes a la page 48.
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ments générateurs libres. Quel que soit Uentier n >~ 2, aucun élément du groupe (i

qui fait partie de la classe M < z) n'est libre.
J a€A

Démonstration. — En effet, il ressort de la définition des classes M™ qu’aucun
Y r ) v . . a T
élément de A ne fait partie de la classe M(”)<O> - Soit & présent B, un autre
acA
systétme quelconque d’éléments générateurs libres du groupe G. Comme

M“”(‘") :M(”)<b) , aucun élément de B ne fait également partie de la
0 JaeA 0 /Jpen

« R ..
classe M"‘><O> » ce qui démontre la proposition 21.
aE€A

COROLLARE 5. — Quel que soit 'élément libre a de G et quel que soit Uentier n,
Uélément a* n’est pas libre, puisqu’il fait partie de la classe M™ < Z) s ot A est un
agA

systéeme d'éléments générateurs libres de GG comprenant I'élément a.

D’autre part, quels que soient les ¢léments a,, a., ..., a;, en nombre fini £,
de G qui font partie d'un méme ensemble A4 d’éléments générateurslibres de G,
et quel que soit I'entier > 2 aucun élément de G qui s’obtient par composition
finie de a,, a,, ..., a, et qui est de degré = o (modn) par rapport a chacun de
ces éléments n’est libre. En effet, un tel élément appartient a la classe

P a . . Y .
M"”(O) qui ne contient aucun ¢lément libre.
aEA

Soit par, exemple, £ =3, n=>5 et soit c =a}a,a;a;a;a a,. Cet élément du
groupe libre G qui est de degré 10 par rapport a a, et de degré 5 par rapport
a chacun des deux éléments a, et a, n’est pas libre. Il ne fait partie d’aucune
base de G.

Proposition 22. — Soit G un groupe libre engendré par un ensemble A d’élé-
ments générateurs libres. Soit A* un sous-ensemble propre de A et soit G* le groupe
libre qu'tl engendre. Alors tout élément libre de G* est ausst un élément libre de (.

Démonstration. — Le groupe G est le produit libre des groupes cycliques
engendrés par les éléments de A et G* est le produit libre des groupes cycliques
engendrés par les éléments de A*. Soit ¢ un élément libre quelconque de G*. I
existe donc un ensemble B* d’éléments libres de G*, qui comprend I'élément ¢
et qui est générateur de G*. Comme les ensembles A* et B* sont deux systémes
d’éléments libres générateurs du groupe libre G*, chacun de ces ensembles est
irréductible et si I'on remplace dans .4 'ensemble A* par I’ensemble B* on
obtient un nouveau systéme d’éléments générateurs de G. Soit G' le groupe
libre engendré par I'ensemble A— A*. G est le produit libre de G’ et de G*.
Comme B* est un systéme d’¢léments générateurs libres de G*, G* est le produit
libre des groupes cycliques engendrés par les éléments de B*. Et si 'on rem-

Ann. Ec. Norm., (3), LXXVI. — Fasc. | ! 6
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place dans I'égalité G=G'%G*("), G’ par le produit libre des groupes cycliques
engendrés par les ¢léments de A—A* et G* par le produit libre des groupes
cycliques engendrés par les ¢léments de 'ensemble B*, G est, comme on sait,
le produit libre de tous les groupes cycliques en question. Mais ceci prouve que
I'ensemble (A — A*)UB* est un systéme d’éléments générateurs libres de G,
systéme qui comprend I'élément ¢ de G*. Donc ¢ qui, par hypothése, est un

¢lément libre de G* est aussi un élément libre de G. C. Q. F. D.
Proposition 23. — Soit G un groupe libre engendré par un ensemble A

d'éléments libres et soit G* le groupe libre engendré par un sous-ensemble fini
A*={a,, a,, ..., a,} de A. Sott b un élément commun a G et a G*. St b est un élé-
ment libre de G, il est ausst un élément libre de G*.

Démonstration. —— Soit B un systéme d’éléments générateurs libres de G qui
contient I'élément b. Comme les éléments du systéme générateur B sont libres,
G est le produit libre des groupes cycliques infinis engendrés par les éléments
de B. C’est aussi le produit libre du groupe libre G’ engendré par I'ensemble des
éléments B—{b} et du groupe cyclique G” engendré par I'élément b. Les
groupes G’ et G" ont en commun le seul élément 1. Soit G** =G’ N G* Le groupe G*
est le produit libre des deux groupes G™ et G”. En effet, on a I'inclusion
G™ % G" € G* puisque le groupe G* est libre et que G” et G** sont des sous-
groupes de G* qui ont en commun le seul élément 1. D’autre part, tout élément
de G* peut étre obtenu en faisant le produit libre de G*™ et de G”. En effet, le
produit libre de G’ et de G” donne le groupe G tout entier, et comme G* est un
sous-groupe de G, on a G*C G’ x G”, Or un élément <1 du produit libre G’ x G”
est, comme on sait, delaforme (1)¢,d, c.d,...e,oudelaforme(2)c,d, c.d....c.d,
ou r est un entier > 1, ¢; fait partie de G'(G"), d; fait partie_de G"(G') quel que
soiti=r1, 2, ..., r. Comme G’ et G" ont en commun le seul élément 1 et que
G"cG*, un élément de la forme (1) ou (2) ne peut faire partie du groupe G*
quesi tous les éléments de chacun desdeux ensembles {c,, ¢,, ..., ¢, {{d,,d,, ....d,|
sont des éléments de G*. Et comme les éléments de 'un de ces deux ensembles
sontaussi des ¢léments de G/, ils font partie de G**. On adonc bien G* =G % G".
Et comme G* est un groupe libre de rang £ (il est engendré par £ éléments
libres), il s’ensuit que G*™ qui est a son tour un groupe libre, en tant que sous-
groupe du groupe libre G*, est un produit libre de groupes cycliques infi-
nis. Ces groupes cycliquessont en nombre fini (appelons ce nombre £') puisque G*
est le produit libre de ces groupes cycliques et de G” et que G* est de rang
fini £. Et comme le rang est un invariant du groupe libre, on a #' 4 1= #. Soit
B* une base quelconque du groupe libre G**. Alors I'ensemble B*=B* U {5}
constitue une base de G*, base qui contient I’élément b. On voit donc bien que b
est aussi un élément libre de G*. c. Q. F. D.

(7) Le signe ¥ sert a désigner le produit libre.
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CororLaire 6. — Quel que soit le groupe libre G engendré par un ensemble ( fini
ou infini) A d’éléments libres, étant donné un élément quelconque ¢ du groupe G,
pour savoir st cet élément est libre, il suffit de considérer le groupe libre G* engen-
dré par les ¢léments de A, en nombre fini, figurant dans la composition finie
réduite des éléments de A qui représente c et de voir si ¢ qui est un élément de G*
est libre ou non dans G*. S'il est libre dans G* il est libre aussi dans G.

Cela simplifie beaucoup la recherche des ¢l¢ments libres d'un groupe libre.
En voici quelques exemples. Soit ¢ un élément de G qui s’obtient par une com-
position finie de deux éléments a,, a, de 4 : ¢ = f(a,, a,). Pour savoir si ¢ est
un ¢lément libre de G ou non il suffit de voir s’il est libre ou non dans le
groupe libre G* engendré par les deux éléments a, et a,. Pour démontrer que ¢
est libre, il suffit de montrer qu’il existe un second élément d de G* qui engendre
avec ¢ le groupe G* puisque tout couple d’éléments générateurs d'un groupe
libre de rang 2 est formé, comme on sait, d’é¢léments libres. Et pour prouver
que deux éléments c et d sont générateurs de G*, il suffit de prouver que les
deux éléments a, et «, s’obtiennent par composition finie de ¢ et de d. On
établit ainsi aisément les critéres suivants :

Crirkre 1. — Soit e =1 et soient m et n deux entiers quelconques. Alors
Uélément ¢ = a' aia’} est libre. En effet, il suffit de lui associer I'élément a,, pour
obtenir un couple d’éléments générateurs de G*.

Critire 2. — Soit e;=-1(i=1, 2, 3) et soit n un entier quelconque. Alors
Uélément ¢ = (a3 a%) a ainsi que U'élément d = a% a’; sont libres. En effet, on a
d"c=a? et les deux éléments a,, a, s'obtiennent par composition finie de c et d
qui sont donc tous les deuz libres. En particulier, U'élément a,a, est libre.

Critire 3. — Soit e,=-4-1(i=1, 2) et soit n un entier =1, —1. L’élément
c =(aa)" n'est pas pas libre. En effet, d’apres le critere 2, I'élément a’ a3 est
libre et ¢ ne saurait étre libre, en tant que puissance =1, —1 dun élément
libre, car une telle puissance appartient a la classe M™ nulle, dépourvue d’éléments
libres.

Crrrire 4. — Soit G un groupe libre engendré par un ensemble A d’éléments
générateurs libres. Quel que soit le sous-ensemble fini A*={a,, a,, ..., a;} de 4
et quels que soient les entiers non nuls n,, n,, ..., n; dont l'un au moins n; est
égal @ +1 oua —1, Uélément c=alay ... a}* est libre. En effet, soit G*le groupe
libre engendré par A*. L'ensemble A, obtenu en remplagant dans A* I'élément a;
par c est générateur de G* puisque a; s’obtient aisément par composition finie de c
et des autres éléments de A, et que A, DA™ —{a;}. Donc c est un élément libre de G*

et, par suite, il est aussi un élément libre de G.

- . a . . 1,
Remarque 16. — Si une classe M"”<x > contient au moins un élément
a /aEA
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libre ¢ de G, elle en contient une infinité. En effet, cette classe contient, en
méme temps que c, la classe entiére des éléments de G conjugués a c, classe qui
est infinie. Or tous les ¢léments de cette classe sont libres puisque, quelle que
soit la base B de G et quel que soit I'¢lément d de G, I'ensemble B* composé de
tous les ¢léments de la forme dbd—', b €B, est i son tour une base de G.

42

CoroLLAIRE 7. — Toute classe M"’>< > » ott I'un au moins des nombres \, st
aeA

a

égal a 1, contient une infinité d’éléments libres.

Démonstration. — En effet, soit A*={a,. a,, ..., a;} le sous-ensemble (fini)
de 4, tel que 7,>>0 si a€A* et ,=o0 si a€A — A*. Soit ;= 1. L’¢lément

N R . . ) a’ B N cos
c=a’a’...a} de G fait partie de la classe M“”(. > et, d’apres le critére 4,
=AY

14

c’est un élément libre de G* et de G. Or, d’aprés la remarque 16, si la classe

@ . 1. . . . .,
M“”( ) contient un élément libre, elle en contient une infinité.
a ) agA

. « . oy, . .
ProrosiTion 24. — Une classe M) ( ; ) ne contient aucun élément libre si le
‘a /a€A

\

p- 8- c.d. de n et de tous les nombres 1., est >1.

Démonstration. — Soit A*={a,, a,, ..., a;}le sous-ensemble fini de A, tel
que 4, >o0,s1 a€A* et h,—o, si a€ A—A*. Le p. g.c.d. de n et de tous les
nombres %, est égal a celui de n et des nombres 7, (7=1, 2, ..., k). Soit

d=D(n, %,y Mip - ..y o). Sid >1, 0n al'inclusion

1\"(7:)<~a/ > CNI(//)<”’ ) .
hu ZI=AN O Juex

Or, aucune classe nulle ne contient, comme nous savons, d’éléments libres.

7 a . , o .
Donc la classe M < ) est, elle aussi, dépourvue d’¢léments libres.
ae\ ‘

1

C. Q. F. D.
Prorosirion 25. — Quel que soit le groupe libre (i engendré par un ensemble A
(fini ou infini) d’éléments géncrateurs libres et quel que soit Uentier n > 2, toute
a . 7. .
classe M™ < 5 > contient des éléments non libres.
a/aEA
a

Démonstration. — Envisageons une classe quelconque M(”’<}> - Soit
a /aEN

A*=/a,, a,, ..., a;} le sous -ensemble fini de -, tel quer,, >o(i=1,2,..., k),
alors que 7,=o quel que soit «€A —A*. Parmi les éléments de la classe

w fi I'élé t
M <1ﬂ>ﬂe\ igure 'élémen

¢ =(a )7\”1—&411171(ag)l.,,2+/;12/: . (ak)l,,ll_»Jr—/n]‘./l,,

ou my, m,, ..., my sont des entiers quelconques. Supposons d’abord que
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n > 2, et soit n’'=n —1. Montrons qu’on peut choisir les nombres m,, m,, ...,

my. de facon que ceM(”"<z> - En effet, il suffit de poser
ac\

my==n'— b, (i==1,2, ..., k).
Alors
by (' — Do) e =n'(n — hy) =0 (modn') (=1, 2, ..., k).
Donc pour ces valeurs de m,, m., ..., m;, I'¢lément ¢ n’est pas libre.

Soit a présent n =29, Alors A, =1(i=1, 2, ..., k). Posons

n'=3 et T T e ) el TN

Alors

N . . . a7
Doy~ D10 =3 (t=1,2, ..., k) et, par suite, ceMW< > .
o aEN

Donc dans ce cas aussi ’élément ¢ n’est pas libre et la proposition est démontrée.

CororrAlRE 8. — Soit 3 un ensemble irréductibles de classes M™, générateur
du groupe ', Chotsissons un élément et un seul dans chaque classe M™ faisant
partie de 4 et soit A* 'ensemble des éléments avnsi choisis. Tout systéme d’éléments
geénérateurs libres de G peut étre obtenu de cette fagon, mais 'ensemble A* n’est
pas forcément générateur de G. 1l suffit qu’tl contienne un seul élément non libre
de G (ce qui est possible, puisque d’apres la proposition 25 toute classe M contient
des éléments non libres de (i) pour qu’il engendre un sous-groupe propre de G.

Prorosirion 26. — Quel que soit le groupe libre G engendré par un ensemble A

s s o - . A o
d éléments générateurs libres et quel que soit Uentier n > 2, toute classe M™ <} )
. ae\

ra

contient une infinité¢ d’éléments non libres.

Démonstration. — En effet d”aprés la proposition 25, toute classe M<”’<;>
a/aeA

contient au moins un ¢lément non libre. Or si elle en contient un, elle en
contient une infinité puisque cette classe contient avec tout élément ¢ de G la
classe entiére des ¢léments de G conjugués a c. Or cette classe est infinie et si ¢
n’est pas libre, ded="' n’est également pas libre, quel que soit I'élémentdde G. La
proposition 26 est donc démontrée.

;ﬂ\)aa d’éléments
d’un groupe libre G engendré par un ensemble .1 (fini ou infini) d’éléments
générateurs libres contient aussi bien des éléments libres que des éléments non
libres.

En effet, soit A*={a,, a,, ..., a;| I'ensemble fini (non vide) formé de tous
les élements a de 4, tels que 2,>0.0Onaz,=1(i=1, 2, ..., k). L’élément
a
ha

Remarque 17. — 8i n=2, toute classe non nulle M("’)<

a,a, ...a;appartient a la classe M(?)< > envisagée, et comme il est de la
ae\
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forme a, f(a,, ..., a;), 1l est, comme on sait, un é¢lément libre de G. D’autre
part, quel que soit I'entier positif 72, I'élémenta,™"a,"*" . . .a,"*" qui fait partie

1!
de la classe M<2)<;> n’est pas libre, car il fait partie de la classe nulle

€A
o . ) Iy .
M“?’"'( O> » classe qui est dépourvue d’éléments libres.
Ja€A

Remarque 18. — Soit G un groupe libre engendré par un ensemble A
IS P , ’ . . . . a
d’éléments générateurs libres. Soitz un entier quelconque > 3, soit M<”><A >
a ) aeN
une classe non nulle et soit A*={a,, a,, ..., a;} 'ensemble (fini, non vide)
formé de tous les éléments a de A, tels que %, >o0. Soit n'=n —1 et soit
my=(n'— h,)n"(t=1, 2, ..., k), our;désigne un nombre entier quelconque.
I’ élément

1T

¢ — d/.”‘er,n a{\ui-rm?n . (lz“"

1 2

a

de G est alors un élément non Libre de la classe M‘”’(A

«
ce Mw>< > .
}-a aEA

Do == =t A (10— R Y = i (= 1) b (= L 1) =0 (modn),
1] 12 1 v ’ .

> - En effet, par défini-
. aEA
tion des classes M,

Or

. . A . . .
puisque n — 1 =n'. Donc c€M" < O> et, par suite, il n’est pas libre.
ae\ :

Prorosition 27. — Soit G un groupe libre engendré par un ensemble A d’élé-
ments générateurs libres. Sott ¢ un élément quelconque de G. Sotent a,, a,, . .., a,
les éléments de A qui figurent dans la composition finie réduite d’éléments de A qui
représente c et soit v; le degré de c par rapport a a; (i =1, 2, ..., k).

La condition nécessaire et suffisante pour que ¢ appartienne 4 une classe M
nulle, c’est que le p. g.c.d. d des nombres ¢,, ¢,, ..., ¢, soit >1. En effet, si
. . . , a .. -\
cette condition est satisfaite, c € M“”<O> - Donec la condition est suffisante. Elle

a€A

est aussi nécessaire. En effet, supposons qu’il existe un entier n>>2, tel

que ceM“”(Z) - Mais alors, par définition de cette derniére classe,
/ ageN
v=o0(modn) (i=1, 2, ..., k) et, par suite, d >~ n >1. La condition est donc

aussl nécessaire.
C. Q. F. D.

ProposiTioN 28. — Tout groupe libre G engendré par un ensemble infini A d'élé-
ments générateurs libres posséde une infinité indénombrable de sous-groupes
invariants.
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Démonstration. — L’ensemble 4 est au moins dénombrable. Soit m sa puis-
sance. On a m >~ g,. Soit n un entier quelconque >~ 2. Considérons le groupe I'™
associé au groupe G. Soit A* un sous-ensemble quelconque de A et soit v,.le

, a N
sous-ensemble de I' formé de toutes les classes M<”><~A ) s telles que 7.,=o
a / aeA

sia€A”, alors que A, peut prendre I'une quelconque des valeurso, 1, ..., n—1,
sia' €A — A", D'apres (Q), le produit de deux éléments de v,. fait partie du
méme ensemble et I'inverse de tout élément de v,. fait également partie de v,..
Donc I'ensemble vy,. est un groupe, sous-groupe propre de I') puisqu’il ne

. . a’ 5 Ry
contient aucune des classes M(’”() ) pour lesquelles 7, > o pour un élément
‘a ) aEA

au moins « de A*. Soient A* et A™ deux sous-ensembles distincts quelconques
de 4. Les sous-groupes correspondants y,. et y,. sont distincts. En effet,
comme A*=£ A™, il existe au moins un élément de I'un de ces deux ensembles
qui ne fait pas partie de 'autre. Soit, pour fixer les idées, a* un élément de A*

qui €A™, Alors le groupe v,. contient la classe M (7\ ) 0l Aq=1 alors
a /) nEA

que 7, = o quel que soita€ A — {a*}, classe qui ne fait pas partie du groupe y,..
Donc les deux groupes v,. et v... sont bien distincts. Comme Iensemble 4 est
infini de puissance m, I’ensemble de tous les sous-ensembles de 4 est de puis-

sance 2™ >m. Donc I'ensemble des sous-groupes y,. de I'"’ est aussi de
puissance supérieure a m. Or, d’aprés la proposition 18, la réunion g,. des
classes M qui constituent les éléments du groupe vy,. est un sous-groupe inva-
riant du groupe G. Et comme g,.5£ g\.., si A* et A™ sont deux sous-ensembles
différents de 4, on voit bien que G posséde une lnﬁmte indénombrable de sous-
groupes invariants.

C. Q. F. D.

Remarque 19. — Quel que soit le nombre premier p >~ 2, 'ensemble G, des
éléments de G qui sont de degré u,= o (modp) par rapport a tout élément a
d’un systéme 4 d’éléments générateurs libres de G est un sous-groupe invariant
de G. En effet, soient b et ¢ deux éléments quelconques de G, et soit u,(v,) le
degré de b(c) par rapport a a quel que soit a€ 4. On a

u,=o (modp) et v,=0 (modp) (a€A),

D’aprés la loi de composition des éléments d'un groupe libre, bc est de degre
u,+ ¢, par rapport a a, quel que soit a€A. Or

tUo+v,=0 (modp).

Donc be € G,. D’autre part, quel que soitl'élément b de G, de degré u,=o(modp)
par rapport a tout e€ A, I'élément b=* est de degré — u,=o (modp) par rap-
port 4 a et, par suite, b='€G,. Donc G, est un groupe et ce groupe est un
sous-groupe invariant de G puisque, quel que soit I'élément b de G, et quel
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que soit I'élément ¢ de G, les deux éléments b et che=' sont de méme degré par
rapport a tout élément de A.

LEs p-crLasses. — Soit G un groupe libre engendré par un ensemble infini A
d’éléments générateurs libres, soit n un entier > 2, soit I'™ le groupe abélien
assoclé a G et soit p un nombre premier quelconque > 2, diviseur de n. Nous

. s 7 1 . .-

disons qu'une classe M“”( > » élément de I', est une p-classe si 4, =(modp),
ROWETTN

quel que soit « € A. Comme n= o (modp), les p-classes forment un sous-groupe

du groupe I'*C et leur réunion forme un sous-groupe invariant de G.

ProposiTion 29. — Aucun élément d'une p-classe n’est un élément libre de G.

Démonstration. — En effet, soit 2 est un multiple de p. Tout élément d’une
p-classe est de degré = o(modp) par rapporta chaque élément d'un ensemble A

de générateurs libres de G. Il fait donc partie de la classe Mf/‘)<:)'> et, par
JuaeN

suite, il n’est pas libre.

COROLLAIRE Y). — St 10 est un nombre composé, il existe une infinité de

classes M"”( . ) qut sont dépourcues d'éléments libres de G. En cffet, quel que
€A

‘et
soit le nombre premier p, diviseur de n, toute p-classe est dépourvue d'éléments
libres d’aprés la proposition 29. Or le nombre de ces classes est infini. En effet,

\ o a \
a tout sous-ensemble fini A* de A correspond la p-classe M <) ) y oll
‘a /ng\

ho—=p stael et lo—0 stae A — AN

Les p-classes qui correspondent ainsi d deux sous-ensembles distincts finis de A sont
distincts et comme A est infini et posséde une infinité de sous-ensembles finis
distincts, on voit bien qu'il existe une infinité de p-classes. Et chacune de ces classes
est dépourvue d’éléments libres.

. C. Q. F. b.

Remarque 20. — Soit Gun groupe libre engendré parun ensemble 4 d’éléments
générateurs libres. Considérons tous les groupes abéliens I' (n =2, 3, .. .)
associés 4 G. Montrons que les éléments neutres de ces groupes sont tous
distincts. En effet, soient n et n’< n deux nombres quelconques de la suite

2,3, ...etsoit dle p.g.c.d. de netden'. Si d=n’, la classe M“”(i) est
ae

N N
un sous-ensemble de M ( o > - Eneffet, la classe M ><O> comprend tous les
VA =AY ae\

éléments de G qui sont de degré = o (modn’) par rapport a tout élément de 4
et cet ensemble comprend tous les éléments de G qui sont de degré =o(modn)
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par rapport a chaque élément de 4. Mais I'élément «” fait partie de M‘"”(fj’) )

aEA

alors qu’il fait défaut dans la classe M<”)<i> - Done les deux classes nulles
. N a€\

envisagées sont distinctes. Et si d < n’, chacun des éléments a", a”'(a€A) fait

partie de I'une des deux classes nulles considérées alors qu’il fait défaut dans
Pautre. Les deux classes nulles considérées sont donc bien distinctes.

Proposition 30. — Soit G un groupe libre engendré par un ensemble infini A
d’éléments générateurs, soit n un entier > 2 ct soit I'™ le groupe abélien associé

au groupe G. Soit 3 l'ensemble comprenant toutes les classes M“”(f ) pour
‘a ) aEA

chacune desquelles il existe un seul élément a* de l'ensemble A, tel que 1.,.— 1, alors
que \.,= o pour tout a€ A — { a*}|. L'ensemble 3 est générateur du groupe I'™.

22

«

Démonstration. — En eflet, soit M““< > un élément quelconque du
ae\

groupe '), Soit A* le sous-ensemble (fini ou vide) de 4, tel que 7., > o, si
a€A*, alors que A,= o pour tout a€A — A*. Soit A*={a,, a,, ....a;} et
soit M; la classe de I'ensemble 3 pour laquelle 2, =1 (¢=1,2, ..., k). Ona

A 1('1)<; > e\: (M, )A”‘(Mz)l("’. . .(Mk\)lw"'.

On voit donc bien que tout élément du groupe I'' peut étre obtenu par compo-
sition finie des éléments de I'ensemble M qui est donc bien générateur du
groupe I'. On voit immédiatement que cet ensemble est irréductible et qu’il a
la puissance de 'ensemble A.

Prorosition 31. — Soit G un groupe libre engendré par un ensemble A (fini ou
infini) d'éléments générateurs libres. Soit n un entier > 2, soit I'" le groupe
abélien associé a G et soit g un sous-groupe quelconque du groupe G. Alors

a . . . .
Uensemble v des classes M ( ) > qut contiennent des éléments de g forment un

\ N Jagr &
sous-groupe du groupe I'".

. . ) o
Démonstration. — En eftet, soit M*’”(-’

) un élément quelconque de
aeN

NG

I'ensembley. Cette classe contient un élément b dugroupe g. OrI'élément h="' de g
14

appartient a la classe M”"(

; /) > - Donc I'ensemble vy, contient, avec tout
T ha JagA

élément de I'™, son inverse. D’autre part, considérons deux éléments quel-
. s a 7 .. Y

conques de I'ensemble v : Mk”"(. > et M"”( > - Soit b un élément de g

) aEA P‘a aEA

qui appartient ala premiére de ces classes etcun élément de g qui fait partie de
s a1a ) . . , a\ . @\

laseconde. L’élément bc de g appartient a la classe M <) ) Mo < " ) et, par
| agn a

aEA
suite, 'ensemble y contient avec tout couple d’éléments du groupe I' aussi le

Ann. Ec. Norm., (3), LXXVI. — Fasc. 1. 7
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produit de ces éléments. L'ensemble y est donc bien un sous-groupe du
groupe I'"™),

Cc. Q. F. D.

Proposiion 32. — Soit G un groupe libre engendré par un ensemble A d’éléments

générateurs libres. Soit B la réunion des classes M‘”'(i) (n=2,3, ...).
N aeA
L’ensemble B est générateur du groupe G.
Démonstration. — En effet, quel que soit I'élément a de 4 et quel que soit

I'entier m >>2, I'élément a™ fait partie de la classe nulle M‘"”(‘;) » alors que
aEA

IV . y ] a . ;
I'élément a—+* appartient a la classe M(’"—“( > -Done le produit a"+*a"=a
aEA

\

fait partie du groupe engendré par B. Cela étant quel que soit I'élément a de 4,
I'ensemble B est bien générateur de G.
€. Q. F. D.

PropositioN 33. — Soit G un groupe libre engendré par un ensemble A d'élé-

. . . . a
ments générateurs libres et soit n un entier >~ o. Aucune classe M"”(A > ne
a/) aEA

saurait contenir plus d'un élément d’'un méme systéme d'éléments générateurs
libres de G.

Démonstration. — En effet, tout élément a* de A appartient a la classe

a - - . .
M"”(A > yoU Ap=1 et A,=0, a€A —{a"{, classe qui ne contient que le
a/a€A X

seul élément a* de A. Il existe d’ailleurs de nombreuses classes M, dont la
classe nulle, qui ne contiennent aucun élément de A. Soit 4 présent B un autre
systéme quelconque formé d’éléments libres générateurs de G. Tout élément b

de B appartient a la classe M"”<:I >b s telle que w,.=1, alors que w,=o, quel
h €B

que soit beB — {b*} et la classe en question ne contient pas d’antre élément

de B. Or, les classes M" ayant un caractére intrinséque, indépendant du

systéeme d’éléments générateurs libres de G a partir duquel elles ont été définies,
b a .

la classe M(’”< > se confond avec une classe M“”<, > et, par suite, aucune
b /veB Aa /) aea

des classes M ne contient plus d’un élément de n’importe quel systéme
d’éléments générateurs libres du groupe G.

Il s’ensuit qu'aucun systéme d’éléments générateurs libres de G ne saurait
contenir deux éléments d’'une méme classe M, quel que soitn=2, 3, ....

a
Crasses M < )
)\a aEA

engendré par un ensemble infini A d’éléments générateurs libres, soit n un

DEPENDANTES ET INDEPENDANTES. — Soit G un groupe libre
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entier > 2 et soit I'"™ le groupe abélien associé a G et comprenant toutes les
’ a
classes M("’<\ > .
A a€A

a

. 5 . , , a
Soit d’abord M, un sous-ensemble fini de I'™ composé des classes M\’”( : >
a€A

N Ta

(i=1, 2, ...,t). Nous disons que ces ¢ classes sont indépendantes si I'égalité

1 "an')(”,’) ]“1[Mm)((‘> ]“’...[Mw( “> ]“':Mm)(ﬂ ,
( ) [ ‘)Ltlt a€A )12 agA ‘}\iz aEA 0 /aeA

ol oy, %, ..., o, sont des entiers, implique que o;=o0 (modn) (i=1, 2, ..., t)
et nous disons que les ¢ classes considérées sont dépendantes ou liées s’il existe
un systéme d’entiers o,, @, ..., 2, dont 'un au moins n’est pas congru a
o modulo n et qui satisfont I’égalité (I).

Soit A*={a,, a,, ..., a;} le sous-ensemble fini de A, comprenant tous les
éléments a de A, tels que I'un au moins des nombres 2! (i=1, 2, ..., )
est >o. Soit G* le groupe libre engendré par A*. Répartissons les éléments

" a
de G* en classes M‘")( 5 > -On a
\a ) agA*

Mm(f) CMW<“> .
/\a, aEAN* Xa aEe\

\

Il ressort aussitot de la loi de composition des classes M que la condition
2

nécessaire et suffisante pour que les ¢ classes M“’"( ) soient indépendantes
aEA*

a

. " , . a
est aussi la condition nécessaire et suffisante pour que les ¢ classes M‘”’( : >
aEA

a

soient indépendantes et vice versa. Les propositions 5-7 permettent donc de
décider si les classes de M, sont indépendantes ou si elles sont liées.

Soit maintenant 3 un sous-ensemble infini de I'™. Nous dirons que les
classes de cet ensemble 3M sont indépendantes si, quel que soit le sous-ensemble
fini M, de A, il est formé de classes indépendantes dans le sens précisé plus
haut.

On démontre sans peine que quel que soit I'ensemble B formé d’éléments
libres, générateur de G, et quel que soit 'entier > 2, I'ensemble des classes

a . 3 P . . .
M"”(A > qui contiennent des éléments de B est formé de classes indépen-
a /aEA
dantes. De méme, tout ensemble irréductible de-classes M™, générateur du
groupe I'™ est formé de classes M™ indépendantes.

Prorosition 34. — Quel que soit le sous-groupe g du groupe libre G engendré
par Uensemble A d'éléments générateurs libres et quelles que soient les classes

a [ a . . s
M <'A > et M('”\H > qui contiennent des éléments de g, les deux ensembles
aEA a/ aEA

a a
M ng et Mt’")< > n
< )\a )neA © ,U'rl aEA g

sont d’égale puissance.
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Démonstration. — Soit g un sous-groupe quelconque du groupe libre G et

. a @ . . s
soient M(™ < 5 > et M(”>< ) _ deuxclasses M qui contiennent I'une et I'autre
a/aEN I aE\

au moins un élément de g. Montrons que les ensembles

a «
&1 =M () > ng et o M‘”)< > ng
age\ agA

\ fta ‘U-n

sont d’égale puissance. En effet, soit ¢ un élément quelconque de G qui fait
a

partie de la classe M"“(» > » ou v, est le nombre de la suite o, 1, ..., n—1
L Za ) ageN
qui satisfait la congruence

VaE= Py ha (modn),

quel que soit I'élément @ de A. Soit d, un ¢lément de g qui fait partie de
I'ensemble g, et d, un élément de I'ensemble ¢,. Comme g est un groupe,

.

I'élément dy=d ' d, fait partic de g. Or cet élément fait partie de la classe

a N . o .
M“”(v > - Donc, d’apreés la loi de composition des classes M),
a ) aeN

1\[111)( “ ) M(n)< “ ) — M|n)< a > .
7~u ageA . Va ae\ |U'a aEA

, . . . a
Il s’ensuit que 'ensemble g, d; est contenu dans la classe M(”)(H > - Et comme
\ (Fa / aeA
tous les éléments de g, d; font partie de g, puisque g est un groupe qui contient

. N a
g1 et dy, et que la partie commune & M(”)(

& o > 9
W){@ et a g est 'ensemble g,, on a

I'inclusion
(+) g1 d;Cgy
Soit d,=d;'." C’est un élément du groupe g qui fait partie de la classe
a
M(")< > et comme
=AY

n-—vv,
Mu/)< “y Mwi< “ — M s
{Jw =AY n— "7, aEN /w LAY

’ o ~ . ,
I'ensemble g, d, est contenu dans la classe M“"< > - Et comme il est composé
ROV RN

uniquement d’éléments de g, on a aussi 'inclusion
(++) g2
Or les deux inclusions (++) et (4+) montrent que les deux ensembles g, et g.
sont d’égale puissance.
G. Q. F. D.
Prorositiox 35. — Soit (+ un groupe libre engendré par un ensemble A de puis-

sance w d’éléments générateurs libres. Alors G posséde une infinité de puissance
supérieure a W de sous-groupes qui ne sont ni invariants, ni maxima.
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Démonstration. — En effet, quel que soitle sous-ensemble A*de A, il engendre
un sous-groupe propre G* de G et 4 deux sous-ensembles distincts A* et A
de A correspondent évidlemment deux sous-groupes distincts G* et G*™ de G.
Le sous-groupe G* engendré par un sous-ensemble propre A* de A4 n’est pas
invariant. En effet, quel que soit I'élément @ de 'ensemble A — A*, le transmué
d’un élément non neutre quelconque de G* par a ne fait pas partie de G*
puisque A est formé d’éléments libres. D’autre part, G* n’est pas un sous-groupe
maximum de G puisque, quel que soit I'élément a de A — A* et quel que soit
I'entier m>£ o0, 1, —1,1'ensemble 4* U a™ engendre un groupe G, qui contient G*
et qui ne saurail étre confondu avec G puisqu’il ne contient pas I'élément a.
La proposition est donc démontrée.

Remarque 21. — Soit G un groupe libre engendré par un ensemble 4 d’élé-
ments libres. Soit » un entier quelconque > 1, mais ne dépassant pas le nombre
d’éléments de A, solent a,, a,, ..., a, néléments quelconques de 4 et solent
m,, m,, ..., m, n entiers quelconques, =20, 41 ou —1. Alors I'élément
a=a}"a}"...a)" du groupe G n’est pas libre, il ne fait partie d’aucun systéme
d’éléments générateurs libres de G.

En effet, soit A*={a,, a,, ..., a,} et soit G* le groupe libre engendré par A*.
D’aprés la proposition 23, pour prouver que I'élément a n’est pas libre dans G,
il suffit de prouver que a est un élément non libre du groupe G*. Or G* est un
groupe libre 4 un nombre fini n d’éléments générateurs libres, et 'on sait (vorr,
par exemple, Kurosh, Théorie des groupes, 2° édition russe, p. 252 et suiv.)
que quel que soit le systéme b,, b,, ..., b, formé de n éléments générateurs
de G*, ces n éléments sont a leur tour libres, et que le groupe G* ne saurait étre
engendré par moins de » éléments. On le démontre en prouvant que si les
é¢léments b,, b., ..., b, sont générateurs de G*, chacun des ¢léments a,, a., ..., a,
peut étre obtenu a partir de 'ensemble B*=1{b,, b,, ..., b,} en effectuant un
nombre fini d’opérations de deux types. L’opération du premier type consiste
a remplacer un élément ¢ dans 'ensemble considéré de générateurs de G* par
son inverse ¢'. L'opération du second type consiste a remplacer un élément
quelconque ¢ de I'ensemble considéré par fc ou par c¢f, f étant une composition
finie quelconque d’éléments =£c¢ du systéme envisagé de générateurs de G”.
Or il est clair que si un ensemble B=1{b,, b,, ..., b,| formé de n éléments
de G* comprend parmi ses éléments I'élément a, par application finie des deux
procédés que nous venons de décrire, il est impossible d’en déduire au moins
un des éléments a,, a,, ..., a, et, par suite, I'ensemble B ne saurait étre géné-
rateur de G*, ce qui démontre que a ne saurait faire partie d’aucun ensemble
formé de n éléments générateurs de G* et, par suite, qu’il n’est pas libre. N’ étant
pas libre dans G*, il ne saurait également pas étre libre dans G.

Remarque 22. — Soit G un groupe libre engendré par un ensemble A d’élé-
ments générateurs libres. Soit A* un sous-ensemble propre de 4 et soit G* le
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groupe libre qu’il engendre. Soit B un second systéme d’éléments générateurs
libres de G. Chaque élément de A* peut étre obtenu par composition finie
d’éléments de B, mais I'ensemble d’¢léments de B nécessaire a former, par
composition finie, tous les éléments de A*, peut étre de puissance supérieure
a cellede A. Il peut méme se confondre avec I'ensemble B tout entier. En voici un
exemple. Soit G le groupelibre engendré parles cing éléments libres de ’'ensemble
A =\ay, a,, a,, a,, a; }, soit A*={a,, a,, a,| et soit B=1{b,, b,, b, b,, b, !,
ou

by=aba,, = by=aia, by—=a'a,, b, = al ay, b;=alas.

L’ensemble B ne contient aucun sous-ensemble formé de trois éléments géné-
rateurs du groupe G* engendré par A*. On a

by b3 = ay, a7 b= a,, a7’ by= ay, b,b;' = ay et a7t by = a;.

Pour obtenir par composition finie les trois éléments de A* a partir de B, il faut
utiliser les cinq éléments de B.
I’élément b, fait partie de G* et ¢’est un élément libre de G*.

Remarque 23. — Soit G un groupe libre engendré par un ensemble 4 de
puissance m d’éléments générateurs libres. Alors I'ensemble des automor-
phismes extérieurs de G est de puissance > 2™ > m. En effet, soit A, un sous-
ensemble quelconque de 4. Remplacons dans A chaque élément de A, par son
inverse. On obtient de nouveau un systéme A* d’éléments générateurs libres
de G. Faisons correspondre a tout élément a de A I'élément a*=a~" si a€A,,
ou l'élément a*—a si a€ A — A, et faisons correspondre a toute composition
finie f(a,, a., ..., a;) d'¢léments de G la méme composition f(a}, a}, ..., a;)
des éléments correspondants de A*. Cette correspondance est un automorphisme
extérieur de G et a deux sous-ensembles différents de 4 correspondent ainsi
deux automorphismes distincts de G. L’ensemble des automorphismes extérieurs
du groupe G est donc bien de puissance supérieure a u.

C. Q. F. D.

Remarque 24. — Soit G un groupe libre engendré par un ensemble A d’élé-
ments générateurs libres, de puissance m. Il existe alors un ensemble de
puissance 2™ >m de sous-groupes propres de G qui sont holoédriquement
isomorphes au groupe G. En eftet, soit A, un sous-ensemble quelconque de A.
Faisons correspondre a tout élément a, de A, un entier m, <0, +1, —1,
mais a part cela quelconque et remplacons dans I'ensemble 4 tout élément a,
de A, par I'élément a7s. Soit A* 'ensemble ainsi obtenu a partir de 4 et soit G},
le groupe qu’il engendre. G est le produit libre des groupes cycliques engen-
drés par les éléments de A alors que G, est le produit libre des groupes cycliques
engendrés par les éléments de A*. G}, est un sous-groupe propre de G, puisque
aucun élément de I'ensemble A, contenu dans G ne fait partie de G;. Or les
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groupes G et G;, sont (holoédriquement) isomorphes. Pour établir un isomor-
phisme entre ces deux groupes libres, il suffit de faire correspondre a tout
¢lément a, de A, I'élément a}*» de A*, a tout élément a de A — A, le méme élé-
mentade A*, et a toute composition finie d’éléments de 4 la méme composition
des éléments correspondants de A*. Et comme a deux sous-ensembles dis-
tincts A, et A, de I'ensemble 4 correspondent deux sous-groupes propres
distincts G}, et G, de G, notre assertion est démontrée.

Généralisations.

II. Soit G un groupe libre engendré par un ensemble A fini ou infini,
d’éléments générateurs libres. Soit A* un sous-ensemble propre quelconque
(fini ou infini) de 4 et soit » un entier 2> 2. On peut répartir les éléments de G

a . . R
en classes M(’”( > comme suit. Soit ¢ un élément quelconque du groupe G,
a / aeA*

\

soit u, son degré par rapport a I'élément a de A* et soit A, le nombre de la
suite o, 1, ..., n—1 qui satisfait la congruence u,=%,(modn), quel que soit

a€A*. Nous dirons que c fait partie de la classe M("’<la> - On répartit ainsi
a / aEA*

tous les éléments de G en classes d’équivalence disjointes deux a deux, dont
chacune est infinie et contient avec tout é¢lément ¢ de G la classe entiére des
éléments de G conjugués a c. Si 'on appelle produit de deux telles classes
M‘")<;\l> et M“"( “ > I’ensemble des éléments de G de la forme bc,

aEA* aEA*

a Ha
a

bEM(n)< \ y CGM(")< a) ,
)\a ] a€A* IJ~a aEA*

on démontre sans peine que

\
M<")< “ M‘")< ‘) = Mm‘r( “)
)\a aeA* Mo/ aeax Va / aea*

ou v, désigne I'élément de la suite o, 1, .... n—1 qui satisfait la congruence

Vo= Ao+ e (modn),
quel que soita€ A*.

a

Avec cette loi de composition, les classes M"”< > forment un groupe
aEA*

a

abélien I'"»* dont I’élément neutre est la classe nulle M“‘)(z) y 'inverse de
A*

e

a

g , .
- la classe M"”( ) étant la classe M‘"’( R ) - Les groupes I'™* sont
)La a€A* n — Ag Jaeax

également associés au groupe libre G et permettent de déceler de nombreux
sous-groupes invariants de G. La plupart des résultats établis pour les
a

groupes I'™ subsistent pour les groupes I'™*, mais les classes M‘”’(A ) n’ont
: - a / agAx
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TR u .
plus un caractére intrinséque et la classe nulle M“”<O> peui contenir des
. . aEA*
éléments libres de G.

IV. Soit G un groupe libre engendré par un ensemble A (fini ou infini)
d’éléments générateurs libres. Faisons correspondre a tout élément a de A un
entier n,> 2. Soit ¢ un élément quelconque de G, soit u, son degré par rapport
a I'élément a de 4 et soit 2, le nombre de la suite o, 1, ..., n,—1 qui
satisfait la congruence %,= u,(modn,) quel que soit a€A. Nous dirons que
I'élément c fait partie de la classe M“””"(f)ae\- On répartit ainsi les éléments

o/ ae:

de G en classes disjointes, dont chacune est infinie et contient avec tout
élément ¢ de G la classe entiére des éléments de G conjugués a c. Appelons

roduit de deux classes M ( & I L I’ensemble des éléments
p 7\/1 a€A Fa/ben
de G de la forme be,

beM:ll”}<a> ) (:GM{M}<a> .
)\u a€A [J'll. agEA

M{nu} < a ) N[{n,,} a — M{n«}( a > s
)\a/ agA ‘U'a a€EA Va agA

ol v, est le nombre de la suite o, 1, ..., n,— 1 qui satisfait la congruence

On a

Vo= hy+ [ba  (modny,),

. . s ingt !
quel que soita€ A. Avec cette loi de composition les classes M' ’Ua> forment
Na Jaes X
un groupe abélien T'™ qui est également associé au groupe libre G, dont

Y { a N > /[ a
I’élément neutre est la classe nulle M\™! ( O> y'inverse d’une classe M < >
a

aeA neEA

. a

) )
étant la classe M" ’(
n[z* ;\u

> . Les groupes I'"™ possédent des propriétés
aEA

analogues a celles des groupes I'™ et permettent a leur tour de déceler de
nombreux sous-groupes invariants du groupe libre G. Mais les classes

Ml"‘a)

contient des éléments libres de G.

Si, au lieu de 4, on considére un sous-ensemble quelconque A*de A et sil'on
fait correspondre a tout élément @ de A* un entier n,>- 2, cet entier pouvant
varier d’'un élément a 'autre de A*, en employant les mémes notations que

a N . . R P lngt [ @
( > n’ont pas un caractére intrinséque et la classe nulle M'™ < >
Xa aEA o ag\

. X . 1 fngd [ @ C. .
ci-dessus, on peut répartir les éléments de G en classes M ’< ) disjointes
. aEA*

deux a deux dont chacune contient avec tout élément ¢ de G la classe entiére
des éléments de G conjuguée a c et 'on peut définir pour ces classes une loi de
composition commutative et associative qui conduit a de nouveaux groupes
abéliens associés au groupe G.
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V. Soit G un groupe libre non cyclique, engendré par un ensemble A (fini
ou infini) d’éléments générateurs libres. Soit n un entier > 2, soit ¢ un entier
fixe > 2, mais non supérieur au nombre d’éléments de A, soit ¢ un élément
quelconque du groupe G, soit A,={a,, a,, ..., a} un systéme quelconque
formé de ¢ éléments distinets de A, soit u,, le degré de c par rapportaI'ensemble
des éléments de A, et soit A, le nombre de la suite o, 1, ..., n—1 qui satisfait

A,
la congruence A, =u,, (modn). Nous dirons que c est de classe M! "’( >
Ar A,CA

On répartit ainsi & nouveau I'ensemble des éléments de G en classes d’équiva-
lence, disjointes deux a deux, dont chacune est infinie et contient, avec tout
élément ¢ de G la classe entiére des éléments de G conjugués a c. Appelons
A, A 1
produit de deux classes M (o <} > et MW)<Hl> I'ensemble des éléments
L CA Ay '

A CA
de G de la forme bc,

N .
* beM*"‘(A’) et ceM(")< A’) .
}-A, ACA A, /Aaca
On a
, .
M(n)& Al > M(n)( A't > — M(n)< A[ > ,
)\A\t AaCh N\ Jaca YA, /A CA
ou v,, est le nombre de la suite o, 1, ..., n— 1 qui satisfait la congruence

Vo, == M, + 4y, (modn)

quel que soit le systéme A, formé de ¢ éléments distincts de 4. Avec cette loi de

(n)

A,
composition, les classes M '”(A > forment a leur tour un groupe abélien T,
A CA

2 ’ A . .
dont 'élément neutre est la classe nulle M(”)< 0‘> - En faisant varier n et ¢,
A,CA

on associe ainsi au groupe libre G encore une infinité de groupes abéliens qui
permettent de déceler de nombreux sous-groupes invariants de G. lci encore

A > \ . . \
les classes M<”’< ‘) n’ont pas un caractére intrinséque et la classe nulle
ACA

M(")< A‘> peut contenir des éléments libres de G.
(CA

En prenant, au lieu de A un sous-ensemble propre quelconque A* de A, on
peut encore répartir d’'une infinité de facons en classes d’équivalences les
éléments de G en se donnant un entier fixe quelconque n>> 2 et en considérant
le degré de tout élément ¢ de G par rapport aux systémes de ¢ éléments de A*.
Chacune de ces classes contient, avec tout élément ¢ de G la classe entiére des
éléments de G conjugués a ¢ et I'on peut définir pour ces nouvelles classes une
loi de composition commutative et associative qul conduita un nouvel ensemble
de groupes abéliens associés a G.

Tous ces groupes abéliens sont intimement liés & la structure d’un groupe
Ann. Ec. Norm., (3), LXXVI. — Fasc. 1. 8
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libre, ils permettent de déceler une infinité indénombrable de sous-groupes
invariants dans tout groupe libre engendré par un ensemble infini 4 d’éléments
générateurs libres, ils facilitent la recherche des éléments libres de G et ils
permettent d’établir 'existence de classes trés étendues d’éléments non libres.




