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CHARGE STATIONNAIRE D’UNE FILE D’ATTENTE A REJET

APPLICATION AU CAS INDEPENDANT

D. FLIPO

Title : Stationary load of the single server loss system.
Application to the GIIGI1110 system.

Abstract : A formal approach to single server loss systems G|G|I|0 is given (sect. 2

and 3) : the stationary load of the server is constructed on an extension 3 of the
i ni ti al probability space 0.

The second part deals with the GI|GI|I|0 systems. Results are stated in

section 4 : a very simple necessary and sufficient condition i s given for the extension

space 0 to be isomorphic to Q.. Under this condition, in fact almost always fulfilled,
the load equation has a unique solution on 0 itself. The proofs are given in sections
5 and 6.

Keywords : Loss system , stationary load , extension . 

Resume : La premibre partie de ce travail (sections 2 et 3) est consacrée à la

construction et 8 1’etude d’un espace de probabilit6 0 sur lequel la charge stationnaire
du serveur d’une file G)GU)0 peut @tre définie de mani6re unique. La seconde partie
(sections 4 a 6) concerne 11application au cas GIIGI1110. Une condition ndcessaire et
suffisante tr4s simple d’existence et d’ uni ci te de 1 a charge stationnaire sur 1’ espace
de probabilitd initial est donn6e.
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1. INTRODUCTION 
_ 

_ , 

, 

,

On etudie la charge stationnaire ’r du serveur, aux instants d’arrivde

de clients, d’une file d’attente GIG1110 (file of tout client trouvant a son

arrivde le serveur occupe renonce au service et s’en va immédiatement). Comme la

charge stationnaire ne peut pas, en general etre construite sur 1’espace 0 des

mesures ponctuelles chargeant 1’origine (espace de Palm), on construit à la

section 2 une extension Q de cet espace, minimale en un certain

sens, sur laquelle 1’equation de la charge a une solution unique. Cette extension
est isomorphe a celle donn6e par Neveu [41.

Les travaux précédents traitant des files a rejet 6tudient soit les

lois stationnaires de F (.Borovkov [11, Lisek [3]), soit, ce qui,revient au meme,
la limite quand n -&#x3E; oD des lois conditionnelles de la charge r n arrivée

cQnnai ssant la charge r . a 1’instant 0 (Joffe et Ney [2] ) . La m6thode employée
o

ici, qui,reprend, B 1 es i dees de Li sek [31 et Neveu [4], permet de Gonstrui re

la v.a. charge et plus seulement sa loi. La section 3 est consacr6e
~ ~

a des resultats nouveaux sur la taille de 1’extension 0, 1’ergodicite de it (pro po
5ition 3.1 ) et sur la structure des solutions ergodiques de l’équation regissant
1a charge stationnaire ( proposi ti on 3. 2 ) : on etabl i t que toute extension ergodique.
de 0 permettant de construire la charge stationnaire se projette sur une composante

ergodique de Q.
Dans la seconde partie on étudie ce que devient cette extension dans

le cas independant GIIGI1110. Les resultats sont 6nonc6s a la section 4, les
démonstrations sont donn6es aux sections 5 et 6. La proposition 4.1, qui constitue
le resultat principal de ce travail, 6nonce une condition necessaire et suffisante
tr6s simple pour que 0 soit isomorphe a 0 ; sous cette condition, d’ailleurs

presque toujours r6alis6e (cf. la remarque qui suit le lemme 4.2), la v.a. r
existe sur 0 lui-meme et est unique, et il y a convergence des lois conditionnelles

de rn sachant ro vers la loi de [~. On retrouvera au cours des demonstrations les

résultats partiels obtenus par Borovkov [11 (Theoreme 4 p. 211) et Joffe et Ney [2]
(theoreme 2) sur 1’existence d’une loi stationnaire pour r.
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2. CONSTRUCTION DE L’ EX tEyS i0N

Soient o- et T deux v.a.r. strictement positives integrates sur l’espdce
de probabilitd ( Q,CL,P) muni d’un autumorphisme 9 bi-mesurable pr6servant P et ergodiqu
Soit suite des instants d’arrivée d6finie par T : 0 , TOO n

n 0 n+] n

(n E 11 ), et N = le processus ponctuel des arrivdes (description de Palm).
n£Z Tn

le service demande par le client arrivant a l’instant T n est (n 6 Z) si le

serveur est libre et 0 sinon.

La charge stationnaire du serveur, si elle existe sur i~, doit verifier

l’équation :

dquation qui peut avoir selon les cas 0, 1, ou plusieurs solutions. Nous chercherons
donc a construire une extension de ~iJ, .~, P, 8 ) , est une partie de 0 xm.
sur laquelle I’dquation

a une solution et une seule.

La v.a. v de la definition suivante joue un r6le crucial dans la suite :

Definition Z, i , Soi t u 1 a v.a. ent i ere &#x3E; 0 définie sur par

et soi t

d=pgcd ( n&#x3E; 0 1 P(u=n) &#x3E;0 )
v est l’indice du premier client servi apris le client 0 lorsque celui-ci a lui-m6me
6t6 servi.

Notons L 1 ’ appl i cati on de 0 x IN dans N définie par :

et les applications de IN dans IN dfinies par :

et posons

Lemme 2.2. L’evenement L im sup(vo0-n &#x3E; n) est P-négligeable et la suite 
201320132013201320132013 n m&#x3E;
est pour presque tout w une suite ddcroissante de parties finies non vides de dont
l’intersection H(w) a un cardinal P-p.s. constant notd h.
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Demonstration : Pdr d6 t i ii i t i ori de v on a :

lnt6grons la premi6re inëyalité :

et utilisons l’invariance de P par 9 :

Comme 1a v.a. Tog -1 est strictement positive, cette inegante assure ]a convergence
m 

presque sore de la sdrie ~ 1a vers 0

et il existe une v.a. K(w) finie presque sorement telle que pour tout k ~ K(w)

k. Donc l’événement Lim sup &#x3E; n) est P-négligeable.~ 

n

L’ensemble

est donc pour’presque tout w une partie finie non vide de IN. L’égalité

assure que Hm+1(w) est inclus dans Hm(w), ainsi tous les (m Z 1) sont presque

sorement des parties finies , dvidemment non videzde IN. Pour presque tout w, la

suite IHm(w)) devient constante a partir d’un certain rang (dependant de w) et la

limite ddcroissante H(w) des Hm(w) est donc p.s. non vide. Notons et h(w)

respectivement les cardinaux des ensembles Hm(w) et H(w). En remarquant que

L(w, . ) o 

on a et en passant a la limite en m h P-p.s. ; compte tenu

de 1’ergodicitd de 9, h est P-p.s. constante.

Dans la suite nous consid6rerons l’extension suivante de Q :

a est 1 a trace sur f) de 1 a tri bu est 1 a tri bu des
~ ~~ parties 

La mesure P est définie par :

(noter que P n’est pas une probabilité : P(Q) = h).

Vdrifions que 9 est un automorhisme de Õ : 11 suffit pour cela de prouver

que pour presque tout w I’application L(m, - ) : H(Lj) ---) H(9u)) est une bijection ;

or comme Lm+1 (0w) = o LmCw), L(u, . ) est une surjection de sur 
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ensembles qui sont respectivement égdux 5 H(w) et H(9m) pour m assez grand, donc

aussi une surjection de sur H(9w), et meme une bijection puisque H(w) et H(9w)

sont deux parties de UV qui ont meme cdrdinal h.

L’invariance de P par 9 est inlnédiate : en effet, pour toute fonction

0 n’est pas ndcessairement ergodique. Tout invariant I de est a

un ensemmble P negligeable pres de la forme

En particulier, le cardinal de est P-p.s. constant.
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3. PROPRIETES DE L’EXTENSION 0

La proposition suivante donne un encadrement de h et une condition suffisantE

d’ergodicité de 9.

Proposition 3.1. Soit r le plus petit entier supérieur ou 6gal a E(o-)/E(t), et

(r’ est fini d’apres le lemme 2.2) . Alors

Si h = d et si (Q,Q,P,8) est ergodique, alors 1’est aussi.

Ddmonstration : Ddmontrons d’abord que h ~ r A r’. Posons B , = n (voo-M K m) ,- ~ 
m~r’ 

-

par ddfinition de r’ P(B ,) &#x3E; 0 , et comme : 

D’autre part 1’inegalite J2.~) peut s’ecnre

I1 existe donc un dv6nement non ndgligeable A sur lequel

et comme le premier membre de cette indgalitd est entier
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D’apres (3.3)

et donc h  r .

Pour prouver que h 2_ d remarquons que H’(w) contient p.s. 1’ensembl.e

d-1) car u &#x3E; d p.s.. De plus pour tout i de ) L ( w , i ) = i + 1 sauf

si vo0’ = i + I , ce qui ne peut se produire que si i + 1 est congru a 0 modulo d,

donc L(w,i) est congru I i + 1 modulo d P-p.s. sur i 6 H I(w)). Par consdquent,si

Hn(w) (n ~ i) contient au moins un reprdsentant de chaque classe d’entiers modulo d

aussi. Par r£curreice, pour tout n ~ I contient P- p .s. au moins un

reprdsentant de chaque classe, et card d P-P.s., donc h 2 d.

Pour établir la seconde partie de la proposition 3.1 rappelons que toute

partie 9 invariante de 6 est, a un ensemble P-negligeable de la forme

ob I (w) vérifie (2.5). Si h = d = 1 , card t(w) vaut 0 ou 1 P-p.s. et l’ergodicité
#J

de 9 est triviale . Si d &#x3E; 1, notons j 1’ensemble des entiers con9rus a j modulo d
et posons pour 0 ~ j ~ d :

Comme = TIT P-p.s. sur (1 6 H (w) ) , on deduit de l’égalité (2,5) que

-soit P(AO) = 0 et pour tout j (0 ~ j  d) 0, P-p.s.

etP(A) =0
_soit et pour tout j (0 ~ j  d) 1, done

card I(jj) ~ d= h P-p.s. et X = 5 P-p.s.
et l’ergodicité de 9 est ainsi dtablie.

Le probl6me de 1 ’existence et de rumcite des solutions de requation(2.2)
est rdsolu par 1a proposition suivante, qui assure en plus que toute autre espace de
probabilité permettant de construire la charge stationnaire du serveur se projette
sur 0.
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Proposition 3.2. La v.a. d6finie sur Q par :

est solution de l’équation (2.2)

Soit (12’ (X , P’ ). un espace de probabilité inuni d’un automorphisme ergodique
go, et une appl i cation mesurable ~ de f ~’ , 0. ) dans tel le que :

Alors, a toute solution 1-’ non P’p.s. infinie de l’équation :

correspond une composante ergodique I de Q et une application mesurable i de Q’ dans I

telle que :

Demonstration : Vdrifions que la v.a. definie en (3.4) est solution de (2.2) :

Si l’événement 0 ’ -I nvari ant ( F I  oo) n’est pas est

P’-presque certain en vertu de l’ergodicité de 9’.De plus l’évenement (F =0) ne
peut 6tre n@g1igeabte, sinon 1’equation (3.5 ) s’dcrirait r’ o 91 = r’ - TOO et

1mpliquerait r’ 0 0’ ~ I- done r- I P’-p.s. constante et T P-p.s. nulle.

La v.a. v’ (w’) = inf ( n 6 IN 1 r’ 0 0’- n(w’) = 0 ) est donc finie P’-p.s.
et r’ peut s’ecnre en iterant ( 3.5 ) :

La v.a. v’ vdrifie 1’equation :
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Or (3.7) implique que est dans H1(~(w’)) P’-p.s. et que si v’(w’} est dans

Hn(~(w’)} alors vl(glw’) est dans Hn+~(~(8’w’)), donc par récurrence

soit i l’application de Q’ dans 9 ddfinie par = ( o(w’), v’(w’)).

i vérifie l’équation :

Soient ... ,1~), composantes ergodiques de 5. Pour tout j compris

entre I et k est d’apres(3.8)une partie 0’-invariante de 0’ ; dtant donnée

l’ergodicité de 9B pour un indice j et un seul, o-1(Ij) =0’ P’-p.s. tandis queo o
pour tous les = O P’-p.s.. Posons T = de (3.6)etde1a definition

" jo
de i on ddduit que

Notons P’ la probabilite image de P’ par ¡ et montrons que P’ = 

Remarquons que pour tout A de GL:

la mesure P’ est absolument continue par rapport a la mesure P a X ddsigne la
mesure uniforme sur IN , et il existe donc une fonction positive, nulle en dehors de

I, a-mesurable, telle que P’ = f - P8À. D’autre part, comme P’ est 0’-invariante,

P’ est 9-invariante, et pour toute fonction g positive, ci-mesurable :

donc f est 9-invariante . c’est a dire P-p.s. constante sur la composante ergodique I.



56

Corollaire 3.3. Il y a correspondance biunivoque entre les solutions de (2.1) sur Q et le

invariants I de 5 de la forme :

Dans le cas o6 h = 1 (ce qui est en particulier realise si r’ = I ou si

E(T) d’ apres 1 a proposition 3.l)l’equation (2.1) &#x3E; adnet une sol uti on et une seul e
"’"

T(W) = i (w) ) ou est 1’ uni que élément de H(w) .

Ddmonstration : A tout invariant de Q tel que card J(w) = 1 correspond 6videmment une

solution r de (2.I ) :il suffit de poser F(w) = i (w) ) , o6 I (w) est 1 ’ uni que £I£-

ment de J(w).

Pour établir la reciproque, appliquons la proposition 3.2 S -i2’= 9 et

~ 1’identite de Q dans O. A toute solution r de (Z.l) on associe la variable

et 1’application (() : 0 ---&#x3E; 0 définie par

(3.8) s’écrit alors

et 1’ensernble o(Q) = t(w,i) I w 6 Q} est 9-invariant et r6pond a la question.
Dans le cas particulier h = 1, v’(w) est l’unique element de et

condition r’ = 1, qui assure que h = 1 et donc que la charge du serveur
existe sur 0 lui-mime, est exactement cel,le que Borovkov [1] impose pour obtenir
1 ’ exi stence d’une distribution stationnaire pour r.

2)Le systime dynamique (0,d,P,9) ainsi construit est i somorphe au systime

présenté dans Neveu M par :

qui a pour inverse :

On a

En particulier
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4. CAS ENONCE DES RESULTATS

Supposons maintenant que les vari ab l es f orment

une suite de v.a. ind6pendantes (cds note et montrons qu’alors 1’extension

(0,d,P 6) est isomorphe 5 1 ’ espace (Q,d,P,9) si et seulement s i d = 1.

Dans le cas particulier o6 ld loi de u charge 1, c’est a dire si

T) &#x3E; 0, il est facile de voir que h = 1 et donc que la charge stationnaire du

serveur existe sur 0 lui-même. En effet l’inddpendance de o- et T permet dldcrire la

condition T) &#x3E; 0 sous 1 a forme : .

Considdrons les trois suites d’événements :

D’apr6s le lenne2.2 les A sent de probabtUte strictement positive a partir d’un certain

rang N. De plus pour tout n &#x3E; N, P(A PB ) &#x3E; 0. B; et AnnBn dtant indépendants,

A nBHR’ est non ndgligeable pour n ~ N, et comme

C’est dans ce cas particulier que Borovkov a montre 1’existence d’une
distribution stationnaire pour la charge de serveur (cf. [la theoreme 1 p. 203 et

remarque 1 p. 205 ).

La proposition suivante constitue le résultat central de ce travail.
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Proposition 4.1. 1) Dans le cas GIIGII1IO h = d et 9 est ergodique.

En particulier, il y a existence et unicité sur i? des solutions de 1’equation

si et seulement si d = 1.

2) Lorsque d = 1 la loi de cette solution r est donnde par :

De plus, pour toute fonction continue et positive sur 1R+

Ce dernier resultat de convergence generalise celui de Joffe et Ney [2]
dans le cas de la file a un serveur : le theoreme 2 de cet article, applique 5 la file

a un serveur, etablit la convergence des lois conditionnelles de To0n sachant F sous
1’hypothese que la loi de 1: charge tous les intervalles ]0,e[ (e)0). Cette hypothese
implique que la loi de v charge tous les entiers assez grands et donc que d = 1.

La d6monstration de la proposition 4.1 s’appuie sur le lemme suivant qui
a son intérêt propre :

Lemme 4.2. Dans le cas GIIGIIIIO v est integrable et on est dans l’alternative
suivante :

- soit la suite est une suite de v.a. inde p endantes
- soit il existe un entier m &#x3E; 0 et un intervalle I de m , 6ventuel-

+

lement rdduit a un point, tels que :
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Remarque : La deuxieme condition du lemme 4.2 exprime le fait que

En effet

et comme les variables aleatoires ( sont independantes, le

second dvenement est non-négligeable.

Ainsi, dans le second cas du lemme 4.2 la loi de u charge deux entiers

consécutifs m et m+1, et par cons6quent d = l. On ne peut donc avoir que dans

le premier cas du lemme 4.2 : comme on le verra dans la d6monstration (section 5), la

valeur de u depend alors seulement de celle de o~ et pas de la suite des 

tout se passe comme si T etait une constante T et o- une v.a. a valeurs dans l’ensemble

Le cas d / 1 est donc assez exceptionnel.

5. DEMONSTRATION DU LEMME 4.2

a) Intégrabilité de u : supposons d’abord T bornde.
Si T est majorée p.s. par la constante b , par definition de V

lntdgrons la deuxiime indgalitd :

ce ui s’6crit encore, ’ compte tenu de l’indépendance des v.a. et t09k

so i t

et l’intégrabilité de u est étab1ie dans le cas ou T est bornde.

Si T n’est plus supposde bornde on peut appliquer ce qui precede 1 la v.a.

b 
n-I k bvb premier instant oa 1a somme F (TAb)o9 depasse a. Ainsi u est integrate et v
k=O

qui est p.s. majorde l’est done aussi.
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b) -ler cas : supposons que

Si G ddsigne la loi de o- cette condition s’écrit encore

ou

Donc les pm(x) sont nuls pour G-presque tout x. Posons

Le fait que les Pm(x) soient nuls pour m &#x3E; 1 signifie que

ou encore que uX p.s. , c’est a dire que ux est p.s. constante. Le fait que

pour G-presque tout x la v.a. vx soit p.s. constante implique que la valeur de v ne

depend que de celle de o- et pas du tout de la suite des suite 

6tant faite de v.a. independantes, la suite l’est aussi.

-2eme cas : on suppose maintenant que

Les v.a. o- et dtant inddpendantes, il existe un intervalle I de IR~,
éventuellement rdduit a un point tel que :

et le lemme est 6table.
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6. DEMONSTRATION DE LA PROPOSITION 4J

I) Plaçons nous dans le premier cas du lemme 4.2 

Pour tout entier naturel i on consideretta suite de v.a. d6finie par
_ 

P P_

Supposons d = 1 et h &#x3E; 1. Alors il existe un couple (1.j) d’entiers naturels distinct:

tels que P( i,j 6 H(w1 ~ &#x3E; 0, et deux entiers naturels r~ et r tels que

ri et r. sont nécessairement distincts car par construction de H(w) 1’applicationI J

est une bijection. Notons P..(.) la probabilité conditionnelle
’ J

Comme par definition de H(w) l’événement

est Pij -négligeable, les suites et sont deux
promenades aléatoires inddpendantes. Mais comme d = 1, l’événement F ne peut itre

Pij-négligeable : d’après l’égalité de Bezout il existe deux suites d’dldments du
support de v, soient et deux suites d’entiers strictement

positifs, soient et 

Multiplions cette dgalitd par r - ri dans le cas ou ri - ri ) 0 :j 
a. 

J i 

11 est alors facile de construire une famille de trajectoires sur lesquelles V1 = vi
P q

avec

Le cas rj - r i  0 est simi1aire. et on devrait avoir à la fois P ii (F) = 0 et P ii (F) &#x3E;0

ce qui’ signifie qu’il n’existe pas de quartd tel que la probabilite

= = ri ; i,j 6 H(w)) soit non nulle, et dortc h = 1.
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Le nene raisonnefnent applique aux classes d’entiers congrus modulo d

inofitre que dans 1 e cas d &#x3E; 1, H(w) contient p.s. au plus un repr’ésentant de chaque

classe, et done que h  d. On sait deja que h Z d ( proposition 3.1 ) ) donc h = d.

l8ergodicité de 5 découle de la proposition 3.1 car dans le cas independant
(O,a,p,9) est isomorphe a un schema de Bernouilli, donc toutes les puissances de 9 sont
ergodiques.

I I ) Platens nous maintenant dans 1 e deuxième cas du lerrune 4.2 et 

h&#x3E;1. .

Soit X le vecteur aleatoire obtenu par rêordonnement croissant0 + P

du vecteur de composantes :

On définit ar récurrence la suite X ) de v.a. de 0 dans en posant our tout n 0P n + P P

xn,2 ’ ddsignent les composantes du vecteur Xn, et R l’opération

réordonnement croissant. La suite est une chaine de Markov en vertu du rdsultat

suivant : Etant donnde une suite de v.a. 0 --- &#x3E;R k, inddpendantes et de m~me

loi , et une fonction bordlienne F : mh, la suite d6finie par :

X0 donn6e : 0 ---~JR , mesurable par rapport A la tribu engendrde

est une chaine de Markov. On applique ce rdsultat à Yn = (0-09nTO9") et k = 2.

On vdrifie facilement que pour tout n ~ 0 X = X0oon ,donc la chaine est stationnaire.
Considdrons maltenant la chaine X~ induite par X n sur

notons la suite des instants de retour a Ox, et

8~ l ’induite de 9 sur 0*. On a :
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Remarquons que pour tout x = (0,x?,Xg, ... , x h) de IRh + tel que

On rappelle que pour tout y &#x3E; 0

T est le premier instant ou la promenade aléatoire (Tk)k6rn atteint ou d6passe y.
Vy

Conme la chaine Xm est stationnaire par aM, elle admet une probabilité
p

invariarite not6e m , qui est la loi de X~ .
o 4.2

Soit s la borne inf6rieure de l’intervalle I du lemme et S sa borne supérieure.
Quitte a réduire l’intervalle I on peut supposer que pour tout c &#x3E; 0, la loi de o-

charge 1 es intervalles [s.s+£] et [5-£,S]. Soi t 1 e pl us peti t intervalle fermé

contenant 1 e support de T. On peut supposer b -C +00 , car si b = P ( ’t ) &#x3E; 0 et

h = I ( cf. le ddbut de la section 4 ). 

Le cheminement de la ddmonstration est le suivant :

A) On remarque que mm charge 1’ensemble

En effet, soit x = (0, x2, ... , x ) un poi nt de JR tel que 0  x2x3 ...  x 92 9 
- - " 

9h + = 2- 3 - - h

et soit N le plus petit entier supdrieur ou dgal a 2x h /b. Sur l’évenement non negligeable

toutes les composantes du vecteur x se 

annulées au moins une fois avant 11instant T.., et a chaque fois qu’une composante de

xk s’annule elle saute a S, donc XN,h  s sur E.; ainsi au premier

instant T! k TN ou 1a plus petite composante du vecteur X s’annule la chaine XxN 
ou 

x x 
p

atteint K . Done x p 6 K) &#x3E; 0 et in (K) &#x3E; 0.
x P

x 
B) Si on ddmontre que,partant de n’importe quel point de K, la chaine

xp a une probabilitd positive d’atteindre 1’ensemble

ceci impliquera que mx charge K 0* Or par construction de H(~) ~ mx ne peut charger K 0
donc l’hypothèse h &#x3E; 1 est absurde, et h = d = 1 dans le deuxidme cas du lemme 4.2

Il suffit donc d’dtablir que, partant de n’importe quel point de K, la chaine Xm a une
probability positive d’atteindre K . p

o
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Nous allons d’abord ddcrire les differentes 6tapes de la d6monstration dans

le cas tr6s particulier ou o- est constante (a- = S) et ob la loi de ~ change
les extremites de son support interval 1e : P(~= a) &#x3E; 0 et P’c= b) &#x3E; 0.

Supposons que h = 2 et montrons que c’est impossible. Partant de x = (O,y)
avec y  S, la chaine saute a 1’instant T+ a (y,S) et si S - y est assez

0

petit, les deux composantes de X n vont pouvoir s’annuler en même temps : soit

et y ( noter que S - b  D1  S - b + a ) ; considerons la chaine ),1 = I n

qui part de x = (O,y) sur 1’ensemble :

I1 est facile de voir que les deux composantes de Xn- s’annulent pour la

premiere fois et simultanément a 1’instant

Ainsi, pour tout x = (O,y) avec P ( x, = (0,0) ) &#x3E; &#x3E; 0.I x I

Cherchons maintenant à partir de quels points de K la chaine

(Xx) a une probabilite strictement positive d’atteindre 1’ensemblek p

On pose

Cl = sup ( pa +qb ! I p 6 IN, q 6 IN, ) = 

Pia  qlb ,
et on considère la chaine (X~) qui part à T~ = 0 de x = (O,y) avec 

sur l’ensemble

Sur cet ensemble la chaîne (Xn) atteint Ki au pl us tard

à l’instant (en fait au premier instant T k = &#x3E; y). Donc, pour tout

xdeKtel quey~ p ( ~~;2 ~ Dl) &#x3E; 0 et P~(X~=(0,0) ) &#x3E; 0.

On itère ensuite le proc6d6 en posant :

et on montre que :
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Comme les suites Cn et Dn sont respectivement croissante et ddcroissante,
on a ainsi montre que

Comme 0 , il restera a ddmontrer que Lim!D = 0 pour établir
n n ’

que mm (0,0) &#x3E; 0 , ce qui est exclu, donc h = 2 est impossible.

Le schema de la ddmonstration est le meme dans le cas general
(on ne s’interessera qu’aux w pour lesquels les To0n ne prennent que des
valeurs proches de a ou b) ; la bonne definition des suites C n et D n
dans le cas general est la suivante :
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, et comme pour tout E &#x3E; 0 la loi de T charge

[a,a+e[, pour tout intervalle J de largeur strictement supérieure a

Donc Cl est toujours defini et 0 = C0. Par r6currence, la suite Cn est croissante
et majoree par S, et Dn est d6croissante et minoree par 0. Soient C et D leurs limites

respectives.
Bl) Pour tout n &#x3E; 0 posons

et montrons par recurrence que

et que

ainsi nous aurons montre, grace A la propriété de Markov que :

I1 restera ensuite à prouver que la reunion des K’ n (n&#x3E;0~ recuuvre tout K, c’est à dire

que D = 0.

part de x, a juste apr6s 1’instant 0 deux composantes dans 1’intervalle I, et sur

1’evenement non négligeable

ces deux composantes s’annulent pour la premiere fois et simultanement a 1’instant T .
Donc, pour tout x de K tel que s xh S px(3p &#x3E; 0.p h x p o

- Soit n &#x3E; 1 et soit un x de K tel que D C xh  Dn-1  s, at montrons que

Le cas des x de K pour lesquels

est clair car 1’evenement contient p.s.
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Pour les autres x de K,

Comme par definition de On 1’evenement

n’est pas n6gligeable, ne 1’est pas non plus, et

m a

On a ainsi 6tabli d’une part (6.5) (Ki se decompose en deux parties :

x 6 K ~ I xh &#x3E; s et x 6 K ~ I xh ~ s ), et d’autre part que partant de n’importe

que1 point de K’n (n &#x3E; 1), 1a chaine XK a une probabilité positive d’atteindre K n-1 .p n-

Etudions, dans le cas ou Cn-1 &#x3E; 0, a quelle condition on a

Ceci se produit si et seulement si

c’est a dire si et seulement si

Mais alors :

car la loi de a- charge tous les intervalles [s,s+e] pour E &#x3E; 0 ; comme les v.a.

Tv et lE, sont indépendantes, on a en fait :
xh

D’autre part, l’inégalité x h &#x3E; D n implique :

De (a) et on deduit que :
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et en particulier que P(T = b) &#x3E; 0.

On a ainsi montre que

sauf eventuellement si a la fois

- Soit n &#x3E; 1 et x 6 I La loi de T chargeant pour tout E &#x3E; 0 les

intervalles [a,a+c] et [b-e,b], on a pour tout couple (p,q) d’entiers naturels

Supposons d’abord x 2  Cn-18 Comme est de la forme pa + qb , il suffit de

mais comme Cn-l  S - Dn_1 la quantite S -C n-I - 2E peut-dtre rendue supdrieure à

Dn- 1 en ehoisissant E assez petit . On a ainsi établi que :

Le cas x~ 
= c niest A examiner que si pour au moins un x de K’

_ . 

,

mais dans ce cas on a vu que P(T = b) &#x3E; 0, et alors pour tout couple d’entiers (p,q) :

donc

et on termine le raisonnement comme dans le premier cas.
Le point B1 est ainsi dtabli. Montrons maintenant que U K’ = K ,

, 

c’est a dire que D = 0.
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B2) Remarquons que C et 0 vcrifient les dquations :

L’ensemble des nombres infdrieurs a S de la forme pa + qb avec p et q entiers positifs

etant fini, J la suite C n devient constante a partir d’un certain rang, donc Dn aussi

et les égalités (6.8) et (6.9) sont evidentes.

Supposons D &#x3E; 0 et posons :

11 est clair que C  S - D  C , donc S ~ C + D . Montrons que D_  D :

Comme pour tout y &#x3E; 0

d’apres (6.8) on a

mais alors D = s - C - b : en effet, si s - C - bD= D- on peuttrouverdesy D

tels que &#x3E; s - C) &#x3E; 0 , ce qui contredit (6.8). Si D = D- on a donc :
v

et en particulier C + b  C+ . Or dans tout interval le

semi-ouvert de JR + de largeur a i 1 y a un nombre de 1 a forme p a (p 6 donc à forti ori un

nombre de la forme pa + qb, par consdquent Donc D_  D .

Montrons maintenant que C + D_ + b  s. D’apres (6.8)

et donc

avec in6galit6 stricte si

Comme par definition de D.

et en comparant (.6 JO) et (6.11), 1’intervalle ]D_,D[ êtant non vide, on obtient :

avec inegalite stricte sous la double condition :
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On a "ainsi prouve

la premiere indgalitd étant stricte sous la condition (C)
En particulier

Remarquons que si b &#x3E; 2 a 1’inegalite (13) ne peut etre satisfaite car les

diff6rences (C+ - C) et (D - D ) sont 6videmment inf6rieures a la borne inf6rieure

a des valeurs de T. Dans ce cas donc D = 0 et h = 1. Dans (2) Joffe et Ney ont montre

que pour une file a rejet GI|GI|c|O a c serveurs, si l’une au moins des deux condi-

tions T) &#x3E; 0 ou b &#x3E; c.a est r6alisge la probabilite pour qu’un client

trouve a son arrivge tous les c serveurs libres a la fois est strictement positive.

Leur resultat dans le cas c = 2 montre que pour la file a I serveur h = 1 des que

b &#x3E; 2a ou P(Q s T) &#x3E; 0. Ces deux conditions impliquent 1’une et 1’autre que d = 1 :

si P(~ ~~) &#x3E; 0 la loi de v charge 1, et si b &#x3E; 2a elle charge au moins deux

entiers consdcutifs.



71

B3) Déduisons maintenant de (6.13) qu’il existe un couple d’entiers (p,q)
tel que

Montrons qu’il existe un entier q’ tel que 0- = q’b.
Par definition de D_, pour tout E &#x3E; 0 , il existe un entier q’ tel que

1’ensemble

soit non négligeable. On peut meme choisir un q’ valable pour tout E (0£1), car

- - - _z _; 
-- 

I - - -

et done 1a probabi1ité P(D--l  D_) n’est non nulle que pour un nombre fini de

valeurs de k. Pour prouver que D- = q’b ;1 suffit de montrer que pour tout k (0~kq’) :

Supposons ou’il existe un entier k compris entre 0 et q’-1 et une oartie non negligeable
A’ de A sur lanuelle

Soit " le cylindre de’base A’ I obtenu n laissant libre la coordonnee To0k de w. et soitSoit A Ie cylindre de base A’ obtenu e laissant libre la coordonnée To0k de , et soit

Sur l’évenement non ndgligeable A" D B on a

Tq, d6passant strictement D- sur A"n B , elley dépasse aussi- D par définition de D_,
et donc D - b - ~’a . De pl us, i 1 ne peut ~r avoi r Igalitê que si Tq,=D-+b-a p. s. sur

A" fl B, et donc
1.

condition qui suppose que la promenade (Tk) charge le point D_ + b.

Ceci, joint a la condition C - C  a , contredit (6.1~) ~ donc :

De plus l’inegalité (6.13) peut maintenant s’écrire

On proc~de de meme pour prouver que D = pa en refllarquant que (6.8), implique
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Montrons maintenant que q’ = p - 1. Corrune D- ~ D et a  b, i 1 est clair

que q’  p - 1. Supposons q’  p - 1 et considdrons 1’ensemble

notons N le plus petit entier compris entre 1

Remarquons que

done par ddfinition de D- l’inégalité M ) D- implique D. De plus comme

et dans ce cas MN &#x3E; D. Ainsi

et

avec inegalite stricte si P(’t = b) = 0.

Cette inegalite, jointe a ]a condition Ct - C  a , est incompatible avec (6.14).,
done q’ = p - 1.

Montrons que C = qb. Supposons C = na + qb avec n &#x3E; 1 ; par definition de C 
+

donc C - C  b - a. D’autre part D - D  a, donc d’apres (6.14) on a :

Comme D = pa D - = (p-1)a, mais d’autre part D - = 

p = 1, d’ou D - 0 et

D = a. (fi.12) s’écrit alors

et comme C+ - C + b - a , ces trois in6galit6s sont en fait des 6galitds et (6.8) devient

et donc 0 = 0. Le system ( 6. i 5 3 est impossible et C = qb.

Supposons maintenant que Ct = p’a + mb avec 1. Par definition de C+

donc C+ - C  b - a et il suffit de reprendre le raisonnement fait ci-dessus pour 6tablir

que C+ - p’a.
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Montrons enfin que p’ = q + 1. On a 6videmment p’ ~ q + 1 car C  C+
et a  b, et si p’ &#x3E; q + 1 on montre facilement en considdrant l’ensemble

que C+ - C  b - a (cf. le raisonnenient fait pour prouver que q’ = p-1). Comme

D - D‘ ~ a on aboutit de nouveau grace a (~fi.14) au systeme (6.15)qui est impossible.
Donc p’ = q + 1 et le point B3 est etabli.

B4) La condition (5.1?) s’ecrit maintenant :

la premi6re indgalitd étant stricte des que: P(T=b) &#x3E; 0 et P(o-=s) &#x3E; 0

ce qui signifie exactement que :

Ceci contredit le fait que sur l’événement non negligeable

Done D = 0 et dans le deuxième cas du lemme 4.2 on a h =d = 1.

Le point 1) de la proposition 4.1 est dtabli. Passons au point 2).

Calculons la loi de F dans le cas d = 1. est une chaine de

Markov stationnaire rdcurrente en 0, dont le noyau est donn6 par :

La loi de r est la probabilité invariante de cette chaine. Soit m la mesure

Q-invariante définie par
.. - ’I

Comme

La loi de F est donc la probabi I i td Q- i nvari ante oO m est donnde par -(6-16)3ETV7

ce qui prouve (4.1).
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Pour dtablir (4.2) il suffit d’appliquer le théorème d’Orey à la chaine

de Markov stationnaire qui estrecurrenteen 0, irreductible, et aperiodique

si d = 1. La proposition 4.1 est ainsi ddmontrde.

Je remercie Monsieur Neveu pour 1’aide pr6cieuse qu’i1 m’a apport6e dans

c e travail.
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