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CHARGE STATIONNAIRE D'UNE FILE D'ATTENTE A REJET

APPLICATION AU CAS INDEPENDANT

D. FLIPO

Title : Stationary load of the single server loss system.
Application to the GI|GI|1|0 system.

Abstract : A formal approach to single server loss systems G|G|1|0 is given (sect. 2
and 3) : the stationary load of the server is constructed on an extension Q of the
initial probability space Q.

The second part deals with the GI|GI|1]0 systems. Results are sfated in
section 4 : a very simple necessary and sufficient condition is given for the extension
space Q to be isomorphic to Q. Under this condition, in fact almost always fulfilled,
the 1load equation has a unique solution on Q itself. The proofs are given in sections
5 and 6.

Keywords : Loss system , stationary load , extension .

Résumé : La premiére partie de ce travail (sections 2 et 3) est consacrée 3 la
construction et & 1'étude d'un espace de probabilitéﬁ sur lequel la charge stationnaire
du serveur d'une file G|G|1]0 peut €tre définie de maniére unique. La seconde partie
(sections 4 a 6) concerne 1'application au cas GI|GI|1/0. Une condition nécessaire et
suffisante trés simple d'existence et d'unicité de la charge stationnaire sur 1'espace
de probabilité initial est donnée.
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1. INTRODUCTION

On étudie la charge stationnaire [ du serveur, aux instants d'arrivée
de clients, d'une file d'attente G|G|1|/0 (file ou tout client trouvant 3@ son
arrivée le serveur occupé renonce au service et s'en va immédiatement). Comme la
charge stationnaire ne peut pas, en général €tre construite sur 1'espace Q2 des

.

mesures ponctuelles chargeant 1'origine (espace de Palm), on construit 3 la
section 2 une extension ! de cet espace, minimale en un certain
sens, sur laquelle 1'équation de la charge a une solution unique. Cette extension
est isomorphe a celle donnée par Neveu (4].
Les travaux précédents traitant des files a rejet étudient soit les
lois stationnaires de [~ (Borovkov [1], Lisek [3]), soit, ce qui.revient au méme,
la limite quand n — o des lois conditionnelles de la charge Fh d.la n-iéme arrivée
connaissant la charge Fb .3 1'instant 0 (Joffe et Ney [2]). La méthode employée
ici , qui reprend, les idées de Lisek [3] et Neveu [4], permet de construire

la v.a. charge et plus seulement sa loi. La section 3 est consacrée

a des résultats nouveaux sur la taille de 1'extension§i 1'ergodicité de (propo
.sition 3.1 ) et sur la structure des solutions ergodiques de-1'équation régissant
la charge stationnaire (proposition3.2) : on établit que toute extension ergodique
de Q permettant de construire la charge stationnaire se projette sur une composante

ergodique de Q.
Dans la seconde partie on étudie ce que devient cette extension dans

le cas indépendant GI|GI|1|0. Les résultats.sont énoncés a la section 4, les
démonstrations sont données aux sections 5 et 6. La proposition 4.1, qui constitue
Te résultat principal de ce travail, énonce une condition. nécessaire et suffisante
trés simple pouf que Q soit isomorphe a 2 ; sous cette condition, d'ailleurs
bresque toujours réalisée (cf. la remarque qui suit le lemme 4.2), la v.a. [
existe sur Q lui-méme et est unique, et il y a convergence des lois conditionnelles
Jde F}‘ sachant [”0 vers la loi de [". On retrouvera au cours des démonstrations les
résultats partiels obtenus par Borovkov [1] (Théoréme 4 p. 211) et Joffe et Ney [2]

(théoréme 2) sur 1'existence d'une loi stationnaire pour [ .
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2. CONSTRUCTION DE L'EXTENSION

Soient o et T deux v.a.r. strictement positives intégrables sur 1'espace

de probabilité ( Q,&,P) muni d'un automorphisme 8 bi-mesurable préservant P et ergodique
. . . e i gigs s - - n
Soit (Tn)ne 7 la suite des instants d'arrivée définie par To o, Tn+l Tn + 108,

(n€Z ), etN=1 € le processus ponctuel des arrivées (description de Palm).
nez n

Le service demandé par le client arrivant a 1'instant Tn est 008" (n € Z) sile

serveur est libre et 0 sinon.
La charge stationnaire du serveur, si elle existe sur Q, doit vérifier

1'équation :

(21) Fo8=(T+o 14 -7
équation qui peut avoir selon les cas 0, 1, ou plusieurs solutions. Nous chercherons
donc i construire une extension ({,0,7,8) de (Q,2.P,8), ol i est une partie de @ xIN,

sur laquelle 1'équation

(22)  Fo8@ = ( F@ + olw 1750 - T )’

)+

a une solution et une seule.
La v.a. v de la définition suivante joue un rdle crucial dans la suite :

Définition 2.1. Soit v la v.a. entiére > 0 définie sur (Q,&,P) par

n-1
viw) =min (n >0 IkEO (8%w) 2 o-(w) )

et soit
d=pgcd (n>0 | P(v=n) >0 )
v est 1'indice du premier client servi aprés le client 0 lorsque celui-ci a lui-méme

8té servi.

Notons L 1'application de Q x N dans N définie par :

i+ 1 sur (vo® 'y i +1)

L{w,i) = {

0 ailleurs

et (Lm(w))memx les applications de NN dans IN définies par :

Lw) = Loy, ) et L™ = ™w) o L(e™™ Ny, ) pour m } 1,

et posons

HMw) = LM(w,N) .

Lemme 2.2. L'événement Limnsup(\.vog-n > n) est P-négligeable et la suite (Hm(w))mzl

est pour presque tout w une suite décroissante de parties finies non vides de N, dont
1'intersection H(w) a un cardinal P-p.s. constant noté h.
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Démonstrattgq ¢ Par détinition de v on a :

v-2 K v-1 K
L 18" ¢Co ¢ L 108
k=0 k=0
Intégrons la premiére inégalité :
(T w0t 1., & <Elo)
Q. vk o

et utilisons 1'invariance de P par 0 :
(2.3 5 (?? 1. kg, ) 18! ap < E(o)
2.3) g ko) o8 Ok clo

Comme la v.a. 109'] est strictement positive, cette inégalité assure la convergence

@ éav\c,
presque sure de la série [ l\mg-k>k ; la suite lvoe'k>k tend¥p.s. vers 0
k=1

et il existe une v.a. K(w) finie presque sirement telle que pour tout k 2 K(w)

qu'k ¢ k. Doncl'événement Lim sup (vo8™" > n) est P-négligeable.
n

L'ensemble
H](w) = L(B-]w.lN) z {0} U{n >0 | on-" >n ‘_
est donc pour 'presque tout w une partie finie non vide de N. L'égalité
L™ (w) = ™w) o L(8™} )
assure que H™'(w) est inclus dans H™w), ainsi tous les Hm(w) (m 2 1) sont presque

sdrement des parties finies , évidemment non vides,de IN. Pour presque tout w, la

suite (H"(w)) devient constante & partir d'un certain rang (dépendant de w) et la

limite décroissante H(w) des H"(w) est donc p.s. non vide. Notons h™(w) et hlw)

respectivement les cardinaux des ensembles H™w) et H(w). En remarquant que
L™ (ow) = L(w, . ) o L"(w)

ona h™(ew) ¢ h™w) et en passant a la limite enm ho® ¢ h  P-p.s.

de 1'ergodicité de 8, h est P-p.s. constante.

3 compte tenu

Dans la suite nous considérerons 1'extension suivante de Q :
G={(wi)eax N|i€Huw}

8(w,i) = (6w , L(w,i))

d est la trace sur & de la tribu A a2 (W) od P() est 1a tribu des
parties de o,

La mesure P sur(Q,d) est définie par :

vAEQ BAx (1D = §, 1,00, W

(noter que P n'est pas une probabilité : P(Q) = h).

Vérifions que 9 est un autom3§:isme de £ : il suffit pour celd de prouver

que pour presque tout w 1'application L(w, -) : H(w) ---> H(Bw) est une bijection ;

or comme Lm+](9w) = L(w, -) o Lm(w), L(w, - ) est une surjection de H™w) sur Hm+](w),
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ensembles qui sont respectivement égaux & H(w) et H(Bw) pour m assez grand, donc
aussi une surjection de H(w) sur H(Bw), et méme une bijection puisque H(w) et H(Bw)

sont deux parties de IN qui ont méme cardinal h.
L'invariance de P par 0 est immédiate : en effet, pour toute fonction

f:Q---> R* on a :

fo foB oF = § L fl0u, L) Tigy ) P
= x} }EN f (6w, j) ‘jEH(Qw) dP(w) en posant j = L(w,i)
= fﬂ f dp car 8 P = P,

@ n'est pas nécessairement ergodique. Tout invariant '3 de (Q,d,P) est &

un ensemmble P négligeable prés de la forme
(2.4) J={w) e e}
ou I(w) vérifie
(2.5) I(8w) = L(w, I(w) ) P-p.s.
En particulier, le cardinal de I(w) est P-p.s. constant.
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3. PROPRIETES DE L'EXTENSION

La proposition suivante donne un encadrement de h et une condition suffisante

d'ergodicité de 8.

Proposition 3.1. Soit r le plus petit entier supérieur ou égal a E(o-)/E(T), et

(3.1)  r' = inf {n >0 | PN (vo8™ ¢m) ) > 0.}
' m2n

(r' est fini d'aprés le lemme 2.2) . Alors
(3.2) dS¢hgSrar'

Si h=d et si (Q,Q,P,Gd) est ergodique, alors (Q,d,7,8) 1'est aussi.

Démonstration : Démontrons d'abord que h ¢ r A r'. Posons B.. = N (vo8™ ¢ m) ,
mr'

par définition de r' P(Br.) > 0, et comme :
(3.3) Hw = (k>0 wa™®>k)u(o

H(w) c:H](w)cz.(O.l,Z, -e» »r'-1) p.s. sur B_,, et donc h S r'.
D'autre part 1'inégalité (2.3) peut s'écrire

(o)
E(T)

1

108 ' dP

( (T 1.k ) 108”" ap ¢ §
a's Twe™ sk Q

I1 existe donc un événement non négligeable A sur lequel

E(o)
1. -k _—
k=] Vo8 "Xk ¢ E(t)

—18

et comme le premier membre de cette inégalité est entier

©
J:] 1o Ky § r-1  p.s.surA.
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D'aprés (3.3)
card H(w) ¢ card H (w) ¢{r P-p.s. surA

et donc h{r.

Pour prouver que h 2 d remarquons que H](w) contient p.s. 1'ensemble
(0,1, ... ,d-1) car v 2 d p.s. . De plus pour tout i de H (w) Llw,i) = i + 1 sauf

si \:09‘i i+ 1, ce qui ne peut se produire que si i + 1 est congru d 0 modulo d,
donc L(w,i) est congru @ i + 1 modulo d P-p.s. sur (i € H](w)). Par conséquent,si
H"(w) (n 2 1) contient au moins un représentant de chaque classe d'entiers modulo d
H"fl(Gw) aussi. Par récurrence, pour tout n ) 1 H"(w) contient P-p.s. au moins un
représentant de chaque classe, et card H"(w) 2d P-p.s., donc h d.

Pour établir la seconde partie de la proposition 3.1 rappelons que toute

partie @ invariante de 2 est, a un ensemble F-négligeable de la forme

A = {(w,i) €Q | 1€ Hw}
ot I(w) vérifie (2.5). Si h=d=1, card i(w) vaut 0 ou 1 P-p.s. et 1'ergodicité
de 9 est triviale . Si d > 1, notons § 1'ensemble des entiers congrus & j modulo d
et posons pour 0 £ j £ d

Aj =(wWeEQ| Hw NT#g)

Comme L{w,i) = 7+#T P-p.s. sur (i € H(w)) , on déduit de 1"égalité (2.5) que

e“(AJ.) =A,, P-p.s. pour 0¢<j<d

1

J-1
et 8~

(A)) = A4y P-p.s.

Donc Q‘d(Ao) <A, et Aj OJ(AO) P-p.s. pour 0 < j < d. 89 &tant ergodique :
0, donc I(w) = g P-p.s.

]
"

-soit P(A)) = 0 et pour tout j (0 ¢ j < d) P(A;)

1, donc

-soit P(Ao)

1 et pour tout j (0 ¢ j < d) P(Aj)

-~

card I(w) Y d =h P-p.s. et A=0 P-p.s.
et 1'ergodicité de @ est ainsi établie.

Le probléme de 1'existence et de 1'unicité des solutions de 1'équation(2.2)
est résolu par la proposition suivante, qui assure en plus que toute autre espace de
probabilité permettant de construire la charge stationnaire du serveur se projette
sur Q.
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Proposition 3.2. La v.a. définie sur ¢ par :

"

- A
M(w,i) = (008} - k[] 100 )t siizo

(3.4) 3
[(w,0) =0
est solution de 1'équation (2.2)
Soit (f2',Q',P') un espace de probabilité muni d'un automorphisme ergodique
@°, et une application mesurable ¢ de (Q',Q&) dans (Q,Q) telle que :
do008'=080%¢d et o(P') =P .

Alors, 3 toute solution [ ' non P'p.s. infinie de 1'équation :

(3.5) 0@ = ([*+o00d 1, - T0h)

3 ~ . . T ! 5
correspond une composante ergodique I de Q2 et une application mesurable ¢ de @ dans I

telle que :

~

M =To0¢ 6o00' =909 et 3(P')=-j—

Démonstration : Vérifions que la v.a. définie en (3.4) est solution de (2.2) :

I:o O(w,i)

f:(Gw. L{w,i))

. 1
(o-(87 ') - kEO e unt siizo

(o (w) - T(w))? sii=0

(MW, i) + olw) 1r, 4y = Tl ).

Si 1'événement 8'-invariant (["' < @) n'est pas P'-négligeable, i1 est
P'-presque certain en vertu de 1'ergodicité de 8'.De plus 1'évenement ([*' = 0) ne
peut étre négligeable, sinon 1'équation (3.5 ) s'écrirait ['08' = [ ' - Top et
impliquerait [ ‘0 @' (' donc [ ' P'-p.s. constante et T P-p.s. nulle.

Lav.a. v(w')=49nf (n€ N| [ '008' ™uw') =0 ) est donc finie P'-p.s.
et [ ' peut s'écrire en itérant (3.5) :

! ' . \).(U) -
(3.6) *(w) = (008™ ') (g1ur)) - Lo e ew )t pps,
La v.a. v' vérifie 1'équation :

(3.7) v'o8'(w') = L(d(w'), v'(w')). P-p.s.
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Or (3.7) implique que v'(w') est dans H](cb(w')) P'-p.s. et que si v'(w') est dans
H'(¢(w')) alors v'(8'w') est dans Hnﬂ(d)(g'w')), donc par récurrence

vi(w) 6 NH(¢(w')) = H(¢(w')) P'-p.s.
n21

Soit ¢ 1'application de Q' dans Q définie par é(w') = ( blw') , v'(w') ).
3 vérifie 1'équation :
(3.8) $08' =809

Soient (I,,I,, ... »I ), (1gk¢h), Tes composantes  ergodiques de 2. Pour tout j compris

~

entre 1 et k ¢ ](IJ.) est d'apres (3.8 une partie 8'-invariante de Q' ; étant donnée

1'ergodicité de @', pour un indice j0 et un seul, 3-]“,)' ) = Q' P'-p.s. tandis que
]

pour tous les autres 3-](Ij) =;/ P'-p.s.. Posons T = Ij » de (3.6) et de1a définition
(0

de 3 on déduit que
M) = T, vw)) = [ o §lw).
Notons P' la probabilité image de P’ par ¢ et montrons que P' = P /P(T).
Remarquons que pour tout A de (L :
PrAx ) = P8 (A x ) = P (o1 (A)) = P(A)

la mesure P' est absolument continue par rapport 3 la mesure P @ A ol A désigne la
mesure uniforme sur IN , et il existe donc une fonction positive, nulle en dehors de

T, G-mesurable, telle que P' = f - PaA. D'autre part, comme P' est 8'-invariante,

d'aprés (3.8) P' est 8-invariante, et pour toute fonction g positive, d-mesurable :

fgd = L 59 glw,i) flw,i) dP(w)
€N
<fgld = [ SQ glw,i) fod (w,i) dP(w)

i€EN

P-p.s. constante sur la composante ergodique I.

donc f est @-invariante , C'est a dire
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Corollaire 3.3. I1 y a correspondance biunivoque entre les solutions de (2.1) sur Q et les

invariants 1 de 5 de la forme :
(3.9) 1= {(w,i) EQ| i€ J(w)} avec card J(w) =1

Dans le cas ou h =1 (ce qui est en particulier réalisé si r' =1 ou si
E(o-) < E(T) d'aprés la proposition3.1)1'squation (2.1) admet une solution et une seule

[Mw)

A

[(w, i(w)) od 1i(w) est 1'unique élément de H(w).

Démonstration : A tout invariant de Q tel que card J(w) = 1 correspond évidemment une
solution [  de (2.1) :i1 suffit de poser [(w) = [(w, i(w)) , ou i(w) est 1'unique élé-
ment de J(w).

Pour établir la réciproque, appliquons la proposition3.2 3 Q'=Q et
¢ 1'identité de Q dans Q. A toute solution [ de (2.1) on associe la varjiable
vi(w) =inf (nY0 ] o8 Mw=0)
et 1'application $:Q--->% définie par
Fw = (v, v'iw).

(3.8) s'écrit alors

5 00 = ] 0 E
et 1'ensemble 8(RQ) = {(w,i) | we Q} est @-invariant et répond 3 la question.

Dans le cas particulier h = 1, v'(w) est 1'unique élément de H(w) et

Fw) =T 08 (@ =T {w vw) P-p.s. .

Remargues:’l)La condition r' =1, qui assure que h = 1 et donc que la charge du serveur
existe sur Q lui-méme, est exactement celle que Borovkov [{] impose pour obtenir
1'existence d'une distributionstationnaire pour [ .

2) Le systéme dynamique (ﬁ,ﬁ.f".ﬁ) ainsi construit est isomorphe au systéme
(03,4,P §) présenté dans Neveu [4] par :
y: @—> 0
(w, i) ———> (87w, 1)
qui a pour inverse :
g —— @
(w,n) ————>(8"w, n)

On a

En particulier
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4. CAS GI|GI|1|0. ENONCE DES RESULTATS

) . . . n _..m
Supposons maintenant que les variables (o008 , T06 )nel, mEZ forment

une suite de v.a. indépendantes (cas noté GI|GI|1]|0) , et montrons qu'alors 1'extension
(,d,P 8) est isomorphe & 1'espace (Q,4,P,8) si et seulement si d = 1.

Dans le cas particulier ou la loi de v charge 1, c'est a dire si
Plo- { T) > 0, i1 est facile de voir que h = 1 et donc que la charge stationnaire du

serveur existe sur Q lui-méme. En effet 1'indépendance de o- et T permet d'écrire la

condition P(o- ¢ T) > 0 sous la forme :
x>0, Plo¢x)>0 et P(xr2x)>0

Considérons les trois suites d'évenements :

-m u -k
A,= N(oo8 ™ ¢ [ 108 ")
m2n k=1
B,= N 8P(r)x)
0<p<n
B = 0 &Plo ¢ x)
0<p<n

D'aprés le lemme 2.2 les A, sont de probabilité strictement positive a partir d'un certain
rang N. De plus pour tout n 2 N, P(Anan) > 0. B et AnﬂBn étant indépendants,

Ananﬂaﬁ est non négligeable pour n 2 N, et comme
A, = (Hy(w)e{o,1, ... ,n-1])

et BB < N eP(v = 1)
0<p<n

Hi(w) = {0} p.s. sur ANB M. , et h=1.
C'est dans ce cas particulier que Borovkov a montré 1'existence d'une
distribution stationnaire pour la charge de serveur (cf. [1] théoréme 1 p. 203 et

remarque 1 p. 205 ).

La proposition suivante constitue le résultat central de ce travail.
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Proposition 4.1. 1) Dans le cas GI|GI|1]|0 h=d et 8 est ergodique.

En particulier, il y a existence et unicité sur Q des solutions de 1'équation
+

r09=(r+olrm-r)

si et seulement si d = 1.
2) Lorsque d =1 1la loi de cette solution [ est donnée par :

(P([ =0) = )

@
(4.1) {P(T>x) = L P(Y >x) pour tout x ) 0, avec
E(v) n=1
n-1 k

= |
o et o~ | et
<

kYn=o-- L Tto8" .
k=0

De plus, pour toute fonction continue et positive sur ]R+

(4.2)  E[f(08") | M= x]) oz E (F(D)

Ce dernier résultat de convergence généralise celui de Joffe et Ney [2]
dans le cas de la file & un serveur : le théoréme 2 de cet article, appliqué a la file
d un serveur, établit la convergence des lois conditionnelles de 08" sachant [~ sous
1'hypothése que la loi de T charge tous les intervalles ]0,e[ (e>0). Cette hypothése
implique que la loi de v charge tous les entiers assez grands et donc que d = 1.

La démonstration de la proposition 4.1 s'appuie sur le lemme suivant qui
a son intérét propre :

Lemme 4.2. Dans le cas GI|GI|1]0 v est intégrable et on est dans 1'alternative
suivante :

- soit la suite ("°9n)nez est une suite de v.a. indépendantes

- soit il existe un entier m > 0 et un intervalle I de R,, éventuel-
lement réduit a un point, tels que :

ll'l'] k
Pl €EI1)>0 et P(vze€l, L[ To8

Tk
Czg¢ L 1087) >0
k=0 k=

1
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Remarque : La deuxiéme condition du lemme 4.2 exprime le fait que
Plv=m+1 N v8=m) >0

En effet
m-1 K m K
p=m+1nvwe=n}Df{ccInocodernvzel [ Toe <z L%od]
k=0 k=1

. P n m s ax
et comme les variables aléatoires ( o008 , To® )nGEZ, meZ sont indépendantes, le

second éveénement est non-négligeable.

Ainsi, dans le second cas du Tlemme 4.2 l1a loi de v charge deux entiers
consécutifs m et m+1, et par conséquent d = 1. On ne neut donc avoir d # 1 que dans
le premier cas du lemme 4.2 : comme on le verra dans la démonstration (section 5), la
valeur de v dépend alors seulement de celle de o- et pas de la suite des Ctoen)nezz 5

tout se passe comme si U était une constante T et o- une v.a. a valeurs dans 1'ensemble

@
U J(kd-1)T,kdT].
k=1

Le cas d # 1 est donc assez exceptionnel.

5. DEMONSTRATION DU LEMME 4.2

a) Intégrabilité de v : supposons d'abord T bornée.
Si T est majorée p.s. par la constante b, par définition de
\’-] k

o § L To8
k=0

Intégrons la deuxiéme inégalité :

(o +b

(L
|
0 k=0 VY >k

. 108% ) dP < E(o) + b

ce qui s'écrit encore, compte tenu de 1'indépendance des v.a. lu > k et 106

®
E( ng 1,y k) - E(X) CElo) + b
E(v) ¢ Elel*tb
E(r)
et 1'intégrabilité de v est établie dans le cas ou T est bornée.
Si T n'est plus supposée bornée on peut appliquer ce qui précéde a la v.a.

soit

n-1
vb premier instant ol la somme [ (TAb)OGk dépasse o. Ainsi W est intégrable et v

qui est p.s. majorée par vb 1'est donc aussi.
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b) -ler cas : supposons que

m-1 k m
Vm >0 P( L t8 <o § [ T7od
k=0 k=1

Si G désigne la loi de o- cette condition s'écrit encore

k') = 0.

ym > 0 $1R+ pm(x) dG(x) = 0

ol
m'] k m k

p(x) =P( L 700" ¢ x§ L T08 )
m k=0 k=1

Donc les pm(x) sont nuls pour G-presque tout x. Posons

n-1 K

vi(iw)=inf(n21 | L T08" ) x)
X ) k=0 -

Le fait que les p_(x) soient nuls pour m ) 1 signifie que
m =

¥m 2 1 vwom === vod)im p.s.

ou encore que vxoe 2 v, P.s., c'est d dire que v, est p.s. constante. Le fait que
pour G-presque tout x la v.a. vy soit p.s. constante implique que la valeur de v ne

dépend que de celle de o- et pas du tout de la suite des (roe“)nel . La suite (o-oQ")nEl

étant faite de v.a. indépendantes, la suite (\;09")nez 1'est aussi.

-28me cas : on suppose maintenant que

k

m-1 k m
m>0 P(L 710 <o ¢ L[ 100 )>0

k=0 k=1
Les v.a. o= et (Toek)kez étant indépendantes, il existe un intervalle I de 1R+.

éventuellement réduit a un point tel que :

m-1 k moy m-1 K m
P( L 18 Co § L 10 )=Plo-€I)-P(vz€I, L[ t8 <z¢ L 7100
k=0 k=1 k=0 k=1

et le lemme est établi.

k)
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6. DEMONSTRATION DE LA PROPOSITION 4.1

I) Plagons nous dans le premier cas du lemme 4.2 ]
Pour tout entier naturel i on considére?a suite de v.a. (“;)pzl définie par
Woewe -4 sii>0 et v =0 sii=0

i i v}
Yo+l = Vp + vo8°p pour tout p 2 1

Supposons d =1 et h > 1. Alors il existe un couple (i,j) d'entiers naturels distincts
tels que P( i,j € H(w) ) > 0, et deux entiers naturels ry et rJ tels que

i :
Ploj =ry 5 vj=r; 5 1,J€EHW )>0 .

ry et rs sont nécessairement distincts car par construction de H(w) 1'application

vi
Hlw)=======-~ > H(B™1 w)
est une bijection. Notons Pij(') la probabilité conditionnelle

Pij(.)=P(-|v:=ri;u{=rj;i,jEH(w))

Comme par définition de H(w) 1'événement

F=U U (v =)
p>1 g>1

P.. -néqgli ’ i J
est i négligeable, les suites (“p)p>l et (“q)q>l sont deff_:)

<:;}omenades aléatoires indépendantes. Mais comme d = 1, 1'événement F ne peut étre

Pij-négligeable : d'aprés 1'égalité de Bezout il existe deux suites d'éléments du

support de v, soient (kn)lgngN et (kﬁ)lgmgM , et deux suites d'entiers strictement

positifs, soient (cn)lgngN et (c‘;l)lgmgM telles que :

N M
ng cy kK, - ;E] cp ko =1
Multiplions cette égalité par rj - Ty dans le cas ou rj -y >0 :
N M
ryt (rj - ri) }El ¢, k, = ry+ (rj -ry) Eﬁ cn ko
I1 est alors facile de construire une famille de trajectoires sur lesquelles v; = vg
avec
N M
p=1+ (rJ -ry) :5] c, et gq=14+ (rj -ry) ;E] Cm

Le cas rj -y ¢ 0 est similaire, et on devrait avoir a la fois Pij(F) =0 et Pij(F) >0

ce qui signifie qu'il n'existe pas de quarté (i,J,ri.rj) tel que la probabilité

P‘“: AR L “{ =rys L,JE€ H(w)) soit non nulle, et donc h = 1.
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Le méme raisonnement appliqué aux classes d'entiers congrus modulo d
montre que dans le cas d > 1, H(w) contient p.s. au plus un représentant de chaque
classe, et donc que h ¢ d. On sait déja que h ) d ( proposition 3.1 ) donc h = d.

L'ergodicité de B découle de la proposition 3.1 car dans le cas ind&pendant
(Q,4,P,0) est isomorphe & un schéma de Bernouilli, donc toutes les puissances de 8 sont
ergodiques.

I1) Plagons nous maintenant dans le deuxiéme cas du lemne 4.2 et supposons

h>1.

Soit X, le vecteur aléatoire Q --->R2 obtenu par réordonnement croissant

du vecteur de composantes :

R(w) =0 si 0 € Hlw)

(6.1) © S "

¥i € H(w), i # 0, Ri(w) = 008 - I To08 >0
k=1

On définit par récurrence la suite (Xn) de v.a. de Q dans RE en posant pour tout n 2 0

[gxn ]-roe")+, cee s (Xn h-ToQ")"] si Xr| 1 >0
(6.2) x . =
I!B(roG"-Toen)+,(Xn 2-109")+, e s (X0 h-ToQ")+] si Xn,] =0
ou Xn’] , Xn’2 s eee s Xn,h désignent les composantes du vecteur X, et R 1'opération

réordonnement croissant. La suite (Xn)nem est une chaine de Markov en vertu du résultat

suivant : Etant donnée une suite (Yn)nel de v.a. Q --->Rk, indépendantes et de méme

loi , et une fonction borélienne F : Hﬂ%(Rk --=) HJE la suite (xn)nEN définie par :

Xo donnée : Q ---)Rh, mesurable par rapport a la tribu engendrée

par les (Yn)n<0

et Vn €N X o= F(X,Y)

est une chaine de Markov. On applique ce résultat a Yn =(o-09n,T09n) et k = 2.
On vérifie facilement que pour tout n 2 0 Xn = Xooen ,donc la chaine est stationnaire.

Considérons m5$%énant la chaine X; induite par Xn sur
Qx=(w€Q|0€H(w))=(w€Q|X0]=0),

X

- X X .
notons T] . T2 R .

Koo la suite des instants de retour a Qx, et

o 1'induite de 8 sur Qx. On a :

x-
XO = Xo P p.s. sur Q"

(6.3)
X Xp__X A Xp\+ X ¥ Xp,+t X _* XDt
Xp” R[(o-oe tT00™") ,(Xp’2 T08°F) ", ... ’(xp,h To8™ ") ] (p 2 0)
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h
Remarquons que pour tout x = (O,xz,x3, ces ,xh) de R, tel que 0 < Xo < X3 ¢... ¢ Xp

X + + +
X] :[0)(’(3_1-\, ) y e ’(xh‘r\) ) :(O"TU ) ] Px~p.S. sur (0' Z xh)
Xo Xo X,
On rappelle que pour tout y > 0
v w =inf (n2 1 | [ 108" )y ),
y k=0 )

T. est le premier instant ol la promenade aléatoire (Tk)kEIN atteint ou dépasse y.
Yy

Comme la chaine X* est stationnaire par Bx, elle admet une probabilité
invariante notée m", qui est la loi de X: . 4.2
Soit s la borne inférieure de 1'intervalle I du lemméVEt S sa borne supérieure.

Quitte a réduire 1'intervalle I on peut supposer que pour tout € > 0, la loi de o
charge les intervalles [s,s+e] et [S-€,S]. Soit [a,b] le plus petit intervalle fermé
contenant le support de T. On peut supposer b +m , car si b=+ P(o 1) >0 et
h=1 (cf. le début de la section 4 ).

Le cheminement de la démonstration est le suivant :

A) On remarque que m" charge 1'ensemble

- h -
K= § 0% ven axp) ERY 10 = %y x5 € enn % <

En effet, soit x = (O;XZ' cee s xh) un point de RE tel que 0 ¢ X,

5

[[PaN
[[PaN wm

X3 & ..o < xh .

et soit N le plus petit entier supérieur ou égal & 2x/b. Sur 1'événement non négligeable

E= 0 (008" €1, 100" ) b/2)
0k¢N

toutes les composantes du vecteur x se sont ~
Cannulées au moins une fois avant 1'instant TN’ et a chaque fois qu'une composante de

E]

X, s'annule elle saute a 008 $S, donc X, ¢S P.o-p.s. surE.; ainsiau premier

instant Tf 2 TN ou la plus petite composante du vecteur X s'annule la chaine X;

atteint K . Donc P (3p x; EK) >0 et m(k) > o0.

B) Si on démontre que,partant de n'importe quel point de K, la chaine
X; a une probabilité positive d'atteindre 1'ensemble

= h =
Ko = {00uxpux50 v ) ERD | x, =0}
ceci impliquera que m* charge Ko' Or par construction de H(w), m* ne peut charger Ko’

donc 1'hypothése h > 1 est absurde, et h = d = 1 dans le deuxiéme cas du lemme 4.2

IT suffit donc d'établir que, partant de n'importe quel point de K, la chaine X* a une
probabilité positive d'atteindre L P
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Nous allons d'abord décrire les différentes étapes de la démonstration dans
le cas trés particulier ol o- est constante (o- = S) et ou Ta loi de T charge
les extrémités de son support intervalle : P(Tt = a) > 0 et P(x=1b) > 0.
Supposons que h = 2 et montrons que c'est impossible. Partant de x = (0,y)
avec y < S, la chaine saute a 1'instant T; a (y,S) et si S - y est assez

petit, les deux composantes de Xn vont pouvoir s'annuler en méme temps : soit
D, = inf (pa+tgb | p€N q€EN, patgh2S-b) = Py * qgb »
ety € ]D],S[ ( noter que S - b ¢ D] {S-b+a) ; considérons la chaine (Xn)
qui part de x = (0,y) sur 1'ensemble :

+
a:weR T W= T oo = pga+qb ;T8™ O(w) = b}

I1 est facile de voir que les deux composantes de Xn‘s'annu]ent pour la
premiére fois et simultanément a 1'instant

= Py2 * gyb+ b= D+b.

Tp0+qo+] 1

Ainsi, pour tout x = (0,y) avec D]<y<S Px( X? = (0,0) ) > 0.

Cherchons maintenant 3 partir de quels points de K la chaine
(Xﬁ) a une probabilité strictement positive d'atteindre 1'ensemble
Ky = { x €K | D, Cy<SsS }
On pose
C,=sup (pa+gb|pe€N g€EN, pa+qgb(S5 - D, ) = pja + qpb
et on considére la chafine (Xn) qui part & T, = 0.de x = (0,y) avec O(y§C]

sur 1'ensemble

0 = {wG&)lT (w) = T t09k=;ha1-%b}

Pr¥a; 0¢k<p; +q,
Sur cet ensemble la chaine (Xn) atteint K] au plus tard
a 1'instant Tp]+q] (en fait au premier instant T 2 ¥). Donc, pour tout

x de K tel quey €, P (XS ,>D) >0 et P (X5 =(0,0) ) > 0.
On itére ensuite le proc&dé en posant :

D

n inf (pa+gb | p€N, qg€EN, pa +gb 2 S - Cn -b)

C,=sun(pa+gqgb|p€N qEN, pa+qgb<(s- D, )

et on montre que :
¥x € K y

o X
>0, = PL3k>0 X,¢C )0
¥x € K y$G = PLI>0 X ,>D )>0
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Comme les suites Cn et Dn sont respectivement croissante et décroissante,

on a ainsi montré que
¥x € K y > Lim{D_ = P _(3k XX =(0,0)) >0
n'an X k
Comme m*(K) > 0 , i1 restera a démontrer que Liman = 0 pour établir
n

que m* (0,0) >0, ce qui est exclu, donc h = 2 est impossible.

Le schéma de la démonstration est le méme dans le cas général
(on ne s'intéressera qu'aux w pour lesquels les To8" ne prennent que des
valeurs proches de a ou b) ; la bonne définition des suites Cn et Dn

dans le cas général est la suivante :



C0 =0 D0 =S
(6.4) ¥n > 0, Dn =inf (y € ]J0,S[ | P(o € I, TU 2 o - Cn-]) 20)
Yy
¥n > 0 C =sup(pa+tqb | p€EN, qEN, pa+gb<S§S - Dn)

Comme T“y {yt+b P-p.s., D, 2 s - b, et comme pour tout € > 0 la loi de T charge
et
(a,ate[, pour tout intervalle J de largeur strictement supérieure a a, P(3k T, € oV

Dy ¢s-b+adD

Donc C] est toujours défini et C] 20 = CO. Par récurrence, la suite Cn est croissante
et majorée par S, et Dn est décroissante et minorée par 0. Soient C et D Teurs limites
respectives.
B1) Pour tout n > 0 posons
Kn = (x € K| Xo < Cn)
et

Ké = (x € K| X, > Dn)

et montrons par récurrence que

' X
{6.5) ¥x € K] Px(3p X‘D € KO) >0
et que
' X '
(6.6) vn > 1 ¥x € Kn P(3p Xp € Kn-l) >0
ainsi nous aurons montré, grace a la propriété de Markov que :
¥x € (UK') P (dp X €K)>0
(6.7 0 " x4P X € Kg

I1 restera ensuite a& prouver que la réunion des Kﬁ (n>0) recouvre tout K, c'est & dire

que D = 0.

- Soit un x de K tel que s ¢ X ¢S. Sur (o- € I) la chaine X; qui

part de x, a juste aprés 1'instant O deux composantes dans 1'intervalle I, et sur

1'événement non négligeable

(-€I)Nn(vzel, [ 18" <z¢ L T08")
k=0 k=0

ces deux composantes s'annulent pour la premiére fois et simultanément a 1'instant Tm.

Donc, pour tout x de K tel que s < x, (S P (3p X; € Ko) > 0.

- Soit n 2 1 et soit un x de K tel que D < x, ¢ D _; s, et montrons que

X x
P(3p Xp,Z $Chy o Xy €K)>O0

Le cas des x de K pour lesquels

3i (1<i<h) P(v, = v ) >0
% Xi+1

est clair car 1'événement (3p £ i-1 X; € KO) contient p.s. (“x = v, ) .
i i+]
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Pour les autres x de K, Vy < Vy ...« Vy Px—p.s
2 3 h
X _ X _ .
T] = T“ , . Th-] = Tv Px p.s
XZ X

Comme Xn ? Dn , par définition de Dn 1'événement
E'= (o €I, T\)x 2

h

n'est pas négligeable, E'NE" ne 1'est pas non plus, et

o - cn-])

.surE'= 0 (008* € 1)

0gi<h

P ,P.s. sur E'neE"

On a ainsi é&tabli d'une part (6.5) (Ki se décompose en deux parties :

{x € K| X > s} et {x €K | D] < Xp {s } ), et d'autre part que partant de n'importe

quel point de Ké (n > 1), la chaine X; a une probabilité positive d'atteindre Kn-l

Etudions, dans le cas ou Ch-1 > 0, a quelle condition on a

X _ - ' "
Xh-l,z = Cho P .-p.s. sur E' N E".

Ceci se produit si et seulement si

T =
*h
c'est 3 dire si et seulement si
T, §0 -C. Pe-p.s. surk'=
X
h
Mais alors : T\)x $s-C._q Pyp.s. sur kb,
h

T“ et ]E' sont indépendantes, on a en fait :

Xh

(a) T, $s-C._y P.-p.s.
X
h
D'autre part, 1'inégalité Xp > Dn implique :
(B) P(T“ 2 0 - Cn_]) >0
*h

De (a) et (B) on déduit que :

v o -Chy Pypes.sur P N(T 20 -C ;) =E" NE"

Xh

(c-08* € 1).

0<i<h

car la loi de o charge tous les intervalles [s,s+€] pour € > 0 ; comme les v.a.
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s =39
P(T\’x =S - Cn_]) ) O
h
Vxp, 1
To8 = b P.-P.s. sur (Tvx =5 - Cn-l)
h

et en particulier que P(t = b) > 0.

On a ainsi montré que

' X . yX
Vx € Kp o PLXD L EK X < C )0

X n-1
sauf éventuellement si a la fois
P(T=0b) >0 et s = S.

- Soitn>1let x€ Kn-l . La loi de T chargeant pour tout € > 0 les

intervalles [a,a+e] et [b-g,b], on a pour tout couple (p,q) d'entiers naturels
Ye >0 3k €N Plpa+tgb-e<T Cpa+gb+e)d.

Supposons d'abord Xo < Cn-]' Comme Cn_] est de la forme pa + gb , il suffit de

choisir € { C _; - X, pour avoir P(T\)x (C,.yt€>0.0na
2

X
2 - -
P oop.s. sur (S-e <o £S) N (T~ <C._,+€)

X + _ X
2

mais comme Cn-l ¢S - Dn-l la quantité S -Cn_] - 2e peut-étre rendue supérieure &

Dn-l en ¢hoisissant € assez petit . On a ainsi établi que :

= X '
¥x €K, (x, <C _, = Px(xl,h €Kiq) > 0)

Le cas X, = Cn_] n'‘est & examiner que si pour au moins un x de Kﬁ_]

% X i}
PelXpoy € K5 Xpq 2 € Cpg) =0

mais dans ce cas on a vu que P(T=b) > 0, et alors pour tout couple d'entiers (p,q) :
Ye >0 3k €N Plpa+gbg¢ T, <pat+tagb+e))>o0

donc ve > 0 P(Tv (C +€)>0
X
2
et on termine le raisonnement comme dans le premier cas.

Le point Bl est ainsi établi. Montrons maintenant que U Ké =K,
n>0

n-1

c'est a dire que D = 0.
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B2) Remarquons que C et D varifient les équations :

(6.8) D =inf (y €10,SC| Plo €1, Tv 2 00 -C)>0)
Y

(6.9) C=sup (pa+tgb | p€EN, q€E N, patqb<S-0D)
L'ensemble des nombres inférieurs & S de la forme pa + gb avec p et g entiers positifs
étant fini, la suite Cn devient constante & partir d'un certain rang, donc Dn aussi

et les égalités (6.8) et (6.9) sont évidentes.
Supposons D > 0 et posons :

D

sup (y<D|]3keN Ply<T <« D) >0)
inf (pa+qgb | pEN, q€ N, pa+qgb>C)

et C+

Il est clair quu €C<S-D¢C_,donc S¢C_+D.Montrons que D_ <D:
Comme pour tout y > 0

Tv {y+b P-p.s.
y
d'aprés (6.8) onaD2s-C-b;si D =D
ve>0 3kEN PD-e<T <D)>0

mais alors D=s -C-b : en effet, si s=-C-b<D=D_ on peut irouver des y <D

tels que P(Tv >s -C) >0, ce qui contredit (6.8). Si D = D_ on a donc :
Yy

D+C+b=s¢S<C +D

et en particulier C + b ¢ C . Or dans tout intervalles

Csemi-ouvert de R, de largeuraily aun nombre de 1a forme pa (p € IN), donc a fortiori un
nombre de la forme pa + gb, par conséquent C_ $C+ad<C+b.Donc D_<D.

Montrons maintenant que C + D_+ b { s. D'aprés (6.8)

V<D Plo€I,T, >o0-C)=0

v
Y

et donc
(6.10) ¥y <D T ¢s-¢C P-p.s.
Yy 2

avec inégalité stricte si P(o- =s) > 0.
Comme par définition de D_, ¥e >0 3k €N P(D_-e<T (D) >0,o0na:

(611) ¥y € JD_,D_+b] ¥e >0 P(D_+b-e<T <D +b)>0
y
et en comparant (6.10) et (6.11), 1'intervalle ]D_,D[ étant non vide, on obtient :

D +b¢{s~-C
avec inégalité stricte sous la double condition

() Ploo=5s)>0 et P(3kE€ N T =D _+b)>0
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On a ainsi prouvé
C+D_+b¢s¢(sS¢C +D
(612)

la premiére inégalité étant stricte sous la condition (€)
En particulier

(C,-C)+(D-D_)Q2b
(613){

P(3k EN T, =D_+0b) =0
avec égalité seulement si {

k
et s=3S
Remarquons que si b > 2 a 1'inégalité (13) ne peut @tre satisfaite car les
différences (C+ - C) et (D - D_) sont évidemment inférieures & la borne inférieure
a des valeurs de T. Dans ce cas donc D = 0 et h = 1. Dans [2} Joffe et Ney ont montré
que pour une file 3 rejet GI|GIlclO 3 ¢ serveurs, si 1'une au moins des deux condi-
tions P(0 £ T) >0 ou b > c.a est réalisée la probabilité pour qu'un client
trouve 3 son arrivée tous les ¢ serveurs libres & la fois est strictement positive.

Leur résultat dans le cas c¢ = 2 montre que pour la file 3 | serveur h = | dés que

b>2a ou P(o< 1) > 0. Ces deux conditions impliquent 1'une et 1'autre que d = 1
si P(o- {T) > 0 la loi de v charge 1, et si b > 2a elle charge au moins deux
entiers consécutifs.
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B3) Déduisons maintenant de (6.13) qu'il existe un couple d'entiers (p,q)

tel que
C=gb, D=pa, C_=(qtl)a, D_ = (p-1)b
Montrons qu'il existe un entier q' tel que D_ = q'b.
Par définition de D_, pour tout € > 0 , i1 existe un entier q' tel que
1'ensemble

A=(we€eQ]|D_-eX Tq, ¢D_)
soit non négligeable. On peut méme choisir un q' valable pour tout € (0<e<1), car

0<agT(b P-p.s.
et donc la probabilité P(D_-1 < T, < D_) n'est non nulle que pour un nombre fini de

valeurs de k. Pour prouver que D_ = q'b i1 suffit de montrer que pour tout k (0<k<q') :

b - 2e < To8" ¢b p.s. sur A.
Supposons au'il existe un entier k compris entre 0 et q'-1 et une oartie non négligeable

A' de A sur laauelle
a g‘toek {b-2

Soit A' le cylindre de base A' obtenu en laissant libre la coordonnée 'togk de w, et soit

B=(wéR|b-e<Too<b)
Sur 1'événement non négligeable A'' N B on a

D_< Tq. ¢D_+b-a p.s.
Tq. d2passant strictement D_ sur A'"'N B , el]eydépasse aussi- D par définition de D_,

et donc D -D_¢b-"a. De plus, il ne peut y avoir &galitd que si Tq,=D_+b-a p.s. sur
A'" N B, et donc
k

Tq. =D_ et TO® =a p.s. sur A’

et T09k =b p.s. sur B
condition qui suppose que la promenade (Tk) charge le noint D_ + b.

Ceci, joint & la condition C, - C¢a, contredit (6.13) ; donc

P(A') = 0
Vk (0<k<q) b-22<To8"¢b p.s. sur A

¥e > 0 q'b -2q'e {D_<q'b+e€, soit D_=q'b.

De plus 1'inégalité ( 6.13) peut maintenant s'écrire

i(c+-C)+(D-D_)2b
(6.14 ) -

avec égalité seulement si

P(t =b) =0

{ et s =39S

On procéde de méme pour prouver que D = pa en remarquant que (6.8) implique
IpEN Ve O P(D ¢ Tp {(D+€)>0
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Montrons maintenant que q' = p - 1. Comme D_ <D et a < b, il est clair
que q' { p - 1. Supposons q' < p - 1 et considérons 1'ensemble

{ M =(p-n-T)a + nﬁ} 0¢n¢p-1

Par définition de D_ M = (p-1)a { q'b, et comme q' < p-1 M =(p-1)b > q'b ;

p-1
notons N le plus petit entier compris entre 1 et p-1 tel que MN >q'b=D_.
Remarquons que

Y¥e > 0 P(MN -eX( Tp_]
donc par définition de D_ 1'inégalité MN > D_ implique MN 2 D. De plus comme N 2 1,

< MN +e) >0

si P(T=b)=0
¥e > 0 P(MN -e< Tp_] < MN) >0

et dans ce cas MN > D. Ainsi

Mg $D_<DSMy =M  +b-a

N-1
et
D-D_<b-a
avec inégalité stricte si P(T = b) = 0.
Cette inégalité, jointe & la condition C_ - C { a , est incompatible avec (6.14).,
donc q' =p - 1.
Montrons que C = gb. Supposons C = na + gb avec n 2 1 ; par définition de C+

C, ¢ (n-Na+ (qt1)b=C+b - a
donc C, - C< b - a. D'autre part D - D_ < a, donc d'aprés (6.14) on a :

(6.15)C, -C=b-a;D-D_=a;s

Comme D = pa D_ = (p-1)a, mais d'autre part D_

S P(t =b) = 0.

(p-1)b donc p = 1, d'ou D_=0 et

D =a. (6.12) s'écrit alors
C+bgs{S{C +a

et comme C,_ = C+b-a, ces trois inégalités sont en fait des égalités et (6.8) devient
D=1inf (y€])0,S[ | P(Tv 2b)>0)

y
et donc D = 0. Le systéme (6.15) est impossible et C = gp.

Supposons maintenant que C_ = p'a + mb avec m 2 1. Par définition de c,

C2(p'+Na+ (m-1)b=C_-b+a
donc C, - C<{b-aetil suffit de reprendre le raisonnement fait ci-dessus pour établir
que C, = p'a.
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Montrons enfin que p' =q + 1. On a évidemment p*' 2 q + 1 car C < C+
et a (b, et si p'>q+ 1 on montre facilement en considérant 1'ensemble
{2 = (pr-n-Da + nb} 0¢ngp -1
que C, - C ¢ b - a (cf. le raisonnement fait pour prouver que q' = p-1). Comme

D -D_ < a on aboutit de nouveau grice a (6.14) au systeme (6.15)qui est impossible.

Donc p' =g+ 1 et le point 33 est établi.

B4) La condition (5.12) s'Gcrit maintenant :
(p+qlb{s{S<(ptqg+1)a
la premiére inégalité étant stricte dés que: P(t=b) > 0 et P(o-=s) > O
ce qui signifie exactement que :
v=p+q+] P-p.s. sur (o € I)

Ceci contredit le fait que sur 1'événement non négligeable

m-1 m
(- €I1) N (00 €1) N (V2E1, [ to8¥<z¢ T o8
k=0 k=1

k)
v=m+1 et voB =m p.s..
Donc D = 0 et dans le deuxiéme cas du lemme 4.2 ona h=d =1.

Le point 1) de la proposition 4.1 est &tabli. Passons au point 2).

Calculons l1a loi de [ dans lecas d = 1. ([ o 9")n>0 est une chaine de

Markov stationnaire récurrente en 0, dont le noyau est donné par :
P(t<x=-y) si x>0

¥y 2 0 Q(x,]y.-*w[)={
Ploo-T>y) si x=0

La 1oi de [ est la probabilité invariante de cette chaine. Soit m la mesure

Q-invariante définie par
v-1
(6.16) m({ -) = EO( ngo ]rogne . )

Comme [ o g" = Yn sur Yn >0, [ =0)

@
m( - ) =€0(.) + L PCY € - nJjo,+( )
n=1

et d'aprés (6.16) m(R,) = E,(v) = E(v) .
La loi de [ est donc la probabilité Q-invariante g%%% ol m est donnée par (6.16) ,

ce qui prouve (4.1).
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Pour établir (4.2) i1 suffit d'appliquer le théoréme d'Orey a la chaine
de Markov stationnaire (f'oen)nzo qui est récurrenteen 0, irréductible, et apériodique

si d = 1. La proposition 4.1 est ainsi démontrée.

Je remercie Monsieur Neveu pour l'aide précieuse qu'il m'a apportée dans

ce travail.
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