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IPERANELLI ED IPERCORPI

Mario DE SALVO

Universita de MESSINA

’ 

Sommario :

Gli iperanelli (e ipercorpi), nell’accezione usata in questo lavoro, introdotti in [4 ],
generalizzano nel modo più naturale la nozione di anello (e corpo rispettivamente).
Una definizione più restrittiva era stata quella, usata in [ 24] , degli ipercorpi valutati,
ripresa successivamente in [25] , [26 ] . In questo lavoro, le strutture di iperanello e di

ipercorpo sone analizzate soprattutto in relazione con quella di semi-ipergruppo completo. Si
danno criteri per la costruzione di iperanelli completi e si mettono in luce proprietà degli iper-
ideali.

Summary :

In this paper we consider hyper-rings (resp. hyper-skewfield) as a natural generalization of
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the concept of ring (resp. skewfield). Here, hyper-rings are different from those used in
[24 ] , [25 ] , [26 ] . The structures of hyper-rings and hyper-skewfield are considered here in
relation to the definition of complete semi-hypergroups. We give ways of constructing complete
hyper-rings and we prove some properties of hyper-ideals.

Ricordiamo alcune definizioni :

Sia A una parte non vuota di un semi-ipergruppo 1 H , o ) ;

A si dice completa se - TTxi n A # fl - 011 xi C A.

Si dice chiusura completa di A in H e si denota con CH(A), l’intersezione delle parti
di H che sono complete e contengono A.

Se A * ( x ) si scrive * (x) al posto 

H si dice completo se V (x,y) E H2 x o y = ~ H(x o y).

Si denota con j8 H , la chiusura transitiva della relazione j6 H cosi definita :

:3(zl’ z2’ ..., zn) EHn : (x@ y 1 C o nzi.
Si dimostra ( [ 23 ] ) che la relazione x W H y 2013~ x E b’H(Y) è una equivalenza e che si ha :

x ~ H y_x ~3 H y.
Si indica con : H - la proiezione canonica ;

se H è un ipergruppo, H/BH è un gruppo e in tal caso si definisce il cuore di H come nucleo

di cp e lo si denota con w H.

Un ipergruppo H è regolare se ha almeno una identità bilatera e ogni elemento ha almeno
un inverso bilatero. ( [4] )
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Definizione l.

Diciamo che H = H, °,o y è un iperanelloide se nell’insieme H sono definite due

operazioni binarie multivoche, cioè due funzioni

(H) è l’insieme delle parti non vuote di H.

Definizione 2.

Diciamo che un iperanelloide H = ( H, - , D) è un iperanello se soddisfa alle condizioni

(1) ~ H, ~ ) è un ipergruppo abeliano ;
(2) ( H, D ) è un semi-ipergruppo ;

H si dice commutativo se inoltre soddisfa alla condizione

Nota 1.

Nel seguito denoteremo con ú) il cuore di C H, ~ ~ e con H* l’insieme H - w .

Definizione 3.

Un iperanello (commutativo) H = H, o , D) si dice ipercorpo (ipercampo) se H* = 0
e vale la condixione

(6) (Hl D) è un ipergruppo.

Nota 2.

Se H è un ipercorpo, indichiamo con w* il cuore di .

Definizione 4.

Sia H = o , un iperanello ;
allora se C H, ~ 5 è completo, H si dice o-completo, se completo,
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H si dice ci -completo, se  ~ o &#x3E; e (H, D) sono completi, H si dice completo.

Def inizione 5.

Sia H = (H, o, un iperanello (ipercorpo) e sia K un sottoinsieme di H. Diciamo che K

è sottoiperanello (sottoipercorpo) di H se soddisfa alle condizioni

(i) K,o&#x3E; è sottoipergruppo di H,o&#x3E; ;(i) ( K, o&#x3E; è sottoipergruppo di ( H, o) ;
(ii) ( K, è sottosemi-ipergruppo di ( H, ~ ~

(( K*, è sottoipergruppo di (H~; ~ ~ ) .

Definizione 6.

Sia H = ( H, ° , o ~ un iperanello e sia I un sottoinsieme di H. Diciamo che I è un

iperideale sinistro (destro) di H se soddisfa alle condizioni

(I)  7 ~ } è sottoipergruppo di ( H, ° % ;

I è un iperideale se è contemporaneamente iperideale sinistro e iperideale destro.

Osservazione 1,

In ogni iperanello H esistono sempre due iperideali banali :

l’iperideale w e l’intero iperanello H. o

Alcuni esempi.
1 ) Tutti gli anelli (corpi) sono evidentemente esempi di iperanelli (ipercorpi). Un iperanello

(ipercorpo) che non ha struttura di anello (corpo) si dice proprio.

2) L’iperanelloide H = ~ ~ a, b } , o , ° 1 definito dalle seguenti tabelle

è un iperanello proprio.
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3) L’iperanelloide H = ~ ~ a,b,c,d,e } , o , D ) définito dalle seguenti tabelle .

~ ,

è un iperanello completo commutativo, ma non è un ipercorpo.
Il sottoinsieme {a,d} è un esempio di iperideale di H.

4) L’iperanelloide con le seguenti tabelle di definizione

è un ipercampo o-completo.

Osservazione 2.

Non esistono ipercorpi propri con cardinalità minore di tre.

Dimostrazione.

Sia H ~i &#x3E; un ipercorpo. Dalla definizione 3 segue ) U ) =1. Posto co = ~a ~ ,

si ha : a o a = {a }, {b ~ , b o b= { a}. Inoltre si ha H ~= ~b ~

e pertanto risulta b D b= { b} e per la condizione (4) della definizione 2,

aDa= a D b = b D a " lal . In definitiva H coincide con il campo Z2.
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Proposizione l.

Un iperanelloide H avente ~ H, come ipergruppo totale è un iperanello se,
e solo se, ( H, o ~ è un ipergruppo commutativo e w = H.(1)

Dimostrazione.

Sia H un iperanello. Allora w ° H C ci , ma essendo ( H, ° ~ l’ipergruppo totale, si
ha w il H = H e pertanto w = H. Analogamente si prova il viceversa. o

Definizione 7.

Un iperanello H=~H, ~ , D) si dice integro o di integrita’se ~’ (x,y) E H2 tale che

x o y C w , segue che x E w oppure y E W.

Proposizione 2.

Gli ipercorpi D -completi sono integri.

Dimostrazione.

Sia H = ~ H, ~ , un ipercorpo D-completo.
Sia x D y C w e y E w (*). Essendo 1 H , Dl un semi-ipergruppo completo si possono
presentare due casi :

Nel caso (i), poichè ( H*, o y è un ipergruppo, si ha che x ~ H* e quindi x E w .
Nel caso (ii), si ha {u,v} n perchè da ~ u,v } C H* seguirebbe

in contraddizione con (*). Pertanto da

w 1: ø , discende u ti v -- w e quindi x E w . o

Propo sizione 3.
Se H = ( H, o , D) è un ipercorpo ci .completo, allora ~ H, D ) è estensione di ( H *5 13 )
............................................

(1) Si chiama ipergruppo totale (sull’insieme H), l’ipergruppo H, o&#x3E; tale che V H2,
x ct y = H.
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Dimostrazione.

Certamente V x E H~ , esiste l, da cui per

la proposizione 2 di [20] ] si ha u a v= ~ ~ (u D v). Per il lemma 3 di [ 20 ] si ha
H, 4&#x3E;

, e quindi %

Corollario 1.

Se H = ( H, o , o) è un ipercorpo o -completo, allora (H*, O) è un ipergruppo completo.

Dimostrazione.

Dalla proposizione 3 e dal lemma 3 di [ 20] ] segue :

Proposizione 4.

Sia H= ~H, o, o) un ipercorpo ci-completo ; allora V (a,b,c) E H3 si ha :

Dimostrazione.

Si possono verificare due casi :

(1) (b,e ) n ci ~ 0 ; ;
(2) 1 n (.o = o -

......................................,.....

(2) Ricordiamo che un semi-ipergruppo è estensione di un semi-ipergruppo ~ H, o) se H ~ K
e V (x,y) EH2 x o 

y = x D y. (vedi [20], definizione 3).
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(1) Sia b E cj, allora a o b C ci e quindi a o c C w , da cui per la proposizione 2,
segue c E w .

(2) Per il corollario 1 ~ H ~, a) è un ipergruppo completo, ma ogni ipergruppo completo è

regolare (vedi proposizione 13 di [ 10 ] ) e pertanto se a’ è un inverso di a in ( H~,o ) si ha

da cui o b = cj o c. Allora

(3) , da cui per la proposizione 3 si ha

Analogamente si prova (t’).

Nota 3.

Nel seguito considereremo iperanelli (ipercorpi) soddisfacenti alla condizione seguente :

Essi verranno chiamati f1-iperanelli 

Osservazione 3.

Per il punto (4) della definizione 2 e poichè in un semi-ipergruppo completo due prodotti
aventi intersezione non vuota coincidono, si può affermare che ogni iperanello o -completo
è un A-iperanello se, e solo se, esiste (u,v) E (ú) x H) U (H x w) tale che u o v = w . o

Ossevato che nei ~-iperanelli o -completi, w è una classe di equivalenza modulo

(3 ~~ H o y , segue facilmente dalla proposizione 4 il seguente corollario.

Corollario 2 .

Sia H = ( H, o , o ~ ~ un A-ipercorpo o -completo, ; allora V (a,b,c) E H3 si ha :

----.-. -- - -- --------------- ------ ---------------

(3) Si utilizza la proposizione 14 di [ 23] :
Se ( H, °) è un ipergruppo, V B C H 



97

Proposizione 5.

Sia H = t H, ° ,0 ) un A-iperanello o-completo, tale che E H3 valgono le
implicazioni seguenti :

allora H è integro.

Dimostrazione.

Osservazione 4.

(1) Se H = (H, 0,0 ) è un iperanello tale che I w = 1, allora H è un A -iperanello.
. (II) Sia H = ~ H , ~ , D ) un iperanello tale che w = H ; allora H è un A-iperanello se,

e solo se,  H,D ) è totale. D

Costruzione di iperanelli completi.

In [ 7 ] P. Corsini ha illustrato un metodo che consente di costruire semi-ipergruppi
(ipergruppi) completi a partire da semigruppi (gruppi). Mostriamo come tale metodo può
essere utilizzato, con le opportune modifiche, per la costruzione di iperanelli completi a

partire da anelli.

Sia R = ( R, + ,.) un anello e sia R una famiglia di insiemi non vuoti

tali che :

Poniamo H~ = u A(g) e definiamo in Hi; le iperoperazioni o 
, 
° :

g= R

; poniamo
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In [ 7 ] P. Corsini ha dimostrato che ( e hanno rispettivamente
struttura di ipergruppo commutativo completo e di semi-ipergruppo completo.
Alla dimostrazione che HR è un iperanello, premettiamo il seguente lemma, che discende

subito dalle definizioni di o e a . .

Lemma 1.

Theorema 1.

HR è un A-iperanello completo.

Dimostrazione.

Per quanto detto prima basta verificare la distributività e la condizione (4) della definizione 2.

allora (i

inoltre

Pertanto (x o y) o z * (x ci z) o (y o z) ; analogamente si prova l’altra legge distributiva.

Dal punto 7) di , e perciò V u E=- w , V x E HR si ha

Cos  HR è un A .iperanello completo. o

GLI (H,R)-Iperanelli.
Presentiamo ora un modo per ottenere nuovi iperanelli a partire da altri iperanelli. Tale
costruzione generalizza quella già nota degli (H,G)-ipergruppi. (vedi [ 15 ]).
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Sia H = H, o , a ) un iperanello, e sia { Ai } i E R una famiglia di insiemi non vuoti
tali che :

sia un anello ;

e definiamo in K le seguenti iperoperazioni :

E’ di routine la dimostrazione delle condizioni (1), (2), (3) della definizione 2. Inoltre,
dal lemma 4 di [ 15 ], si ha W = H, e pertanto si ottiene H 0 K = H = K 0 H, cioè K è un

iperanello. Nel seguito K verrà denotato come (H,R)-iperanello e porremo R~- R - {0 R}

Osservazione 5.

Se K è un (H,R)-iperanello, allora K è commutativo se, e solo se, R è commutativo. ~

Lemma 2.

Sia K = ( K, ® , 0) un allom K è integro se, e solo se, R è un anello

di integrità.

Dimostrazione.

Sia K = U Ai e sia R un anello di integrità. Sia x E Ai , y E Aj e x 0 y = w = H.
i ER -’

Allora dalla definizione di 0 segue i = OR oppure j = OR , e quindi x E H oppure y E H,
cioè K è integro. Analogamente si prova il viceversa. ~

Teorema 2.

Sia K = ( K, 9, 0&#x3E; un allora se R è un corpo (campo), K è un ipercorpo
(ipercampo).
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Dimostrazione.

Bisogna provare che ( K , 05 è un ipergruppo.

Siano { x,y y C K*, allora esistono { i,j 1 C R * tali che x E Ai , y E Ai. Dal lemma 2,J

essendo R integro, segue x 0 y C K*, e quindi K* è moltiplicativamente chiuso.

Inoltre esiste p E R* tale che i = j.p . Se z E A , allora y 0 z = x.

Analogamente esiste w E K~ tale che x E w 0 y. Cosi K è un ipercorpo. Infine, per
l’osservazione 5, se R è un campo, K è un ipercampo. 4

Si dimostra facilmente, per induzione su n, il lemma seguente.

Lemma 3.

Sia K= K, + , 0 &#x3E; un (H,R)-iperanello, di Ai , allora
: c D
i c: .lB.

, si pussono presentare i seguenti casi :

Facile conseguenza del Lemma 3 è il lemma seguente.

Lemma 4.

Sia K= ( K, s3 , 0) un (H,R)-iperanello, di sostegno ~ J , allora V i ER Ai

è parte completa di ( K, ~ ~ e di ~ K, 0 ~ . o

Il lemma che segue discende subito dal lemma 2 di [15 ] e dal lemma 4.

Lemma 5.

Sia K= ~ K, s3 , 0 ~ un (H,R)-iperanello di sostegno K = U Ai , allora si ha :
i ER
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Osservazione 6.

Per la definizione di 0 e per i Lemmi 3 e 4, possiamo affermare che ogni (H,R~-iperanello
è un A-iperanello 0-completo . D

Lemma 6.

un (H,RJ-iperanello ; allora se K è un ipercorpo si ha :

è un ipergruppo completo ;
con u = 1R.

Dimostrazione.

(1) Segue subito dall’osservazione 6 e dal corollario 1.
’ 

(2) Sia a E w*. Certamente es iste (v,w) E (K*)2 tale che v 0 w. Per il lemma 3,

esiste u E R tale che v Ow = A . Per il lemma 5, si ha C 0 (a) = AU da cui, per laK, O&#x3E;

proposizione 3, discende w * = Au. E’ noto (vedi [10] ) che co è l’insieme delle

identità bilatere di ( K~, 0 y é pertanto V i E R, V a E Ai , Ve E Au si ha

a 0 e ~ a e quindi a 0 e = Ai ; ed analogamente e 0 a = Ai. Dalla definizione di 0

segue u = a

Teorema 3.

Sia K= (K, $, 0 ) un (H, R)-iperaneLLo ; allora K è un ipercorpo (ipercampo) se, e solo se,
R è un corpo (campo).

Dimostrazione.

Per il Teorema 2, basta provare una sola implicazione.
Sia K un ipercorpo. Per il Lemma 6, R è un anello con identità, pertanto basta provare che ogni
elemento di R* possiede un unico inverso moltiplicativo. Per il Lemma 6, ( K*,0 &#x3E; è un
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ipergruppo completo e quindi regolare. Dalla regolarità di K*, si ha che V i E R~ e .

d a E Ai , esiste j E R ed esiste a’ E A i tali che a e a’ = a’ o a = cj .

Per il Lemma 6, m * = Au con u = allora dalla definizione di o segue

i. j = j . i = 1 R - Per assurdo, supponiamo che esista m E R~, m j j tale che

m . i = i . m = 1~. Dalla Osservazione 6, dalla Proposizione 2, e dal Lemma 2, discende che R

è un anello di integrità, e pertanto i . m = 1R = i . j implica, per la legge di cancellazione

j = m. a

Lemma 7.

Sia H = ~ H, ~ , un 3,ipercorpo D -completo, e sia I un iperideale di H. Allora I è

proprio se, e solo se, I n w * = ~.

Dimostrazione.

Se w * = ~, evidentemente I ~ H.
Viceversa sia I proprio e sia per assurdo x E cj n I . Allora V u E H, vi sono due possibilità :

Nel caso (i), dalla condizione (A) segue u a x = w e poichè I è iperideale,

Nel caso (ii), si ha :
.

Proposizione 6.

Se è un A-ipercorpo o -completo, w è l’unico suo iperideale proprio.

Dimostrazione.

Supponiamo che H possieda un iperideale I diverso da w e sia x E I - w . Per l’ipotesi di

completezza, esiste x’ inverso di x in H ~, tale che x a x’ = w 1 Poichè I è un iperideale
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x o x’ c I o H C I. Pertanto w* n I 1= ø, il che contraddice quanto provato nel
Lemma 7. o

Lemma 8.

Sia R un anello con identità «u», e sia K = (K, p, 0) un (H,R)-iperanello. Allora posto

Dimostrazione.

Sia y E AU allora V x E K se x E Ai si ha x 0 y = y 0 x = Ai 3 x.

Pertanto y E E( ( K, O ) ). Viceversa sia e E E( K, 0 &#x3E;), allora esiste j E R*tale che

da cui ° o

Lemma 9.

Sia K = (K, o, o ) un iperanello e sia x E K ; allora posto I = K o x, si ha che I è

un iperideale sinistro di K se, e solo se, I o y = I = Y o I V y E I.

’~ 

Dimostrazione.

Siano u, v j l C I, allora esistono ( a, b ) C K tali che u E a o x, v E b o x.

Si ha x ; quindi I è 6Cittosemi-

ipergruppo di ~ K , o ~ . Inoltre ;

Proposizione 7.
Sia K= ~ K, 0 ) un e sia x E K ; allora l’insieme (K 0 x) è un iperideale
sinistro di K.

Dimostrazione.

Per il Lemma 9, basta provare che (K 0 x) è riproducibile in  K, 0 ) . Se x E H, allora

K 0 x = H = w e w è iperideale di K. Sia x G K-H, con x E Ai. Siano

( u, v ) C K 0 x, allora esistono {h l’ h2) C K tali che u E h 1 0 x, v E h2 0 x.
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Sono possibili due casi :

(i) In questo caso si ha (u,v) } C H, per cui esiste t E H tale che u E v o t * v fl3 t.

e quindi t E K 0 x. -

(ii) Sia j . i = k e m.i = p ; allora u E Ak e v E Ap.
Sia s =k-p e sia t E As ; certamente u E t = Ak.
Inoltre, preso ~ quindi t E K 0 x.

Analogamente si prova la riproducibilità a sinistra. D

Tuorema 4.

Sia R un anello di integrità, commutativo, con identità, e sia K = (K, © , 0) un

(H,R)-iperanello ; allora K è un ipercampo se, e solo se, il solo iperideale proprio di K è ú) .

Dimostrazione.

L’implicazione 20132013&#x3E; segue subito dalla Proposizione 6 e dalla Osservazione 6. Viceversa,

occorre provare che ( K~°, 0 ~ è un ipergruppo. Per il Lemma 2, K è integro e quindi

d(a,b) E (K *) 2 a 0 b C K *. Sia x E x è iperideale
di K. Per il Lemma 8, K 0 x 3 x. Poichè x 9 w , segue dalle ipotesi, che K 0 x = K,

dx E K~‘. Sia a E K~, allora esiste b E K tale che a E b 0 x. Per definizione di 0 ,

Dai Teoremi 3 e 4, discende facilmente il

Corollario 3.

Sia R un anello di integrità, commutativo, con identità, e sia K = ( K, 0 ) un

(H,R)-iperanello ; allora le condizioni che seguono sono equivaLenti :

(i) K è un ipercampo ; 
’

(ii) R è un campo ;

(iii) il solo iperideale proprio di K è w . . D
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Proposizione 8. 
* * 

’

Sia H = R, o , o) un iperanello completo, tale 
(H, o~ - ~3 ~ (H, o ~ ; allora ~x E H,

H o x è iperideale sinistro di H.

Dimostrazione.

Per il Lemma 9, basta provare la riproducibilità di (H o x) in ( H, o) . Siano

1 C H o x, allora esistono 1 C H tali che u E h~ o x, v E h2 o x. Sia

h’2 un inverso di h2 in (H, o) e sia t E (h’2 ~ hl) o x, allora

Mostriamo che (v o t) è parte completa di (H,o) ; sia o TT zi n (v o t) = 0, allora

esiste a E o II zi , a E v o t ; E o II zi , pertanto a j8 * ~H,~~ 7 da cui,

per ipotesi, poichè

quindi (v o t)è parte completa Inoltre esiste (r,s) E H2 tale che

s. Perciò da (r ) si ottiene

poichè u 
H D ) (h i ) D X, resta provata la riproducibilità a destra di (H D x).

Analogamente si prova la riproducibilità a sinistra. o
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