MARIO DE SALVO
Iperanelli ed ipercorpi

Annales scientifiques de 1’Université de Clermont-Ferrand 2, tome 82, série Mathéma-
tiques, n° 22 (1984), p. 89-107

<http://www.numdam.org/item?id=ASCFM_1984__82 22 89 0>

© Université de Clermont-Ferrand 2, 1984, tous droits réservés.

L’acces aux archives de la revue « Annales scientifiques de 1’Université de Clermont-
Ferrand 2 » implique 1’accord avec les conditions générales d’utilisation (http:/www.
numdam.org/conditions). Toute utilisation commerciale ou impression systématique est
constitutive d’une infraction pénale. Toute copie ou impression de ce fichier doit
contenir la présente mention de copyright.

‘NuMbDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=ASCFM_1984__82_22_89_0
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

Ann. Sci. Univ. Clermont II, Sér. Math., Fasc. 22, pp. 89-107

IPERANELLI ED IPERCORPI

Mario DE SALVO
Universita de MESSINA

Sommario :

Gli iperanelli (e ipercorpi), nell’accezione usata in questo lavoro, introdotti in[4 ],
generalizzano nel modo piil naturale la nozione di anello (e corpo rispettivamente).
Una definizione pii restrittiva era stata quella, usata in [24] , degli ipercorpi valutati,
ripresa successivamente in [25], [26]. In questo lavoro, le strutture di iperanello e di
ipercorpo sone analizzate soprattutto in relazione con quella di semi-ipergruppo completo. Si
danno criteri per la costruzione di iperanelli completi e si mettono in luce proprieta degli iper-
ideali.

Summary :

In this paper we consider hyper-rings (resp. hyper-skewfield) as a natural generalization of



Mario DE SALVO

the concept of ring (resp. skewfield) . Here, hyper-rings are different from those used in
[24],[25], [26 ]. The structures of hyper-rings and hyper-skewfield are considered here in
relation to the definition of complete semi-hypergroups. We give ways of constructing complete
hyper-rings and we prove some properties of hyper-ideals.

Ricordiamo alcune definizioni :
Sia A una parte non vuota di un semi-ipergruppo (H,o) ;
Asi dice completa se o Ilx; N A # g — oIlx; C A.
Si dice chiusura completa di A in H e si denota con #;(A), I'intersezione delle parti

di H che sono complete e contengono A.

Se A= (x} siscrive ®p(x) al posto di eh(ix}).

H si dice completo se V (x,y) € H2 xo y= €glxoy).

Si denota con Bﬁ , la chiusura transitiva della relazione {8 cosi definita :

X By ye— 3n € N*, 3(z1» 295 s Zp) EH" : (x,y} Colly.

Si dimostra ([23]) che la relazione x € [ y «—x € €(y) & una equivalenza e che si ha :
x % H Yée—X [¢] }e{ y.

Siindicacon ¢ : H - H/p ’IF-I la proiezione canonica ;

se H & un ipergruppo, H/ ﬁ"f_l & un gruppo e in tal caso si definisce il cuore di H come nucleo

di ¢ elosidenotacon wy.

Un ipergruppo H & regolare se ha almeno una identita bilatera e ogni elemento ha almeno
un inverso bilatero. ( [4])
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Definizione 1.
Diciamo che H = {H, °,0) & un iperanelloide se nell’insieme H sono definite due
operazioni binarie multivoche, cioé due funzioni

o: Hx H - P (H)

o:H xH ~> ®(H)

ove P (H) é linsieme delle parti non vuote di H.

Definizione 2.
Diciamo che un iperanelloide H= (H, °,0) ¢un iperanello se soddisfa alle condizioni
(1) <(H,°) ¢éun ipergruppo abeliano ;
(2) (H,B) ¢éun semi-ipergruppo ;
(3) ¥(xyz) €H' (xey)0z= (x03z)o(y?z)
zO0(xoy) =(z0x)e (zDYy) ;

4) Vx EH,Vqu.zH oy ¥O uC w(Ho) DuO x.

H si dice commutativo se inoltre soddisfa alla condizione

(5) V(xy) EH? x0y=youm

Notal.

Nel seguito denoteremo con w il cuoredi (H,°) econH * Vinsieme H - w .

Definizione 3.
Un iperanello (commutativo) H = (H,°,0) sidice ipercorpo (ipercampo) se H "h e
e vale la condizione

(6) (H", o)  ¢éunipergruppo.

Nota 2.

Se H & un ipercorpo, indichiamo con " il cuoredi (H",0)

Definizione 4.
Sia H=(H, o, 0) uniperanello;

allorase ( H,°) ¢écompleto, H sidice o-completo,se ( H,0) ¢écompleto,
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H si dice O-completo,se (H,o) e (H,0) sono completi, H si dice completo.

Definizione 5.
Sia H = <H,o,0) uniperanello (ipercorpo) e sia K un sottoinsieme di H. Diciamo che K
é sottoiperanello (sottoipercorpo) di H se soddisfa alle condizioni
(i) (K,°) ésottoipergruppodi (H,o) ;
(i) (K,0) ésottosemi-ipergruppodi (H, 0)
((K*,0) é sottoipergruppo di (H*,0)).

Definizione 6.
Sie H=(H, o,0) uniperanello e sia I un sottoinsieme di H. Diciamo che I é un
iperideale sinistro (destro) di H se soddisfa alle condizioni

(I) (I,°) ésottoipergruppodi ¢ H,°) ;

(II) Vvx€l, Va €EH aox ClI (xoa CI).

I ¢é un iperideale se é contemporaneamente iperideale sinistro e iperideale destro.

Osservazione 1.
In ogni iperanello H esistono sempre due iperideali banali :

Iiperideale w e I'intero iperanello H. ©

Alcuni esempi.
1) Tutti gli anelli (corpi) sono evidentemente esempi di iperanelli (ipercorpi). Un iperanello

(ipercorpo) che non ha struttura di anello (corpo) si dice proprio.

2) L’iperanelloide H=({a, b} ,o ,0) definito dalle seguenti tabelle

° a b o|a b
a|l a|ab ala a,b
b |ab | ab b|la | ab

¢ un iperanello proprio.
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3) L’iperanelloide H = ({ab,ede} , °,0) définito dalle seguenti tabelle

o a b c d e o a b c d e

a b,c b,c d e a a a a a a

b | be d d e a b a |b,e b,c d e
¢ | be d d e a c a |b,c b,c d e
d d e e a b,c d a d d a d
e e a a b,c d e a e e d b,c

¢ un iperanello completo commutativo, ma non ¢ un ipercorpo.

1l sottoinsieme {a,d} & un esempio di iperideale di H.

4) L’iperanelloide H = ({a,b,c,d} , o,9) conle seguenti tabelle di definizione

° a b c d 0 a b c d
a a ab c,d c,d a a,b ab a,b ab
b ab a,b c,d c,d b a,b ab a,b a,b
¢ c,d c,d a,b a,b c a,b a,b c,d c,d
d cd c,d a,b a,b d ab ab c,d c,d

¢ un ipercampo O-completo.

Osservazione 2.

Non esistono ipercorpi propri con cardinalitd minore di tre.

Dimostrazione.

SiaH=({a,b},0,0) un ipercorpo. Dalla definizione 3 segue |wl|=1.Posto w= fal,
si ha:aocoa=f{a}, acb=Dboa= {b}, bo b={al.Inoltresiha H: {b}

e pertanto risulta b0 b= {b} e perla condizione (4) della definizione 2,

a0a= a0b=boa= {a}. Indefinitiva H coincide con il campo Zy. O
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Proposizione 1.

Un iperanelloide H =(H, °©,0) avente (H,0) come ipergruppo totale é un iperanello se,
e solo se, (H,o ) ¢é un ipergruppo commutativo e w= H.()

Dimostrazione.
Sia H un iperanello. Allora w 0 H C w ,maessendo ¢ H, 0) Dipergruppo totale, si
ha wOH = He pertanto w =H. Analogamente si prova il viceversa. O

Definizione 7.
Un iperanello H=CH, > ,0) sidice integro o diintegrita’se VY (x,y) € H2 tale che

x 0y C w,seguechex €Ew oppurey € w.

Proposizione 2.

Gli ipercorpi B-completi sono integri.

Dimostrazione.
Sia H=<(<H, °,0) unipercorpo C-completo.
Siax0 yCwe vy & w (*). Essendo (H,0) un semi-ipergruppo completo si possono

presentare due casi :

€(H,0 (¥ ={x} (@)

3 (uy) € H? taleche € oyx) = uav ().
Nel caso (i), poiché ( H*,0) & un ipergruppo, si ha che x € H* equindix€w.
Nel caso (i), siha {u,v} N w#¢ @ , perché da {u,y } C H* seguirebbe

xOy c(uov)oy c H*'oy = H* in contraddizione con (*). Pertanto da

{uM n w# @ ,discende uovZ we quindi x €Ew. O

Proposizione 3.
Se H =(H, °,0) éunipercorpo o -completo, allora (H,o) é estensione di { H*,D )

(1) Si chiama ipergruppo totale (sull‘insieme H), l'ipergrippo  H, <) tale che V (xy) € HZ,
xoy = H.
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e YxcH"® (x). (2)

(x) Ho)

=%
(H" o) (

Dimostrazione.

Certamente ¥ x €H™ | esiste (uv) € H* x H* tale che € (Xx) = u O v,da cuiper

(H,o)

(H*. oy (u o v).Perillemma 3 di [20] siha

> oy (uB v), e quindi ¢

la proposizione 2 di [20] siha unov=¥%

) ()=

(S € € =€
¥Yx €uoyv, (H*,D (H (H*,D) (x)= (H, o) (x). B

Corollario 1.

Se H=(H,°,0) éun ipercorpo O -completo, allora (H*,0) ¢ un ipergruppo completo.

Dimostrazione.
Dalla proposizione 3 e dal lemma 3 di [ 20] segue :
Y(ab) € H* x H* Yue€anob

anb=¢ (ao b)=#%

=% =% .
(H, o) oy W€t g W=%yr oy @700

Proposizione 4.

Sia H= (H, o,0) unipercorpo T-cempleto ;allora ¥ (a,b,c) €H3 siha:

afb=abc¢ aw —~{bec)Ccw oppure bB?H,D) c (t)
boa=coa, a w —{bec} C w oppure bﬁ?H,D) c (t).
Dimostrazione.

Si possono verificare due casi :

(1) hejnw#d ;
(2) {bel nw=¢g .

(2) Ricordiamo che un semi-ipergruppo (K,0) & estensione di un semi-ipergruppo (H,°) seH G K
e V(xy) €HZx © y = x0O vy. (vedi[ 20], definizione 3).
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(1) Siab€ w,allora ao b C w equindi ao ¢ Cw ,da cui per laproposizione 2,
segue ¢ € .

(2) Per il corollario 1 (H*,0) ¢ un ipergruppo completo, ma ogni ipergruppo completo &
regolare (vedi proposizione 13 di [10]) e pertanto se a’ & uninverso diain ( H*,0) siha
@0 aob=ao0aoc dacui w*ob=w"0o cAllora

@< H* oy (b) = € H* oy © (3) , da cui per la proposizione 3 si ha

€1,0) (b)= ¢ (H, o) (¢) - Analogamente si prova (t’).

Nota 3.
Nel seguito considereremo iperanelli (ipercorpi) soddisfacenti alla condizione seguente :
(A) Vu€w, Yv €EH uov=vou= w.

Essi verranno chiamati A-iperanelli ( A-ipercorpi).

Osservazione 3.

Per il punto (4) della definizione 2 e poiché in un semi-ipergruppo completo due prodotti
aventi intersezione non vuota coincidono, si puo affermare che ogni iperanello ©-completo

éun A-iperanello se, e solo se, esiste (u,v) € (w*H) U (Hx w) taleche uov=w .0

Ossevato che nei A-iperanelli O-completi, w & una classe di equivalenza modulo

g8 *( H,o) - segue facilmente dalla proposizione 4 il seguente corollario.

Corollario 2.
Sia H=(H, o,0) un A-ipercorpo 0©-completo ;allora V (a,b,c) € B3 Ssiha:

a0b=a0c,a €w ~ bﬁ:HD>c;

boa

coagae €w - bﬁsz c.

(3) Si utilizza la proposizione 14 di [ 23] :
Se (H,°) & un ipergruppo, VBC H igH(B) = w°B=Bow.
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Proposizione 5.
Sia H= (H,° ,0) un A-iperanello ©-completo, tale che V (a,b,c) en’ valgono le
implicazioni seguenti :

*

(H,D)C d

*

(H,0) ¢’

(t) acb =anc a &w—b
() boa=coa,a & w—b

allora H é integro.

Dimostrazione.
Siaa0b =w,a%w. YVu€Ew sitha: a0 b= adu= w , da cui per (t),

bﬁ*(H u,cioé be¢€ (o) W =w . O

;0

Osservazione 4.

(1) SeH=(H, »,0 ) éun iperanello tale che lwl = 1, alloraH éun A-iperanello.
(I) Sia H=<(H, ° ,0)  uniperanello tale che « =H ;alloraH éun A-iperanello se,

esolose, (H,0) ¢&totale. O

Costruzione di iperanelli completi.

In [7] P.Corsini ha illustrato un metodo che consente di costruire semi-ipergruppi
(ipergruppi) completi a partire da semigruppi (gruppi). Mostriamo come tale metodo puo
essere utilizzato, con le opportune modifiche, per la costruzione di iperanelli completi a

partire da anelli.

Sia R = (R,+,.) unanelloesia {A(g) }g cR una famiglia di insiemi non vuoti
tali che :
@) Ve) €RZ gt g —A@N AR = ¢ ;
(i) g€RR — lA@)l= 1.

Poniamo Hg = U A(g) e definiamo in Hp le iperoperazioni ° , O
g€

V(a,b) € HzR , esiste (g,g’) € R2 tale chea € A(g),b € A(g) ; poniamo
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aob =Agtyg);a 0b =A(gyg).
In [7] P.Corsini ha dimostrato che (Hp ,o) e (HR,0) hanno rispettiva'mente

struttura di ipergruppo commutativo completo e di semi-ipergruppo completo.

Alla dimostrazione che HR ¢ un iperanello, premettiamo il seguente lemma, che discende

subito dalle definizionidi ° e o .

Lemma 1.
V (gg) € RZ V(uv) € A(g) x A(g) siha:

1) uwov=Ag+g) =Alg) o Alg) ;
(Mu ov = A(gg) = A(g)o A(g) . o

Theorema 1.

Hp éun Aiperanello completo.

Dimostrazione.

Per quanto detto prima basta verificare la distributivita e la condizione (4) della definizione 2.

Sia (x,y,z) € (HR)3 ,esiax €A, y €A®@®), z €A®”) ;

allora(x° y)oz =A(g+g)oz = u uoz = (perillemmal)=Al(g+g)g"];
u €A (gt g)

inoltre (x 0 z) o(ynz) = A(gg”) o A(g’.g”) = (perillemmal) =A(gg” + g'g") =
=Al(g+g)g’] .

Pertanto (x°y)oz= {xoz)° (yo z) ;analogamente si prova l’altra legge distributiva.
Dalpunto 7) di §1 in [7],w = A(OR),epercid Yu€ w , Vx € Hg si ha

uo x= xo u = A(Op)=w.Cosi Hy éun A-iperanello completo. O

GLI (H,R)-Iperanelli.

Presentiamo ora un modo per ottenere nuovi iperanelli a partire da altri iperanelli. Tale
costruzione generalizza quella gia nota degli (H,G)-ipergruppi. (vedi [15 ]).
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Sia H =(H, o, 0) un iperanello, e sia {Ai} i eR una famiglia di insiemi non vuoti

tali che :
(1) R=(R,+,.) siaunanello;
2) A = H 4
(2) OR

(3) V@.j) ERZ AN A = 4.
Sia K = U A; e definiamo in K le seguenti iperoperazioni :
i €ER

Vixy) EH2 x@y=x oy

x@y=H ;
V(x,y)GAiXA]-#HXH x@y= A se itj=k

x Oy =A, se i.j =m.

E’ di routine la dimostrazione delle condizioni (1), (2), (3) della definizione 2. Inoltre,

dal lemma 4 di [15],siha w = H, e pertanto si ottiene H ©K = H = K ®H, cio¢ K & un

iperanello. Nel seguito K verra denotato come (H,R)-iperanello e porremo R*= R- {OR} .

Osservazione 5.

Se K & un (H,R)-iperanello, allora K & commutativo se, e solo se, R ¢ commutativo. ©

Lemma 2.

Sia K= (K,®,®) un (H,R)-iperanello ; allora K ¢ integro se, e solo se, R é un anello

di integritd.

Dimostrazione.

SiaK = _ léRAi e sia R un anello di integrita. Sia x EAi,yEAj ex Oy =w =H.
i

Allora dalla definizione di ©@seguei = Op oppurej = Og , e quindi x €H oppurey € H,

cio¢ K é integro. Analogamente si prova il viceversa. ©

Teorema 2.
Sia K= (K, ®, ®) un (H,R)-iperanello ; allora se R ¢é un corpo (campo), K é un ipercorpo
(ipercampo).

99
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Dimostrazione.

Bisogna provare che (K”, ®) & un ipergruppo.

Siano {x,y} C K*, allora esistono { ij} C R* tali che x € A,y € Aj' Dal lemma 2,

essendo R integro, segue x @ y C K*, e quindi K* é moltiplicativamente chiuso.

Inoltre esistep € R* taleche i= jp.Se z € A ,alloray ©® z = A3 x

p

Analogamente esiste w € K* tale che x € w ® y. Cosi K & un ipercorpo. Infine, per

'osservazione 5, se R € un campo, K & un ipercampo. 0

Si dimostra facilmente, per induzione su n, il lemma seguente.

Lemma 3.

Sia K=<(K, ®, ®) un (H,R)-iperanello, di sostegno K = Y A; allora
i€ER

Vn € N* . {1}y, Vv (x1,x2,...,xn) € K" , si possono presentare i seguenti casi :

djER: Oy =Aj,'
3Be PH)- (g} ®llx; =B ;

BPER:GHxi =AP'D

Facile conseguenza del lemma 3 ¢ il lemma seguente.

Lemma 4.
Sia K= (K, ®, @) un (H,R)-iperanello, di sostegno K = U Ai ,allora Vi €ER A.

i €ER
é parte completadi (K,®) edi (K, ©) . 0D

Il lemma che segue discende subito dal lemma 2 di [15] e dal lemma 4.

Lemma 5.

Sia K=(K, ®, ©) un (H,R)-iperanello di sostegno K = U A; , allorasiha :
i €ER
Vi ER Ya€E4 6’<K’ o @ =4
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. VP ER taleche p €ERR VbE 4p Q(KO) (b) = Ap

OSSOrVﬂZlOne 6-

Per la definizione di © e peri Lemmi 3 e 4, possiamo affermare che ogni (H,R)-iperanello

éun A-iperanello O-completo. O

Lemma 6.

Sia K=<(K, ®, ©) un (H,R)-iperanello ; allora se K é un ipercorpo si ha :
(1) (K%, ©) éun ipergruppo completo ;
(2) w* = Au con u = Ip.

Dimostrazione.
(1) Segue subito dall’osservazione 6 e dal corollario 1.
(2) Sia @ € w ™. Certamente esiste (v,w) € (K*)2 tale che @ € v Ow. Per il lemma 3,

esisteu € R taleche v Ow = A . Peril lemma 5, si ha € )( a) =A, ,dacui,perla

(K,®
proposizione 3, discende w * . Au’ E’ noto (vedi [10]) che w * & l'insieme delle
identita bilateredi (K", ©) épertanto Vi €ER, Va €A;, Ve € A siha
a©ed a equindi a® e= A;;edanalogamente ¢ © a = A;. Dalla definizione di ®
segueu = lg. O

Teorema 3.
Sia K= (K, ®,©) un (HR)-iperanello ; allora K é un ipercorpo (ipercampo) se, e solo se,

R é un corpo (campo).

Dimostrazione.
Per il Teorema 2, basta provare una sola implicazione.
Sia K un ipercorpo. Per il Lemma 6, R ¢ un anello con identita, pertanto basta provare che ogni

elemento di R* possiede un unico inverso moltiplicativo. Per il Lemma 6, (K",®) é&un

101
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ipergruppo completo e quindi regolare. Dalla regolarita di K*,sihache Vi € R* e
Va €A ,esiste j €R" ed esiste a’ € Aj taliche a @2’ =2’ Oa= w.
Per il Lemma 6, w* = Au conu = lg ; allora dalla definizione di © segue
i.j = j.i =1R. Per assurdo, supponiamo che esistam € R*, m # jtale che
m.i=1i.m= 1g. Dalla Osservazione 6, dalla Proposizione 2, e dal Lemma 2, discende che R

é un anello di integrita, e pertantoi.m = 1g = i.j implica, per la legge di cancellazione

j =m. D

Lemma 7.
Sia H=(H, °,0) un Aipercorpo O -completo, e sia I un iperideale di H. Allora I é

proprio se, e solo se, I N w'= .

Dimostrazione.

Sel N w* = # evidentemente I ; H.

Viceversa sia I proprio e sia per assurdo x € w* 1. Allora V u € H, vi sono due possibilita :
(i) uew;
(i) ue H".

Nel caso (i), dalla condizione (A) segue uo x = w e poiché I ¢é iperideale,

uoxCHolIcClI dacui uel.

Nel caso (ii), si ha :

uox = un?”{., r:u)(x) =uDw'= g(H*D) (u) 3 u.

Ma uoxCI epercio u €I. o

Proposizione 6.

Se H=(H, o,0) éun A-ipercorpo O-completo, w él’unico suo iperideale proprio.

Dimostrazione.

Supponiamo che H possieda un iperideale I diverso da w e siax€ I- w . Per l'ipotesi di

. . . . * . \ \ : .
completezza, esiste X inverso di x in H", tale che x 0 x’= w " Poiché I & un iperideale
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x0x’C 1 o HCLPertanto « NI # @il che contraddice quanto provato nel
Lemma 7. ©

Lemma 8.
Sia R un anello con identitd «u», e sis K={K,®, ®) un (H,R)-iperanello. Allora posta
E( (K,0) ) =le €K/ Vx€K,x €e O xNx O el sihaE((K,0))=A4,

Dimostrazione.

Siay € A ,allora Vx€ K sex €A; siha x Oy =yOx =4A;3 x.

Pertantoy € E( (K, ©)). Viceversa sia ¢ € E( (K, O)), alloraesistej € R" tale che
e EAj.Siaz € A, isiha 2 €20 e=e® z =Aj equindi A, N A] T
dacui A, =A; O

u ]
Lemma 9.
Sia K = (K, o,0) uniperanelloesia x € K ;alloraposto I = K O x,sihachelé

un iperideale sinistro di K se, esolose,] o y =1 =y o I Vy € L

Dimostrazione.

Siano {u, v} C I, allora esistono {a,b} C K taliche u € ao x,v €b o x.

Si ha uov C(aox)o(box)=(aob) 0 xc KO x;quindil é scttosemi-
ipergruppodi (K, o) .Inoltre Ko I=Ko (K o x) =(KoK)yox cKox=1 o

Proposizione 7.
Sia K= (K, ®, ®) un (H,R)-iperanello e sia x € K ; allora l'insieme (K © x) é un iperideale

sinistro di K.

Dimostrazione,

Per il Lemma 9, basta provare che (K ® x) ériproducibilein ( K,® ) .Sex € H, allora
K ©x=H=w e w ¢iperidealediK.Siax € K-H, con x € A;. Siano

{u,v} C K O x, allora esistono lhl,h2} C Ktalicheu € h) @ x,v € h2 ©® x.
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Sono possibili due casi : (i) (hyhg) € H2 ;
(i) (hyho) EAj *Ap# H x H.

(i) In questo casosiha {u,v} C H,percuiesistet €EHtalecheu€v o t=v @t
MaKOx D H®x= H equindit € K Ox.

(i) Sia j.i =k e mi= p jallorau € Al e v GAP.
Sia s =kp e siat € A; jcertamenteu€v @ t= Ap.

Inoltre, preso z € Aj-m siha 2z O x=A; e quindi t €K © x.

Analogamente si prova la riproducibilita a sinistra. ©

Trorema 4.

Sia R un anello di integritd, commutativo, con identitd, e sia K= (K, ® , O ) un

(H,R)-iperanello ; allora K é un ipercampo se, e solo se, il solo iperideale propriodi K é « .

Dimostrazione.

L’implicazione —— segue subito dalla Proposizione 6 e dalla Osservazione 6. Viceversa,

occorre provare che (K", ®) & un ipergruppo. Per il Lemma 2, K ¢ integro e quindi

V(a,b) € (K”)2 a® b c K*.Siax € K" Per la Proposizione 7, K © x ¢ iperideale

diK.Peril Lemma 8,K ® x O x.Poiché x € w , segue dalle ipotesi, che K ©® x = K,
¥x € K*. Sia a € K*, allora esiste b € K talechea € b O x. Per definizionedi © ,

be K" ©

Dai Teoremi 3 e 4, discende facilmente il

Corollario 3.

Sia R un anello di integritd, commutativo, con identitd, e sia K= (K, ®,0) un

(H,R)-iperanello ; allora le condizioni che seguono sono equivalenti :

i) K é un ipercampo ;
(i) R éun campo ;

(iit) il solo iperideale propriodiKé w . O
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Proposizione 8.
*

Ho P

Sia H=(H, °,0) un iperanello completo, tale che B ;allora vx € H,

*
(H,o)
H O x éiperideale sinistro di H.

Dimostrazione.
Per il Lemma 9, basta provare la riproducibilita di (H © x)in (H, o) . Siano

lu;v} € Ho x, allora esistono thy,hg} C H talicheu € hjo x,v Ehg 0 x.Sia

h’g uninversodihg in (H,°) esia t €(h’y ° hy) O x, allora
v ot C (th X)O [(h’2 Ohl)D x] =[h2 o (h’2 ° hl)]D Xx = (wo hl) o x =

=€ (hl) 0O x =

(H, o) y (hy) o x. Pertanto (v o t)N [@(H,D)(hl) ox)# f.(r)

€
(H,o
Mostriamo che (v o t) é parte completadi (H,0) ;sia O Mz, N (v ot) # @, allora

esiste ¢ €0 11 zi,a € Votjsia vy EDl'lzi , pertanto o B*(H 0)7 da cui,
9

peripotesi, af ; poiché € (a) = vo t,siha yEV ot ¢

*
(H,o)" (H,o)

quindi (v o t)é parte completadi (H,o ) .Inoltre esiste (r,s) € H2 tale che

(hy) = r O s.Percio da(I") si ottiene € N (h)) Ox =(os)oxZvo t ¢

is’(H,El ) (H,o

poiché u €¢ y (hp) © x, resta provata la riproducibilita a destra di (H o x).

(H,o

Analogamente si prova la riproducibilita a sinistra. ©
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