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1-3

ULTRAPRODUITS ULTRAMETRIQUES DE CORPS VALUES

Bertin DIARRA

Université de CLERMONT II

La notion d’ultraproduits d’espaces vectoriels normés réels ou complexes définie dans [ 3] 1

par Dacunha-Castelle et Krivine s’applique aussitôt aux espaces normés ultramétriques. Un

prolongement immédiat de cette notion conduit à celle d’ultraproduits métriques de corps
valués.

Notons ici que l’ultraproduit de corps valués de valuation discrète, convenablement
normalisés, est un corps de valuation discrète (théorème 1). Ce qui appliqué aux corps
p-adiques Qp donne un corps de séries formelles, résultat qui est comparable au théorème 4 de

[ 1] . Ce même résultat est démontré indépendamment dans [ 12 ] par U. Kiehne qui
l’applique pour donner une démonstration du théorème d’Ax-Kochen. Pour les ultrafiltres
w -incomplets, les ultraproduits sont sphériquement complets (Proposition 1). On traite aussi
du cas des ultraproduits construits sur R et C ; on obtient des corps semblables à ceux
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introduits par A. Robinson à l’aide de l’analyse non-standard (cf. [8] ou [9 ] ).
Ce texte a été rédigé en 1979-80. Il contient en partie, toutes les démonstrations étant

données ici, un exposé que nous avons fait le 18/12/1978 au Séminaire du Groupe d’Etude

d’Analyse ultramétrique. I.H. P. - Paris (cf. [ 11] ).

1) Définition.

Soit (Ki)i E 1 
une famille de corps munis d’une valeur absolue ultramétrique. Considérons

le 1i 1 Ki de l’anneau produit . 1T Ki formé des éléments a 
= (ai)i « i

iEI ici E

de 7r Ki tels que Sup j ai  + oo. ’

i e 1 iEI

Soit un ultrafiltre sur l’ensemble 1 des indices. On définit une semi-valeur absolue sur

l’anneau 5 Ki en posant pour tout
iEI

. Cette semi-valeur absolue est ultramétrique.

Le sous-ensemble h de ?r Ki formé des éléments de semi-valeur absolue nulle est
iEI

un idéal.

On dit que l’anneau quotient 
i e F 1 

Ki/ 3 
muni de la valeur absolue quotient est

i E 1 2

l’ultraproduit des corps valués Ki ; on le note 1r *

iE 1

, on note encore par a sa classe dans

On désigne aussi par || la valeur absolue quotient sur 1f de la semi-valeur absolue
iE 1

Lemme 1. Soit famille de corps munis d’une valeur absolue ultramétrique.

L’ultraproduit 1f des corps Ki est un corps muni d’une valeur absolue
i e I

ultramétrique.
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Il reste à démontrer que 
i 1f E 1 Ki/ CU est un corps. Or soit
i r= 1

différent de zéro, autrement dit j 1 a! J = lim 1 ai t ~ 0lu "

TI existe j(a) E CU tel que pour tout i E J(a). Donc pour tout

i E J(a), ai est non nul, de plus . Considérons b = (bi). 1 E 1

défini par

où ci =0 si i E J(a) et ci = ai -1 si i ’1 J(a), il devient clair que

; c’est-à-dire a b 1 On a donc dans

On supposera le plus souvent dans la suite les ultrafiltres non principaux ; car si CU
est un ultrafiltre engendré par j E I on a i 1r E 1 Ki/ CU = K j*i E I 

Posons pour tout a est une

quasi-valeur absolue sur

L’adhérence A de tout idéal propre A de 7 Ki pour la
i E 1

quasi-valeur absolue Il est un idéal propre de 
1 

1F de 
1 
7r Ki00 

i E I i EI
est tel que 1 il existe ao = (ai,o), 1 E 1 E A tel que
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, Tout idéal maximal de 1T Ki est donciEI

1 1., -fermé. Si J est une partie de I, on pose ej = (;) i E 1 où ai = 
0 pour i E J et

ai = 1 pour i E J. Associons à tout idéal A de , 7 Ki l’ensemble ’u. des parties J de
i El 1

1 telles que ; 91 ia est un filtre et c’est un ultrafiltre lorsque J6 est un idéal premier.

Réciproquement, si CU est un ultrafiltre sur I, alors

est un idéal maximal (lemme 1) et l’idéal de 1f Ki engendré par les ej , j E U
i E 1

est un idéal premier minimal, ) ) ~ -dense dans 3q¿ . On déduit du fait que tout idéal maximal
de 1f Ki est 1 ) oo -fermé le

i ~ 1

Corollaire : ~ L’adhérence pour dans 7r Ki de tout idéal premier est un idéal maximal.
i G 1

(ii) n y a une correspondance bijective entre l’ensemble des idéaux maximaux

(resp. premiers minimaux) de 1f Ki et l’ensemble des ultrafiltres sur 1.
i G 7

Désignons par Il 1 Il. la quasi-valeur absolue sur 
1 1f E I 

obtenue par

passage au quotient de ) 1 Î ~ ; par définition, Il a l l oo= Inf ) a-b ) ~ . On peut démontrer
b e J

directement que Il 1 Il. est une valeur absolue ; mais on a :

Lemme 2. Soit a = (ai), EE , 
~ 

i 7 i KildU . 

En effet, soient ; posons
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pour tout J ECU. Il vient que

. D’autre part, il est clair que pour tout

Il est clair que si chaque corps Ki est complet, alors l’anneau 1r Ki muni de la
iE 1

quasi-valeur absolues 1 100 est complet. D’où

Corollaire 1. (i) L’ultraproduit 1f d’une famille (Ki), c= I 
de corps valués complets

i EI

est complet.
(ii) Si I’ on désigne par K le complété d’un corps valué K, on a

Corollaire 2. L’ultraproduit 7r d’une famille 
E j 

de corps valués

i EI

sphériquement complets est un corps sphériquement complet.

La proposition suivante, analogue au lemme 9 de 1 ] , beaucoup plus précise que le
corollaire 2, est à rapprocher de la Proposition 2.5 de 1 51 . Comme nous l’a suggéré oralement
L. Haddad, la démonstration que nous en avions donnée en supposant l’ensemble 1 des indices,

dénombrable, se transpose dans le cas plus général donné ci-dessous. Rappelons qu’ un
ultrafiltre CU sur un ensemble 1 est cj-incomplet s’il existe une suite (Xn) n&#x3E; o , Xn ECU,

pour tout n &#x3E; o, telle que n Xn = 0. Alors I
n &#x3E; o

Yn ç Yn + 1 ; posant Yo et In = Yn B Yn-1 si n &#x3E; 1 ; on a une partition de I,

1 = U In , d’où une application g de I sur N telle que pour tout n ~ N, g (n) = In
n &#x3E;o

et Tout ultrafiltre non principal sur un ensemble dénombrable est w-incompLet.
Il existe sur tout ensemble infini I des ultrafiltres w -incomplets (c.f. par exemple [ 21 ).
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Proposition 1. Soit CU un ultrafiltre w -incomplet sur l’ensemble 1.B
L’ultraproduit 

1 
7r d’une famille (Ki), de corps valués ultramétriquesi EI vEI

est sphériquement complet. En particulier 7 est complet.
i El

Considérons une suite décroissante (B(an, de boules ouvertes de

. On peut donc supposer la suite (

telle que dans
1

Considérons, avec les notations ci-dessus une application g de 1 sur N telle que
. On a aussi 1 = Jn avec

et Ln n In = 0. La suite

s’écrit sous la forme (

Posons ; puisque

pour tout i E I ’ 1  a , donc a = (ai) 1 e I G Ti Ki . Puisque pour tout i E I,
i 1 EI i el

et puisque pour tout i

il existe

donc pour tout n E N . En particulier,
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2) Remarques diverses.

(i) Soit L un corps valué ultramétrique. Posons Ki = L pour tout i E I ; on dit que

i 
1T 

1 L/U 
est l’ultrapuissance de L ; le corps L s’identifie canoniquement à un sous-corps

i E I -u,

valué de 
1 

G 5 
I 
L / . L’ultrapuissance de tout corps local L est égale à L (ici local signifie localement compact). 0

i EI

(ii) L’ultraproduit conserve les homomorphismes isométriques de corps valués. En parti-
culier, si la famille (Ki)i e 1 est constituée de surcorps valués de L, on a les extensions de

corps valués 1

(iii) Posons K = 
i 1f E désignons par A (resp. Ai) et ln (resp. h1 i)
i El i

l’anneau de valuation et l’idéal maximal de K (resp. Ki). Soit

l’image canonique de

Si CU est w-complet, on

La première et la dernière inclusions peuvent être strictes comme le montre certaines

ultrapuissances d’un corps de valuation dense. Plus simplement, on a :

Exemple 1 : Soit p un nombre premier ; désignons par vp la valuation p-adique sur Q.
Considérons une suite (pi). i Cz N c ]O,l[ [ telle que lim p i = 1 et pour tout i E N ,

1 ~ ~ i -+ + oo

la valeur absolue sur Q définie par ; soit
...

un ultrafiltre non principal sur N ; alors K = 
i EN 1T On l/eu 

est un corps sphériquement
iEN pi/U

complet de valuation dense. Pour tout i E N, Ai = Z/ B (le localisé de Z en p) et
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En particulier est tel que , mais ao E Tf ’

i e

donc . On voit que

mais ainsi A = 
i 

7r 
N 

°

iEN

Le complété de Qpi étant égal à Q p , notons le corps Q p 
muni de la valeur

absolue qui prolonge 1 alors K = 

i 7f Qp i/ou (corollaire 1 - Lemme 2), de plus
i 

Qp - A - E
(iv) Lorsque la valeur absolue de chaque Ki est triviale, la valeur absolue de 7r Ki/v

iE 1

est triviale. On retrouve la notion algébrique d’ultraproduit de corps que l’on écrit

(v) Posons, avec les notations de (iii), r = Tf Ai/ V et 1f 

i E I i E 1

alors r est un anneau local d’idéal maximal t7 : car si a E r et a ~ l’ensemble

des i E I tels que 1 ai 1  1 n’appartient pas à eu, donc { i E Il |ai| = |a-1| = Il 
1

il vient que a-1 e r

Lorsque l~t ~ 77 , le localisé de r en 1~ est égal à A et A /M est le corps des

fractions de r 1 ln .

Désignons par kç le corps rés lduel de chaque corps Ki. On a

Lemme 3. Le corps résiduel de l’anneau local r est isomorphe à
i EI

l’ultraproduit 7r ki Iml des corps résiduels ki.
iE 1 

¡Lu

En effet l’homomorphisme d’anneaux (p , composé des homomorphismes canoniques
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, est surjectif. 1

est tel que I = 0 , il existe J E CU tel que pour tout i E J, 1 ail  1 ; ainsi o (a) = 0 ;

d’où, par passage au quotient, un homomorphisme surjectif W de r = 1f sur

i E 1

dont le noyau ker ~ = 17.

Lemme 4. Soit une famille de corps valués ultramétriques henséliens.

Alors l’anneau local r = 1T A A.. est hensélien. Si, de plus, 7r est de
-u, 

i EI 
’~

caractéristique zéro, r contient un sous-corps de représentants de son corps résiduel.

Pour voir que r est hensélien, il suffit de remarquer, puisque 
1 

1 kil CU ’

que l’identité de Bézout et la factorisation des polynômes à coefficients dans rI 11 se

relèvent dans des A i pour i parcourant un élément de l’ultrafiltre. Le reste est classique. n

(vi) La valeur absolue sur 
1 
7 

I 
peut être triviale sans que celles des Ki

iEI "

le soient.

Exemple 2. Soit .0 l’ensemble des nombres premiers. Considérons pour p le corps

p-adique Q p muni de la valeur absolue 1 a ; ici A =Z p et m - pZp.
Soit ’U un ultrafiltre non principal ; puisque pour tout a E p Z , P p p

on a pour tout

~ ; l’idéal maximal de est donc nul et la valeur absolue

est triviale. De plus .



10

3) Ultraproduits de corps de valuations discrètes.

Théorème 1. Soit 
E 1 

une famille de corps de valuations discrètes vi telles que

une famille de nombres réels tels que o  p i 
 1.

Considérons sur chaque corps Ki la valeur absolue définie par

(i) Si lim p i 
= 0, la valeur absolue de 

i -i est triviale.
lu i ci qi

(ii) Si lim pi = 1, le corps K = 
i 

1f 
I 

est de valuation dense tel que
lu i El I CU

= R* . De plus CU est w-incomplet et K sphériquement complet.

(iii) Si 0  lim p i = p ~ 1; alors Tf est un corps de valuation discrète.
i.EI

(i) Si lim Pi =. 0, on voit, comme dans l’exemple 2, que la valeur absolue de w

7 est triviale.
i EI 1/U 

(ii) Supposons lim 1. Fixons on a pour tout i E I,

Désignons par ni la partie entière de

Soit 
1 une famille d’uniformisantes des corps Ki. Considérons
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est tel que

ou bien r  1, il existe donc . tel que aj = r ; ou bien r = 1,

mais
. est tel que ou bien r &#x3E; 1, il existe alors

ainsi j K~ ~ = R+ . Pour le reste voir la fin de la

démonstration de la Proposition 7.

(iii) Supposons (

On a vu que

, puisque pour tout i E I, vi(ai) ~ 1, on a

; il vient que

Soit a E A ; ou bien  1, alors ; ou bien

, on a alors dans R 1 mais

Ainsi

. une famille d’uniformisantes des corps Ki ; alors

est un corps de valuation discrète.
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Remarque 1 : Pour fixer les idées, on note le corps Ki muni de la valeur absolue

(a) Si Imi p i = 1, on a comme dans l’exemple 1,

, fixé. Pour tout

l’idéal de formé des éléments

On obtient, par passage au quotient, un homomorphisme injectif d’anneaux de

. Identifiant
1 

à son image

dans est égal à l’idéal maximal m

de A . L’idéal maximal tels que

lim = 0 est l’unique idéal maximal de 1T K, p qui contient ni 1au 
~ 

i 

(Corollaire-Lemme 2) ; ainsi ri est un anneau local d’idéal maximal -di, p /.01 . On voit
que A / g est égal au corps des fractions de r et à celui de

(b) Considérons une autre famille ~

Supposons est fini non nul, les

corps valués sont isomorphes. Par contre, si
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~ ces deux corps ne sont plus isomorphes.

(c) Si 0  lim p i = P 1, les corps valués
lu 

’ ~ 
i

sont isométriquement isomorphes. De plus, pour toute famille (P ’ ). E 1 c ]0,1 [
telle que 0  lim p i = p’ ~ 1, les corps valués

sont isomorphes.

Corollaire 1: Supposons lim p i .¡. 0, le corps valué non discret 1f Ki/au i El I 
CU

est sphériquement complet (donc complet) lorsque l’une des conditions suivantes est

satisfaite :
(i) Chaque corps Ki est complet.
(ii) L’ultrafiltre CU est w-incomplet. Ce qui a lieu lorsque lim pi =1.eu

Il suffit d’appliquer, ou bien le corollaire 2 du lemme 2 (un corps de valuation discrète est

sphériquement complet si et seulement s’il est complet), ou bien la proposition 1.

Corollaire 2 : Supposons 0  lim pi 
= p  1. Le corps résiduel l~ du corps de valuation discrète

lu

K 
=, v U 

est isomorphe à l’ultraproduit i E I 
ki’ Rl des corps résiduels ki des

i E 1 CU i EE l qi

corps Ki.

C’est une conséquence immédiate du lemme 4, car

Remarque 2 : Le corollaire 2 n’est plus vrai si lim p 1 
= 1. En effet, on a vu dans lemmple 1

lu

que Q CA, tandis que le corps résiduel de 
i 

1f 
N z (P)/ est égal à 

i 
7r 

N F / U 
= 

F .iEN p/U p

Ceci montre, si besoin était, que la notion, de caractère métrique, d’ultraproduit de corps
valués définie ici est différente de celle donnée dans [ 1 ] .
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Corollaire 3 : Supposons 0  lim p i = p  1. Soit ai un système de représentants dans A iqi

du corps résiduel ki de Ki.
(i) L’image canonique

identique à l’ultraproduit d’ensembles 1r est un système de représentants
iEI

dans n _ ~ A du corps résiduel k de K.
i EI

(ii) Soit 1T i une uniformisante de Ki. Si 
i 1 

Ki f’ ’au est complet (c. f . corollaire I ),
iEI

alors tout élément a de s’écrit sous la forme unique

Soient L un corps valué ul1ramétrique complet et K une extension algébrique de L. On sait

que la valeur absolue de L se prolonge de façon unique en une valeur absolue de K : si a E K
1

est de degré n, 1 al = n où P est le polynôme caractéristique de a. De plus si L est

de valuation discrète et si ~K : L 1 = n  + ~ , on a n = ef avec e = [ 1 K * 1 : L ~) ] et

f = Ck : l] où k (resp. 1) est le corps résiduel de K (resp. L) ; soit 1T K une

1
uniformisante de K (resp. L) on a 1TKI = 1 7L e . Ceci étant, on a comme illustration du

théorème 1 les deux propositions suivantes (c.f. [4]).

Proposition 2 : Ultraproduit d’extensions non ramifiées.
Soit L un corps valué complet de valuation discrète. Considérons une famille (Ki), v E 1

d’extensions finies de L telles que CKi : L 1 = Cki : Il = ni où ki (resp.1) est le corps
résiduel de Ki (resp. L).
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(i) Le sur-corps valué K 
= 

1 
1f 

1 
de L est complet de valuation discrète et de

i E 1 lau

corps = ir .corps .

(ii) Si lim ni = + 00 est parfait, le corps h
ru

est une extension transcendante de l’ultrapuissance . J

Proposition 2’ : Ultraproduit d’extensions totalement ramifiées.
Soit L un corps valué complet de valuation discrète. Considérons une famille (Ki)i E I

d’extensions finies totalement ramifiées de L de degrés ni tels que lim ni 
= +oo.

ru

(i) Le sur-corps valué K - 
i 1i E 1 Ki/ au de L est sphériquement complet de valuation
EE

dense ; de plus 1 K* = R+.
(ii) Le corps K = 1f est une extension transcendante de 1’ultrapuissace

i U

Exemple 3 : Désignons par Lp~i l’unique (à isomorphisme près) extension non ramifiée de
degré i du corps p-adique Q p. Le corps résiduel de est le corps fini à pi éléments F p i
et son anneau des entiers s’identifie à l’anneau des vecteurs de Witt W p,i à coefficients dans

Fpi ; l’idéal maximal de Wp~i est égal à p W p,i.
Soit * un ultrafiltre non principal sur N * ; le corps ultraproduit C

est un corps de valuation discrète, d’anneau des entiers) dont l’idéal

maximal est p Wp. Le corps résiduel ep = 1T F Pil est parfait de caractéristique p
i EN w

(son cardinal est égal à celui du continu). Ainsi Wp s’identifie à l’anneau des vecteurs de Witt
à coefficients dans eP*
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Si CU contient tous les ensembles mN* .- ~ mi, i E N* 1, m &#x3E; 1, alors

i 
7T 

N 
est algébriquement clos. On peut identifier canoniquement chaqueP iEN p/U

corps F pm (donc 
U Fpm) à un sous-corps de 1T 

* F pi/ ep »P 

Posons L = ( i 
U le complété de l’extension maximale non ramifiée de Q- .

p i 
. 

&#x3E;1 p, 1&#x3E;

Puisque le corps résiduel de Lp est égale à la clôture algébrique F p de Fp (c’est-à-dire à .

. 

U F pi), Lp s’identifie à un sous-corps de Cp.i -&#x3E;- 1 ~ ~ 

Exemple 3’ : Considérons comme ci-dessus le complété Lp de l’extension maximale non
ramifiée de Q p. Définissons par récurrence la suite de corps :

Alors = 1 et 7r i est racine du polynôme d’Einseinstein Xi! » p. Donc

, il vient que n K est un corps de valuation dense
ie N ’-u,

) extension transcendante du corps de valuation discrète

Puisque Kp,i C Kp il’ on peut identifier canoniquement K y) à un, ,+ , 

sous-corps de . On sait (c.f. 151 ) que est dense dans le

complété C p de la clôture algébrique de Q p. Il vient que C p s’identifie à un sous-corps de

? Kp il ~ et le corps sphériquement complet 7 contient (strictement)
-u. 1 G N* ’ "

une complétion sphérique de Cp.
En contraste avec les propositions 2 et 2’, on a
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Proposition 3 : Soit (Li), v E 1 une famille de corps valués ultramétriques complets.
Considérons pour chaque i E I une extension Ki de Li de degré fini ni et sur Ki l’unique valeur

absolue qui prolonge celle de Li.
Alors si lim ni = n  + 00 , le corps 1f Kil lu est une extension finie deau iEI 1 CU

de degré n.

C’est une conséquence immédiate du lemme suivant :

Lemme 5 : Soit Ei un Li - espace de Banach ultramét rique de dimension finie ni. Si

lim ni ~r Ei / est un ? Lilu -espace de Banach de dimension
lu i E 1 ICU 7 ~

finie n.

Désignons par ? Ei le sous-groupe de 1T Ei formé des x = (xi) i e 1 tels que
i EI i E I i E I

Sup ||xi|| 1 :+oo et posons
i e 1

. Par définition est le groupe

quotient de 
i 

Tf Ei par son sous-groupe formé des éléments x tels que || x 11 I = 0. On voit
iEI

alors que i 1T E 1 Eil lu- est un 

1 
E 1f espace vectoriel normé.

i~I i/U iEI 1/U

On se ramène facilement au cas où pour tout i E I, dimL, i Ei = n.
Soit a fixé, 0  a  1, il existe (c.f. [ 5] ) une base a -orthogonale

tout xi E Ei s’écrit
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. Choisissant

. De plus, tout 3 s’écrit de façon

unique

. On en déduit d’une part que

-espace vectoriel de dimension n et d’autre part que

la norme de 
i 

1r Eil ml est triviale lorsque 
1 

1f Lilc est de valeur absolue triviale.
i E I 

-u, 

i E I CU

Corollaire : Soit L un corps local.

Si (Ki) 1 G I est une famille d’extensions finies de L de degrés finis ni tels que

lim ~- = ~  + 0153 ; alors 3 Kil u est un corps local.
lu 

-u,

N.B. On peut aussi démontrer le corollaire ci-dessus en remarquant que si lim ni  +00 ,

lu

alors 
i 

E 1T 1 Kil CU est un corps de valuation discrète de corps résiduel fini. D’autre part, si
i E I

L est une extension finie de Q p . on sait (c.f. [ 7 ]) que le nombre des extensions finies de L
de degré n est fini, dans ce cas le corollaire est évident.
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4) Ultraproduit p -normalisé des corps p-adiquçs Qp.
a) Le corps de valuation discrète Kp . *

Soit ’ l’ensemble des nombres premiers. Considérons pour p E ~, le corps p-adique Qp
et le corps des séries formelles de Laurent Fp((Xp)) où F p est le corps fini à p éléments.

Soit 0  p  1; on considère sur Q 
p (resp. Fp((Xp))) la valeur absolue

1 où vp (resp. wp) est la valuation de Q p (resp.
un ultrafiltre sur * , non principal. Les corps Kp= F Qplr F nE!!’ CU

r

sont complets et ont le même corps résiduel

(corollaire 1 et 2 du théorème 1).

Théorème 2 : Les corps de valuation discrète, complets K p p EE P et
20132013

9 p = 7 sont isomorphes. En fait chacun de ces deux corps est
p EfP

isométriquement isomorphe au corps des séries formelles de Laurent k ((X)) muni de la

valeur absolue S ~ A = la valuations de k ((X)).

(i) Puisque F p est un système de représentants dans F p [ [Xp ] ] du corps résiduel

de on déduit du corollaire 3 - théorème 1 que k = 1T 

t#&#x3E; 
est un

P P 

système de représentants dans 1f ] 1 du corps résiduel de 8p
p e CU

et que tout S 
= 

(Sp) E 8 
p 

s’écrit de façon unique ;
’ 

. D ’où l’identification de

(ii) Soit Ap ~ Z -/ l’anneau de valuation de K p . On sait (c.f. [ 1 ]) que le~ "

corps k = 7T Fp/ est de caractéristique zéro. Il existe donc ( [ 10] -Prop. 6 - chap. 11)
p E P
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un sous-corps de représentants Cp C Ap , isomorphe à k tel que Ap est isomorphe à

C 
p [ [ XI 1 , donc à k [[X]] ] ( [ 10] - théorème 2 - ch. II). h vient que les corps

sont isomorphes.

Remarque 3 : Soient Kp un sur-corps valué complet de Q p de valuation discrète et kp le
corps résiduel de Kp. Si la valeur absolue de chaque corps K ? P E 9’, est p -normalisée
comme ci-dessus, alors

...

est isométriquement isomorphe à 1

Remarque 4 : Soit Considérons sur Q p (resp. F p«Xp») la valeur

absolue p p-normalisée. Si 0  lim p p  l, voir remarque 1- (c). Si lim pp = 1, les

corps

w _

sont sphériquement complets, de valuation

dense. Le corps résiduel de chacun de ces corps contient k et en est distinct. Ces deux

corps ont-ils le même corps résiduel ? S’il en est ainsi, ils sont isomorphes.

N.B. Le théorème 2 ci-dessus est l’analogue du théorème 4 de [ 1 ]. La démonstration du
théorème 1 de [ 1 ] se reproduit ici mots pour mots. Quant au théorème 5 sur les équations
diophantiennes de [ 1 ], on en trouvera une démonstration dans [12 ] basée sur le théorème 2 ;

notons toutefois que l’on a :

Proposition 4 : Considérorcs une famille (Ki), 
i E 1 

de corps valués ultramétriques complets ;

cu un ultrafiltre sur 1 et le sous-anneau :

Soient r et n deux entiers positifs avec r ~ n. Si les polynômes de la famille finie
F = (f v )   de r [X 1 ..., Xn ] possèdent un zéro commun a E r n tel qu’il1 v r

... v ,

existe (j l’ ..., jr) C [ 1, n ] avec e = det (a» 0 0 ; alors pour tout système dedX
iv

représentants il existe ,T E CU

tel que pour tout i E J, il existe bi i T (bil i) 1  j  n E A q zéro commun des polynômesJ’ J J ’
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On peut supposer j 1 - 1,...,jr = r et r = n en posant f

la matrice jacobienne s’écrit alors . Par hypothèse

représentent

pour tout Ainsi pour tout i

1 ~ v ~ n. On sait alors (c’est une conséquence du lemme de Hensel) qu’il existe

(mod. ei lTB i)’ 1  j  n. Il vient que f v I

b) La clôture algébrique de 1

Lemme 6 : Soit (K.) i i E 1 une famille de corps valués ultramétriques, algébriquement dos.
Tout corps ultraproduit K = est algébriquement clos.

un polynôme unitaire de degré n &#x3E; 2 et soit

un représentant de
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I. On a pour tout i E I et tout j, 0 ~ j ~ n,

algébriquement clos, le polynôme unitaire . a toutes ses racines

dans Ki. Mais si un corps valué L contient toutes les racines du polynôme unitaire Q E L [ Y] ]
- 

-Î. Ainside degré n, alors l’une au moins de ces racines a E L est telle que | 1 al  1 Q(O) 1 n Ainsi

l’une des racines ai de Pi dans Ki est telle que

Il vient que a 
= 

(ai)i E I E f Ki , on a dans

Le corps K = 
i 

1T 1 Ki/,, est donc algéb riquement clos.
i E 1 

-u.

Soit L un corps ; on désignera par L sa clôture algébrique. La valeur absolue
p-normalisée de Qp s’étend de façon unique en une valeur absolue sur Q p. Le complété C p

l’V

de Q p est indépendant de la p-normalisation de la valeur absolue de Qp. soit ’U un
ultrafiltre, non principal, compte tenu de la proposition 1, du corollaire 1 - Lemme 2
et du lemme 6, on a :

Proposition 5 : Les corps valués sont égaux et sphériquement

complets. De plus est un corps algébriquement clos.

Le groupe des valeurs

Considérons

Le corps, algébriquement clos et sphériquement complet r p contient comme sous-corps
- »

valués, extensions valuées de Kp , une clôture algébrique Kp de K p , le complété Kp
- 

, , 

- 
, 

/1,
de K p et une complétion s p héri q ue de K p donc aussi de K . p Tous ces sous-cor p s de T p
ont le même corps résiduel k .
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Lemme 7 : (i) La clôture algébrique est égale à U kn où
n&#x3E;1

(ü) Le sur-corps 7r de k , ultraproduit des clôtures algébriques~"

des Fp , est algébriquement clos et transcendant sur k.

(i) On voit, comme dans la proposition 3, que le corps kn = 1T F pnl ~,,
p E P

est un k-espace vectoriel de dimension finie n. Il vient que U kn est une extension
n &#x3E;1

algébrique de k . Considérons un polynôme unitaire, irréductible

coefficients a j = (c~ ~) dans k ; posons

alors J = { p IPp irréductible } E au, Puisque pour tout p E J, le polynôme irréductible

Pp est de degré n et que toute extension algébrique de F p de degré n est isomorphe à Fpn ,
le polynôme Pp a une racine xp dans F pn ; ainsi

est une racine de P. Le corps ~ k n est donc une clôture algébrique de k .
n&#x3E; 1

(ii) Tout comme dans le lemme 6 et la proposition 3, on voit que 7T 

pep 
p

est algébriquement clos et que c’est une extension transcendante de k .

Remarque 5 : (i) On voit f acilement que pour tout entier n ~ 2, le corps

n = 
9’ 

est une extension cyclique de k . On en déduit que le corpsn P

k est quasi-fini (c.f. [10] - chap. III - § 2). On peut donc associer au corps de valuation
discrète 

t#&#x3E; Qpl une formation de classes (c.f. [10] ] chap. XIII - § 4).CU

(ii) L’extension maximale non ramifiée de Kp est isomorphe à U kn((X))
’ 

n&#x3E; 1
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et le complété de ce corps est k ((X)). Soit Dp un corps gauche de centre Qp , de dimension
n ; le corps ultraproduit p 7 e est un corps gauche de centre K p , de dimensionp/U ’

n2 ; ce corps contient un sous-corps non ramifié maximal isomorphe à kn((X)). On obtient
de cette manière tous les corps gauches de centre Kp de dimension finie.

(iii) L’extension abélienne maximale de Kpest égal à la clôture
i 

algébrique Kp = 
n 

U 

1 
U 

1 
k n«X m )) de K p . Le groupe de Galois de l’extension

n &#x3E; 1 m &#x3E; 1

~ A A ^

Kp 1 Kp est isomorphe au groupe Z x Z où Z = lim Z/ nZ4-

Revenons à Puisque Kp est un corps de

valuation discrète, le groupe est égal au groupe dénombrable p ;
comme 1 r; 1 = R Î (Proposition 5), le corps r n’est pas une extension immédiatep 

A 

p

de Kp (resp. Kp ).

Soient Ap l’anneau des entiers de Cp et Mp son idéal maximal ; le corps résiduel de
~ ~

C p est égal à Fp. Chaque anneau Ap étant local hensélien et 1T 

* 
étant de

p E P

caractéristique zéro, on déduit du lemme 4 que l’anneau local hensélien 
p 

EE 
-P p

d’idéal maximal contient un sous-corps de représentants Rp isomorphe àp e p p

. Puisque r p est complet de caractéristique résiduelle zéro, son anneau
pEP au

des entiers Ap contient un sous-corps de repésentants 9l p isomorphe à son corps résiduel
Apl rn ( lh p idéal maximal de Ap ), Mais rn 

p 
C 1 , Mp/cu’ il vient que p pEP p p p

On déduit, d’une part, du lemme 7, et d’autre part, de ce qui précède, que les inclusions

sont strictes. Le corps est à tout point de vue
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N

beaucoup plus «grand» que K p Sachant que Kp = k((X)), on a
~ _

Proposition 6 - (i) Le complété K p de la clôture algébrique Kp de sous-corps

de Tp est isométriquement isomorphe au corps k ((X)~Q des séries formelles

1 

à coefficients (i - E k et à exposants rationnels q j finis ou formanti 1 
1

une suite strictement croissante.

(ii) Le corps sphériquement complet r p contient une complétion
~ 

&#x3E; 

~

sphérique de Kp , isométriquement isomorphe au corps S(k, Q) des séries formelles

à coefficients dans k et à exposants rationnels.

Exemple 4 : Sous-corps de T 
p 

de corps résiduel égal à p (-= .0 P
Soit L le complété de l’extension maximale non ramifiée de Q .

IV

Le corps résiduel de Lp est égal à Fp. On déduit de la remarque 3 que
est isomorphe à i

; considérons avec les notations de l’exemple 3’,

est isomorphe à

est la clôture algébrique de (

Soit Rp un relèvement de
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On a alors 1 finie ou strictement

croissante 1 1 est une complétion sphérique de
^ A

Noter que pour chaque p, L p coihcide avec C p tandis que Lp est loin d’être égal
à r p. *

5) Ultraproduits construits sur R. ..

Rappelons (c.f. par exemple N. Bourbaki - Alg. com. - Chap. VI) que les valeurs absolues

non ultramétriques sur R sont de la forme |a|a où | J est la valeur absolue usuelle sur R et

a E I o, 1 ] . On notera Ra le corps R muni de la valeur absolue ) )  .

Considérons une famille (a i). i E I c 10, l] . Soit au un ultrafiltre sur I ; on définit

comme en 1) le corps ultraproduit 
i 1r E 1 

Ra . II CU 
des corps valués R a . ii El 1 u 

Proposition 7 : Soient au un ultrafiltre sur 1.

est un corps valué ultramétrique

de valuation dense avec 1 Ra 1 = R+ . De plus au est c~ -incomplet et Ra est sphéri-

quement complet.

(i) Supposons lim a = 0. Considérons a
ou

et posons pour tout i E I. Comme
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L’élément 1

coincide avec a dans pour tout i E I ; donc

lim bi = x existe dans R . Soit e &#x3E; o, il existe JE E U tel que pour tout i E Je ? ,

(ii) Supposons lim ai = 0. Soient i deux éléments

; comme pour tout i

la valeur absolue de R . est donc ultramétrique. D’autre part, si a E R+ , alors

Soit n un entier &#x3E; 1 ; comme lim ai = o, l’ensemble Jn des i E I tels que
CU

appartient à ’ , 
était

non vide, il existerait i E n 
1 

.L tel que pour tout n &#x3E; 1 ; c’est-à-dire
n &#x3E; 1 n

a i = 0, ce qui est absurde). Il vient que l’ultrafiltre U est cj-incomplet. La démonstration

de la proposition 1 montre alors que Ra est sphériquement complet.
a.

Remarque 6 : Soit Q., le corps Q muni de la valeur absolue 1 1 1. Si lim a. - 0 ; on voit
1 lu 1

comme ci-dessus que est un corps valué ultramétrique, sphériquement complet.
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De plus

Les corps valués ultramétriques R,, obtenus dans la proposition 6-(ii) sont semblables

à ceux construits à l’aide de l’analyse non standard par A. Robinson (c.f. [ 8 ] ou [9 ] ). On

peut décrire ici avec plus de «précisions» le corps résiduel de Ra. .

D ans toute la suite, on suppose que la famille a = (a i ) 
i e 

C ] 0,1 1 est telle que
iEI

; posons 1 ; alors, ou 1,

OE . 00

. D ans tous les cas, Sup 1 a 1  + oo. On peut donc identifier lR I à un sous-anneau de
i E 1

. De plus, tout a = I E 1 R (1) est tel que 1

lim lai  1. Il est clair ue l’ensemble P0 des a E l oo I tels ue 1 a 1 = lim lai 1
au 

q Q R 
( ) q 

lu

est un idéal premier de 1 R (I). On déduit du corollaire - lemme l, que est contenu dans

un seul idéal maximal de 1 R (I), à savoir, l’idéal maximal b, formé des a E 1 R (1)

tels que lim ’ 1 ai = 0.l

Soit cp l’application canonique de
i

. On déduit

de ce qui précède que l’image canonique r a = cp (I (I)) de Ip (1) dans R j est un
R R

sous-anneau unitaire de l’anneau des entiers A a de . L’idéal maximal 

est égale ~,’ ; par exemple

L’anneau rQ est local d’idéal maximal (bU) ; de plus rQ = R + b Comme
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tandis que ., l’inclusion mo C bo est stricte.

Proposition 8 : Soit o - (a i). v E I C ]0, 1] l telle que lim ai = 0. Le corps résiduel

Au m 
Q 

de ~c. contient strictement R et est égal au corps des fractions de l’anneau

intègre 1R .

(i) Puisque les inclusions ma bu c A. sont strictes et que Ir. R +0 bu

les inclusions suivantes sont strictes : R C C Au/ ~, Q

(ii) Soit S = rc.B m ; comme m a est l’idéal maximal de le localisé
Q

S-1 ru de ru en mo est contenu dans A . Soit a E Acr ; ou bien 1 a 1  1, alors

; ou bien ~ 1

l’ensemble {i E 1 j3} alors a E r , , sinon pour tout R+ ’

en particulier ~

donc 
a 

est le corps des fractions de On achève la démonstration de la

proposition 8 en remarquant, vu les définitions de 9’ a et rQ , que les anneaux

sont isomorphes.

00

Corollaire : Soit Fc, le corps des f ractions de 1 R (I)/Po. -
Le corps R. est isométriquement isomorphe au corps S(F a ’ R ) des séries

f ormeltes à coe f f icients dans Fc. et à exposants réels.
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C’est classique. En voici une brève démonstration. Soit Ra un sous-corps de

représentants dans A. du corps résiduel (isomorphe à) Fade Ra .
1

Fixons a E ]0, 1 [ et posons 7r = (ci ai) i G 1 ; on m Q , Considérons pour tout

. Le sous-ensemble S(Ra , 5 7r , r E R )

de R  formé des familles sommables f ’Y r Tf où ’Y r E Ra et A une partie bien
rEA

ordonnée de R , est un sous-corps de Ra isométriquement isomorphe à S(F  , R), donc

S(R  , 7r r, r E R) est sphériquement complet. Comme R j est une extension immédiate de

Remarque 7 : Désignons par c5 l’ensemble des familles a = (el i), i EI C ]0,1] telles

que lim a i = 0.91 "

a.

(i) Si a et TES sont telles que lim ai = 0, les corps et Rt sont isomorphes.V i a T

(ii) On a sur 6 une relation de préordre total en posant o  T si et seulement si

fi 1 les idéaux premiers fP a et fP L de 1R(l) sont tels que
00

. La famille d’idéaux premiers de 1 R (I) est donc totalement

a.

ordonnée par l’inclusion. De plus si lim 0, -T. Par contre si QI T ; 0

mais , donc ~ t

Soit (Ei) 
i E 1 

une famille de R -espaces vectoriels normés de normes Il 1
a.

Désignons par 
1 

l’espace Ei muni de la R . -norme Il I Définissant, comme .
, a i 1

on l’a fait pour Ra ’ l’ultraproduit F Ei,a des Ra. -espaces normés 1 1, 1
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on obtient un R a -espace vectoriel normé ultramétrique sphériquement complet (pour ce
dernier point, on reproduit la démonstration de la proposition 1) si Ei = E et

pour tout i E I, on pose et E s’identifie canoniquement

à un sous-ensemble discret de e a . Supposons dim E = n  + ce considérons une R -base

(e-) i  j 

 n 
de E, alors (eJ.) i  j . C n 

devient une R a -base orthonormale "

En effet, il existe m &#x3E; o et M &#x3E; o tels que pour tout -,

on a pour tout i

avec

Considérons alors sur le corps C des nombres complexes la valeur absolue usuelle.

I 
Ca 

.1 qi 
, on obtient un sur-corps valué de Ra sphériquement

i EE I

complet. Le Ra -espace vectoriel normé W. de dimension 2 a pour base orthonormale

(l,j) où j2 m -1. Tout z = (zi), 1 s’écrit de façon unique z = a + jb, a, b ERa
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On en déduit par

récurrence que pour tout n ~ 2 et toute famille finie (av )

. Il vient que Ra est un corps ordonné (théorème

d’Artin-Schreier - c.f. N. BOURBAKI - Alg. Chap. VI).

On déduit de la démonstration du lemme 6 que e. est un corps algébriquement clos.

Compte-tenu du théorème d’Euler-Lagrange (c.f. N. BOURBAKI loc. cit.), on a

Théorème 3 : Soit a - (a i) i G ]0,1] telle que lim ai = 0.
lu

Le corps est un corps ordonné maximal. Sa clôture

algébrique est égale au corps valué ultramétrique, sphériquement complet

Soit Aa (resp. Ma) l’anneau des entiers (resp, l’idéal maximal) de e,, . On voit, tout
00

comme pour Ro, que l’ensemble des z = (zi) i E 1 
E 1 C (1) tels que

est un idéal premier de 1§ (1) et que le corps résiduel Au de
c a
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~ 
00 

~ j est égal au corps des f ractions L j de 1 C (I)/p Q ; de plus Co est isométriquement

isomorphe à S(La ’ R ).

00 00

est un corps ordonné. D’autre part, l’ordre usuel sur IR (1) induit sur h (1)1.p J un ordre

total ; cet ordre détermine sur 
a 

par passage au corps des fractions une structure de

corps ordonné. Il est clair que A a = Au+ j A. et Ma = ainsi Au lM a 
est un

sur-corps de Aa /th a de dimension 2 engendré par lq 2 = -1). Le corps résiduel A 
Q

du corps algébriquement clos . est algébriquement clos ; d’où

Corollaire : Le corps ré siduel Aa 1 Ina de Ra est un corps ordonné maximal ; son ordre

00 00

est déterminé par l’ordre sur 1 R (I)/!p a obtenu par passage au quotient de l’ordre usuel de 

Remarque 8 : (i) L’ordre de R a coincide avec l’ordre obtenu par passage au quotient de

l’ordre induit sur 
ç G F 1 Ra. i par l’ordre usuel de R I,
i e 1 al

(ii) Soit z Cz désignons par absz l’unique élément positif de R j

tel que (abs z)2 = zz ; on a ~ absz ) 1 = Si z’ G ~" j est tel que absz  absz’,

alors 1 . D

Nous avons déjà observé qu’étant donnée une famille (Ei)i E 1 d’espaces vectoriels

R -normés, on peut lui associer un ultraproduit 
1 5 e Ei,a .1 qui est un Re a -espace normé
i E I lu

ultramétrique, sphériquement complet. Pour une construction analogue utilisant l’analyse
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non-standard lorsque Ei = E, i E 1, c.f. [8] . Voici un exemple d’espace de Banach 

ultraproduit de Ra - espaces normés dont la norme n"est pas ultramétrique.
1 

Exemple 5 : Soit a = (a i)i i E C 10, Il telle que lim a i 
= 0. Considérons l’espace

1 E 1 CU

ci - a.

vectoriel L 1 [ 0, 1 ] des classes de fonctions xi : [ 0,1] ~ R telles que 1 xi ~ 1 
1 

est

Lebesgue - intégrable ; c’est un Ra 1 .-espace de Banach pour la norme

dt. La norme du R j-espace de Banach

u

ultraproduit des L 1[0,1] n’est pas ultramétrique. Fixons en effet a G ] 0, 1 1 ; posons

A = [ 0, OE [ , B = [ «,1 ] et désignons par XA(resp. x ) la fonction caractéristique de A

(resp. B). Il est clair que pour tous À, p. ER, non nuls et pour tout i E I, X XA et

Désignons par Vi l’espace vectoriel V des fonctions continues x : [ 0,1 ] -&#x3E; R

1 a.

muni de la R -norme H |x(t)| 
1 

dt. Une légère modification de la démonstration
ail. s 0 1 x(t)

de la proposition 1 montre que l’espace ultraproduit Ù a = 
1 

1f V il ml est un R Q -espace
i E 1 -u,

de Banach (CU est w-incomplet !). Puisque Vi est Î i-dense dans L 0,1 ] , on a

Posons pour toute fonction x



35

on a pour tout i

Ainsi

De plus, on voit facilement que 11 0 lorsque 0 / x E V. Tout ceci montre que l’on

peut identifier V à un sous-ensemble de la boule unité fermée de 11 a. * Il est clair que V est un

sous-groupe de Considérons ex E 10,1 [ ; la fonction continue x : [0,1] -&#x3E; R définie
ex

. est telle que

il vient que Y est un sous-groupe non discret de et si l’on note R d le corps des nombres

réels muni de la topologie discrète, V devient un Rd-espace vectoriel normé.

Exemple 6 : Fixons Soit 1 telle que lun a i = 0 ;

posons ci a = Le corps valué sphériquement complet Raa est égal au corps

R. muni de la valeur absolue j |a| a = lim 1 ai 1 a a. 1 (remarque 6). 
’

lu 
a

Désignons par || || a la Ra-norme de l’espace E a = L a[0,1]. Si l’on pose

pour tout i E 1 et tout : 1 on a sur Ea une

structure de de Banach notée El. l’espace vectoriel des
1 ci 

fonctions continues de [ 0,] 1 dans R muni de la norme induite par celle de 

Alors si l’on pose à

est un j-espace ultramétrique, sphériquement complet (c.f. démonstration de la proposition

1). De plus, Ea (resp. V) s’identifie à un sous-ensemble discret de car tout x E Ea

(resp: V) non nul, 11 XI = 1.

Puisque R .. est sphériquement complet, on déduit du théorème d’Ingleton que le
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dual de l’espace normé ultramétrique !ia,a est non nul alors que d’après
le théorème de Day E â - V’ = (0).

On détermine facilement des suites 9 = ( ~P n) n &#x3E; 1 
systèmes libres du R-espace

vectoriel Ea qui sont des familles orthonormales dans le R ci . -espace ultramétrique 2a,a1 ,

c’est-à-dire pour toute partie finie J de N et toute famille iaa ,

. Il suffit par exemple de considérer les fonctions

caractéristiques pn des intervalles est une suite

strictement décroissante de [ 0 , 1 ] telle que B1 = 1 et 0.
n -~ +00

Si l’on désigne donc par W~ le sous- R -espace vectoriel de Ea engendré par une telle suite

9? alors il existe et tel que pour tout
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