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366 QUESTIONS

Démonstration du premier des deux théorémes
de géométrie énoncés a la page 283 du pré-
sent volume ;

Par M. LenTHERIC , docteur &s sciences, professeur de mathé-
matiques et de physique au collége royal de Montpellier,

[a Za i Y Vb Sl “h T Mia i Sa S

SOIENT a, b, ¢ trois longueurs quelconques, en posant
b—c=a' ,
C-—a:b’ 'Y -

a—b=c;
on aura évidemment



RESOLTUES.

a4 +c=o , (1)

aa’+ b0l 4cc’=o0 . (2)

Si 4, B, € sont wois angles quclconques et qu'on pose
E—(=.1",

C—eA=2"
A—B=C",
on aura pareillement
A'+D'4C'=o )
AA'4BB/4CCl=o . (
L’équation (3) donne tour-a-tour
~B/—=('=A'=B—C , C—C'=B+B/ ,
—C/—A'=B'=C—4 , {\dou ({ A—-A'=C+C’,
—A'—B/=C'=A—DB ; B—B'=A+4" ;
et par conséquent
Cos.(C—C’)=Cos.(B4-B) , Sin.(B+B/)=Sin.(C—C") ,
Cos.(4d=A")=Cos.(CH+C) , Sin.(C4-€")=Sin.(4—4") ,
Cos.(B—B")=Cos.(4+ 4") , Sin.(44+A4/)=Sin.(B—FB') ;

d’oll en ajoutant et transposant

(A4 )t (Bt By (C+C')—(dmd))—(B—B)—(C—C))=o0; (5)
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Cos.( A== A")4-Cos.(B==B')+Cos,(C—C") = Cos.(A+A')y=Cos.(B+4 B')—Cos.(C4-C)=0, (6)
Sin.(A+4 A)-4-Sin.{B4B')+Sin.(C4C)—Sin.(4—A")=Sin(B—B/)~Sin.(C—C)==0 . (7)
En vertu des formules connues
2Sin,zSin.y=Cos.(z—y)—Cos.(z+y) ,
2Cos.xSin.y = Sin.(z-4y)—Sin.(z—y) ,

on a
2Sin. ASin. 4/—=Cos (A—A4")—Cos.(4+4") ,
2Sin.BSin. B’=Cos.(B— B")—Cos.(B+5B’) ,

2Sin.CSin.C'=Cos.(C—C’)—Cos.(C+C") 3

2Cos.4Sin. 4'=Sin./ A+ A")—Sin.(4A—4") ,
" 2Cos.BSin.B’=Sin.(B4B)—Sin.(B—B/) ,
2Co0s.CSin.C’=Sin.(C4C)—Sin.(C—C") .

Ajoutant membre & membre les équations de chacune des deux sé-
ries, en ayant égard aux équations (6) et (7), et divisant par deux ,
il viendra

Sin.4Sin,A4’4-Sin.BSin, B/4-Sin.CSin.C’=o0 , (8)
Cos.A4Sin. A’4+Cos.BSin.B/4-Cos.CSin.C=0 .  (9)

En prenant, tour-i-tour, la somme des produits respectifs de ces
deux derniéres équations , d’abord par 4-Sin.X et 4-Cos.X, puis
«-Cos.X et —Sin.X, on aura, quel que soit l'angle X,
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Cos.(A4—X)Sin. A'+4Cos (B—X)Sin. B/4Cos.(C—X;Sin C'=0, (i0)

Sin (A4—X)Sin.4’4-Sin (B—X)Sin.B/$Sin.(C—X)Sin.C'=0 . (11)

Cela posé, soient @, &, ¢ trois rayons vecteurs d'une planéte on
d’'une cométe, et A, B, C les angles que font leurs directions
respectives avec une droite tracée arbitrairement dans leur plan ,
par le centre du soleil. Soient X l'angle que fait la ligne des apsi-
des avec la méme droite, p le paramétre de l'orbite et X le rap-
port de lexcentricité au demi-grand axe, <1 pour Pellipse, =1
pour la parabole, et >1 pour I'hyperbole ; on aura

2a[14-)Cos (A—X)]=p ,
20[1 +1Cos.(B—X)]=p , (12)
ac[1+Cos.(C—B)]=p .

En prenant la somme des produits respectifs de ces équations par
beSin. 4/, caSin B/, abSin.C’ , et ayant égard & l'équation (10), il
viendra

2abe(Sin. A’ 4Sin,B/48in.C/) =(bcSin.4'+caSin.B/+abSin.C)p

d’ou
Sin.A’ 4 Sin.B' 4 Sin.C’ 3
P=2 Sna _ sSin.B_ SoC ° (13)
a b ¢

En prenant la somme des produits des trois mémes équations
respectivement par a’, &, ¢/ et ayant égard aux relations (1) et (2)
il viendra, en divisant par 21
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aa’Cos (A—X~4-04/Cos.(B—X)+cc’Cos.(C—X)=o0 ,
ou bien en développant
(aa’Cos.A+b5/Cos.B4cc/Cos.C)Cos. X+ (aa'Sin. 4458 Sin, Bo-ce'Sin. C) Sin.X=0 ;
d’ou

aa’Cos. A4-28'Cos.B4-cc'Cos.C
“aa'Sin. d4bb'3in. Bco/Sin,C

Tang. X=—

- (14)
La premiére des équations (12) donne

__
" 2aCos.(A4—X) ’

mais de la valeur de Tang X on conclut aisément

ac'Cos. A4-bb'Cos. R4-cc'Cos.C
aa’ b2 4-c3c!34-2b0'cc! Gos,A! 4 2cc’an’ Cos. B'f-2aa"bb’'Cos.C!

Siﬂu = — ’
v
aaSin.A+bb’Sin.B-_l—cc'Sin. C

Cos.X= .
T V aa/>4-b3b/ o' 26 2 20b/cc! Cos. A' 4 266’06 Cos. B/ +-264/bb'Cos.L! !

et par suite

Cos.ACos. X+Sin. 4Sin. X=Cos.(4—X)

¢c'Sin . B/—bb/Sin.C’
TV araliqpb bl idrcie 4 2bbec/Cos. /4200 /a0’ os, B/ 4-280"6b'Cos, LT

D’un autre cété la formule (13) donne

cc’Sin.B/=b5'Sin.C’

P A S Al caSin.BigabSin.C’

-
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substituant ces valeurs dans celle de A, il viendra

A= — \v/a‘a’*+.‘;za’1+1 ‘.’-‘+2bbf’u/Cus Al zcc’ad’ Cos Bi4e2aa’bb!Cos. L/ . (l 5)

Ainsi, trois rayons vecteurs étant donnés de grandeur et de situa.
tion, on en pourra déduire, par des calculs trés-symétriques, la
graudeur et la situation de l'orbite,

Ces diverses formules sont connues depuis long-temps (*) ; mais
il ne parait pas qu'on ait remarqué encore qu'elles ne sont que
des cas particuliers d'autres formules plas générales que nous al-
lons faire connaitre.

Soient @, 6, ¢,d, wun.p, g, r,s des longueurs quelconques
¢n nombre impair ; posons '

b—ct-d—..oon—g+r—s=a’ ,
c—d~4-t—iirire—r+s—a=1¥ ,
d—etfomiiiirsv—sta—b=c’ ,
r—s+a—.wws—m-t-n—p=g’ ,
S=—a4b—.scvoe—nt-p—qg=r’ ,
a~b~4-c—virre—ptg—r=s’ ;

il en résultera

*y Yoy. Annales , tom, 1V, pag. 197.
)] y ’ » P2g. 197 J.D. G
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o'+ 4c'tunniet-g’+r'+s'=—0 , (1)
0@’ - bb' - cc' e wintgg/F rri4-ss’=o . (2)
On aura aussi

a—a’=a—b+c—avniiit-g—r4s=s4s’
b—b'=b—ct+d—..c.c. 4 r—sta=a+a’ ,

s—c! =c—d+te—.uu A s—atb=b4-4 ,
QO.ocO-ooo-oacoooo.o.t--,> (3)
g—g'=g—r~+s—werseit-m—n-p=p-tp’ ,

N o s "0

s—s!=smmat-b—.verr.ctp—gt-r=r4r’ , |
d’oit en ajoutant et transposant
(a40") 4 G frercdr (P F (545 = (a0 ) = (b= Y s = (r=r"y=(s=5Y==0 . (4)

$id4,B,C,D,...P,Q, R,S sont des angles en nombre
impair , en posant

B—C+ D comQ+R—S= A" ,
C—D4-E—s vuomRA-S—A=E' ,
D — E4 F—.socooumS4A—B=C" ,

® 5 8 ¢ ¢ s & . o 0 0 e o ¢ e o v @ o o

R—S+A—wuieo M+ N—P=(Q' ,
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4

§—=A+B—. .—N4P—Q=FR,
A—B+C—....—P+Q—R=S;

on aura de méme

A’+B’+C’+,...-.+Q/+ R4 8'=o , (5)
AA'4+BB4-CC'+-..... + Q' 4+BR 458 —=0 , (6)
A—A'=85+8", )

B—B'—=A4 A",
C—(C'=B+1D' ,
..... ceee )
Q—Q'=P4P"
R—-R=Q+(’,
S—S'=R+4R , |

(A+ AW (BB )+ HRERD L (S+8) = (A-A)—(B-B')=ses-(R=R")- (S-SN=0. (8)
Des équations (7) on conclura encore
Cos.(A—A)=Cos. S+ ,  Sin (A—A/)=Sin.(S4-5) ,
Cos.(B—B/)=Cos.(ALA'),  Sin(B—B)=Sin.(A+4") ,

Cos.(C—C)=Cos.(B4-B),  Sin.(C—C')=Sin(B+B/) ,

Tom, XFI11 50
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Cos.’Q-0Q")=Cos.(P4P") , Sin.(Q—Q) =Sin.(P+P) , -
Cos (R—R'y=Cos (¢-+¢) - Sin,(B—R")=8in. Q+Q) ,
Cos.(§—S')=Cos.(R+4-R") , Sin.(§—§")=Sin. (B+R’) .

Ajoutant les équations dans les deux séries et transposant, il viendra

Cos (A—A')+Cos.(B—B')+Cos.(C—-C’)+...+Cos.(Q-—Q’)+Cos.(R—R’)+Cos.($-—$') ) ©
S0 . 9
—Cos.(A+A’)—Cos.(B+B’)——Cos.(C-{-C’)—...v—-Cos.(Q+Q’)—C05.(B+H’)—Cos.(S+S/)

Sin.(A4A')+Sin.(B4B) +Sin.(C+C/) 4 t-Sin.(Q +QN+Sin (R + B)4Sin (S48 | o
=0. (10
—=Sin.(A—~A")=Sin.(B=B’)—Sin.(C—C") —-....-Sin.(Q-Qr).-Sin.(R—no-Sin.(s-—s'ﬁ

En faisant toujours usage des deux théorémes
2Sin.28in y =Cos.(x—~y)—Cos.(z4y) ,

2Cos.28in.y==Sin.(z~4-y)—Sin.(x—y) ,

on trouvera

2Sin,ASin.4'= Cos.(4—A")—Cos.(4+4-4") ,
2Sin.BSin.B'=Cos.(B—B")—Cos.(B+B) ,

28in.CSin.C’=Cos.{ C—C')—Cos.(C4C’) ,

2Sin.QSin.Q'=Cos.(Q—Q@/)—Cos.(Q4 Q") ,
2Sin.RSin. B’=Cos (B—R")—Cos.(R+-K) ,
28in.§ Sin.§’=Cos.(§—5/) —Cos.(S+5') 3



(411

RESOLUES. 3n

<

2Cos.ASin. 4’ =Sin.(A+.4)—Sin (4—4") ,
2Cos BSin I/ =Sin(B~4-B")—Sin.(B—I") ,
2C0s.CSin. €’ =Sin(C4C’) —Sin ((—C7, ,

L L I I e L e L A T B I 1

2Cos.QSin.(’=Sin.(Q4@") —Sin (Q—¢") ,
2Co0s.ASin. B/ =Sin (R4+R’)—Sin (BK—R') ,
2Co0s.88in.8’=S8in (§~+5/) —Sin. (§—5) .

Prenant les sommes d’¢quations dans les deux séries, et ayant égard
aux équations (y) et (1o), il viendra en divisant par deux

Sin.ASin. A/4Sin . B'Sin,B'4Sin.CSin.C/'-+,.4-Sin.QSin. Q'4-Sin. RSin. R'4-Sin.SSin, & =0, (11)
Cos.4Sin, 4’4Cos.BSin,B'4-Cos CSin.C'4-...4Cos.QSin. Q'+ Cos.E Rin.R'4Co5.85in.8'=o0, (12)

Si l'on prend la somme des produits respectifs de ces deux équa-
tions d’abord par +4Sin.X et +Cos.X , puis par +Cos.X et =Sin, X,

ou aura, quel que soit l'angle X,
Cos.(A=—X)Sin.A'4Cos(B—~X)Sin.B/'+4.......4-Cos.(R=X)Sin. R/ Cos.(§—=X)Sin.S'=0 , (13)

Sin.(A4—X)Sin.4/+-Sin.(B—=X)Sin. B+ u.. o4-Sin. (R=—X)Sin. &'+ Sin.(S—X)Sin.8'=o0 , (14)

Cela posé, admettons que @, 4, ¢, w.. ¢, r, s soient des rayons
vecteurs d’'une planéte ou d’une comeéte, et que 4, B, C, ... ¢,
R, § soient les angles qu’ils forment respectivement avec une drotte
menée arbitrairement dans leur plan, par le centre du soleil. Soient
X langle que fait la ligne des apsides avec la méme droite, p le
paramétre de Porbite et 2 le rapport de I'excentricité au demi-grand
axe, <1 pour lellipse, =1 pour la parabole et >1 pour I'hvper-
bole, on aura
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aa[142Cos(A—X)]=p ,
2b{142Cos. B—X)]=p

b

2¢[1 +2Co0s.(C—X) ]=p

b

’

2g[1+1Cos.(Q—X)] =7 »
2rf14-2Cos.(A—X)]=p
25[ 14-4Cos.(S—X) ]=p .

~

(15)

Si l'on prend d’abord la somme des produits respectifs de ces

équations par bcw..rsSin.A’, cd...saSin. B’ ,de..

w@bSin.C? , o 0y TS wes

npSinQ’, sa...pgSinR’, ab....qrSin.§’, en ayant égard i l'équa-
tion (13), il viendra
20bCuengrs(Sin, 4/'4-Sin. B4-Sin.Cld sunnd-Sin./Sin. R4 Sin. &)
= (beoursSin. A'4cd,.s5a8in, B +venit-5a0 0 pgSin H/4-abengrSinSp ;
d’ou
Sin A7 $-SinB +Sin.C" Fvernncnne.. + Sin.Q4-Sin.R/ 4-Sin.& 6
P=2 “Sin.A" _ SinB _ Sim.C Sin.Q _ Sin.R. _ Sin.y ° (16)

. T et +

)

r 3

Si l'on prend la somme des produits respectifs des mémes équa-

tions par @/, &/, ¢/, evunn ¢, 77, s/, en ayant égard aux équations

(1) et (2), il viendra, en divisant par =2},
aa’Cos.(A—X)454'Cos.(B-X)+

ou bien, en développant

..... +rr/Cos.(A—X)4ss'Cos.(S~X) =0 ;

(aa’Cos. A+4-b4'Cos. B4-....4-rr'Cos. R~+s5'Cos.8)Cos. X

d’olt
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aa’Cos. A¥45b'Cos.B4weeedrr’/Cos. Bf-5ss'Cos, S

Tang. X=— , _ = — . (17)
aa'Sin.A-400'Sin.B+4..cco4-rr/din. H+4-s5'Sin.$ /

Les valeurs de p et X étant déterminées par les formules (16)
et (17), on en conclura celle de X a l'aide de l'une quelconque
des équations (15).

Si I'on borne le nombre des rayons vecteurs donnés & cinq seu-
lement , la formule (16) deviendra exactement celle qui a été pro~
posée & démontrer & la page 283 du présent volume, et qu'on voit
ainsi appartenir & I'hyperbole et & la parabole tout aussi bien qu'a

Pellipse,



