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QUESTIONS RESOLUES.

Solution des deur premiers problémes de géo-
métrie proposés a la page 327 du précedent
volume.

Solution du premier probléme ;

Par M. VaLrEs, éleve & I'Ecole polytechnique.
AV VWUVAANY

P ROBLEME. Un fiI parfaitement flexible et inextensible est ap-
pliqgué sur la surface d'un coéne droit , de maniére & suivre cxac-
tement les circonvolutions d’'une spirale conique qui sy trouve tra-
cée, et & se terminer au sommet du cone. On suppose que lon
développe ce fil, en le tenant constamment langent & la spirale,
e on demande quelle courbe décrira son extrémité dans lespace?

Solution. Le fil, en se développant, décrit dans I'espace une
surface développable dont la spirale conique est I'aréte de rebrou-
sement ; et la courbe demandée se trouve tracée sur cette surface ,
dont I’équation peut conséquemment étre prise pour 'une des équa~
tions de cette courbe, Cherchons d'abord cette équation.

Soit pris le sommet du céne pour origine des coordonuées rec-
tangulaires et son axe pour axe des z positifs, Disposons de plus
le plan des rz de telle sorte qu’il soit tangent a la spirale & soa ori-
gine. Comme 1l a été prouvé ( Annales, tom. XVI, pag, 167 ) que
la projection de cette courbe sur le plan des xy est une spirale
d’Archimede , en appelant o l'angle géuérateur du céne et repré-
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sentant par @ une longucar dounude, si (2, %, ¢ ) est va quel-

conque des pulats de la spirale couigae, on aura

r'+u=v"Tang’a (1)

u
aArc., (Taug. t—-) =/ e =vTang.a

ou bien

¢vTang &

=Tang.

ng

équations d'olt on tirera

?

vTang.e . vTang.s
= " . e pamsnansd . - .
#Tang.«Cos ( - ) » w=vTang aSin < - ) 3)
et ensuite, par différentiation

S ¢Tang.« _vTang.u . (oTang.g )
2C ( ” ~ Sin - \Tang.o:,
(

¢

)

)
du vTang.« ¢Tang.« vTang.« '
T Sin .[ S )+ % Cos ( & J}Tanga.

Mais si (z,y, z) est un quelconque des points de la tangente

& la spirale conique au point (¢, #, v ), on devra avoir , comme
Von sait,

de -t du y—u
PR == ()

on bien, en mettant pour 7 et z leurs valeurs 3)
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at a—vTang.aCos. ( ‘ia:—g—.—>
dv Zmep ’
¢ ©
de  y—vTang.aSin, ( p—-——-—Ta:g" )
de Z—y ’

égalant donc respectivement ces valeurs aux valeurs (4) il viendra,
en réduisant,

oTang.« vTang.e . Tang.
ZzCos. ( 2 )——(z—-v). £ Sm.( M )iTang o=z,

a a
o . . (7
. L4 g« é . a -
g sz.( a" )—{-(z—v). 4 1:g - Cos.( : a:g )} Tang a—=y

-

Pélimination de ¢ entre ces deux équations conduira a I'équation
en x, ¥y, z de la surface cherchée.

Pour Uobtenir facilement, prenons la somme des quarrés de ces
deux équations ; nous aurons ainsi

@

Tang.2
zz’-‘-v’(z-—p)‘ angi__u_z Tang.’o:::x’+y’ N
ou bien

9*(z—v) Tangla=a’(x*Jy*—z*Tang.'a) 3

d'olt, en extrayant la racine quarrée

V(z——v)Tang.’o: = e— 1/x‘+y'-—z=Tang-" . (8)

Nous dornons le signe — au second membre attendu que, lors-
que z=o0, le premier devieut essenticllement négatif,
Celte équation (8), résolue par rapport & ¢ donne
q )
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vTang.u zTang.ai_' \/ zz"{‘itng.3u+4a\/xz+y "—z’Tang.‘u ]

a 28

On levera lambiguité du signe du radical , en observant que la
spirale conique étant sur la surface cherchée , il faut quen sup-
posant x=1, y=—u , z==¢ , ce qui donne z'~+y*—z“Tang.’a=o0,
les deux membres devieunent identiquement les mémes , ce qui
exige qu'on adopte le signe supérieur. On a donc simplement

yTang.s _zTang.oH-\/zzT:mg ‘at 4oV Ty ze 1 ang. e

a 26

¢ (9)

On pourrait substituer immédiatement cette valeur dans I'une ou

lautre des équations (7); mais en prenant la somme de leurs pro-
vTang.a

. 7 vTang.a .
i tifs par Cos. (—~—-—— et Sin. (— -
duits respectifs p = —— )» on par
vient & l'équation plus simple

T Cos.( VTa:g'“ )-l— 24 Sin.(%):n > (10)

zTang.« zTang.«

vTang.«

dans laquelle mettant pour sa valeur (9) on a, pour I'é-

gnation de la surface développable dont la spirale conique est l'a-
réte de rebroussement.

)

x zTang.a+ \/z“Tang.zu+4a\/x2+F_;'f—an_g—;“
zTang.« 0s. - 2a \
NG (D)
+ ¥ . s zTang.—l—Oﬁ\/z’Tang.’a+4avxzﬂz_zzTang.z, ; ’ ’
zTang.a ' 20
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Si l'on veut savoir sutvant quelle courbe cette surface est coupée

par le plan des zy, il suffira de faire dans son équation z=o;
elle deviendra ainsi

) e P ——
zCos. ‘/xz:"’"+ySin. ‘/x':"y’zo s
-3

a Vv

ce qui donne

= 4 4 g
% —Tang. V=1 oy VI e ( Tane.=— ’i)
; ang Sl v Arc \Tan ;

U encore

VW:-{-azArc.(Tang.n 5)); ; (12)

ainsi cette courbe est une spirale dans laquelle les raywns vecteurs

sont proportionnels aux quarrés des angles que forme leur direc-
tion avec l'axe des .

Pour achever de résoudre le probléme il nous faut une nou-
velle équation de la courbe demandée ; mais, comme cette courbe
est décrite par lextrémité du fil, il nous faudra avoir égard a sa
longueur, prise de cette extrémité jusqu’a son point de contact avec
le cone. Or, cette longueur est égale & celle de la portion de spi-
rale comprise depuis le méme point jusqu’au sommet; il nous faut
donc préalablement obtenir cette derniére longueur.

En prenant la somme des quarrés des équations (4) on trouve

(%{-)z—}— (%% >z={ 14 onT:gM % Tang '« ;
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w= () (5 ) =P e Tengret T

En posant, pour abréger,

e¢=5SinaTang.« ,

cette expression deviendra

dS ) -.—_—-;;‘ o5
(i:'._ Cos.a V__l_i——b: ’ (lo),

ce qui donne, en intégrant,

L) A Ty T | R

Nous n’ajoutons point de constante , parce que cette intégrale est
nulle en méme temps que ¢, ainsi que cela doit étre,
Cela posé, on doit avoir

=/ (@t G- (y—u ) (zomr)? 5

c’est-a-dire, en vertu des formules (5)

3=(2—V)]/1:+( 3—:)3—}-( %: ) = (z=—) % 3

ou enfin, par la formule (13)

Zonny e
= —
Cos.» 1+ »

donc (14)
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(=) R T T Gy P
- V‘+6_‘—6V‘Tbs+l‘°° iy
ou encore
. zmm3p p2 ¢ p?

équation dans laquelle il n’est plus question que de substituer pour
r sa valear (9g)

- zTang.cx-l- \/z"l‘ang.’a-}-l;a\/ x2py2—z2Tang.2a

?
aTang.a

pour obtenir la deuxiéme équation de Ia courbe cherchée.

Concevons que , sur la surface du cbne on trace une infinité
de spirales coniques, en faisant varier la valeur de la constante
a 5 chacune d’elles , par son développement, donnera naissance a
une courbe a double courbure, de la nature de celie qui est de-
mandée. L’ensemble de ces courbes formera une certaine surface
dont on obtiendra I'équation en éliminant 2 ou 4 des deux équa-
tions de la courbe demandée , aprés avoir amené ces deux équa—
tions , au moyen de la relation.

a=b4Sim.aTang.a ;

a ne plus contenir que l'une ou l'autre de ces deux constantes.

Tom, XVII. 22



