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88 QUESTIONS

T ——

QUESTIONS ~RESOLUES.

Solutzon des problémes d'analise transcendante , proposes
& la page 247 du XIIL: volume du présent recueil ;

Par M. W. H. TaLsor , membre de la société philosophique
de Cambridge.

'V peae iﬁz

1. POUR sommer la série

aCos.x a3Cos3x _ 45Cos.5x a7Cos; x
S —— 77 o

posons “Cos.x = L (u4v)-, avec la relanon up==1 ; MOUS AUToMS 5
comme l'on’ sait’,

nérales dont jouit cette espéce d'étendue ; car certainement , de méme que
toute surface courbe , quelle: qu'en soit la hature, a en tous ses points
déux courbures principales , maximum ‘et minimum perpendlculaxres Pune
#il%autre ; un milieu dont la densité varie suwant uné loi mathématique
gueléongue , doit avoir en tous ses. pom’ts quelque’ propméte indépendante
de la mature parttculxére de cette loi.:

" Nous' ne‘donnons ceci ; au - surplus , que comme un ezemple , et la géo-

piétrie nouvélle que mous comcevons et 'dont nous desu'ons voir  compeser
dés trmtes duacait bien d’alitres oblets a embrassgr.

RREEUD SIS R N R A ; T2

Cos.nx
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Cos.nz=L (u*4+") ;

de sorte qu’en posant

U au adul abub alu’ +
—t 1 3 5 N t7‘ (Iir) ’

alpd abyb alp?

ag¢
V_—-_ — — et B
1 3 "l - 5 7, +nu F)
nous aurons

S=1(U+F)

cela donne
U=Arc(Tang.=au) ,  F=Arc(Tang.=a») ;
mais , en renversant le théoreme connu ,

Tang.p & Tang ¢
1—TangpTang.q ’

Tang.(p+g¢)=
on a

Arc(Tang. =p’)-+Arc(Tang. =¢/)=Arc (Tang.-_- {i’—% 5
et, par suite ,

atbn) \

2

Arc(Tang. = qu)+Arc(Tang.=ar) = Arc (Tang. =

I=—a3uy

remettant donc =2Cos.x pour u-¢ et 1 pour ws, il viendra fi-
nalement

Tom., XIV. 13
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S=1Arc (Tang. g 2200 ) .

Lw=—gd
II. Pour sommer la seconde série

Cos.z 1 Cos.3 3 Cos.5e 1.3.5 Cos.72
s=Cemy L Code 1 Onde ) 235 Cogr

2 3 2.4 5

nous poserons encoré Cos.z=£(u-4s) , avec la condition w=1;
alors, en posant

ul x 3 us 1.3.5 ut , . ,
u+— "" ’4 . 5 -2.—4.-3”7-“_"." —Al‘C(Sln--—”) *

_ r ¢3 13 o5 1.3.5 oY
V p+ :..-3--‘- —Z- 5—+2,46 —7-+"|u -—AI'C(Slnc f’) ’

nous aurons

S= L (U+7V)=L{ Arc(Sm._.u)-l-Arc(Sm._v) Vs

donc ~
=Sin.U Vi—w=Cos.U ,
. ' d’olt
p=Sin. V" Vi—n=Cos.V ,

donc aussi

Sin.zs:stﬁ.(U+V)=u‘/m+¢V::—ﬁ ,
ou, en quarrant,

Sin.*28=u*(1—p*) 4 (x —ut) 2wy T =)
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en développant et ocbservant que w¢=1 , et que cons(quemment

utr o2 = (utv) 2 em2upy=(u4v) * 2= 4Co8. r—2 ,

on trouvera
Sin.? 285=4Cos.? x—4 -2/ f=4Cos. = 4Sin.x — 4Sin.’z ,
donc
Sin.2§=2¢/8ina—sinz et 28=Arc(Sin.=2y/Sin.x—Sinsz) ,
c’est~a~dire ,

§= 1 Arc(Sin.=2¢/Bina=—sinx) - (*)

(*» M. Querret trouve (tom. XIII, pag. 357)
S= -,'; Arc(Cos.=2Sin.xCos.x=1) ,

résultat inconciliable avec celui que nous venons d’obtenir. Afin donc de
découvrir ‘quel est celui des deux qui doit étre admis , recourons & des
cas particuliers, Si , dans la série, nous faisons, tour-a-tour, x=o et

a . .
x= — elle deviendra, dans le premier cas ,
I

1 11 1.3 1 135 1
Thortagstos e

développement connu de % , tandis que, dans le second , elle deviendra

zéro; et c'est aussi ce que donne notre formule sommatoire ; tandis que
celle de M, Querrct donne constamment, dans les mémes circonstances ,
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III. Pour sommer la troisitme série

S= Cos.xCos.;L — Cos.2xCos.2y + Cos.,Sa;Coaéy
1 2

e TTT T

faisant d’abord , comme ci-dessus ,

Cos.z =5 (u+¢) , w=1 ;

en posant ¢

uCosy  wCos.2y + ulCos.3y  uiCos.4y +

U= 1 2 : 3 4

essdy o

pCos.y 92Cos.2y v3Cos39.f v4Cos.4y
— + ——
1 2 .3 4

?: "l"uuo H

nous aurons

Lerreur de cet habile géométre parait provenir de ce (;{u’aprés avoir
posé ( rage 356) '
Sin.P=Cos.x4\/—Sinx ,

il en eonclut ensuite

COS.P = V—z\[ —15in.xCos.x »

tandis qu'on doit avoeir

Cos.P= VzSin.w(Sin.x-—\]::?Qos.x) .

On est facilement exposé & ces sortes de méprises par Pemploi explicite
des imaginaires , & raison de la complication des calculs. La méthode que
nous employons ici n’est pas sujette & cet inconvénient.

Il y a, au surplus, une faute d’impression 4 la page 360, ot le cosinus
est devenu un sinus,
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S=1(U+7¥) 3

de sorte que tout se réduira A sommer les séries U ot p,
Pour y parvenir, nous poserons

S Losy=1(p+9) »  pg=1;
alors , eh faisant

up uip? uip3 uépt
P: ——— e P -——~-—4p—+....=LOg.(I+UID),

1 2 3

243 343 bg4
Q: —!-I—q-———uq + ik '—-uq +o¢'.=LOg-(l+uq),

; 2 3 4
VP N S SN & =
Pl= Ll ;oo =Log.(14p)

_vg  vgr  eigd pkgh -
Q= T + -—3—-——-}*—- +. e o=Log.(14-rg)’,

neus aurons
U= (P+Q)= $Log.(14up)+Log (1hug) ;
V= (P4 Q)="1{Log.(1-}+ep)+Log.(14ug) } ;
c'est-a-dire , ‘
U=} Log-(1+up) (1-+2g) = LLog.[14+(ptg)u+2]
=  Log.(14+p)(14rg) = + Log.[14-(p+g)r++'] ,
ou ¢ncore ‘
2U=log.(1-+2uCos.y+4*) , 27 =Log.(1-f2¢Cos.y4+*) ;

done
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=2U+2V=Log.(14-2uCos.y+u2) +-Log-(14-2¢Cos.yt3; 5
c est-él~ ghre ,
4S=Log.(142uCos.ystu*}(1+420Cos.y+07) 5

en développant et se. rappelant que ur=1, cela donnera

4S=Log.[ 2w +or+4(utv) ,Cos;y+4Cos ¥] s

mais
utv=2C0s.x , w4 =(u}r)*—2=4Cos22~2 3
done '
4$ :Log.4(Cos.»=x-l-=zCos.xCos.}-{-CosiW) =Log.4(C os.‘x«{-_Cos.yj*
ou

’ 48 =2Log.(2€Co0s.z42Co0s.) »
d’ott finalement

§= L Log.2(Cos.z4-Cos.y) = ; Log.4Cos. 3 (x-l-y)Cos.ﬂ-;- (z—y) .

Nous avons donc, en résumé,

Cos. 3Cos.3 5Cos.5 20Cos.z
1.°, 5 o:xﬁ""a (: 2 4° : % =1 Arc (Tang.... z ) ,

2.0 Cosx+L Cos3x+£ Cos.5x
2.4 5

+u. =% AN(COS.: 1 —2Sinox) ¥

3.0 Cos xCosy  Cos.axCos.2y = Cos.3xCos.3y
. 1 Ag 2 3 banne YYTYYYY SN &

== 1 Log.4Cos. - (x+y)Cos. L (x—y) .

T est aisé de parvenir, en suivant la méme marche , & de
sommes de séries beaucoup plus compliquées. Nous nous bornerons
4 en rapporter deux exemples, en nous dispensant de développer
les calculs qui sont en tout semblables & ceux qu'on avu ci-dessus.
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On trouve , en premier licu,

aCos.xCos.y 63Cos 3xCos.3y + a‘Cos.SxCos.Sy

“eese

1 3 5
—1 { - 4a(1==a*)Cos.xCos.y
= ArclTang.__ (rhan—jarConiaCoriy) § °

Dans le cas de y=o0 ou Cos.y=1, cette somme devient celle de
la premiére de nos trois séries, quoique sous une forme un peu

différente.
On trouve, en second lieu,

oCos.x 1 a3Cos.3z 1.3 415(305..1:L

—

1 2 3 ‘a4 5 o

=+Arc(Cos.=e-{/ (1a%):—~Za'Cos.’x)

qui se change Immédiatement daus la seconde série , lorsqu'on y
fait a=1.

Si, dans ces diverses séries, on attribue & z, y,a des valeurs
particuliéres , on en fera dériver une multitude d‘autres plus ou
moins remarquables, La troisiéme , par exemple , en supposant y=xz,
devient

Cos.x 2Cos 222 3Cos.332
1 — 2 + 3 -f""nu-——-' % LO§.4COS;x *

On trouve , plus généralement ,

&Cos. % a3Cos.22x ~ a3Cos.232

1 a 3

—e=1Log.{(1~a2)4{a(1}4a*)*Cos.*z }.

Rome (mai 1823 )



