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QUESTIONS RESOLUES.

Solution du dernier des deux problémes de géomé{rz'e s
enonces a la page 360 du XIII.¢ volume des Annales ;

L} |

Par M. Querrer, ancien chef d'institution ,
Et M. Vecren, licencié &s sciences.
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P ROBLEME. On a tracé sur un plan une droite d'une longueur

égale & la moitié de l'un des méridiens d'une sphére, prise dun
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pble & lautre; par les points de cette droite on lui a élevé des
perpendiculaires que lon a jfait de part et dautre égales en lon-
gueur & la moitié du paralléle passant par le point correspondant
du demi-méridien ; on demande sur quelle courbe fermée se trouvent
les extrémités de ces perpendiculaires et quelle est la surfuce cir-
conscrite par cetie courbe.

Solution. Pour plus de géndralité, ne considérons qu’un simple
fuseau sphérique. Supposons qu’ayant tracé le demi-méridien qui
le divise en deux parties égales et les arcs de parallcles qui répon-
dent & tous ses points, on étende ce demi-méridien en ligne droite
en redressant les arcs de paralléles qui y ont leurs milieux, de
manicre a les faire devenir des droites perpendiculaires & celle-1a,
toutes situées dans un méme plan ; on obtiendra ainsi une sorte
de développement du fuseau dont il s’agit; et la question consis—
tera & savoir quelle figure affectera ce dévcloppement et quelle en
sera la surface.

On voit d’abord aisément que le développement du demi-méridien
du milicu du fuseau et celul de l'arc de I'dquateur que ce fuseau
intercepte seront deux diamétres principaux de la courbe cherchée.
Nous prendrons le premier pour axe des y et le second pour axe des
z, de maniére que lorigine sera le centre de la courbe.

En représentant & l'ordinaire par = deux angles droits et nom-
mant 20 l'angle que forment entre eux les plans des méridicns
extrémes du faseau, si 'on désigne par r le rayon de la sphére,
les longueurs des deux demi-diamdtres de la courbe dirigés suivant
l'axe des a et celui des y seront respectivement

nr
ar , -—
2
Les coordonnées de I'un quelconque des points de la courbe seront
le demi-arc de paralltle répondant & une latitude quelconque g et
Parc du méridien du miliea du fuseau compris entre I'éguatenr et
ce méme paralicle; de sorte qu'on aura

r=arCos.0 , y=0r}
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dliminant donc 0 entre ces deux équations, nous obtiendrons pour
I'équation de la courbe cherchée

= Y - ==
x=arCos. = ou  y=rArc (Cos. = — ) . (1)

Si Ton désigne respectivement par a et b les deux demi-diamétres
principaux de la courbe, on aura, par ce qui précéde,

nr
a=or , b=— ;
d’ot
2b na
re= —, o= —
=z 2b

Ainsi , les deux demi-diamétres principaux étant donnés, on pourra.
toujours savoir quels sont le rayon de la sphére et l'angle du

fuseau qui leur répondent. En introduisant ces valeurs dans I'équa~
tion de la courbe, elle deviendra

n

1y 2b x
x=aCos, — ou = — Arc( Cos.=— }. (2
> y=Tan(Com=7). @)
En différentiant cette équation ,’on en tire
dy 2b. 1

L= - SC
dx o5 aSin. ?bl aSin, —%-

2

On voit, par cette expression, que la tangente & l'extrémité de
I'axe des « sera perpendiculaire A cet axe ; qu’elle s'inclinera de plus
en plus sur cet axe en marchant vers lextrémité de l'axe des
¥ , ol son inclinaison sera la plus grande ; mais qu’en ce point
méme elle ne sera pas parallele & 'axe des z , et qu’il s’en faudra
d’autant plus que o« sera plus petit. La courbe aura donc deux
branches qui se couperont en ce point qui sera conséquemment un
point double au-deld duquel elle se prolongera, en serpentant de
part et d’autre autour de l'axe des y. '

Dans le cas particulier ot I'on anra =1, ce qui est proprement
le cas de la question proposée , on aura em ce point '
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dy X
y ek e =—0,3183100 ;

ee nombre, considéré comme tangente tabulaire répond & un arc
d’environ 17°.39%.24” ; tel est donc l'angle que feront avec l'axe
des x, dans ce cas, les tangentes mendes & la courbe 2 l'extrémité
du petit axe.

En multipliant I'équation (1) par dy, on peut lui donner cette
forme

zdy=or’.d Y .Cos.L =or*.dSin. % ;
r r r

ce qui donne en intégrant

Jxdy=C4-ar*Sin, -::.- 3

prenant cette intégrale entre y et 4/ et entre a et o/ , nous aurons,
pour la portion de la surface de notre courbe comprise entre les

/
développemens des paralléles qui répondent aux latitudes% et -‘2;—
et les développemens des méridiens qui répondent aux longitudes
« et of

. .
r*(o/—a) ( Sin. - — Sin. = ) 5

or, il est aisé de voir que cette expression est aussi celle de l'aire
du quadrilatére sphérique dont notre quadrilatére plan mixtiligne
est le développement, et il est facile d’en conclure que si, surla
sphére , on trace une figure fermée quelconque,le développement
de cette figure sur le développement plan de cette sphére , exécutéd
comme nous le concevons ici, sera une figure plane équivalente &
la portion de surface sphérique circonscrite par la premiére,
Donc, en particulier , la surface plane totale dont il est gnestion
dans I'énoncé du probléme sera équivalente a celle de la spheére,



194 QUESTIONS

et vaudra conséquemment quatre de ses grands cercles (*).

Les considérations qui viennent de nous occuper mne sont pas
particulieres a la sphére, et peuvent étre étendues & une surface
quelconque de révolution. Quelle que soit en effet cette surface,
on peut concevoir quon étend en ligne droite un de ses méridiens
qui emporte avec lui les paralléles qui passent par tous ses points,
et qu'on redresse ensuite ces paralltles , en les maintenant perpen—
diculaires & ce méridien , et en les assujettissant & étre tous dans un
méme plan. On peut méme , comme pour la sphére, ne conserver
4 droite et A gauche du méridien devenu rectiligne qu’une fraction
déterminée de chaque demi-paralléle étendue en ligne droite ; les
extrémités de ces portions de paralleles appartiendront alors & une
certaine courbe plane dont on pourra se proposer de déduire 1’équa~
tion de I'équation de la ligne génératrice de la surface de révolution.

Supposons qu’en prenant arbitrairement un point de l'axe de
révolution pour origine des coordonndes rectangulaires et cet axe
pour axe des y , Péquation du méndlen sur lequel sexécute le.
développement , c’est-a-dire ; 'équation 1 de la ligne génératrice soit

ay=f(x) 3

(*) Nous avons eu autrefois en notre possession une mappe-monde gravée,
assujettie au systéme de développement dont il est question ici, qui est
proprement la projection de Flamstedt, et oh eonséquemment la totalité
de la surface de la terre se trouvait représentée dans lintérieur d’une
scule courbe ovale , deux fois plus longue que haute. Les méridiens autres
que celui du milieu de la carte y étaient figurés par des courbes trans-
cendantes qui coupaient en parties égales les paralléles figurés par des
droites équidistantes. Ce systéme de développement détigure d’une maniére
assez notable les contrées représentées vers les bords de la carte ; mais
il lenr conserve leur éiendue; ce qui .n'arrive dans aucun autre systéme
de projection,

J. D. G.
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en désignant par 2’/ et ¥/ les coordonnées de la courbe cherchée,
prenant le méridien développé pour axe des ¥’ et le développement
du paralléle qui répond & lorigine des y pour axe des a/, repré-
sentant encore par o la fraction de chaque demi-parallile que l'on
développe de part et d’autre du méridien redressé, et eufin par s
Taxe de la courbe génératrice qui répond & y/, on aura

yi=s, r/=oax
et la question se réduira A éliminer , y et s entre ces deux équations
et les deux équations

y=f(z) , ds*=dz*~4-dy* .

L’élimination donne finalement

ar = (5T “

ol 7 désigne la dérivée de la fonction représentée par £ et telle est con-
séquemment I'équation diflérentielle de la courbe cherchée.

"+ Sl sagit, par exemple, d’une sphére dont le rayon est r, en
prenant lorigine de la génératrice au centre , I'équation de cette
génératrice sera

y: ‘/'rz—xz H

on aura donc ici
f(x)=yrimzs , dou f(z)=~—

et par conséquent

x

‘/ ra,—xl ’

o X A
@ - ‘/“zrn_xlz 2
ce qui donnera, en substituant dans I'équation (4),

d r
A A— ,
dx'  — arrimxi

qui est précisément l'équation (3) dans laquelle on aurait mis pour

Sin. £ sa valeur donnde par I'‘quation (1).
r

On se convaincra encore facilement ici que chaque portion de 'a
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surface développée est, comme dans le cas de la sphére, équiva-
lente & la portion correspondante de la surface dont elle est le
développement ; c’est d’ailleurs ce qu’on peut conclure facilement
de ce qui a été dit ci-dessus, en considérant une surface de révo-
lution comme composée d’une infinité de zénes sphériques de rayons
variables , ayant toutes leurs centres aux points ol l'axe de la sur-.
face est rencontré par les normales & la ligne génératrice. (*)

— . =]

(" M. Vecten remarque que l'équivalence entre les portions cerrespon-
dantes de la surface de révolution et de son développement deviendra ma~
nifeste, si Ion fait attention que, par ce développement , on ne fait que

substituer aux 'zdénes coniques élémentaires dont cette surface se compose
une suite de trapézes équivalens.



