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EQUATIONS FONCTIONNELLES. 23

ANALISE ALGEBRIQUE.

Des équations fonctionnelles ;

Par M. CuARLES BaBBAGE , de la société royale, secrétaire
de la société astronomique de Londres (*).

( Eztrait )
Par M. GercoNNE.

[o Vo Via Vi Vi Vo Sl Vo i V)

SOIT proposé de déterminer une courbe MM'M/ par la propriété
que voici :.

M

M/
%

b/ 0] P A P

(*) L’intéressant mémoire dont on va donmer une idée succincte se trouve’
imprimé a la suite d'un HBecueil d’exemples dé lapplication du calcul auz
différences finies; par M.J. F. W.HERSCHEL ( Cambridge, 1820 ). Il porte:
la date du 20. octobre 1820,

Iom. XII', n.° I1l, 1.°% septembre 1321, 10



74 EQUATIONS

O, A sont deux points fixes sur une droite indéfinie ; de l'un
quelconque M des points de la courbe on a abaissé une perpen-
diculaire MP sur cette droite. On a ensuite porté, sur la méme
droite, a partir du point O, savoir; a droite, une longueur (0) 4
quatri¢tme proportionnelle & OP, OA, AP, et 4 gauche une lon-
gueur OP// troisitme proportionnelle & AP et OA. On a élevé ensuite
3 la droite indéficie en P/, P# des perpendiculaires terminées a
la courbe en M/, M/ ; et on demande.que , quel quesoit d'ailleurs
le point M de la courbe, on ait toujours le rectangle construit sur
OA et M/P/, moins le rectangle construit sur OP et M/P/, égal
au rectangle construit sur OA et OP.

En prenant notre droite indéfinie pour axe des z , le point O
pour origine, les # positives a droite de ce point, et représentant
par a la longueur constante OA , nous aurons OP=x, AP=g—2,
d’'oll nous conclurons

a(x=—a)

OP/= —, OP/ =

3

il

Si donc mnous prenons généralement pour équation de la courbe
cherchée

y=¥=) ,

710us aurons

MP=+y(zx) , MP/=+ “'(x"a)] ) ‘M”P”:*I/[_- “3];

x X=q
mais , par la condition du probléme, on doit avoir

OA.M/P/—QP.M/P/=0A.OP ,

a(x=——a) a?
a¥ ” ]—x\p[—- x_a]=ax .

Voila une de ces équations que M. Babbage appelle équations

donce
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Sonctionnelles ; et on voit qu’il ne s'agit pas de la résoudre, dans
le sens qu'on attache vulgairement & ce mot; cest-i-dire qu’il ne
sagit pas d’en tirer la valeur de & ; ce qui serait d’ailleurs im-
possible ; mais qu’il s’agit sculement d’en faire usage pour découvrir
la forme de la fonction désignée par ¥. On congoit en effet que
cette forme une fois connue, il ne sagira plus que de faire une
semblable fonction de x et de la substituer dans I’équation y =4(z) |
pour obtenir I'équation de la courbe cherchde.

On congoit qu'au lieu d’une seule équation devant déterminer
la forme de la fonction ¥, on pourrait-demander de déterminer
la forme de deux fonctions ¥ et ¢, ou méme d'un plus grand
nombre , & Paide de deux ou d'un plus grand nombre d’équatiors
qui les contiendraient. On congoit aussi qu’au lieu d’affecter une
seule variable # , ces fonctions pourraient en. affecter un plus grand
nombre. On congoit enfin que les équations, au lieu d’étre algé-
briques, pourraient étre différenticlles ou aux différences, ou méme
d’une forme transcendante quelconque, N'ayant d’autre dessein ici
que de donner une idée trés-sommaire de ces sortes de recherches,
nous” nous renfermerons strictement dans ce qu’elles offrent de
plus élémentaire.

Reprenons notre équation:

ay f—-(—x——-i)] -—-x\l’[—-—- o ]:ax;
x , K

a(x—a)

en y changeant z en , réduisant et chassant less dénomi.

nateurs , elle devient
a2 ' .« - .
x‘l/ [— -_;cT——a ]—-(x——a)*l*(x)-—a(a:—a} 3

faisant encore dans celle - ci le méme changefnent’ de z em
a(x—a)

» elle deviendra, aprés les réductions analogues ,,
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a¥ f(—x;tﬁ)] F(r—a)¥ z)=—a* ;
Miminant donc, entre ces trois équations, les deux fonctions

=) -]

comme deux inconnues , I'équation résultante sera

(x—alx=—azx }
d’olt

ax
Yr=—

?

xX~—a

puis doric que nous avons pris pour I'équation de la courbe cherchée
y=+ax ; celte équalion sera

ax

X—0a

ainsi la courbe cleichée est wme hyperbole qui passe  par T'origine

et dont les asymptotes , respectivement paralleles aux axes des
coordonnées , coupent I'une "axe des # A une distance @ a droite

de Vorigine , et l'autre I'axe des y a la méme distance g au-
dessous de cette origine.

Le succeés des transformations qui” nous ont conduit & la solution
du probléme que nous nous étiens proposé tient , comme on le

. . a(x~—a a?
- woit, 4 ce que la fonction —(—;—2

se chawge en —

lorsqu’o
x—g quon y
a(x—a) . . P ye
change z en set a ce que la dernitre se réduit sunplement

% z, lorsqu’on y opére la méme transforination ; c’est-d-dire, en
d'aaires termes, que , si Fon pose,
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a(x=—a)

¢($)= - 5

on aura .

olo(z)]=— = ;

K==

el
elele(@)]}=2 ;

ces sortes de fonctions sont de la nature de celles que M. Babbage
appelle fomctions périodigues ; et, pour suivre & peu prés la marche
qu’il ‘a lui-méme tracée, nous nous occuperons d’abord des fonc-
tions de cette nature ; nous en ferons ensuite l'application 3 la
résolution des équations fonctionnelles ; et nous terminerons enfin
en donnant une idée de la maniére d’étendre la méthode aux cas

pour lesquels elle semble éure en défaut.

§. L

Des fonctions périodigues.

Tout signe de fonction , quel qu’il soit, est en méme temps signe
d’opération algébrique, simple ou composée, et Iindication de ces
opérations est aussi la définition de la fonction dontil s'agit. Lorsque ,
par exemple , on pose

o/ )=a+tbt ;

on définit la fonction désignée par z, puisqu’on explique que, pour
obtenir une telle fonction d’une quantité, quelle qu’elle soit, il faut
multiplier cette quantité par la constante & et ajouter le produit

3 la constante @ ; de sorte que , d’aprés cela , on aura , par
exemple ,
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a-tx _ adaN 2ab~—(a—b)x
(b-x) ~a+6<b-—-x> - b—x *

On peut appliquer 3 une méme expression algébrique deux ou
un plus grand nombre de signes. de fonctions; et si ces fonctions
sont définies, on pourra toujours exécuter les opérations qu’elles
indiqueront. Soient, par exemple , deux fonctions ¢ et ¥ définies,
ainsi qu’il suit:

a b
)=z, =5 5

w(Z)

signifiera qu'il faut d’abord diviser la constante @ pac cette méme

Yexpression

x4
eonstante. dxmmuee de la fraction o
résultat ; et qu'il faudra ensuite diviser par & ce résultat augmenté

de cettc méme quantité 5 ; on aura donc ainsi

2o ' a a(x—b)
e x-—b)ﬂwp ,‘,*,(”it%) ""'i(a—n),x——a(b{-x)

x—b

ce qui donnera un premier

et par suite

a(x—b)
¢ x+ta’) (a—x)x—a(b+1) (ab4-a—b)Yx=—ab(b}-2)
=)= b = b[(a—1)x—a(b41)]

On trouverait, a l'inverse,

(22 _{Gyr—(b—a
) =T v

et par suite
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(b+x )x——(aﬁ—a) = (ab—bm—1)x==(a2b=—"b2f-q) *
b(x—b)

o¥ x-l—a) ab(x—b)

X =—bh

Il n’en faut pas davantage pour montrer combien, en général, j]
importe ici d’avoir égard a I'ordre suivant lequel les signes et les
opérations se succédent, et combien il est nécessaire d'opérer tou-
jours du signe le plus voisin de la quantité dont il sagit & celui
qui le précéde immeédiatement.

Cette attention cesse au surplus d'étre nécessaire , dés qu'il s’agit
d’'un méme signe de fonction plusieurs fois répété ; on peut méme
alors n’écrire le signe qu’une seule fois, en l'affectant d’'un ex=
posant égal au nombre de- fois qu’il devrait étre écrit consécuti«
vement. Si, par exemple, on donne pour définition du signe ¢

o()=a'
on aura

o(x)=a*,
o(z)=¢[¢ (2)]=0(a")=0a"" ;
Pa)=e[e (@] =o(a)=a" ,

et ainsi de suite. Si 'on donne, pour définition du signe ¢,

‘1,(1 .._"_.

2=

22 2 . 2(1=—x)
Y i)~ p 2% - x

) S

on trouvera
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Qe 2(1=—2)\ 2 —
v I—x) (— x )= 2t 2(1—x)y =,

&
(=) ===
_ 22
<1-—x) (2-—.70)”. T a—x

2.-—1«‘

Il ne faut pas aller plus loin pour apercevoir que la fonction est
périodique, et qu'on doit avoir conséquemment ¥3()=V(z), ¥5(F)
=4*(¢); et ainsi de suite , et en général ¥4"Fr(f)=+s). Mais
puisque les résultats du premier exemple sont &*, a**, aﬂ“r,...,...
qui, quelque loin qu’on les pousée, ne peuvent jamais conduire
3 =z, il faut en conclure que la périodicité est un caractére par-
ticulier & certaines fonctions; ow, ce qui revient an méme , que
fes fonctions ne sont pas toutes périodiques.

Nous disons. done: qu’une fonction + est périodigue lorsqu’elle
est de telle forme que l'on a ¥"(z)=¢, n étant un nombre entier
positif; et si, de plus, aucune des fonctions ¥(2), ¥2(z) , ¥3¥)
d’ordres inférieurs 4 n n’est égale 4 7, nous dirons que la fonction
¥ est périodique du. 2™¢ ordre..

Puis doncjque , généralement parlant, les fonctions ne sont pas
toutes périodiques , on peut se proposer de trouver, pour chaque
ordre., les fonctions gni sont périodiques. Nous introduirons 3 la
solution générale de ce Prof)léme par la considération de quelques
cas particuliers..

I. Une fonction périndique: du premier ordre serait: eelle qui
satisferait & la condition Yz:==x ; cette fonction serait donc la’
quantité sous le signe. fonctionnel elle-méme.

II, Une fonction périodique du second ordre est celle qui sa-

tisfait



FONCTIONNELLES. 81
tisfait & la condition ¥*a==z, de laquelle il sagit de déduire la
forme générale de la fonction 4. M. Babbage y parvient par di-
verses sortes de considérations.

1.° Il remarque, en premier licu , que équation ¥iz=4z donne
Yr=+v~'x, ¥-* désignant la fonction inverse de ¥; dod il suit
qu'en posant Yx=g , on aura y=v%"'x ou a=v¥y ; c'est-d-dire
que la valeur de # en y doit éue absolument de méme forme
que la valeur de y en z; ce qui ne peut avoir lieu qu'autant
que z et y, cest-d-dire £ et ¥z seront liés par une équation sy-
métrique par rapport a ces quantités; et ce qui aura toujours lieu
dans ce cas; c'est-a-dire que ¥« devra étre donnée en # par une
équation quelconque de la forme

F[z , 3@)]=o0:

M. Babbage emploie les barres au-dessus de # et (), pour
avertir que la fonction désignée par F doit étre symétrique par
rapport a ces deux quantités. Ainsi, pour ne sarréter qu'aux cas
les plus simples , on peut prendre

z+¥(z)=a , ou zHx)=a ;
il en résultera
VY(r)=a—z , ou w{x(x)=.§: :
on aura en effet , dans le premier cas,
V@)=V (@—a)=a—(a—z)=3 ;

et dans le second
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® Mais le procédé que. voici est beaucoup plus général |

peut d'aillears s'étendre 3 la recherche d'une fonction penodnque
d’un ordre quelconque. Soit désignée par f une fonction particuli¢re
qui résout le probleme, de telle sorte qu’on ait f2{)=1¢. goxt en
outre ¢ une fonction tout-a-fait arbitraire ; et soit ¢=* son inverse ,
de telle sorte qu'on ait ¢"‘P(?) eo™ T (V)=v s 13 fonction perxodlque
cherchée du second ordre sera

‘P(:&'):‘P" folx) .
On aura, en effet,

$3() = [0~ [0(z) J==0~" fo[ 0 *(0(2)] =0~ * [P0~ [(9(a)] ;

mais ]
oo~ [fo(z)] =le(x) ;
donc
Y (2) =9 flolx) =0 f0z);
mais :

fro(2)=92%) 3
donc finalement . ‘
P(a)=eow)=7 5
ainsi qu'il était demandé.
Soient pris, par exemple , f(#)=&"—2% , que nOus savons etre

une solution particuliére ; soit pris de plus #(2)=2", Qo z=tz=y/ x,
nous aurons ainsi

4 ) =™ fP(2) =y @iz

et, en cffet, on aura

q’"(x):%:’[{n/aﬂn_xm}t &uf‘n’_(am.;.xm)_—_ e“';,;;:x :

Pour avoir une forme un peu générale de la fonction £, posons
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a-t-bx
o4dx ’

4 —
flx)=
nous aurons

a0 atdv

(/)= otdn __ o{ebdx) 4 (atba) _ alb-to)blad+ine
, - —— N

td abbx T c(ctdn)td(atba) T (aafertdofoz
¢ c4-dx

afin donc d'avoir f*(a)=w , il faudra poser
ab+tcy=o ,
db+c=o ,
adt-c*=ad+40* ou =5 ;

on satisfait 2 la fois & ces trois conditions , en posant Zzw—g
et laissant @, ¢, ¢ aibitraires; de sorte quon a

)= ct-dx ?
il en résulte en effet
a=—cx
f,(x)= Q= m - a(ctdx)y=—=c{a=—cx) - (ad-c)x —
otd a-—~cx  c(ctdx)t-d(a—cx) ad-4t-c2 "
c4-dx

Pour donner aussi un peu de généralité a Ia fonction ¢, posons
e fx
xX)= b
# ) gthz ’
en observant que, si Uon pose

edfx
gHhe )’

il en résulte
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ey,
S—hy ’

=

- nous en conclurons

. e—gx
=1 r) e ————
ce qui donne en effet,

e} fx
8 The _e(ghn)—gletfe) _ Us—eh)r _ .

, Q-x?(x)z-—m _—f(g+hx)—h(8+fx) = fg—eh
s+ hx

Mettant donc toutes ces valeurs dans la formule

Ka)=9¢"1f¢(z) ,
.il viendra

oo ESE ot oot o7}

gt f ST e gtho | _ ., §agtha—cte x’g.

=4 f\g+hx4 =f +d ek fa (- ° {cg+hx)Fde+H/)) ’
¢ &+hx

c’est-a-dire,

_ (ag=ce)4-(ah=cf)x
ey (ag==ce)t-(ah==cf )x} — ¢ _g (cg4de)+ (chtdf )x .
‘I’(x) =¢ (cg+de)+(eh+a[f )% - = (ag—ce)4-(ah—cf)x ’
(cgtde){-(chtdf )=

ce qui donne, toutes réductions faites

Y(r)= (2ceg+dez—agz)..'.(ceh+39f_ag7,+d'g)x .
(7)=— (ceh--def—agh—4of gy (2efhd-dfr—ah2)x

formule dans laquelle les sept quantitds @, ¢, &, ¢ f, g,/% sont
tout-a-fait arbitraires,

On voit, par ce seul exemple, comment on peut fagonner, pour
ainsi dire , & volonté ces sortes de fonctions. Entre autres cas
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particuliers donnés par M. Babbage , nous nous bornerons % citer
les suivans :

V(7)==

e ——————
V aMe—g™ ’

Vvaz=Log.(a—¢"); _
¥ &)=Arc{Tang.={g—Tang.z)} , ¥(@)=x—Log.(e*~1) :

III. Une fonction périodique du troisitme ordre est celle qui
satisfait a4 la condition ¥*(#)=x. En suivant un procédé analogue
a celui qui vient de nous conduire aux fonctions périodiques du
second ordre, si f désigne une fonction d’une forme particuliére
quelconque satisfaisant & la condition (x)=x2 et que ¢ et o=*
soient toujours deux fonctions tout-i-fait arbitraires , telles qbe
- "p(x)=¢9='(z)==x , c'est-d-dire deux fonctions inverses l'une
de lautre , on aura encore ici

Y(z)=9"2fo(x) :
I en résultera, en effet,

Vi(x)=V[o" ' {¢(z)] =9~ *[o[¢~ ' f3(x)] ;
ou
Vi(z)=2"2¢(2) ,
et par suite

V)= 4[0° Bo(a)] =4 ]9~ 09(2)]

ou

Viz)=9"'3¢(2)=¢""¢(z)=2x .

Tout se réduit donc 3 savoir trouver une seule fonction f telle
que f3(z)==z;et, & l'aide de celle-12 et de la fonction arbitraire ¢,
nous pourrons trouver une infinité de valeurs de la fonction 4. Or,
on peut procéder dans la recherche de cette fonction f de la
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m‘me maniére que nous lavons fait pour le second ordre ; ; posant
en effet,

a~}-bax

f(x):: c4-dx !

nous aurons successivement

at-bx

@)= - Do e a@oyt(adtiye
2 0H0% T (ade)dotox
“t c4-dx
a—l—bx

a(bte)+@d+b) | +dx a(betad4-brdc)F(2abdt-acd -+ x

Blx)= - ;
(@d4c)4-db +c) a+bx (mcd+abd+c3)+d(ba+ad+02+c=)gc

afin donc qu'on ait B(z)==, il faudra qu'on ait
albetad4-b46*)=o0 ,
d(h-}-ad'—'{-b’—l—‘c‘):o s
2acd4-abd+-¢* = 2abd-4-acd-b% .
la derniére de ces trois dquations revenant %
(o—c)(bctad+tb*~+-c)=o0 ,
il s’ensuit qu’elles seront toutes satisfaites en posant simplement

dod d=— b2g-bec2

a.

h+ad+5’-¥£’=0 >

},
ce qui donne , pour la fonction. cherchée ,

a(a¥bxy ]
ﬁ‘x) ac==(brtbeder)n ~
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Au surplus; comme nous n’avons ici besoin que d'un cas parti-
culier quelconque , nous pouvons faire /=0, ce qui nous donnera

; ‘a®
f(x>— c(a=—cx) ?
il viendra en effet
a? o2
B (z)=f c(a_cx)]_ [ - ] ;
cl a—c
c(a=—cx)
«c’est-a-dire,
f’(x):—a———-—(::x) ;
et de 1A
3 _ __a(a—cx) — o2

< est-a-dire , en réduisant, f3(z)=uz.
Adoptant denc cette valeur de la fonction f, et prenant; par
exemple , pla=¢e", d’ol. ¢~*(#)=Log.# , nous aurons

V(@) = 0" 1 9(z) = ¢~ *[(e)=0"" {

c(a—se™) § i

c'est-a-dire ,

¥(w)=Log. |

2

} =2Log.a—Log.c—Log.(a=—ce*)7;

c(a—ce®)
faisant, par exemple, ¢=1, il viendra

¥(z)=2Log.a—Log.(a=—¢") ;
on aura, en effet, :

Y2z=Log.a-+Log.(¢=e")—Log(—¢") 5

et ensuite
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Vig=Loge =z .

Nous donnerons encore , d’aprés M. Babbage , les exemples sui-=
vans de fonctions périodiques du troisicme ordre

- m

G ™

,4/(x)= a\/x;—az , ‘\]/(x)= 'Eu—f:'_

Y(x)= f.&;:_”_m »  Y@)=c—a-tLogle*—e) :

En général , si [ dés'gne une fonction de telle forme quon
ait f{z)=x, et 51 ¢ et $~* sont deux fonctions arbitraires inverses

Tune de lautre, en posant
Y(x)=¢"'{¢(x) ,

J sera une fonction périodique du n.™¢ ordre ; de sorte que toute
la difficulté de trouver , dans chaque ordre , tant de fonctions
périodiques qu’on voudra se réduit, en derniére amalise , a en
_trouver une seule , et c’est ce & quoi on peut procéder d’une maniére
analogue & celle dont nous avons fait usage pour le second et le
troisiéme ordre. M. Babbage indique pour cela la formule générale

2a'( 1-}Cos. i?) (a4bx)

f(x)=
2a¢ ( 14-Cos. fﬁ;) — (b=--2bcCos. 3—'3—”4— €2 ) x

14

en renvoyant , pour un plus ample détail , & un mémoire de

M. HoRNER , inséré dans les Annales of philosopky (Nov. 1817).

M. Babbage observe , au surplus, que si, dans I’équation 4" )=z,

» est un nombre composé, pg par exemple , toute fonction qui

satisfera & l'une ou A l'awire des équations 7(z)=z, ¥ (2)=x,
satisfera , & plus forte raison, d Dléquation ¥*(z)=g7.

§. 1L
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§. IL
Des équations fonctionnelles.

1. Soit, en général, I'équation

F{z,¥(), ¥fz)} =0,

dans laquelle ¥ est le signe d'une fonction dont la forme est inconnue
et ou f désigne une fonction périodique du second ordre; c’est-a-
dire , une fonction telle que f*(z)=x ; et supposons qu’il soit
question de résoudre cette équation par rapport 2 la caractéristique ¥,
c’est-3-dire , de déterminer ¢(z) en fonction de z et des cons-

tantes que renferme la proposée.
Pour y parvenir, soit changé z en f(z), I'équation deviendra

F{f(z), ¥(fz), ¥@)} =0 ;

éliminant donc ¥/fz) entre celle-ci et la-proposée , il en résultera

une équation de laquelle on pourra. tirer la valeur de (¥2), en

fonction de x, f(x) et des constantes ; et comme f(z) est supposé

une fonction de forme connue , il n’entrera finalement que 2 et

des constantes. dans la valeur de ). '
Soit, par exemple, I'équation

¢
¢(x)—a~4«< -;/)=e-" ’
od — est fonction périodique du second ordre’; eny changeant # en
X

;— , elle deviendra
X -

Tom. XII. iz
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1 b4
(L) —ekn=2;
et, en éliminant 4«(}-> entre Yune et Jautre , il viendra
x

4,(3'):: iwé .

=gl

Soit encore l'équation

y—X o ). .
ol — est également fanction périodique du second ordre ; eny

1—x .
changeant z en —— clle deviendra
- + 1%

I—x

(‘kz:-f- ‘.'4".;:8’ —_
14x 14x

. . . 1—2x . .
dliminant ensuite ¢ —= entre ces deux équations , on tirera de
1

3 &
yr= cha . .
: 1—x
Dans la vue de rendre le calcul plus facile , M, Babbage a souvent

recours a des transformations dont un peu d’habitude de ce geure
de calcul apprend bientét a faire usage Soit , par exemple , 'equation

l’eg"u?tion résultante

x A I =1;
Y(a=—x)—(1—x) '

Jx

JYa—x

au lieu de la traiter immédiatement, comme les précédentes, posons
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en changeant # en 1—z ; nous aurons pareillement

J(1——x)

s wara— =¥, (1—2);

au moyen de quoi la proposée deviendra
4/Lx+x¢;(1—x)=x .
Pour résoudre celle-ci , changeons z en 1—z, elle deviendra
*P,(m—x)—{—(x-—x)'{/.x:x ;

et en éliminant] ¥,(1—x) entre I'une et l'autre, nous aurons

T -
¥, x= —
! I—xfac2z
nous aurons. donc aussi
Jx 1 —x
\lzx-—x ;—x+x2- ¥
d’our nous tirerons.
’ X1
Y= —— 1
x

1L Soit, en géﬁér'al,'une’équziiion de la forme
Fiz, ¥2), '4/\fx) » ¥(f*2)§=o0 ,

ol ¢ représente tovjours une fonction dontla forme est inconnue;
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et dans laquelle £ deslgne une fonction périodique déterminde du

troisitme ordre, cest-i-dire, telle -que f’#=2. En changeant &
en fzr, cette équation deviendra

F{fz, ¥fz) , ¥2), y(&'} =0 ;
faisant encore la méme transfermation, nous aurons
F{f'z, 4(f*z), ¥x), V(fr)}=o0 ;
éliminant enfin (fz) et ¥(f*x), entre ces trois équations, I'équation
résultante nous donnera la valeur de ¥(z).
eguanon dg probleme de géométrie que nous avons traité au

commenceient de cet article, offrant déji un exemple de ce cas,
nous nous bornerons & en offrir ici un second. Soit I'équation

Yot a¥d (——I-—>= — ,
) St X

1 . T . .o
ou === est yne fonction périodique da troisitme ordre ; en chan-
-—

1 a e
geant 7 en —— , il viendra

fr N\ x—1 -
«1«( ———-)-}-ml/ — |=1—z ;
Jr—X x
‘faisant encore le méme changement dans cette derniére , on aura

*P(-—— +ata= =

2
Km—q

) . I X o 1 . . , )
€léminant enfin -4’( — ) et ¥ (T) entre ces trois équations,

pous tirerons de l’équation résultante
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1= (1+ta)xta(aema)xiemasl
(1483 % (1~x) '

Vr=

En général, si I'on a I'équation
Fiz, (), ¥(fr), ¢{f22)un.4{"y) =0 ,

dans laquelle fz désigne une fonction périodique du 7.® ordre ;

c’est-a-dire , telle que f"r=ux. eny changeant n—1 fois 2 enfs ,
il viendra

F{f 2, ¥(E 2), 4(£2) , UED) o ¢(2)] =0 ,
Filz , ¥(f22), ¥(32), 4{f42) ¥ (f2)}=0 ,

3 . - . . . . [y .

Fifr=1z, i =12), V), Y((2) o ((*22) =0 ;

en aura donc ainsi » équations, entre lesquelles éliminant ¥(fz),
Ha), Hf22),...... Y(f*='z) , on tirera de léquatien résultante
la valeur de 4(#) en fonction de =.

§. IIL.
Des cas ov la précédente méthode est en défaui.

La méthode que nous venons de faire connaitre pour Ja réso=
lution des équations fonctionnelles suppose essentiellement que les
diverses quantités sous le signe ¥, sont susceptibles d’étre déduites
les unes des autres et de x par une suite de semblables opérations
qui , suffisamment répétées , conduisent de nouveau a ceite méme
quantité z; elle suppose de plus quen substituant dans I'équation
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proposée , fr & x, autant de fois consécutivement que le comporte.
Fordre de périodicité de la fonction fr, les équations qu'on obtient
sont cssentiellement différentes les unes des autres. Mais il est une
multitude de cas ol il n’cn est point ainsi, et ce sont ceux ou
I'équation proposée est ‘symétrique , soit par rapport aux diverses
fonctions sous le signe ¥ ;. prises en masse , Soit par rappon a
divers groupes de ces foncuons

Qu'on ait, par exemPle ) léqua’tion

yrd(fr)=a ,

olt 'on suppose f*z=x; en y changeant z en fz, les deux termes
du premier membre ne font que changer de place , de sorte que
I'équation reste la méme, et qu’il est impo.ssibie d’en ¢liminer $(fz)
et d’en conclare la valeur de <rz.

Cette impossibilité n’existerait pas toujours si e second membre , -
au lieu d‘Etre une constanie, comme dans le precédent exemple ,
était au contraire une fonction de #, et on obtiendrait méme quel-
qiuke'fois, non seulement la valeur de ‘gz , mais encore celle de .
‘lQ'ue’l’bn git ,:par exemple, I'équation

Vot d(a—a)=bs ;

2

en y changeant x en a—z, elle devient

Ho—a)+ya=ba—7) ;

.

or , a raxson de’ legahte des. prem!ers membres , on aura z=%g
qui , substxtuée dans Ta proposée "donne.

ayia=1iab ou Jia==iab,

et , en mettant x pour &, $zr= bz et Va—a)=1b(a—2);
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substituant done dans ia proposée ces valeurs de 42 et \L(a-—».&),
elle devient de nouveau x=7;a Aivssi cetie équat'on donne en
méme temps la valear de # ct la forme de la fonction 4.

Soit encore I’équation

az
r.Y— =a*
-4/ a—Xx ’

a2

ou est une fonclion périodique du troisi¢éme ordrg ; en y
a—x !

al

changeant # en , il vient

(L

¢ a? ‘L[_a(a-—x)]:a’;
x

a=——x

a* . e *
changeant de nouveau # en -—— , on aura cette troisieme équation

Qe

- ¢[~M].¢x=a3 R
x

en multipliant Jes deux derniéres en croix , on a dabord,

a2

r=1P
¥ a—
d’ou
a!
A= — ,
a—x
ou encore

a*—azt-a*=o ,

d’olx
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2=1EV=8,
2

B

Si ensuite on divise le produit des équations extrémes par 1’équa=
tion intermédiaire , en aura

($2)'=a*, dou Yr="ta :

R ).«p[—"“’:"’] =2 .

.. . .. a2
quelque nombre de fois qu’on change  en
q q . e q ~ y . g K e

Si Ton a

, elle de-

meurera toujours la méme , et on ne pourra conséquemment en

e o2 a(a—x . .
éliminer 4’( ) et 4’[-—- ¢ )],; mais si 'on avait
... ot . : : x .

a——x

Yz ¥ ( a:” )-\J/ [-—- a(a:x)] =abx ;

s -

~

s, et con-
Q==X

a*

en y changeant deux fois consécutivement x en

cluant dézl‘i"é‘g‘hﬁté des premiers membres celle des-seconds-, on-
en tirerait

et . ale—x)
a— - T " E)

12\ —3
I=v=
2

-

équation double qui donne z=gq. 5 en substituant dans

la proposée , elle devient

: =\ =3 v —3
,,,(a.x ;/ 5)=Va’b'liy i

1=24/=3 R
en y changeant a, “'2\/ 3 en z , il vient

Ve
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Soit I'équation
a[yax4(C2) ]+ o[H(f2) 4 (Bx)]=c ,

dans laquelle nous supposons [*z=x, les changemens successifs de
# en fz ne donneront jamais , outre cette équation, que lasuivante :

a[J(f2)+V(Bz) ]+ [yat-4(f°2) ] =c ,

et leur ensemble sera insuflisant pour I'dlimination des trois fonc-
tions W(Fz), (Pa2), ¥(fz).

Mais, si la méthode est en défaut pour les équations fonction-
nelles de cette classe , elles n’en sont pas moins résolubles , et
présentent méme cette circonstance remarquable que la valeur de
Y(a) alors contient une fonction arbitraire de #. Un petit nombre
d’exemples suffira pour faire comprendre comment on peut parvenir
2 un tel résultat.

Proposons-nous , pour premier exemple, d’assigner I'équation de
la courbe qui jouit de cette propriété que, de quelque maniére qu’on
y choisisse deux ordonnées telles que la somme de leurs abscisses
soit constante et égale a4 @, la somme de ces ordonnées soit elle~
méme constante et égale & 25. En désignant I'une de ces abscisses
par z, l'autre sera @—z; et, si l'on prend pour équation de la
courbe cherchée y=4y(x) , la condition du probléme conduira a
Péquation fonctionnelle du second ordre

Ya+He—a)=25 ,

qui-se trouve dans le cas d’exception qui nous occupe, Pour la

résoudre , nous lui substituerons la suivante :

Vo414V (a—z)+kox=2b ,
Xom, XII, ' 13
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dans laquelle ¢ désigne une fonetion arbitraire, et qui revient a
la premiére , lorsqu’'on y fait k=o. Celle-ci n’étant plus| dans I'ex-
ception dont il s'agit, nous y changerons # en a—z, suivant le
procédé général , elle deviendra

Wa—z)+(1+4k) ¢x+&¢(;z-—x:= 25 5

en éliminant ¥ g—az) entre celle-ci et l'autre , il viendra

Yx

_ 2ee—(14-h)pla—x)
- 2-4-k ?

il faudra donc , pour avoir la solution de la proposée, faire ici k=0, ce
qui donnera, en transformant les fonctions arbitraires, '
Ye=bt¢r—a—2z) ;
de sorte que I'équation générale des courbes satisfaisant 2 la
-condition exigée sera
y=b+02—0(a—2z) -

On raménera-facilement a ce probléme celui ot il serait question
de déterminer la courbe dans laquelle le produit de deux ordounées
est constant et égal & 4%, toutes les fois que e produit de leurs
abscisses est lui-méme constant et égal 4 &¢*. En représentant en

effet T'équation de la courbe par y=v« , la condition du probléme
donnera

Y i:_—:ﬁ’ .

Or, en posant Log¥r=qy,xz , d'ot Log.¥ ;a:—‘:-% i:-’,et prenant

les logarithmes des déux membres, ceite équation. devient
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Vor+v, -:;: =2Log4 ,

qui, traitée comme la précédehte , donne

v:# ou Log.Va=Log.b+¢pr—9¢ %’; N

. et par suite
‘ be®x

¥z ou y=—
T od

Soit encore 1’équation
[Ya]*+[Him—2)’=1 ,
4 laquelle M. LAPLACE réduit le probléme: de la compositionr des.

forces ( Mécanique céleste , pag. 5). En faisant [V2]*=+,2, elle

donnera
Vit (I e—2)=1 ,
dol
Y,z ou [Yr]P=dor—¢(iv—2) .

et par suite

Ya=y/ Hoz—o(fa—2) o

Ces. cas, au surplus, ne sont pas les seuls ol la valeur de va
admet une fonction arbitraire , et M. Babbage en indique quelques
autres.

Tout ce qui précéde n’est , comme l'on voit , relatif quaw cas.
ot les. diverses fonctions de z, soumises au signe ¥, peuvent étre
déduites. les unes. des autres et de # par un méme procédéd; mais
on pourrait avoir une équation fonctionnelle: de la forme
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Flo, o, 4(f.2), Yf,2), ¥,2) 00},

dans laquelle £, , f, , f, , ..... désigneraient des fonctions queleonques
de x tout-d-fait indépendantes les unes des autres, et n’étant sou-
mises 3 aucune loi de dérivation réguliére ; et M. Babbage ne dit
pas si, dans ce cas général , il y aurait moyen de déduire de 1é-
quation proposée la forme de la fonction .

Nous observerons a ce sujet que d’abord on peut souvent, par
une simple transformation , rendre périodiques des fonctions qui ne
paraissent point I'étre. Qu’on ait, par exemple , I'équation

ax? A o’ — s .
“¢<a=+x«> ~ e ‘P(“_ =ata,

xz

elle deviendra )

. ax? al
dans laquelle aucune des deux fonctions ———, —-— ne pa-
a2 x2
rait &tre périodique ; en y faisant simplement x=y/ a(w—ay,

a(x!—a) \ a?
—z/ ) — =ax’ .
ay [ " ] Z 4«[ x,_a] ox

équation qui n’est autre chose que celle du probléme de géométrie
que nous nous sommes proposé au commencement de cet extrait ;
nous en tirerons donc, comme alors

- ¥

ax’! azx
'J/x’:-—-,—— , dot Jar=—

X

Mais de telles transformations sont-elles indistinctement applicables
a toutes sortes d’équations fonctionnelles? et, en supposant qu’il
en soit ainsi , comment découvrira-t-on la transformation qui con-
vient 4 chacune d’elles? Si, au contraire, ces transformations ne -
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sont applicables qu’a certaines classes d’équations fonctionnelles, 4
quels caractéres distinguera-t-on celles auxquelles elles sont appli-
cables de celles auxquelles elles ne le sont pas ? Voild, certes, des
questidns qu’il serait fort intéressant de résoudre.

M. Babbage indique lui méme une classe d’équations fonctionnelles
qui, ne paraissant pas se rapporter 3 la théorie des fonctions pé-
riodiques, peuvent néanmoins étre facilement résolues. Soit , par
exemple, I'équation

e+t =¥(a+bz) ,

ot a-+bx n'est point une fonction périodique ; cette équation n’est
qu’un cas particulier de celle-ci:

f(Va)=+¥(fz) ;
laquelle a évidemment pour solution générale
Yye={'z;

ot » est un nombre tout-i-fait arbitraire. On a en effet ; en
substituant , ‘

f(fz)=f"(fx) ; Cest-d-dire; frig=[rtig
Or, dans la proposée‘, fx=a--bzx, doi
fPa=qo+b(a+bx)=a+al+b'x ;
£ r—=a+ab+}b*(a}bz) =atabtab*45%x ;

* 9

-
-
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Er=0(ibbt- b w42

¢'est-2-dire ,

. +¥"z 5

1D

frr=a

donc finalement

I—btk

Yr=g — +z”¢ »
1—b

ok 7 est tout-a-fiit arbitraire. Par de semblables moyens, on
trouvera que l'équation

bpedx =V (b—[»cx)"
a pour solution générale

— a"{a—b Y
- b(amb)fc(an—b")x -

Yz

Nous ne pousserons pas plus loin cette analise , et nous ren-
verrons, pour de plus amples développemens, au mémoire de M.
Babbage , qui renvoie lui-méme a divers autres écrits sur le méme
sujet.. Notre: but n’est en effet que de présenter ici, sous une forme
tout-a-fait. élémentaire , et conséquemment accessible A toutes les
classes de lecteurs , les premiers lindamens d’un genre de spécu-
lations. analitiques encore peu connu et. peu cultivé en France , et
qui parait susceptible de beaucoup d’extension et dintérét. Nous.
déclarons , en. terminant , que nous. mettrons a l’avenir tous nos.
soins & tenir nos lecteurs. au courant des recherches mathématiques
auxquelles on pourra sappliquer hors de France , toutes les fois du
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moins que leurs auteurs voudront bien nous les .faire connaitre ’
et qu’elles paraitront de nature & contribuer a I'avancement de Ia
science , au progres de laquelle ce recueil est spécialement consacré.
Ce progrés tient essentiellement, en effet , & une propagation rapide
de toutes les idées nouvelles, de toutes les vues utiles; mais la
difficulté des communications et la différence des idiémes n’apporte
que trop souvent un grave obstacle 4 cette propagation , et rend,
pour ainsi dire, les savans des diverses contrées tout-a-fait étran.
gers les uns aux autres, Nous nous estimerons donc fort heureux
si nous pouvons parvenir 2 amoindrir un peu cet obstacle ; et nous
osons croire qu'on ne dédaignera pas de nous aider dans ce projet

d’unc évidente utilité pour tous.




