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QUADRILATERE INSCRIT. 269

TRIGONOMETRIE SPHERIQUE.

Recherches sur les quadrilatéres , tant rectilignes que
spheriques , inscrits au cercle ;

Par M. GuiEneau D'AuMoNT , professeur , secrétaire et
conservateur de l'observatoire de Ila faculté des
sciences de Dijon. '

[ % T Vi Vo W S a0 ¥

§- L. Quadrilatére rectiligne.

SO{ENT a, b,c,d les cotés consécutifs d'un quadrilatére rectiligne
inscrit au cercle; svient x, ¥ les deux diagonales, la premitre
se terminant aux sommets des angles (¢, 4), (¢, &), et lautre
aux sommets des angles (&, ¢), (e, d).

Par la nature du quadrilatére inscrit , on aura

ard-dre—x2 brfecz—x?

2ad abe

COS.((Z s d): -—Cos,(b , c):

?

ax+bn.—yz cz+dz_.yg
Cos.(a , b)y=—Cos.(¢, d)= ——=——
donc
a2efnd? 2 6=+c=—x=
) ad + be =0,
az+bz.._ 3 cz+dz_.. 2
ab cd

équations d’ou en tire

Tom, XllI. 37
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’_l’c(ai-{-d’i)-}ad(bz-}-c’) _ (ac-bd)(ab4-cd)
= be~f-ad - be4rad

’

(1)
. ab(c?f-d?)d-cd(a*+-b°) (ac4-bd)(be4-ad) )
Y= ab--cd - ab--cd ’

el par suite

x ab-f-cd
= _= . 2
zy=ac+bd , > = rokad (2)
Si, dans Pexpression
) 03+d2—-x3
COS,{Q, d):'—- "—;;-[-Z——-— N

on met pour z* la valeur que nous venons d'obtenir, il viendra
toutes réductions faites ,
an+dz_.bz.._cz
Cos.(a, d)= ——— ;
2{bct-ad)

or, on a

—

28Sin2:(a, d;=1—Cos.(a,d) , 2Cos.*;(a, d)=1+4Cos.(a,d ;

et
donc, en substituant et divisant par 2,

@G4-c)—(a—d) _ (b~4-c+-d—a)(atbd-c—d)
fbetady T 4(bct-ad) ?

Sin2i(e,d)=

(a4-d)r—(b—c)? _ (a4c4-d—b)y(d4-a4-b—c)
bbetad) 4(betad) ?

Cos.* i (a,d)=

mais on a dailleurs
Sin.(a, d)=28in.;(a, d)Cos.; (a, d) ;

substitvant donc et posant, pour abréger,
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btctd—a=A4 ,
c+d4+a—b=8B ,
d+a+4-b—c=C ,

e+b+4-c—d=D ,

il viendra finalement

Sina, d)=Sin.(3, c)= :(;_._..f% . (3

L’aire du quadrilatére dont il s’agit étant la somme des aires de deux
triangles, dont l'un a pour ses trois cdtés 2, d, x, et Vautre
pour les siens 5, ¢, x; en représentant ce quadrila;ére par Q,
on aura

Q=:bcSinb , c)+ :adSin(a , d)=; (be+ad)Sin.(a, d) ;
c’est-3-dire , en substituant,
Q=3 4BCD . 4

Si, dans cette expression, on suppose d==0, elle devient

1V @ ooy ofre—a)(ca—b)(att—0) »

qui est précisément celle de laire d’'un triangle , en fonction de
ses trois cotés (*). '

(*) Sans connaitre encore lexpression de Daire d’un triangle en fonclion
de ses trois c6tés, on peut prononcer, a4 Pavance , qu'elle en est une fonction
symétrique ; attendu qu’avec les trois mémes cétés donnés , on ne saurait
former qwun triangle donné. Mais , bien quavec les quatre mémes cotés
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Le cercle auquel est inscrit le quadrilatére dout il s'agit se
trouvant en méme temps circonscrit au triangle dont les trois cotés
sont @, d, 2 ; en représentant par B le rayon de ce cercle, il
est aisé de voir qu'on aura

x

k= 2Sin.(a, d) ;

niettant donc pour x et Sinfa, d) les valeurs détermindes ci-
dessus , et posant, pour abréger,

(ab+-cd) act-bd)(bet-ad)=K ,

il viendra

= K _ VK .
B“f/m—‘(@‘-w (3)

Si cnsuite, dans cette formule, on suppose d=o, on rctombe

dontés on puisse former trois quadrilatéres inscriptibles au cercle, non superposables,
on pout néanmoins reconnaitre, & 'avance , que I'expression de I'aire du quadrilatére
iascrit, comme celle de aire du triangle est une fonction syméirique de ses cotés
attendu que les trois quadrilatéres résultant de la permutation des quatre mémes
cdtés donnés , biem que non superposables, en général , sout néanmoins équi-
yalens. Cela est d’abord évident pour le cas ot l'on échange entre eux deux
cdiés consécutifs , puisqu’alors un des deux triangles dont se compose le qua-
drilatere reste le méme, tandis que Pautre est seulement tourné en sens inverse ;
et, quant & Péchange de deux c6tés opposés, il doit encore en éire de méme,
puisqu’on peut y parvenir par une suite d’échanges de deux cdtés consécutifs,

Ces mémes cousidérations prouvent , en outre, que les trois quadrilatéres sont
tous inscriptibles & un méme cercle.

J. D. G.
(*) Daprés ce qui vient d’étre dit, dans la précédente note, on ne doit

pas &tre surpris de voir ici reparaltre, de nouveau, une fonction symétrique
des quatre cdtés du quadrilatere.

~

J. D. G.
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sur Pexpression connue du rayon du cercle circonscrit b un triangle
en fonction de ses trois cotés,

La plupart des résultats auxquels nous venons de parvenir sont
connus depuis long-temps. Si donc nous les reproduisons ici, c’est
uniquement dans la vue d’en déduire et de leur comparer ceux
qui vont faire présentement le sujet de nos recherches.

§. . Quadrilatére sphérigue.

Soient @, b, ¢, d les cotés conséentifs d’'un quadrilatére sphé-
rique , inscrit 3 un cercle de la sphere; soient #, y les deux
diagonales de ce quadrilatére; la premitre étant celle qui se ter-
mine aux sommets des angles (@, 8), (¢,d); et la seconde celle
qui se termine aux sommets des angles (5, ¢), (@, d).

Les cordes de ces quatre cotés et de ces deux diagonales, qui
sont

2Sin.za, 28Sin.3 5 , nSiﬂ.fc , 2Sin.:d, 2Sin.z, 2Sin.2y,

sont les quatre c6tés et les deux diagonales d’un quadrilatére rec-
tiligne inscrit au méme cercle ; d’ou il suit qu'on pourra les subs-
tituer & la place de @, 4, ¢, d, x, y, respectivement , dans

les formules (1) précédemment obtenues. On aura ainsi , toutes
réductions faites ,

(Sin. } aSin. { c4-Sin. £ 55in. ; 4)(Sin. } @Sin. £ 5-4-Sin. £¢Sin. £ d)
Sin. £ 5Sin. 3 ¢4-Sin. £ aSin, : d ?

Sinl2i2=

@
Sinr 2 g (Sine§ aSin. o4 Sin. 1 2Sin. ; d)(Sin. }5Sin. { c4-Sin. } aSin. { d)
i oy= Sin. + aSin. ; 54-Sin. 3 cSin, 3 ’

d’ou ensuite
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Sin.Z #Sin.; y=Sin. £4Sin. % c4-Sin. £ 8Sin.2 4,

Sin. L x Sin. 20Sin. 25Sin. 2cSin. L d (H)
Sin. 3y T Sin.24Sin. £¢Sin. 2aSin. 2 d’

Dans le triangle sphérique dont les trois c6tés sont @2, d, x ,on a

Cos.x~Cos.aCos.d
Cos.(a ’ d) = Sin.aSin.d ’
Cos.(a=—d)=—Cos.x

aSin.*; (e, d) = 1—=Cos.(a ,d) = Sinasna

Cos.x==Cos.(a4-d)
Sin.eSin.d !

2Cos.2 (e, d)=14Cos.(a,d)=
mais , on a généralement

Cos.k=1~—28in*:%;
donc
Sin.2 { x==Sin.2 £ (a—d)
Sin.aSind ?

Sin.*%(a,d)=

Sin.? { (a4-d)—Sin.* £ x
2* d —
Cos.*3(2,d) SinaSin.d

En mettant , dans ces deux formules , pour Sin.*:z, la valeur
(I) que nous avons trouvée tout & ’heure , elles deviennent , en
rassemblant d’une part tous les termes multipliés par Sin.24Sin.Z¢, et
de lautre tous les termes multipliés par Sin.;aeSin.; 4,

Sinzita,d Sin, 2 aSin. £ 4§ Sin.2 L54-Sin.2 £ ce=Sin,2 & (a=—d) } 4Sin. £ 5Sin. 2 ¢{Sin.2 264Sin.2 2 JemSin.2 £ (a--d)}
in3 (e, )= (Sm £ 68in. £ c+45in. £ ¢Sin. £ d)Sin.aSind

Cosii(a, d)y= Sin. 7 aSin, —d; Sin.2> I (a4d)=Sin.2 £h=Sin.2 ;¢ ,+Sm 25Sin.2cf Sin2l (a+d)--8m 2 X g=—8in.? ~d)}
v (Sm. 7 6Sin, £ ¢+4-Sin. % aSin. ; d)Sin.aSin.d

mais on trouve facilement
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Sin =§a+Sin,=;d—Sin.z;(a--d)=zSin.faSin.deos.;(a._d) ,
Sin.* ; ‘a+d)—8in.* ;7a—8in.» L = 28in. ; aSin.; dCos.% (a+4d) ;
en substituant donc, mettant dans les dénominateurs pour Sin g

et Swnd, 28in.:aCos.ca et 28in.;4Cos.;d et supprimant , haut
et bas, le facteur Sin.;aSin.;d, il viendra

Sin.2 2 5-Sin.2 Le—Sin.2 X (a—d)-4-25in. 25Sin. LcCos. L (a==d)
4(Sin, + 65in. L c4-Sin. 7 aSin. ; d)Cos. 1 aCos. 1 d !

Sin2i(a,d)=

Sin.2 2 (a4-d)~Sin.2 L b==Sin.2; c4-28in. { &Sin. X c¢Cos. £ (a-}-d)

0s.*xla,d)=
Cos.*3{a, d) 4(Sin, £5Sin, £ 64-Sin, 2 aSin. £ d)Cos. £ aCos.2d ?

ou, en changeant respectivement , dans les numérateurs, Sin.? ; (a—d)

et Sin.*:(a-d) en 1—Cos. 2 (a—d) et 1—Cos.*; (a44d),

. Cos.2 & (@=d)428in.L bSin.L cCos. £(a=d)=(1~Sin.2 £15~8in.2 } ¢)
Sin*ila, d)= s
B 4(Sin.26Sin.2c+4-Sin aSin.;d)Cos.2aCos id

(1=Sin.2% b=Sin.21 ¢)=$Cos.* 2 (a4-d)—25n.% bSin.2 cCos. (a4}
Cos.*;(a, d)= : } - H
: 4(Sin, £6Sin. ; c4-Sin. £ aSin, +d)Cos.; aCos.7d

mais

1—Sin.’ $5—8in. {e={x—Sin.* ; b)(1—Sin.*; §)—Sin;8in. ;¢
=Cos.214Cos.* £ c—8in.* 1 5Sin L ¢ ;

’

donc , en substituant

k]

Sin (s, d)= {Cos. 2 (a—d)4-Sin. 2 bSin.'}c}z-—-Cos.z 15Cos2 ic ’
4(Sin.Z 5Sin, £ c4Sin. £ aSin. : d)Cos, £aCos.2d
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§225Co8.2 & cmm{ Cos. 1 (a4-d)==Sin. ; }Sin. ; cle
(Sin. £ 6Sin, % c--Sin. £ aSin.; d)Cos. ; atos. 5 d

Cos2(a,d)= °‘4’

Le numérateur de la premiére fraction se décompose en ces

deux facteurs

Cos. 1 (a~=d)4-Cos. +bCos. : c4-Sin. § 6Sin. 3 c=Cos. L (a==d)+Cos. ; (6+¢) »

Cos, % (a=—d)~—Cos. 25Cos. £ c4Sin, 2Sin. 2 c=Cos. £ (a=—d)=Cos.  (b4) »
et le numérateur de la seconde en ces deux-ci:

Cos* 2 5Cos, £ c=Sin. } 5Sin. ; cCos. ; (a4-d)y=Cos. 1 (b+c)+Cos. t (a+4d) ,

Cos. £5Cos. £ c+Sin. £ 5Sin, § c=Cos. + (a4-d)=Cos. } (b=—c)—Cos. { (a+4) ;

de sorte qu'on a

Sin23(a, )= {Cos. % (a-:-d?-i—?oss L (b-:—c) } {C‘Ios. £ (a—dy=—Cos. £ (b4)}
{Sin. I 68in. ; c4Sin. $ aSin.  d)Cos. ; aCos. :d

ay

’

Cos%a,d)= { Cos. £ (b4c)+Cos. & (a-42) }{ Cos. £ (b=——c)—Cos. £ (a-d)} .
LI 4(Sin. £8Sin,  c4-Sin. £ aSin. £ d)Cos. % aCos.d ’

or, on a

Cos. § (a=—d)=+Cos. ; (b=—c)=2Cos. ; (a--b—c—=d)Cos. ; (e-f-c—b—4d) ,
Cos. & (@=d)—Cos.: (b4c)=28in. ; (a4-b4-c=d)Sin. ; (b4-c4d—a) ,
Cos. 3 (b+c)+£3os. 3 (@+d)=2Co0s. } (a4-b4-c4-2)Cos.5 (b4c—a—d} ,
Cos, % (b=c)=—Cos. ; (a}d)==2Sin.  (d-}a4-b—) Sin. ; (c4d+a—3) ;

donc finalement
Sin.?
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Sin2 2(a. d)= Cos.; (a4btctd)Cos. f(a4e-b-d)Sin. 5 (a4bdc-2)Sin. i (bdcd-d-a) .
in’3(a,d)= (Sin. 2 6Sin. £ c+-Sin. 2 aSin. £ d)Cos. 2aCos. & 4 ’

Cos. 2 (a4b-c-d)Cos. & (b4c=a=d)Sin.} (@ +a+b~c)Sin, I (cfd+a-5)
(Sin. 2 6Sin. ¥¢c-Sin. £ aSin, 3 d)Cos. ; aCos.1 d

-

Cos.*2(a,d,=

En. faisant, pour abréger,
Cos, 5 (a4-b4-c¥d)Cos. & (a4-b=c=a2)Cos. ; (a-}-c=b=d)Cos. 3 (b-f-c——a~d Y=I;.
Bin. ; (b-c4d—0)Sin. 5 (c-dfa=b)Sin. ; (d4-a--b==)Sin. ; (a-bfc—d)=N;

auquel . cas M et N seront des fonctions symétriques des- quatre-
cOtés.a , b, ¢, d, et en. se rappelant que

- Sin(z , d)==2Sin.2(a, d)Cos.2(a,d) ,.

on. aura.

Sin.(a, d)= 2/ N ay;

(Sin. 2 5Sin, £c=4-Sin. £ aSin. 2 d)Cos. ZaCos. £ d 3

d'ou lon voit qu’iéi les angles opposds ne sont pas supplément:
Ilun de autre, comme dans le quadrilatére rectiligne inscrit.
En. changeant respectivement ¢, &,¢ ,d en-¢c,d, a, &, il vient’

Cos. i (a4b-e-d)Cos. § (atc-b-d)Sin. 3¢c4d fa=~E)Sin. (J+a+$-c)
(Sin, 2 5Sin. ; ¢+4-Sin. £ aSin. 2 d)Cos. +5Cos, i ¢

Siﬂs’ ';‘(b ,5«)—-—

Cos. 5 (atb¥c+d)Cos. § (b4c-a-)Sin. 5 (3fctd-o)Sin. ; (a+bic-d)
(Sin, £6Sin. 2 c4Sin, £ aSin, : @)Cos. + b Cos. 2¢ 7

Cos.2 (b, 0)=

mais on a

Tom. XII? 38
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Sinz 3 {(a, d)4-(b ,¢) }=5in. 3 (a ,d)Cos.ﬂb‘, ¢)4-Cos. 2(a , )Sin 3 (b, 0) ,
Cos.t§ (a , )44, ) } ==Cos. ; (&, d)Cos.5 (4, ¢)=Sin. £ (a, d)Sin. £ (b ,¢)3
en substituant donc, et posant, pour abréger,

Cos.raCos. : 5Cos.2cCos.;d=P ,

il viendra

5 Gtcd-d—a)Sin.  (ad-bd-c—3)+Sin. } (c4-d=—a—h)Sin. § (d4-a-+b—c) M
Sin. £ 5Sin, £ c4-Sin.5aSin. ; d . P’

Sin.;{{a, )4, 6)}

Cos. 2 (@, )+, &)} = Cos. 3 (a-}-b4-c4d)Cos. % (bf-c——a-—d)—Cos. % (a+b=c—d)Cos. 5 (a}-c—b=d) }/g,

Sin, £ 8Sin. ; c4-Sin. £ adin. 1 d

cela revient a

. Cos.é(a-d)—Cos.%(b{-c)}{-{Cos.—‘-(b-c)-Cos '(a{—d)}VﬁI
Jate = =
Sin.i{{a, )+, e z(Sin.%bSin.ic—f-Sin. 1 48in. £ d)

‘ ,_{Cos. ,(a+d)+cos (b 1e)}={Cos.2(a-d)4-Cos ’(b-c)‘ N
Cos. {(ﬂ d>+(5 ) 2(Sin. ¢ bSin. 3 c4-Sin.  aSin. £ d) V—ﬁ’

d'ott, par un développement ultérieur ,

Sin{(a, )4, )=+ %, Cos {»_{'(a,d)—i—(é,c)}:—-Vg .
Ces deux fonctions étant symétriques, il en résulte que

Sin.2{(a, )b, ¢) }=Sin. 1{(a, B4(c, a’),_+V_
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Cos.-f-f(ﬂ, d)#—([), )y} =Cos.3{(a,8)+(c, d)} =‘—V~§: ;
et, par conséquent "

(¢, )+, )=(a,b)t(c,d) ;

c’est-a-dire que , dans tout quadrilatére sphérique inscrit , la
somme de deux angles opposés est égale a la somme des deux
autres angles ; propriété que le quadrlatére rectiligne inscrit partage ,
au surplus , avec le quadrilatere sphérique , avec cetie différence seu-
lement que, dans le preimier, ces deux sommes sont constantes,
tandis que , dans ce dernier, au coniraire , clles sont variables.

Si Pon désigne par Q laire du quadrilatére , Yaire du triangle
sphérique trirectangle élant prise pour unité , on aura, ecomme
Yon sait,

Q':‘—(d » D)+(2, f)+(‘7’ d)""‘(‘z , d)—2=7 ,

ou bien, par ce qui vient d'étre dit,

Q=2{(a, )+, c)—=} ;

done

Sin.2 Q=—Cos {(a , )+, c)} =]/¥ ,

Cos.; Q=-Sin.2{(a, d)+(b, 6)}= -1—;1—5- ,
et de 13 encore

Sin. Q=2Sin.z QCos.1 Q= Wpﬁm,

. Sin.% ~ )
Tang;Q: -C—os—_%% =V1’l—:} 5 (V)

fonctions qui somt toules symétriques..

Si l'on suppose d=o0 , le quadrilatére devient un triangle ; de

sorte qu'en représentant par I l'aire du triangle sphérique dont
les trois cotés sont @, &, ¢, on a
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Sin.i-'T= VSin. 3 (@b46)Sin. § (b4-c~a)Sin. ; (c4-a=—b)Sin. 3 (a4-b—0cy ?

Cos. 1 aCos. + 5Cos. ;¢

Cos.: T= Cos. 2 (a4-b4-c)Cos. £ (b4-c—a)Cos. 7 (c-a=b)Cos. £ (at b..}:)
Cos.; T= —
Cos, £ aCos. £6 Cos, Z¢

Sin. I T— Vsm.;(a.;.b.;.s)ssn.;(b+c—a,)5in.;<c+a-b)sm,-;(a+b-c) .
3 — 3

2Cos. $aCos. ; 6Cos. £ ¢

T ang 5T=»\/ Tang ;(a4-b+c)Tang 5(b4-c=—a)Tang.;(c4-a=b)Tangsca}b—c) 3
formules connues, dont la dernidtre est due 2 M. Lhuilier, de Gendve.
‘Si nous désignons par R l'arc de grand cercle qui joint le pole
-du cercle auquél notre quadrilatére est inscrit 3 I'un quelconque
des points de sa circonférence, cet arc aura pour sinus le rayon -
méme de ce cercle, de sorte que, pour obtenirSin.R , il ne s'agira
que de changer , dans la formule (5) précédemment obtenue,
&,5,¢c,d, R
Fespeclivement en :
2Sin.Zg., 2Sin.2%, 2Sin.3c, 28in.:d, Sin. R .
Posant donc, pour abréger,

Sin.2 54-Sin. 2 c4-Sin. : /—Sin.; a=8in.4 ,

Sin £c4-Sin, 2 d+4-Sin.;2—Sin. ;=Sin.B ,

Sin.t d+Sin.1a+4Sin.;5—S8in. ; ¢=8in.C ,

Sin. £ 2+4Sin. 2 54-Sin.; c—Sin.;d=Sin.D ;
«Sin.2aSin24-}-Sin.2cSin.;d)(Sin.£aSin, 2c-4-Sin.;85in. d) (Sin. 15Sindtc4-Sin.2eSinid)==Sin.K ,

QI I
il yiendra

L SnK ~
Sin.R=2 SinASn.BSnCSmD | G

Il est presque superflu d’observer que les résultats que nous
venons dobtenir , en dernier lieu , s'appliquent littéralement 2
Y’angle tétraddre inscrit au cdne droit.

Dijon, le 20 décembre 1821,




