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INTEGRATION DES EQUATIONS. g7

T m—

ANALISE TRANSCENDANTE.

Essai d'une nouvelle methode servant @ intégrer
rigoureusement , lorsque cela est possible , (loute
équation differentielle & deux variables ;

Par M. le professeur Kramp, correspondant de l'académie
- royale des sciences , doyen de la faculté des sciences de
Strashourg , chevalier de 1'Ordre royal de la ‘Légion

d’honneur,

1. ON sait que toute équation différenticlle 2 deux variables a
pour intégrale compléte une équation, entre les mémes variables et
des constantes arbitraires, en nombre égal 3 celui qui désigne I'ordre
de DPéquation proposée ; constantes qui peuvent se trouver impliquées
avec les variables de toutes les maniéres diverses admises dans I’ana-
lise comme moyens de combinaison. Mais , quoiqu’'on démontre
trés-rigoureusement que; quelle que puisse étre la forme de I'équa-
tion différentielle , elle a toujours une intégrale, on est bien loin
encore de savoir assigner cette intégrale dans tous les cas.

2. Le probléme inverse , c’est-3a-dire, celui od étant donné
Pintégrale compléte, avec toutes ses constantes arbitraires, on pro-
pose de redescendre 3 son équation différentielle, délivrée de toutes
ces constantes, se montre incomparablement plus traitable. Il ne
s'agit en effet, pour le résoudre, que de différentier I'dquation
proposée autant de fois consécutivement qu’il y a de constantes
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distinctes & faire disparaitre , et d’¢liminer ensuite ces constantes
entre la proposée et ses différentielles successives. L'ordre, le degré
et la forme de I'équation différentielle résultante dépendront évidem-
ment du nombre des constantes que renfermait la proposée, et de
la maniére dont elles s’y trouvaient combinées avec les variables et
les quanutés communes,

3. Que si, ensuite , on rencontre une autre équation différen-
tielle , de méme forme que celle & laquelle on sera parvenu ,
on sera fondé 3 supposer que l'intégrale de cette dernitre doit aussi
étre de méme forme que celle de la premiére ; et, par un procédé
analogue & la méthode des coefficiens indéterminés , on pourra essayer
de remonter a celle-ci. Voild donc un nouveau champ de recher~
ches qui s'ouvre devant nous , et dans lequel nous allons tenter
de nous engager.

4. En ne considérant , en premier lieu, que les équations du
premier ordre, qui ne comportent qu'une seule constante arbitraire ,
et supposant qu’elles admettent une intégrale algébrique , cette inté~
grale ne pourra é&tre que de la forme

o= (P4 Qy4By* 4. )+ (P 4Oy Ry 4. )
(P4 Q!y =Ry Ao e

ol ¢ est la constante arbitraire, et od P, P’ , P/ ... Q,¢,0Q,..
R, R/, R”,.... peuvent -étre supposées des fonctions rationnelles
et entitres de z; puisque, dans le cas ol quelques-unes de ces
fonctions. se trouveraient affectées de dénominateurs , on pourrait tou-
jours préalablement les faire disparaitre, _

5. Si de plus I'équation différenticlle n’est que du premier degré
seulement, la constante ne devra également entrer qu’au premier
degré dans son intégrale; c'est-u-dire ,que cette intégrale sera sim=-
p\emeni de la forme
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0=(P4+Qy+By*+ o)+ P Qy+Ry+.)c .

Nous nous occuperons uniquement, dans le présent mémoire, des
équations différentielles dont l'intégrale donne la valeurde y en 2
au premier degré seulement, et ou conséquemment cette variable
est une fonction rationnelle fractionnaire de la constante ¢ ; c’est—
a-dire , que nous ne considérerons , de I’équation précédente , que le
cas trés—par'ticulier

o=(P+Qn)+(P+Qy)e -
6. La différentielle de cetie équation est
0 =(dP+ydQ+Qdy)+(dP'+yd Q'+ Qdy)c ;
éliminant donc ¢ entre l'une et l'autre , il viendra
(P4-QyXdP+ydQ+Qdy)=(P'+Q'yXdP+ydQ+Qdy) ;

ou, en développant et réduisant

PQ| dy4-PAP/ | 4-PAQ [ y+QiQ | y'=o .
—r@| —puar | —puag| —qag
+Qap |
—Qap

Nous sommes donc fondés & considérer toute équation différentielle
de la forme

¥ L X Xy Xp=o
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ou V', X, X/, X, sont des fonctions rationnnelles et entiers de
&, sans y, comme devant avoir une intégrale de la forme

o=(P+Qy)+(P'+Q)c »

ot ¢ est la constante et ou P, P/, Q, @ sont également des fonc-
tions rationnelles et entiéres de z sans y;et, si nous nous pro-

posons de remonter 3 cette intégrale, ces quatre derni¢res fonctions
seront les incennues du probléme.

7. En exprimant que les deux équations différentielles sont iden-

tiquement les mémes, ce qui est permis , puisque nous avons admis
des coefliciens 4 tous les termes , nous aurons

PQ/—QP=V,
PP/ —~PiP=Xdz ,

520 21 PAd Qe P/d Q4-Qd P/~ VAP = Xdx ,

| QIQ—QaQ=X"dz .

8. On peut simplifier la troisiéme déquation, en lui ajoutant et
lui retranchant successivement la différentielle de la premiére qui est

PAQ/—P/dQ—QAP/'+QdP=dy" ,

on a alors pour résoudre le probléme les quatre équations
PIP/—~PdP=Xdz ,

QIQ—QdQ=X"z ,



DES EQUATIONS.

101

QdP'—QdP=:(Xdz—dP) ,
PAQ/—PIdQ=* (Xdz+dF) .

9. Prenant successivement; 1.° la somme des produits respectifs
des premicre et troisi¢me équations par 4~ et —P; 2.° la somme
des produits respectifs des deuxiéme et quatriéme par —Pet ~+Q;
3.° la somme des produits respectifs des premiére et troisiéme par
@/ et —P’; 4.° enfin la somme des produits respectifs des deu-
xi¢me et quatritme par —P’ et 4@/, et remplagant chaque fois
P@/—QP/(7) par sa valeur ¥, il viendra

2VdP=PdV 42 XQ~X'PYlz , ...
2V dQ= QdV—(2X"P—X/Q\dx,-
aVdP/ =PV (2 XQ—X'P)dz ,

2V dQ = QAY =(2X/P'—X/Q)dz .

Nous avons donc décomposé notre probléme & quatre inconnues
en deux problémes & deux inconnues, puisque les deux premieéres
¢quations ne renferment plus que P et ; et les deux derniéres
P/ et (. Pour mieux dire, nous I'avons réduit a un seul probleme
3 deux inconnues, puisque les deux derniéres équations ne différent
uniquement des deux premiéres qu’'en ce que P’/ et (/y ont pris
la place de P et ( respectivement. Nous sommes donc fondés 2
en conclure que si P et P/ ne sont pas racines d’'une méme équa-
tion du second degré, ils ne différeront au moins que par des cons-
tantes ; et on peut en dire autant de @ ct .

10. En prenant successivement la somme et lu différence , d"abord
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des deux premiéres équations , puis ensuite des: deux dernidres, il
viendra /

2V A(P4-Q)= (P+4Q)AP —X/(P—Q)dz—+a(XQ—X"P)dz ,
2Vd(P—Q)=(P—Q)dV—X/(P+Q)ds+2(XQ+X"P)dz ,
2Fd (P‘/-pQﬁ)=(P{+Q/)ﬂL«'--X/(p/-,Qédx-;-;(X@.-XﬂI?/)dx, .

2P AP— Q)= (P— Q)Y X (Pt Q) dant 2(XQ A XV P Y

Posant donc

P+Q=2P b4 J [ P=ﬂ"+'q,

P-Q=zqr - ' Q=p—7 »
} dotr ¢

Pa@=p Prmptit,

o= | | ompmgs

ces équations deviendront
2P dp =p [V +(X—X")a]—¢ (X+X+X)dz
3Vdg =q [AV—{X—X")ds]-p (X—X'k-X1)dz
2V dp/=p/[dV" +(X-—-X"’)drx]——q"(}_f+X/+ X"z ,
ar’a¢=g{[dV;:(XJX/r)ax]+;o/(XL XXz .
11, En posant.»ﬁ;»qc, poiyr abréger,

d7- _i_(X—.XIf)d#:R dx y X+X/+ X/ =4 S ,
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AV —(X—X/ dx=R'dz , X—=X'4-X'=wu§/ .

ses équations deviendront
dp dp’ -
2V -:i—; =Bp-Sq » 2VE; =Rp/_Sq/ ,
Y 8 Ry —8in
27—5;_-Rq—-8/ y 2= =Rg'=8§p .

12. Au moyen de ces derniéres, il: est facile, par la. différen~
tiation , d’en obtenir d’autres dont chacune ne renferme qu’une
seule des inconnues du probléme. .Si, en.éffet., ou élimine d’abord
entre les deux dquations de la premiére colonne et la différentielle
de la premid d deax inuonnues; ier degré

premiere ¢ et e ! comme geax 1 ues:au premier degre,
puis qu'entre ces deux mémes équations et la différentielle de la
. . d R
derniére on élimine p et _éﬁ , comme deux autres inconnues au
X

premier degré; et si 'on opére d'une maniére semblable sur les
.équations de la seconde colonne, il viendra

s 2. +2V§ M—S(R+Br)§i”-
r.rz.—‘ )
RdS—SdR

+{2V +5(an—ssq§p=o ;

SV -—-yrds

.o L9
478 =L v {z =

—S8/(R+ B’)% %{;

R/d8'=S'd R/

+§ N +S(BR/—SSA} /=0,

SdV P48

478 2% 2 Vg -—"‘(R+R’)2 il

RdS—SdR

+§2V +S\RR/—SS’)§ p'=o,
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4;/:5, + V{ SV =118’ -S’(R-}-R')%%—q—

+§2VR!/dSI;_SrdR +S’\BR/—SS’)§9

de ‘sorte qu'en’ posant, pour abréger ,
2(SdV =V dS)—=S(B4-Rdx = Tdx
2(8/AV —V dS!y~S((R+R)dz=T/dz ;

2P(RdS—SdR)+S(RR —S8/)dx=Udz ,
2P(8/4S/— R'AR )+ S/(RR/—S§)dz=U'd 3
Jes quatre équations & résoudre seront
4V‘3 %’—; _-i—zVT %-&Up:o ;
478 -—*+zVT’ —[—-U’q—-o »
47’5 + yr 2 —- ~ +Up'=o0 ,
4V°S’ + ya L oo +U’ t=o :
13. Au moyen de ces quatre équations, on déterminera p, ¢,

p', ¢, Qo on conclura (10) P, Q, P71y Q/ qui (5), substitués
dans la formule

o=
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o= (P+4-Qy)+P'+Qy)c ,

donneront lintégrale de I'éguation
dy ’
V< G- XXy X"y*=0 .

14. On dira peut-étre que nous ne faisons que déplacer la
difficulté et méme dune maniére désavantageuse ; puisque nous
ne faisons que ramener intégration d’'une seule équation du pre~
mier ordre & celle de deux équations du second ; mais observons
que ccs dernieres sont linéaires , €t méme de la forme la plus
simple ; et nous verrons bientt dailleurs que , lorsque l'on sait
que lintégrale de la proposée doit étre algébrique et raiionnelle , on
peut assigner assez facilement l'intégrale de ces derniéres.

15. On pourrait encore objecter que Iintégration de chacune de
ces équations introduisant deux constantes , on se trouvera avoir
bien plus de constantes que ne le comporte la nature du probléme ;
mais 1l faut se rappeler, 1.° que les valeurs de p, ¢, p/, ¢/ doi-
vent vérifier les quatre équations du premier ordre que nous avons
d’abord obtenues (11); 2.° que celles de P, Q, P/, ( doivent
vériier I’équation PQ/—QP/=}"; 3.° enfin la valeur de y, déduite
de lintégrale , qui devra vérifier I'équation différentielle proposée ;
ce qui nous fournira les conditions nécessaires pour déterminer les
constantes superflues.

16. Appliquons ces divers procédés i un exemple ; et soit I'équa=

N e

tion différentielle proposée i intégrer
dy
#(1—2°) - +ha+(+a)y=0 ;

hous aurons
dom. XI. x5
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=g—2', X=fzr, X=142', X'=o0:
De |2 nous conclurons successivement

-
v =135, | X—X'=y4x,

dx

R— %K.+(X-—X//)=r+4x-—3x‘ ,
! 2

t

Ri= —j—;— —~( X=Xy =1—fx—32" ,

S = X+X4X'=144a+42*,

S e X X/ =XV = 1 — fa}-2* ,
Ey: dB/ .
-5; =+4——6$ > 3‘; -——4—6&' ’

- =-44+2z % mme—gt22 ,
C
ar

P
S - =144z 281 223 —=32¢ ,
5
ar
S o= [ X e 222 =1 223324
as .
Ve = fx 20— fad—azt
x

ds
V = —4z+2:1:’+£4x3—-—-2x‘ R

R %’Z} =444 182—4u*~ 62? ,
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R —_— =-4+18x+4.j¢’-—6a:’ ;
S -gg— =441 0z—202"—6a° ;
§ g—? =-—/4-+102+}202°—62%,

S——V 7::1—4:;’—-8.1:3—4“ ,

s _dm |
R o =S —Sx(l-l-:?.x) ’
das dar )
R/ —— —§/ =84 f e -
i S - 8x(x ‘ 2z) ;

~

RR/ = 1—2224qzt ,
S§=1—142"+ 2}
BR/—$§/=--8a%(1—a") ,

B+R =262 R

S(B+R/)=248x—4a* —242'—6z* ,
S/(B+R)=2—8z—hz*}242°—bz* ,
S (RR/—SS/ = —82*(1—z*) (144 +2%) ;

- SURR/I—S88t,=—82* (1= 21— 42ty ;

103,
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T=2(s T — %“"; )= SRRy =—is(ataXe—a)
2(31 Y 7 &) SRR =+ha(a—a)1—a") ,
U_nV(B = s )+S(RR’—SS’) 821 (1—a)" ;

U’—-nV(R’———- -—-S’—-)+S’(RR’-SS’) 827 (1—2)" ;
substituant donc dans nos equatxons du second ordre ,en p et g,
gflqs deviendront -

N dz ’ ‘ h
fxr (1=22)2(14-fo4-22) ﬁ_x’% —Sag’(l-i-xz)z(z+x) %% +-8x2(1=x3)2p=0 ,

Lo ds ‘ '
G2 (1) 2 (1 emefx-dec?) Txg; +-8x2(1—x2)2(2—x) -j—i -8x2(1==x2)2g==0 ,
ou, en simplifiant,

(-4t 2%) 3—- -—-..(2+x) ——+2p-—o )

2

(1-—4x+x’) +2(z—-x) 2 +2q._o .

Les équations qui devront donner p/ et ¢/ seront danc -
s ~~.’ d*p’ dpf
(1 +4z+x )-&-; —2(2}-7) ;5; “+2p/=0 ,

(i=hata’) T “ra(ams) T taig'=
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¥l suffira donc d’obtenir I'intégraie des deux premiéres pour avoir <
celle des deux dernicres.

17. Essayons de faire

p= A+ Bat Cx* D2’ +Ex'4-......%,

A4,B, C, ....... étant des coefficiens numériques inconnus, nous
aurons )

% =B4-203-43D2s*+4Ex*+ . .. ..,

%”; =2C+6Dzt12Ex' +20F 24 ... ;

substituant dans la premidre équation, elle deviendra, en ordonnant ;

o=A | 43Dx46D | x> D | a3} 3E | x4~ 6F | xSt
2B +6E +-16E +-3oF +48G
+C +10F +15G +21H

exprimant donc que cette équation est identique , nous aurons

Aw= 2B4 ‘C=0 , r C=2B—A,
D=o , D=o ,
D4-E=o , E=o ,
D4-16E410F=0 , ) dod ( F=o,
E4-10F4- 5G=0 , G=o ,
=F+1GG+ 7H=o0 , H=o ,
et esee taee ey Y

~

Substituant dans la valeur hypothétique de p, elle deviendra
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p=d+Bad-(2B— d)a*= A(1—a}3Bi(iF22) ;

.

ot A4 et B sont les deux constantes arbi{taxres que comporte I'in-
léﬂrale.

L'équation en g traitée de la méme maniére,: - donnera

A’(t—x‘)+B’x(1-—~2x) P

Ny t
ot A’ et B’ seront les deux constantes.
18. On tirera de J& . |

dp dg
oo 3w =ATEBOEAD 5 g S B 1)

v ie A
en se rappelant qu'ici
oV =2z=22%"; R =1d4-4fa—3a? , S= 1+4atat 5
~ % i L : ‘%“ 3
=1=—42—32*, §=1—4a-+2*,

* 5 B . 3 e

- » - -

Tt
:

3

*

et substituant (11) dans les équations du premier ordre en p et ¢,
il viendra, en reduisatil ;

(Ad—A' (12 —(B+Bhali~az)=0 ,
P b
(A Y1) BA-B) 1 22) 250 .-
Ces relations devant subsister quel que soit z, nous ferons suc-

cessivement z=o0, 2=1; &t les deux équatxons donneront égale-
ment A'=d, B/=--B; de sorte que ‘nous auions

p=A(1=2)+4Bx(1422) ,
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7= A= 5") ~Ba(122).4

nous aurons. donc aussi
p'=A'(1—z)+Bz(1422) ,
& ' .
¢/ =A(1=2*)—B'2(1—2x) ;

A’ , B’ étant deux nouvelles constantes,  “*.:
19. Nous conclurons cnsuite de la

P=p+q =34(1—2")+4Ba2* ,
Q=p—g =2Bz,
P’=p’+q’=zA’(x;-x:)+4B’x‘ )
Q'=p'—g'=2B'z .

En. nous rappglant qu’ici ¥~ =:xxt—-x’)t et subsutuam ces va]eurs
dans I’équation ’

PQ—QP'=V
elle deviendra, toutes réductions ~faites ,

4(AB'—BA)=1

équation de relation entre nos quatre constantes,
20. En subtivuant les valeurs de P, @, P/, {7, dans I'équation

o=(P+Qy)+P"+Qly)c

elle deviendra, en divisant par 2,
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= { [4(1~2") 42 Br ]+ Bay 4| [4/(1—a)+2B/a 1+ Blay e

ou encore

0= {(d4-4/0)(1—")+2(B+B/c)a*} 4 (B+DBlc)zy ;

ou enfin

A4-Ac R 2! —
o= {m(t——w Y22 $+xy.—o ;

d’oﬁA 'on voit qu'il n'y a plus proprement qu’une seule constante
A4-A'e . . .

—-——-—-+BI ; en la représentant par € l’équation devnendg simplement
B+ <

o= {22} C(1—z*)}+2y ;
d’od

2224 C(1—2x%)

?

—

X

qui est en effet l’intffgralé de I"équation différentielle proposée, comme

il est facile de s’en convaincre, parla differentiation et I'élimination
de la constante C. (*)

(*) On peut faire , contre cetle méthode , I'objection trés grave, & ce qw’il nous
parait , que le procédé employé ‘pour mtegrer les équations du second ordre
en p et g, pouvait tout aussi bien, et sans tant de circuit, étre immédiate-
ment apphqué & I’équation proposée du premier ordre seulement en y; mais
peut-étre tout ceci n'est-il encore qu'un proviseire? peut-étre M. Kramp , étendant sa
théorie , comme il parait en avoir le dessein , aux équations des ordies supérienrs ,
nous enseignera-t il dans quelque mémoire subséquent, & intégrer genéralement et
rigoureusement les équations de la forme

dzy dy -
G d?;ﬁ—H-—x—i—If-O ’

217
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a1. Dans un prochain mémoire , nous nous occuperons soit des
équations différentielles qui admettent une intégrale de la forme

o=(P+4Qy+By")+c(P'+Qy+Ry*) ;
soit de celle dont lintégrale a la forme

o=(P+Qy)He(Pr4Qy)+e(PI+QYy)

dans le cas ot G, H, K sont des fonclions rationnelles et entiéres en x seule-
ment 3 ou tout au moins Aen ramener l'intégration & celle de quelque autre équation
plus simple , dit-elle étre méme d’un ocdre plus élevé, L'intégrale de cette derniére
équation doit étre de la forme

Ly-4-aM-4-bN=0 ,

ot L, M, N sont aussi des fonctions entiéres et rationnelles de 2 seulement, in~
eonnus du probléme , et ot ¢ et 5 sont les deux constantes arbitraires, 11 s’agirait done
d’exprimer que le résultat de I'élimination de ces constantes entre cette équation et
ses premiére et seconde différentielles , est identique avec la proposée , et de
tirer des trois conditions résultantes les valeurs de L, M, N, ou du moins_

des équations différentielles, d’un ordre quelconque , faciles a intégrer , et dont

chacune ne renfermit qu'une seule de ees ineonnues,
J. D. &

Tom. XI. 16



