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PROBLEMES DE COMBINAISON. 165

S ————————————————————————— —————————————
COMBINAISONS.

Solution de quelques probléhzes dependant de la théorie
des combinaisons;

Par M, ***,

G ERGONNE.

s gy e e s T Wy s s " e

J E me propose de traiter ici quelques problémes de combinaison
dont je n’ai encore rencontré la solution nulle part. Indépendam~-
ment de l'attrait que présentent toujours ces sortes de problémes
et de l'utile exercice qu’ils donnent & Tesprit ; en sait qu'ils se
rattachent 4 diverses théories intéressantes , et notamment a celle

des probabilités,

PROBLEME 1. D¢ combien de manidres peut-on faire n parts,
avec m choses toutes différenies les unes des autres , avec la faculté
de faire les paris st inégales qu'on voudra ; mais sous la con-
dition d’admettre au moins une chose dans chaque part ; c'est-d-
dire , de ne¢ point faire de paris nulles, et d'employer la totalité
des choses , dans chaque systéme de répartition ?

Solution. Ayons dabord égard au rang quloccupent les parts,
dans chaque systdme de répartition ; c’est - & - dire, considérons
d'abord comme systémes de répartitions différens ceux-1A mémes ol
les mémes parts sont disposées dans un autre ordre; il nous sera
facile ensuite de voir ce que doivent devenir nos formules, lorsqu'on
ne veut plus tenir compte de cetie différence. .

Tom. XI, n.° VI, 1.5 déccmbre 1820. 23
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Si d’abord on ne veut faire qu'une part unique , on sera contraint de
la composer des m choses, & Guihe-fe pourra que d'ue manidfe;
de sorte que le nombre des mani¢res de faire une part sera domc
simplement 1. .

S’agit-il de faire deur parts? on pourra prendre successivement,
pour la premitre 1, 2, 3, ... m—1, choses, et tout le reste pour
la seconde ; mais; en général , on pourra composer la premiére
part de % choses d’un nombre de manidres exprimé par

m me—1 m—2 m=—k-}-1
- N geeras T
I 2 3 k

et puisqu’alors la seconde part se trouve tout-3-fait déterminée,
il s’ensuit/que, suivant quon voudra faire la premicre partde 1,
2,3, we m—2, m—1 choses, le nombre des systémes de répar-
tition possibles sera

Pour 1 chese. « @ ¢« 6 a0 o .

26 00 0 060 0 e o«

4
3.'0.0.00—\——" »
1 2 3
0'...:.“........
- M My
M= v v o0 s o s o g8 = —
b 4 2
_ m
IR==1 o« o 4 ¢ ¢ 86 6 6 ¢ ¢ o ¢ ==
I

Le nombre total des modes de répartition en deux parts sera done
la somme des ces termes, que l'on reconnait de suite étre
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Il est clair d'ailleurs. que ces divers systémes de répartition ne
différeront deux 2 deux que par le rang des deux mémes parts |
dont la premitre dans I'un sera la seconde dans Pautre.

S'agit-il de faire #rois parts? si I'on veut composer la premiére
de % choses, cela se pourra d'un nombre de maniéres exprimé«par

m el Mz me=k4-1
X 2 3 " Tk’

il restera ensuite & répartir en deux parts les m~#k choses restantes ;
ce qui, d’aprés ee qui précéde , pourra se faire d’un nombre de

maniéres exprimé par

am—t__5 ;

ainsi le nombre total -des systémes de répartition ol la premiére
part sera composée de & choses sera donc

m  me=e m—Fk
_— sesss +' m-k 2)
1 2 k

faisant donc successivement, dans cette formule , k=1, 2, 3, ...
m—2, m—1, on aura, pour le nombre des systémes de répartition

relatif 3 chaque nombre de choses adopté & la premiére part ,

savoir :

Pour 1 chose . . . ...... -:—n-z(z"‘”—-z) >

M1 (2,,,.. ;___2) ,

m
b I T
I 2
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m me=} m-a
3.

( Q=3 .....2) ,

¢ e 4 e g8 s

2

8 o 8 4 o 8 8 o s 0 % 0 0 8 s e e ¢ a0

me=—1

(2*—2),

B2 o o 6o 06 8 06 0 8 o9 ——

m-l....o-...n....'?(z—z)?

4 la vérité, il estimpossible d’admetire 721 choses & la premicre
part, lorsqu’il en faut faire trois; mais aussi le facteur 2—2 réduit
4 zéro le nombre des systémes de répartition qui convientd ce cas.

Le nombre total des modes de répartition possibles en trois parts
sera donc la somme de tous ces nombres ; mais cette somme se dé-
compose dans les deux séries que yoici

m me-=I m me=1 me—=2 m me=1
Pl '+ ——— g 3 5+,,m el 23+ —2,
2

m m me—1 m me—i ne=2 m w1
~{7+- + 2. . —)

3
la somme de la premitre est évidemment
(24 1)tz g =32,
et celle de la seconde
—2[(1 1)t —2] =227

réunissant donc ces deux sommes, nous aurons pour le nombre total
des systemes de répartition de nos m choses en trois parts
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3n—-3.2"43 .

On congoit d’ailleurs que ces systémes ne différeront. six 3 six que
par les rangs que les trois mémes parts y occuperont.

S'agit - il de former guatre parts? en se déterminant i former la
premiére de % choses, on pourra choisir cetlte part d’'un nombre
de maniéres exprimé par

m me=1 me=2 mek4-1

— -

I a 3 £ 7

il restera ensuite X faire trois parts des m—# choses restantes, ce

qui , d’aprés ce qui précéde , pourra sc faire d’'un nombre de ma-
nitres exprimé par

3m="em3, 2543 ;

d’'ott il suit que le nombre total des modes de répartition ol la
premiére part comprend % choses, est

m m—1 m—a  m—b41 (3m—*=3.2m~k4-3) 5
X 2 3 k

faisant donc successivement , dans cette formule , 2=1,2,3 ,.4m—2,
m—1, on trouvera, pour le nombre des systtmes de répartition
relatif 3 chaque nombre de choses adopté & la premidre part , savoir:

Pour 1 chose. ., ... ?—(3"‘"—-3.2""—!‘3) >

2 o s 00 0 .?_2:(3m~3_3.2m-2+3) s

2
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mm—pl
30-.."—
b 4

T3t 3.am543) ;

2

;- - . - LJ
9 ¢ a € 8 8% % 2"w &« 654 4 o 8 @ @ ® 06 o 0 & o g

e o e ._-@(3=_3 +3) ,

3 ~

)
el .4 v e = (3 =32 43) .
{1 e -
A la +dérité, lorsqu’on do{tuxjépax‘tir m «choses ent quatre parts , la
premiére part n’en saurait admettre m—1, ni méme m—2; mais
aygsi arriye-tnil queley -facteurs . 3%—3.234-3 et 34=3 243 , qui
répondent aux deux gegnicis cas; sont nuls d’qux-mémes.
Le nombre total des systtmes possibles de répartition de nos m
choses en quatre parts sera, donc la.somme de toutes ces formules,
laquelle se résout évidemment en ces trois suites

m M= Mmer=z’

% 2mn m=2 N 3 i
I.3 '+ >3 + 3 3"' ’+...+l = .3+I 3,

m m meX
_3(_1_ m~x+__,_____ BM-’j}\" ?%}“md,}_“i_ = 22 -? .2) ,

m mes=Y Mu=s mm-—x

+3 ___+.._--—3+-,- +......+

D ———
*ﬂ.ni-‘r" o T2 N 3

lesquenes peuvent qr;sm;g,eg'edx;espﬁch,vam,enugmp!ances par les ex-
pressions suivantes

A O =3 .y
—3[(2 + 1) —2"—1]= -—-{3.3"’—]—3.2’”—1—3 ’
3 (14 1) =1 1= G , -'{-3.2"'-6 .
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En conséquence , le nombre total des systémes de décompositions
By

S

en quatre parfs séra
4mf 31-6.2m - 4 ’
bien entendu que ces systémes ne différeront, 24 a 24, que par

les rangs respectifs des quatre mémes parts.
Un raissonnement tout-a-fait semblable prouvera que le nombre

total des systémes de décomposition en cing parts est la somme

des nombres
+ (4+1)"—fm—1 =5"— 47 -1,
—A[BH—3r—i]=  —hfrb3n T 4,
+6[(241)"—=2"—1]= +6.3"—6.2m—6 ,
[ —1]= —42"+8 ;
c’est-2-dire , que le nombre de ces syst®mes est
5m5.4m} 10.3”’—-10.2"‘+% .

On trouvera pareillement que, pour le cas de la répartition em
six parts, le nombre des systémes est

6™—6.5"4-15.4m—20.3"415.2"—6 ; *

et ainsi de suite.
Rapprochons présentement les uns des autres ces divers résultats.

Nous voyons que , smivant le nombre des parts que 'on veut faire ,
le nombre des systémves de répartition possibles est, savoir ;
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-

3 .
5 1, I
Poul‘lecasd’unepartunique........:Z.Zo-+17

- m
de200.010¢00000'000..-.2—2;
(3

de 3 O s s 8 8 o % o s e w8 s o 8 & o 3m‘—"3..2m+3 ?
de 4 ® @ ¢ s s o e s LR 4m—4°3m+6'2m—4 ’
de 5.......5"-5m4103"—102"45,

de 6 ... 6"=6.5"415.4"—20.3m}15.2m~6 ,

or , la loi de ces résultats est manifeste, et 'on ne peut conclure
de suite, comme il serait d’ailleurs facile de s'en assurer par une
induction rigoureuse, que I'd4n peut distribuer en # parts m choses
toutes différentes les unes des autres, de manidie & ce qu’aucunc
part ne soit nulle, d'un nombre de maniéres expiimé par

M 2 (pepym 2 B0 'm_ 2 TR m
7" — (n—1) + - — (n—=3)"— < —— —— (n—3) + e

+ 227 am

1 2

.,
ula

pourvu toutefois que I’on admette comme systémes différens ceux-
12 méme ol les mémes parts ne sont simplement que transposées.

Avant d'aller plus loin, observons que, comme il est impossible
de faire n parts effectives avec un nombre de choses inferieur 2
n; et que comme , .dun autre cdté, les diverses manitres de faire
n parts avec n choses ne sont que les diverses maniéres de per-
muter ces ghoses entre elles; il s’ensuit qu'on doit avoir

n , n pe—y TR N ne=l Neeg
T2 o ;‘ (’Z-—:I)-“' '}" - '_2—\" —-2)—- -;-u- —————-2 —0‘ (n'—3)+un:tn=0 s

723
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n, n ne==1, N neel ne-z
B = "pm1)3 — - — (B2t e e S (3 ) =
n —n 1)*+ PR ) T T 3 ®@-3)+..Fn=o,
;;;.uns-o.-..;;.;.l;ot"."""'."':
n N ne-qy N Nemm] Newmd ’
pt1— e (gt PR JUR iy ¢ )Ll N B
T BT {2 ) s = (0= 3)" T o

T T el PR SN
n I(n‘/+x 2(’32) R 2 3

2 (2-3)".Fn=1.2.3..n.

Nous croyons devoir consigner ici ces diverses relations, qui d’ail-
leurs se vérifient parfaitement, dans les cas particuliers , parce que
souvent elles peuvent étre utilement employées , comme moyens
de réduction (*). Elles peuvent aussi, dans certains cas, faciliter
des éliminations,

Que, par exemple , il faille tirer la valeur de z des quatre
équations

A% TS AL IAVEY. SN
»
3t4-32u+3%+342=8 ,

(*) Elles sont du genrc de celle donnée par M. Sarrus, i la page a22 du
précédent volume, et on peut , comme par rapport a celle-la , se demander
si elles auraient lieu encore dans le cas ol n serait fractionnaire ou négatif, On
peut , au surplus, de leur combinaison, en déduire une infinité d’autres, Si,
par exemple , on en prend la somme, on aura

—_— e P e r p—1 2
Tim—1 [n l] I -2 [(n I) l]+ 2 n—3

[(p=2)tm1]—...... T2*=1.23.....0 .
J. D. G.
Tom. XI. 24
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-atatutaddate=C-
4+ ut v =D

-

en remarquant que-, ‘d’aprés ce qui précede,

4 =43 462 —f=o0 ;
436,20 —4=0 ,
433433 4-B.23—4 =0 ;
P36t mf= 1234,

on voit que, pour parvenir au but, il mne s’agit .que de :prendre
la somme des -produits respectifs 'de ces quatre équations par =1,
~—4, 46, —4; ce qui donne sur-le-champ

1.2.3.43 %= A—4B46C—4D .

Tout ce que nous venons de dire est, comme nous l'avons ob-
servé, relatif au cas ou l'on admet, comme autant de différens
systémes de repartmon, ceux-la méme qui _peuvent ne différer les
“uns des autres que par les rangs ‘quie les mémes parts y occupent;
mals st ’ ‘au contraxre ; On ne veut ‘admettre » comme systemes
'dlfférens,que ‘ceux-13 seulement qui ne sont pas , en totalité, composés
des mémes parts, on considérera que , dans le cas de » parts,:par
exemple, un seul systéme, pris au hasard, peut, par la simple
“permutation des 'parts dont il est formé, en fouriir ‘un nombre

1.2.3.4...n , lésquels ne doivent plus eompter ici que pour une
part unique ; d’olr il suit que dans le cas de z parts, le nombre

des systémes de répartition “féellement différens ne “doit plus étre
sxmplement que
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I .2.3;....-.. n

L . B l
ainsi, ce sera dans le cas de wme part. . . LI 1.0 -

dez.;:....:..:.....;...;..:;..2:;2,'
des.:;'.;:..;....:;..;......i'i'-g—f;———“f,
de £ v iiee e iie e, 4"'—413:;22'"%;
o 5iuaaninns L BRI

6MemB.5MmI15,4Mem 0,34 15, 2"’-—6
1.2.3.4.5.6

666‘:.-5-....-0

et ainsi des autres; d’od Pon voit que ces sortes de fonctions n’ont
que Papparence fractionnaire.

Si 'on demande, par excmple , de combien de maniéres dix
fruits,, tous d’especes différentes , peuvent étre répartis entre quatre
personnes , on trouvera, pour le nombre cherché,

41°—4.31°4-6.210—4=8185z0 ;

mais , si 'on demandait simplement de combien de maniéres on peut
faire quatre parts avec ces dix fruits, sans aucun égard aux per-
sonnes & qui ces parts devraient étre destinées , la réponse serait

818520

1.3’3.4=34195 .
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PROBLEME 11. De combien de maniéres peut-on faire n paris,
avec m choses toutes différentes les unes des autres , lorsqu'on a
la faculté de faire tant de parts nulles quon veut , sous la con—
dition ¢ependant d’employer toutes les m choses dans chaque mode
de répartition ?

Solution. La solution de ce probléme est trés-facile & déduire
de cclle dn probléme qui vient d’étre résolu , ainsi qu'on va le
voir ; mais il s’en faut que les résultats quon en obtient soient
aussi simples que ceux que nous avons obtenus du premier.

D’abord , si I'on ne veut faire quzne seule part , on ne pourra
faire de parts nulles ; tout se passcra donc comme dans le premier
probléme , et I'on aura, pour le nombre des modes de répartition , 3.

Si l'on veut faire dewx parts, on ne pourra faire qu'une seule
part nulle, et d’une seule mani¢re seulement, et conséquemment
le nombre des systémes qu'avait donné le précédent probleme pour

ce cas devra simplement étre augmenié d’une unité; il sera donc,
dans le cas actuel,

Si T'on veut faire Zro/s parts , on pourra faire une ou deux parts
nulles. On pourra faire une part nulle d’autant de manidres qu’il
y en a de faire, avec . choses, deux parts dont aucune ne soit
nulle ; et, quant A deux parts nulles, on ne pourra les faire que
d’une maniére unique, puisqu’on sera contraint de tout mettre dans
la troisieme. Le nombre total des systtmes de répartition en. trois
parts sera donc

e R o I

1.2.3 2

I,
ou bien, par ce qui précéde,

3me3 omy.3

2™ 3m.p3
; -213 + —; - .?’,

1.3
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Si I'on veut faire guatre parts, on en pourra [aire une, deux
ou trois nulles. On en pourra faire une nulle d’autant de maniéres
quil y en a de' faire, avec m choses, trois parts dont aucune ne
soit nulle. On en pourra faire deux nulles d'autant de maniéres
quil y en a de faire, avec m choses, deux parts dont aucune
ne soit nulle. Enfin, on n'en pourra faire trois nulles que d’une

maniére unique. En conséquence , le nombre des systémes de quatre
parts sera ici

4o 3]G 2 M M3, amaf3 M
1.2.3.4 1.2.3 = !

ou, d'aprés ce qui préctde,
fr—ip3m6.2memf | 343 mt 6.8
1.243.4 1.23 1234

En poursuivant le méme raisonnement , on trouvera qu’ici le
nombre des syst¢mes de cinq parts est

5M e[~ 10,3Mem1 0.2 -5 + 4m+6.2’"+8___ 5M410.3Mfe20.2m-4-45
1.2.3.4.5 w234 - 12345 ’

que le nombre des systémes de six parts est

6" 4-15.4M 40,3 4-135.2M 264 .
I n2-3o405.6 ?

ct ainsi de suite.

Comme ces résultats se présentent sous une forme peu symé-
triques, il vaudra peut-étre mieux se rappeler simplement , dans la
pratique, que , pour obtenir la solution du probléme proposé, il faut
prendre la somme d'autant de termes de la suite , trés-réguliere;



18- pmnmuzs i
.
i

. M,

3"—3.zﬂ+3

23 4

3846, 2m—
N -?

5#"-—5:4'B+m.3ﬂ-:t o.2m-}-5
1&.3.4.5 4

6’"--6 5y 5. fMeem20.3™4-15.0M=—6
HETEVET L ’

 oa " - - " - -
® 8 88 3 e s e s et e aE 0oy
quiil y a de parts 3 faire. .
Si, par exemple, il s'agit, comme cx-d'éssus , de répartir dix

fruits [de. natpre- différentes en quairq.paris, on, ayry

-

from=f 31046210t - X ) .
v _34505 }
310=3.310-}3

15A) ;‘i&k - 'm93\391
S . b S53g47:
210memn
— = b1
l.a
1 3
_—— X
£ Fi 3 j -

de-sorte que- ke nembre ‘des systémes de-répartition sera 5394
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Maxs ceci suppose qu’on ne tient aucun compte de la maniére
‘dont les parts sont disposdes; or, il y a des cas ol il est néces-
saire ‘d’aveir égard A leur disposition; et tel est , en particulicr,
“celui ou il s'agirait de répartir les dix fruits entre quatre personnés;
car le systénie de répartition ot , par exemple , telle:personne aurait
tout, ne pourrait étre ‘assimilé & celui ol cette méme ‘personne n’adrait
“rien. Voyons donc comment on pourra avoir égard & cette circonstance.

S'il ‘n’est question que d'wne part unique, on'ne pourra, datis
ce cas, comme dans le précédent, la faire que d’wnemaniére.

§’il s’agit de déuz parts, en les faisant d’abord toutes deux effec-
tives, comme’ dans le Probléme I, le nombre des systémes'de répar-
tition sera 2®—2. En faisant ensuite une part nulle, elle pourra
atre indifféremment la premidre ou la seconde , ce wqui fournira
encore deux systtmes; de sorte que leur nombre total sera sim-
plement 2.

S’agit-il de faire frois parts , on pourra d’abord les rendre toutes
effectives d’'un nombre de maniéres exprimé par

3m3omt3 .

En choisissant ensuite une part déterminée -pour -étre ‘nulle , on
pourra former les deux autres d’'un nombre-de manidres exprimé
par 2™—2; mais, comme la part nulle pourra occuper trois places
différentes ; il en résultera encore un nombre ‘de systéme de répar-
titions ‘exprimé ‘par

3: 2m—'6 .

Enfin, il ¥ aura encore'trois systémes possibles ol deux partsseront
pulles. Réunissant donc tous ces résultats , on trouvera que le
nombre total des systemes de répartition en trois parts est simplement 3™,

En poursuivant le méme raisonnement, on trouvera 4m pourle
nombre des systémes de 'répartition en quatre parts, 5™ pour le
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nombre des systémes de répartition en cingq parts , et ainsi de svite;
d’olt on sera conduit A conclure qu'en général, le nowbre des
systémes possibles de répartitions de m choses en n parts est nm
c’est, au surplus , une conclusion qu'il serait facile d’établir sur
un raisonnement rigoureux.

Ainsi par exemple , s’il est question de la répariition des dix
fruits d’espéces diverses entre quatre personnes différentes; elle pour~
ra avoir lieu d'un nombre de maniéres exprimées par 4'°=10485;6.

PROBLEME 111. De combien de maniéres différentes peut-on
. faire n parts, avec m choses toutes dgales entre elles avec la faculié
de faire les parts aussi inégales gwon voudra; mais, sous la
condition de ne point faire de parts nulles, et d'employer la tota-
lité des choses , dans chaque systéme de répartition ?

Solution. Ce probléme semblerait , au premier abord, devoir étre
incomparablement plus simple que le premier. Nons 'avons cepen-
dant trouvé beaucoup plus compliqué , peut-étre par suite de la
maniére dont nous l'avons attaqué. En conséquence nous nous bor-
nerons A en traiter les cas les plos simples.

Si dabord on ne doit faire qu'wre part , il est clair quil
faudra tout employer ; et qu’ainsi cela ne pourra s’exécuter que
d’une maniére unique. -

Veut-on faire deux parts ? en s’imposant la condition de placer
constamment la plus petite des deux parts a2 la gauche de la plus
grande , lorsqu’elles seront indgales , tous les syst¢mes possibles
de répartition pourront étre compris dans le tableau suivant:

To oo coeo e (m'—'l),

200i00ee . (B—2),

3........‘(71-—3);

- - - -
* s s @ * w s s 8 st s 3

el
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et ce tableau devra étre prolongé jusqu'a ce que , dans la pre-
mi‘ére colonne, on soit, parvenu a la moitié de m, si m est pair ,
ou au nombre immédiatement inférieur A cette moitié , c’est-i-dire s
2 I(m—1), si m est impair,

Il en résulte immédiatement que le nombre des systémes de
répartition sera,

< m

Slmest-delaformezlf..........-;—;
. me—1
Si m est de la forme 2k~4-1 , .00 ... —

du moins si I'on n’a aucun dgard & l'ordre des parts dans chaque
systtme de répartition. Dans le premier cas, il y aura un seul
systtme ou les deux parts seront égales; dans le second, les deux
parts seront constamment inégales.

Si donc on voulait avoir égard i la disposition des parts dans
chaque systtme, il faudrait doubler chacun des deux nombres que
nous venons d'obtenir, en retranchant une unité au double du pre-
mier , 4 raison des deux parts égales ; ce qui donnerait également
m—1 pour le nombre des systémes quel que fut 7 ; commeil est
d’ailleurs évident.

Supposons présentement qu’il soit question de faire #rois parts?
en s'imposant la condition de disposer constamment les parts, dans
chaque systéme, par ordre de grandeur, de gauche & droite, de
la plus petite & la plus grande, et de ranger dans une méme colonne
tous les systémes dans lesquels la premiére part est la méme; on
obtiendra le tableau de répartition que voici:

1,1, m=2|2,2, m=4]|3,3, m—6l4, 4, m—8 |..

1,2, m=3|2,3,m=513,4,m—7l4,5, m—9g |

1,3, m—=4|l2, 4, m6|3,5, m=8|4,6, m—i0].
Zom. XI. 25
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et il ne s'agira; pour parvenir au but, que de compter le nombre
des systémes de répartition enregistrés dans ce tableau; ce & quoi
on parviendra a Pailde des observations sulvantes, )

La premiére colonne , en y supprimant le 1 initial, indique
toutes les maniéres de faire deux parts avec m—1 choses égales ;
et comnme suivant que /2 est pair ou impair, 7—1 est an con=
traire impair ou pair , il sensuit , daprés ce qui a ¢té dit plus
haut , que le nombre des lignes de cette premicre colonne est

. . T m—2
Simestpair........0c00i0iv—,
R 2
. . . m——L
Sim estimpair. . « o v v i et e .. .
~ 2

La seconde colonne, eny supprimant le 2 initial , est lc tableau
de toutes les maniéres de faire deux parts avec m—2 clirses, dans
lequel on aurait supprimé la premiere ligne ; et , comme m—2 est
pair eu impair, dans les mémes circonstances que m, il sensuit
que le nombre des lignes de cette seconde colonve est

M2 m—/
—1I O . 6 ¢ o 0 o o ==
2

Si m est pair " .

. . . m=—3 m—5
Si m est impair —— —1 ou .. ....
2

2

La troisieme colonne, en y supprimant le 3 initial, offre le
tableau de toutes les maniéres de faire deux parts avec m—3 choses,
dans lequel on anrait supprimé les deux premidres lignes ; en
observant donc que, suivant que m est pair ou impair, m—3 est
au contraire impair ou pair, on trouvera que le nombre des lignes

de cette troisiéme colonne est

. R 1

Sim est pair —— - 0U ... ... om—
2 2

. . . me==3 72—

Si m est impair 7

—— Gun-c-.a“—"

2 2
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Par un raisonnement tout-a-fait semblable , on prouvera que le
nombre des lignes de la quatri¢me colonne est

. . m—i4 m—10
Si m est pair ———3 ou ....... ,
2 2
. . , m=—5 me11
Si m est impair —— —3 ou ....... ;
2 2

que le nombre des lignes de la cinqui¢me est

. . m—b6 me1f
Sim est pair =—=—4f 00 ... .. ,
2 a
. . . m—5 m=—13
Si m est IMPAIL = = OU  « ¢ v s o s s ;
2 2

.

et ainsi de suite,
Il résulte de 14 que le nombre total des lignes de tout le ta<
bleau, c’est-a-dire, le nombre cherché, est

Sim est pair =1 (m—2)+(m—4)+(m—8+(m—10)+(m=—14}+...} ,
8im estimpair =:{(m—1)+(m~5)+(m—7)+(m—11)+(m—13)+..} &

Pour étre en ¢état de sommer ces suites , il faut au moins
pouvoir assigner le dernier terme de chacune d'elles, Occupous-
nous d’abord de la premiére ; 7 y étant pair ne peut étre que
de l'une de ces trois formes 6% , 6k+=2 , 6444

Dans le premier cas, il est évident que la derniére colonne n’aura
qu'une ligne qui sera '

m

m m
2k, 2k, 2k, ou S0 3

la série aura donc T termes dont le dernier sera l'unité ou %

cette série sera donc
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{2} (1w )= (8 (1 1 OY A 1 )i 4t2
laquelle se décompose en ces deux.ci:

H{ (meme2)4-(m— 8)+(m—14)4(m=20)+ 0. i 1044},

H(m—g)F-(m—10)4-(m—16)4-(m—22)4-. . . .o - 842} ]

c’est-a-dire, en deux progressions par différences , ayant 6 pour
. . m "
raison commune , et ayant chacune < termes ; on aura donc,

pour la réunion de leurs sommes de termes

12 ]

T m {\md2 M2 m2
2 6 2 2

S~

et ce sera 13 le nombre des solutions du probleéme.
Si m, toujours pair, est de la forme 64+42 ,la derniére colonne
aura deux lignes qui seront

me==2, me—2 m-4
2k , 2k , 2k42 , 3 3 3

ok , 2k41 , 2k41 , m;’ , m:l , mjl ,

. Mz .
la série aura donc —3— termes, dont le dernier sera 2 ou %; ceite

série sera donc

H{ (m—2)yHm—f)+(m=8)(m—10)+(m—14)+F...+6+4},
laquelle se décompose en ces deux-ci

Hm=2)+(n— 8)+(m—14)-Hm—20)+....; . F-1246} ;

i{ (B g (m—10)t(m = 16)4-(m =22~ ..o o 1044}
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c’est-h-dire , en deux progressions par différences dont la raison

m-—-2
commune est 6 , et dont le nombre des termes est —~ » pour

I'un et Pautre. Réunissant donc les sommes de ces deux séries,
nous aurons

1 m—zgw_*- m ;_(m—z)(m+z) _ m2e=f ]

- H
2 2 12 12

2 6

et c'est 13, dans ce cas, la solution du probléme.
Le nombre m, toujours pair, est-il enfin de la forme 6/4-4;
la derniére colonne du tablean n’aura qu'une seule ligne qui sera

Mme=1 me=1 m2

2k41 , 2k41 , 2k42, ou 5273 7 "3 3

. M1 . . .
la scrie aura donc —5— termes , dont le dernier sera l'unité ou :;

cette série sera donc

2 (M) mmmf) (e 8)-(m = 10)H (=1 f)t sk 63},

laquelle se décompose en ces deux-ci
i (m—2)+(m— 8)4(m—14)4(m—20)4 ¢ : . =+ 842} ;
Hm—{H(m—10)+m—16)+(m—22)+ . . . . 1246},

¢’est-a-dire, en deux progressions par différences dont la raison

m4-2
commune est 6, et dont le nombre des termes est —5— » pour

. m— _ .
la premiére, et —-é-/f , pour la seconde. Réunissant donc les sommes

de ces deux séries, nous aurons

*la 6 2 12 1a

Am md2 | mda me=4 (n==2)(m=f=2) mi==f
-g - + 6 ; = — ®

qul sera, pour ce cas, le nombre cherché.
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Supposons présentement que m soit impair, il sera de l'une de
ces trois formes Gk~4-1, 6k+3, 64-5.

Dans le premier cas , la derni¢re colonne du tableau n’aura
qu'une seule ligne , qui sera

Mme=t me—1 mef-2

2k, 2k , 2k41 , ou 3 3 33

me—1 . e
termes , et son dernier terme sera l'unité

la série aura donc

ou > ; cette série sera donc
H{ m—1)+(m—5)4(m—1)Hm—11)+(m—13)+ e} 642},
laquelle se décompose en ces deux-ci :
Hm—1)+(m— 7)+(m—13)+(m—1g)+. . . . +6},
H(m=5)A(m—11)F(m— 17 (m—23)d. . . . 2],

c’est-2-dire , en deux progressions par différences , ayant, l'ane
, m-—1x . . .
et lautre , —5~ termes, et dont la raison commune est 6; on

aura donc, pour la réunion de leurs sommes de termes

276 ’

1 m—1 §m+5 m-3} _ (m=1)(nk1) _ mrer
2 2 e e

12 12

et ce sera la le nombre des solutions du probléme.
8i m , toujours impair , est de la forme 643 , la derniére
colonne n’aura qu’une ligne, qui sera

2k~1 , 2k+1 , 2k41, ou -r;—', '-;—,

w| 3

.
b4

. m
la série aura donc =5~ termes , dont le dernier sera l'unité ou :;

r_® ¢
cette série sera donc
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i im bl )b ) (=1 O 1 B g a
laguclle se décompose en ces deux-ci :

()= )31 L Bl

H(m=b)d(memt 1) (m—17)4(m—23)4. . . . .AH1014};

¢’est-3-dire, en deux progressions par différences dont 6 est la

. m-}3
raison commune et dont le nombre des termes est ~5— » pour la
. m—3 e
premicre, et ==, pour la seconde ; leurs sommes de termes réunies

donneront donc

. §m3 mr m—3 m—1 m24-3
L SR e ;

2 I2

et ce sera la le nombre des solutions du probléme.
St enfin m , toujours impair , est de la forme 645, le dernier
tableau aura deux lignes qui seront

okd1, 2k-t1, 243,

w
-

w
-

[2Y
.y

ou

okh4-1, 2k-2, 2k4+2,

) . me—=o, .
le nombre des termes de la série sera donc = et son dernier

terme sera 2 ou -; celte série sera donc

11 (m—1) 4 (m—=5)A-(m—7) (= 1 1)-(m—13)4 ves 644} ;

laquelle se décompose en ces deux-ci:
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H(m—1)4-(m— 7+ (m—13)+(m—19)+ . i 7. 41044},
3{(’”—5)4-(”1—-1l)+(m—17)+(m——23)+ e oo Fr2-46};

¢'est-a-dire , en deux progressions dont la raison commune est6 ,

m-4-1 . =5
et dont le nombre des termes est —-ﬁt- , pour la premiére , et ——

pour 13 seconde ; on aura donc, pour la réunion des sommes de
leurs termes

,3m+! m4-3 +m-—5 m+1} __ (m=1)(m~+1) _ m2—1

6 2 6 =2 12 12

.
’

et ce sera 13 le nombre des solutions du probléme.

En résumant présentement ces divers résultats, et observant que
les formes 6k-+3 , 6k+44 , 6k-+5 rentrent respectivement dans
les formes 64—3, 6k—2, 6k—1; nous pourrons dire que le nombre
des maniéres de faire #rois parts effectives avec m choses , toutes
égales entre elles, est )

8i m est de la forme 6% ,:.......-'-n-’-

’
13

N2enmy

Si m est de la forme 6471

-y
3
»
.
.
.
.

iz

m2—4
'

Si 7 est de la forme 6k+2, ........ -

m2-43

12

Si m est de la forme 64+3 ,.:......

On peut désirer de connaitre combien il y a de systémes dans
lesquels plusieurs parts sont égales et combien il y a de parts
égales dans chacun de ceux-la. Pour cela, remarquons que , d’abord
_les trois parts ne sauraient étre égales qu’autant que 72 est de I'une
ou lautre des deux formes 6k, 6413, et cela ne saurait arriver
qu’une seule fois.

Mais ,
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Mais, quelle que soit la forme de 7, il y aura toujours des
systtmes , en nombre plus ou moins grand, dans lesquels deux
seulement des trois parts seront égales; c’est d’abord ce qui arrive
constamment dans la premiére ligne de chaque colonne du tableau ;
et ce sont alors les deux premiéres parts , c’est-d-dire, les deux
plus petites qui sont dans ce cas. En outre, de deux en deux
colonnes , & commencer par la premiére ou par la seconde , suivant
que m est impair ou pair, la derniére ligne a aussi deux parts
égales ; mais ce sont ici les deux derniéres ou les deux plus
fortes. N
En conséquence, et d’aprds ce qui précéde , 1.° si m est de
la forme 6%, le nombre des systémes & deux parts égales sera

m \ m _m=—4
(?'")4“(—6- ="
2.° 8i m est de la forme 6k-+1 , le nombre des systémes

deux parts égales sera

B

3. Si m est de la forme 6k~-2 , le nombre des systémes %

deux parts égales sera

3 + 6 =7z -
4.° Sim est de la forme 6443 , le nombre des systtmes a
deux parts égales sera
m ™ _m=3
(F=i(5—1)="-
a

5. 8i m est de la forme 6444 , le nombre des systemes
deux parts égales sera ’

Taom. X1 26
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me=1 -1 —1
=+ '_"____, _T__,

6.° Si enfin m est de la forme 6445 , le nombre des systémes
i deux parts égales sera.

T me—2 Mo
3+< =

Ainsi , ea résumé , le nombre des systémes & deux parts égales
sera,

Si m est de la forme 6% ,........m:4,
. 1
Si m est de la forme 6+t ,........ >
Si m est de la forme 6kt=2, ........m:z R
. m=—3
Si m est de la forme 64+3 ,........ — -

En retranchant ces nombres de ceux qui expriment le nombre
®tal des parts, et retranchant en outre une unité, dans le premier
et le dernier cas, i raison du systéme unique dans lequel les trois
parts sont égales, on trouvera, pour le nombre des systémes dans
lesquels les trois parts sont inégales

m*  me m2—6m-{-12

m étant de la forme 6% e — 4—1= '
12 2 12
* 2 e ——— 3""6

m étant de la forme 6kFr1 o0\ o it =2 "‘+5’
- . _- 12 2 12

m étant de la forme 6k+=2 .. .. .m=_4 I m’—6m+8’
- 12 2 12

m étant de la forme 62+3 , .., 273 _ m—bmig .

12 2 . 12
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Dans tout ce qni précéde, nous avons tacitement supposé que
Pon n’avait aucun égard a l'ordre des parts ; mais, si on convenait
de considérer comme systémes de répartition distincts ceux-13 mémes
qui ne différeraient les uns des autres que par la disposition res-
pective des mémes parts , voici' comment, dans cette nouvelle hy~
pothése , on parviendrait & assigner le nombre total des systcmes
de répartition.

Soit, en général , N, le nombre des systémes & trois parts égales,
dans la premiére hypothése; nombre que nous avons va n’étre jamais
supérieur & l'unité et étre souvent nul ; soient en outre N, le
nombre des systémes & deux parts égales et N, les nombre de ceux
dans lesquels lcs trois parts sont inégales.

Dans la nouvelle hypothése , les systémes & trois parts égales
n’étant susceptibles d’aucune permutation, IV, restera toujours IV,.

Dans les systtmes a deux parts égales, la part seule de son es-
pece pouvant occuper successivement le premier, le second ou le
troisiéme rang N, deviendra ici 3N,. '

Enfin, dans les systémes a trois parts inégales, les parts étant
susceptibles de toutes les sortes de permutations , N, devra de-
venir 6N,. '

Ainsi, le nombre total des systdmes de répartition qui d’abord
était simplement N, +N,-+N,, deviendra ici

N.+3N,+6N, ;

mettant donc successivement pour N, , N, , N, , dans cette dernidre
formule les nombres qui conviennent a chaque cas, nous trouve-
rons que , dans tous les cas, le nombre cherché est également
M1 =2 , o . s o .
—— = ce quon justifierait d’ailleurs par un raisonnement
direct.

De la méme manitre que nous avons déduit le cas de trois parts
de celui de deux, on déduirait pareillement celui des quatre parts
de celul de trois, celui de cinq de celui de quatre, et ainsi de
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suitc ; mais le nombre des formes du nombre m qu’il deviendrait
nécessaire de discuter croitrait rapidement, 2 mesure que le nombre
des parts & former deviendrait plus grand.

PROBLEME 1V. De combien de manidres différentes peut-on
Saire n parts , avec m choses toules égales enire elles , avec la
Sfaculté de faire tant de parts nulles qu’on voudra ; mais sous la
condition néanmoins d'employer toutes les m choses dans chaque
répartition?

Solution. La solution de ce probléme se déduit de celle du
Probléme III, de la méme maniére que nous avons déduit celle
du Probléme II de celle du Probléme I

N’ayons d’abord aucun égard a la disposition des parts entre
elles, dans un méme systtme de répartition. Si l'on ne veut faire
qu'unc scule part, on ne pourra faire de parts nulles; et consé-
quemment le nombre des sysi¢émes de répartition sera encore égal
a lunité.

Si l'on veut faire dexx parts, on ne pourra faire qu’unc‘ part
nulle , et d'une maniére seulement; le nombre des systémes de
répartition sera donc , d’aprés le précédent probléme,

Simestdelaformezk,.........--';7-1--+-1_—_—.m+2

L
2

m—1 m-1

F1= .

2 2

Si m est de la forme 2k+1 ,.......

Il y aura toujours un systtme unique 3 deux parts égales , dans
le premier cas, et point dans le second.

Si donc on veut avoir égard 4 l'ordre des parts, on remarquera
que deux parts sont, en général , susceptibles de deux dispositioﬁs
différentes , mais que cependant , dans le premier cas, les deux
parts égales ne sont point susceptibles de permutations. En econ-
séquence , on trouvera que, quel que soit 7,2, le nombre des sys-
témes de répartition, dans ce cas , est constamment m~}1.
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Si l'on veut faire trois parts, on pourra taire une ou deux parts

nulles seulement. On pourra faire unc part nulle d’autant de ma-

niéres qu’il y en a de faire, aveec m choscs égales , deux parts

dont aucune ne soit nulle. On pourra faire deux parts nulles d’une

maniére unique. En conséquence , et daprés le précédent probléme,
le nombre des systémes possibles de répartition sera

2 mz G -
Pour la forme paire. . . . 6% ; — -+ Z =T + m+xz,
12 2 12
impai -1 m— *46m5
Pour la forme impaire ... . 641 ,m I+m I+I=m+ - ,
12 2 12
; = m mo6m$8
Pour la forme paire. ... 6k+2 2 4+ Z 1= R
- 12 2 12
. . 2.3 — 216 .
Pour la forme impaire. . . . 6413 ,m__l":' +m2 ‘+I=m-l;2m+9'

Ici le nombre des systémes A trois parts égales sera teujours
1, pour les deux formes extrémes, et zéro pour les deux autres:
Quant au nombre des systtmes a deux parts égales, il se trouvera
d’abord , pour toutes les formes, augmenté d’une unité, A raison
du systéme & deux parts nulles; mais, dans les formes paires , il
se trouvera encore augmenté d’une unité, i raison du systéme ol
deux parts sont égales a la moitié de m et la troisitme nulle. Le
nombre des systemes 2 deux parts égales se trouvera donc ainsi,

dans le cas actuel,

‘ m—4 m
Pour la forme 64 ) s et e e 4 m———az= —
2 2
M1 mef1
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) -3, mede2
Pour la forme Ghta , ... v. .. —— F2= —,
m—3 me—1

Pour la forme 64F3 , ... ... .——+1=— "

Retranchant donc ces nombres de ceux que nous avions trouvés
pour le nombre total des systémes de répartition, et retranchant
en outre une unité pour les deux formes-extrémes, a ‘raison des
trois parts égales, nous aurons pour le nombre des systémes ol
les trois parts sont inégales,

- 2.1.6 2
Pour la forme 6% ,....71—4’—:’1-—.‘1---2——-2 —_—r —
12 2 12
. . . 2.1.6; 5 2
Peur la forme 64+1 , 7. .. mAbngs mhr _mm ,
12 2 12
v . . 2 8 2
Pour la forme 642 , . . .. mbmd8_ md2  _mi—d ,
12 2 12
246 — 243
Pour la forme 64+3 , . ... z +!:1+9__m l---x=rf-lT-‘---- .
’ 2 2

- En rapprochant ces résultats de ceux auxquels nous a -conduit
le troisitme probléme , on est conduit & en conclure que le nombre
des mani¢res de faire trois parts avec m choses égales , lorsqu'on
admet des parts nulles, mais qu'on rejette les systémes dans les-
quels plusieurs parts sont égales, est égal au nombre des maniéres
de faire trois parts avec les mémes choses lersqu’au contraire Fon
admet les systémes dans lesquels des parts sont égales , mais en
rejetant, ceux ou des parts sont nulles ;" d’ot l'on peut encore
conclure que, dans latotalité des systémes de répartition, il y en a
autant ou les parts ne sont pas toutes effectives qu’il y en a
ou elles ne sont pas toutes inégales.

Veut-on présentement avoir égard A la disposition des parts les
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unes par rapport aux autres ; en procédant comme nous l'avons
fait dans le précédent probléme, on trouvera

Pour m pair, ..... w,

2
(m41)(m+8)

Pour m impair, .. ..
2

On poursuivrait sur le. méme plan, s’il était question de former
un plus grand nombre de parts.

- . E—




