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GÉOMÉTRIE ÉLÉMENTAIRE.
Solution de divers problèmes de géométrie , dont

plusieurs ont été proposés dans ce recueil ;

Par M. J. B. D U R A N D E , professeur suppléant de

mathématiques spéciales au collège royal de Cahors.

" 
-~ PROBLÈMES

AVA.14T d’entrer en matière, je vais drabord établir quelques lemmes
nécessaires pour l’objet que j’ai en vue.

~.E~~l ~l ~ 1. Les tangentes meraées à deux cercles de chacun

équations " qui n’est que du premier degré ; mais alors le calcul perdrait de
sa symétrie , à moins qu’on, ne substitua!, à l’autre une ~mb~na~5on symétrique
de. ces deux-là ~ distincte Je la prcui:ere et la plus simple possible-

Ces considérations peuvent être facilement étendues aux surfaces, courbes ; et
hon voit que si f (x , y, ,z)-o est l’équation d’une pareille surface" la manière
lai plus analitique d’en trouver les points remarquables sera d’éliminex x , ~’ ~ ~
entre cette équation et les trois équations -

et de -disposer ensuite des neuf constantes indéterminées « , y, y, ~~, ~~ , 0~~
~:‘~‘~ ~"’ , y,‘~ , pour rendre l’equation résultante, q en r, r~ r~ la plus simple.
possible ; mais. ici les diHicu!te&#x26; de calcul sont bien plus grandes encore, qu~
dans. le premier cai.. 

J. D.. Go.
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des pol*nis de le~~· axe r~~~’cal , et ~errn~~~es ~ leurs ~oi~zt~~ de
-contact ~es~ecti~s , t sor~t égal,-s entre elles (*),

.~~.~.~,~,~ ~I..~es ~an ~ cr~~es ~~er~ées à trois ~er~’les de leur centre

,-adical , ~‘erjni~~écs â leurs poi,-zts de ~n~~t~ct res~et’t~~s , ~sont

~~~~les entre elles.
~~~1~~~’~.Î,~’ III Les co’izes circonscrits à deux splîèr,es , a a~y~ant pnur

~o~~~~-r~e~ con~r~~run l’un q7ielcoîzqzie des points de leur plan r~~clicac~ ~
-et ~er~nr’nés à leurs ii ,gncs de contact ont leurs ~rctes ou géné-
.--atriees éb ~les entre e r~eS,

.~ ~~.~,~~’.~ l ~..Les cônes ~lrcor~scrits à trois .~~al~~res , a~ran~
pour sotnme,t ~ornrr~ut~ un ~ue,~cor~~ue des points de l’axe rrl~l’cr~l

de ces ~rais ~s~héres , et se ~erminan~ ~ leurs lignes de cnrtr~c~

.-e.çpecii;,es , ont leu,,-s ezr~Ces . ~~r~ générati@ices légales entre elles.

L.~’l~l~.l.~ Y..~ es cônes circonscrits à quatre ,~~hères , ayant
,Pour so~n~net commun le centre radical de ces quatre sphères, et
se ~errn~°na~t ~ 1,-i~rs lignes de contact res~e~tiy~es , o~at leurs arêtes

,ou ~én~ra~rices é~~’ales ~en~re elles ~*~;.

~~‘) Voyez, pour la définition des ~luns , axes et centres radicaux , soit un
mémoire inséré à la page 349 du JV.e volume de ce recueil , soit un autre

ulémoire inséré à la page 326 du ~L° volume, soit enfin un mémoire de

1B1. GAULTIER~DE..To’(]ns, dans le X VI.e cahier du Journal de l’école pal~~techn~~ue
(~.) Toutes ces propositions découlent si naturellement et si évidemment tant

(les propriétés des tan~er~tes et sécante$ partant d’un mêtne point, que de la

Inanière dont se déterminent les plans, axes et centres radi~a~~x ’ que nous

aurions cru faire t-.ne chose superl1ue que de nous arrêter à les démontrer ; i
il en résulte les conséquences que voici:

1.0 Les quatre tangentes coiiirntines à detix cercles, terminées à leurs points
de contact respectifs ont leurs milieux sur une l11êmc droite qui n’est autre-

que 1’axe radical de ces deux cercles,

,2, Q Les quatre troncs de cônes circonscrits at1X deux mên1cs sphères se

" terminant à leur5 lignes de contact respectives, ont leurs sections également
distantes des deux bases si tuées eur un mêl11e plan, i lequel n’est autre que le

plan radical de ces deux sphères. 
3- 0 Les centres des cercles passant par le$ points de -co-utac ts de trois s-phèrei
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LEJIME Yl. ~es tangentes menées à der,t.~ cereles ; par leurs

points d’intersection hor~lolog~ues avec une sécante commune quel~
conque passant par leur centre de similitude , sont parallèles entre
elles (*).

.~~1~?~.lYl ~ T~ll. Les plans tc~n &#x26; ens menés à deux sph~res ~ par
leurs points d’intersection homologues a~°ec une sécante commune

quelconque , passant par leur centre de similitude, sont parallèles (*~).
LE.NII~~.~ VIII. Soient deux cercles touchés respectivement par

une n2éme droite AA.~ en A et A/ et par un mPrne cercle BB/C

en B et B~ ; si la droite et le cercle touchent de la même manière

les deux cercles dont il s’agit , le point C de concours de AB et
A/BI sera, à la fois, sur la cb rcon férencc du cercle BB/C et sur,
l’axe radical CD des deux autres cercles.

a~Dérnonstration. En effet ( fig. l, 2, 3) , les points B et BI

’étant des centres de similitude, il en résulte Lemme ~’~ ) que
d’abord AB et A/B/ doivent rencontrer la troisième circonférence

en des points dont les tangentes soient parallèles à AA/ ; oir , il

n’existe sur cette circonférence que deux tels points , lesquels sont

r _ _ _ 

__,._ ,, _,,_ 
__ _ 

~ _ , 
_ 

-- 

_.. , _ , 
. _ _ 

,, ,

avec chacun de leurs plaiib tangens comIDUn:5’ sont huit points- situés sur une

même ligne droite, laquelle n’est autre que l’axe radical de ces trois sphères.
C") Voyez 7 pour la définition des centres , axes et plans de si~nilitu~e , le

mémoire déjà cité de la page 326 du VI.e. volume de ce recueil.

(’’’-¥) Ces deux derniers lemmes résultent si évidemment de la nature et d’e

la sitliàtion du centre de similitude, que nous croyons superflu de les démontrer ;
il en résulte les conséquences suivantes: r

1.° Trois cercles étant ttacés arbitrairement sur ’tin mêlne plan ; on peut
toujours trouver trois points semblablement placés sur leurs circonférences -. ce

sont leurs points de contact avec les tangentes parallèles à leur axe de similitude.
Le problème a huit solutions..

2..° Quatre sphères étant données dans l’espace ; on peut toujours trouver

quatre points semblablement situés sur ces quatre sphères: ce sont leurs points
de contact avec les plans tangens parallèles il leur plan de similitude. Le

problèiu~ ~ seize ~ol"tion~~ 
’ 

iesles
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les extrémités d’un même~diamètre perpendiculaire à AAl; et comme
par l’ir~spection même de la figure , AB et .A~B~ ne peuvent passer
l’une par un de ces points et l’autre par l’autre, elles passeront ,

toutes deux par l’un d’eux, et se couperont ainsi en un point C
de la circonférence BB/C.

En second lieu, comme il est d’ailleurs connu que les quatre
points A, A~ , B, BI appartiennent ~~â une même circonférence~
il s’ensuit qu’on doit avoir CAXCB~=CA~xGB~ ; ce qui prouve
que les tangentes menées par le point C aux deux cercles doivent

être égales , et qu’ainsi le point C est un de ceux de l’axe radical

de ces deux cercles.

Si le cercle et la droite ne touchaient " pas les deux cercles

donnés de la même manière ; c’est-à-dire , si l’un seulement passait
entre eux ; alors AB et A/B/ passeraient par les deux extrémités

d’un même diamètre J et conséquemment la proposition cesserait

d’avoir lieu.
. 

; Par un raisonnement tout-à-fait semblable , et en s’appuyant sur
les lem,mesv’Y’et i~ll , on démontrera le 1-enime analogue que voici :

.~,~~~~.~ IX. Soient trois sphères touchées re~s,~ectivernent par’
un rnérne plan AA~A~~ erz .li ~ A/, At~, et par une rrzéme sph~~~‘
l~~i~B~~G en B , B/ , B,*/ ; si te plan et la sphère touchent de la

méine rr~aniére les trois sphères dont il s’agit, les droites AB -~
A~B~ ~ A~~B~~ concourront en un î7jéine point C qui ser~a â ~a ~oz,~
jz~r .la~ quatrième sphère et sur l’axe radical des trois premières.

~ .~’fi0~~~1~‘~ I. ~‘o,ns~r~r~ire ~ro~s o~rc~es tels que chacun d~PU,~

Jouch-e les de~zx autres, et qui satisfassent de plus aux condztlons.
.euie,antes :- 1.~ rhxe les points de contact de deux d’entre ez.-x ave~.
le iroisl~nae soient déux po~P~ts donnés ; 2.0 que ces deux-là soien~
tungens à UI2 -4 CCr£fC ZÀÔRné (*) ~ tangens à un même cercle donné (~~ ~

(~ C’est le premier problème proposé à la page s8 du VI,e volume de ce:

recueil.

,~’o~, Î~,ll.,~. .;:; 
’
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Solution. Soient E , F les deux points donnés, et D le centre

du cercle donné ( fig 4, 5 ) ; il s’agit donc de décrire trois cercles

A, B, C tels, i.° que A touche BC respectivement en E , F ;
2.° que ces deux derniers se touchent eux-mêmes ; 3.~ enfin qu’ils
soient en même temps tous deux tangens au cercle D.

Supposons le problème résolu et les cercles traces , ainsi qu’on
le voit dans les figures et soient G , H les points de contact

respectifs de D avec B C. .

D’après les théorèmes connus , les trois droites BC , EF , GH
concourent en un même point R, et on a de plus RExRF==RGxRH;
donc , si l’on mène une tangente RI au cercle D , on aura

Ri’===RGxRIl==RExRF; d’où il suit que le cercle qiii , passant
par E , F , touchera RI., la touchera au point I ; il touchera donc

aussi le cercle D en ce point. Le point 1 est donc connu , ainsi

que la direction de la tangente RI en ce point ; et, y comme la

droite EF est donnée , il s’ensuit que le point R d’intersection de
ces deux droites peut être assigné. Décrivant donc un cercle de
ce point comme centre et avec RI pour rayon , on sait que ce

cercle passera par le point K de contact des deux cercles B

et C : i chacun de ces deux derniers se trouvera donc assujetti à passer
par un point donne et à toucher deux cercles donnés; ces deux

cercles peuvent donc être tracés ; et , lorsqu’ils le seront, lien ne
sera plus facile que de construire le cercle A.

~.~(~~.~~,’a~~’ Il. Construire quatre s~~,~éres telles que cliacu’ne
d’~~l~s tor~o~u les trois ~rzr~~~~s et qui s~td4 fa~scr~t de plus ~rt~.~

~orr~l~ro~s suzv~r~tes ; 1.0 que les points de ~o~tc~et des trois ~re~
~~~~r~s ~~~&#x3E;~ec la ~ ~~r~t~i~r~o soi.ent trois ~ol°~z~s ~ox~~~és ; 2.0 que ~~~
trois sphères soient ~~~a~~rn~~.~ ~~ une ~êr~~ sphère dr~~r~ée ~

~o~~.~tia~. Soient A, B, C t D les quatre sphères i,-herchées , E-
la sphère donnée , devant être touchée y a la fols ~ par les trois sphères
B, f C D, aux points respectifs et Inconnus , K L; » et soient

:F’, p C, H les points de contact donnés de ~~~ trois mêmes sphères
~~’e~ la sphère A.
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Les droites BC, FG , IK concourent en un même point P ;
les droites CD , GH , KL concourent en un même point Q ; les

droites BD , FR, IL concourent en un même poLt R ; et les

trois points P , Q , R sont en ligne droite. -

Soit 0 le centre d’une sphère qui , passant par les points F, ’ 
°

, 9 H, touche la sphère E, et soit M son point de contact avec

cette dernière sphère.
Il sera facile de prouver, comme dans le problème précédent ;

que le plan tangent en M à la sphère E passe par la droite PQR
et , comme ce plan peut être détermine ~ et que de plus les droites
FG, GH, FH sont données , il s’ensuit que les points P, Q, fi)
intersections de ces droites avec ce plan , peuvent être considérés
comme connus.

Donc, si de ces points P, Q, R pris respectivement pour centres,
et avec des rayons respectivement moyens proportionnels entre PF

et PG ~ QG et QH , RF et RH , on décrit trois sphères ; ces

sphères seront, deux à deux , tangentes aux sphères cherchées Il ;
~ , D ; savoir : la première et la troisième à B, s la première et ]à

seconde à C , la seconde et la troisième à D ; chacune des trois

sphères B, C , D sera donc assujettie à passer par un point donné
a toucher la sphère donnée E, et à toucher en outre deux autres

sphères données ; chacune de ces trois sphères B, C, D , pourra
donc être construite ; et , lorsqu’elles l’auront été toutes trois , rien
De sera plus facile que de construire la quatrième sphère A.
PROBLÈME III. Décrire trois cercles tels gue chacun d5ez,,x

touche les deux autres-,- et qui satisfr~ssent de plus aux conditions
~/~7~.y , savoir ; 1.0 que les points de contact de deux d’entre
eux avec le troisz«èrrie soient deux points doiînés ; 2.0 que le point
de contact de ces deux-ci soit en ~néme temps leur point de contact
commiin arec r~n cercle donné ?

Solution. Soient E, F les deux points donnés. , et D le centre
du cercle donné ( fig. 6 ). Il s’agit donc de décrire trois cercles

,&#x26; , 13 , t C de manière que les deux derniers touchent respectivement
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le premier aux points E, F, et qu’en outre ces deux-ci touchent
le cercle D en un même point G.

Supposons le problème ~ésol~~~: soient menées les tangentes com-
munes intérieures en E , F ~ G , elles concourront en un même

point 0 , qui sera le centre radical de ces trois cercles, de manière

qu’on aura OE=OF=OG; c~o~;c , ’le point 0 est aussi ( T~er~r~rle II )
le centre radical du cercle D et des deux points E F considerés
eux-mêmes comme deux cercles de rayons nuls ; donc, ce point
0 est connu ; donc, les trois droites OEy OF, OG sont égale-
ment connus ; chacun des cercles BC se trouve donc assujetti à

. toucher deux droites données dont l’une d’elles en un point donné ;
ces deux cercles peuvent donc être construits , et leur construction

c~~~;c~~~ce j il est facile d’en déduire celle du cercle A.

.~~(~.~~~‘,~.~E .d’$~~’. On demande trois cercles A, B, C, tels

que chacun d’eux touche les deux autres , et qui satisfassent de
plus aux conditions saï~antes , saypoir~ ~ 1.0 que le point de contact
de A et B soit un ~o~~~t donné ; 2.. 0 que la tangente commune au

point de contact de A et C soit une droite donnée ; 3.° que la

iaraâen~e commune au ~eiJat de contact de B et C soit aussi une

droite donnée (*) ?
Solution. Soit D le point donné et soient OE, OF les deux

droites données ( 6g. ~ , 8 ) concourant en 0 ; ce point 0 sera le

centre radical des trois cercles , de sorte que OD sera une tangente
commune aux cercles A , B ; de plus, si E , F sont les points de
contact inconnus, on aura OD=OE==OF; ces points peuvent donc
être déterminés; on connaît donc deux tangentes à chacun des

cercles cherches , ainsi que leurs points de contact ; i ce qui est plus
que suffisant pour les déterminer.

Il est clair que le problème peut admettre quatre solutions.

... , - 

~ ... _ ..

(~) C’est un cas parLIculiç~r du problème proposé a la page 92 du Y.~
volume 4e ce recueiL .
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~’~®.~,~~~’~ V. I~L~ ri,, e tro.,’s cercles iels que chacun ~’~r~x to~~c~~e

les deux ar~tres , et qui satïsfassent de plus aux deux co~adriï~~rrs .sui-
vantes , savoir ; ~ .° que les la,-.geizies aux points de contact de

l’un d’ezix a;,ec les rlcux autres soient deux droites dc~nn~es ; ~~°,

que ces deux-ci soient tangens à une même droite doiinée ?
Solution. Soient A , B , C les trois cercles cherel-~és ( fi-. 0 9 J 10 ) ;Î

G, H les points de contact inconnus de A avec B et G ; OP, OQ
les tangentes données en ces points ; PQ une tangente commune
donnée aux deux cercles B et C ; D. et E ses points inconnus de
contact avec eux ; et I le point où ces deux cercles se touchent ;
point également inconnu.

, Il est d’abord clair que 0 est le centre radical des trois cercles

chercl1és, on voit en outre ( Z~/?2//~ VIII) que la tangente com-
mune 0I , qui passe par le milieu K de DE , doit aller concourir
en F , avec GD et HE, sur la circonférence A. 

’

Cela posé ; par 0, menons à PQ une parallèle rencontrée en

T et U par DG _et EH ; les triangles GOT , HOU seront respec-
tivement seniblables aux triangles GPD, HQE, et conséquemment
isocèles comme eux ; et de même qu’on a OG=OH , on a aussi
OT=OU. On voit par la que FT, FU sont respectivement per-
pendiculaires aux droites OL , OM qui divisent les angles connus
GOT, HOU en deux parties égales ; la droite OF peut donc être
considérée comme le lieu de tous les points desquels , abaissant des

perpendiculaires FT , FU sur les droites connues OL, OM, ces

perpendiculaires interceptent sur TU des parties égales 01’ ~ OU ;
cette droite OF peut donc être considérée comme connue ; les cercles

B , C sont donc assujettis à être respectivement inscrits aux triangles
POK ~ QOK ; ces cercles peuvent donc être construits ; et de leur
construction résultera fort simplement celle du cercle A.

PROBLÈ3IE YI. Décrire trois cercles qui se touchent deux

’à deux et qui touclre~at ~ leurs points de contact trois cercle.~
donnés ?

~~l~t~vn. So.-*-~.ent P , ~ , R (fig..1 1 } le~ !!:Qis cerclee donnés
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et soient A , B , C les trois trois cercles cherchés ; les deux cercles
A , B devant toucher P au même point D ; les deux cercles A , C
devant toucher R au même point E ; et les deux cercles B C
devant toucher Q au même point F.

Les tangentes communes menées à ces cercles par leurs points
de contact concourent , comme l’on s~it g en un même point 0
qui est leur centre radical ; de sorte qu’on a OD=OE==OF ; ce

point 0 est donc aussi (Lemme Il ) le centre radical des trois

cercles donnés P , Q , R : et conséquemment il peut être considère
comme connu , ainsi que les points de contact D, E , F des tan-

gentes menées de ce point à ces trois cercles ; on connaît donc

deux tangentes à chacun des cercles cherchés , ainsi que leurs points
de contact ; on a donc plus qu’il ne faut pour les déterminer

Complètement.
La construction ne cesserait pas d’être la même si tout ou partie

des cercles donnés se réduisaient à des points.
Si l’un des cercles donnés R dégénérait en ligne droite ( fig. 12 ),

le point 0 serait l’intersection de cette droite avec l’axe radical des

deux autres cercles P , Q.
Si deux des cercles donnés Q , R dégénéraient en lignes droites

( 6g~ ï3 ) , le point 0 serait l’intersection de ces deux lignes droites ,
sur lesquelles il faudrait prendre, à partir de ce point , des,parties
OE OF égales à la tangente OD menée du même point au cercle P.

Si enfiii , les cercles P Q , R se trouvaient tous trois remplacées
par des lignes droites ; ou bien ces droites ne concourraient pas
en un même point , auquel cas le problème serait impossible , ou

bien elles y concourraient , et alors le problème serait indéterminé,
les distances des points de contact au point 0 étant bimplement
assujetties , dans ce cas, à être égales entre elles,


