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372 FORMULES
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ANALISE TRANSCENDANTE.

Deuxiéme recueil de formules , servant & intégrer
toute differentielle quelconque proposée ;

Par M. le professeur Kramp , doyen de la faculté des
sciences de Strasbourg.

T s i e gt " By e it

1. LE probléme indéterminé d'intégrer numériquement, par appro-
ximation, une différentielle quelconque, entre des limites données,
admet plusiecurs solutions. Celle que nous avons donnée, dans un
précédent mémoire (*), était fondée sur la simple consideration des
trapézes rectilignes. La solution que nous donnerons actuellement
sera établie sur l'analise des lignes courbes ; et l'on sent bicn qu'en
précision elle doit I"emporter sur l'autre.

2. PROBLEME. Une ligne courbe n’étant connue que par les
grandeurs d'un certain nombre dordonnées équidistantes , et par
Lintervalle qui les sépare ; on demande Paire mixtiligne comprise
enire ceite courbe , les deux ordonnées extrémes et Uaxe des x 7

3. Solution, Comme par des points donnés on peut toujours faire
passer une infinité de courbes différentes, le probleme, pris 3 Ia
rigueur, est indéterminé et ne peut cesser de l'étre qu'en assignant
une relation générale , mais arbitraire , entre 'abscisse # et I'ordonnée
y. Celle qui se présente le plus naturellement est y=A+BatCx?
~+Dz*4-.... Alors, en prenant pour unité lintervalle constant qui

€). Yoyez la page 281 de ce volume.
sépare
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sépare les ordonndes, supposant que la premidre se confond avec
Faxe des y , et les représentant consécutivement par 2,4 ,c,d, ..,
notre hypothése nous fournit, pour déterminer les coefficiens A ,
B, C, D,..., les équations suivantes

a=4d ,

b=A+ B+ C+ D+..,

c=A~+2B44C+ 8D+-.... ,

d=A~4-3B49C4-27D+....,

en nombre égal & celui des points donnés.
4. 1 est d’ailleurs connu, comme nous 'avons déjh observé, dans

un précédent mémoire (*), qu'en représentant respectivement par
Az, 2A% , 6A%,.... les premiéres, secondes, troisiémes,....,

différences des ordonnées; c’est-a~dire, en posant
Aa=b—e,
1.28%=¢c—20+ ¢,
1.23483¢=4d—3¢c}+30— o,
1.2.3.4Aa=¢e—4d}-6c—4o-}a

e @ ®© 6 ¢ 8 » & ® © a o v

on aura
A=a
B= Aa—Atat2030— 68a+24050—.... ,
C= Ara=3A%aF 110 —5040%F.... ,
D= Aldg— 6A%a4-350%—... .
E= Atgmm10A%24-....
F= Adg—.... ;

ee qui donne

(*) Voyez la page 153 de ce volume,
Tom. V1. 52
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y=a-}-x Aat-z(xm=1) A2a -2 (xmm1) (x—2) A3af- 2 (e 1) (Lo 2) (£ mm3) Ab 3
(T 1) (2 =2) (2 =3) (2 —4) ASarouen

formule dont la loi est évidente.
5. En conséquence, l'aire demandée qui, en général est Sydz;

sera lintégrale de
Adz+Bxdx+-Cx*dz+Da’dz~+Eztdz—+-...
¢’est-3-dire ,
Az4-:Br*4-1Cx3 4Dt Ea’ ..
ou bien
Jyde=az
~+ A afzdr
+Arafr(z—1)dz
A3 z(r— 1) g—2)dr
+Atafxx—1)(x—2) x—3)d=
+ ... S et e e e s
ce qui donne également en diveloppant

da—a:
Sydx at=§Aa

xz
T
+ (A%

: 3
i DAY
+—E—fr+Ta—) Ak

1o 3, T AS
e R A oh P AR AN

JocS Ex s ) 1201
A g g 2y MNAS,

4

IQ.OO. ...... ® o 4 & s 2 o S & s e+ 0

6. Cette intégrale, qui ¢'évanouit avec z, doit étre prise jusqu'a
cetle méme quantité z, qui désigne le nombre des divisions de l'axe
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des z qui se trouvent comprises entre les limites de Pintégrale , et
qui est aiasi arbitraire. 1l est entendu d’ailleurs que , dans la dernitre
formule ci-dessus , si I'on fait =n, que nous appellerons le dip/seur
gfénéral , ou sinplement le diviscur , il faudra sarréter a la différence
A%. Enfin, comme nous avons fris ju-qu’ici pour unit¢ l'intervalle
constant entre les ordonnées; si, comme il parait plus convenable
de le faire, on veut prendre pour unité lintervolle cutier entre les

-

limites de lintégrale . .I faudra diviser le résuliat obtenu par » 3
sauf ensuite, dare '+ applications, & multiplicr par ce méme intcrvalle,
lorsqu’il s¢ trouvera différent de Punité.

7. Voici présentement, d'aprés toutes ces attentions, la séric des
forimules finales qu'on obtient , en prenant succcssivement pour diviseur

tous les nombres de un 4 dowze.
Premiére formule , diviscur un,
2f/Xdzx=a+b .
11.. Formule , diviseur deuz ,
6/Xdz=a-c
445 .

111.. Formule , diviseur #rois,
8/Xdx=a+d
+3(0te) .
IV.6 Formule , diviseur quatre ,
9of/Xdz=17(ate)
+32(04d)
+12¢ -
V.® Formule , diviseur ¢ing 4
288/Xdz=19(a+f)
+75(0+¢)
+ 50(c+d) :
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vI1e Formule, diviseur siz;
840/Xdx=41(atg)
+216/5+f)

+ 27(cte)
+272d .

YI1¢ Formule, diviseur sept
17280/Xde=1751 (a44)
43577 (6-+3)
1324 ()
+-2986(d-t-¢)
Wil Formule, diviseur huit,
89600/ Xdr= 989(a~+7)
"4 5888(0-+7)
— 928 (c+g)
“+10496(d-F-f)
45406 .
IX.. Formule , diviseur neuf
89600/Xdx =2857(e-k)
~+15741(5+)
“1080(c+-%)
19344(d+g)
45778 (e+f) :
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X.* Formule , diviseur dix,
598752/Xdr=16067 (a2
~+106300{6+%)
— 48525(c47)
~272400(d-47%)
—260550{¢e-4g)
44273681 ..

XI1.% Formule, diviscur onze,
87091200/ Xdz= 2171465(a4m)
+13486539(841 )
— 3237113( ¢+ k)
+25226685(d+417)
— 0595542(e+ %)

+15493566( f+g) :

XII* Formule, diviseur douze,

2425500/Xdr=53143(e~n)
~+ 373014(b~m)
— 248517(c41)
~-1220630(d-1)
—1655505(¢ 417
+2846124(/+-5)
—27702788 .

8. 1l est clair qu'en supposant toutes les coordonnées ¢, 4, ¢, d, ...,
égalesentre elles et & ['unité, 'aire demapdée deviendra un simple quarré,
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égal lui-méme & Dunité; ainsi, dans ce cas , les valeurs de fXdz,
déduites des formules précédentes , doivent toutes se réduire & I'unité 5
ce qui peut servir, au besoin, & vérifier simplement l'exactitude des
coefliciens de nos formules.

9. Faisons 'essai de ces formules & quelques cas connus ; et cher-
chons, par le moyen de l'une d’elles, le rapport du diamétre a la

- - t -
circonférence. On sait que Tintégrale de -_*—:;-2 ast Iarc qui a pour
X

tangente le nombre désigné par 7, et qu'en y supposant # dgald
Punité, cette intégrale doit faira connaitre la longuear de l'arc de 45°

ko

OD.’Z

. Prenant , par exemple , sept pour diviseur général, on aura

ce qui donne

‘ 49129 __ Gtz
< f s2-74  392: ¥

done
791(a+%j= 1126,5000000000 ,

3577(6+48)= 5567,4952941176 ,
1323(c+f)= 2009,1914839368 ,
2989(d+¢e)= 4778,43580q0186 .

=135871,6225870730 ;
dou 2z= 0,7853948256 .
Sa longueur réelle est 0,7853981634 3

Verreur est donc —0,0000033378 ,
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c’est ~4 - dire ; moins de frois unitds décimales du siziime ordre

10. En emp]oyant successivement toutes nos dowze formules , ei.:
mettant en regard de chaque résultat U'erreur doant il se trouve affecté,

on obtient le tableau suivant:

I. T=o,7500000000 , Erreur =~-0,0353981634,

II.
III.
Iv.
V.
VI

VIIL..

VIIL
IX.
X.
XL
XII.

0,7833333333 ,
0,7846153846 ,
0,7855294118 ,
0,7854696045 ,
0,785342713g ,
0,7853948256 ,
0,7853981685 ,
0,7853981740 ,
0,7853981874 ,
0,7853981785 ,
0,7853981630 ,

—o0,0020648301 ,
—0,0007827788
o}-0,0001312484 ,
+(;,oooo7 14411

—0,0000054495

~

v

.

—0,0000033378 ,
~}-0,0000000051 ,
~}0,0000000106 ,
~}-0,0000000240 ,
+o,ooooooox§1 R

=—0,0000000004 +

379

r1. La série de ces erreurs est beaucoup plus irréguliere que la
nature du probleéme, et les moyens de solution que nous y avons
appliqués , ne sembleraient devoir le comporter. On pouvait présumer
que , plus on emploirait de points pour y faire passer la courbe,
et plus on la [ferait coincider avec la valeur rigourcuse de ce quon
cherchait, et qu’ainsi la série des erreurs serait constamment décrois-
sante. Cependant le calcul fait, et répété plusieurs fois avec soin,
prouve le contraire ; les diviseurs neuf’, dix , onze donnent des ré-
sultats moins exacts que le diviseur huit qui ne laisse qu’une
erreur d’environ une demi-unité décimale du 8.% ordre. Celte irré=
gularité nous met dans l'impossibilité d’appliquer jci l'ingénicuse
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méthode dapproximation dont nous nous sommes Servis avec succés
dans le mémoire cité au commencement de celui-ci. Il y avait alors
une limite asymptotique , rigoureusement assignable par le calcul,
tandis qu’ici la séric de valeurs i laquelle nous venons de parvenir
ne permet gudre de rien soupgonner de semblable (*).

12. Heureusement la nouvelle méthode que nous proposons est,
toutes chases égales d’ailleurs, susceptible de fournir d’elle-méme ,
ct sans auxiliaires quelconques, des résultats beaucoup plus exacts
que ceux quon déduit de lautre. Pour le prouver, du moins par
des exemples , cherchons encore, d’aprés les deux méthodes, la
longueur de l'arc de 45°=%, en ne prenant d’abord pour diviseur
géndral que Auit avec ses aliquotes 1 , 2, 4 , 8. En suivant la
marche indiquée dans le précédent mémoire , on trouvera , en général ,

5670f/Xdx= =217(a~}7)

1024(b-d-+f4-7)
~+ 352(c+g)
4 436e .
Or, on a ia
a=1x ; =z,
52%" ﬁ='.'67‘; ?
c=3, g==%.
d=32 , =i,
e=2t ¢

en conséquence , on aura
ati=1,
b+b — G478

Gg 113

(" Les mémes considérations n’infirmeraient-elles pas ce que nous avons dit
sur linterpolation des suites ( page 317 de ce volume )? ce serait 1a une chose
intéressante 3 examiner;

J. D. G.

ctg
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etg=11
s

e =2

il en rdsultera

F=0,785396445¢g .
La valeur rigoureuse étant . . . 0,7853981634 ,
Perreur sera —0,00000171%5 ;
tandis que , par notre 8.™° formule, l'erreur est simplement
4-0,0000c00051 ;

c’est-a-dire , environ 338 fois moindre.

13. Faisons encore, sur le méme arc Z, Tessai du diviseur gl

néral 12, avec ses aliquotes 1 , 2, 3 » 4, 6, 12. Nous aurong
d’abord

1801800fXdr= 41833(a+n)

~+248832(84/4 )
—29160{c+7)
+395264(d4-%)
~ 63g0g(et2)
+118416¢ .
Or, dans Je cas présent,
a=1 , = n=2: ;
b= m=:2 ,
c=:% I=33,
=33 k=33,

' Fom. V1, ' 54
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— 44 P Te4 -
=i =15 2
f—i“ . 144

169 ——%93 ?

14
g'—'na ¢

Achevant le calcul , on trouvera finalement
£=0,7853¢981728 ,

valeur exacte =0,7853981634 ,

erreur  —-0,0000000094 .

L’erreur de notre douziéme formule est seulement

—0,0000000003 ;

c'est-a-dire , environ trente fois mmoindre.

14. Dans le calcul des formules générales (7), je me suis arrété
au diviseur 12, J'aurais désiré de pouvoir continuer cette table jusqu’au
diviseur 24 ; mais I'immensité du travail m’a effrayé, Il doit sans
doute y avoir quelque méthode beaucoup plus abrégée que celle que
nous avons suivie; mais jusqu’ici, au moins, je I’ai cherchée vainement.
Nous allons voir , au surplus, qu'a l'aide de ces formules (7) , on
peut aisément parvenir & d’autres , beaucoup plus approchées , en
partageant lintervalle entier qui sépare les deux ordonnées extrémes,
en plusieurs autres intervalles égaux entre cux.

15. En continuant de désigner les ordonnées , séparées les unes des
autres par des intervalles égaux entre eux, par les lettres @ , &,
¢, d ,..... se succédant constamment suivant I'ordre alphabétique,
sans omission d’aucune lettre intermédiaire ; on voit qu’une portjon
quelconque de notre aire curviligne sera clairement désignée par les
deux ordonnées extrémes qui la comprendront. Convenons donc ,
par exemple , que le symbole (DN) représentera Vaire curviligne
terminée par les deux ordonnées & et 2 ; en employant des lettres
majuscules de préférence aux autres, pour prévenir I'équivoque, et
renfermant le tout entre deux parenthéses.

AN
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16. En censéquence de cette notation , on aura ( Formule 1)

Up="2, BO="Y, (D)="2, (pE)= T+ |

d'olt , par addition , en prenant lintervalle entier pour unitg
2 ABy=(a+2) ,
4(AC)=(a+c)tob
6(4D)=a¥d)¥2(%+c) ,
8(AE)=(a+4-e)+2(b+c+d) ;

ainsi qu’il résulte de la simple addition des trapdzes rectilignes,
17. La formule 1l donne ensuite

6(4C)=a+4b+c, 6{CE)=c44d+te, 6(EC)=et4f+g,....
d'ol , par addition, en prenant lintervalle entier pour unité,
- 6(AC)=(a40)+4b
12(AE j=(a4-e)+4(b4d)42¢ ;
18(46) = (a+g)+4(b+d-+f )+2(c+te) ,
24 AL = (a4-D)f(BA-d-Hf )2 (c4-e4g)

formules fort simples, dont la loi est manifeste ; elles supposent
nécessairement un diviseur multiple de deww , et se recommandent
par lexactitude des résultats qu'on en déduit.

18. Eun opérant d’'une manitre semblable sur la formule III, on

obtiendra successivement
8(ADy=(a+-d)+-3(b4-c) »
16(A4G)=(a48)+3b4-c4-e-+f)F22 »
24(AK)y=(a+-R+4-3G+ct-e-Hf4-h+)+20d4g8) «
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32(AN)=(a-}n)+3(o+cetfthti4I4m+2E+g+0) ;

formules applicables au seul cas ou le diviseur est multiple de zrois.
19. La formule IV donne de méme

9o(4E)y=7(a+e)+3200-+d)+120 , _
180(AD=7 (a4 +320~+-d+/+h)}12(c}-g)t14e

270(AN)=7 (a+n)4-32G~4-d -/ ht-htm) 412 (cg+D+ 14+
56°<AH)—-~(a+r>+az(b+d+f+h+k+m+o+q)+m(c+g+z+p)+x4(e+z+n) ,

..... [ « o . . . . . . . e . . 3 . .

formules applicables 4 tout diviseur multiple de guatre.
20. De la formule V, on tirera semblablement

288(AF)=19(a~f )47 5(~+e)+-5oc+D)
576(ALy=19(a--N475e+-g+k)+-5olc+d+-h4+438 ,
854<AQ>=19(a+q)+7 5b4-et-g+4-k+m=4-p)t-50(c4-d4-hdid-nd-0 384D ;

................

ar. En employant consécutivement les letires ¢, @, la formule
V1 donnera

840(AGY=41(a-+g)4-21604S ) 4-27(c4-e)F-272d ,
1680(ANI=/41 (a+m)4216¢+SfFHh4m)do7 (cteti4-D)+773(d+F)+-828
3360(AT)=41(a+-1)F-216b-fF-hd-m~-0--5)F-27 (cf-e--i4-Ip-+4r)
F-272(d4-k49) 4825 +n)
4200(AZ)=41 (aw=2) =218 = f b =0 e s =t = y)
27(ctetiddptrtota) 427 2(d4-kd-g+w)+-82(gtnt-1) ,

- . . o ¢« + & o e s s & & 2 e

22. La formule VIII donne
28350(AI) =989 a-+7)+5888(-+%)-928 ctg)410496(d+-1)-4540e ,
56700(AR)=0989 a~+r)45888(b+h+k-tg)—g28(c+g+I-p)
~+10496(d-f+m—0)—4540(eFn)+1978:
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85050(4Z)=089(a~+2)~45888(A-k4-kt-g-ts4-y)
—928(c+g+I+ptita)t10496(@tHfAmtotutw) ]
—4540(e+nt-v)41978(G+r) ,

23. On pourra continuer ainsi pour les formules 1IX, X, XI,
jusqua la douziéme qui donnera finalement

2425500(AN)= 53143(a~4n)+ 373014(b~m)
—248517(c+47)+1229630(d+-% )
—1655505(e-+i)+2846124(F+%)
—2770278¢ ,
4851000(A4Z)=53143(a42)+373014(b~4m=4-0-+y)
— 248517 (c+Hl+4pt2)+1229630(d+k~+4-g-+w)
—1655505(e4-itr4¢)+2846124(f =+ 45 4-u)
—2770278(g~+41)-106286n ; ’
cette dernidre se trouve ainsi composée de 24 trapézes curvilignes.
24. On voit que, pour rédiger en assez peu de temps un gros recueil
de ces formules intégrales, il n'en cofiterait presque que la peine
d’écrire. Nous allons faire I'application de celles que nous croyons

les plus remarquables , pour déterminer la longueur de larc de
45°=Z, dont la valeur rigoureuse , calculée & douze décimales, est
T=0,7853 9816 3397 : |

de¢
\ 1\ 30 .
Nous avons déji vu que cet arc est lintégrale de g Prise de-

puis #=o jusqud 7=r1. En supposant cet intervalle divisé en =24
parties égales, etdésignant par 2, &, ¢,...z les valeurs numériques

. 1 . . .
correspondantes de la fraction mr depuis la premitre 1, jusqu’i
1

la ¢ingi-cinquiéme 0,5 ; on aura la ‘table suivante :
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a+z=1,5000 0000 0000 ;
b4y=1,5195 3386 6073 ,
ct2=1,5364 9967 4691 ,
d~+w=1,5509 8706 6031 ,
e~4-¢=1,5631 3690 7399 ,
J+u=1,5731 3051 7086 ,
g+ t=1,5811 7647 0588 ,
b4 s=1,5874 9595 3757 ,
i+ r=1,5928 0769 2308 ,
k4-g=1,5958 1345 2363 ,
{4-p=1,5981 8499 5554 ,
m~+to0=1,5995 5321 4640 ,

2n =1,6000 0000 0000 .

5. Essayons d’abord la division de I'intervalle entier en s/ parties
égales. Nous pourrons employer la troisiéme formule (17) , la deuziéme
(18) ou la premiére (21). Voiei le tableau des résultats quon en
obtient et des erreurs qui les affectent, rapportées 3 la douziéme
décimale comme unité.

1.7¢  0,7853 9794 5234 , euii. == 22 8163 ;

2.™¢ 0,7853 9586 2445 , ... —230 0952,

3.2 0,7853 9271 3917 , wwe =544 9480 .
Le premier de ces résultats , qui répend i la trés-simple formule
(17), est donc exact dans les sixz premiers chiffres décimaux.

26. Essayons, en second lieu , la division de lintervalle en douze
parties égales. Les aliquotes 2 , 3 , 4, 6, 12 nous permettent
d’employer les formules qui suivent ; savoir: la sizidme (17), la
quatriéme (18) ,la troisiéme (19) , lapremiére (21) et la pr emiére (23).
11 en résulte les cing valeurs approchées quisuivent, vis-a-vis de quelles
nous avens placé, comme ci-dessus, les crreurs qui les affectent ,



1.re

2,me
J.me

4.me
pme
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0,7853 9816 0076 , ... = 332y ,
0,7853 9814 8470 4 ws. =14927 ,
0,7853 9817 4399 , ... ~-11002 ,
0,7853 9815 0574 , ... —12823 ,

0,7053 9816 3064 , e — 333 .

On voit qu’ici encore le premier résultat, qui répond i la formule
(17) est plus exact que les trois qui suivent ; mais le plus exact
de tous est le dernier, qui répond 4 la formule (23). L’erreur ne

s’y manifeste qu’a

la diziéme décimale seulement.

27. Employons enfin la division de l'intervalle entier en 24 parties
égales. La considération des aliquotes 12 , 8 , 6 , 4, 3 , 2 nous
permetira d’employer par voie d’addition les formules II, 1II , 1V,

VI, VI, XII;

il en résulte , pour 'arc § les valeurs approchées

ui_suivent , affectées des erreurs placées en regard de chacune d’elles
q ’ P

x.re

o me
3.me
4.me
5me

6.me

0,7853 9816 3346 , s = 52,
0,7853 9816 3164 , i =— 34
0,7853 9816 3563 , ... 4166 ;
0,7853 9816 3397 , woi =+ o0 ;
0,7853 9816 3398 , wvo = 1 ;
,7853 0816 3397 5 i = X .

Notre deuzxiéme formule maintient donc encore sa supériorité parthi
les trois premiéres , sous le rapport de l'exactitude ; mais on voit
en méme temps que la quatritme est exacte dans les dowze pres

mitres décimales,



