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NOUVELLE METHODE D'APPROXIMATION. 303

AR

Rgﬂexions sur la methode qui sert de base au précédent
mémeoire et applications diverses de cette methode ;

Par M. GERGONNE.

L T e ]

LA méthode dont M. Kramp vient de faire usage, dans le précédent
mémoire , pour résoudre le probléme des quadratures , est extréme-
ment remarquable, et nous parait tout-i-fait digne de lattention
des géometres. Elle semble devoir &tre trés-féconde en applications
curieuses et utiles ; et nous n’hésitons pas a la regarder comme une des
plus belles et des plus ingénieuses inventions d’analise qui aient
eu lieu dans ces derniers temps.

L’esprit de cette méthode consiste proprement & chercher , 4 dessein,
des résultats moins approchés que celui dont on est déja en pos-
session , et a les employer & perfectionner celui-la. Cest exactement
prendre de Uélan ; €est réculer pour micux sauter. Les détails dans
lesquels nous allons entrer pourront faire entrevoir de combien d’ap-
plications varides cette méthode peut étre susceptible ; ils montreront
en méme-temps que lapproximation qu’elle est capable de fournir,
dans tous les cas , n’a pour ainsi dire d’autre limite que celles de la
patience du calculateur. Mais, avant d’entrer en matiére , arrétons-
nous encore un moment sur le probléme des quadratures.

1. Quelque rapide que puisse étre un procédé approximatif, ce
procédd doit étre jugé imparfait, s’il ne renferme pas en soi quelque
moyen d’apprécier I'erreur a laquelle son wusage peut exposer. Or,
telle serait la méthode des quadratures, développées dans le précédent
mémoire , si on ne lui faisait pas subir unc légére modification, Cette
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modification consiste 3 substituer successivement aux traptzes des
rectangles inscrits et des rectangles circonscrits. Cela conduira & deux
résultats , I'un plus grand et lautre plus petit que le véritable , et
dont la différence donnera conséquemment la limite de l'erreur dont
chacun d’eux se trouvera affecté. A la vérité , toutes choses égales
d’ailleurs , ces résultats seront moins approchés que ceux qu'on
déduirait de l'usage des trapeézes; mais il nous parait qu’on ne doit
pas balancer A sacrifier quelque chose du c6té de la précision et
de la rapidité , lorsqu’il s’agit de remplir une condition sans laquelle
aucun procédé approximatif ne saurait étre employé avec quelque
sécurité. Nous verrons d’ailleurs bientot que cet inconvénient disparait
presque totalement , par un emploi convenable de la méthode.
Cect suppose , au surplus , qu'entre les limites de l'intégrale , les
ordonnées de la courbe qu’il s'agit de quarrer sont toujours crois-
santes ou toujours décroissantes ; mais on sait que , dans le cas
contraire , en peut toujours décomposer l’intégrale en plusieurs parties
telles que , pour chacune d’elles, cette condition se trouve remplie.
Nous appliquerons uniquement ces réflexions au. cas ou le diviseur-
général est 6, et ses aliquotes 1 , 2, 3., 6. Soient « , 8, » ,
d,¢, ¢, %, les sept ordonnées équidistantes que , peur fixer les
idées , nous. supposerons perpéluellement croissantes ; prenons de
plus pour unité, comme dans le précédent mémoire , lintervalle
qui sépare les ordonnées extrémes. En considérant les rectangles
inscrits dont les bases sont successivement 3, +, ¢, I, nous aurons,,
pour la somme de leurs aires.,.

Bases =: , 6 rectangles.....(a4p4+ot3+4-O) =350 &
Bases =1 , 3 rectangles. .. .. (et =10" ,

Bases =: , 2 rectangles. «u.. Hatp) =3 ,

Bases =1, 1 rectangle.....f«a=1d" .

Si nous passons ensuite aux rectangles circonscrits, nous trou—
verons les sommes d’aires ainsi qu'il suit

Basse:
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» 6 rectangles. ... (s4ody4t-on)=1a/ ,
, 3 reclangles....:(y4et7) =3,

, 2 rectangles.. =3,

. Bases =

b

5

P— T

Bases =3
z

3

Bases
— Ly=1d/
Base =1, 1 rectangle.....Zv=2d" .
Nous aurons tovjours d’ailleurs la formule

12960/ —567b/4-1120/—d/
5040 ’

A=

en y faisant donc successivement les deux substitutions , il viendra

82u-}216(B4F27(yt)F2728

JSXdz > &
216(B4- 427 (y4<) 427254824
JXdzx <L 8o .
La différence
41 (prce).

420 ?

est Ja limite de lerreur que pourra entrainer emploi de I'une ow
de lautre de ces deux formules, dont la demi-somme est précf—z
sément la formule de M. Kramp, ainsi que ce cela doit étre.

Si Fon applique ces formules aux deux exemples de lauteur,
¢’est-d-dirc, 2 la recherche du logarithme naturel de 2; et & cella

w
du nombre 7 comme, dans l'un et dans lautre cas, on aa«=r

et »=0,5, on aura 1—a=—=:; de sorte que la limite de [erreur

2
4r
840}

du probléme des quadratures peut encore é&tre présentée sous une

est ou environ ;. Nous allons voir au surplus que la' résolution

autre forme qui, sans exiger un grand nombre de divisions de
Pétendue de l'intégrale , est néanmoins susceptible d’une approximation
presque illimitée.

- > Ty . . . . T -
Supposons toujours qu’il soit question d’obtenir - ou, ce qui

Tome FVE _ 44
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X
142 ’
et divisant d’abord Iintervalle en cinq parties égales seulement
nous aurons

. . I3 x —
revient au méme , l'intégrale de - entre O et I en posant y=
1

Pour =0, 3, 3, 5 >

—_— 25 11
Y=1 455 35>

’I9

-
TR

|

b 4
> 2t * T °*

w
»
»

Comme ici les ordonnées sont continuellement décroissantes , les
. . .
rectangles inscrits , auxquels nous nous bornerons , et qui, ayant ; pour
base commune , auront successivement pour hauteur les cmq‘a’er-
niéres ordonnées, seront

~
“

Premier. . .

=Z£=o0,1923077 , }-

» ™
“w o

Deuxitme. . . . =L=0,1724138

39

u"
A

"
-

£=0,1470588

34

Troisiéme. . .

, y somme =0,6337315,

[
.~ n

Quatritme . . .

|
I

Wi &

=o0,1219512 ,

LU TS RN T K

i
a4z
Cinqui¢me . . . £=0,1000000 . -

L

En multipliant ce résultat par 4 , on obtiendra pour premitre
valeur approchée du nombre =

#=2,G349260=4 .

Pour obtenir une valeur plus approchée , cherchons-en une suite
d’autres qui le soient moins. Soit d'abord divisée I'étendue de I'in-

tégrale en quatre parties égales; nos quatre rectangles inscrits seront
alors tels qu’il suit;

. T 16 . A e o
Premier, . . . . L2 =2=0,2352941,
Deuxieme. . . . 2 2=1=0,2000000,
—_— 7
.. Cie e ) sonime =0,720294I .
Troisitme. . . . >2.2i=2=0¢,1600000,
4 23 35
Quatriéme. . . . 2.2 ==; =o0,1250000.

Ce résultat, multiplié par 4, donnera pour seconde valeur moins
- approchée de =
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==2,881176/=8 .

Divisons le méme intervalle en trois parties égales seulement, les
rectangles inscrits' résultans seront

Premier. . . . ., %L

=L=0,3000000,

g
e
Deuxitme. . . . LE=2=0,2307692, ) somme =0,6974359 .
L

Troisiéme. . . .

wilrm wim W=

.1 = :=0,1666667 .

L3

Ce résultat, multiplié par 4, donnera pour troisitme valeur , moins:
approché que la précédente, du nombre = .

»=2,7897436=C .
Divisons ensuite.cet intervalle en deux parties égales seulement,.
les deux rectangles inscrits correspondans seront

Premier. . . . . ;3=%=0,4000000 ,

somme =0,6500000 ;

Deuxi¢me. . . . $.;=:=0,2500000 .
résultat qui, multiplié par 4, donne, pour quatridme valeur encore:
moins approchée du nombre = ,

==2,6000000=1D.

Considérant enfin l'intervalle entier , nous aurons pour le rec—
tangle inscrit 1.:=:=o0,5000000 qui, multiplié par 4, donnera,
pour la derniere valeur, la moins approchée de =,

= =2,0000000=1 .

Il est évident qu’aucune des quantités 4, B, C, D, E n'est
la valeur de =, et qu'elles sont toutes plus pelites que cette va-
leur; mais , si on les considére comme répondant respectivement
aux indices 5 , 4, 3, 2, 1,1l est clair que la valeur de = répondra
a lindice oo ; puisque , pour cet indice , on sera dans le méme
cas que st l'on avait considéré une infinité de rectangles inscrits
infiniment petits. Donc, & linverse, si I'on considére respective—
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ment 4, B, €, D, E comme une suite de termes répondant
aux indices >, =, 2.1 1 le terme de cette suite répondant
3 lindice S ou zéro sera la valeur exacte de =; et, comme il en
sera encore cvidemment de méme en rendant tous les indices 6o
fois plus grands ; il sensuit que ,si U'on construit une courbe telle
qu’aux abscisses 12, 15 , 20, 30 , 6o répondent respectivement
les ordonnées A, B, C, D, E, la valeur d¢ = sera 1'ordonnée

de cette courbe repondant a I’abscisse zéro.

Or , on a vu, dans le précedent mémoire , qu’en supposant , pour
plus de simplicité , que cette courbe est parabolique , et que son
équation ne renferme que des puissances paires de l'abscisse, si
a, b, c,d, e représentent les quarrés des abscisses qui répon-
dent respectivement aux ordonnées 4, B, €, D, E, on doit
avoir sensiblement ) ~

_ bede A cdeaB + deadC
= (b=—a)(c~a)(d=—a)(e—a) (c==b) (d=—D) (e==b)(a=—Db) (d-c)(e-c)(a-c)(b-c)

eabeD abcdE
+ (e—d)(a=—=d)(b—d)(c—d) + (a==t) (b~=¢) (c—e) (d=—¢) : (V)
Faisant donc , dans cette formule , A=144 , b=225, ¢=40o0 ,
d=qgoo , £=3600 , elle deviendra, toutes réductions faites
- 19531254—2097152B4-531441C—24576D4-42F R0
7.8.8.9.9.10 ’
formule dans laquelle il nest plus question que de substituer les
valeurs ci-dessus. On trouve ainsi
1953125 4=>5732277,3437500,
531441 C=1482584,1285276, 7214945,4722776 ,
42E= 84,0000000 ;
2097152B=60422064,8406128 ,
24576D= 638g7,60c0000 ;

w

6106162,4406128 .

Donc 7.8.8.9.9 107 = 1108783,0226648 .
d’od #=3,0555088=4".



D'APPROXIMATION. - 3o9
Cette valeur cst encore peu approchée ; mais on doit en &tre peu
surpris , si l'on considére que d’abord nous avons substitué des
rectangles aux trapézes, et qu'en outre nous n'en avons employé
que cing au plus.

On se tromperait toutefois si 'on se figurait que c'est la tout
le degré d’approximation auquel il soit possible de parvenir, avec
d’aussi faibles moyens.-On peut, en effet, traiter ce nouveau résultat
A’ comme nous avons traité le premier A ; c'est-i-dire, chercher
des résultats moins approchés que lui et les employer a le perfec-
tionner.

Supposons donc que nous n’ayons pas été au-deld de guarre di-
visions ; c’est-d-dire, faisons abstraction de la valeur A4 ; nous pour-
rons alors considérer B, €, D, E, comme repondant respective-
ment aux indices %, ¥, :, 1, ou, en multipliant par 12, comme
répondant aux indices 3 , 4 , 6 , 12 ; nous aurons alors & employer
la formule

c:ieB debC + ebeD + bcedE v
= (c-b)(d~b)(e-b) (d-c)(a=c)(b-c) (e-d)(b-d)(c-d) (b-6)(c-e)(d-e) ° ( )

dans laquelle il faudra faire b=9, c¢=16 , d=36 , e=144 ; ce
qui donnera

_ 819283—6561C4896D~—7E

= 5.7.8.9 . (Iv9)

¥n substituant donc nous aurons

81928=23602,5970688 ,

896D = 2329,6000000 } 25932,1970688 ,

6561 €=18303,5077596

e

-

7BE= " 14,0000000 ;

§ 18317,5077596 ;

Donc 5.7.8.9 #=7614,6893092 ;

dolt ==  3,0217025=RB’;
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En n’allant pas au-deld de zrors divisions; c’est-a-dire , en faisant

abstraction des valeurs 4, B, nous pourrons considérer C, D, E

. . . 1
comme répondant respectivement aux indices *, ¢, 1, ou, en

multipliant par 6, comme répondant aux indices 2 , 3, 6 ; nous
aurcns alors 3 employer la formule

deC ecD cdE
— . 11
T (d=c)(e=c) + (e—d)(c—d) + ( )

@

(c=e)(d=e) ’
dans laquelle il faudra faire a=4 , b=9 , ¢=16 ; ce qui donnera

__ 243C—128D4-5E )
= 55 : (1)

En substituant donc, nous aurons.

243C=677,9076948 ,

5E= 10,0000000 ;

% 687,9076948

128D = 332,8000000
Donc 4.5.6 == 355,1076948
d’otu = 2,592308=10C" .

En ne faisant ensuite que deux divisions, nous aurons

D—E
+%, m on =220 apy

eD
T
e—d
ce qui donnera
4D=10,4000000

E= 2,0000000
dou 3== 8,4000000
et == 2,8000000=D" .

En ne considérant enfin qu’un scul rectangle inscrit, nous au—
rons. de nouveau , comme <i-dessus,
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==2,000000=F" ,

Nous pouvons présentement traiter les valeurs de moins en moins
approchées 4’ , B’ , ¢/, D/’ , E’ , comme nous avions traité les
valeurs 4 , B, C, D, E , c’est-a-dire , les substituer dans la
formule

1953125 A'=2097152B/-4-531441 C'—24576D/~-4o F/
= 7.8.8.9.9.10 :

w

ce qui donnera
19531254/=5967790,6250000 ,
531441€/=1572656,5755828 , } 7540531,2005828 ,
4oE/ = 84,0000000 ;
20971528/=6336960,4412800 ,

6405782,2412800 ;
24556D/= 68812,8000000 ; 405782,2412800 ;

Donc 7.8.8.9.9.10 #=1134748,9593028 ;
dolt == 3,1270639=4" .

Voild présentement une valeur un peu plus approchée que les
valeurs 4/ et A ; or, de méme que nous avons déduit A4’ , B!,
¢ ,D ,E ded,B,C,D, E, nous pourrons déduire 47,
B €' D' E” de A , B’ , €/, D', E’; et, en continuant
toujours ainsi, nous parviendrons 2 des valeurs de plus en plus
approchées; a la vérité, le procédé peut paraitre un peu long ;
mais il Daurait été beaucoup moins, si nous ne nous étions, dés
I'abord , bornés & dessein & cing divisions de lintégrale.

En procédant, comme il vient d’étre dit, on aura

A'"=3,1270639 ,
B/=3,1083625 ,
C7=3,0891090 ,



312 NOUVELLE METHODE
D/'=3,0666667 ,

E/=2.0000000 ;

d’oti on conélura , par la formule (V/), une nouvelle valeur de =

Si, ne connaissant pas, & l'avance, la valeur exacte de =, on
voulait juger du degré d’approximation obtenu aprés un certain
nombre de pareilles opérations, il ne s’agirait que de faire un semblable
calcul sur les rectangles circonscrits. On n’adopterait alors dans la
valeur de = que les chiffres décimaux communs aux deux résultats.
Nous allons voir, au surplus, qu'en suivant toujours l'esprit de la
méme méthode on peut se procurer bien plus rapidement une va-
leur appTochée du nombre = , et ce sera Ia notre premiére application.

I1. Supposons, pour un moment, que la géométrie n’offre absolument
aucun moyen de calculer, méme par approximation, les périmeétres.
des polygones réguliers au-delad de six cotés. Nous allons voir que,
tandis que les procédés ordinaires , étendus jusqu’au polygone de:
96 cétés, donnent une valeur qui n’est exacte que dans les deuw
premiers chiffres décimaux, notre méthode, au contraire , bornée
3 I'hexagone, donne unrésultat qui n’est fautif que dans la sixiéme
décimale seulement. '

Observons auparavant que deux diamédtres qui se confondent,
dans un cercle dont le rayon est un, forment un véritable poly~
gone régulier inscrit de deux cotés, dont le périmétre est quatre.
En conséquence , nous aurons les demi-périmétres des polygenes
réguliers inscrits aw cercle dont le rayon est uz ainsi qu’il suit:

De deux cotés. . . . 2 =2,0600000=F ,
De trois. . .. .. .. /3 =2,5980762=D ,
De guatre . . .. .. 2y/2  =2,8284270=C,
De cing. ... ... Y To—=2y5=2,938g265=8 ,
Desiz...¢eo... > = 3,0000000=4 .

$i
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Si on considére les demi-périmétres 4, B, €, D, E comme

répondant respectivement aux indices 7, 3, %, 2, 1, le nombre =

devra répondre a I'indice z=o0, et il en sera encore de méme, en prenant

les indices 60 fois plus grands 10, 12, 15, 20, Jo. Faisant donc ,

dans la formnle (V) e=100, b=144, ¢=225, d=/4o0, e=goo,
elle deviendra

1469664 4—1953125B4-720896C—72171D4-1056E

K ?

6.6.6.7.10.11

ce qui donnera, en substituant,

14696644 = 4408992,0000000 ,
720966C=2034001,8547712, ) 6450105,8547712 ,
1056 E= 2112,0000000 ; '
19531258="5740090,8203125,

5 5q6,575 :
n2171D= 187505,7554302 ; 927590,9757427

Donc 6.6.6.7.10.11 == 522509,2790285
dott == 3,1415g02=4" ;

résultat qui me commence 3 étre fautif qud la sizidme décimale.

Si, ne connaissant point & I'avance la valeur exacte du nombre
= ,on voulait juger du degré] dapproximpation de ce résultat, il
suffirait de faire un semblable calcul relativement aux polygones
circonscrits ; et 'on n’admetirait ensuite, dans la valeur approchde
du nombre =, que les chiffres décimaux communs aux deux ré-
sultats.

On aurait tort de penser au surplus que Papproximation & laquelle
nous venons de parvenir est toute celle que peut donner la consi-
dération des cing premiers polygones réguliers; si, en effet, nous
nous arrétons successivement au 4.5, an 3.0, au 2.° et au 1.6%
en désignant r.spectivement par B/, €/, D/, E/les valeurs approchées
de = résultant de leur considération; nous pourrons. considérer 4/,

Tom. V1. 4>
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B, C', D/, E’, comme des termes répondant respectivement aux
indices 3, =, 2, 1 1; et, en cherchant , comme ci-dessus, le
terme qui répond & lindice 3 ou 0, ce sera une valeur plus ap-

prochée de =

111. Notre deuxiéme application aura encore pour objet la re<
cherche du nombre =, mais nous y proceéderons de maniére a faire
voir comment la méthode dont nous cherchons ici 4 étendre 'usage
s'applique 4 la sommation des séries convergentes , dont on connait
seulement un- petit nombre des premiers termes, sans que méme
il soit aucunement besoin d’en connaitre la loi.

Prenons la série connue de Leibnitz.

F=4(1—i =i )

en réduisant chaque terme de rang pair avec le terme de rang im-
pair qui le précéde immédiatement , elle deviendra

=805+ b st o o)

Nous allons essayer de la sommer au moyen de ses siz premiers
termes seulement.

On a
1. terme ;=0,3333333, 1.e* =0,3333333=F,
2, . ... 75=0,0285714, Som. des deux 1.°* =0,3619047=E,
3¢ ... sS==o,01010710, des trois 1.°™ =0,3720057=D,
4% ... 55;=0,0051282, des quatre 1.°"* =0,3771339=C,
5 ... 55;=o0,0030960, des cinq 1.°"S =0,3802299=2F,
6° ... =5;=0,0020704; des six 1.5 =0,3823c:03=4.

Si nous considérons ces nombres 4 , B ,C, D, E, F comme
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. . . 'Y .
répondant respectivement aux indices , 1, I, I 2y il est
1

. = . -
évident que 5 devra répondre & l'indice t=o et qu'il en sera encore

de méme pour les indices 6o fois plus grands 10, 12, 15, 20 ,
30 , 60. Faisant donc, dans la formule du -n.° 13 du précédent
mémoire,, ¢==100, b=144, c=225, d=4o00 , e=goo , f=3600,
on aura

4.7.9.9.10.10.117=
181398528 4—244140625B4-92274688C
—9743085D4-168960E —66F ;

¢e qui donnera en substituant

181398528.4:693487 11,6739584 , }°
92274688C=34799912,9567232 , ¢ 104209772,0487936 ,
168960E = 61147,4181120 ; ’
244140625 B=92829565,4296875 ,
9743085D= 3624483,1555845 , } 96454070,5852720 ;

66 F= 22,0000000 ;

Done 4.7.9.9.10.10.11 == 7755701,4635216 ;
dott == 3,1087468=4" .

On ne sera pas surpris du peu d’exactitude de cette valeur, si
Pon fait attention 4 Dlextréme lenteur de la série , qui tend sans.
eesse a n'étre plus convergente.

Il est d’ailleurs aisé ici, comme dans les précédens exemples,
de se procurer une valeur plus approchée, en en cherchant d'autres
qui le soient moins; si , en effet, on désigne respectivement par
B, ', D, E, F les valeurs quon obtient, en se bornant
successivement & cinq, quatre, trois, deux et un termes, on aura
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/=3,1087468 ,
B/=3,0985080 ,
€/=3,08153g0 ;
D/=3,0493500 ,
E/=2,9714280 ,

F'=2,6666666 .

En substituant ces valeurs dans la précédente formule & la place
de 4, B, C, D, E, F et divisant le résultat par 8, attendu

“ .. =7 . . o .
qu'elles n’expriment plus ici 5 » mais = lui-méme , on obtiendra

==3,1360361=4" ,

valeur plus approchde que la précédente, et de laquelle il serait
facile , par les mémes moyens, d’en déduire d’antres qui le soient
davantage encore. Ainsi, malgré le peu de convergence de la série,
il ne faudra qu’un peu de patience pour obtenir, & Taide de ses
six premiers termes seulcment, des valeurs de plus en plus approchées

de la somme de tous ses termes.

Si, ne connaissant pas a lavance la valeur rigoureuse du nombre
=, on voulait juger de la précision des résultats successivement ob-
tenus , on remarquerait que la série de Leibnitz peut aussi étre
mise sous cette autre forme

=i e

1517

faisant donc le calcul du nombre # par cette nouvelle série , comms
p )
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par la premitre, on n’admetirait , dans sa valeur définitive, que
les chiffres décimaux communs aux deux résultats.

IV.Pour troisi¢éme application , nous choisirons le probléme important
et delicat de Dinterpolation des suites ; mais ici les formes de I'ap-
plication de la méthode pouva?xt étre varices d’'une multitude de
manieres differentes; nous insisterons principalement sur queclques
procédés , en mnous bornant par rapport aux autres a unc bricve
indication.

On sait que le probléme qui nous occupe se réduit & former
Péquation d’une courbe parabolique passant par un certain nombre
de points dont on connait les coordonnées, ou du moins s’écartant
le moins possible de ces points, que I'on peut supposer n’ctre qu’a
peu prés sur la courbe qu’on cherehe. Supposons donc, en premier
lieu , pour suivre exactement lesprit du procédé de M. Kramp ,
que l’on ait seps ordonndes équidistantes «, #,y, 9, s, ¢, 75 o0n
pourra chercher successivement I'expression générale de l'ordonnée
de la parabole 1.° du siziéme degré, passant par les extrémités
de ces ordonnées.; 2.° du Zroisiéme degré , passant par les ex-—
tremités des mémes ordonnées prises de deux en deux seulement ;
3.° du deuzitme degré, passant par leurs extrémités , de trois en
trois ; 4.° enfin du premier degré , passant uniquement par les ex—
trémités des deux ordonnées extrémes.

Désignant a'ors respectivement ces expressions par 4, B, €, D
et les considérant comme répondant aux indices respectifs 2, -, 1, 1,
ou, ce qui revientau méme, aux indices 1, 2, 3, 6; le terme
qui répondra 4 lindice zéro équivaudra sensiblement a la valeur
générale de Pordennée qui répondrait au cas ol on aurait fait entrer
en considération une infinité d’'ordonnées intermédiaires entre les or-
donndes extrémes, et sera conséquemment une expression plus exacte
de l'ordonnée géndrale que celle qu’avait fourni la considération des
sept points donnés.

L’application de ce procédé exige que le nombre des points donnés
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diminué d’une unité, ait le plus grand nombre possible de diviseurs,
Voici un autre procédé qui n’est point sujet & cette limitation.

Lorsque les ordonnées données sont équidistantes et en nombre
impair, on peut toujours, pour plus de simplicité, prendre leur com-
mune distance pour unité, et supposer en outre que Dordonnée
moyenne répond 2 l'origine. Supposons donc qu’on ait les cinq
ordonnées consécutives 8, , 8, , # , #/ , g/ , répondant respective-
ment aux abscisses =2 , —I , 0 , 41 , 42 ; et proposons-
nous de trouver l'ordonnée y qui doit répondre & labscisse quel-
eonque .

1.° Ne considérons d’abord que l'ordonnée g/, , et posons

E=g, .

2.° Considérons en second lieu les deux ordonnédes g, , 8,; en
désignant par D l'ordonnée générale de la droite qui jont leurs
extrémités supérieures , nous aurons

D=(28,—,,)+(,—8,)% =

3.° Considérons ensuite les trois ordonnées 8, , &, , £ ; en dé=~
signant par € l'ordonnnée générale de la parabole ordinaire qui
joint leurs extrémités supérieures , nous aurons

C=p+:(38—4848, ) v+ {8—2818,)2* .

4.° Appelant de méme B l'ordonnée générale de la parabole du
troisitme degré qui joint les exirémités supérieures des quatre or=
données 6, , 8, , & , 8/ , nons aurons

B=F+-;(28'+36—6848,) a1 (8 —28+4-8 2>
(8 —3p4-38—p,)a . "

5.9 Appelant enfin 4 Pordonnéde générale de la parabole du qua-
tritme degré qui résulte de I’emploi total de cing données g, £ ,
g, &, B, on aura

A=P—1(6/—884-8p—8, ) x— F'—8F +148—884p),)5
(8 2B 2B = ) )0 5 (B = 28/ 2828 4R ) 5 o
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Si présentement on considére les valeurs successives 4 , B, C ,
D , E comme répondant suceessivement aux indices 3, 1, * | X 1,
ou, ce qui revient au méme , aux indices 60 fois plus grands 12,
15, 20, 30, 60, le terme répondant a l'indice o sera sensible-
ment ce qu’on obtiendrait pour y , en ayant égard 2 une infinité
d’autres ordonndes qui seraient censées suivre #/ suivant la loi qui
régit les premitres ; on trouve dans ce cas, comme nous l'avons

deéja vu ,

__ 1953125 4==2097152B4-531441C—24576D4-4>E
- 7.8.8.9.9.10

.
’

et il ne restera plus que les substitutions & exécuter.

On pourra ensuite procéder d’une maniére inverse ; c’est-a-dire,
prendre successivement une, deux, trois , quatre et cinq ordonnées
en allant de A/ vers 8, ; on obtiendra ainsi une nouvelle expression
de y, qui ne différera au surplus de la précédente qu'en ce que
»” et £ y seront respectivement changés en £, et 8, et réciproque-
ment, Cette nouvelle sera relative & I'hypothése ot l'on aurait eu
égard & une infinité d'ordonnées précédant £,. La demi-somme de
ces expressions donnera l'expression la plus convenable & employer.
Leur différence qui sera nécessairement trés-petite fera connaitre
sensiblement V’erreur dans laquelle I’emploi de chacune d’elles peut
entrainer.

Mais de toutes les manitres d’appliquer la nouvelle méthode i
Pinterpolation des suites la plus exacte parait devoir étre la suivante.
Soient -1 le nombre des valeurs donnédes et correspondantes de
# et de y. Soient 4, B, C, D,..... les fonctions des degrés n,
n—1 , n—2 , n~—3... représentant le plus exactement possible les
valeurs données ; ces fonctions étant obtenues par la methode des
moindres quarrés , ainsi qu’il a été expliqué dans ce volume (pag- 242
et suiv. ). On considérera 4, B, C, D, ... comme répondant res-

I I

1
~.....; et cherchant,
eI’ pemmy’ pem3 ' '

. . . 1
pectivement aux indices — ,
7
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comme ci-dessus , le terme qui doit répondrea I'indice zéro, on prendra
ce terme pour la valeur de y.

Nous n'entrerons point actuellement dans plus de détails a ce sujet;
sur lequel nous pourrons peut-étre revenir une autre fois. 1l nous
suffit pour le présent d’avoir montré que l'analise posséde, dans la .
méthode développée par M. Kramp , un nouvel instrument, suscep~
tible sans doute de perfectionnement ; mais qui, tel qu’il est , peut
déja , dans un grand nombre de circonstances , devenir d’un usage
trés-précieux.

—— - g




