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THEOREMES NOUVEAUX. 229

GEOMETRIE ANALITIQUE.

Theorémes nouveaux sur les lignes et surfaces du
second ordre ;

Par M. FrecIER , ancien éléve de T'école polytechnique.
(o Y Vo VL, Vi Vi Vla Vi Vg %)

J ’A1 annoncé, dans le II1.¢ volume de la Correspondance sur I'école
polytechnique ( n.° 3, janvier 1816, page 394 ), un théoréme en
vertu duquel on peut construire , avec un équerre, pour tout ins—
trument , la normale et par conséquent la tangente a une ligne du
second ordre , indépendamment de la connaissance des diamétres
principaux. Je me propose ici de démontrer ce théoréme, ainsi que
plusieurs autres théorémes analogues, sur les lignes et surfaces du

second ordre. .

Une ligne du second ordre étant donnéde , et un point fixe étant
pris arbitrairement sur cette courbe ; si 'on prend la tangente en
ce point pour axe des & et la normale qui lui répond pour axe
des y, en désignant par IN la longueur de la mnormale , mesurde
depuis Dorigine jusqu'au point ou elle rencontre de nouveau la
courbe , par

y=Adz~+N ,

»
Iéquation de la tangente % cette derniére extrémité de la normale,
et enfin par P le rayon de courbure qui répond a lorigine ; I'é-
quation de la courbe dont il s’agit, sera

Tom. VI, n° VI, 1.°" féerier 1816. 34
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Na*~4-2Py(y—Azs—N)=o . (N
Soit D une droite menée arbitrairement par lorigine , et formant

respectivement avec les axes des x et des y des angles dont les
cosinus soient ¢ et &, ce qui donnera

a*+br=1 ; (2)
I'équation de cette droite sera
ay=bx ; 3)

en la combinant avec I'équation (1), on obtiendra, pour les coor-
données de lintersection de D avec la courbe
2NPab

x=
Na2-2Pb2=—2APab ’

(4)

2NPb2
ry= Na>-f-2Pb2==2.4Pab *

Pour une nouvelle droite D/, passant également par lorigine, et

formant avec les axes des x et des y des angles .dont les cosinus
soient respectivement @/, 4/, ce qui donne

a b =1 )
on aura semblablement

2NPa/bt
Na/>f-2Pbl:mm2 AP °

)

_ 2 NPp/2
¥= Na/*+4-oPb/ze—2APa'bl

On trouvera aisément d’aprés cela que Iéquation de la corde C

qui joint les extrémités des deux droites D, D’ est, en divisant
par ab/—ba’, : *

{N(ab/+ba')—2APbb\x+{2Pbl/—Naa\y=2NPbl' . (7)

Si, pour savoir en quels points la corde C coupe la normale et
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la tangente , on fait successivement , dans

cette équation , # et
y=o0, il viendra

Y=—"""> )

— 2NP
N( R %)—2AP

x

(9)

aa’

d’ott l'on voit que, pourvu que T soit constant , la corde C cou-

pera toujours la normale au méme point ; et que, pourvu que
a al

3 +—b—; soit constant, cette méme corde coupera toujours la tan-

gente au méme point , quelles que puissent étre d’ailleurs les di-
rections des droites D et D/,

- 3 aa, .
Parmi les divers cas ou 7, est constant, I'un. des plus simples est,
sans contredit, celui ou l'on a
aa’”

/ - T
aa’4-bb'=0 , dou S =15

Ies droites D, D’ sont alors perpendiculaires I'une 3 autre; et'le
point fixe de la normale par lequel passe la droite C cst donnée (8).
par la formule
aNP ‘
y= 2P+N - (IO)

De 14 résulte ce théortme :

THEOREME 1. Si lon inscrit & une ligne du second ordre
une suite de triangles-rectangles ayant tous le sommet de langle
droit situé en un méme point de cetie courbe ; leurs hypothénuses
concourront toules en un méme point de la normale menée par
le sommet commun & tous ces triangles; d'ok 1l suil encore, par
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la théorie des pbles (*), que les points de concours des tangentes
aux extrémités de ces hypothénuses seront tous situés sur une
méme droite.

Si donc , n’ayant d’avtre instrument qu'un équerre, on veut cons-
truire la tangente et la normale en un point quelconque d’une ligng
du second ordre, il ne s’agira que de construire , avec i'equerre , deux
triangles rectangles ayantle sommet de 'angle droit au point dontil
s'agit; la droite menée de ce point a l'intersection des hyposhénuses
des deux triangles sera la normale, et conséquemment la perpen-
diculaire mencde & cette droite , par le méme point de la courbe,
en sera la tangente.

Cette construction fournit en outre un moyen assez simple d’ob-
tenir le rayon de courbure, et conséquemment la situation du centre
du cercle osculateur. Si, en effet, l'on désigne par K la distance
de Porigine au point fixe de la normale par lequel passent toutes
les hypothénuses, point que nous venons d’enseigner 4 déterminer;
on aura (10) )

2NP KN
=2 Qod P=i..—— .
2PN N—K

Nlm

1l résulte clairement de notre analise qu’il y aurait une infinité
d’autres cas ou les droites G se couperaient en un méme point de
la normale. Nous nous bornerons 4 signaler celui ol I'on aurait

aa’ YT a 4
5 =1 ou ad= > OU encore — = — ;

c’est celui ot les droites D, D’/ feraient d’'un méme cété, soit avec
la fangente soit avec la normale, des angles complément l'un de
Tautre. Le point fixe scrait alors donné par la formule

_ 2NP
Y=o~

(*) Voyez Annales , tome III , page 293.
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Parmi les différens cas ol i;-—{-—%; est constant , P'un des plus

remarquables est celui ou cette fonction est nulle, Les droites D,
D/ font alors, de differens cétés, des angles égaux soit avec la tangente
soif avec la normale; c’est-a-dire, en Fautres termes , que la nor-
male divise en deux parties égale's Pangle formé par ces deux droites.
Le point fixe de la tangente ol concourent alors les droites C est
donné (g) par la formule

N

== —
ce point est donc celui ou concourrent les tangentes aux deux extré-
mités de la normale. De 1a résulte ce théordme :

THEOREME 1I. 8i l'on inscrit & une ligne du second ordre

.une suite de triangles , ayant lous un sommet commun , et dont
Langle @ ce sommet soit divisé en deux parties égales par la nor-
male qui lui répond ; les cdtés opposés de ces triangles iront tous
concourir au point de la tangente ou elle est coupée par la tan-
gente & lautre extrémité de cette normale ; d’ot il résulte encore,
par la théorie des pbles , que les points de concours des tangentes
auz exirémités de ces Iroisiémes cités de triangles seromt situés
sur une méme droite , laquelle ne sera autre ici que la normale
elle-méme.

La vérité de ce théordme s’apercoit au surplus immédiatement;
en remarquant que l’équation du systéme de deux droites qui, pas-
sant par lorigine, font de part et d’autre des angles égaux avec la
normale ; est de la forme

z*=ry* , (11)

dans laquelle Ao est une constante qui détermine l'angle des deux
droites. Or, en dliminant z* entre cette équation et P'équation (1),
il vient, en divisant par y ,

(Na=—2P)y—2P(Adx+N)=o0 ; (12)

?
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équation d'une droite qui, quel que soit A, coupe toujours l'axe

. N
des x au point pour lequel on a F=—— .

1 est aisé de voir, d’aprés cela, que si, par le point de la
s P
courbe que l'on considére, on méne deux cordes divisant en deux
parties- égales les angles que forme la normale avec la tangente,
la droite qui joindra les extrémités de <ces cordes déterminera, sur
qui ) s

la normale et sur la tangente, les points fixes relatifs & nos deux
théorémes.

Une surface du second ordre étant donnée , et un point fixe étant
pris arbitrairement sur cette surface ; si l'on prend les deux tangentes
conjuguées rectangulaires de ce point pour axes des x et des y et
la normale qui répond au méme point pour axe des z; en dési-
gnant par N la longueur de la normale terminée a4 la surface,

supposant que l’équation du plan tangent a la seconde extrémité.
de- cette normale est

z=Az-+By-+4N ,

et représentant respectivement par P et ( les rayons de courbure
des sections suivant les plans des xz et des yz; I'équation de la
surface dont il s’agit prendra la forme

N(Qz*~4-Py*)-2PQz(z—Az—By—~N) =0 (*). (1)

Soit D une droite menée arbitrairement par lorigine , et formant

respectivement avec les axes des x, des y et des z des angles dont
les cosinus soient @ , &, ¢, ce qui donnera

a*+bcr=1 (2)
les équations de cette droite seront 4
cx=az , cy=bz ; 3)

en les combinant avec I'équation (1), on obtiendra, pour les coor—
données de Dintersection de D avec la surface courbe,

") Voyez Annales, tom. 1V, pages 372 et 375.
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2NPQac 9
= N(Qa*+4-Pb*)~4-2PQc(c—Aa—Bb) ’
sNPQbe
¥ T N(Qar+4-Pb2) 2P Qc(c—.Aa—EBb) ’ ) (4)
_ 2INPQc2
= N(Qa2~-Pb2)4-2P Qc(c—.Aa—DBb) '

Pour deux autres droites D7, D’/ passant également par l'origine,
et formant avec les axes des x, des y et des z des angles dont
les cosinus soient @/, &/, ¢/, pour l'une, et a”, b, ¢, pour
Yautre, ce qui donne

oY e =1, )
a2 bl 2 =1 3 (6)
on aura semblablement
_ 2NP Qa'c! )
%= N(Qa - Pb)42P Qo (o' dai—By °
2NPQb/c!
Y= g2 /2 V(! Ap/==Bby >(7)
N(Q'a2~4-Po'*)~4-2PQc/ (c!'—Aa'==Bb')
2NPQc’2
2= N(Q@*4Pb)42PQc (—Aa—BY) °
_ 2NPQallc! \
r= N(Qa/'2e-Pb/12) -2 PQc!! (¢! = Aa/=Bbr) °
N 2NPQb/c!!
Y= / Y 1" / )} (8)
NQa/l2-Pb!12) 2P Qcl (¢! = Aa/'—Bb'")
2NPQc!

2= N(Qa"4-Phy 2P Qe (' Aa =B
On trouvera aisment, d'aprés cela, que 1’équation du plan C
qui joint les extrémités des droites D, D/, D est

cc/bc'—cb\(NQa/* 4 NPb'"*—2A4PQa’c")
e (b ! ==c'b!" (N Qa*+-NPb*—2A4PQac) ) =
A-c/ec(b//cmc''b) NQa’*NPb/*—2APQa’c’)
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cc’{ca'—ac’) NQa/*+NPb'*—2BPQb/c")
A H-clc!(c'a!! —a'c’ (N Qa*~+-NPb*—2BPQbc) } y
+-c'c{c"a—a'’c)(NQa*+NPb*—2BP QL")
cc'(ab'— ba’)(NQa/*~ NPb/"*4-2P Qc'’*)
o A-c'c(a’b/—b'a"(NQa*+NPb*+-2P(c *) z
~+-c'c(a’b—b"a) (N Qa’*~ NPb/*~-2PQc'*)
=2NPQcc'c"(ab/c/'—ac'b/'4-ca’b/'—ba'cl'4-bela’'—cb'a") , ()
Cela posé , supposons que chacune de nos droites D, D/, D/,

soit perpendiculaire aux deux autres , nous exprimerons cette cir-
sonstance par les trois équations

aa’ bl “-cc’ =o, I
e’ -b'b4-c/c!" =0 , (10)
a’a 440 ~4c'c =o0; S
lesquelles , combinées avec les relations ( 2, 5, 6 ), donneront
entr’autres (*)
be! —cb! =a/’ , ca! —ac’ =b', ab —ba! =c/
Ve'—clb'=a , cal'—alc =b , a'bl=ba''=c , ){11)
ble —ch =a! |, a—allc=b , a'b—bla =¢ ;
et par conséquent )
ablc''—ac'b!!A-ca'bl!—balc! A-be! o emclal’
=a(blc!!— 'b")+a! (b c—c"'b) & (be!—cb’) ) (12)
=g*+4-b* =1 .

En conséquence , I'équation (g) deviendra simplement

(*) Voyez la Correspondance sur Iécole polytechnique , tome I , no 3,
janvier 1816, page 302,
e
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{NQ(cc/an3F-c'eadt cllca’) - NP (cc'a b c/cabrd-c/'calb ™ ymmy AP Qec'c!
+{ NP (cc/bl3-c'c!"b3mp-c"eb3) N Qcc!al’2b! dc/c/ a2bf-c I al b/ Yo B PQcc! S,,} ¥
Fcec! NQ4NP42PQ)z==2NPQcc/c” . 3

Si , dans la vue de savoir en quel point le plan C rencontre
Paxe des z, cest-a-dire, la normale, on fait z et y égaux 2 zéro,
cette derniére équation donnera

2NPQ
= POVAHQ+QMNFPy (4)
résultat entitrement indépendant de la situation des droites D, D/,
D”. De la résulte le théoréme que voici :

THEOREME 1il. 8¢, & une surface du second ordre, on ins-
crit une suite de tétraédres rectangles , ayant tous le sommet de
leur angle droit tritdre situé en un méme point quclconque de celte

F4

surface ; leurs faces Lypothénusales concourront toutes en un méme
point de la normale menée par le sommet commun de tous ces
tétraédres ; d'ov il suit encore, par la théorie des pbles , que les
surfaces coniques circonserites qui auront pour lignes de contact
avec la surface dont il s’agit, ses intersections avec les plans des
Saces hypothénusales de ces tétraédres , auront toules leurs sommets
situés sur un méme plan.

On voit par la que linscription & une surface du second ordre
de trois tétraédres rectangles, ayant tous le sommet de leur angle
droit tri¢dre situé en un méme point de cette surface, suffit pour
déterminer la direction de la normale et conséquemment du plan
tangent en ce point. _

Concevons présentement une surface conique ayant' son centre a
Yorigine , dont l'axe soit 'axe des z, c’est-a-dire, la normale, et
dont les sections paralléles au plan tangent, elliptiques ou hyper-
boliques , aient leurs diamétres principaux respectivement propor-
tionnels aux racines quarrées des rayons de plus grande et de moindre
courbure au point que nous considérons; I'équation de cette surface
conique sera de la forme

Tom. V1. ’ 35
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Qz*4-Py*=»z* ; (15)

» dtant une indéterminde qui fixe la grandeur de cette surface conique:
En combinant ’équation (15) avec I'équation (1), pour en éliminer
Qz*4-Py*, il vient, en divisant par z,

(Nat-2PQz—2PQ(Ax+By+N)=o0 ; (16)
équation linéaire , qui nous montre que, quel que soit a , Pinter-
section des deux surfaces est toujours une courbe plane.

Si, dans la vue de connaitre suivant quelle droite le plan de cette
courbe rencontre le plan tangent, on fait z=o0, dans I’équation (16)>
elle deviendra

Az-+-By+4N=o0}; (17)
résultat tout a fait indépendant de »; ce qui donne lieu au théo-
réme que voici :

THEOREME 1V. 8i une suite de surfaces coniques ont respective-
ment pour centre et pour axe commun un point pris arbitrairement sur
une surface quelconque du second ordre et la normale & cette sur-
Jace en ce point ; et si en outre les sections de ces surfaces coniques
par des plans paralléles au plan tangent , lesquelles auront leur
cenire sur la normale , ont leurs diamétres principauz proportionnels
‘aux racines quarrées des rayons de plus grande et de moindre
courbure de la surface & leur sommet commun ; toutes ces surfaces
coniques couperont la surface du second ordre suivant une série
de courbes planes , dont les plans viendront tous passer par la
droite intersection des plans tangens aux deux extrémités de la
normale ; dou il suit , par la théorie des pbles, que les surfaces
coniques circonscrites , ayant ces courbes planes pour lignes de

contact avec la surface du second ordre , auroht toutes leurs sommets
situés sur une méme droite (*).

(*) Donc aussi les cones de révolution qui ont respectivement pour sommet et
pour axe commun un ombilic d’une surface du second ordre et la normale qui
lui répond, coupent cette surface suivant une série de cercles.

J. D. G.
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Il est clair que , quelles que soient dailleurs les directions de
nos trois droites D, D/, D/, pourvu qu’elles se trouvent situdes
toutes trois sur l'une quelconque de nos surfaces coniques, le plan
C, passant par leurs extrémités , coupera toujours le plan tangent
suivant une méme droite, puisque ce plan ne sera autre que celui
de la courbe plane intersection de la surface du second ordre avee
la surface conique sur laquelle les trois droites seront situées.

Mais , pour exprimer que la droite D est sur la surface conique,
il faut éliminer #, ¥, z entre les équations (3) et (15). Expri-
mant ensuite la méme condition pour les droitess D/ , D/ , il en
résultera les trois équations ‘ )

Qa *4-Pb *=xnc *,
Qa/ *4-Pb'2*=xrc’* , ) (18)
Qa//3+Pb//3=;\c//2 s

entre lesquelles éliminant P ct @, ce qui fera aussi disparaitre a, -
on arrivera 2 la condition

c(a’2b/2—b'? a’“)—l—c”(a’/’ be—il? a*)+-c” (@*b/*—~a’ bz) =0 . (x 9)
laquelle, jointe aux trois autres,

a b *c =1 ;
a’ z_*_b/ =+€/z=l , (20)
a'lPb! P =1,

donnera le systtme co;xlplet des conditions sous l'influence desquelles
les droites D, D/, D/ peuvent varier de direction, sans que le plan
que déterminent leurs extrémités eesse de passer par la section
ecommune des plans tangens aux deux extrémités de la normale.
Au surplus, la condition (19) peut étre remplacée par la suivante:
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PRy LN P VO SV S TP Ry VN LY L (21)

que l'on en déduit en prenant la somme des produits des équa-
tions (20) par &*b/*—b"a'* , a/*b*—b'*a*, a*b’*~b*a* , et ayant
égard A cette méme équation (19).

La démonstration analitique du T%éoréme III pouvant paraitre
un peu compliquée , il ne sera pas hors de propos de montrer, en
terminant,, comment , par des considérations purement géométriques,
on peut le déduire du Théoréme I.

Soient SABC et SA/B/C deux tétraddres rectangles en S, inscrits
3 une surface du second ordre, et ayant I’aréte SCG commune ; les
plans ASB, A’S8B’/ étant tous deux perpendiculaires & SC coincide-
ront et détermineront dans la surface une section qui sera une
ligne du second ordre, & laquelle seront inscrits les deux triangles—
rectangles de méme sommet ASB, A’SB/. Soit P lintersection des
hypothénuses AB, A’B’/ de ces triangles ; SP sera ( Théoréme I')
la direction de la normale 4 la section au point S; et le point P
sera, sur cette normale , un point tout & fait fixe et indépendant de
la situation respective de nos deux tétraddres. Soit T la tangente
au point S de la section, laquelle est situde sur le plan tangent
4 la surface courbe; sil'on meéne CP, le triangle CSP sera rectangle
en §; mais SC, étant perpendiculaire au plan de la section , doit
aussi étre perpendiculaire a la tangente T, qui est dans ce plan;
donc cette tangente T est a la fois perpendiculaire 3 SC et SP ;
et conséquemment eile est perpendiculaire au. plan du triangle; le
plan tangent & la surface courbc en S, qui contient cette tangente
T sera donc aussi perpendiculaire au plan CSP, et eonséqueri)ment
ce dernier contiendra la normale & la surface courbe en 8, laquelle
coupera CP en quelque point Q , par lequel passeront également
les deux faces hypothénusales ACB , A‘CB/, puisqu’elles se coupent
suivant CP qui contient ce point Q.

Il est donc établi par la qu’en faisant tourner notre .angle triédre
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tri-rectangle DD/D”/, autour de I’une quelconque de ses arétes, le
plan G déterminé par les extrémités de ces mémes arétes ne cessera
pas de couper la normale 3 la surface courbe en un méme point
fixe Q. Or, il est connu que tout changement de situation d’un
angle triédre tri-rectangle, autour de son sommet , revient ¥ trois
rotations successives autour de ses arétes (*); donc, quelle que soit
la situation de cet angle triddre, le plan C coupera toujours la nor-
male au méme point.

(*) Cette proposilion , qui revient & dire gque Von peut toujours faire coincider
sur une sphére deux triangles sphériques tri-rectangles ABC , AVB/IC! , au moyen
‘de trois rotations successives du premier autour de ses sommets , peut se démontrer
assez simplement comme il suit.

Soit B/ le point ou se coupent les arcs de grands cercles BC et A”B” ; si 'on
conduit un arc de grand cercle AB/ et un autre AC”, coupant BC en C', le
point B/, étant distant d’un eadran des points A et C”, sera le pole de l'arc
AC/; et , puisque d’ailleurs fe point A est le pole de B/C’, il s’ensuit que le
triangle AB/C’ sera tri-rectangle comme ABC , et pourra étre considéré comme
résultant de la rotation de celui-ci autour de son sommet A.

Soit A’ le point dintersection des arcs de grands cercles AC/ et AVB/, si
Yon. conduit l'arc de grand cercle B/C”; B/ étant le pdle de l'arc C/A et C~.
celui de Parc A/B/; il Segsuit que le triangle C/B/A! est tri-rectangle , comme
le triangle C/B’A | et peut conséquemment étre considéré comme résultant de
la rotation de celui-ci auteur de son sommet B’

Enfin, le triangle A”B#C/ ayant le sommet C// commun avec le triangle A/B/C/.
peut pareillement éire considéré comme résultant de la rotation de celui-ci autour
de ce sommet commun C/; ce qui démontre complétement la proposition an~

nongée,
J. D. G.




