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Solution du deuxiéme probléeme ;

Par M. Berarp , principal et professeur de mathématiques
du collége de Briancon , membre de plusieurs sociétés
savantes.
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Trouwver le rayon de la sphére inscrite & umn tétraddre ?

Soient ABCD le tétraédre donné ;
AireBCD=A , A4ireCDA=B , AireDAB=C , AzreABC D,
7 le volume du tétraedre; r le rayon de la sphére inserite ;
AD=¢ , BD=4 , CD=¢, BC=d , CA=¢ , AB=f;

o le centre de la sphére inscrite , @/, &/, ¢/ ses eoordonnées res-
pectivement paralléles & @, 4, ¢, le sommet D étant lorigine ;
g, %, k les perpendiculaires abaissées des semmets A, B, G
sur les plans des faces oppesées 4, B, C;
Enfin, «, 8, les angles que forment deux 2 deux les arétes
4, 5, C.
Tom. VI 33
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En concevant le tétraddre comme composé de quatre autres ayant
leur sommet commun au point o, et ayant pour bases les quatre
faces 4 , B, €, D du premicr ; leur hauteur commune sera le
rayon cherché r, et l'on aura conséquemment

T=(4+B+C+D) .- 3
d’oll” on tlire
' 3T
= A4B4C4D ° )

Do est la diagonale d’un parallélipiptde , dont les arétes concourant

en D sont égales 2 o/, &/, ¢/; et dans lequel les distances entre

les faces opposées sont toutes égales a 7. En conséquence , les triangles-
rectangles semblables donnent

r

ar br cr

a/= — b= — /= — .

Voila donc les coordonnées du centre déterminées. On sait d’ailleurs que
' b2ecremda o L L e b
Cos.a= » Cos.p= '—i——- ) COS«y: + 5

26 . 2ca 20b

T=z:abcy 1=—=Cos.20—Co05.?8=~C05.2y4-2C05.2C05.8C0s.9 3
A=:bcSin.« , B=%caSin.g , C=labSiny ;

H

D=}y sfafdade—d—et 5

T 37T 3T
g§=—4» h=g. k=%

au moyen de quoi r, a/, &/, ¢/ peuvent, sans difficultd , &tre ex=
primés en fonction des six arétes.

Les équations de Do sont

x _y __ 2
P A
ou
x_hy_kz
= = T ¢

ou
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= v =z
Ade ~ BV ~ Cc '
ou enfin
F =2 ==, 3)
Sin,e  Sin.g  Siny
§- II.

Trouver le rayon de la sphire circonscrite & un tétraddre ?

Tout étant d'ailleurs comme ci-dessus , soient de plus O le centre
et R le rayon de la sphere circonscrite ; en désignant par a’/, 57, ¢/’
les coordonnées du centre de cette sphére, respectivement paralltles
aux arétes @, &, ¢, son équation sera o )

(z—a’)y* -2 (y—b'")(z—¢'")Cos.2
d-(y—b")2(z—c")(@~=a'')Cos.t ) =R* : (4
- (z2=ecl)t-2(x—0a'")(y—b"")Cos.y
Pour exprimer que cette sphére passe par les quatre sommets A ,

B, C, D, il faudra édecrire que son équation est également satisfaite
par chacun des quatre systdmes de valeurs

Z=0 , y=0 , z==0 ,
F=a , y=o0 , z=0 ,
x=o0 , y=b , z=o0 ,

zx=0 , y=o0 , z=c .
Cela donne

a//“+6”’—l—c”’-l—zb”c”Cos.u+2c”a/’Cos.ﬁ+2a”5”Co§.y=R! » (B
(a=a!)2~4-b!"24-/"34=2b"c!'Cos, dmm20/! (ammar/’) C0s. fm2b/! (@wma!’) Cos.=R2 ,
6/13f (B2t 2 w2l (B eBi) C 08 edm2 et/ CO8. f==20/! (h=-b!/) CO5.9=R2 , ©6)
6/13-b/12 e (€ ) 2 251! (o) C 5. =20/ (c~=c!") C08. B4-2a"5""Cos.9==R3 ,
Retranchant I’équation (5) de chacune des équations (6) , celles-ci ée-

viendront , en divisant la premiére par @, la seconde par & et la
troisiéme par ¢,
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2a"’~-2¢""Cos.p4-28"Cos.y=a ,
28424/ Cos.4-2¢"Cos.a=0b ,
2¢'4256/"Cos.at-2a""Cos.e=c .

En se rappelant que

36T
1~C0s.24—Co0s.p2=Co0s.’y42Co0s.2Co05.8Cos.y=—— , (7)

azb2c®
on €n tll‘e

{aSm * g5 (C05.y~—Cos.4Co0s.8)—c(Cos.8—Co0s.5Cos.«)} ,

‘Zsz 2 gt (C08. == C05.£C08.5 )=2(Co8.50= C05.2Co05.8)} ,

{cSm 2y—a(Cos.g —Cos. yCos.a)—&(Cos.»—‘Cos gCosw)} »

subsntuant ces valeurs dans l'équation (5), et ayant toujours égard
3 Déquation (7), il viendra

a*Sin.?a—25c(Cos.u—Cos.sCos.y)

£ = :ZZ;; - =+5*8in.?g—2¢a(Cos.p—Cos.y Cos.«) ) . (8)
‘ ~+-¢2Sin.?y—245(Cos.y—Cos.«Cos.8)
§. 11L

Trouper la distance entre les centres des sphéres inscrite et cir-
conscrile & un méme tétraédre ?

En représentant par D cette distance, et conservant d’ailleurs les
mémes dénominations que ci-dessus , on aura

(@' a2 (b!—b"")(c!—¢!")Cos.

; D= { (=" +2(c’—c"")(a’—a'*)Cos.p
~+(e'—e!")*4-2(a’ —a/") (b'—~b'")Cos.y

. formule dans laquelle il n’est plus question que de substituer pour les

coordonnées des deux centres les valeurs trouvées ci-dessus, et qui se
simplifierait peut-étre , en y introduisant les rayons & et r. (*)

5 (9)

¢ 1l serait sur-tout intéressant de savoir si D peut étre exprimé uniquement :
en fongtion de B et 7o : J. D, &, N



