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112 LIMITES DES RACINES

ANALISE ALGEBRIQUE.

Théorémes nouveaua , sur les limites extrémes des racines
des équations numeriques ;

Par M. Brer, professeur de mathématiques & la faculté
des sciences de lacadémie de Grenoble.

[a Ya Y Sp Vi Vi Vla Vo ¥

POUR rendre la théorie que je vais développer plus facile 3 saisir,
je crois couvenable de Pappliquer & un exemple particalier. Rien

ne sera plus facile ensuite que de l'exposer d’une maniére générale.
Soit donc I'équation du g.™° degré

‘ 029 +-bat—ca' —daS e — fot g2 ha*—kx+l=o0, (1)

dans laquelle les signes sont supposés en évidence ; et proposons—
nous d’obtenir une limite supéricure de ses racines.

Nous remarquerons d’abord que , quels que soient A4 et 72 ,0n a

As"=A(a"— 1)} A=A{z—1)(xm" ' Fa™ . Frt1)+A4
ou, en posant pour abréger x—1=y dou =14y

Ax”‘::Ayx’""'+Ayxm“’+....+Ayx+Ay+A . (2)

Cela posé , appliquons la transformation (2) a tous les termes
positifs de Véquation (1), et nous auroms
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axgzayx8+ayx7+ayxe+ayx5+ayx4+ayxs+aymz+ay.g+ay+a :
bad=. . . .byxibyaxt fbyas4byxidbyxd Hbyxr4byx 4by+b
LT, ai e e : eymideyn’ dreymi ey Seyte

Y A n t w

I = ..... o.-s--oa..-...-..-..o-.-.o-l-

Introdui- ¢ ces développemens dans Péquation (1) , rassemblant les
ternc » wiie tes des mémes pnissances de « , et écrivant les premiers
ceun de ces termes dont le coeflicient renferme une partie négative,
on obtiendra la transformde

{attry-clert{(at)y-djwtt (atbhe)y=f latk {(adbte)y-glwit et bbe by -
Fy{axi4-(a-0) w54 (a-Hbte)a’ - (a-b4-e-h) (et b-e-h4-D==0 . &)

Or, il est clair que , pourvu qu’on ne prenne pas ¥ négatif ou,
ce qui revient an méme, x positif plus petit que l'unité, les termes
de la seconde ligne donneront toujours un résulsat positif quelque
autre valeur qu'on puisse d’aillenrs prendre pour z ; donc, pour
que toute autre valeur, mise pour z dans I’équation (1), ne donne
point un résultat négatif , il suflit uniquement qu’elle ne rende point
négative la premicre ligne de I'équation (3), ce qui arrivera infail-
liblement si elle ne rend négatif aucun des termes qui la composent.

Cette condition sera évidemment remplie , si on fait en sorte
que les binémes

(@+b)y—c , (atb+te)y—f , (atbtethy—t ,
(a+bly—d , (a+b+ely—s

solent positifs ; or, c’est ce qui arrivera nécessairement , si l'on ne
prend pas y ou x—i1 moindre que la plus grande des fractions



114 LIMITES DES RACINES

_&‘_ d f g k .
a4b’' a4b’ adbde’ atide’ atbgeth ’

ou, ce qui revient au méme , si I'on ne prend pas # moindre que
le plus grand des cinq nombres

& k
pap

¢ d
I+a+b’ I+a:-b-’ I+a+€+e’ I.-*-a b+e; !
ce qui fournit la régle suivante,

THEOREME I. En ajoutant successivement & l'unité une suite
de fractions ayant pour numérateurs les coefficiens négatifs d'une
équation proposée , pris positivement , et pour dénominateurs la
somme de tous les coefficiens positifs qui les précédent respective-
ment , le plus grand des nombres résultans pourra étre pris pour
limite supérieure des racines de cette équation.

Il est entendu au surplus que, dans la pratique, il suffira de
eonsidérer le plus grand coeflicient dans chacune des séries de termes
négatifs.

Appliquons cette régle & la recherche d’une limite supéricure des
racines de l’équation

22741 1251085 =262+ 3 1247 22° 2302348 =0 ;

cette limite sera le plus grand des deux nombres

- 26 26

'I+2+II I+T§ d

R 348 348 .
1:-l-'2-}-11-{-31-{-33 ou l+116 '

ainsi , cette limite sera 4.
Si T'on veut obtenir la limite inférieure des mémes racines] on
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remarquera qu'en changeant les signes des racines de la proposée,,
elle devient ‘ -

227—=112°—102%}2624 43123 —722=—2302-}348=0 ;

or, par la régle ci-dessus, on pourra prendre pour limite supérieure
des racines de cette dernitre le plus grand des nombres

11
1~ —
2
. 230 + 230
L 2426431 1 59 ’

ainsi, cette limite sera 7 ; d'oit il résulte que toutes les racines
réelles de la proposée sont comprises entre -4 et —7.

La méthode vulgaire, indiquée par M. Lacroix dans ses ¢lémens;
donne pour ces limites =;-175 et —116; la méthode plus parfaite
de Lagrange, adoptée par M. Francceur , donne --20 et —116,
on voit par 12 combien la nétre leur est préférable. Je ne dis rien
de la méthode des dérivées successives , attribuée & Mac-Laurain,
laquelle n’est qu'un titonnement assez laborieux.

Reprenons la transformée (3). En vertu de la formule (2) ona

ax'=ayz'tayxbt-aya’+ayzi-foy v’ ~+ay 2> ayat-ay-t-a.

Mais, en vertu de la méme formule les termes aya® et ays? peuvent
étre développés comme il suit :

ayzt=ay*s*~4-ay*zi4ay a*-ay’z-tay*—ay ;
QYEZ = L et o vt v oo ay?atay'Hay ;

ce qui donnera, en substituant et ordonnant;
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x2-4-20y2
+ ay

x3+ay2
+ay

xi-tay?
+ay

axb=ayxT4-oyxstay

x+zey"+zay,
+ay

4 ay 4 a.

Mais on aura encore, en vertu de la méme formule (2),

z-t-2ay’
+ ay’

~+-2ay?
+ ay ;

(2ay*~-ay)z* =z2ay’
-+ ay*

te qui doxinera ; en substituant de nouveau

art=oyz’4ayzt+ay?|zt~4-ay® |’ ay’lz+ ay’
~+ay +ayl ~+2ay*| +3ay?

ey | +3ay

+ e

Par de semblables transformations; on trouvera
(@b)a’=(a+b)yat+(a+b)y 2’ +(a+B)y [o+ (a4+-B)y7|
o :Ha-l-l)}'\ ~+2(a+bd)y
- (etd)
(a-B4e)2* = (a+b4e)yx+(a-tb4-e)y
-(at-b--e) ‘
(a+5+e+(z)=(a+b+a+lz) .
En ajoutant ensemble tous ces résultats , il viendra

az®4-(a-8)a+(a+b+-¢)a*+(a+-b-e+4-7)

=aya,
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=ayxl-f-oyxéd ay?

x&_l. ayz x3+ a},3;x+ . ays
+(2a-b)y

+20+8y)y] +  Gatbyr 4+ (batb)y>
FGatabte)y| 4 (6ad-3be)y
~+(4a-3b42e4h)

substituant cette valeur dans I'équation (3), elle prendra la forme
que voici -

{ay*+-(a+-b)y—cla’+{ay (e +D)y—d}xt

FHay' et 2)y +(a-Hi+ely—fjat
“
AHay'+(20+2)y - (ot-b+e)y—g)=°

Fay*+(3a+d)y’+Bat-2b4-e)y*~(a--ote+-b)y— Kz
FHayit-Ghatb)y 3 (Gat-3b-Fe)y>4-(bat-3b4-2e+-B)y+(a-f-b+et-h4-l)}=o.

Or, il est clair que, pourve que ¥ soit positif , ou que =z soit plus
grand que l'unité, la derniére ligne de cette équation sera toujours
positive ; il suffira donc, pour que tout son premier membre le
soit, de donner & y une valeur positive qui ne rende négatif aucun
des coefficiens des termes en x; or, comme tous les termes qui
composent chacun de ces coefliciens sont positifs excepté le dernier,
il suffira , pour satisfaire & cette condition , de prendre y tel que
dans aucun de ces coefficiens le premier terme ne soit moindre
gue le dernier , ce qui revient a faire

ay*>c , ay’>f,

a*>d, ay’>g;
Tom. VI, ’ iy

ay*>k ,
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le signe > n'excluant pas I’égalité; or, cela se réduit évidemment
a prendre 2 au moins aussi grand que le plus grand des nombres

2 —E— 3 f
I+V_ , 1-}- =,
a - e
2 3
P‘Fpi F) 1+ £ s
G a

ce qui fournit cette seconde regle :

1+V—-§— H

THEOREME 1I. Si, aprés avoir divisé successivement chacun
des coefficiens négatifs d'une équation par le coefficient du premier
terme , on extrait de chaque quotient une racine dont le degré soit
le nombre des termes positifs qui précédent le coefficient négatif
dont il s’agit, le plus grand des nombres qu'on obtiendra ‘en aug-
mentant chacune de ces racines d’une unilé pourra étre pris pour
limite sapérieure des racines de [l'équation proposée.

Il est entenda au surplus que , dans P'application de cette régle,
comme dans celle de la précédente, il suffira d’avoir égard au plus
grand coefficient négatif de chaque série de termes consécutivement
négatifs.

En faisant I'application de cette régle & I’équation déji -prise pour

exemple , on trouvera, pour la limite des racines positives-le plus
grand des nombres ,

1+\?¥ > THYEE

3

et pour la limite des racines négatives, prise positivement, le plus
grand des nombres

YT, R

c’est-d-dire, que ces deux limites seront --5 et —7. On voit que
cette régle rentre dans celle qu'indique M. Franceeur.



DES EQUATIONS. 119

Au lieu de faire abstraction des termes intermédiaires des poly-

némes en y qui multiplient les diverses puissances de # , dans 1'é-

quation (4), on peut y avoir égard , et chercher i rendre ces

polyndémes tous positifs par application da T/kédoréme I; on verra

sur-le-champ qu’il faut pour cela prendre y au moins égal au plus
grand des nombres

14

¢
bd-2a ’ l+e-{-:§-§«4a ’ X

it e

d ) &
1+ bd2a ’ i+ et-20+4-4a

ce qui revient 3 prendre # au moins égal au plus grand des nombres

c S
2—'ml’a+za i 2+e+2b+4a ’ ) k
i w e
a_ . g
2+ b4-2a ’ 2+e+zb+4a ?

é'est-a-dire ; qu'on peut prendre pour limite supérieure des racines
le plus grand des nombres qu’on obtient en ajoutant i dewz unités
une suite de fractions ayant pour numérateurs les divers coefficiens
négatifs pris positivement , et pour dénominateurs la somme des
produits des coefficiens positifs qui les précédent respectivement,
et de droite & gauche , par les puissances successives de deus, %
partic de sa puissance zéro, ou de lunité,

Mais , de méme que nous avons appliqué le Théoréme I & Dé-
quation (4), pour en conclure ce dernier , nous pouvons également
lui appliquer celui-ci, et nous en conclurrons qu'en y prenant pour
¥ le plus grand des nombres
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c c
o =t
d p)
>+ (a4b)42a 2+ b4-3a ’
S —ote S
2+ (a4-b4-e)4-2(2a40)4e =T e4-30492 ’
1 8 A T - A
2 (atbt-e)42{2a04b)+4a >+ e4-3b49a ’
‘>+ k
T (atbteh)taGatab4o)+4 (Batd)+-8a
L
k
= .

b+3e4-9b-}-27a

ou, ce qui revient au méme ; en prenant pour # le plus grand
des nombres

S+ 3L

b4-3a e4-3b49a .
et hf3etoitara '
3+ £,

43> o+ ehbtga

on aura une limite supérieure des racines de cette équation ; c’est-
h-dire qu'on peut prendre pour limite supérieure des racines d'une
équation proposée le plus grand des nombres qu’on obtient en ajoutant
4 frois une suite de fractions ayant pour numérateurs les coefficiens
négatifs de la proposée, pris positivement, et pour dénominateurs
la somme des produits des coefficiens positifs qui les précident



DES EQUATIONS. 121
respectivement ; de droite a gauche , par les puissances successives
de rois , A partir de sa puissance zéro , c’est-a-dire , de l'unité.

On peut pareillement appliquer cette derniére rdgle & rendre
positifs les coefficiens fonctions de y de l'équation (4) , et V'on
trouvera que tout se réduit 4 ne pas prendre #x moindre que le
plus grand des nombres

cl Ni
4+ b4-4a ’ 4+ e~+4b+416a ’ "

4+ hg4ed1604+-640 '

d g .
4+b+4a s 4+e————+4b+16a ;

et, comme rien ne limite ce raisonnement, on pourra dire géné-
ralement qu'on rendra positif le premier membre de I'équation (4)»

et conséquemment de 1’équation (1), en premant pour z le plus
grand des nombres

c Na -
i e porw el

g
n+ b4-an ’ n+e+bn+an2 >

k
ittt ————  ®
h-en-f-bn>~4-ans *

n étant un nombre entier positif quelconque. De I3 résulte cette
nouvelle régle.

THEOREME IIl. En ajoutant successivement & un nombre entier
POSilif arbitraire une suile de fractions ayant successivement pour
numérateurs les coefficiens négatifs dune équation proposée , pris
positivement , et pour dénominaleurs la somme des produils des
coefficiens posilifs qui les précédent respectivement , de droite &
gauche , par les puissances successives du nombre arbitraire , &
partir de sa puissance zéro ou de lunitéd ; le plus grand des nombres
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résullans pourra éire pris pour limite supérieure des racines de
cette équation.

- Observons , 1.° que ce théoréme renferme le Théoréme I, comme
cas particulier : c’est celui ou le nombre arbitraire est 'unité; 2.*
que , dans son application, comme dans celle de celui-la, il suffit
de falve cntrer en considération le plus grand des coefliciens que
renferme chaque série de termes consécutivement négatifs, de sorte
qu'on n’a pas plus de nombres a calculer qu’il n’y a de ces séries ;
3.° qu'enfin, en prenant successivement pour le nombre arbitraire
1, 2, 3,.5 on trouvera Souvent uue limite minimum , inféricure

a celle que donnerait I'application duv 2Véeréwe 1.




