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LIGNES ET SURFACES DU SECOND ORDRE. 1ch
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GEOMETRIE ANALITIQUE.

Application de la methode de maximis et minimis & Ja
recherche des grandeur et direction des diamétres
principaux , dans les lignes et surfaces du second
ordre qui ont un centre; ces lignes et surfaces elant
rapportées & des axes de directions quelconques , pas-
sant par ce centre ;

Par M. BErarp, principal et professeur de mathématiques
du collége de Briancon, membre de plusieurs sociétés

savantes.

[a Via Vig Vi Vi, Vo Wi VT, W N}

LE sujet dont je vais m’occuper a déja été traité de diverses manidres
dans ce recueil ; mais, outre qu'on a toujours supposé que les lignes
et surfaces du second ordre étaient rapportées a des axes rectan—
gulaires ; ce qui Ote aux résultats une généralité souvent trés—

2
précicuse ; la méthode que je vais suivre me parait conduire plus
directement et plus simplement au but que ne saurait le faire la
transformation des coordonnées qui , dans le cas sur-tout ou les
coordonnées primitives ne sont pas rectangulaires , entraine dans
des calculs d’une extréme complication. Tel est le double motif qui

me détermine 3 revenir encore sur ce sujet.

§. L
Soit
Az*+-By*~-2Cxy=D ; (1)
I'équation d’une ligne du second ordre, rapportée a son centre et

A deux axes faisant entre eux un angle .
-

Tom, 111, 15
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En désignant par 7 la distance d'un point quelconque de cette

Y

courbe 4 son centre, on aura
'~y ~+2xyCos.y=r2. (2)

Et la propri¢té qui caractérise les quatre sommets de la courbe est
que , pour chacun d’eux , 7 doit étre un maximum on un minimum.
Supposons donc que # et 4 soient les coordonnées de l'un de
ces sommets , auquel cas 7 sera la moitié de l'un des diametres
principaux. Soit posé
y=px ;
les équations (1) et (2) deviendront

(Bp*~4-2Cpt-A)x*=D ,
(p’—kzpCos.rl—x)x’ =r?;

d’olt on conclura, par I’dlimination de 2z,
(Br*—=Dp*~4-2(Cr*—DCos.»)p4-(Ar*—D)=o0; (3)

différentiant cette équation , par rapport a p seulement , puisque, par
Thypothese , dr=o0, il viendra
(Br*—D)p=+-(Cr*~DCos.y)=o0 ,
dott
' Cr»—DCos.y
P=— Br2—D ?
cette valeur , substituée dans I'équation (3) , donne

(Ar*~DY(Br*~D)—(Cr*~=DCos.y)*=0 ,
ou, en développant et ordonnant,

(AB—C*)r*—D(A4B—2CCos.;,)r*~4-D*Sin.2y=o. 4

Les quatre racines de cette équation, lesquelles seront , deux a deux,
égales et de signes contraires, seront les distances du centre de la
courbe a ses quatre sommets, ou , ce qui revient au méme , ses
quatre demi-diametres principaux. Les deux valeurs de r*, substi-

tuées dans celle de p, donneront , pour cette inconnue , deux valeurs
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7’5 p" , et alors les directions des diametres principaux scront données
par les deax équations
y=pz, y=p'x.
Pour que les deux valeurs de r*, tirées de Ddquation (4) soient
réelles , il faut, comme l'on sait, que la quantité
(A+B—2CCos.y)*—4(AB—C*)Sin.2y |
soit positive ; or , cette quaniité est la méme chose que la suivante
(zf——BySh].ay'-{- { 2(?——(:4—-%-8) COS‘"/}Q »
laquelle est essenticllement positive ; ainsi les deux valeurs de 72
seront réelles , dans tous les cas.

Maintenant, les valeurs de r> peuvent étre ou toutes deux positives,
ou l'une positive et I'autre négative, ou enfin toutes deux négatives ;
et, d’aprés les principes connus , I'équation (1) appartiendra a lellipse
dans le premier cas, & I’hyperbole dans le second, et n’exprimera
absolument rien dans le troisitme. Dégageant donc le premier terme
de I'équation (4) de son coeflicient, et appliquant la régle de
Descartes , on trouvera, apres les réductions convenables , que I'équa=
tion (1) appartient a4 lellipse, si l'on a

AB—C*>o0 , D(A-+B—2CCos.y)>0 ;
qu’elle appartient a I’hyperbole , si l'on a
AB—C(C* <o ;
et qu'enfin elle n’exprime rien, si I'on a

AB—C(*>0 , D(A4B—2CCos.y)< 0.

En particulier les deux valeurs de 72, et par conséquent celles
de r, seront égales, si l'on a

(A—B)*Sin *y-§ 2C—(A-+B)Cosy P =0 ,
ce qui ne peut avoir lieu qu’autant qu’on aura a la fois
A=B, 20=(A+B)Cos.y;

et alors I'dquation (1) appartiendra & un cercle.
Dans le cas particulier ou les axes des coordonnées seront rectan=
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gulaircs, on aura Cos.y=o0, Sina=1; et il viendra conse’quemment
(4B—C*)yr*—D(A+-B)r*+4-D*=o0 ,
Cr2
I’équation (1) appartiendra & Dellipse , si 'on a
' AB—C*>o0 ct D(A+B)>o0 ;
a I'hyperbole, si on a

—
=

AB—C*<Lo
et elle n'exprimera rien, $i l'on a
AB—C*>0 et D(A+4B)<o:
En particulier, elle appartiendra au cercle , sil'ona, & la fois,
A=DB et C.=o.
Tout cela s’accorde avec les principes connus.

Supposons que les axes des coordonnées soient deux diamétres

conjugués de la courbe; alors on devra avoir C=o. L’équation (1)
deviendra

Az*~-By*=
en sorle que les quarrds des demi-diamdtres conjugués seront
D D
ZIR
la somme des quarrés de ces demi-diamétres sera donc
D D _D+4B)
—_ T °?

A B AB

et le produit de leurs quarrés et du quarré du sinus de 'angle qu’ils
comprennent ou, ce qui revient au méme, le quarré de Ugire du
parallélogramme construit sur leurs grandeurs et directions, sera
- D>Sin.2y
a4 -
Mais , dans la méme hypothdse de C:o » Péquation (4) devient

i A+B

— Sinsy=o0 ;
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A-4-B

et, par la théorie des équations, D'—}Ez— est la somme des quarrés

des deux demi-diaméetres principaux, et ‘% Sin.?y est le produit des
quarrés de ces diamdtres.

Donc, dans les lignes du second ordre qui ont un centre, 1.°
La somme des quarrés de deux demi-diamétres conjugués quelcon-
ques est dgale & la somme des quarrés des deux demi-diaméires
principauz ; 2.° Le parallélogramme construit sur les grandeurs
et directions de deux demi-diaméires conjugués quelconques est
équivalant au rectangle construit sur les grandeurs et directions
des deux demi-diaméires principaux.

§. 1L
Soit )
Ax*+4-By*4-Cz*A-2A'yz4-2B/ za-4-2C/2y =D , (1)
I’équation d’une surface du second ordre , rapportée & son centre
et & trois axes dont les directions soient telles qu’on ait

Ang(y,z)=«, Ang(z,z)=p, Ang(zr,y)=».

En désignant par r la distance d’un point quelconque de cette

surface 3 son centre, on aura

2?4y ~4-z*~-2yzCos.a--222Cos.p}F2xyCos.y =12, (2)
Et la propriété qui caractérise les six sommets de la surface courbe
est que, pour chacun d'eux , r doit &tre un maximum ou un
minimum.

Supposons donc que x, ¥, z soient les coordonnées de l'un de
ces sommets, auquel cas 7 sera la moitié de l'un des diametres
principaux. Soient posés

x=pz ., y=qz;
les équations (1) et (2) deviendront
) - (Ap*4-By*-CA-2A' g2 B/p+2C'pg)z* =D ,
(p*+g*— 1429 Cos.a~4-2pCos.e-2pgCosy)z* =77,

@’od on conclura, par 'édlimination de z*,
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(Ar*—Dp*-(Br*—D)q*-+2(C/r*—DCos.5)pg s
t-2(B/r*—DCos.8,p~42(A'r* — DCos.a)g4-(Cr*—D)=0c ; 3)

2
différentiant cette équation , par rapport a p et ¢ seulement, puisque,
par Uhypothese , dr=0; et ézalant séparément & zéro les multipli~
cateurs de dp et dg, il viendra

(4Ar*—D)p-+(C/r*—DCos.y ) g4 (B'r*—DCos.p)=o0 ,

(Br*—D)g=-(€/r*—DCos.y)p—t(A'r*—DCos.x)=o0 3
ce qui donne

_ (A'r2—DCos.a) (C'r>=—=DCos.9)—( Br2—D) (B/r>—NCos.p)"

(Arz—D)(Br2e=—1) —(L/r:—1DCus.y)2 ?
__ (B'r*=DCos.p)(C'r>—~DCos.y)—(Ar>—D) (A'r>=DCos.«)
7= (Arze==D)(br>—D)—(Ur2—1LCos.y)? )

substituant ces valeurs dans I'équation (3}, elle deviendra

(Arz—D)(Br:>—=D)(Cr2—D)~4-2(A'r>—DCos.x) (B'r>~—LCos.8) (C'r2=—DCos.y)
= (Arz - D)(A'r? - DCos.«)2~ (Br2 - D) (B'r2-DCos.p)>~ (Crz-D)(C'r2 -DCos.y)*==0,

ou, en développant et ordonnant,
(ABC~-24'B/C'—AA"*~BB"*—CC’*)rb
(BC—A"*)42(B/C'—.AA")Cos.«
—D {4 (CA—B/*)+4-2(C’4’—BB/)Cos.p \ r*
A (AB—C*)+4-2(A' B/~ C ") Cos.y

AS5in2 sz 2.4(Cos.a—Cos.£Cos.y)
~+D*{ 4-BSin.2g—2B/Ces.p—Cos.yCos.«) ) 7

—~+-€8in.?y—2C/{Cos.y—Cos.2Cos.8)
—D?(1—Cos.*«a—Cos.* g—Cos.>y-2Cos.«Cos.8Cos.v) =0.
Les six racines de cette équation , lesquelles seront, deux & deux,
égales et de signes contraires, seront les distances du centre de la
sarface courbe & ses six sommets, ou, ce qui revient au méme ,
ses six demi-diametres principaux. Les trois valeurs de 72, substituées
dans celles de p et ¢, denneront, pour ces inconnues , trois systémes
de valeurs p/, ¢/, p//, ¢, p""', ¢//, et alors les directions des



r

DU SECOND ORDRE. 1IR3
diametres principaux seront donnés par les trois’ systemes d’équations
x=p'z , a=plz, .x::p)”z ,
y=g¢'z 5 y=g’z ; y=g"z .

On sait qu'une équation du troisitine degré étant

ax’tba*~ca+d=o ,
pour que ses trois racines soient réelles ct indgales , il faut qu’on ait
43ac—0*)(3bd—c*)—(gad—bc)* >0 ;
en appliquant cette condition aux valeurs de 7*, données par Iéquation
(4), on se convaincra qu’elles sont toutes trois réelles , et quainsi
on peut juger de leurs signes par les signes des termes de cette
équation. ‘

T équation (1) appartiendra & Vellipsoide , si les trois valeurs de
r* sont positives ; elle appartiendra & IZyperboloide & une nappe,
si une seule des valeurs de 7* est négative ; elle appartiendra i
Vhyperboloide & deux nappes , si une seule des valeurs de r* est
positive ; enfin Iéquation (1) n’exprimera absolument rien, si les
valeurs de 7*, données parl’équation (4), sont toutes trois négatives ;
c’est-a-dire , si tous les termes de cette équation ont le méme signe.

Si deux des valeurs de 72 sont égales ; c’est-d-dire si , en con-
servant les notations qui viennent d’¢tre employées , on a

4Bac—b*)(3bd—c*) =(gad—bc)* ,
I’équation (1) appartiendra & une surface de révolution. Si enfin les
trois valeurs de 7%, dtant pesitives , sont égales entre elles, ce qui
arrivera, si 'on a, a la fois
' 3ac=b* , 3bd=c*; -
P’dquation (1) appartiendra & une sphere.

Dans le cas particulier ol les axes des coordonndes seront rectan~

gulaires , on aura
Sin.a=1, Sing=1, Sin,=1,

. Cos.e==0 , Cos.pg=0, Cosy=o0,
d’ou
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(ABC—-}-ZA’B/C/—-AA’”—BB/*!._CC/z)re
— D(BCA-C.A+AB— A/ — BA—CP)ré
+D*(A4-B4+C)yr*—D*=o0 ;
A Clr2e=Bl(Br2—D) B/Clra— A/( Ari—-Dy

=r?

— 3 -
P= ' (Ar2—D)(Bra—D)—Cr2ri ’ " (Ara—D)(Br:—D)—C'2r% ’

résultats qui, aux notations prés, coincident parfaitement avec .ceux
qui ont été donnés par M. Bret (*).

Supposons présentement que les axes des coordonnées soient trois
diametres conjugués ; alors on devra avoir
=0, B'=o0, ('=o0;
en sorte que 'équation (r) deviendra
Ax*~+By*4-Cz*=D ;
les quarrds des demi-diameétres conjuguds seront donc respectivement
D D D
20 B T
et l’équatlon (4) deviendra
ABCr¢—D(BCA-CA-4-AB)r*
~+D?(ASin.?«~BSin.*g+4-CSin.2y)r*

e D3 1 e C 082 4= C 05,2 prme G525 42 Co05.2C05.8G080y) =0

2

ou ’
D D D
6! — ._._!__Z %
4 % 2 TE ey
, D D D D _. D D _.
— 2 —_— e 2 — 2, 2
-]—{ 5T Sintat = — Sin.?s4- il Sm.yir \
D D D
— = 'E T (1—Cos.2u=—Cos.? —Cos.*y}-2Cos.«Cos.Cos.y) =0;

d’ott Ton voit, par la théorie des équations , que la somme des

quarrés des demi-diamétres principaux est

p DD
Ena Raalrol

7}
(™ Voyez les pages 33 et 144 du 2.¢ volume des .Annales.

que
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que la somme des produips de ces quarrés deux i deux est
D D _, D D D D
D2 sincut 2.2 inpt 22 sinty
5 ¢ on “+C ASm.ﬁ'I‘A Bsm ¥ 3

et qu’enfin le produit de ces mémes quarrés ou le quarré du produit

des demi-diamétres principaux est

D D D . \
= 5T (1—Cos.?e—Cos.2g—Cos.?~+2Cos.«Cos.Cos.y).

Donc , dans les surfaces du second ordre qui ont un centre, 1.°
La somme des quarrés de trois demi-diamétres conjugués quelcongues,
est égale & la somme des quarrés des trois demi-diamétres principaux ;
2.° la somme des quarrés des aires des irois jfaces adjacentes o lun
des angles triédres du parallélipipéde construit sur les grandeurs
et directions de irors demi-diamétres conjugués quelcongues , est
égale & la somme des quarrés des aires des trois faces adjacentes
a lun des angles triédres du parallélipipéde rectangle construit sur
les grandeurs et directions des irois demi-diamétres principauxz ;
3.° enfin, le parallélipipéde construit sur les grandeurs et directions
de irois demi-diaméires conjugués quelconques , est équivalent au
parallélipipéde rectangle construit sur les grandeurs et directions
des trois demi-diaméires principauz.

Ainsi, en dénotant , pour plus de simplicitd , par @, &, c,les
trois demi-diamétres principaux , et par @/ , 4/, ¢/ trois demi-
diamétres conjugués queleonques, on aura les trois équations

d/z+5/2+0/2:ﬂ2+52+52 ,
b2¢*Sin2 a-c*a’*Sin 2 pt-a’?b*Sin 2y =b*c*~-c*a*~+-a?b
a’b/*c’*(1—Cos.* e— Cos.?6—Cos.2y4-2Cos.2C0s.£Cos.) =a*b%c* ;

sur quoi il faut remarquer que quelques-unes des lignes «, @/, 7,
4, ¢, ¢/ peuvent étre imaginaires, et qualors leurs quarrés somt

négatifs. )
Tom., L1 {3



