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Hyperdéterminant d’un SL;-homomorphisme

JEAN VALLES

Résumé
Etant donnés Ai,---,As (s > 3) des SL2(C)-modules non triviaux de di-
mensions respectives n1 +1 > -+ > ngs+ 1 (avec n1 = na+ -+ ns) et ¢ €

L(A2® - ®As, AT) un SL2(C)-homomorphisme, nous montrons que ’hyperdéter-
minant de ¢ est nul sauf si les modules A; sont irréductibles et si ’homomorphisme
est la multiplication des polynémes homogeénes & deux variables.

Hyperdeterminant of an SLo-homomorphism

Abstract
Let A1, -+, As (s > 3) be non-trivial SL2(C)-modules with dimensions ni+1 >
- > ns+ 1 (such that n1 = na +---+n,) and ¢ € L(A2® --- ® A, AT) an
S L2(C)-homomorphism. We show that the hyperdeterminant of ¢ is null except
if the modules A; are irreducibles and the homomorphism is the multiplication of
homogeneous polynomials with two variables.

1. Introduction

Soient s > 3 un nombre entier, A, -, A; des SLo(C)-modules non
triviaux de dimensions respectives ny +1 > --- > ng + 1 avec n; =
ng+--+nset ¢ € LA R+ ® As, AT) un SLy(C)-homomorphisme. On
note Det(.) 'hyperdéterminant introduit par Cayley (cf. [2] et [5] ainsi que
le rappel ci-dessous) et S; le SLy(C)-module irréductible de degré (i 4 1).
Le but de ce papier est de donner une preuve simple du résultat suivant :

Det(¢) #0 < A; ~ Sy, et ¢ est la multiplication Sp, ® -+ ® Sp, — Sn,

Le pendant géométrique de ce résultat algébrique est qu’un fibré de Steiner
de rang n sur P" (défini par une matrice de formes linéaires) invariant sous
l'action de SL2(C) est un fibré de Schwarzenberger (cf. corollaire 4.2).

Mots-clés : Hyperdéterminant, fibrés de Steiner, S L2 modules.
Classification math. : 14L30.
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Sous sa forme géométrique ce résultat est prouvé dans [1] (thm. 5.9) pour
les matrices tri-dimensionnelles et se déduit du théoréeme 1.2 de [3] pour le
cas général. Cependant ces preuves sont longues et utilisent de nombreux
outils de la géométrie algébrique.

La preuve que je propose ici repose uniquement sur la décomposition (dite
de Clebsch-Gordan) d’un produit tensoriel de SL2(C)-modules en somme
directe de SLa(C)-modules irréductibles. Et puis, “on se persuade mieuz,
pour lordinaire , par les raisons qu’on a soi-méme trouvées que par celles
qui sont venues dans l’esprit des autres”(Blaise Pascal).

2. L’hyperdéterminant de Cayley

Quitte a fixer une base de A;, Uhyperdéterminant de ¢ € L(A2 ® -+ ®
As, A7), que l'on notera Det(¢), est un polynome en les coefficients de la
matrice ¢, apparu la premiere fois sous la plume d’Arthur Cayley [2]. Au
début des années 1990 il réapparait dans le livre de Gelfand Kapranov
et Zelevinski ([5], chap.l et 14), ou les auteurs en donnent une étude
complete et détaillée. Ils montrent par exemple ([5], chap.14 thm 1.3)
qu’il est défini lorsque ny < ns+ - -+ ns et que 'hyperdéterminant d’une
matrice multidimensionnelle ¢ € L(A2®- - -®As, A}) est nul si et seulement
si elle correspond & un hyperplan tangent au Segre généralisé, i.e si et
seulement si dans l'espace projectif dual P((4; ® -+ ® A,)*) le point [¢]
correspondant appartient a la variété duale du Segre, soit en notation
abrégée [¢] € (P(A1) x -+ x P(Ay))V.

Une matrice multidimensionnelle ¢ € L(A2®---® Ag, AT) est dégénérée
sl existe des vecteurs non nuls a; € A; pour i = 2,--- ;s tels que ¢(az ®
-+-®as) = 0. Lorsque ny < na+- - -+ng toutes les matrices sont dégénérées.

Lorsque n; = no + - - - + ng les matrices dégénérées forment une hyper-
surface qui coincide avec la variété duale du Segre généralisé. Autrement
dit (cf. [5], prop 1.1 page 445)

[#] € (P(Ay) x - x P(Ay))Y & Fa; € A;,a; # 0 tels que
$laa® - ®as) =0« Det(p) =0.

Je remercie L.Gruson, M.Meulien et N.Perrin pour leur aide dans 1’éla-
boration de ce texte.
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3. Invariance sous SLy(C)

On note S; le SLy(C)-module irréductible de degré i+1, (z%y*)r—g ... ;
une base de S; et {\(t),t € C*} C SLy(C) le sous-groupe & un parametre
agissant de la maniere suivante sur cette base : A(t).x"Fyk = ti=2kgi=kyk,

Théoréme 3.1. Soient Ay, .-, As des SLo(C)-modules, non triviauz, de
dimensions respectives ny +1 > -+ > ng+ 1 avec ny =ng + -+ + ng, et

p€L(A2® R As, AT) un SLo(C)-homomorphisme. Alors,
Det(¢p) #0 < A; ~ Sy, et ¢ est la multiplication Sy, ® -+ ® Sy, — Sn,

Ezemple 3.2. Comme le grand nombre d’indices pourrait rendre la lecture
difficile nous décrivons dans cet exemple les idées de la démonstration du
théoreme.

Considérons les deux SL2(C)-modules A = S; @ Sy et B = Sy @ Sy.
La décomposition en SLy(C)-modules irréductibles du produit tensoriel
A ® B est la suivante

ARB =538 5 &5 &S5 &S5 @5
Soit C' un sous module de A ® B de dimension 7 et ¢ la projection
p: AR B—C

L’hypothese sur la dimension est vérifiée (6 = 4 + 2) et la projection est
bien invariante sous l'action de SLy(C). Mais ni A ni B ni C' ne sont
irréductibles ; montrons donc que Det(¢) = 0.

Comme la projection est invariante sous SLy(C) on a nécéssairement
¢(z? ® z) = 2 ou bien ¢(2? ® x) = 0. Si 'on suppose Det(¢) # 0 on en
déduit S3 C C. Soit W C C tel que C' = S3&W. Considérons ’application
restreinte

S1®B—C

Son image est contenue dans W, ’application restreinte est donc S1® B —
W. Comme dim(W)—1 < [dim(S1)—1]+[dim(B)—1] il existe des vecteurs
non nuls a € Sy et b € B tels que ¢p(a®b) = 0, ce qui contredit Det(¢p) # 0.

Démonstration. Quand ¢ est la multiplication S,, ® --- ® S, — Sy, son
hyperdéterminant est non nul. En effet, 'intégrité de ’anneau des poly-
nomes homogenes a deux variables permet de prouver que ¢(a2®- - -®as) #
0 lorsque les a; sont tous non nuls.
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Réciproquement, soient Ay = @y, [Si ® Usx] ot les Usy sont des
SLy(C) modules triviaux. Soient ny le plus grand entier de Iy, 2™ un
vecteur de plus haut poids de Sy, et u,, » un vecteur non nul de U, .

Comme ¢ est un SLs(C)-homomorphisme on a

pAM). @ ™ @un, k) = (T (R 2™ @ U, k)

k=2,...;s k=2,...,s
_ tn2+---+ns¢( ® 2k ® unk,k)
k=2,....s

Par ailleurs ¢(Qj—o s 7" ®up, 1) # 0 puisque I'on a supposé Det(p) # 0.
On en déduit qu’il existe un espace vectoriel trivial non nul Uy, 4...4n, tel
que

¢( ® ™ ® unka) € Sn2+---+ns ® Unyt-gm, C AT (3-1)
k=2,...;s
Comme (@2 sT™ @ up, ) # 0 pour tout vecteur non nul uy,, r €
Un, i, 'application linéaire restreinte ¢,es : Up, 2®@- - -QUp, s — Upytcqon,
ne s’annule pas sur les tenseurs de rang 1. C’est dire que les variétés
P(ker(¢res)) et P(Upy 2) %+ - - xP(Up, s) ne s’intersectent pas dans P(Uy, 2®
-+ ®U,, ). Par conséquent

dimUn2+...+ns 2 dimUnQ,Q +-- 'dimUn&S — (8 — 2) (32)

Supposons que As contienne au moins deux représentations irréducibles.
On considere le sous module B C Ay tel que B & [Sy, ® Uy, 2] = As.
L’application linéaire restreinte B® (A3®---® As) — A} n’est pas surjec-
tive car son image est contenue dans le sous-module W de A] défini par
W ® [Sny+tng ® Ungpogn,] = AT
Partant d’une égalité de dimension
dime(Ay) = dime(As) + - - - dime (Ay) + dime(Ay) — (s — 2)

nous obtenons, apres avoir plus “enlevé” au terme de gauche qu’a celui de
droite :
dimc(W) < dimg(As) + - - - dimg(As) + dime(B) — (s — 2)

On en déduit qu’il existe des vecteurs non nuls az3®---Qas € A3®--- QR Ag
et b € B tels que ¢(az ® -+ ® as ® b) = 0. Mais ceci contredit I’hypothese
Det(¢) # 0.

Donc chaque module Ag, pour k& = 2,---,s, ne contient qu’une seule
représentation irréductible, Ay = S,, ® Uy (ou Uy = U,, x). On pose
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HYPERDETERMINANT D’UN SLo-HOMOMORPHISME

my = dimcUyg et m = dimeUp,+...4n,. L'égalité des dimensions, rappellée
ci-dessus, donne :

dimcA; = (ng +1)ma+ -+ (ns + 1)mys — (s — 2)
L’inclusion (3.1) ainsi que l'inégalité (3.2) montrent par ailleurs que
dimcA4; > m(na+---+ns+1) > (ma+---+ms—(s—2))(na+---+ns+1)

On obtient, apres simplification, I'inégalité

S mil Y )l (5-2( X ny) <0

1=2,-,8 j=2- 85 #0 j=2-,s
qui n’est réalisée que si mo = --- = my = 1. On a alors aussi m = 1 et
A =Sy, pour tout k=1,---,n. O

4. Applications aux fibrés vectoriels

Soient Ay, - - -, As des espaces vectoriels complexes et ¢ : Ao®---RA; —
A} une application linéaire surjective. On considere le faisceau Sy sur
P™2 x ... x P défini par

t
0 Sy A1 @ Opna x...xprs 2, Opra .oxprs (1,--+, 1)

Remarque 4.1. Det(¢) # 0 si et seulement si ’homomorphisme de fibrés
vectoriels
t
A1 ® Opna x...xprs —¢> Opnax...xpns (1,++ , 1)

est surjectif, i.e Sy est un fibré vectoriel ([5], thm3.1 chap 14, ou [1] pre-
miere page). Ce dernier donne alors par projection des fibrés de Steiner
“associés” sur les produits (et donc sur les Segre) P™2 x - - - x P x - -« x Prs
(voir [4], prop. 3.20).

Corollaire 4.2. Un fibré de Steiner de rang ng + --- + ng (avec s >
3) sur le Segre P x --- x P" qui est SLy(C) invariant est un fibré de
Schwarzenberger.

Démonstration. Soient Aq,--- , As des espaces vectoriels complexes de di-
mensions respectives ny +1 > --- > ngs+1let ¢ € 4, ® ---® As avec
ny =ng + -+ + ng. Soit S un fibré de Steiner de rang n3 + - - - + n, sur le
Segre P™ x ... x P". Il apparait dans une suite exacte

0— S — Al & O[Pn3><...><[P"s — A; ® OP"3><---><]Pms(1, te ,1) — 0.
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L’action de SL2(C) sur S induit une action sur la base P™3 x - - - x P"s et fait
de A; et Ay des SLo(C)-modules puisque A5 = H'S(—1) et A7 = H°(S*).
Lorsque S est SLy(C)-invariant 'application multilinéaire

A3 ®--- @ A, @ (H'S(-1))* — HY(S*)

est aussi SLy(C)-invariante. D’apres le théoreme cette application est la
multiplication
Sn2®...®5ns _’Sm

qui induit un fibré que 'on appelle fibré de Schwarzenberger comme dans

[4], [1] et bien sur [6]. O
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