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Processus de Markoff en cascade

par

Paul-Louis HENNEQUIN.

INTRODUCTION.

De nombreux travaux ont été, durant ces derniéres années, consacrés
4 I'étude de processus trés particuliers rencontrés, soit en biologie, soit
en physique nucléaire, soit dans la théorie des réactions chimiques ou des
communications. Nous nous contentons de renvoyer & quelques livres
oit de nombreux exemples sont développés [1], [2], [10]. Par ailleurs, une
étude théorique trés générale des processus dénombrables de Markoff
a été faite par plusieurs auteurs [4], [5], [6], [7], [12], [15], [16], [17], [18].
Nous nous proposons dans ce travail de définir une classe de processus
assez généraux pour recouvrir la plupart des cas rencontrés dans la
pratique, mais assez particuliers cependant pour justifier une étude
spéciale. Dans un grand nombre de problémes pratiques, on étudie une
population dont les individus peuvent, d’aprés leurs caractéres, étre
classés en n especes distinctes. S’il est possible d’inclure dans ces carac-
teres tout ce qui, dans le passé de la population peut influer sur son
avenir, I’évolution se fait suivant un processus de Markoff que nous
supposerons homogéne dans le temps.

Par ailleurs, cette évolution étant due a la disparition ou a I'apparition
d’individus des différentes espéces, on peut supposer qu’apparitions et
disparitions simultanées sont en nombre fini. Soit K, le module des suites
de n entiers i,, i, ..., i,; nous noterons une telle suite par une lettre
majuscule I. Un processus de Markoff homogéne dont I’espace des états
est K,, est définie par les probabilités de passage P{ (f) de passer de 1’état
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initial I & P’instant 7, a I’état final J 4 I'instant < - £. Elles satisfont les

relations suivantes :
Pi>o

S Pin<1 Vixo,
3

NP PR =PE(t+7); V4T,
J
. (1 si I=J,
]tlfclwpi(t)_S{:{o si [£1].

J. L. Doob [5] a montré que, sous ces hypothéses,

1— P!
e
K
lim Plt(‘) = Qf<w=K 1
existent et que
PRI ELR
3

Si Qq est fini, nous dirons, avec P. Lévy [14] que I est un etat stable,
¢'il est infini, que I est instantané.

Nous supposerons que tous les Q; sont finis, ce qui est une hypothése
peu restrictive ici.

Si Qi 7 o, nous poserons
Qf=Qnf  pour I#1J,
l]{ =o.

Si Q1= o, nous poserons

=1,
If=o0  pour IzJ.

La matrice des II est la matrice de la chaine de Markoff associée aux
changements d’états du processus. Elle permet d’étudier la suite de
ceux-ci sans préciser quand ils se produisent. Au contraire, les Q; sont
liés au temps passé dans I'état I, puisque celui-ci a pour fonctlon de

répartition
1— e %

Nous appelons « transition élémentaire » un couple (I, J) tel que II} > o.
Dans une population réelle, le nombre d’individus qui peuvent appa-
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raitre ou disparaitre dans une telle transition élémentaire est borné
indépendamment de I. De plus, on peut admettre que, bien que les II}
dépendent de I, 'ensemble des transitions élémentaires de premier terme I
est caractérisé par J— I, ce qui nous conduit a appeler processus en
cascade un processus dont les transitions élémentaires sont caractérisées
par J—1Ie€J ou J est un sous-ensemble fini de K, indépendant
de I.

Dans le chapitre I, nous avons précisé les définitions et notations
au paragraphe 1, puis donné des exemples au paragraphe 2. La plupart
de ceux-ci conduisent & étudier des chaines en cascade ol I'espace des
états est non pas K,, mais I’ensemble E” des points 4 coordonnées entiéres
positives de R~ Il est donc nécessaire de préciser la définition des tran-
sitions élémentaires sur les faces de E” qui jouent le role de frontiére,
suivant les cas absorbantes ou partiellement réfléchissantes. Les para-
graphes 3 4 6 sont consacrés a I’étude des vecteurs propres de I'opéra-
teur Il 1ié 4 la chaine. Il est possible de construire un tel vecteur propre
dés qu’on le connait sur un sous-ensemble de E" par des relations de
récurrence. Toutefois, la caractérisation des vecteurs positifs présente
des difficultés. Au paragraphe 7, nous énonc¢ons quelques critéres, qu’on
peut obtenir directement, pour qu'un sous-ensemble A de E~ soit de
séjour. Dans les paragraphes 8 et 9 nous étudions I’ensemble des trajec-
toires, c’est-a-dire des réalisations de probabilité strictement positive
du processus. I1 est possible de définir une application de cet ensemble
sur un sous-ensemble A de la demi-droite positive. L’intersection de
cet ensemble et d’un intervalle [r, r 4- 1] a une mesure égale 4 ou inférieure
4 1. Pour le préciser, on est conduit a étudier le probléme d’une barriére
absorbante pour un processus homogéne sur la droite que nous avons
résolu 4 I’aide des fonctions génératrices et d’'une méthode analogue 4 celle
des images en électrostatique.

Dans le chapitre I, nous nous sommes intéressé au cas ou la chaine
est homogeéne dans I'espace des états, c’est-a-dire ou II{*? = A; ne dépend
pas de I. Pour définir cette notion, il est nécessaire que I'espace des états
soit muni d’une structure de groupe. Nous nous limitons au cas ou le
groupe G est commutatif et nous caractérisons les chaines dénombrables
de ce type dans le paragraphe 2. L’état du processus a I'instant n est
alors somme de n variables indépendantes de méme loi, ce qui simplifie
beaucoup 1’étude.

Aprés avoir rappelé au paragraphe 3 la définition de la frontiére de
Feller, nous étudions au paragraphe 4 le cas olt 'on peut atteindre tous
les points de G a partir de I'un d’eux. Dans le cas ot G = K*, on peut
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établir un isomorphisme entre la partie discréte de la frontiere et la
surface de R* d’équation
YA e,

En particulier, la frontiére de Feller est réduite a4 un seul point si et
seulement si ’
ZJA ;=o.
J

Au paragraphe 5, nous étudions le cas ot & partir d’'un élément de G
on atteint les éléments d’un semi-groupe de G. Les résultats sont analogues
a ceux du paragraphe 4. Au paragraphe 6, nous étudions les ensembles
de séjour qui apparaissent comme voisinages du point particulier de la
frontiére qui correspond a la solution Z =1 de I'équation IIZ = Z.
L’étude des ensembles de séjour est faite successivement dans le cas out

EJAJ = o pour lequel nous avons généralisé des résultats obtenus
1 .
par Ito et Mc Kean dans le cas d’'une marche au hasard symétrique, et

dans le cas ou ZJA,, # o ol nous utilisons une généralisation de la loi

du logarithme itJéré a des variables vectorielles.

Le paragraphe 7 est relatif au calcul du temps d’atteinte et du temps
de séjour pour un sous-ensemble de G. Ceux-ci sont solutions d’équations
linéaires dont la structure est analogue a celle des équations aux diffé-
rences rencontrées dans la résolution approchée du probleme de Dirichlet.

Dans le chapitre III, nous avons cherché & étendre les résultats du
chapitre II a des chaines non homogénes sur un groupe G. Dans les

paragraphes 1 et 2, nous avons utilisé la remarque suivante : si I =2T/,

ou les T; commutent deux a deux et sont positifs, tout élément extrémal
du cone des Z > o tels que I Z = Z est vecteur propre commun des T;.
Siles T, sont plus simples que II, cela simplifiela recherche de ces éléments.
C’est d’ailleurs cette méme remarque qui est & la base de la méthode des
« directions alternées » pour la résolution approchée de problémes ellip-
tiques. On peut ainsi ramener I’étude d’une marche au hasard particuliere,
mais non homogéne dans le plan, a I'étude d’une marche au hasard sur ‘
la droite. C’est ’'objet des paragraphes 3 et 4.

Dans le paragraphe 5, nous avons établi que la condition

ZJ'H;"“/' =0; v,
7
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nécessaire et suffisante pour que la frontiére de Feller d’une chaine
homogéne soit réduite & un seul point était encore suffisante pour un
processus sur la droite. Le fait que I’espace des états soit totalement
ordonné joue un role dans cette démonstration qui ne se généralise pas
4 une dimension supérieure a 1.

Dans le paragraphe 6, nous avons cherché a définir des classes de

matrices de probabilité qui définissaient la méme frontiére de Feller.
La transformation définie par

Pf:Ean(I)H"i‘, ol 2(1,,(1):1, an(H>o0
n n

transforme une matrice de probabilité en une matrice de probabilité.
Cette transformation conserve la frontiére si les a, (I) sont indépendants
de I.

Dans le paragraphe 7, nous avons étudié en détail la transformation
d’un processus de naissance et de mort.

Nous donnons ci-dessous une bibliographie générale d’ouvrages en
relation avec notre travail. Les articles utilisés ont été indiqués a la fin
de chaque chapitre.

C’est pour moi un agréable devoir d’exprimer ma gratitude a M. R. Fortet
pour les observations, les conseils et les encouragements qu’il n’a cessé
de me prodiguer durant I’élaboration de ce travail.

J’ai aussi une grande reconnaissance & I'égard de M. L. Schwartz pour
m’avoir invité 4 collaborer 4 son enseignement de Méthodes mathématiques
de la Physique et pour avoir accepté de présider le Jury de cette thése.

Je remercie enfin M. J. Neveu qui m’a donné de nombreuses indications
dans la poursuite de ce travail et M. J.-L. Lions dont certains des travaux
font I'objet de ma seconde theése.
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‘ ‘ CHAPITRE 1.
PROCESSUS EN CASCADE SUR E,.

1. Notations et définitions. — a. L’espace des états. — L’état d’une
population comportant des individus de n espéces distinctes peut étre,
si I’on ne cherche pas & discerner deux individus de méme espéce, carac-
térisé par n nombres entiers positifs (> o) i), i, ..., i,. Nous supposons
le nombre n des espéces fixé une fois pour toutes, certains des i; pouvant
étre nuls.

Introduisons les deux ensembles suivants :

K, est le module des suites de n entiers i, i», ..., i, ou encore {iz};
nous appelons point I un élément de K, et coordonnées du point I les
nombres i;;

E, est le cone de K, formé des suites de n entiers positifs.

b. Transitions élémentaires pour un processus.sur K,. — Nous appelons
transition élémentaire une transition de I & J de probabilité 1Ij > o.

DEriNiTION 1. — Nous appelons processus en cascade sur K, un pro-
cessus de Markoff sur I’espace K, dont les transitions élémentaires sont
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caractérisées par J— I€ J, ol J est un sous-ensemble fini de K, indé-
pendant de 1.

De tels processus sont étudiés sous le nom de « marche au hasard »,
en particulier dans le cas ou II] ne dépend que de J—1 (processus
homogéne dans I’espace, cf. chap II).

¢. Transitions élémentaires pour un processus sur E,. — L’introduction
de K, simplifie la définition, mais nous nous proposons, dans ce chapitre,
d’étudier les processus sur E,. Il est clair qu’il faut alors préciser ce qui
se passe au voisinage des points I dont une ou plusieurs coordonnées
sont nulles. '

Nous définissons une partition de E, de la facon suivante : écrivons
les 2" premiers entiers k : o =~k = 27— 1 dans le systeme binaire et
appelons F! le sous-ensemble de E, défini par :

I, = o si le i“me chiffre de k est o;
I; > o sile i*me chiffre de k est 1
(I; désigne la i*m¢ coordonnée de I).

Par exemple :

Fi=1{o}, Fy~'={LL>o}.

Nous appelons fermeture F% de F% le sous-ensemble de E, défini par
I; = o si le i*m chiffre de k est o.

Nous noterons F)t, Ff les plus petits sous-modules de K, contenant
respectivement F% et F%.

DErFINITION 2. — Nous appelons processus en cascade sur E, un
processus homogéne de Markoff dont les transitions élémentaires (I, J)
sont caractérisées par

JeE,
ITeFt = ’
" I —leyy,

ot J; est un sous-ensemble fini de K, dépendant seulement de k.
On pourra pratiquement se limiter aux deux cas suivants :
a. J; = Jym_, et nous dirons que F% est partiellement réfléchissant;

b. Ji = Jm_nF,} et nous dirons que F% est absorbant. Une fois F£
atteint, I’évolution s’y poursuit suivant un processus en cascade de
dimension strictement inférieure a n.
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2. Exemples. — a. n=1, J,={—1, 4+ 1}. De tels processus
sont appelés « de naissance et de mort ». On peut en considérer deux types
suivant que J, = {o} ou J,={1}.

b. Sin > 1, on a une grande diversité de situations. Nous supposerons
que J; a un élément dont la somme des coordonnées est strictement
positive, c’est-a-dire que la population totale peut augmenter au cours
d’une transition élémentaire. En effet, s’il n’en est pas ainsi, une fois la
population initiale donnée, I’évolution se fait suivant un processus dont
Iespace des états est fini et la plupart des problémes posés par ces proces-
sus sont résolus (cf., par exemple, [11] de I'Introduction).

Les cascades électrophotoniques peuvent, quand on néglige les varia-
tions d’énergie des particules, étre ainsi schématisées : un électron peut
émettre un photon et subsister, ou bien étre absorbé par le milieu; un
photon peut se transformer en deux électrons.

J; est donc composé de trois points de E,. Aucun des demi-axes F}, F;
n’est absorbant, mais 'origine ’est.

ﬂ\ Photons
10
+2
—& S
-1 0 Electrons
1k o
Fig. 1.

¢. Dans cet exemple, les espaces sont les stades, supposés en nombre
fini de la vie d’un individu (ceufs, larves, adultes).

Un ceuf peut disparaitre ou éclore en donnant une larve. Une larve
peut disparaitre ou se transformer en adulte. Un adulte peut disparaitre
ou pondre des ceufs.

Si p est le nombre maximal d’ceufs pondus par un adulte, &, se
compose de p + 5 points. F} = o seule est absorbante.

d. Dans un méme milieu vivent n espéces en compétition. Un individu
de chaque espéce peut disparaitre ou engendrer p individus; k< n
individus d’espéces différentes peuvent disparaitre simultanément.
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Quand une des espéces a été éliminée par les autres, celles-ci pour-
suivent leur évolution suivant un processus analogue de dimension n — 1.

Chaque F% est absorbante.

A Adultes

7

Larves

Ceufs

Fig. 2.

Fig. 3.

e. On peut combiner les exemples ¢ et d.

3. Les opérateurs Il et II'. — Aux II], nous associons deux opérateurs
sur I'espace S des suites x de réels dont nous numérotons les éléments
par un indice I€ E,, le premier opérateur II est défini par

_
(IIz), =2‘H'II‘”J H
3

la somme figurant au second membre est finie. De plus, IT est un opéra-
teur positif, borné sur le sous-espace L., des suites bornées, et de norme
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inférieure ou égale & 1, et sur le sous-espace L, des suites sommables
ou sa norme est =~ p (p est le nombre de points de J,._,).

Le second opérateur II' (adjoint de II) est défini par

(M*z )t =2 7
3

I'ensemble J; qui joue le role de J; pour II* est le symétrique de J; par
rapport a o.

II* est positif, borné, sur L., et sur L, de norme respectivement infé-
rieure 4 p et 1.

4. Etude des vecteurs propres de Il et II' — a. Vecteurs propres
de II. — Les vecteurs propres de II sont déterminés par I’équation

Nz = ).

ProrosiTioN 4.1. — Pour 2 > o, Uéquation llz = Az est équivalenie a

z =Tz,

ol x, désigne la resiriction de x a un sous-ensemble J, de E, dépendant
uniquement des J; et Ty, un opérateur dépendant de 2. On notera &, l’'espace
des x,.

Munissons K, d’un ordre total strict noté < tel que o soit le plus petit
élément de E,. On peut prendre, par exemple, I < J si et seulement
il existe p (1 < p < n) tel que

ili:jh pour k< p et ili<é‘]i‘
k P P

k

Bien entendu, une permutation des axes fournit un autre ordre et ily a
donc n! ordres possibles analogues & celui-1a.
Soit U le plus grand élément de J,._, ; d’aprés nos hypothéses, U > o.
Supposons d’abord qu’il n’y a pas d’ensembles absorbants, c¢’est-a-dire
que Jp = Ju_, et que UeE, [c'est-a-dire que I€E,= (I + U)eE,].
L’équation Iz = 2 = est équivalente au systéme d’équations

(Ep) : )\xl=2ﬂi’x,
i

qu'on peut supposer ordonnées par valeurs croissantes de I. La variable
Zi,v apparait pour la premiére fois au second membre de 1'équation (E,),
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qui la détermine si 'on connait les xy pour J < I + U. On peut donc
choisir arbitrairement les x, pour JEE,n [}(E,l + U) = J, et en déduire
les x; pour JeE, + U.

Si U¢E,, I'ensemble E,n (E, + U) a pour plus petit élément U’ défini
par U; = sup (o, U,). Posons

n n
—

U= E U, u'= Z U;.
1 1

Soit A le sous-ensemble de E, défini par

n

ku <ZI,~< (k+Du (ko).
1
Posons

k
Bk:.UA,,, Cr= Axn (E,+ U).
p=0

Le systéme des équations (E,) pour J€B; contient les x; pour lesquels
I'e Bty Cgay U Djgy,

ot D; est un sous-ensemble de A; disjoint de Cy.
A; contient
(k4 1u—1
ap= 2 Chir_q ¢€léments,
r=ku
C; en contient
(h+Nu—1—uw

—~
Clp = CI' S
k Z n+r—1

r=ku—u’

Le nombre d’éléments d; de D; est une fonction croissante de k telle
que ¢ + dy = ay.
Supposons déterminés les x; pour

IeBi—yuCruDy,

et satisfaisant aux équations (E,) pour J € B;_,. Ecrivons les équations (E,)
pour J € A;, soit a; équations contenant comme variables nouvelles les x;
pour

IEAkn[}(DkUCA-)UCk+1UD/H.1= Fs,
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soit ay — dy — ¢ + Ce1 + dis variables nouvelles. On peut done choisir
arbitrairement c¢.; — ¢ + dr1 — d variables, ce qui détermine §,NnFy,
donc ¥, puisque UF. =UA; =E,.

Examinons maintenant le cas des ensembles absorbants. Si le point o
est absorbant, I'’équation E, se réduit & x, = x,, on peut donc choisir
arbitrairement x,. On détermine alors z; pour tous les F* absorbants
de dimension 1 en déterminant I'ensemble i comme si o n’était pas
absorbant, et, s’il I'est, en lui rajoutant le plus grand élément de J,
U#, puisque E¢+ ne détermine plus xys

De proche en proche, on détermine J% pour des F! de dimension
croissante en prenant I'union de l’ensemble correspondant au cas ou

F’ n’a pas de sous-ensemble absorbant et des ensembles F2 et U, pour
tous les ensembles absorbants F7 de F£.

b. Vecteurs propres de II'. — Ils se construisent de fagon tout a fait
analogue en remplacant J par son symétrique J* par rapport a o.
Deux cas sont possibles : ou bien il existe un ordre sur E, tel que le plus

n

grand élément U* de J* satisfasse ZU,> o, alors on détermine un

i=1
n

ensemble J; analogue a J, ou bien EUié o et alors le systéme
i=1
homogéne des équations E; écrites pour Zliék comporte autant
i=1J
d’équations que d’inconnues. Dans ce cas, le spectre de II* est
dénombrable.

5. Propriétés des opérateurs II et T,. — a. Soit

L]

pour tout I fixé, seul un nombre fini de T} sont différents de zéro :
tous les T;{ sont nuls pour

2J,>Z(li+ 15).
i=1 i=1

b, Toi = 8 si Ie o
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c. x =T, =z =iz, donc (I —2) T, est nul sur I'espace &,
des x; pour I ¥, et
2 HET: + 1 — 2Ty =0; Ve
K&do
d. Ix =3x=x = Thx, et, par conséquent,

e =)z )
= X =0,
o= 0 5

autrement dit, 'opérateur B; de & dans & défini par
pp_ | TE=20K K,
—%3F, ‘Ke%
a un noyau réduit a zéro.
e. L’opérateur II est positif; il en résulte que

nE si KeJo )

BE -+ % 8 =
Fondl { o siKe |

est > o.

D’autre part, en vertu de ¢, pour J € J,,

n=— 2 NETyh + 2Ty = —2 BET,f =< o,
K&y, K
donc
B, T, <o.
By posséde donc les quatre propriétés suivantes qui définissent un
ensemble convexe :

B, Th < o;
B, +2I>0;
La restriction de By a &, est — 4 I;
KerB) = o.
6. Détermination de I a partir des T;,. — Nous allons montrer

qu'on peut déterminer IT & partir. de T, et de ses dérivées par rapport
a 1 dans le cas ou U€E,.

ProposiTiON 6.1. — Si Ue E,, quels que soient 1 et J fixés, T.} est un
polynome en % . Si, en outre, KeJ, K < U, U;# o, entraine K,= o.
Si lon appelle k Uentier tel que J =1—kUe J,, alors le degré de T}
est k et son terme de plus haut degré est

X
[FREN TS LIS T
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el si K#I—£kTU,
@ (Thf) <A
Remarquons tout d’abord que
I —4U Evgo = inf ([z— /\U,) =0,
U; 20

il résulte de U € E, que, quel que soit I€ E, il existe k tel que I —k U & ..
Par construction, T] est un polynome dont le degré est au plus égal
au nombre d’équations qu’il a fallu écrire pour le déterminer. Si la
seconde hypothése est satisfaite, soit AeI—U+J, A<I: on a

A=1—-U~+K, avec KeJd, K<U,
donc
inf [A;— (k—1)U;] = inf (I,— AU;+ K;) <o
U; 20 U;-0
et
A—KUedy = K=zk—1.

Démontrons la conclusion par récurrence sur I : elle est vraie si I€J,,
k = o puisqu’alors T)] = o}.

Si k> o, I'équation E;_y s’écrit

Ty = 2Ty —2 1k, Tok.
K<I
Puisque K < I,
A (Tyk) = K = k —A1,
T—kU %] = T <k—1 = dT{<k,
[—kU=] = dTiy=k—1 = &Tj=k
et le terme de plus haut degré est
Wk
TEE N TT

ProposITION 6.2. — La condition nécessaire et suffisante pour que

(II — AD)* x = o est qu'il existe 2°, o', ..., T €, lels que
z =T Van—t 4 4Ty 20

oit T désigne la dérivée n'™ de Ty, par rapport a 2.

a. La condition est suffisante : en effet, de

(H-—)xI)T‘,\= o,
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on déduit par dérivation
(M= 32T, — Ty =o,
puis
(=2 Ty — n T V= o.
Donc
(E— 2D+ T =n! (1 — )T =o.

b. La condition est nécessaire : en effet, par récurrence sur n,

(M—2Drez=o0, (I—il)~1(I—rl)z=o,
(H—)xl).‘t=T()\"_2)x’/z-2+”“_'_ Ty 20

= (I— 1) [Tgn—l) x'n—2 4T x'“]
= . W —g -+ h )
— - £ 2 L 20 o T 220
=Ty —— 4.+ T 20 T, 20,
\ n _,1 S
ProposiTioN 6.3. — Les TS5 sont linéairement indépendants pour

1 = k < n quel que soit n.

On le démontre par récurrence sur n :

n—1

s () (i)
Si T =2ai by
- i=0
n—1

AT = (= 2D T = (11— 21) T}

=0
n—1

N .-
= 2 ia; TV,

i=0

ProrosiTioN 6.4. — Si Ue€E,, quels que soienf re &, 1.> o, et le
sous-ensemble fini J de E,, il existe ye T et k tels que y; = z; pour 1€ J
et (I —2I)'y = o.

En effet, I'équation (I — 7 I)f y = o est du méme type que 1’équation
(I —21)y = o, 'ensemble J* étant constitué de tous les éléments de K,
somme de k éléments de J, son plus grand €élément est donc k U et 'on
peut choisir arbitrairement y; pour

leJt= E,mG(E,,-f» kU).

11 existe donc k tel que 35>9.
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Ces propositions peuvent étre fausses si un des U; est << o. En effet,
ce n’est plus nécessairement I'équation (E;) qui détermine xz;,., et elle
peut, au contraire, déterminer x; en fonction de x.¢. Il en résulte que
T)J est une fraction rationnelle en 2.

L’exemple ci-dessous montre que la proposition 6.4 n’est plus valable
(pour un opérateur II non > o).

3¢

Y

IFig. 4.

n = 2:J se compose des deux points (— 1, 2) et (2, — 1). Nous notons
par les indices 1, 2, 3, 4 les quatre points 1(o, 3), 2 (2,-2), 3 (3, o), 4 (1, 1)

(Ey) hay= a}xs,

(E3) rxy= a}x,,

(EL) ey =a}xs+alzy.
D’ou

zy= (ajad +ata?)z
et si ‘
atal+alal=o, z,=o0 quel que svit % o,

il en résulte
(I—XI)z=0 = =0 quel que soit A% o,

d’oll, par dérivation,
k
(I—1Drkz=0 = z= )Y aquxlkl = x,=o.
0

THEOREME 6.1. — Si UeE,, quel que soit 1> o et fini, 1L est entiére-
ment défini par les TS".
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En effet, d’apres les propositions 6.2 et 6.4, quel que soit reT et
quel que soit ’ensemble fini J, il existe n et z, ..., 2" '€ X, tels que

zl'=(Ti,f"’)x’l*1+...+T‘,\xo)l pour IejJ;
si “}DK + J,

() =2 (T Vn—t 4o 4 That )i — [(n—D)TY H pn—t 4+ Ty 2t ]

7. Etude des ensembles de séjour. — Nous adopterons la termi-
nologie de Feller et nous appellerons avec lui « ensembles de séjour »
les sous-ensembles A de E, tels qu’il existe I€ A et v > o satisfaisant
P8 > n pour tout k; ol TI, est la restriction de IT a A, II{ sa puis-
sance kitme et II} =2Hf.

JeA

ProrosITION 7. 1. — La condilion nécessaire et suffisante pour que A fini
soit un ensemble de séjour est qu’il contienne un point o absorbant, c’est-a-dire
tel que IIj = 1.

La condition est manifestement suffisante (prendre I = o); pour
montrer qu’elle est nécessaire, il suffit de montrer que s’il n’y a pas de
point absorbant IIf 1 — o quand k —>. Soit pour I€A,

of = lim UK}
k> » :

(cette suite décroissante positive converge et sa limite est positive),

(1—n)sh =2 1 o,

I£I
Jea

S’il n’y a pas de point absorbant, I} = o. II reste

0"[\ =2 Ilfcf.
I£1
JEA

Soit n = sup o}. De Sﬂ}é 1, il résulte que
1
J

o =17 = o} =1 pour tout J tel que 1 # o.

Quel que soit I appartenant a A, il existe I, = I, I,, I, ..., I, tels que
;> o et I,€A, d’ol, sin > o, o\ , < n contrairement & I’hypothése;
donc n = o.

INSTITUT HENRI POINCARE. — XVIII, IL 9
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PROPOSITION 7.2. — o} = 1 entfraine o} = 1 pour

Je(I+kI)nE, et (I+kI)nE,cA quel que soit k.
Il suffit d’écrire

.
si= ) s, et D=,
del+xnA ’ 3

I’égalité n’est possible que si
G‘I‘=‘1 et Je(I+J)nE,

ce qui entraine J€ A, d’olt la proposition en itérant.

CoroLLAIRE 1. — Si U (I +ko)> E, quel que soit I€E,, o} =1
k

eniraine A = E,.

CoROLLAIRE 2. — Si quel que soit 1 appartenant a A, i <1, onobtient
un nouvel ensemble de séjour en enlevant de A un ensemble fini quelconque B.

En effet, sup op =1—m < 1 et 'ensemble des I pour lesquels o >

est un ensemble de se]our contenu dans A — B (Feller). Comme tout
ensemble qui contient un ensemble de séjour est un ensemble de séjour,

on a le corollaire.

PROPOSITION 7.3. — Si A est un ensemble de séjour, il contient une suite I,

telle que »
I_[ (1—1f~*) converge.
k=0
De
st = 3o}
j€A
on déduit qu’il existe
Je(I+J)nA

tel que
of Za) (1—UF~H)
et, en itérant, I, = I, I,, ..., I, tels que

n—1

s Z of, I I(l—llE_‘ ,

k=0
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d’oir le résultat en choisissant I, tel que of, > o et en utilisant of, = 1.

ProrosiTiON 7.4. — Si L, ..., I, est telle que

P
I lIl}ﬁ%‘ converge,
k=0

tout ensemble contenant les 1 pour k> n est de séjour.

En effet,
[T TTH

_ o)

Wit > up ..oy

n—1)

d’ou
cﬁ ;]'[ H}i*" > o.
k=0
Et la proposition en découle en utilisant la proposition 7. 2.

8. Trajectoires et ensembles de séjour.

DEriNITION. — Nous appelons trajectoire associée a la chaine une de
ses réalisations, c’est-a-dire une suite d’états I (o), I (1), ..., I(r), ... tels
que

H}'{,'Z_U >o0 (c¢f [2]).

Si p =1, il n’y a qu’une trajectoire possible; si p > 1, numérotons de
0a p—1 les éléments de J.._y, soit I°, I', ..., I~ et par un indice v (I)
entier positif les éléments de E..

A toute trajectoire I (o), I(1), ..., I(r), ... nous pouvons associer la
suite k; définie par

i=I()—I(i—1) (oL hki=p—1)
et le réel positif

(8.1) .L“:v([(o))—i—z-%,

ol la suite des p; sera précisée plus loin.

Cherchons I'image A de cette application dans R+ : les k; doivent
satisfaire

(8:2) I(o0) +2 1*ieE, quel que soit r > o.
1
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Etude de l'ensemble A. — Deux cas sont possibles :

a. Tous les éléments de ¥:»_,, donc de J; appartiennent a E,. Si aucun
des F; n’est absorbant (8.2) est satisfaite pour toute suite d’entiers
k; = p — 1. Si un F; est absorbant, ou bien I (0)¢ F; et F; n’est jamais
atteinte, ou bien I (o)€F; et I'on est ramené a étudier les trajectoires
dans Fy. _

Sil’on veut qu’a un x compris entre v (I(o)) et v (I(0)) + 1 I'équation (8.1)
associe au plus une trajectoire issue de I,, on doit satisfaire

—_ 1 .
(8.3) Yrolo o wise (=0

i
Cette condition est satisfaite si l'on choisit la_ suite £7 strictement

décroissante, car

p—l Z(p—i)p“ 1.

Pi

i+1

De plus, les ensembles

l—l

Cr={z:x=v(I(0)) + -—+ o= h<1
- (1(0)) 2, _1’
forment une suite décroissante, car
Sk Nk (k)
“1 i A 71 nl' IJ' .l'+ A U
— + — = — + — avec = 7 —
" Pi Pr 1 Pi PI'—]’ XJ’] Pr Pr=sy

d’olt

0<P.<[)Pl 1

<,

C,+1 est la réunion de p" ensembles disjoints de mesure % et la limite
des C,, An[v(I(0)), v(I(0)) 4+ 1[ a pour mesure lim —j;—l qui peut étre

nulle (p; = p'i, p’' > p) ou strictement positive (p; =a:p’, ay =1,
a; strictement croissante bornée) et arbitrairement voisine de 1. Cepen-
dant, A ne contient aucun intervalle.

b. Il existe un élément de J.._, qui n’appartient pas a E,. Dans ce
cas, on peut le numéroter I7—' et prendre p, = p/, car a un x ayant deux
développements correspond au plus une trajectoire dans E,.
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Quel que soit I (o), il existe k tel que I (o) + k I~' ¢ E,, donc quel que
soit I (o), ki, ks, ..., k., il existe

x:v([(o))-ﬁ-zg
1

tel que I’équation (8.2) ne soit pas satisfaite; A ne contient aucun
intervalle.

Supposons qu’aucun des F; ne soit absorbant. (Si F, est absorbant
on étudie séparément et par une méthode analogue les trajectoires qui y
aboutissent.) Considérons la suite d’ensembles

J = Jgn_“

Ar=(1(0) +I)nE,, B1=(I(0)+J)nGEn,

Ar=(Ar+I)nE,, B,= (A,._,—»—J)AGE,,.

L’ensemble An[v (I(0)), v (I(c)) + 1] a pour mesure

o

1 —2 i) (Pff’) )

1

ou n (B,) désigne le nombre de trajectoires de longueur r qui aboutissent
dans B,.
De

n(A)+n(B)=n(Ar—+JI)=pn(A,—y),

on déduit

> Br) 1 tim (A0,
" P re P

L'étude de lim 237

pour une chaine homogéne dans I'espace a I'aide des deux propositions
suivantes :

se raméne a ’étude d’une barriére absorbante

. n(A,
ProposITION 8.1. — lim —@

de 1 (o).
En effet,

est nulle ou positive indépendamment

J(o)—I(0)eE, = n3(A;)>n,(A;) quel que soit r,
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donc

. A . ni(A
lim il—J—‘L(—':——'—) > lim -'“—(P—r);

re P re

d’autre part,

mA) ) (i)

r I'—-I/ l/
P o P

et en faisant tendre r -0, ¢ restant fixé,

ni, (A, i (A
L.l)_yo entraine .’..l_(__.’.‘__—l?

’ r—q >0
P : p

pour tout I tel que
n,({1}) > o,

donc en vertu de ce qui précéde pour tout I€E,, si InE, n’est pas vide.

On est donc ramené & étudier une chaine dont les probabilités de passage
IIf sont données par

1

mM={p

o dans les autres cas,

siJ—Ied et JeE,,

une telle chaine est donc-homogéne dans I'espace. De plus, si toutes les
coordonnées de I sont assez grandes, J — I€J=J€E, et la i®*»¢ coor-
donnée I; de I évolue ainsi suivant une chaine homogéne dans I’espace,
ce qui démontre la proposition 8.2 :
. n(A)) . ’s .
ProposiTioN 8.2. — lim ——= > o si ef seulement s’il existe une
re ”
probabilité strictement positive de survie pour les n chaines attachées aux
projections de 1.

Nous sommes donc amenés A étudier une chaine homogéne de dimen-
sion 1 et, d’aprés la proposition 1, on peut prendre o comme état initial.
Une telle chaine est définie par la donnée des deux polynomes

D, (u) =211,<ui et by(u) = 2 Mju/,

jmo o je—1
avec

b

VII/=1 et II; >0 pourunjso
i : '

(sinon la chaine est triviale).



PROCESSUS DE MARKOFF EN CASCADE. 131
Les probabilités de passage II/ sont données par (i > o) :

(M,_; sij>o,

mn/ = i
‘ | o dans le cas contraire.

Utilisant une idée analogue a celle des images en electrostatique,
(c/. [5]), nous considérons sumiltanément le processus adjoint dont les
probabilités de passage IT*/ sont données par (i = o) :

i W sty <o,
| o dansle cas contraire.

Si I’état initial est o, les fonctions génératrices de 1’état a I'instant n des
deux processus sont définies respectivement par les relations de récurrence

Q)= [P(w) + Yy ()] Ppey (u) |,
Yu (1) = [(Pr(u) + 41 (1) bnsr ()],

ou nous notons [ ]+, [ ]~ les opérations

n -+ n
2 a;xrt = E a;xt,
[l

—k

n — -1
[Zairi] =2(tl~xi
- -

qui associent a un polynome généralisé, la somme des monomes de degré

positif (respectivement strictement négatif).
ProposrTiON 8.3 :
(FGo)r=(F+G7)r,  (FGH)—= (F-G+)-
quels que soient les polynomes généralisés F et G.

En effet,
(FG—)m= (F+G=)* + (F=G-)+= (F+G)~,
(FG)== (F~G+)=+ (F+G)== (F-G*),
car
(F-G-)+= (F+G+)—=o.

ProposiTiON 8.4 :

n—1

(@) () + by (1)) =D, () + by (1) +Z‘D,~(u) Ynei (1)

i=1

Montrons cette proposition par récurrence sur n :
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Soit
F(u)= 0 (u) + (1), D=1, by=1

n
Fr= E (I)i'!Jn—iy
0
n

Froet = 3 [F @, 1= [F b, ]+

0

et

n

= (Fg)=+ X (F )= F (Riy b )+ (F B+

1
et, d’aprés la proposition 8.3, et la définition de ®; et de ;
(FO;Ypi)—= ((FUn—i)~ D)= (Vi1 P:)—,
(FO b))t = (FPiy) " dpipr) = (Pibysr)H,
d’ou

n

Fr+1 = '-‘{n—H +Z q’iq‘n—-i-H + D,y
1

ProrosiTioN 8.5. — Les Irois seuls cas possibles sont :

a. ®,(1)>L>o, 2%(1)=1:L—L;

b Uu(l) >L>o, N, 1) =75

c. ®,(1) et ¢,(1) tendent vers zéro, mais 2@,1 1) et Eupn @)
divergent.

En effet, de
P, (u) LF (w) Ppey(u),
V() Z F () Yo (u)
et
F(1)=1;

il résulte que { $, (1) } et { @, (1) } sont deux suites décroissantes positives.
Soient L et M leurs limites > o; on a, d’aprés la proposition 8.4,

I>~L+M-+ (n—1)LM, donc LM =o.

Soit M=o et L £ o

n—1

’1;L+LZ¢,~(1),
1
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donc 23‘4; (1) existe et
1

®

1—L
) ==

1
de méme, si L =0, M # o.

SiL=M=o0 et si E‘I’z (1) ou Zq;,» (1) convergeaient, alors

n—1

B (1) + bu (1) + D @il i (1) >0,
1

ce qui est en contradiction avec la proposition 8.2.

TuEoOREME 8. 1. — On est dans le cas a si
F()=E(j—0)>o0,
dans le cas b si
F'(1) <o,
et dans le cas c si

F'(1) = o.

En effet, si F'(1)> o, il existe u<<1 tel que F(u) <1, donc
Y, (u) < (F (u))" est le terme général d’une série convergente et a fortiori

V(1) < ba(w).
Si F' (1) < o, il existe u> 1 tel que F (1) < 1 et
D, (1) <P, (20) ZF(u)n

est le terme général d’une série convergente.

Si F' (1) = o, nous avons supposé qu’il existe toujours II; > o, avec
j # o, donc F” (u) > o et F passe par un minimum strict A pour u = 1.

Posons
b, (u)

Ty o= Y (1)

Gnl) = F (o

On déduit de la proposition 8.4
n—1

G (u) + H,(u) +Z H, () G (1) =1.
1
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Par ailleurs,
[ @y () F(u)]+ P D, (u)F(u)

G () = (F(u))» = (F(u))n = Gn—1(u)
quel que soit u > o.
De méme, .
H, (v) = H,— (w).
Pouru < 1,

D, (1) |

—

Gl < Ty = T

est le terme général d’une série convergente et H, (u) tend vers une limite

L (@) > o; pour u>1, Z H, (u) converge et G, (u) tend vers I (1) > o

CoL @) nF () Pa(w)
G”(u)—(F(u))“ F () o ;o‘ pour u 1.

Or
P, (u) = (F@)—) — ((FPy—y)~)

et si
k
(F®,—, )-:2 a;ut,
& 1
, . k
— ((F‘I),,__,)—)’=2m,~u,—l+l 2 5 (Fd),
1

ol k est le degré de y,. D’ou
W, (1) 2 F/ () By (1) F () By (1) & (B — )
et ‘
Gl (1) = Gy (1) + (p + % ) (Gumi— )

et pour u-1,
F'(l() é 0, Gn——1 - Glt > o,
d’ou
G (1) = G (1) + & (G4 () — G ()
k
< Gll (u)l+ l_é G, (l(,).

Le second membre est borné sur un intervalle [u,, 1] et

G, (1) £ G, (uo) + K(1— uy)
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peut étre rendu arbitrairement petit; donc
G,(1)=0,(1) >0

quand n augmente indéfiniment.

On obtient le méme résultat pour H,. Toutefois, le calcul est 1égérement
différent, car (F {¢,—,)* contient un terme de degré o et 'on utilise la
majoration '

(u(Flp)™) £k (Fd—)+.

Le théoréme résulte alors de la proposition 8.5.

9. Ensembles de séjour et mesure définie sur R+ par la chaine. —
Considérons la mesure définie sur R+ par

(91) P:‘I(Io)é}'<‘l(lo)+1;=H(lo),
probabilité que I’état initial soit I,, que nous supposerons positive (> o)

quel que soit I, e E,,

(9.2) P-§~;(Io)+ ;,‘ —y < (T + %ﬂ%:n(l@n{;,
S 1 1

ou
[l— lo= [k,’

. . ki - lx‘i 1 N
(9.3) P ~;(I',)+2Eé~1'<n(lo)+2ﬁ+E}:n(lo)n};....n}g;;l.
1 1

Les I (I,) et I} sont entiérement déterminés par (9.1) et (9.2) si
") > o, VI, et (9.3) peut s’interpréter comme une condition de
compatibilité pour P. '

La mesure P a pour support la fermeture A de A, car quel que soit
z€A et ¢ > o, il existe un intervalle de longueur ¢ contenant x et de
mesure strictement positive.

Associons 4 un sous-ensemble S de E, le sous-ensemble X,. de R+
composé des trajectoires dont les r premiers éléments appartiennent a S

et soit X =n 2., et inversement associons a Xc A l’ensemble S de
tous les I€E, qui figurent dans les trajectoires de 2.

ProposiTION 9.1. — S est de séjour si et seulement si P (2) > o.
En effet,

P(3,) =2n(l)ug§

les



136 P.-L. HENNEQUIN.

si S est de séjour, il existe I€ S tel que

N> 71 >0 quel que soit r,
donc
P(Z,)>M(I)n quel que soit r;

or les %, forment une suite décroissante, donc
P(Z)>o.

Réciproquement, soit K un sous-ensemble fini de E, tel que

S < M2

I€¢K
on en déduit
. P(z
(9.4) > Il’sﬁll(l)>-—%—-),
Iekns -
donc il existe Ie KNS tel que
.o P(z
gy > P—(?—) quel que soit r,

sinon, quel que soit Ie KNS, il existerait r (I) tel que

P(T)

2

s )

donc tel que

P(%)
2

s = pour rx r(I)

et comme KNS est fini, pour r> sup r(I), on aurait
1€KCS

P(%)
2

'S
g =

qui contredit (9.4). S est donc de séjour.
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CHAPITRE II.

CHAINES DE MARKOFF EN CASCADE HOMOGENES
SUR UN GROUPE COMMUTATIF.

1. Définition. — Nous dirons qu’une chaine de Markoff est en cascade
et homogéne sur un semi-groupe F si I’espace des états est muni d’une
structure de semi-groupe commutatif dont I'opération sera notée additi-
vement et si la probabilité de passage IIj+¥ de I'état I a I’état I + K est :

a. indépendante de I : Ilj+¥ = Ag quel que soit KeF;

b. nulle, sauf pour un nombre fini k si Ay =o, k+ 1 si A, £ o, de
valeurs de K.

G étant le plus petit groupe contenant F, il est toujours possible d’asso-
cier 4 une chaine en cascade homogéne définie sur F la chaine en cascade
homogéne définie sur G par

“{+ﬁ= Ay quel que soit TeG.

2. Caractérisation et construction. — Considérons une chaine
de Markoff dont les états sont repérés par un entier positif. Elle pourra
étre considérée comme chaine en cascade homogéne sur un semi-groupe F
s’il est possible de définir un semi-groupe F et une bijection ® de I'en-
semble des entiers positifs E sur F tel que les conditions de la définition 1
soient satisfaites.

On en déduit les conditions nécessaires suivantes :
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Condition 1. — Quel que soit i €E, II/ = o, sauf pour un nombre
fini k (resp. k + 1) de valeurs de j

[resp. jo= fo (i) = ], Ji=L00)y oo Jr=Jr(D)

distincts tels que II#¥ = p, indépendant de i(p,- > o, Z Dr = 1>.

Soit @ la bijection de E sur F, a et la condition 1 impliquent :

(2.1) D(fr(i)) — () =D (fr(j))—P(j); Vi jeEetr
ou
(2.2) ([ (D) — R(fr(/)) =D () — (),

donc f,(i) = f.(j) entraine i = j ou encore :

Condition 2. — Les f. sont injectifs.

D’autre part, en faisant i = f, (j) dans (2.1),
(2:3) S (frofe())) =P(fe(s)) + (S (/) — (),
donc, puisque F est commutatif : '

Condition 3 :
(2.4) Soofa=J[;0fp quels que soient p et q.

S'il existe ieE et n, n., ..., 43 n,, n,, ..., N entiers > o tels que
(2.5) o fior o flE(E) = fih o fi oui o flk(D),
on a, en vertu de (2.3) et (2.1),
D(firo. .o fik (D)) — P (i)
f

.

=N (Rf5(0) = () = Xy, (B (S5 (0)) = B (i)
: ;

=N (B(0) — (D)) = D (RS () — (@)

quel que soit i’ € E. Par conséquent :

Condition 4. — S'il existe i€ E tel que
T FR@) = SR,

cette relation est vraie quel que soit i € E.
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Nous dirons qu'un élément i€ E est lié a j s’il existe ny, n,, ..., m;
n, n,, ..., n.>o tels que

(2.6) PSSO =L SR,
Posons

(I)(f/)(o))=lpy ‘l’(o):lo,

On déduit de (2.6) appliquée dans le cas particulier j = o,
k

(2.7) ‘I’(z’):IU+2(n’/,—n,,)(I,,-——IO)‘
1

Soit E, le sous-ensemble de E formé par les éléments liés a o, et soit
G, = ® (E,) son image dans G. G, est contenu dans le sous-groupe G,
de G engendré par les I, — I,.

La structure de G, est déterminée par les relations (2.5) (cf. [9]).
En effet, ensemble des 2 = (%, %, ..., A) tels que

k

(2.%) Ek,,(l,,——l@:o

p=1

forme un sous-module du module des suites de k entiers. Ce sous-module
admet une base formée de m éléments

o= (6}, 5, ..., o%) zr=zmck)
telle que le systéme
k

(2.9) Zs;;u,,—ro)=u Nzr=m=k)

p=1

soit équivalent au systéme des équations (2.8). On peut alors déterminer
deux matrices inversibles & coefficients entiers p et v respectivement
(m, m) et (k, k), telles que pov soit une matrice diagonale

d, " O

d;
. dl

0

ou d; divise d; si i < jetoul<m.
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Soient v/ les éléments de v—! et

k
(2.10) 1;,_10=2v;;r(1,,—10);

qg=1
(2.9) est équivalent au systéme

(2.11) do(I.—1) =0 (I=zr Ll

Soit ¢ le nombre des i tels que d; =1

di=dy=...=d,=1,
I.=1, si rZt.

G, est engendré par les éléments (I. —1,) pour { +1=r=m et est
isomorphe au produit de I — ¢ groupes cycliques d’ordre d;.4, ..., d; et
de m — 1 groupes cycliques infinis.

Soit Ey, Ei, E,, ... la partition de E définie par la relation d’équi-
valence i~ j si i est lié 4 j. On peut plonger chaque E; dans un groupe G,
qui a la méme structure que G, en vertu de la condition 4.

On peut donc plonger E dans le produit de G, par un groupe cyclique
fini ou infini. En fait, quand on connait I’état initial, I'évolution de la
chaine se fait 4 I'intérieur du groupe G; qui le contient et I'on peut se
limiter & I’étude d’une chaine sur un tel groupe.

G désignera donc dans les paragraphes suivants la somme directe
de I groupes dont les r premiers sont isomorphes au groupe des entiers
et le (r + i)™ au groupe des entiers modulo d; ou d; divise d;.,. L’é1é-
ment neutre de G sera noté o.

3. La frontiére de Feller. — Nous allons rappeler bri¢vement la
construction de la frontiére introduite par Feller [5].

Une chaine sur un ensemble dénombrable E étant définie par sa matrice
des probabilités de passage II nous dirons qu’'un sous-ensemble A de E
est de séjour s’il existe une probabilité positive d’y rester indéfiniment.
Soit s, (I) cette probabilité quand I’état initial est I; A est équivalent
A E si sy (I) =1 quel que soit IeE.

Soit M I’ensemble des solutions positives, bornées ou non, de 1Z =Z.
M est muni de la relation d’ordre : Z < Z' si et seulement si Z; = Z;
quel que soit I€ E. Nous appellerons avec Neveu [11] bande positive
de M un sous-ensemble B de M tel que :

a. Z€B = tZeB quel que soit {> o;
b. Z€eB, Z'eM, Z' = 7= 7 €B;
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¢. tout sous-ensemble de B majoré dans M admet une borne supérieure
dans B.

Nous dirons qu’une telle bande B est maximale par rapport 4 ZeM
si Z n’appartient pas a B, mais appartient a toute bande B’ contenant stric-
tement B. Soit 63" I’ensemble de toutes les bandes maximales par rapport
aun ZeM quand Z parcourt M.

Etant donné ZeM, Z;> o, pour tout I€E, on peut lui associer une
nouvelle matrice de probabilité II' définie par

= %—;’;
un sous-ensemble A sera appelé support de Z si A est équivalent a E
pour la chaine définie par II'. Nous pouvons alors adjoindre aux éléments
de E les éléments de ®3* et munir ’ensemble E + &' ainsi obtenu
d’une topologie.

DEFINITION 3.1. — QCE + 3" est ouvert si 4 tout point v € 2nB*
on peut associer ZeM tel que :

a. o est une bande maximale par rapport a Z;

b. nE est un support de Z;

¢. 2nd* contient toute Be®' maximale par rapport a Y~ Z.

On montre que I'espace topologique ainsi défini est séparé.
Nous allons déterminer la frontiére de Feller pour un processus en
cascade homogene sur un groupe G. L’équation IIZ = Z prend la forme

2 Aglix=1; (IeG),
Key

ol J est un sous-ensemble fini de G. Soit nJ I’ensemble des éléments

n

de la forme ZIk, ou I;e€J, 09 = { o} et soit

1
F =On5. )
n=o

F est I'ensemble des états qu’on peut atteindre a partir de o. Nous sommes
amenés a distinguer deux cas : F = G et F == G.

4. Etudede M quand F = G. — Z, = o entraine Zy.x — o pour Ke.r,
donc pour K € G et tout élément de M est de la forme %Z, ol 2>o0 et Z

INSTITUT HENRI POINCARE. — XVIN, I 10
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appartient au sous-ensemble C, de M défini par Z, = 1. C, est compact
pour la topologie faible; en effet, si JenJ,

(4.1) 0L ZJéW

et C, est fermé puisque J est fini. C, est convexe; soit Z* un de ses élé-
ments extrémaux, c’est dire que

YA DWAESETY A

2

avec
Ao, o, h+p =1, Z1e Gy, L2 eC,

entraine

Soit pour J,€, X% I’élément de (R*)" défini par

(4.2) xp= A,
Z,o

X% appartient a GCo; en effet,

\ *
ZAKZI+K+J., N
N K T+ J,
(h.3) D AxXfg= 7 = zj =Xp
K
et
X{,":’I.

Par ailleurs,

z*=2 AZIXI,  ou AyZixo
ey
et

> Azi=1,

ey
donc puisque Z* est extrémal, X’ = Z* quel que soit J€J. D’ott
(4.4) 7;.,=1;1] pour JeJ, 1eG

et, par récurrence sur n pour JenJ, donc pour JeG, IeG. Soit C;
le sous-ensemble de C, défini par (4.4), c’est-a-dire que

(4.4 bis) Li.s=1271;, Zi>o,
(4.5) Zi=1,
(4.6) N AxZix=12]

KeJy
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ou, compte tenu de (4.3),

(4.7) D Axzi=1;
Key

C; est fermé.
Soit E;, E,, ..., E; la base de G. Posons

(4.8) LOg Zﬁk= 1273

alors, en appelant I* la k*"* composante de I,

[ =i”Ek
1

et, en posant
{
2["1(;-: I.U,
1

(4.4) et (4.5) sont équivalentes a

r
(h.9) z;=n(zgk)1k=el-v
1
et (4.6) est équivalente a
(%.10) D Agerv=1.
Kes

Remarquons que u; = o pour i > r; en effet, (4.4) et (4.5) impliquent
1=25="205., = (L))"
d’ou, puisque
75, ., >0, d;i>1, Zg, ., =1 et Upii= O.

ProrosiTioN 4.1. — (4.8) établit une correspondance biunivoque et
bicontinue entre C; et la variété V de R* définie par

(4.11) D AgeRu=1,
K€y
oit K désigne la projection de K sur R"

K= (K1, K2, ..., K").
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La continuité de 'application U — Z résulte de la continuité de I’expo-
nentielle. Celle de I'application Z — U de la continuité du logarithme,
car Z; est borné par (4.1), donc

* I
205= 7

=%

est borné inférieurement par un nombre strictement positif, donc les Z;
appartiennent a un intervalle compact de continuité du logarithme.

ProprosiTION 4.2. — Le sous-ensemble D de R défini par

(4.12) Z Ay eXU 21 est convexe.
Kes

En effet, soit o2 1; la convexité de la fonction exponentielle
implique
e7“’i+“_7‘)“’é)\e”'—!—(l—)\) e V uyu; réels.

Soit alors
Ui, .UgeD7 )\U1+(I—)\)U2ED

car

ul 4 - = T
2‘ Ag el\.(XU,—»—n—)\)U,)é )\2 Ag e"'U’+(I— )\)2 AKe]"[’*éi.
Kedg Kedsg KeJg

ProrosiTiON 4.3. — La condition nécessaire et suffisante pour que C;
soit réduit a un seul point est que

(4.13) EKAK=0.

En effet, soit

(4.14) @(U):EAKJN,
Keg
4.15) grad®(U) = by KAg ek U,
(
Kes

V contient le point U = o; si elle ne contient que ce point, grad ®(U) = o
et la condition est nécessaire.

Elle est suffisante, car

(4.16) Z%xix,: ¥ ¥ KA K= A <2Km>2 eK-U
ou; :

ij Kesy i) K€y
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est une forme quadratique positive non dégénérée, car J engendre G,
donc quand K parcourt J, I’ensemble des K engendre R et

Zﬁili:o quel que soit Ked = Xl;=o.
:

Il en résulte que grad ®(U) = o implique que U = o est un minimum
strict pour ®. Il existe donc ¢ > o tel que ®(U) > 1 pour |U| <&, U£o,
donc pour tout U ;# o, puisque D est convexe.

La condition (4.13) admet une interprétation trés simple; elle exprime
que la restriction de la chaine a K" est une martingale.

ProposiTION 4.4, — Si EKAK¢ o,

grad ® (U)
e U Temd@ ()]

établit une correspondance biunivoque et biconfinue entre V et la sphére S
de centre O de rayon 1 de R".

La démonstration de la proposition 4.3 montre que si V contient
plus d’un point, grad ® (U) 7 o en tout point de V, donc & UeV corres-
pond un point bien déterminé de S. Réciproquement, soit M un point
quelconque de S. Projetons orthogonalement D sur la droite OM. Puisque D
est convexe et compact (prop. 4.1 et 4.2), sa projection est un segment
fermé AB. Soit U, €V, U,e€V de projection A et B; en U, et U,, grad @
est parallele & OM. Sur le segment U,U,, ® <1, donc grad ® (U,) et
grad ® (U;) ont des directions opposées; soit U un point de V ou
grad ® (U) a la direction et le sens de OM. U est unique, car sinon en U
et U’, V aurait méme plan tangent, donc aussi tout le long de UU’ contrai-
rement au fait que (4.16) est non dégénérée. La bicontinuité résulte de
la continuité de grad ® (U) et de la compacité de V.

Revenons a I'ensemble M. R*¢ muni de la topologie faible est locale-
ment convexe séparé. Par ailleurs, C; contient les éléments extrémaux
de Co, C; est fermé et C, compact; on déduit donc du théoréme de Krein
et Milmam [2] la

ProrosiTioN 4.5. — Quel que soit Z € C,, il existe une mesure p. positive
de masse totale 1 sur C; telle que

(4.18) z=f Z*d .
. Cc}

Notons 1 I'élément de R® dont toutes les coordonnées sont égales a 1;
1 appartient a C;.
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ProrosiTiON 4.6. — 1 est le seul élément borné de C,.

En effet, pour que e'' <M quel que soit I1€G, il est nécessaire et
suffisant que U = o, 1 est donc le seul élément borné de C;. Soit Z un
élément borné de C,, on a .

7 = f Z* du,
[0t

donc tous les éléments du support de j» doivent étre bornés; le support
de p est réduit & {1} et Z = 1.
COROLLAIRE. — Les ensembles de séjour forment un filire sur G.

En effet, soit s, (I) la probabilité partant de I’état I d’atteindre A et
d’y rester indéfiniment. A est de séjour si sy(I)> o, s,€Cy et, par
conséquent, sy (I) =1 quel que soit I. Il résulte alors d’un théoréme
de Feller que si A et B sont de séjour ‘ ’

sxns=inf(ss, sp), donc synp(l) =1 quel que soit I

et AnB est de séjour. Par ailleurs,
A'DA = s (D) s (1),
donc A’ est de séjour si A est de séjour. De plus, E est de séjour, donc il

existe un ensemble de séjour.
Nous reviendrons a la détermination des ensembles de séjour au para-

graphe 6.
ProrposrtioN 4.7. — Si

Y2, YeM, Z7'eGi,

alors Y = k Z*.
Soit )
Y, = kf AUy (k>o0)
(4
et
Z; — BI‘U".
Par hypothese,
(%.19) MUV gy = :—{,

C

o*

soit

I, =2 KAy efls,
K
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De et> e (1 4+ (t—1,)), on déduit

Q| . < Al "
1 =Z AKe‘\'UéZ Ay eKlo +Z(U — Up)KAg eXVox 14 (U — Uy 1.
K K K

D’ou
L (U—U)) <o VYUeV;
en choisissant dans (4.18) I =11, et en faisant tendre A vers —oo,
on voit que le support de p est réduit a { U, }, donc que Y = k Z*.
CoroLLAIRE 1. — Deux éléments distincts de C; sont disjoints.
En effet, s’il existe Y < Z;, YZZ;, YeM, Z;, Z;eC;,

Y=k Zl=h1;, doa Z'=1Z3.

COROLLAIRE 2. — C; est U'ensemble des éléments extrémaux de C,.

Nous savons que tout élément extrémal de C, appartient a C;. Réci-
proquement, soit Z*eC;

Zy=2Zi+(1— W)Ly, o0=h£d;

Z,, Z,€ C, entraine
ARGV

donc, d’aprés la proposition 4.7,

L=7,=17,
et Z* est extrémal.
ProposiTION 4.8 :
(%.20) Z={ 72*du
c3
et '
(4.21) zK=feﬁ-vdv
A4

élablissent deux isomorphismes enire M et I'ensemble réticulé des mesures
positives sur C; (resp. sur V).

Cette proposition se déduit d’un théoréme de Choquet [3], qu’on peut
appliquer puisque M est complétement réticulé.

Il en résulte qu'on peut considérer la frontiére de Feller comme I’en-
semble des bandes positives maximales construites sur I’ensemble des
mesures positives sur le compact C; (ou V).
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CoroLLAIRE. — Quel que soit Z; € C; ; il n’existe qu’une bande B,; maxi-
male par rapport a Z; : Y = f Z' dp. appartient a By, si et seulement si p.
cy
n’a pas son support réduit a i;.

On peut donc considérer les points B,; de la frontiére comme des
points isolés de la frontiére munie de la topologie induite et identifier
ces points avec les points de C; ou de V. La détermination deleurs voisinages
se raméne a la détermination des ensembles de séjour pour un autre
processus homogeéne; on déduit, en effet, de la définition (3.1) la

ProposITION 4.9. — Les ensembles de séjour sont les voisinages du
point 1€ C; ou du point o€V considérés comme poinits de la frontiére.
Les voisinages du point Z'eC; (ou UeV tel que Zi = ) sont les
ensembles de séjour pour la chaine définie par la matrice
(4.22) =11 % =Ay_Z}_;=A,_;0-DU,

La matrice II' est associée comme II & une chaine en cascade homogéne.
Si ZKAK # o, ¢’est-a-dire si C; a plus d’un point et si 'on pose
K -
A= Ag ek T,
on peut remarquer que

ZKA'K:Z KAy ek-U= grad ® (U).
K K

Donc P'espérance mathématique du pas pour la chaine définie par II' a
pour direction la normale a4 V au point U qui définit II' et pour sens le
sens de la normale extérieure & V. Il résulte de la proposition 4.4 que,
quand U varie, on obtient toutes les directions possibles.

5. Etude de la frontiére quand F 2 G. — Nous pouvons sans
restriction supposer que G est le plus petit groupe qui contient F. Soit M
I’ensemble des éléments Z de (R*)% invariants par II, Z*+ la restriction
de Z & F, M+ I'ensemble des Z*. On a

(3.1) Z AZix=1; quel que soit IeG,
Key

(5.2) Z AxZfix=12Zf  quel que soit IeF.
Key

Nous noterons Y un élément de (R+)¥ qui satisfait (5.2).
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Comme au paragraphe précédent, on démontre :

a. que Yo=o0, Y,>0 = Y=o quel que soit IeF;

b. que si I’on note C; I'’ensemble des solutions positives de (5.2) telles
que Y, =1, I’'ensemble de ses éléments extrémaux C;" est formé des
éléments tels que

(3.3) Y{Y;=Yi,;; VI JeF,

que C;' est compact et que, par conséquent, quel que soit YeC,, il
existe une mesure p.> o de masse + 1 sur C; telle que

(5.4) Y= Y'dpu.

cj*
Tout élément de C, n’est pas la restriction 4 F d’un élément de C, comme
le montrent les deux propositions suivantes :
ProrosiTioN 5.1. — Une solution positive de (5.1) non identiquement
nulle est telle que Z% o quel que soit 1€ G.

F est I’ensemble des éléments I =2 a;J;, o; entier > o, J;€J;
soit I€F tel que o; > o, quel que soit i, et soit Ke G, alors n I —KeF
pour n entier assez grand, n'I — Ke—F pour n’ entier assez petit;
en effet, puisque J engendre G, K =Z B:J:, B: entier et puisque I
est fini, l

na;— $;> o pour n X sup f;/«;,
n'a;— B;< o, pour n' £ inf B;/a;.

D’autre part, ‘

Zy>0 = Zi_y>AgZ;>o0; VKeJ,

donc Z,_g > o quel que soit KeF.
Choisissons I=Z o;J;, @; > o et montrons que s’il existe un entier n
i

tel que Z, > o, alors Z,; > o pour tout n entier. En effet, sinon il exis-
terait n, tel que Z,; = o si et seulement si n>. n,, donc en particulier
tel que Z;7lo—2)l>0'

Posons

Z
(ng—214-J
X, = Jpe2l4d

Z(
X0=1

ny—2)1
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et X+e(;, donc pour JeF :

XJ= Z; df"') Znol= o
ci*
entraine
Xg=0 = (L) dp=0 = Lidp=0 = Z(na—1)1=0>
ch* ch*

d’ou contradiction.

Donc, ou bien Z; > o et alors Z,; > o quel que soit n; or, quel que soit
KegG, il existe n tel que nI —K =JeF, donc K=nl—1J, JeF,
et Zx > o, )

ou bien Z, = o, alors Z,;= o quel que soit n; or, quel que soit K € G,
il existe n' tel que "I — K =Je—F, donc K=nl1—J,—JeF
et ZK = 0.

Il résulte de la proposition 5.1, que, pour que Y défini par (5.4) soit
prolongeable a (R+)¢, il est nécessaire que Y;3< o quel que soit I€F.

Etant donné un élément Y* de C;' tel que Y; > o quel que soit I€F,
on peut le prolonger de fagon unique par la relation Z{ Zj =Z{,; 4 un
élément Z* de M. Nous noterons C; I’ensemble des Z* ainsi obtenus;
C; est contenu dans C, et l'inclusion est stricte, car en général Cy
contient des éléments tels que Y = o pour certains I, mais C=Cy
comme le montre la

ProrosITION 5.2, — Tout élément Z de M tel que Z, = 1 admet la repré-
sentation intégrale unique

7= Z{ du (1> o de masse +1).

ci*
En effet,
Li=1Lf=| 1ids pour leF
ci*
et cette représentation est unique en vertu du théoréme de Choquet
déja cité [3].

. " Z . .
Soit alors K€ — F. Posons X¥ = 2*“; il existe une mesure vz > o
K

de masse 4 1 sur Cj* telle que quel que soit JeF :

‘Ko 7%
XE= [ 7] dvg.
i
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Lyix= Zlif

c4*

D’ou

Zj dvg quel que soit JeF;

en particulier, IeF, Ke—F = J=I—KeF et

- Ly=1g | Zj_xdvg quel que soit IeF.
ci

On en déduit
ZI*—KZKVK: [J.Z;
D’ou
Zy.x=| 1j.xds quels que soient JeF, Ke—F.
co*
Or tout élément de G peut s’écrire sous la forme J + K, d’ou la pro-
position.

La proposition 5.2 montre, en particulier, que . n’est pas une mesure
quelconque de masse + 1 sur C, : Z*?*X doit étre sommable sur C;* quel
que soit K. Il en résulte que la transformation (4.9) associe a C; une
variété V et a p» une mesure v sur V telle que

Z, =fer-vdv.
A

La proposition 4.2 subsiste, mais V n’est plus compacte.r
Si F= G et si I'on plonge G, 4-...+ G, dans R, ainsi que la partie
correspondante F,. de F, il existe Ve R, différent de zéro et tel que

V.I> o pour tout IeF. D’ou

<2KAK>.V§0 et méme > o,

sinon J n’engendrerait pas G. On a donc

ZKAK¢ o.

L’analogue de la proposition 4.4 est donc :
grad ® (U)
| grad®(U)|
biuvinoque et bicontinue entre V et U'intersection de la sphére S et du céne C
des vecteurs 2 wK, 2k > o.
 ien

Prorosition 5.3. — U— élablit une correspondance
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En effet, grad ®(U) = E—KAK e®-Ue C et la réciproque s’établit comme
Key
dans la proposition 4.4.

Si I'on considére la partie discréte de la frontiére, un point U de V a
pour voisinage les ensembles de séjour pour le processus dont le pas

moyen a la direction de grad ® (U); une telles direction est définie par
un vecteur de C.

6. Détermination des ensembles de séjour. — Il résulte des
paragraphes précédents qu'on peut, sans restreindre la généralité, se
limiter au cas ou G est la somme directe de n groupes cycliques d’ordre
infini.

Introduisons la fonction f définie sur R* par

(6.1) f(e)—_—z Ay eltd,

leJy

Si I'on pose AY’ =1II"1*% on a

(6.2) (f(0))r= "N, Afet?
lery
et
i _ I " —iLb .
(6.3) e ARG ONE

ol P désigne le pavé (—m, + m)"; d’olr

’ r I —i .01—‘f(0)11+1
(6.4) EAP— (MVJ;G ! Tﬂ?)“de‘

ProposITION 6.1. — Si n est inférieur ou égqal a 2 et si ZKAK= o,
Kesy
tous les états sont récurrents nuls et G est le seul ensemble de séjour; dans
les aulres cas, tous les élats sont transitoires.

Remarquons tout d’abord que f(0) =1 entraine 1.0 =2kn quel
que soit I€J. Or J engendre G, donc il existe des entiers a; tels que

Ea,l =E, élément de la base de G; d’ou
ey
0.Ex=0;= 2 2o kin =2k'%
ey
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et si 6eP, 0, = o quel que soit k, donc 0 = o; on a donc |f(9)]| <1
pour 020 dans P et

(6.5) A7 >0 quand r > VieG.
D’autre part,
(6.6) z,b(e)=1_.f((;)=1_ZAleil.0

<ZIA ) 0-.-21\[(I 0y ZZA,(" OF,

Posons
F(O):EAI%)—?,
Iey
(6.7)
G(e)—ZEAI(’”)".
k=3 I

F (0) est alors une forme quadratique définie positive non dégénérée,
car nous avons vu que L0 = o quel que soit I€J entraine 0 = o, il
existe donc deux constantes k, > o et k, > o telles que

(6.8) A JOPEYNTTS

Si n est supérieur ou égal a 3, il résulte de (6.8) que

o
p 11— F(0)]

et, par conséquent, en faisant tendre p vers I'infini dans (6.4) que

2A}"’=K(I) converge quel que soit I. I1 en résulte que tous les
r=o0
états sont transitoires.
Il en est de méme quel que soit n si EKAK# o, car alors si I'on
KeJs
appelle J (r) I’état a I'instant r, il résulte de la loi forte des grands nombres

que
J(r) O
Y
KeJg

converge presque certainement vers zéro, quand r— + o«. L’égalité
J (r) = o ne peut donc étre réalisée avec une probabilité 1 que pour
un nombre fini de r. Tous les états sont donc transitoires.

Sin-=2etsi ZKAK = o, nous utiliserons le
K€y
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LemMme. — Il existe une constante K, ftelle que pour 0 €P,
(6.9) [ Re[f () — (1—F(6))]] < Kir |0}

On a, en effet,

r—1

FOr—(a—F(0))=6(8) ¥ f(0)k(1—F (§))r—1—k

et

Re(f(0)) —(1—F(8))") = ReG(H) Rer([))k@_ F(0))r—1—k

r—1

—ImG(h) lme(ﬂ)ka— F(0))—1—k:

(6.9) résulte alors des majorations
|ReG(0) | =Ko [0

r—i1

Re Y7 (0)(1— F (0)y=1—4 | = Kar,

HmG(0) [ =K. 6%
r—1

lme(O)l~(1_F(e))r—1—lc — ZKs | 0],

2(1 — F (8))7—1—& Im £(0)*

ou K, Ks, Kj, K,, K; sont des constantes.

- D’autre part, étant donné o <p < m, il existe K;> o tel que
p1=|8|<p entraine (6.10) |f(9)|<1—K;pi. Si I'on appelle S, la
boule de centre O et de rayon p,

A — f(B)rHt db
AV "
fp_se T—7(0) *fp_seﬁ—fw
quand p tend vers linfini et, par conséquent,

Re fp Lo a

est le terme général d’une série convergente.

Soit% <a< é, on peut écrire si r—<p,
R 0))"dbh =R 0))" db
e [y efp_s?(f( ) |
R 0))"dd + R 0) db.
ke [ GOyadRe [ (G0

e SI"‘ a S""“
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' Le deuxiéme terme est majoré en vertu de (6. 10) par
f | £(0) |7 d = Ky (1 — Ky r—2a)r oo Ky o= Ker =,
Sp—Sp—u

terme général d’une série convergente, car a < ;
Il résulte de (6.9) que

Ref [0y —(1— F (6))7] b
S

{ Z K| ri—3a si n=1,
—a

= Ky ri—ta si n =2,

N

terme général d’une série convergente, car a est supérieur 4 --

(&

Finalement, Re f f(0) d9 difiére par le terme général d’une série
convergente de ! |
f (1—F(6))"a’0§f (A— &y | 0 ]2)r db;
Sp—a Sp—u
si n = 1, cette intégrale est minorée par 21, Xr si n =2, elle est
égale a 27, ou
— 1— (A — kyr—2a)r+1

b= A=k ede = — gy —;

0

(1 —ky r2ey* tend vers zéro et f (1 —F ) di est le terme genéral
Sp—a

d’une série divergente. On en déduit que ZA‘O"’ diverge. Il en résulte

que tous les états sont récurrents nuls en vertu de (6.5), donc que G est
le seul ensemble de séjour.
Nous allons maintenant étudier les ensembles de séjour dans le cas

ol ZKAK =o(n> 3). Pour cela, introduisons un isomorphisme B de
K
R* sur lui-méme tel que
F(0) =F(Bg) =9

et soit B son transposé; on a la

ProrposiTION 6.2. — Si K (I) =2A‘1”,
]

6. lim | Bl |2 K(I) = = — "“2> ,
(6.11) plim 1Bt K () = T v (272 decn|

IR
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On a, d’aprés (6.4),
pes il
(6.12) | Bl =2 K(T) = L f‘!'(el)

(21‘5)”

_ IBOI{"—2/‘ e~ 819 | det B | do
Toen)r Sy Y (Be)

ou .

1 1 _ 1

¢(By)  F(By)—G(By) [¢PF—H(3)’
S (iBOLg)t L i

6.3)  HE) =2 DA TR N (et — g ).

I 3 I
D’ou
[H(?)|2=,ZAI[(COSB°I.§——~1)+(—]30—12'?—)2]+i2A1(sinB°I.cp—B0[.9) :

= <2!‘AI(BOI w> (2 a, Bl '«»)*)

D’ou .
(6.14) lH(Q)IéMI?IZ‘ .
et
H(o)\"

619 sy = mz(me)

_ 1 1 H(9)\*

T lep I@PZ(I@P) pour méa<M’

¥ (H(2)

L(9) = |<P|22‘<ICP|2> est majorée par | ‘ pour |¢|=¢ 90 et

toutes ses dérivées d’ordre k admettent une majoration de la forme IK L

pour |9|=¢, ¢;Zo0; en particulier, les dérivées d’ordre n— 2 sont
sommables dans la boule de rayon ¢, donc dans B—'P, ou L (9) est définie
par

1 1
L(¢) = —m— — ——-
) =3®s) " TeF
D’autre part,
—iB°L.D o
dedo =_i(Bol)ke-—zBI.cp7
Pk
d’olt
grade 319 = — j(BoI) e~ !B1®
et

(6.16) Ae=iBLo— | Bo] |2 ¢—iBLE,
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Distinguons alors deux cas :

1° n est pair :

n—2 n—2

—0)? [ AT e
(6.17) [Bol|n—2K(I) = (=0 f e (.,
B—P

) T(E7)
E n—u
| oy 2 (b s
6.18 - A e A e—BLY gy
(6-18) o JoLt T i '

en appliquant la formule de Green, les intégrales sur le pourtour de B—! P

étant nulles puisque "¢ et ﬁ sont périodiques.
Or
A2 | : E =(—=2)(—H(—=6) ... (—n+4)(n—4) (n—06)...(2) I‘PTT
et, d’apres (6.15),
(6.19) All;¢L=_\'l§'L -|-A”‘-’4L(w).
v(Be) Lo '

Appliquons encore une fois la formule de Green

n—i

— 1
6.20 Ae—BTpA 2 ( ——) dy
( ) L£—np Y(Be) '

n—+u

=y
= ]imf Ae—BI3A 2 <———) dy
hn>0 B—1P—S, "P(B?)

n—2
1

= lim f e-mrop T L4
030 pmip_s, $¥(Bg) 7

{) n—=i 1 ) n—2 1
—olo{ LA | 7 oA T
N (ot l ‘<f)" [A 4‘(3?)] 2v ¢ EA (B?)> “

T

ol S, désigne la sphére de centre O et de rayon x choisi de sorte que S,
soit contenue dans B—! P, [B~' P — S, ] désigne la frontiére de B—'P —Su,
o son élément d’aire, v la normale intérieure.

L’intégrale sur [B—' P] est nulle et il reste comme deuxiéme terme
Iintégrale de surface étendue a [S,], ot v désigne la normale extérieure
a [S,].

Jd . ,
Or 5 e~I? est bornée sur S, et

n—4i

A b

1
v(Bo)

INSTITUT HENRI POINCARE. — XVII, II, 1

= O(r—n=2]);

-G
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ds = n*—'ds,, ou ds, est I'élément d’aire de la sphére de rayon 1, donc

n—2

. J . - 1
(6.21) fs_f](%e—m"!'m e aund aoo
s V(By)"

Par ailleurs,

) 1
— A2 =—(n—2)—— +0 [t
7 gme T T el
et
e®r=1+0(|¢]) (lg]—>0).
D’ou
n—ri 1

. —lB"'lv_ 2 _ .

(6.22) p,}e by U(B?)ds—> (n—2)s,.
Finalement,

‘ K <~1>‘-’f A
6.023 Byl |t K(l) = ——— e~ 1o\ ? {
(6.23) | BeI (n Gy N By Y

. ldéB| <1?_| ,
4(7)*

n—2 n—2= n—2
ouA ? e (B ) est sommable dans B—' P, car A * ﬁ =oet A2 L(9)
est sommable. En appliquant le théoréme de Riemann-Lebesgue,

=
6.24 lim f e—ISN T L dy=o.
( 4) [B 1> » Jp—ip '!J(B;?) ) ¢

D’ou -
_n

lim |Bol»—=K(l)=2_r (ﬁ;"l)mé;m.
[ BOT | > = 4 2
20 n est impair :

n—:y n—i

. T2 5 i A '-’ — B°L.Y
(6,05)  [Boljekin) = 0 LBl ‘de‘BHBouf L

(2m)" Jyp ¥(Be) 7
Il—-—:i
n—:i
_ (=" |déaB]| or [ T g
()—)n p—1p v.J(Bc?) '

Soit Q. le domaine obtenu en retirant de B—' P un cylindre de révolution
de centre O d’axe paralléle 2 B° I, de rayon :, de hauteur 2 ¢, 3. la fron-
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tiere de £, v la normale intérieure. En appliquant la formule d’Ostro-
gradski, on obtient

K(I) . iBoLy o M
——— =_—lim e~ BTON * ——
[aetBT = 2Ny TBOI] $(Be)

ll-—'i

I Bol In—?

“+ e—BLe il mdA
. [BoT] 8

L’intégrale de surface se réduit a I'intégrale sur les deux bases du cylindre
dont l'aire est O (¢»—!) tandis que

e—3 1

Y(Bg)

P

= o(er=1);
elle tend donc vers zéro quand : tend vers zéro.

D’autre part,

n—3

- 1

A2¢GM\—G—APW) A—=n+3)(n—4)(n—6)...3.1 ||"1+R@)
!
= %%qi24*-ﬂ<w
et
NI T STEE S
gradd " gy = (7Y e Re),

-

ot B’ LR, (v) est sommable dans B—' P et

¢

L.

. BLg o Bl¢
ﬁ e_:nl.ymd =—1¢ [ sin(B'l.p) ———— o e ds,

puisque £2: est symétrique par rapport a o. Cette expression tend vers

—7 sin(B°I.9) -W_;d;» (quand ¢ tend vers zéro).
B—1P

En faisant tendre | B° I'| vers l'infini, on déduit du théoréme de Lebesgue
que

(6.26) lim |Bel |2 K(I)
I BOI] > =

. (n~5) (n—1) fﬂm(BOl .g)Bol.o
= lim détB d 5
|BOI| > o ()7;)'! I | o IBO['l:Pl/H—i ?
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ou 2 est un domaine borné quelconque entourant o. On peut choisir
pour Q un cylindre de centre O, d’axe parallele 4 B° I, de rayon R, de
hauteur 2 a. On a alors

BOI. +a ) R rn—2 dpr
fsm(B [Y)TTS—(—[—HO—?I)md:p =[ xsmkw(le By ]

Ya 0 (x +I“) 2
+ ka pn—2
= 28,1 f smu—f - ,H_ldr
Co ) 2
avec k=|B°I|.
Si I'on pose
Rk
k u rn—2
F(E)= A ——E dr
A+r) 2
et
1t/ [k '
¢a¢=E(F<a>—F(w»,
on a

+ka +ka +ka
f smuF(l;)d—u_F( )f smu—+f sinu ® (u) du.
0

Or
. 1 k k
v == (r(2) =) =wr ()
D’olt
1 , ‘
—re =W Em
et
2(n-+1)T . (2n-+1 2
f sinu @ (u)du|= f sinu (®(u) —P(u+rn))du < mRe
207 2nm TR
D’ou

onkere Ta—= > ° quand A —>—+oo.

+ka 2 9
f sinw ®(u)du| < kaz F ()
0

On en déduit

. sin(B°I.9) Bel.o
lim ‘/‘sm( > 4
i >eJg TBI] Tl

e du £ rdr 2
= S$p_4 sin ¢ — =
w© J, n+t + 1 >

n—+1
. R

|

Nk
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et
n-1
. , détB|(n—3)!(n—1)x 2
6.2 1 oI 2K (1) = |
(6.27) ]B”'l";»!BI[” K (1) e
2
| détB | r—n+2 <n—-2\
= r .
g )

La proposition 6.2 généralise un résultat obtenu par Ito et Mc Kean [8]
dans le cas particulier ot J est formé des points = E, et ou A; = 21

DErFiNITION 6.1. — Etant donné un sous-ensemble fini B de G, on
appelle capacité C (B) de B le nombre défini par

C(B) = maxZe(l) (e 0, e = o hors de B),
IeB
tel que

p(I) =2K(J)e(l —J) 1.
J

Prorosrition 6.3 (test de Wiener). — Soit Q un sous-ensemble de G,
Q: le sous-ensemble du complémentaire de Q formé des points tels que
ol Z| 1| < 2/*'; Q est un ensemble de séjour si et seulement si la série

D0 (Q)

I>1
converge.
La démonstration utilise uniquement le fait qui résulte de la proposi-
tion 6.2, qu’il existe deux constantes k et k' > o telles que

k|Lje=n 2 K1) Z K | T|e=n)  (cf. [8]).

En appliquant la proposition 6.3 et en estimant C (Q)) a laide de la
capacité pour un potentiel newtonien de I’ensemble qui lui correspond
dans R”, on obtient la

ProposITION 6.4. — Si n > 4 et si Q est le domaine de révolution défini
par ’
B+B+... + 12, 2 (1) et I, <1,

Q est de séjour si et seulement si la série

PRI

converge,
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Ensembles de séjour quand ZAKK =m #o. — L’état J (r) alins-
KeJg

tant r du processus d’état initial o est la somme de r variables aléatoires
indépendantes bornées et de méme loi. Pour préciser les ensembles de
séjour, nous allons utiliser la loi du logarithme itéré (cf., par exemple, [10],
p. 254-263) (on pourrait utiliser une variante plus élaborée, cf. [4]).
Rappelons 1’énoncé que nous utiliserons ici :

Les Z; étant des variables aléatoires réelles indépendantes de méme
loi, de moyenne nulle, d’écart type o,

S
(6.28) P (lim sup ;T—J]"———/——OELO—W =1>
S
= P(lim sup(ﬁg———r—@ =1> =1.

Soient maintenant des variables aléatoires V; a valeur dans R”, indépen-
dantes de méme loi, de moyenne nulle, telles que

E(U.V)):=®(U) = U.AU

soit une forme quadratique définie positive non dégénérée. On peut
appliquer la loi du logarithme itéré aux variables réelles Z;=U.V;;
(6.28) s’écrit alors

U.i\‘i
1

V2®(U) 7 Log Logr =1> =1.

(6.29) P (lim sup

Autrement dit, quel que soit U fixé, on a presque certainement

U.ﬁVi
1

Ve (U)

< (1+d)\/>rLogLogr,

sauf pour un nombre fini de valeurs de rsi d > o, pour un nombre infini
sid < o.

Soit E; Pellipsoide défini par
Y.AY < &2
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UY = k y@ (U) est I’équation du plan tangent au point
kAU
Ve (U)

du bord de E,.

Prenons alors p > n vecteurs U,, U,, ..., U, engendrant R”; les
p inégalités 7 > :

UnY 21+ d) /@ (U)

définissent un polyédre II (d, p) circonscrit & E,.4; et presque certaine-
ment

,
S
1

————— €Il (d, p),
V2r Log Logr (P)

sauf pour un nombre fini (resp. infini) de valeurs de r sid > o (resp. d < o).

Dell (d, p)oE  usid <o, et dell (d, p)cE,.,si o <d < d pour p
assez grand et des U; convenables, on déduit que presque certainement

v
1

R —— E1+d,
V27 Log Logr

sauf pour un nombre fini (resp. infini) de valeurs de r si d > o (resp.
d < o). I1 en résulte aussi que sid, > oetd, <o,

»
S
V2r Log Logr

appartient pour une infinité de valeurs de r, a4 la région C (d;, d., U)
définie par
U.Y > (1+dy) @(U),
YeE a4,

ProrosriTioN 6.5. — Si I'on note F,. (1 + d) le sous-ensemble des points X
de R*, tels que

X —rm

v2rLog Logr

€E g
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quel que soit k,

»

UF,.(1 +d)

r==nk

est de séjour si d > o; il n’est pas de séjour si d < o.

Sitd > o, X,.€F, (1 4 d) presque certainement, sauf pour un nombre

fini de r, donc
U F,(1+d)
. r==k
est de séjour.
Si d < o, choisissons d < d’ < o, U tel que U.m = o et considérons
le sous-ensemble C, (—d, d’, U) défini par

XeCh(—d, d,U) e —ZI"™ _ cC(—d,d, ).
V27 Log Logr

I1 existe une constante K telle que pour
|p|>Ky2rLoglLogr,
F,(1—d) et F,., (1 + d) soient sans point commun.
Par ailleurs,

U.(X—-I’I}l) — U.X é‘/m(’l—'—[l’)
V2rLogLogr = /27 Log Logr

entraine

UX > VO (U) (1 +d) VY |p| <K 2rLog Logr

V2(r +p) LogLog(r +p)

pour r assez grand.
Il en résulte que C,. (— d, d’, U) est, pour r assez grand, extérieur a

OF,.(1+ d).

Or, presque certainement X,E\ ’C,. pour une infinité de r, donc
1

OF,.U +d)

n’est pas de séjour,
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7. Temps de séjour et temps d’atteinte. — X, (J) étant I'état a
I'instant r du processus d’état initial X, (J) = J et E un sous-ensemble
de G, on peut associer & E et au processus deux variables aléatoires a
valeurs entiéres positives (éventuellement + o)

(7.1 ST, E) =3V, (), B),
r—o
ol
(1 st X, (J E
(7.) Y. () =% si (1) €k,
O simmon.

T (J, E) sera appelé temps passé dans E ou encore temps de séjour total
dans E (on peut, en effet, étudier aussi la durée d’un séjour dans E entre
deux séjours hors de E).

(1.3) N, E)=1Inf{r:X,(J)eE]

sera appelé temps d’atteinte de E a partir de J. [N (J, E) = o si J€E,
N =+ » si X, (J)¢E Vr]; cette derniére variable a été étudiée dans
de nombreux cas particuliers (cf., par exemple, [6] et [7]).

Considérons tout d’abord
(7.4) T =T, {IT+1})

qui ne dépend pas de J en raison de I’homogénéité de la chaine; la loi
de T (I) est donnée par la ‘

ProrosiTioN 7.1. — Si I est récurrent (n = 2, EKAK = o)

(7.5) P(T(I)=)=1;
Si 1 est transitoire
K(I) 1 \r—1 i
$ ol e (r>1),
(7.6) PiT()=r= (K (0)) ( l\(O))
1— KO (r=o)
K (o) >
ol

K(I) =i Ag.

Si I est récurrent, on a (cf. [10], p. 31)

Pr(T(I)= )= Pr(T(I) > 0) = lim ==¢
P>=»
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Distinguons alors les deux cas : n = 2 et n = 1.

a. Sin=2:
P
DAY /‘ —apl=S )+
(1.79) lim =% — lim 22 =70
e L pr» j.'l—hf(ﬂ)p'H o
A o 1— f(0)

r—=o
L’intégrale du dénominateur tend vers + o, quand p tend vers + .

D’autre part est sommable sur P, car

f(“)
e—il.o_,l B N
——1_f<0)=0(lf)1 ) (0>0) et |[1—f(0)r+1|Zo.
Donc
—ih__ f(ﬂ)”+ 0
A =10
converge quand p tend vers + o vers la limite finie
3—119_1
p 1“f(6)

et la limite de (7.7) est 1.

b. Sin=1,0ona
—+ T T
A= [ GOy =a [ (a(0)cosrpo) v,

ol 'on a posé
S(0) =p(0) eie®
et ol ’
p(8) =14 0(6)2,  ¢(6)=0(h)* (6->0),

on en déduit

1
ks

' A‘i,’"=2fw <p<e>>rcosr<?<e>de+2f_§<p<e)>rcosrq><0>d0,

ou 'on peut choisir % et r assez grand pour que

1
o=0=xr ¥ implique cosro(8)>a>o0
et

(0)>1—Bixo0 (330
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Alors

1 . o1
N 3

3 Ar
[p(())]"(:osr@(ﬁ)(lﬁéaf (1— 802)7 o
0

[,)\ r
v

1 P

H
r s

> :/’ﬂ J: ,‘ (1—302)r230 0
\ 2\ 71
x 1._<1—'3)~? __) >
;’ “( '2)\§(r‘+1’) .

Par ailleurs, il existe 3’ > o tel que p (0) =<1 — 3’ 6? quel que soit 6 :
00 Zmr Dou

_2N\r+t
Zz\U—=08"%r 3 R

‘f 1(9(0))"c05r<9(0)(lf)
W3

d’ou
1 1 ~ 2\ 7+
ar? ar’“(l—@k‘-’r “) ) ~ 2\r+1
[AYY | > — — —aom\1—82p ¥
A= 53 D) ;
2
> kr- ® pour r assez grand.

Par ailleurs,

ke
A= AG = [ |01 1.1 7(0) e
0

™ ™
é4f k8| £(0) |"dﬂézkf 01— 3'0°)r dlb
0 0

k(A —(1— frm2)rt
=T wo+n

r .
AL — AP

Donc T tend vers zéro quand n tend vers linfini; il résulte
T {

alors de Ay -> = et Ay’ > o que

V' Ay
lim — =1.
e EA‘O”
0
Si I est transitoire, on a
(7.8) Pr[T(I) = 7] = Pr[T(I) > o] Pr[T(I) = r/T(I) > o].

Or
Pr[T(I)=r/T(I) >o0]=Pr[T(0)="r]

en vertu de 'homogénéité de la chaine.
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Posons P [T (o) = 1] = p. Les différents retours en o étant indépen-
dants et la probabilité de I'un d’eux étant 1 —p,ona

(7.9) P[T(o)=r]=p(1—p)—t (r>o0).
D’autre part,
(7.10) E(T(1) = ¥} E(Yr(o, {1}) =X A{"=K(I),

ol en vertu de (7.8),
K(I)=P[T(I)>0]K(o)

et, en vertu de (7.9),

\ 1
K (o =V o 1— r—1— _.
(0) h rp(l—p) P
D’ott

P =r= S ki (k) >

K(I)
K(o)’

P[T(I)=0]=1—

Pour les grandes valeurs de | I'|, on pourra remplacer K (I) par I’estima-
tion fournie par (6.11).

On déduit de (7.10) que

(7.11) E(T(J, E)):ZE(T(J, I))_—_EK(I—J).

I€E I€E
EtupE pE N (J, E). — On a
P[N(J,E)=o0]=1 si JeE,
(7.12) P[N(J,E)=/r]=1— 2 II;:E(J, K) si JeBE,
KelE
ol HEE désigne la restriction de la matrice Il & GE (7.12) est équivalent a
P[N(J,E)=0]=1 (JeE),
(7.13) PIN(J, E) = r+1] = ¥ AxP[N(J + K, E) = 1] <JGGE, réo).
K

Si I’on introduit la fonction génératrice de N (J, E) :
2(s, J, E) = E(sNLE)

définie pour o—s1 avec la convention 1~ =1 si N (J, E) peut
prendre la valeur - «,
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(7.13) est équivalent a
g(s, 4, E)y=1 (JeE) v
(1.14) g(s, 7, E)=52AKg(s, J+K, E) <JEGE>
KeJy

l

(7.14) est analogue aux équations aux différences finies qui s’introduisent
dans la résolution approchée d’un probléme de Dirichlet.

Si, en particulier, on veut calculer le temps moyen d’atteinte

— Y |
N(J,E)= "-___g(s;)j’ 2), _
on voit que, s’il est défini, il satisfait
NUJ,E)y=0 (Je€E),
(7.13) NU, E) =1+ 3 A N(J + K, E) <Je[}L)

K

qu'on peut aussi déduire directement de (7.13).

On peut poursuivre les calculs dans le cas ou [}E est fini. Posons
GE = F et appelons F I'ensemble des points qu’on peut atteindre
en un pas & partir de F, c¢’est-a-dire que F = F 4 J. Le temps d’atteinte
de F— F a partir d’un point de F est égal au temps d’atteinte de [}F et
satisfait
; P[N(J,F—F)=o0]=1 (JeF—F),

Q P[N(J,F—F) =r] =1_211;:(1, 1)  (JeF)

KeF .

(7.16)

qui est un systéme fini d’équations, puisque F comme F est fini. Il en est
de méme des deux systémes analogues a (7.14) et (7.15) qu’on en déduit.
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CHAPITRE III

ETUDE DE LA FRONTIERE DE FELLER POUR DES CHAINES
DE MARKOFF EN CASCADE NON HOMOGENES.

Nous nous proposons dans ce chapitre de généraliser quelques résultats
du chapitre précédent.

1. Eléments extrémaux de C et décomposition de II. — Soit C le
convexe défini par

(1.1) Iz =1, Z> o, Zo=1,

IT étant tel que I > o si et seulement si J — I€J fini; C est compact
pour la topologie faible car, quel que soit J, il existe n tel que II{’ > o

et Z,~ I% <nous supposons UnJ = G>. Si I admet une décompo-
0

n==0

sition de la forme
r

(1.2) o :2 Ty, T;> o, T/T,=T,T; quels que soient /, m,
- .

on déduit de (1.1) et de (1.2) .

r
Z=IIZ=2T1Z.
1
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et
UT,Z=T,1Z=T,Z>o0.

Si Z est extrémal de C, on déduit de
< o T/
7= 2‘ T/Z )y~
1 ( o (TIL)O ’

ou B(T.2), =2, =1:

T,Z

(1.3) = o,

quel que soit /.

Inversement, tout Z positif satisfaisant (1.3) est un élément de C si
(.5 E(TZZ)0=I.

1
On peut encore écrire (1.3) et (1.4) sous la forme

.
(1.5) T/Z = 12, Zx,=1, Zo=1, 3/ >o0, ZL>o.

1

On a donc ramené la recherche de vecteurs propres de II a celle de vecteurs
propres communs aux T,.

Remarquons que la condition d’homogénéité dans ’espace permet de
prendre

1 =2TK, avec (Ty)i = ok 1},
KedJ
ce qui permet de retrouver les résultats du chapitre précédent. La condi-
tion T, > o dans (1.2) limite beaucoup les choix possibles; nous nous

”
limiterons au cas ot T, est défini par une partition de o =2J;
’ 1

par
e+ siJ
<T1>;+*={ e
o sinon.

Une telle décomposition est utilisée pour des matrices finies dans la

méthode des directions alternées de Peaceman-Rachford pour la résolution

des équations aux différences rencontrées dans les problémes elliptiques

(cf., par exemple, [3]).
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(1.2) s écrit alors

(1.6) Z ng I = 2 upng v om, I, 0.
Ee(l+I )N~ ) Ke+3,)n(3—51)

Montrons que la condition (1.6) impliquée par la condition d’homogénéité
est moins restrictive; considérons, par exemple, une marche dans le plan
avec

I ={1,0)(0,1)(—1,0) (0, =1)},

Ji= { (1, 0) (—1’ 0) }7

Ja= { (0: 1) (07 _"1) }7
(.9) W =wxo, Mpf=850, W} =axo0, 0T =g/,
avec o, o, =p, B:+ B =4¢q, p + q =1 satisfont (1.5) bien que ne

définissant pas une chaine homogéne. ’

2. Construction des éléments extrémaux de C. — Appelons
S(p, ql, ) le systéme des équations

2 W2y =M1, pour p=Il<gq, Ie€6,
Jedy;

ou & est un sous-ensemble de §. Nous nous bornerons au cas ol

Un J=¢g. Alors (1.5) s’écrit
0

(2.1) S(“) I'],g/),
(2.2) ;1> o,

(2.3) Zo=1,

(2.4) D=1 (u>o).

Soit G, le sous-groupe de G engendré par J, ; si G, est fini, S (, K + G,)
s’écrit Py Z* = 2, Z*, ol P et Z* sont les restrictions dell et Za K 4 G,;
il n’admet donc une solution que si 4; est valeur propre de Py; tous les Py
quand K parcourt §/g, doivent donc avoir une valeur propre commune

comprise entre o et 1. C’est le cas, en particulier, si 2 I =, est

e
indépendant de I; Z, est entiérement défini par sa donnée pour

[eK+£f€l, ou Jclcg[.

Si g, est infini, S[l, K + ¢,;] permet, pour 7, donné, de\a calculer Z,
pour IeK + g, si on le donne pour IeK 4 4¢, ou 4¢, est un sous-
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ensemble de G, qui dépend de 7, mais qu’on peut choisir indépendant
de K et contenant o.

Renumérotons les g, de sorte que g, + G, +...4+ G, = g, s étant
le plus petit possible; on peut alors exprimer une solution Z du systéme

S(1, G148 +...+ 3y),
S(2, Gi+ G+ 8 +...+ &),
S5(s, G1+Go+...+G,)
comme fonction linéaire des Z; pour
ledly+Iy+...+ 88, =3

et comme fonction de 4,, 4, ..., 1, ceux-ci pouvant d’ailleurs étre
astreints 4 certaines conditions, en particulier si g, est fini, les 2, doivent
étre valeurs propres communes des P,; choisissons, en outre, les %, satis-
faisant (2.4); Z est alors, en vertu de (1.6), solution du systéeme S([1, 5], §),

En effet, puisque c’est une solution de S (s, §),

(2.5) T,Z =\, Z,
donc
(2.6) Te(Ti-1Z) = Ty (TyZ) =23, T, Z.

Or, puisque Z est solution de
S(s—1,G14+ Ga+...+ G4+ ),
(Ts—1 Z), = X;—1 Z; pour
[€G1+Go+...+ G,y + 5,

donc Ts«Z = A;_1 Z comme solution de (2.5) entiérement déterminée
par sa donnée sur ’

G1+Go+... G+ .

De proche en proche, on démontre de méme que T,Z = 7,Z quel que
soit I compris entre 1 et s. :

Alors Z sera solution de S([1, r], §) si c’est une solution de
S[[s + 1, r], %], ce qui impose de nouvelles conditions sur les 2, et les Z,
pour Ie .

En effet,
Tp(TZ)=T((T,2)=21,T/Z Vilzp=ss<lr,

INSTITUT HENRI POINCARf, — XVINI, IL. 12
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donc T,Z est entiérement défini pour 2, fixé positif par sa donnée sur ¢,
et comme il coincide avec 4;Z sur cet ensemble, on a T,;Z = A, Z. 11 reste
a écrire que Z satisfait (2.2) et (2.3); pour tout choix des 2, satisfaisant
les conditions imposées, les conditions linéaires déja écrites que doivent
satisfaire les Z; pour L€ 4¢, jointes a (2.3) et (2.2) définissent un convexe
éventuellement vide C (A4, A3, . . ., A-) de (R*)% puisque Z est une fonction
linéaire des Z; pour I€#¢. Ce convexe est compact comme C. Considérons
alors 'ensemble C, des points de (R*)” X (R*)¥* dont la section par
(A5 hoy o vy A) est C (A, Ay, ..., A); & tout élément extrémal de C corres-
pond un point de C, et & tout point de C, une solution de (1.5). Soit C*
I’ensemble des éléments extrémaux Z' de C et Z la solution de (1.5)
associée a un point de C, dont les r premiéres coordonnées sont 4, As, ..., A
Il existe une mesure p. sur C* positive de masse totale 1 telle que

7= Z* dp.
Cc*
De L2 _ 7 on déduit
7
TllZ’: . R
z:f Ll du,  or TiZr=N T,
Cc* W N

d’ou

)\l* n N
L= C.(ﬂ) 2 dy,

et en faisant tendre n vers I'infini, on en déduit que 2; = 4, sur le support
de p; supposons, en outre, que la restriction Z, de Z a #¢ soit un élément
extrémal de C (A4, 2y, ..., A,.), alors on déduit de

' Z=/‘Z*dp, Zo= [ Z§dy,
Jox Cx

ot Z; appartient & C (As, s, . .., A); si le support de p. n’était pas réduit
4 un point de C*, on aurait

o= [ Zidu+ [ Zjdu
c} v'ck

et Z, serait le barycentre de deux points de C (A, %5, ..., A;). Donc a
tout élément extrémal Z; de C (A, Ay, ...; A,) est associé un élément
extrémal Z* de C et réciproquement. De plus, cette correspondance est
un homéomorphisme. En effet, si Z"—Z dans C', (Z*)o — Z, dans G,
et si v

T;Zn= 1}7r, T;Zr— TZ = N Z, donc A}—> A



PROCESSUS DE MARKOFF EN CASCADE. 175

Réciproquement, si (Z*), —~ Z, et 2} —>1;, Z; est pour Z, fixé un
polynome en 2;, s, ..., 4-; c’est donc une fonction continue des 2; et
pour I fixé Zp — Z,.

3. Etude d’'une marche au hasard sur la droite. — Cette étude
est assez voisine de celle de [5]. Elle conduit a la recherche des solutions
positives de
(3.1) & Bip1 + [ Bi—q = A By,

ol :
;> o0, ;> 0, o+ aj= p.

Une solution de (3. 1) est entiérement définie par la donnée de z, st de z,,
les résultats relatifs 4 i = o se déduisent de ceux relatifs a i > 1 par une
permutation de z, et z,, de «; et «;, de i et — i 4 1; nous énoncerons donc
ces derniers.

LemME 1. — Si z, > o ef z,> o sont fixés, z; est pour tout i> 2 un
polynome en 1. de degré i — 1 dont foutes les racines sont réelles et séparent
les racines de z,.4. Si z, = o el 2z, > o, z; est de degré i — 2 et ses racines
séparent celles de z;.1. Si z, = 2z, = o, z; = o.

Démonstration. — 11 suffit de remarquer que z; = o implique z., et z;_,
de signe contraire. Supposons d’abord z; > o. Par récurrence sur i, z; est
un polynome de degré i — 1 dont le terme de plus haut degré est

g A1
Qg v es Ajg
contraire, donc z; (}) < o; comme z, est > o pour | 2| assez grand,
z; a deux racines réelles 2}, A2 telles que A} << A} < 22. Siz ai— 1 racines
réelles 1/, A/ et /"' étant séparées par A/,, zi (2/) et z_, (}/™') sont
de signe contraire, donc aussi z., (2/) et z:4 (A/*"), et z,4 a une racine

—2

comprise entre 2/ et /7'. Par ailleurs, 2;~' > Ai=? implique

+ 2z, a donc une racine réelle 4}; z, (A3) et z, sont de signe

za (MY >0, done s (M) <o

et z;.1 a une racine réelle 2;,, > 2! et, de méme, une racine 2},, < A}.
' ’

. — a . .
Sizi =0,2 >0, 2= —a—' Zo << o joue le role de z, dans la démons-
1
tration précédente.

COROLLAIRE 1. — z, > o ef z, > o étant fixés, z; (3) > o quel que soif i>. o

si et seulement si % > sup A",
ine

La condition est suffisante d’aprés le lemme 1. Elle est nécessaire, car

S(M) >0 = AN
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D’autre part,
Zpr(A) >0 pour A AR,
et
Zpa(h) Lo pour Mt h LA,
car
PN P K e
donc si z(M)>o, lLin = AXA7,

zi(M) >0 lZizZn+1 = Ax M.

Donc z; (2) > o quel que soit i entraine
A supait.
i>2

Soit
i—1

A= llp)\t ) )‘_=Supl“"ii)
Y i1

~

ou p!; est la plus grande racine réelle du polynome z_; de degré i, la
condition nécessaire et suffisante pour que z (2) > o quel que soit i est
que z; >0, Zy>o0 et

A sup(At, A7) = Ao

Faisons maintenant varier z, et z,; si 2z, = o0, Z,>> 0o,

)\Zi—-al 20
aq

ne peut étre > o que si z, = o; si z1 > o, A", donc 4, ne dépend que du
rapport ? De plus,
1

’
ay 3o LIRSt
2170 et koé P’ii= .

A Al=
o= Ay P Zo

Pour % fixé, z; est une fonction linéaire de z, et de z;;
Zi= Q;%y+ biz1;
. . z .
Z> 0, Z, > 0, 2, > o impliquent donc que le rapport z—" appartient a4 un
1

intervalle de R éventuellement infini et z;> o quel que soit i que i—‘i

appartient a lintersection de ces intervalles, c’est-d-dire 4 un intervalle
[a (3), b (3)] nécessairement borné, puisque

o

|2

0

= — <

-
1

LBy

>
S
R
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On peut préciser les bornes de cet intervalle pour la valeur particuliére
A = p: (3.1) s’écrit alors

0 (Bip1— 5i) = o3 (Zi— Zi—1);

on en déduit par un calcul simple que z; > o quel que soit i si et seulement
sizy> o0,z >o0et

a(p)=

ou

En particulier, si ces deux séries divergent, z; =z, =z, est la seule
solution positive pour A = p.

11 en résulte que si A > p, Vintervalle [a (1), b (2)] contient I. Pour 2
fixé, toute solution positive de (3.1) peut s’exprimer comme combi-

Y

naison linéaire A coefficients positifs des deux solutions correspondant
azn=1Lz=a@)etz=12=>b().

Inversement, si ¢ = ¢’ = 4 o0, alors 4, 1; en effet, on a
)\0< > >p pour 3o3# 3z,

puisque a(p) = b(p) = 1. Pour z, = z,, en écrivant (3.1),
@ (Bir1— 2i) = ¢} (Z1— Zi—1) + (A —p) 2

on voit que

Blp1— zzél—[ — (z»-—— 21) -—]] “l (> -P) 3

i=2

et, puisque & = + 0, 2.y ——o0 si A < p. On a donc 4, (1) > p.

4. Etude de I'exemple du paragraphe 1. — D’apres les résultats
du paragraphe 2, les éléments extrémaux de C sont pour un tel processus
solution du systéme S des équations

(4.1) O Biga,j ¥ Bia,j= N3 ) Vi, J,
(4.2) Bizi ja+ Bz jm=pz; VI,
(4.3) . A+ p=1 et Zo0=1,

ol

o:i+a}=p et B/+{3/l=1—p
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En fait, ces équations ne sont pas indépendantes et sont équivalentes
au systéme des équations

(4.1) Vi, Jj,
(4.2) i=o, i=1 Y/
(4.3)

D’apres le paragraphe 3, pour j et 4 fixés, une solution de (4.1) quel
que soit i est caractérisée par la donnée de z,;, z,,. Ces nombres sont
eux-mémes caractérisés pour p. = 1 — % fixé comme solutions de (4.2)
par la donnée de 2o, Zo,15 21,0, Z1,1. Donc on obtient une solution et une
seule de S en se donnant 2, 2,0, 20,1, Z1,05 21,1

Cherchons maintenant les solutions positives de S. Pour chaque valeur
de  comprise entre o et 1, 'ensemble des points (20,1, 21,0, 21,1) qui déter-
minent une solution positive de S est un convexe fermé C, de R** éven-
tuellement vide. Une condition nécessaire pour que C; soit non vide est,
d’aprés le paragraphe 3, que
(4:4) M) 2rst— ()

Z1.0 0.1
Choisissons 2, 210, 20,1 tels que (4.4) soit satisfaite et prenons
(4.5) A Z1,1=.Z1,ozo,1.

Alors on déduit de
B/Zo,,’+1+ @', Zo, j—1 = M 30,
Bjz1, e+ B 21, jm1= 121,
87 ( %0, j+121, j— 31,4130, ;) = B (%0, 21, j—1— 31,/ 50, j—1)-

D’out
3o, j+1581,j— B1, j+150,j = B0,1381,0— F1,1%0,0= o

et

B4, j4+1 217

SLIH = 2 =gy

o, j+1 2o,/
et, de méme,

Bi+1,i Zi1

—_— = ——— = Z,1-

Bi+1,0 Zi0

1l en résulte que (4.4) est la condition nécessaire et suffisante pour que
la solution de S ainsi déterminée soit positive. On peut d’ailleurs mettre
alors cette solution sous la forme z;,; = z:5;, ol

WLt + % Timg = NZy, xo=}’o=1,

B/‘J’/’+1+Blj}’/—l=(1—7‘).}’j; x1= 31,0, Y1= %o0,1-
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Donc si (4.4) est satisfaite, la droite x;, = z,,4, 2, = z,,, coupe C) suivant
un intervalle fermé non vide contenant z, = z, 2y, 1.
Discutons (4.4); on a vu au paragraphe 3 que

M) £p 21— p(1);

on a donc .
lo: inf)\oép é’l— ianJ.()('l) =1 - my.

Pour tout 4 tel que I, = 2 = 1 — m,, il existe z;,, et z,, 1 satisfaisant (4.4);
si l, <1 — m,, soit CJ I’ensemble des éléments extrémaux de C; dans R?
et I' ’ensemble de R* défini par (z, y, z)€C/; on a vu au paragraphe 2
qu’on pouvait définir un homéomorphisme entre I' et les éléments extré-
maux de C.

Sily=1—m, = p et si pour 21, % (x) > p, po(x) > 1—p,
(On a vu qu'une condition nécessaire et suffisante pour cela est que les
quatre séries (4.6) ci-dessous divergent)

(4.4) implique 2 =p, z;,0 =2, =1, d’out z,, =1 quel que soit i,
puis z;,; = 1 quel que soit 7, j; d’ou le

TatorEME 4.1. — La condition nécessaire et suffisante pour que la

frontiére de la chaine définie par (1.7) soit réduite a un seul point est que
les quatre séries

l—1 l l—1 {
divergent. '

/
On voit que c’est le cas, en particulier, si o = o i =} ( cas du

. Ql
processus homogéne avec ZJ IIl= 0>.
J

5. Une condition suffisante pour que la frontiére soit réduite
aun point dans le casoltn = 1. — Nous avons vu, au chapitre précédent
que, pour un processus homogeéne, la condition nécessaire et suffisante
pour que la frontiére soit réduite 4 un point, était que I’espérance mathé-

matique du pas EJ II[*? soit nulle. L’étude du paragraphe 3 montre

que cette conditii)erlan’est pas nécessaire, méme pour n = 1, dans le cas
général; nous allons montrer qu’elle est suffisante pour n = 1 en utilisant
le fait que g est totalement ordonné (nous notons les éléments de g par
une petite lettre si n = 1).
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ProrosiTION 5.1. — Sin =1 et si U k3 =g, alors
0

(3.1) 2n§+izi+j=zi Vieg,
ey

(3.2) Liso VieG; ZLi=1,

(5.3) D =o, Mg =1,
JEY j€Y

NI#/ > o si et seulement si jeJ, Vieg,

impliquent Z; =1 Vieg.

Démonstration. — Soit

—a=Ainf(j:jeJ), B=sup(yj:jed),

puisque J e~ngendre g, —a<o<?B.

Soit '

o;=inf(v:Ziy;—Zi—jv >0 V/: —aZLjLo),

il résulte de (5.3) qu’il existe k > o, ke I tel que
(3-4) Liskx—ZL;— kv, <o.

Soit k, le plus petit k > o satisfaisant (5.4), on a
Lij—Li—joixo0 pour —a<Zj Lo,

Livky—ZLi— kyo1< o,

d’oll, pour —a <L j Lo,

Livj—ZLizt,—vi(J— ki) >0
ou, en posant j —k, =1,
(3.5) Zivit— Lipt,—vil >0  pour —kj—a<lZ—ky.
On déduit aussi de (5.4)

Livk— Livr,—vilk— ki) >0  pour oLk < ky,
ou
(5.6) Zivtprt— Livr,—vil >0, —k<zl<o.

De (5.5) et de (5.6) on déduit

(3.7) Viky < Vi
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On détermine ainsi une suite d’entiers k, tels que o < k. < 3; si T'on

pose i +2k,- = i,
1

¥ Vi Liy—Lipy— Vi fn Lo
D’ou
n—1 n n—1
Li,— Zi“‘E vikjri<Lo et Vi}: /f/éz vikjra>— Ly,
0 1 0
d’out
Oi i

et en faisant n— + «,
(5.8) : Vi 0.

Par définition de v, il existe j, € J, tel que
—aLj1£Lo,  Lij—ZLi—eily=o0
et ji, jas « .y Jn tels que

—agjigo, X ji=Fk
1

et
Zivk, y— Livkh— Virki_Jn=0,
d’out
n
LZivi,— Zi—z Virk}_,J1= 0.
=1
Posons

ot =inf(vi ;i —a Ly <B).

Quel que soit k << o, en appliquant a i 4+ k la construction ci-dessus,
on détermine n tel que '

—aLk+ki+...+kpn£B,

donc, en vertu de (5.7),
Virk 0]
D’ou
n
ok 52 Virkl_ Ji= Lt — Lix—1;

1
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et

o<

Z;
- I‘In >
d’ou, en faisant tendre n vers linfini, »}* = o et compte tenu de (5.8),

o' = o.

Il existe donc i tel que v; = o et v, = o quel que soit n. D’ou Z,, = Z,
quel que soit n [car Iinégalité stricte dans (5.4) implique l'inégalité
stricte dans (5.7)]. On en déduit

Livj>1; pour  —aLj Lk
puis pour — a = j, d’oit compte tenu de (5.3), Z..; = Z; quel que soit
i>—oatelqueje UnJ et comme UnJ = g, quel que soit j > —«,

donc quel que soit j.

6. Etude d’une transformation qui conserve la frontiére. — Etant
donnée une matrice Il de probabilité, nous cherchons a définir d’autres
matrices P telles que

PZL=1, I>0 & N1=1, ZIx>o.

ProposiTioN 6.1. — Si

(6.1) Pf= Y ax (I,

s,

ou

an( o0, W an() =1,
n=o0

UZ=1Z, Z>o0 entraine PL=1.

Cette proposition résulte immédiatement du fait que les sommations
peuvent étre permutées, puisque tous les termes sont positifs.

La transformation (6.1) admet I'interprétation suivante : considérons
un jeu dont les coups sont indépendants, le résultat du (p 4 1)*=°¢ coup
étant J avec probabilité IIf si celui du p*m® est I. Un joueur qui a joué
le p'*me coup décide de rejouer au (p + n)*™¢ par un premier tirage au
sort de répartition a, (I); il joue ainsi & un nouveau jeu défini par P.

La proposition 6.1 admet une réciproque dans le cas particulier ou
a, (I) = o quel que soit n > 2.
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ProposITION 6.2. — Si P{=a,(I) o1+ (1 —a, (D)) I [o Za,(I) < 1)
PL=17, Z>o0 & UZL=1Z, ZL>o. |
En effet,
Zy=ay(1)Z,+(1— ao(l))Elli‘ZJ
3

entraine

z,=2ngz,

3

La proposition 6.1 admet aussi une réciproque en ce qui concerne
les solutions bornées de I1Z = Z.

ProrposiTION 6.3. — Si
D(r =1 an(D)
2 —_—
sup———ey— <1, @) <4, PZ=1Z,

Z borné entraine I1Z = Z.
Soit A, la matrice diagonale d’éléments a, (I) ¢}, (6.1) s’écrit

o

P =2A,,H", oil 2A,,= I
0

0

et PZ = Z implique

) ® n—1
ZAn(nn_l)Z=o ou ZAnznk(n—l)Z=o
0 1 0

ou
® n—1
<([ —Ay) +ZA,,2 Hk> (I —1)Z = o,
2 1
d’otl
P n—1
<1 + (1 — Ao)—izAn2nk> (I—1)Z = o.
2 1
Soit

B=(I— Ao)—li A, Elnk
2 1
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puisque

3 n = ()

=1, ||Bjl<sup-*

—am <k

I 4 B est donc inversible et I1Z = Z.
Il est possible de préciser ces résultats quand a, ne dépend pas de I;

A, commute alors avec II. Cette transformation a été introduite par
Cohen [1], [2].

ProposiTiON 6.4. — Si

© Ld
P=2anH", a,> o, Zan=1,
0 0

la condition nécessaire et suffisante pour que PZ = Z, Z > o soit équivalent
allZ = Z, Z > o quelle que soit la matrice de probabilité I, est que I'équa-

tion Za,, z¢ =1 admette z =1 comme seule racine de module 1 (ou
encore que le P.G.C.D. des k tels que ar > o soit egal al).
La condition est nécessaire : soit I} = §/,,,

HZ2=71 < Zi+1=Zi;
PZ = Z entraine

~
(6.2) . Za,,z,.+,,=z,~.

Sile P.G.C.D. des k tels que a; > o est égal & p, on obtient une solution
de (6.2) en choisissant arbitrairement Z,, Z,, ..., Z, et en prenant
Zi+np = Zi-

La condition est suffisante : Soit Z > o tel que PZ = Z; on remarque
que P et II commutent; on a donc PI*Z =1I*Z ou, en posant
(¥ Z), = Z, U%,

(6.3) zanUHk:U’f, avec Ukxo, Uo=1.
On montre comme au chapitre précédent qu'un élément extrémal du

cone défini par (6.3) satisfait U/ Ut = U/+* quels que soient j, k tels
que a; # o et comme le P.G.C.D. des a; tels que a: 2 o est égal a 1,

= (u)/, avec Zan w =1, doit u=1 et (I*Z)y =Z; quels que
0

soient I et k.
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7. Transformée d’un processus de naissance et de mort. — Nous
nous proposons dans ce paragraphe de déterminer tous les processus
obtenus par une transformation de la forme

o CJ
H’:Zanﬂ", zan=1, a,> o,
0 0

quand II est la matrice d’un processus homogéne, de naissancé et de mort.
Il s’agit donc, étant donné

de savoir a quelles conditions il est possible de déterminer
+»
a;> o, 2 a; =1,
0

et p, ¢, p> 0, > o tels que p + g = 1 satisfaisant

-+ -+ o
(7.1) Ean e”i°=2a/(pela+qe—i9)l
— [}
ou
(7'2) an=2C121—nqul—"a21—n
I>o0
Ixn
ou
g 2{—n
(7.3) “n(%) =20121~n(1’q) 2 Asl—n-
>0
I>n
ou, en posant
q : 1
(7.4) rr:”n=°‘n<1;> ’ bi=a;(pg)?
(1.5) Bu= 2, Chinbain=Y Abbs,
ﬁéo =0 -
>n

avec
o sin—/7estimpairetsil<<|n|,
(7.6) A£l= l+n

C, 2 dans les autres cas.
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D’ou une premiére condition nécessaire

Bn=2Bn ou e <g>n

op P
ou
(1.7) \/ an_ 4,
Ay P
d’ou

ﬁn = ?‘—n =V &p%—p .

Les A!, pour n> o, I> o définissent une matrice A dont l'inverse a
_gauche, X, s’il existe satisfait

(7.8) v D XA, =3
n=0
ou, en tenant compte de (7.6),
’ l+n
(1.9) szc T =3
(7.9) implique X} = o pour n < k et pour n — k impair; d’ou

(7.10) : Xk=1

et, en posant =k +2r, n=k+ 25,
(7.11) ZC"”’ Xhr2s = pour r> o,
ce qui détermine de facon unique les X} pour n> k.

On déduit d’ailleurs de

(14 z)k+2r
=

(7.12) 2 Clpgr3s—T=

k+2r

(1. 13) [('1 -+ z)/~+2r] 2‘ Chyar(s—1) e (s—r— k1) zs—r—k,

_ZCk+,r[(s (s—r—k +1)zs~"—‘ +(r—s+k)...(r—s+1)zrs].
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D’ot, en faisant z = —1, le premier membre de (7.13) étant nul pourr> o
égal a k! pour r = o,

(7.14) Xk+es s...(s+/c'—1)(—1)*‘-;(!s+/c)...(s+1)(—1)~*‘

(k+2s) (s+1)...(s+ k—1)
k1 ’

= (—1y

résultat qu’on aurait pu établir & partir de (7.1) en utilisant les poly-
nomes de Tchebycheff.

X est aussi un inverse a droite de A, en effet
2 AlXf=o0 si nzk ou si k — n est impair,
= Aﬁ Xr=1 si n=k,

-—ZA"”PX”* si k=n-+2q (g entier > o),

_ZCZII;I’(n_._ZP)I(n+27)(q;P+1)~.-(_q—l—p+n_1)
(n+q)72cn+q(2q+n—") (g=r+1) (1"

_mZczw-i(zq‘f"—"—w---(q~r)(—1)r.

Or
(7.15) (n+q)'zc"+q(zq+n_r) (g—r+1)zi—r
N 1 dn+q a(1 1\r+q
RRCET) dz"+ff[z ( +2> ]
D’ou
1 4
(7.16) m—!zcg+q(zq+n—r)...(q—r+1)(—1)r=1
o . .
et
(7.17) EAQX,“:&,’;.
=0
Soit

(7.18) —Zkaz—EX“' Brass
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p et g étant déterminés par (7.7), distinguons deux cas :
a. p # q (on peut alors supposer p > ¢). — De

k
[X’;ﬁ"'“ | = (k‘;?-’") ,
on déduit que
k+2s
- k + 23)/E g\ *
i.1 Xh—zs Ftos < ( 73 25(“)
(7.19) 2 | | Bra 2 +a
converge absolument. D’out
(7'20) blk =E Z +25Ck1’;‘:5 bk+2r =23$bk+zr= bk;
$§=0 r=0 0

d’ou l'unicité de la solution.
Par ailleurs, on déduit de (7.20)

kk e—%

2“/{-}—25————6-_[‘:,
c k(1o \/-)
(os/

donc le rayon de convergence dez b z* est supérieur a Log \/ 1—; Suppo-
sons (3 choisi de facon que

(7.21) |6kl <

(7.22) b= X XE™ Brras 03

§=0

w|>~

soient d, = b, (pq) et R le rayon de convergence de 2(1‘ z5

Pour1%<|z|<l et IPZ-I-Z

I s

En effet,

i 2 xk+zs|ak+g\<2 ZPAW,< >4Zepra,<g)
k=0 s=0

k=0 r=o0

est sommable pour p < Log\/ iq)
(7.23) est donc valable pour

pz+%I<Log\/§-
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et, par prolongement, pour

%<[z|<1 et ‘pz—i—%l{f{.
Siz=re?,
- 7_ 4 A pr—2) i
C_pz+z—<pr+ ’_>c050+z<p1 r) sin f

définit une correspondance biunivoque entre lintérieur de Dellipse

a deux feuillets de demi-axes 1 et p—q et la couronne 1% <|z]<1.
Soit ¢(2) = Y,a,z* le premier membre de (7.23), 9(2) + ( Piz) définit
0

une fonction de ¢ analytique a I'intérieur de I’ellipse de demi-axes 1 et p—¢q
On a alors

Y0 =Nanlr  pour [{|<R.

Si R était strictement inférieur 4 1, ¢ (¢) pourrait se prolonger le long de

I’axe réel par une fonction totalement croissante (a, > o) elle-méme pro-

longeable analytiquement a l'intérieur du cercle [{| =<1; on a donc R>.1,
En faisant tendre z vers 1 dans (7. 23), on obtient

Pl

®
°
2 a,= E ap=1,
0 —»

les deux conditions (7.7) et (7.22) sont donc, si p > ¢, des conditions
nécessaires et suffisantes pour I’existence et 1'unicité des a;.

b. p = q.— Alors 3, = a,, mais la majoration fournie par (7.19) ne

Y . )
permet plus d’affirmer que Z]X‘,‘j“ | ar2s converge. Or, si la série

qui définit b converge, celle qui définit b,_, converge absolument;
en effet, elle a pour terme général

(—1)p(k4+2s—2)(s+1) ... (s +k—3) tpyo(s—1)
= (=) (k+2s) (sS+2) ... (8+ k—2) apyay
(k+2s)(s'+1)... (s +k—1)

=(— ,1)‘) +1 (SI+,1) (S’—O—If—i) Of+2s’-

L’exemple suivant montre que EX}E*“akﬂs peut diverger. On a
20 8 cos(2p +1)0
7-.4 _——— = — —_—
(7.24) 1 - = Gp 1) (oL b Zx).
p=0
INSTITUT HENRI POINCAR£. — XV, I 13
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D’autre part, de

.(2n—1) w2n+t
L..2n an +1

) - 1.3
(7.25) Arccosu:E—Z 32.4 (—1Z£uLt)
. 0

on déduit

2 1.3...(2n—1) (cosh)n+t

2.4...2n an +1

20

(7.26) 1———? (oL b Lm).

B

0
La relation (7.1) est donc satisfaite par p = ¢ = i

2 1.3...(2n—1)
%2.4...2n(2n 1)’

4 1

72 (2n +1)2

Aptq =

A2p4+1 = X—(2n+1) =

et
4 (s . (s+k—1)
2 k+2

Xﬁ” S opopay = (— 1)
ne tend pas vers zéro si k> 2.
Etant donné les «; tels que

—+
? 1 >
A= A0 o= o—;
) ’ ’
—0

la fonction

o(b) =ag+ 22% cosnb

1

est définie pour tout 0 réel. Par ailleurs,

0

_ Log(u+ \/u?—l)
13

est holomorphe a l'intérieur du cercle | u| < 1 et prolonge Arc cos u si
'on prend la détermination du logarithme réelle pour u réel.

Si I’on pose

T .
;—0.=x+zy,

on a |u|* =sh?y + sin>z et |u| <1 entraine

sh? y + sin2z <1 ou |shy | <|cosz|,
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ce qui définit un domaine D. Donc, si ¢ () peut étre prolongée par une
fonction holomorphe dans D, ¢ (1) = ¢ (9(u)) sera holomorphe a l'inté-
rieur du cercle | u| <1 et de

d(u) =2anu",

on déduira
0

(7.27) ay + 220:" cosnﬂ:Zan(cosﬂ)’l,

1 0
les a, étant donnés par
(7.28) an—L np(u)du=_l_/ q(ﬂ)smﬁdﬂ’
o

o7l i un+1 oni (COSB)”'H

ou I'" est une courbe de D entourant 6 = g

Si les a, ainsi déterminés sont . o, en faisant tendte 0 vers zéro, on

obtient
2“”= g+ 2Zan= 1.
0 1

L’exemple suivant montre qu’on peut avoir

-+ o

%> 0, 2&,,:1

—»

T

et que ¢ peut ne pas étre analytique pour 6 = ” : il suffit de remplacer 0

(SR

par 2 0 dans (7.24)

46 7 =
® 1— = pour o Zf6.<Z -,
_8_2_035(4p+2)0_ % 2

2 2p+1)2 =
il (P ) —3-4—4—_6 pour géﬁén.

En résumé, on a le
THEOREME 7.1. — Etant donné
—+

%> o0, 2@:1,

—»

pour qu’il existe p>~ o,q> o, p + q=1,el

@
&
aiéozaz:i,
0
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lels que (7.1), il est nécessaire que

ne dépende pas de n. Alors

Si p # q, il est nécessaire et suffisant que

N k—+o +1) ... (s+k—1) ———
V&, 2(— 1) ( $) (s k)! (s ) \/ak+2s°‘—(k+2s) >0

§=0

et alors on a la solution unique

©

ap— 1 k2(_1)S(k+2s)(s+2)l...(s+k-1)m'

(pq)? s=°

Sip=q= é, il est nécessaire et suffisant que la fonction

o

?(8) = ag+ 220;,, cosnb

1

puissent élre prolongée par une fonction holomorphe dans le domaine D
défini par
sin? Re (0) + sh2Im (0) < 1.

S’il en est ainsi, et si
1 9 (0) sinb &6
2imJp cos fi+1

==

oi1 T est une courbe de D enfourant le point § = -725, alors on a la solution

unique
1 re(d)sinbdb

A= ——— .
F= SinJp (cosbyHt
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