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Processus de Markoff en cascade

par

Paul-Louis HENNEQUIN.

INTRODUCTION.

De nombreux travaux ont été, durant ces dernières années, consacrés
à l’étude de processus très particuliers rencontrés, soit en biologie, soit
en physique nucléaire, soit dans la théorie des réactions chimiques ou des
communications. Nous nous contentons de renvoyer à quelques livres
où de nombreux exemples sont développés [1], [2], [10]. Par ailleurs, une
étude théorique très générale des processus dénombrables de Markoff
a été faite par plusieurs auteurs [4], [5], [6], [7], [12], [15], [16], [17], [18].
Nous nous proposons dans ce travail de définir une classe de processus
assez généraux pour recouvrir la plupart des cas rencontrés dans la

pratique, mais assez particuliers cependant pour justifier une étude
spéciale. Dans un grand nombre de problèmes pratiques, on étudie une
population dont les individus peuvent, d’après leurs caractères, être

classés en n espèces distinctes. S’il est possible d’inclure dans ces carac-
tères tout ce qui, dans le passé de la population peut influer sur son
avenir, l’évolution se fait suivant un processus de Markoff que nous

supposerons homogène dans le temps.
Par ailleurs, cette évolution étant due à la disparition ou à l’apparition

d’individus des différentes espèces, on peut supposer qu’apparitions et
disparitions simultanées sont en nombre fini. Soit Kn le module des suites
de n entiers ii, i2, ..., nous noterons une telle suite par une lettre

majuscule I. Un processus de Markoff homogène dont l’espace des états
est Kn, est définie par les probabilités de passage PjI (t) de passer de l’état
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initial 1 à l’instant T, à l’état final J à l’instant T + t. Elles satisfont les
relations suivantes :

J. L. Doob [5] a montré que, sous ces hypothèses,

existent et que 

’

°

J

Si Qi est fini, nous dirons, avec P. Lévy [14] que 1 est un état stable,
s’il est infini, que 1 est instantané.
Nous supposerons que tous les QI sont finis, ce qui est une hypothèse

peu restrictive ici.

Si o, nous poserons 
.

QJI = QI03A0JI pour I ~ J,

Si Qi= o, nous poserons

III = o pour 1 ~ J.

La matrice des IIÎ est la matrice de la chaîne de Markoff associée aux
changements d’états du processus. Elle permet d’étudier la suite de

ceux-ci sans préciser quand ils se produisent. Au contraire, les QI sont
liés au temps passé dans l’état I, puisque celui-ci a pour fonction de

répartition 
’

~ _ é Q~ ~.

Nous appelons « transition élémentaire )) un couple (I, J) tel que 03A0JI > o.
Dans une population réelle, le nombre d’individus qui peuvent appa-



III

raître ou disparaître dans une telle transition élémentaire est borné

indépendamment de I. De plus, on peut admettre que, bien que les IIÎ
dépendent de I, l’ensemble des transitions élémentaires de premier terme 1
est caractérisé par J - I, ce qui nous conduit à appeler processus en
cascade un processus dont les transitions élémentaires sont caractérisées

par J - I ~ J où 3 est un sous-ensemble fini de K,, indépendant
de I.

Dans le chapitre I, nous avons précisé les définitions et notations
au paragraphe 1, puis donné des exemples au paragraphe 2. La plupart
de ceux-ci conduisent à étudier des chaînes en cascade où l’espace des
états est non pas mais l’ensemble En des points à coordonnées entières
positives de R~. Il est donc nécessaire de préciser la définition des tran-
sitions élémentaires sur les faces de En qui jouent le rôle de frontière,
suivant les cas absorbantes ou. partiellement réfléchissantes. Les para-
graphes 3 à 6 sont consacrés à l’étude des vecteurs propres de l’opéra-
teur II lié à la chaîne. Il est possible de construire un tel vecteur propre
dès qu’on le connaît sur un sous-ensemble de En par des relations de
récurrence. Toutefois, la caractérisation des vecteurs positifs présente
des difficultés. Au paragraphe 7, nous énonçons quelques critères, qu’on
peut obtenir directement, pour qu’un sous-ensemble A de En soit de
séjour. Dans les paragraphes 8 et 9 nous étudions l’ensemble des trajec-
toires, c’est-à-dire des réalisations de probabilité strictement positive
du processus. Il est possible de définir une application de cet ensemble
sur un sous-ensemble A de la demi-droite positive. L’intersection de
cet ensemble et d’un intervalle [r, r + r] a une mesure égale à ou inférieure
à i. Pour le préciser, on est conduit à étudier le problème d’une barrière
absorbante pour un processus homogène sur la droite que nous avons
résolu à l’aide des fonctions génératrices et d’une méthode analogue à celle
des images en électrostatique.
Dans le chapitre II, nous nous sommes intéressé au cas où la chaîne

est homogène dans l’espace des états, c’est-à-dire où 03A0I+JI = Aj ne dépend
pas de I. Pour définir cette notion, il est nécessaire que l’espace des états
soit muni d’une structure de groupe. Nous nous limitons au cas où le

groupe G est commutatif et nous caractérisons les chaînes dénombrables
de ce type dans le paragraphe 2. L’état du processus à l’instant n est
alors somme de n variables indépendantes de même loi, ce qui simplifie
beaucoup l’étude.
Après avoir rappelé au paragraphe 3 la définition de la frontière de

Feller, nous étudions au paragraphe 4 le cas où l’on peut atteindre tous
les points de G à partir de l’un d’eux. Dans le cas où G = Kn, on peut
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établir un isomorphisme entre la partie discrète de la frontière et la
surface de Rn d’équation

03A3AJeJ.U=1.
En particulier, la frontière de Feller est réduite à un seul point si et

seulement si 
’

J

Au paragraphe 5, nous étudions le cas où à partir d’un élément de G
on atteint les éléments d’un semi-groupe de G. Les résultats sont analogues
à ceux du paragraphe 4. Au paragraphe 6, nous étudions les ensembles
de séjour qui apparaissent comme voisinages du point particulier de la
frontière qui correspond à la solution Z = 1 de l’équation II Z = Z.

L’étude des ensembles de séjour est faite successivement dans le cas où

03A3JAJ = o pour lequel nous avons généralisé des résultats obtenus
- J .

par Ito et Mc Kean dans le cas d’une marche au hasard symétrique, et

dans le cas où 03A3 JAJ ~ o où nous utilisons une généralisation de la loi
J

du logarithme itéré à des variables vectorielles.
Le paragraphe 7 est relatif au calcul du temps d’atteinte et du temps

de séjour pour un sous-ensemble de G. Ceux-ci sont solutions d’équations
linéaires dont la structure est analogue à celle des équations aux diffé-
rences rencontrées dans la résolution approchée du problème de Dirichlet.
Dans le chapitre III, nous avons cherché à étendre les résultats du

chapttre II à des chaînes non homogènes sur un groupe G. Dans les

paragraphes 1 et 2, nous avons utilisé la remarque suivante : si II =~ Ti,
où les Tl commutent deux à deux et sont positifs, tout élément extrémal
du cône des Z ~ o tels que II Z = Z est vecteur propre commun des Tl.
Si les Tl sont plus simples que II, cela simplifie la recherche de ces éléments.
C’est d’ailleurs cette même remarque qui est à la base de la méthode des
« directions alternées » pour la résolution approchée de problèmes ellip-
tiques. On peut ainsi ramener l’étude d’une marche au hasard particulière,
mais non homogène dans’ le plan, à l’étude d’une marche au hasard sur
la droite. C’est l’objet des paragraphes 3 et 4.

Dans le paragraphe 5, nous avons établi que la condition
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nécessaire et suffisante pour que la frontière de Feller d’une chaîne 
’

homogène soit réduite à un seul point était encore suffisante pour un
processus sur la droite. Le fait que l’espace des états soit totalement
ordonné joue un rôle dans cette démonstration qui ne se généralise pas
à une dimension supérieure à i.

Dans le paragraphe 6, nous avons cherché à définir des classes de
matrices de probabilité qui définissaient la même frontière de Feller.
La transformation définie par

PJI = 03A3an (I) 03A0nJI, OÙ 03A3an(I) =1? o

n n

transforme une matrice de probabilité en une matrice de probabilité.
Cette transformation conserve la frontière si les an (I) sont indépendants
de I.

Dans le paragraphe 7, nous avons étudié en détail la transformation
d’un processus de naissance et de mort.

Nous donnons ci-dessous une bibliographie générale d’ouvrages en
relation avec notre travail. Les articles utilisés ont été indiqués à la fin
de chaque chapitre. 

C’est pour moi un agréable devoir d’exprimer ma gratitude à M. R. Fortet
pour les observations, les conseils et les encouragements qu’il n’a cessé
de me prodiguer durant l’élaboration de ce travail.

J’ai aussi une grande reconnaissance à l’égard de M. L. Schwartz pour
m’avoir invité à collaborer à son enseignement de Méthodes mathématiques
de la Physique et pour avoir accepté de présider le Jury de cette thèse.
Je remercie enfin M. J. Neveu qui m’a donné de nombreuses indications

dans la poursuite de ce travail et M. J.-L. Lions dont certains des travaux
font l’objet de ma seconde thèse.
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CHAPITRE 1.

PROCESSUS EN CASCADE SUR E..

1. Notations et définitions. - a. L’espace des états. - L’état d’une

population comportant des individus de n espèces distinctes peut être,
si l’on ne cherche pas à discerner deux individus de même espèce, carac-
térisé par n nombres entiers positifs (~ o) fj, i2, ..., in. Nous supposons
le nombre n des espèces fixé une fois pour toutes, certains des ik pouvant
être nuls.

Introduisons les deux ensembles suivants :

Kn est le module des suites de n entiers il, i2, ..., in ou encore ( ik ) ;
nous appelons point 1 un élément de K,, et coordonnées du point 1 les

nombres ik ;
En est le cône de Kn formé des suites de n entiers positifs.

b. Transitions élémentaires pour un processus. sur Kn. 
- Nous appelons

transition élémentaire une transition de 1 à J de probabilité I1Î > o.

DÉFINITION 1. - Nous appelons processus en cascade sur Kn un pro-
cessus de Markoff sur l’espace K,, dont les transitions élémentaires sont
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caractérisées par J - où J est un sous-ensemble fini de Kn indé-
pendant de I.

De tels processus sont étudiés sous le nom de « marche au hasard »,

en particulier dans le cas où IIi ne dépend que de J - 1 (processus
homogène dans l’espace, c f. chap II).

c. Transitions élémentaires pour un processus sur En. - L’introduction
de Kn simplifie la définition, mais nous nous proposons, dans ce chapitre,
d’étudier les processus sur En. Il est clair qu’il faut alors préciser ce qui
se passe au voisinage des points 1 dont une ou plusieurs coordonnées
sont nulles. 

’

Nous définissons une partition de En de la façon suivante : écrivons
les 2n premiers entiers k : : o L k L 2n - 1 dans le système binaire et

appelons F~ le sous-ensemble de En défini par :
Ii = o si le iième chiffre de k est o ;

Il > o si le iième chiffre de k est 1

(Iï désigne la iième coordonnée de I).

Par exemple : .

F°=i°~~ > 

Nous appelons fermeture F~ de F~ le sous-ensemble de E~ défini par
Ii = o si le iième chiffre de k est o.

Nous noterons F;i les plus petits sous-modules de Kn contenant

respectivement F~ et F~.

DÉFINITION 2. - Nous appelons processus en cascade sur E~ un

processus homogène de Markoff dont les transitions élémentaires (I, J)
sont caractérisées par

I~Fkn ~ J~En, J-I~Jk,{J-I~J7k,

où ~1~ est un sous-ensemble fini de Kn dépendant seulement de k.

On pourra pratiquement se limiter aux deux cas suivants :

a. ~~ = :f2n-l et nous dirons que F~ est partiellement réfléchissant;

b. ~~,n_, ~ F;: et nous dirons que F~ est absorbant. Une fois F~
atteint, l’évolution s’y poursuit suivant un processus en cascade de
dimension strictement inférieure à n.
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2. Exemples. - a. n = 1, Ji = -1, ~ 1 ~. De tels processus
sont appelés « de naissance et de mort ». On peut en considérer deux types
suivant que a~ _ ~ o } ou Jo = { 1 ~.

b. Si n > i, on a une grande diversité de situations. Nous supposerons
que ~‘l~ a un élément dont la somme des coordonnées est strictement

positive, c’est-à-dire que la population totale peut augmenter au cours
d’une transition élémentaire. En effet, s’il n’en est pas ainsi, une fois la

population initiale donnée, l’évolution se fait suivant un processus dont
l’espace des états est fini et la plupart des problèmes posés par ces proces-
sus sont résolus (c f., par exemple, [11] de l’Introduction).
Les cascades électrophotoniques peuvent, quand on néglige les varia-

tions d’énergie des particules, être ainsi schématisées : un électron peut
émettre un photon et subsister, ou bien être absorbé par le milieu; un
photon peut se transformer en deux électrons.

J:3 est donc composé de trois points de E~. Aucun des demi-axes F~, F~
n’est absorbant, mais l’origine l’est.

Fig. 1.

c. Dans cet exemple, les espaces sont les stades, supposés en nombre
fini de la vie d’un individu (oeufs, larves, adultes).
Un oeuf peut disparaître ou éclore en donnant une larve. Une larve

peut disparaître ou se transformer en adulte. Un adulte peut disparaître
ou pondre des oeufs.

Si p est le nombre maximal d’oeufs pondus par un adulte, J7 se

compose de p + 5 points. F~ = o seule est absorbante.
d. Dans un même milieu vivent n espèces en compétition. Un individu

de chaque espèce peut disparaître ou engendrer p individus; 
individus d’espèces différentes peuvent disparaître simultanément.
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Quand une des espèces a été éliminée par les autres, celles-ci pour-
suivent leur évolution suivant un processus analogue de dimension n 2014 1.

Chaque F~ est absorbante.

Fig. 2.

Fig. 3.

" 

e. On peut combiner les exemples c et d.

3. Les opérateurs lI et II*. - Aux 03A0JI, nous associons deux opérateurs
sur l’espace S des suites x de réels dont nous numérotons les éléments
par un indice I E En’ le premier opérateur II est défini par

( 03A0 x )I = 
03A3

IIJI xJ ;

la somme figurant au second membre est finie. De plus, II est un opéra-
teur positif, borné sur le sous-espace L~ des suites bornées, et de norme
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inférieure ou égale à 1, et sur le sous-espace Li des suites sommables
où sa norme est L p (p est le nombre de points de J2n-1).
Le second opérateur IT (adjoint de II) est défini par

~ 

J

l’ensemble JZ qui joue le rôle de Jk pour II* est le symétrique de ~~ par
rapport à o.

II* est positif, borné, sur L~ et sur Li de norme respectivement infé-
rieure à p et 1.

4. Étude des vecteurs propres de TI et II* - a. Vecteurs propres
de II. - Les vecteurs propres de II sont déterminés par l’équation

IIx = 03BBx.

PROPOSITION 4.i. - Pour À > o, l’équation IIx = Àx est équivalente à

x = T03BBx0,

où xo désigne la restriction de x à un sous-ensemble Jo de En dépendant
uniquement des Jk et T03BB un opérateur dépendant de À. On notera x0 [’espace
des .Tu.

Munissons Kn d’un ordre total strict noté  tel que o soit le plus petit
élément de En. On peut prendre, par exemple, 1  J si et seulement

s’il existe p (1 L tel que

lt n n n

pour kp et °

Bien entendu, une permutation des axes fournit un autre ordre et il y a

donc n ! t ordres possibles analogues à celui-là.
Soit U le plus grand élément de d’après nos hypothèses, U > o.

Supposons d’abord qu’il n’y a pas d’ensembles absorbants, c’est-à-dire
que et que U~En [c’est-à-dire que + U) E E,t].
L’équation H z = a; x est équivalente au système d’équations

(Ej) : 03BBxI=03A303A0JIxJ
J

qu’on peut supposer ordonnées par valeurs croissantes de I. La variable

xI+U apparaît pour la première fois au second membre de l’équation (Ei),
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qui la détermine si l’on connaît les xJ pour J  I + U. On peut donc

choisir arbitrairement les x~ pour J E E,t + U) = ~o et en déduire
les x,, pour J E En + U.

Si En’ l’ensemble En n + U) a pour plus petit élément U’ défini
par Ui = sup (o, Ui). Posons

ia n

ic =~ U1, ic’ _~ Ui.
1 1

Soit Ak le sous-ensemble de En défini par

~z

(k~o).
1

Posons
k

Bk= Ck = Ak~ ( En + U).
p=o o

Le système des équations (EJ) pour J E Bk contient les xI pour lesquels

I~Bk~Ck+1~Dk+1,
’

où Dk est un sous-ensemble de Ak disjoint de Ck.
Ak contient

. 
i

, 

ak= ~ éléments,
r=ku

Ck en contient

Ck = 03A3 Gn+u-t .
r-ku- u’

Le nombre d’éléments dk de Dk est une fonction croissante de k telle

que ck + dk ~ a~..

Supposons déterminés les xi pour
. I~Bk-1~Ck~Dk,

et satisfaisant aux équations (EJ) pour J E Écrivons les équations (EJ)
pour J E Ak, soit ak équations contenant comme variables nouvelles les x,
pour



I20

soit ak - dk - Ck + Ck+1 + dk+1 variables nouvelles. On peut donc choisir
arbitrairement - ck + dk+1 2014 dk variables, ce qui détermine Jo n Fà,
donc puisque u Fk = u Ak = E,,.
Examinons maintenant le cas des ensembles absorbants. Si le point o

est absorbant, l’équation Eo se réduit à xo = xo, on peut donc choisir

arbitrairement xo. On détermine alors xj pour tous les F~ absorbants
de dimension 1 en déterminant l’ensemble ~~ comme si o n’était pas
absorbant, et, s’il l’est, en lui rajoutant le plus grand élément de Jk,
Uk, puisque E~ k ne détermine plus zvk.
De proche en proche, on détermine Jk0 pour des Fkn de dimension

croissante en prenant l’union de l’ensemble correspondant au cas où

F~ n’a pas de sous-ensemble absorbant et des ensembles F~ et Up pour
tous les ensembles absorbants F~ de F~. 

’

b. Vecteurs propres de II*. - Ils se construisent de façon tout à fait
analogue en remplaçant J par son symétrique ~* par rapport à o.

Deux cas sont possibles : ou bien il existe un ordre sur En tel que le plus
n

grand élément U* de J* satisfasse 03A3Ui> o, alors on détermine un
i=1

n

ensemble analogue à Jo, ou bien o et alors le système
z==i

n

homogène des équations Ei écrites pour comporte autant
;=J

d’équations que d’inconnues. Dans ce cas, le spectre de II* est

dénombrable.

5. Propriétés des opérateurs II et T>,. - a. Soit

.

pour tout 1 fixé, seul un nombre fini de T03BBJI sont différents de zéro :

tous les T;,Î sont nuls pour
n n

i=1 i=1

b. T03BBJI = 03B4JI si I~J0.
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= => IIx = 03BBx, donc (II - 03BB) T), est nul sur l’espace x0
des xI pour I E ~° et

R0E50 
°

d. IIx = ~ x = et, par conséquent,

, 

x0=o S 
~ x=o,

autrement dit, l’opérateur B), de £ dans ~‘~ défini par

~1 ;~ ~~’ ’ ( - i,81, K~F0

a un noyau réduit à zéro.

e. L’opérateur II est positif; il en résulte que .

BKI+03BB03B4KI = 
IIKI si K~ F0

est o.si K~f0
D’autre part, en vertu de c, pour J E F0.

K~J0 K

donc

Ba possède donc les quatre propriétés suivantes qui définissent un

ensemble convexe :

3

La restriction de B), à est - î~ I ;
Ker B), = o.

6. Détermination de II à partir des T03BB. - Nous allons montrer

qu’on peut déterminer II à partir, de T), et de ses dérivées par rapport
à ~ dans le cas où U E En.

PROPOSITION 6.I. - Si U é E,,, quels que soient 1 et J fixés, T03BBJI est un

polynome en 03BB. Si, en outre, K  U, Ui~ o, entraîne Kio.
Si l’on appelle k l’entier tel que J = I 2014 kU~J0, alors le degré de T),Î
est k et son terme de plus haut degré esf
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.

d~ ( T;,i  h.

Remarquons tout d’abord que

Ui1-0

il résulte de U ~ En que, quel que soit 1 E En il existe k tel que 1 - k U É ~(o.
Par construction, T03BBJI est un polynome dont le degré est au plus égal
au nombre d’équations qu’il a fallu écrire pour le déterminer. Si la

seconde hypothèse est satisfaite, soit 11 E I - U ~ ~, 11 ~ I : on a

avec KeJ, KU,

donc -

inf (k-1)Ui] = inf kUi+ Ki) o 
-

u o

et

h’~k-1.

Démontrons la conclusion par récurrence sur 1 : elle est vraie si 1 E Jo,
k = o puisqu’alors = ~Î.

Si k > o, l’équation Ei-u s’écrit

T;,l = h T03BBJI-U -03A3 03A0KI-U T03BBJK.
KI i

Puisque K  I,

et le terme de plus haut degré est

03BBk IIJ+UJ...IIII-U

PROPOSITION 6.2. - La condition nécessaire ef suffisante pour que
(iI - a, x = o est qu’il existe x°, x’, ..., xn-1 E x0 ° tels que

x = ~xn-~ +... +Tj, xo 
,

où T(n)03BB désigne la dérivée neme de T03BB par rapport à 03BB.

a. La condition est suffisante: en effet, de
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on déduit par dérivation

puis
(II - ), I ) Tjn~- n Tj;~-’ ~= o.

Donc

n i (II- ),)T~,= o.

b. La condition est nécessaire : en effet, par récurrence sur n,

PROPOSITION 6.3. - Les T(k)03BB sont linéairement indépendants pour
1 ~ k ~ n quel que soit n.

On le démontre par récurrence sur n : :

PROPOSITION 6 . 4. - Si U E En, quels que soient x E 03BB > o, ef le
sous-ensemble fini J de E,t, il existe y E x el k tels que yI = xi pour I 
et (II = o.

En effet, l’équation (II - î, I)~ y = o est du même type que l’équation
(II - î, I) y = o, l’ensemble ~’k étant constitué de tous les éléments de Kn
somme de k éléments de ~, son plus grand élément est donc k U et l’on
peut choisir arbitrairement yI pour

.

Il existe donc k tel que ~-â ~ ~.
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Ces propositions peuvent être fausses si un des Ui est  o. En effet,
ce n’est plus nécessairement l’équation (Ei) qui détermine xI+U et elle

peut, au contraire, déterminer xI en fonction de xI+L. Il en résulte que

T?,Î est une fraction rationnelle en À.
L’exemple ci-dessous montre que la proposition 6.4 n’est plus valable

(pour un opérateur II non ~ o).

Fig.4. ,

n = 2 : J se compose des deux points (2014 i, 2) et (2, - 1). Nous notons
par les indices 1, 2, 3, 4 les quatre points 1(0, 3), 2 (2, 2), 3 (3, o), 4 (1, 1)

( Et ) 
(E3) 
(E~) ),x~= a4x3~-- a~xl.

D’où

î,2x4 = {a;4 a00FF, -E- 
et si

a2 a 3 + a ~ ai = o, X4 = o quel que suit ), ~ o,

il en résulte

( II - ==~ quel que soit ), ~ o, ,

d’où, par dérivation, 
à

=~ =~ ,x~ = o.

0

THÉORÈME 6.1. - Si quel que soit a,> o et fini, II est enlière-

ment défini par les T(n)03BB.
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En effet, d’après les propositions 6.2 et 6. 4, quel que soit x~x et

quel que soit l’ensemble fini 3, il existe n et x0, ..., E x0 tels que

xI’= (T(n-1)03BB x,t_, +, . , . + pour I ~J s

Si 

(tlx)h=i,(T~~~-p~~-y.....+T~,x~lli-L(n-I)T~~L .~~~"-1+...+T;,xt~h. .

7. Étude des ensembles de séjour. - Nous adopterons la termi-
nologie de Feller et nous appellerons avec lui « ensembles de séjour ))
les sous-ensembles A de En tels qu’il existe 1 E A et r~ > o satisfaisant

II(k)AAI ~ pour tout k; où 03A0A est la restriction de II à A, sa puis-
sance kième et 03A0AI = 03A303A0JI.

PROPOSITION 7 . I - La condition nécessaire et suffisante pour que A fini
soit un ensemble de séjour est qu’il contienne un point o absorbant, c’est-à-dire
tel que IIg = 1.

La condition est manifestement suffisante (prendre 1 = o); pour
montrer qu’elle est nécessaire, il suflit de montrer que s’il n’y a pas de
point absorbant 03A0kA 1 ~ o quand Soit pour I E A,

at = lim 11 ~~Î
k~~

(cette suite décroissante positive converge et sa limite est positive),

(I-03A0II)03C3AI=03A3 03A0JI03C3AJ.
J~I
JE=A

S’il n’y a pas de point absorbant, IIi = o. Il reste

03C3AI=03A3IIJI03C3AJ.
J ~I
J~A

Soit r = De 03A303A0JI1, il résulte que
J

03C3AI = ~ ~ 03C3AJ = ~ pour tout J tel que 11Î ~ o.

Quel que soit 1 appartenant à A, il existe lu =1, Ij, I2, ..., I,, tels que
03A0Ii+1Ii > o et I,, E A, d’où, si ~ > o, 03C3AIp-1  Of) contrairement à l’hypothèse;
donc r = o.
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PROPOSITION 7.2. - = 1 entraîne ~~ == 1 pour

et quel que soit k.

Il suffit d’écrire 
’

03C3AI = 03A3 03A0JI03C3AJ, 03C3AJ1, 03A303A0JI 1,
J~(I+J)A J

l’égalité n’est possible que si .

~Î =1 et 

ce qui entraîne J E A, d’où la proposition en itérant.

COROLLAIRE 1. - Si W (I + k J)~ En quel que soit I E E,t, 03C3AI =1

entraîne A = En.

COROLLAIRE 2. - Si quel que soit 1 appartenant à  1, on obtient

un nouvel ensemble de séjour en enlevant de A un ensemble fini quelconque B.

En effet, sup 03C3AI = 1 - ~  1 et l’ensemble des 1 pour lesquels 03C3AI > 1-~
I~B

est un ensemble de séjour contenu dans A -B (Feller). Comme tout
ensemble qui contient un ensemble de séjour est un ensemble de séjour,
on a le corollaire.

PROPOSITION 7.3. - Si A est un ensemble de séjour, il contient une suite Ii
telle que 

~ 

.

1 I ( 1- II~.- ~ ) converge. 

’

k=0

De .

w 1 = 03A303A0JI03C3AJ
JeA

on déduit qu’il existe

tel que 

’

61 ~~~(I-Ill!‘~~ )

et, en itérant, Io = I, Ij, .... In, tels que
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d’où le résultat en choisissant Io tel que 03C3AI0 > o et en utilisant 

PROPOSITION 7.4. - Si I0, ..., I,t est telle que

’ 

03A003A0Ik+1Ik converge,
k=0

tout ensemble contenant les Ik pour k ~ n est de séjour.

En effet,

03A0AI0 03A0I1I0,
, 03A0n AA I0  03A0I1I0 ... 

’

d’où

03C3AI0 03A003A0Ik+1Ik > o.

k=0

Et la proposition en découle en utilisant la proposition 7.2.

8. Trajectoires et ensembles de séjour.

DÉFINITION. - Nous appelons trajectoire associée à la chaîne une de
ses réalisations, c’est-à-dire une suite d’états 1 (o), 1 (1 ), ..., I (r), ... tels

que

(~J’~ L‘’J)~

Si p = 1, il n’y a qu’une trajectoire possible; si p > ~, numérotons de

o à p 2014 1 les éléments de J2n20141, soit I°, l’, ..., Ip-1 et par un indice 03BD(I)
entier positif les éléments de E,t.
A toute trajectoire 1 (o), 1 (1), ..., 1 (r), . , , nous pouvons associer la

suite ki définie par

I~~~=I(i)-I(e-1) (o~k~!p-1) .

et le réel positif 
~ 

-

(8.1) > x = ~~(I(o)) ’+’ v~,
où la suite des pi sera précisée plus loin.

Cherchons l’image A de cette application dans R+ : les doivent
satisfaire



I28

Étude de l’ensemble A. - Deux cas sont possibles :

a. Tous les éléments de J2n20141, donc de Jk appartiennent à En. Si aucun
des F~ n’est absorbant (8.2) est satisfaite pour toute suite d’entiers

ki  p -1. Si un Fk est absorbant, ou bien 1 (o) ~ Fk et Fk n’est jamais
atteinte, ou bien I (o) E F~ et l’on est ramené à étudier les trajectoires
dans F;.

Si l’on veut qu’à un x compris entre v (I(o)) et 1J (I(o)) + 1 l’équation (8. ~)
associe au plus une trajectoire issue de Iu, on doit satisfaire

(8.3) 03A3 p-1 p’k  1, 
, i o (p’0 =1).

Cette condition est satisfaite si l’on choisit la suite ~’t strictement
~ 

’ 

Pi
décroissante, car .

03A3 p-1 p’k03A3(p-1)pi-k p’i=1 p’i.

i+1 i+1 
.

De plus, les ensembles

! ~:~=~(f(o))-~-y ~ + , ~, 1Cr / x: X = V ( r (0» 0 ~ l, )
forment une suite décroissante, car

- , ki ),  (kr+03BB),03A3 ki p’i+03BB p’r=03A3ki p’i+ -201420142014 ? avec = (kr+03BB) p’r,Pi .~r Pi ~~’ ~ ~

1 1 ’

d’où

o pp’r-1 p’r1,

Cr+1 est la réunion de p’ ensembles disjoints de mesure 1 p’ et la limite

des C,., 03BD(I(o)) + 1 [ a pour mesure lim pi p’i qui peut être
i~ p’i

nulle (p’i = p’i, p’ > p) ou strictement positive (p’i = ai pi, ao =1,
ai strictement croissante bornée) et arbitrairement voisine de 1. Cepen-
dant, A ne contient aucun intervalle.

b. Il existe un élément de qui n’appartient pas à En. Dans ce

cas, on peut le numéroter _I~~-1 et prendre p; = pi, car à un x ayant deux
développements correspond au plus une trajectoire dans E".
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Quel que soit 1 (o), il existe k tel que 1 (o) + k E", donc quel que
soit I (o), k,, k.~, ..., k,., il existe

x-,J~j~~~)+~"~"i P i
u

tel que l’équation (8.2) ne soit pas satisfaite; A ne contient aucun
intervalle.

Supposons qu’aucun des Fk ne soit absorbant. (Si F/ est absorbant
on étudie séparément et par une méthode analogue les trajectoires qui y
aboutissent.) Considérons la suite d’ensembles

L’ensemble (I(o)), ~ (I(o)) + 1] a pour mesure

~2j’~"’’ ’
i

où n désigne le nombre de trajectoires de longueur r qui aboutissent
dans B/.
De

~(A,.) + /~(B,.) = J) ==~/z(A,.-i),

on déduit

03A3n(Br) pr 
# 4 - 

lim n(Ar) pr.

i

L’étude de lim ~i2014~ se ramène à l’étude d’une barrière absorbante
/ ~ ~

pour une chaîne homogène dans l’espace à l’aide des deux propositions
suivantes :

PROPOSITION 8 . I . - lim n(Ar) pr est nulle ou positive indépendamment
de 1 (o).
En effet,

=~ quel que soit 1,
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donc .

lim nJ0(Ar) pr ~ lim nI0(Ar) pr;
d’autre part,

~i.(A,.)~~~j(A~)~(jI}) )
pl’ ~J pl’-q Pfl .

I~Aq

et en faisant tendre restant fixé,

nI0(Ar) pr~o entraîne nI(Ar-q) pr-q~o

pour tout 1 tel que

donc en vertu de ce qui précède pour tout 1 E E,u si ~ n E" n’est pas vide.
On est donc ramené à étudier une chaîne dont les probabilités de passage

IIÎ sont données par

IlI 
~ = ~ t / ~ 7~ 2014 si et J E En,

( o dans les autres cas,

une telle chaîne est donc homogène dans l’espace. De plus, si toutes les
coordonnées de 1 sont assez grandes, J - 1 J e En et la iième coor-
donnée I~ de 1 évolue ainsi suivant une chaîne homogène dans l’espace,
ce qui démontre la proposition 8.2 :

PROPOSITION 8.2. - lim ’~ ( A’’ > o si et seulement s’il existe une
u x p;

probabilité strictement positive de survie pour les n chaînes attachées aux
projections de I. 

’

Nous sommes donc amenés à étudier une chaîne homogène de dimen-
sion 1 et, d’après la proposition 1, on peut prendre o comme état initial.
Une telle chaîne est définie par la donnée des deux polynomes

03A61(u)=03A3IIjuj et i 03C81(u) = 03A3 IIjuj,
j~-1

avec 

03A3 03A0j=1 et 03A0j > o pour un j~ o

j

(sinon la chaîne est triviale).
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Les probabilités de passage IIl sont données par (i ~ o) :

=( ( ~ i si j ~ o,
II~ t o dans le cas contraire.

Utilisant une idée analogue à celle des images en electrostatique,
(cf. [5]), nous considérons sumiltanément le processus adjoint dont les
probabilités de passage sont données par (1 à o) :

03A0*ji= {03A0j-i si jo,
( 

( 
o dans le cas contraire.

Si l’état initial est o, les fonctions génératrices de l’état à l’instant n des
deux processus sont définies respectivement par les relations de récurrence

c~,t(u)=; ~c~1(u.)+,!r~(tc)~~h,t_1(u) ~+~
~‘~lt(Ï(~ = ~(~l(lf) ’~’ ~J~ (l!~) (1G)~ 7

où nous notons [ ]+, [ ]- les opérations

qui associent à un polynôme généralisé, la somme des monômes de degré
positif (respectivement strictement négatif).

PROPOSITION 8 . 3 1

(FG-)+== (F+G-)+, (FG+)-== (F-G+)-

quels que soient les polynomes généralisés F et G.

En effet,
(FG-)+= (F+G-)++ (F-G-)+== (F+G-)~~
(FG+)_= (F-G+)-+ (F+G+)-== (F-G+)-,

car

(F-G-)+= (F+G-+-)-= o.

PROPOSITION 8.4 : 1
n-1 i

t-..~1
Montrons cette proposition par récurrence sur n :
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Soit

F(tc) _ ~1(u.) +~~~{t~), ~0=1, ’%=1 1

et
,1

° =~ ~Î)i 
0

f..l 
i 

J lo
n

_ { F ~n )-+~ {F ~~i ~n-i )--+ F { ~i-1 ~,t-i+1 )++ { F ~~n)+
1

et, d’après la proposition 8.3i et la définition de 03A6i et de 03C8i
{ F ~i ~~ n-i ) _ { { F ~ n-i ) ~i ) _ { ~~ ra-i+M i )-,

( F ya-i+1 )+ _ { { F ~i-1 )+~n-i+1 )+ _ )+,
d’où

n

Fn+1 - Y,i+1 + I 03A6i03C8n-i+1 + .

1
PROPOSITION 8.5. - Les trois seuls cas ,possibles sont : 

, 

.

a. 03A6n (I) ~ L > o, 03A3 03C8n (1) =1-L L ;

b. 03C8n(1)~L>o, 03A303A6n(1)=1-L L ;

c. ~n (1 ) et tendent vers zéro, mais ~ ~" (1 ) et 

divergent.
En effet, de

03A6n(u)  F { tc ) 03A6n-1 { tc ),
~(M)~F(~)~~(~) )

et

F(1) =1;

il résulte que ~n (1) ~ et ~n (1) sont deux suites décroissantes positives.
Soient L et M leurs limites ~ o ; on a, d’après la proposition 8.4,

’ 

1 L + (n-1)LM, donc LM = o.

Soit M = o et L ~ o
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~

donc 03A303C8i (1 ) existe et
1

~l(,’) - -1-I,~ l
1

de même, si L = o, M ~ o.

Si L = M = o et si ~ ~~ (1) ou (1) convergeaient, alors

n-1

~~ra(’~)+ ~n(1)+~~~i(~)’~rt-i(I )=-~o~
1 t

ce qui est en contradiction avec la proposition 8.2.

THÉORÈME 8.1. - On est dans le cas a si

F’(9)=E(j-~)>o,

dans le cas b si

et dans le cas c si

F’ (1) == o.

En effet, si F’ (1) > o, il existe u  1 tel que F(u)  1, donc

03C8n (u) L (F (u))" est le terme général d’une série convergente et a f ortiori

~~(~~.(~). .

Si F’ (1)  o, il existe u > 1 tel que F (u)  1 et

~ra(~)  ~ 

est le terme général d’une série convergente.
Si F’ (1) = o, nous avons supposé qu’il existe toujours II; > o, avec

j ~ o, donc F" (u) > o et F passe par un minimum strict A pour u == 1.

Posons

Gn(u) = 03A6n(u) (F(u))n, Hn(u) = 03C8n(u) (F(u))n .

On déduit de la proposition 8.4
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Par ailleurs,

Gn(u) - [03A6n-1(u)F(u)]+ (F(u))n 03A6n-1(u)F(u) (F(u))n _ Gn-1(u)~~ = - ~-~~

quel que soit u > o.
De même,

Pour u  1,
r~ ,~ T)2(~) 1

(F(u))n

est le terme général d’une série convergente et H,~ (u) tend vers une limite

L (u) > o; pour u > 1, ~ H,, (u) converge et G,t (u) tend vers I (u) > o

, 
== 

03A6’n(u) 
_ 

) 
0 pour u .~° pour u~l.

Or

~;t ( l~ ) _ ( r. ~,~_1 ) ~ - ( ( F ~~))-1 )-),

et si

où k est le degré de 03C81. D’où

‘~~z ( ~ F’ ( u ) ~,z-t ( i~ ) + F ( u ) ~;t- ~ ( t~ ) + ~ lG ( F ‘~r~-~ - ~~t )
et

Gii ( Z~ ) ~ 1 ( I~ ) (IL ~ "’~’ n r, F’ ( Gu-~ - G n ) ,

et pour u  1,
F’ (u) o, Gn-1 2014 Gn > o,

d’où

G~i(~~)~G’~(~c)‘~ k(G1(u)-Gn(u))
~ G1 G~ (i~).

ic

Le second membre est borné sur un intervalle [u0, 1] et

Gn(1) ! Gn (uo) + K(1- tlo)
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peut être rendu arbitrairement petit; donc

G,~ ( 9 ) ~ ~~,t ( 1 ) --, o

quand n augmente indéfiniment.
On obtient le même résultat pour H,,. Toutefois, le calcul est légèrement

différent, car (F ~,t_~ )+ contient un terme de degré o et l’on utilise la
majoration 

’

, ( ~~ )+)’ ( )+.

Le théorème résulte alors de la proposition 8.5.

9. Ensembles de séjour et mesure définie sur R+ par la chaîne. -

Considérons la mesure définie sur R+ par

(9.i) P f ‘~(Io) ~ y’ ~’Ojo) +1 ~ _ ~(~o),

probabilité que l’état initial soit Io, que nous supposerons positive (> o)
quel que soit 

(9.2) P
{

03BD (I0) +k1 p’1y03BD(I0) +

k1+1 p’1}
= 03A0 ( I 0) 03A0I1I0,

où .

Les 03A0 (I0) et 03A0I1I0 sont entièrement déterminés par (9.i) et (9.2) si

03A0 (10) > o, V 10 et (9.3) peut s’interpréter comme une condition de

compatibilité pour P. 
’

La mesure P a pour support la fermeture A de A, car quel que soit
x E A et ~ > o, il existe un intervalle de longueur ~ contenant x et de
mesure strictement positive.

Associons à un sous-ensemble S de En le sous-ensemble Ir de R+

composé des trajectoires dont les r premiers éléments appartiennent à S

et soit 1 = fl Ir, et inversement associons c A l’ensemble S de
r

tous les I E E" qui figurent dans les trajectoires de I.

PROPOSITION 9.1. - S est de séjour si el seulement si P (~) > o.
En effet,
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si S est de séjour, il existe le S tel que

03A0r SS I  ~ > o quel que soit r,
donc

quel que soit r;

or les 1,, forment une suite décroissante, donc

P(~) > o.

Réciproquement, soit K un sous-ensemble fini de En tel que 

’~ lI(I)~ P~ ~~
IK

on en déduit

(9. 4) 
03A3 03A0r SS I03A0(I) > P(03A3) 2

,
I~K~S

donc il existe 1 E K n S tel que

P Y) 
quel que soit r,

sinon, quel que soit 1 E K n S, il existerait r (I) tel que

03A0rS(I)SI
P 

donc tel que

03A0r SS I P(03A3) 2 
pour rr(I)

et comme K n S est fini, pour r sup r (I), on aurait
IEKCS .

03A0r SS IP(03A3) 2

qui contredit (9.4). S est donc de séjour.
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CHAPITRE II.

CHAÎNES DE MARKOFF EN CASCADE HOMOGÈNES
SUR UN GROUPE COMMUTATIF.

1. . Définition. - Nous dirons qu’une chaîne de Markoff est en cascade
et homogène sur un semi-groupe F si l’espace des états est muni d’une
structure de semi-groupe commutatif dont l’opération sera notée additi-
vement et si la probabilité de passage III+KI de l’état 1 à l’état 1 + K est :

a. indépendante de 1 : = AK quel que soit K E F;
b. nulle, sauf pour un nombre fini k si Ao = o, ~ -}- 1 si Au ~ o, de

valeurs de K.

G étant le plus petit groupe contenant F, il est toujours possible d’asso-
cier à une chaîne en cascade homogène définie sur F la chaîne en cascade
homogène définie sur G par

11Î+h= A~ quel que soit 1 E G.

2. Caractérisation et construction. - Considérons une chaîne
de Markoff dont les états sont repérés par un entier positif. Elle pourra
être considérée comme chaîne en cascade homogène sur un semi-groupe F
s’il est possible de définir un semi-groupe F et une bijection ~ de l’en-
semble des entiers positifs E sur F tel que les conditions de la définition 1
soient satisfaites.

On en déduit les conditions nécessaires suivantes :
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Condition 1. - Quel que soit i E E, IIi = o, sauf pour un nombre
fini k (resp. A: -)- 1) de valeurs de j

> ..., > 

distincts tels que 03A0fr(i)i = p,. indépendant de i( p,. > o, 03A3 p, = 1 ) .
Soit ~ la bijection de E sur F, a et la condition 1 impliquent :

(2.1) 03A6(fr(i))-03A6(i)=03A6(fr(j))-03A6(j); ~ i, j ~ E et r

ou

(~~‘’) ~’(,Î~~(~))-~’(f~~~J))=~(l)-‘~’(J)~ >

donc f ,.(i) = I,.(j) entraîne 1 = j ou encore :

Condilion 2. - Les f,. sont injectifs.
D’autre part, en faisant i = f,l (j) dans (2. 1),

(2.3) _ + ‘~’(fi~(J)) - ,

donc, puisque F est commutatif : : -

Condition 3 :

(2.4) ,fp o f,~ = f,~ o f~, quels que soient p et q.

S’il existe i E E et ni, ..., , nK; , n’., , ... , , n~ entiers ~ o tels que

(2.5) 

on a, en vertu de (2 . 3) et (2 . ~ ),

quel que soit E E. Par conséquent :

Condition 4. --- S’il existe tel que

fn11...fnkk(i)=fn’11...fn’kk(i),

cette relation est vraie quel que soit i E E.
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Nous dirons qu’un élément i E E est lié à j s’il existe ni, nt, ..., n~;

n~, ni, ..., tels que

(~.6) > fn,~~. ... f~~(~) = f11 f~, ... f~~(J,~~
Posons

‘~(,h(o)) = Ip, ~(o) 

On déduit de (2.6) appliquée dans le cas particulier j = o,

(2.7) > 03A6(i) = I0+03A3(n’p-np) (If,- I0).
i

Soit Eu le sous-ensemble de E formé par les éléments liés à o, et soit

~ ~ == ~ (Eo) son image dans G. qfo est contenu dans le sous-groupe Go
de G engendré par les I,, - I~.
La structure de Go est déterminée par les relations (2.5) (cI. . [9]).

En effet, l’ensemble des 1. = (î,,, ..., tels que
k

(2.8) 03A303BBp(Ip-I0)=o

forme un sous-module du module des suites de k entiers. Ce sous-module

admet une base formée de m éléments

~l~= (~’i~ ~’i, ..., (1! n ’ n~ ~ k)

telle que le système
>i

(2.9) 03A303C3rp(Ip-I0)=o (1rmk )

p= 1

soit équivalent au système des équations (2.8). On peut alors déterminer
deux matrices inversibles à coefficients entiers ~. et v respectivement
(m, m) et (k, k), telles que soit une matrice diagonale

où di divise d/ si i  j et où l m.



I40

Soient les éléments de 03BD-1 et

k

(2.10) 
q=1

(2 . g) est équivalent au système

(~?, 1I~ cl,.(I;.-1~) = o (1 % r ~l).

Soit t le nombre des i tels que di = 1

si rt.

Go est engendré par les éléments (I’,. - I~) pour t + 1 L r L m et est

isomorphe au produit de l - t groupes cycliques d’ordre dt+1, ..., dl et
de m - l groupes cycliques infinis.

Soit Eo, Ei, E2, ... la partition de E définie par la relation d’équi-
valence i rv j si est lié à j. On peut plonger chaque E j dans un groupe G/
qui a la même structure que Go en vertu de la condition 4.
On peut donc plonger E dans le produit de Go par un groupe cyclique

fini ou infini. En fait, quand on connaît l’état initial, l’évolution de la
chaîne se fait à l’intérieur du groupe Gi qui le contient et l’on peut se
limiter à l’étude d’une chaîne sur un tel groupe.
G désignera donc dans les paragraphes suivants la somme directe

de l groupes dont les r premiers sont isomorphes au groupe des entiers
et le (r + i)ième au groupe des entiers modulo di où di divise L’élé-

ment neutre de G sera noté o.

3. La frontière de Feller. - Nous allons rappeler brièvement la
construction de la frontière introduite par Feller [5].
Une chaîne sur un ensemble dénombrable E étant définie par sa matrice

des probabilités de passage II nous dirons qu’un sous-ensemble A de E
est de séjour s’il existe une probabilité positive d’y rester indéfiniment.
Soit s,, (I) cette probabilité quand l’état initial est I; A est équivalent
à E si sA (I) == ~ quel que soit I E E.

Soit M l’ensemble des solutions positives, bornées ou non, de TI Z = Z.
M est muni de la relation d’ordre : Z ~ Z’ si et seulement si ZI L Zi

quel que soit Ie E. Nous appellerons avec Neveu [11] bande positive
de M un sous-ensemble B de M tel que :

a. Z~B ~ t Z E B quel que soit t o;

b. ZEB, Z’EM, 
..
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c. tout sous-ensemble de B majoré dans M admet une borne supérieure
dans B.

Nous dirons qu’une telle bande B est maximale par rapport à Z E M
si Z n’appartient pas à B, mais appartient à toute bande B’ contenant stric-
tement B. Soit u3* l’ensemble de toutes les bandes maximales par rapport
à un Z E M quand Z parcourt M.
Étant donné Z E M, ZI> o, pour tout I E E, on peut lui associer une

nouvelle matrice de probabilité Il’ définie par

03A0JI ZJ ZI;

un sous-ensemble A sera appelé support de Z si A est équivalent à E
pour la chaîne définie par Il’. Nous pouvons alors adjoindre aux éléments
de E les éléments de 03* et munir l’ensemble E + c~* ainsi obtenu
d’une topologie.

DÉFINITION 3. ~. - + 63* est ouvert si à tout point 
on peut associer Z E M tel que :

a. w est une bande maximale par rapport à Z;
b. est un support de Z;
c. Q n ~3* contient toute maximale par rapport à Y ~ Z.

On montre que l’espace topologique ainsi défini est séparé.
Nous allons déterminer la frontière de Feller pour un processus en

cascade homogène sur un groupe G. L’équation IIZ = Z prend la forme

03A3AKZI+K=ZI (I~G),
K~J

où J est un sous-ensemble fini de G. Soit nJ l’ensemble des éléments
n

de la forme 03A3Ik, où oJ = { 0} et soit
1 

.

n=0

F est l’ensemble des états qu’on peut atteindre à partir de o. Nous sommes
amenés à distinguer deux cas : F = G et F ~ G.

4. Étude de M quand F = G. - Zj = o entraîne ZI+K = o pour K E a,
donc pour K E G et tout élément de M est de la forme î~ Z, où a, > o et Z

INSTITUT HENRI POINCARÉ. 2014 XVIII, a. 10
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appartient au sous-ensemble Co de M défini par Zo = 1. Co est compact
pour la topologie faible; en effet, si J e n ,Y,

(4.I) o ZJ I (Inf AJ)n
et Co est fermé puisque J est fini. Co est convexe; soit Z* un de ses élé-
ments extrémaux, c’est dire que

Z* = 03BB Z1 +  Z2,
avec

>, x o, g i o, h + g = 1 , Zi e co, 22 e co

entraîne
Z~ = 22 = Z*.

Soit pour Jo e éT, XJO l’élément de (R+)G défini par

(4.2) XJ0I = Z*I+J0 Z*J0,

X.’0 appartient à Co; en effet,

et 
.

Par ailleurs,

Z*= 03A3AJZ*JXJ, Où AJZ*Jo
J~f

et

J~J

donc puisque Z* est extrémal, XJ = Z* quel que soit JE J. D’où

(4.4) pour I~G

et, par récurrence sur n pour JE n3, donc pour JeG, Ie G. Soit C~
le sous-ensemble de Co défini par (4.4), c’est-à-dire que



I43

ou, compte tenu de (4.3),

{~.’7) 1

K~J

C~ est fermé.

Soit E1, E~, ..., El la base de G. Posons

(4.8) Log ZÉ~= u~,

alors, en appelant Ik la kième composante de I,

k

i

et, en posant
l

1

(4.4) et (4.5) sont équivalentes à

k

(4.9) Z*I=03A0(Z*Ek) [k=eI.U
1 11

et (4.6) est équivalente à

(!~.IO) 
K~J

Remarquons que ui = o pour i > r; en effet, (4.4) et (4.5) impliquent

.L2014~02014~/,E,.+,2014(~E~J ? 7 
_

d’où, puisque

~E,.+,~~ ~>i, ~E.+,=~ et 

PROPOSITION 4. 1. - (4.8) établit une correspondance biunivoque el
bicontinue entre C~ et la variété V de R~ définie par

(4.ii) 
K~J

où K désigne la projection de K sur Rr
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La continuité de l’application U -~ Z résulte de la continuité de l’expo-
nentielle. Celle de l’application Z --~ U de la continuité du logarithme,
car ZJ est borné par (4.I), donc

Z*-J=I Z*J
est borné inférieurement par un nombre strictement positif, donc les Z;
appartiennent à un intervalle compact de continuité du logarithme.

PROPOSITION 4. 2. - Le sous-ensemble D de Re défini par

(4.I2) 03A3 AK eK.U 1 est convexe.

K~J
En effet, soit o ~ a~ ~ 1; la convexité de la fonction exponentielle

implique
e03BBu1+(1-03BB)u203BB eu1 + ( -03BB) eu2; ~u1 u2 réels.

Soit alors

Ui, U2ED, , 
car

K~J K~J K~J
PROPOSITION 4.3. - La condition nécessaire et suffisante pour que C . .

soit réduit à un seul point est que .

(~. I3) ) ~ KAK = o.
K~J

En effet, soit

V contient le point U = o ; si elle ne contient que ce point, grad ~ (U) = o
et la condition est nécessaire.

Elle est suffisante, car
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est une forme quadratique positive non dégénérée, car J engendre G,
donc quand K parcourt J, l’ensemble des K engendre Re et

03A3Ki03BBi=o quel que soit KeJ ==> ),;=o.

Il en résulte que grad 03A6(U) = o implique que U = o est un minimum
strict pour. Il existe donc s > o tel > 1 pour 1 U  e, U ~ o,
donc pour tout U ~ o, puisque D est convexe.
La condition (4. ~3) admet une interprétation très simple; elle exprime

que la restriction de la chaîne à :JCr est une martingale.

PROPOSITION 4 . 4. - Si 0,

(4.I7) U~ grad 03A6 (U) |grad 03A6 (U)|

établit une correspondance biunivoque et bicontinue entre V et la sphère S
de centre 0 de rayon 1 de Rr.

La démonstration de la proposition 4.3 montre que si V contient

plus d’un point, grad 03A6 (U) ~ o en tout point de V, donc à U E V corres-
pond un point bien déterminé de S. Réciproquement, soit M un point
quelconque de S. Projetons orthogonalement D sur la droite OM. Puisque D
est convexe et compact (prop. 4. i et 4.2), sa projection est un segment
fermé AB. Soit Ui eV, U2~V de projection A et B; en Ui et V2, grad 03A6
est parallèle à OM. Sur le segment U1U2, 03A61, donc grad 03A6(U1) et
grad 03A6 (U2) ont des directions opposées; soit U un point de V où
grad 03A6 (U) a la direction et le sens de OM. U est unique, car sinon en U
et U’, V aurait même plan tangent, donc aussi tout le long de UU’ contrai-
rement au fait que (4.16) est non dégénérée. La bicontinuité résulte de
la continuité de grad 03A6 (U) et de la compacité de V.
Revenons à l’ensemble M. R*G muni de la topologie faible est locale-

ment convexe séparé. Par ailleurs, C~ contient les éléments extrémaux
de Co, C~ est fermé et Co compact; on déduit donc du théorème de Krein
et Milmam [2] la .

PROPOSITION 4. 5. - Quel que soit Z E Co, il existe une mesure ,u positive
de masse totale 1 sur C~ telle que

(4.I8) Z = C*0 Z*d .

Notons 1 l’élément de RG dont toutes les coordonnées sont égales à 1;
1 appartient à C~.
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PROPOSITION 4.6. - 1 est le seul élément borné de Cu.

En effet, pour que quel que soit il est nécessaire et

suffisant que U = o, 1 est donc le seul élément borné de C~. Soit Z un

élément borné de Cu, on a .

Z== ~ .

donc tous les éléments du support de p doivent être bornés ; le support
de p est réduit à 1 j et Z = 1.

COROLLAIRE. - Les ensembles de séjour forment un filtre sur G.

En effet, soit SA (I) la probabilité partant de l’état 1 d’atteindre A et

d’y rester indéfiniment. A est de séjour si sA (I) > o, sA ~ C0 et, par

conséquent, ~ (I) = 1 quel que soit I. Il résulte alors d’un théorème

de Feller que si A et B sont de séjour 
’ ’

donc ~nB(l)=~ quel que soit 1

et AnB est de séjour. Par ailleurs,

A’DA =~ ~(l)~A(I)~ >

donc A’ est de séjour si A est de séjour. De plus, E est de séjour, donc il
existe un ensemble de séjour.
Nous reviendrons à la détermination des ensembles de séjour au para-

graphe 6.

PROPOSITION 4.7. - Si

Y~M, , ,

alors Y = k Z*.

Soit 
’

eI.U d  (k>o)

et

Z*I = eI.U0.

Par hypothèse, 
.

( À . 1 9 ) c$ ~°~ d> / Î ’
soit
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De et ~ e’~ (1 + (t - fo)), on déduit

i -,, AK eK.U 03A3 AK eK.U0 + 03A3 ( U - Uo).KAK eK.U0 1 + (U - U0).I0.

D’où

dUEV; .

en choisissant dans (4.18) I = 03BB I0 et en faisant tendre ). vers -~,
on voit que le support de  est réduit à } U0}, donc que Y = k Z*.

COROLLAIRE 1. - Deux éléments distincts de C~ sont disjoints.
En effet, s’il existe Y Zi, Y Z;, Y~M, Zi, Z*2 E Cô,

d’où 

COROLLAIRE 2. - C~ est l’ensemble des éléments extrémaux de Co.
Nous savons que tout élément extrémal de Co appartient à C~. Réci-

proquement, soit 

o~),G1;

Zi, Z2 E Co entraîne

Z*03BBZ1,
’

donc, d’après la proposition 4.7,
’ 

et Z* est extrémal.

PROPOSITION 4.8 : 1

(~.20) ) ~= f Z* d~~~C$ 0
et 

’

(4.21) ZK = veK.Ud03BD
établissent deux isomorphismes entre M et l’ensemble réticulé des mesures
positives sur C~ (resp. sur V).

Cette proposition se déduit d’un théorème de Choquet [3], qu’on peut
appliquer puisque M est complètement réticulé.

Il en résulte qu’on peut considérer la frontière de Feller comme l’en-
semble des bandes positives maximales construites sur l’ensemble des
mesures positives sur le compact C~ (ou V).
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COROLLAIRE. - Quel que soit Z~ E n’existe qu’une bande BZô maxi-

male par rapport à Z*0 : Y = c*0 Z* d  appartient à Bzg si el seulement si 
*

n’a pas son support réduit à Z*0.

On peut donc considérer les points B~~ de la frontière comme des

points isolés de la frontière munie de la topologie induite et identifier
ces points avec les points de C~ ou de V. La détermination de leurs voisinages
se ramène à la détermination des ensembles de séjour pour un autre
processus homogène; on déduit, en effet, de la définition (3. ~) la

PROPOSITION 4.9. - Les ensembles de séjour sont les voisinages du

point 1 E C~ ou du point oE V considérés comme points de la frontière,.
Les voisinages du point Z*~C*0 (ou U E V tel que ZK = eK.U) sont les

ensembles de séjour pour la chaîne définie par la matrice

(4.22) 03A0’JI= 03A0JIZ*J Z*I = AJ-IZ*J-I= AJ-I e(J-I).U.

La matrice II’ est associée comme II à une chaîne en cascade homogène.

Si o, c’est-à-dire si C~ a plus d’un point et si l’on pose
K

A’K = AK eK.U,

on peut remarquer que

03A3KA’K = 03A3KAKeK.U = grad03A6(U).
K K

Donc l’espérance mathématique du pas pour la chaîne définie par IF a

pour direction la normale à V au point U qui définit IF et pour sens le
sens de la normale extérieure à V. Il résulte de la proposition 4. 4 que,
quand U varie, on obtient toutes les directions possibles.

5. Étude de la frontière quand F ~ G. - Nous pouvons sans
restriction supposer que G est le plus petit groupe qui contient F. Soit M
l’ensemble des éléments Z de (R+)G invariants par fi, Z+ la restriction
de Z à F, M+ l’ensemble des Z+. On a

Nous noterons Y un élément de (R+)~~ qui satisfait (5.2).



I49

Comme au paragraphe précédent, on démontre :
a. que ce YI = o quel que soit I E F;
b. que si l’on note Co l’ensemble des solutions positives de (5.2) telles

que Yo = 1, l’ensemble de ses éléments extrémaux Cô* est formé des

éléments tels que

(5.3) Y;Y;=Y;+J; ~I, J~F,

que C~* est compact et que, par conséquent, quel que soit Y E C~*, il

existe une mesure p o de masse + 1 sur C’0* telle que

(5.4) 
Y=C’0*Y*d .

Tout élément de C’u n’est pas la restriction à F d’un élément de Cu comme
le montrent les deux propositions suivantes : :
PROPOSITION 5.I. - Une solution positive de (5. 1) non identiquement

nulle est telle que ZI~ o quel que soit 1 E G.

F est l’ensemble des éléments entier o, Ji~J;
i

soit 1 E F tel que ai > o, quel que soit i, et soit K E G, alors n 1 - K E F
pour n entier assez grand, pour n’entier assez petit;
en effet, puisque J engendre G, K entier et puisque J

i

est fini, 
i

n ai - 03B2i  o pour n sup 03B2i/03B1i,
n’ai- o, pour n’! inf 03B2i/03B1i.

D’autre part,

ZI>o ~ ZI-KAKZI>o; ~K~J,

donc Z1-K > o quel que soit KE F.

Choisissons 1 =~ ai Ji, ai > o et montrons que s’il existe un entier n
i

tel que ZnI > o, alors Zni > o pour tout n entier. En effet, sinon il exis-
terait no tel que ZnI = o si et seulement si n ~ no, donc en particulier
tel que 

Posons
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et donc pour -Je F :

XJ=Z*Jd , Zn0I=o

entraîne

X2I=0 ~ c’0*(Z*I)2d  = o ~ c’0*ZÎ d  = o ~ Z(n0-1)I = o,

d’où contradiction.

Donc, ou bien Zi > o et alors ZnI > o quel que soit n ; or, quel que soit
KEG, il existe n tel que nI - K = J E F, donc K = n I - J, J E F,
et ZK > 0, 

-

ou bien Zi = o, alors ZnI = o quel que soit n; or, quel que soit K E G,
il existe n’ tel que donc K = n’ I - J,- J E F
et ZK = o.

Il résulte de la proposition 5. i, que, pour que Y défini par (5.4) soit
prolongeable à (R+)G, il est nécessaire que quel que soit I E F.

Étant donné un élément Y* de ci* tel que Yt > o quel que soit le F,
on peut le prolonger de façon unique par la relation Zi Z; = Z*I+J à un
élément Z* de M. Nous noterons C~ l’ensemble des Z* ainsi obtenus;

C~ est contenu dans Cô* et l’inclusion est stricte, car en général Co*
contient des éléments tels que Yi" = o pour certains I, mais Cô = Co*
comme le montre la

PROPOSITION 5. 2. - Tout élément Z de M tel que Zu = 1 admet la repré-
senlalion intégrale unique

ZI = ~ z; du ( u ~ 0 de masse + 1 ).
Co 0 *

En effet,

ZI = Zf = f z; pour I e F

et cette représentation est unique en vertu du théorème de Choquet
déjà cité [3].

Soit alors KE - F. Posons Xâ = il existe une mesure vh o

R

de masse + 1 sur C’* telle que quel que soit J E F :
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D’où

ZJ+K = Z~ ~~ quel que soit J e F ;
- c~* .

en particulier, le F, K E - F ==> J = 1 - K E F et

" ZI = Zx ZÎ_ K dvx quel que soit I E F.
C’0*

On en déduit

D’où

quels que soient J e F , K e - F .
~~*

Or tout élément de G peut s’écrire sous la forme J + K, d’où la pro-
position.
La proposition 5 . z montre, en particulier, que ~. n’est pas une mesure

quelconque de masse + 1 sur C’o : doit être sommable sur Cô* quel
que soit K. Il en résulte que la transformation (4. 9) associe à C~ une
variété V et à [J- une mesure v sur V telle que .

ZI = VeI.Udv.
La proposition 4. 2 subsiste, mais V n’est plus compacte.
Si F ~ G et si l’on plonge G1 ~ ... + G,. dans R, ainsi que la partie

correspondante F, de F, il existe différent de zéro et tel que

pour tout I E F. D’où 
’

V ~ o et même > o,

sinon J n’engendrerait pas G. On a donc

L’analogue de la proposition 4.4 est donc :

PROPOSITION 5 . 3. - U~grad03A6(U) |grad03A6(U)| établit une correspondance

biuvinoque et bicontinue entre V et l’intersection de la sphère S et du cône C

des vecteurs ~ a,x K, ~,h > o.
’ 

xE~
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En effet, grad 03A6(U) = 03A3KAKeK.U~ C et la réciproque s’établit comme
KE~

dans la proposition 4.4.
Si l’on considère la partie discrète de la frontière, un point U de V a

pour voisinage les ensembles de séjour pour le processus dont le pas

moyen a la direction de grad ~ (U); une telles direction est définie par
un vecteur de C. 

,

6. Détermination des ensembles de séjour. - Il résulte des

paragraphes précédents qu’on peut, sans restreindre la généralité, se

limiter au cas où G est la somme directe de n groupes cycliques d’ordre
infini.

Introduisons la fonction f définie sur R" par

(6.1) 
IE~

Si l’on pose AK’ = on a

(6.2) (f(03B8))r=03A3 A(r)IeiI.03B8
I~rJ

et

(6.3) = I (203C0)nPe-iI.03B8(f(03B8))rd03B8,
où P désigne le pavé (-03C0, + vr)"; d’où 

PROPOSITION 6.1. - Si n est inférieur ou égal à 2 et si ~ KAR = o,
RE~

tous les états sont récurrents nuls et G est le seul ensemble de séjour; ; dans
les aulres cas, tous les états sont transitoires.

Remarquons tout d’abord que f (0) = 1 entraîne L0 = 2 k~ quel
que soit Or J engendre G, donc il existe des entiers ai tels que

E, élément de la base de G; d’où
IE~
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et si 0 E P, ~~ = o quel que soit k, donc 0 = o; on a donc f (d) C 1
pour 8 ~ o dans P et

(6.5) quand 

D’autre part,

Posons

F(0) est alors une forme quadratique définie positive non dégénérée,
car nous avons vu que 1.0 = o quel que soit I~J entraîne 0 = o, il

existe donc deux constantes k1 > o et k2 > o telles que

(6.8) 

Si n est supérieur ou égal à 3, il résulte de (6.8) que

P
d03B8 |I-f(03B8)|

~

et, par conséquent, en faisant tendre p vers l’infini dans (6.~) que

= K (1) converge quel que soit I. Il en résulte que tous les
r=o

états sont transitoires.

Il en est de même quel que soit n si 03A3 KAK ~ o, car alors si l’on

KE~

appelle J (r) l’état à l’instant r, il résulte de la loi forte des grands nombres
que

J(r) r -03A3KAK

converge presque certainement vers zéro, quand r-~ + oo. L’égalité
J (r) = o ne peut donc être réalisée avec une probabilité 1 que pour
un nombre fini de r. Tous les états sont donc transitoires.

Si n L 2 et si ~ KAK = o, nous utiliserons le
KE~
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LEMME. - Il existe une constante K1 felle que pour 03B8 E P,

(6.9) I Re~f ~~)’’-~I-F~~))’’~ ~ h1r 8 (~.

On a, en effet,

et

(6 . g) résulte alors des majorations

où Ki, K:;, K;, K~ sont des constantes.

, 

D’autre part, étant donné o  p  ~r, il existe Ko > o tel que

03C11|03B8|03C1 entraîne (6.10) Si l’on appelle Sp la

boule de centre 0 et de rayon p,

r 1- f(~)~+1 d~~ r 
da

Jp-s, ~-/(~) 
quand p tend vers l’infini et, par conséquent,

Re .

P-S03C1

est le terme général d’une série convergente.

Soit;  a  2 ~ on peut écrire si r-a L p,
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Le deuxième terme est majoré en vertu de (6 . ~ o) par .

terme général d’une série convergente, car a  2 ~ .

Il résulte de (6. 9) que

terme général d’une série convergente, car a est supérieur à ~ ’
Finalement, Re pf(03B8)r d03B8 diffère par le terme général d’une série

~p .

convergente de .

Sr-a (1-F)(03B8))r d03B8Sr-a (1-k1|03B8|2)rd03B8;

si n = i, cette intégrale est minorée par 2!,  ra, si n = 2, elle est

égale à 2 7T I,, où

(1 - k1 r-2a)r+1 tend vers zéro et Sr-s (1 - F (03B8))r d03B8 est le terme genéral

d’une série divergente. On en déduit que diverge. Il en résulte

que tous les états sont récurrents nuls en vertu de (6.5), donc que G est
le seul ensemble de séjour.
Nous allons maintenant étudier les ensembles de séjour dans le cas

où ~ KAK = o (n ~ 3). Pour cela, introduisons un isomorphisme B de
K 

°

R" sur lui-même tel que 
’

.

et soit B° son transposé; on a la -

PROPOSITION 6. 2. - Si K (I) _~ AÎ‘~~, -

o
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On a, d’après (6.4),

où

D’où

D’où 
’ 

.

(6.14) .

et

L (03C6) _ 1 |03C6|2 H ( 03C6))n est maj orée par 
kQ 

pour ) ? | ~, 03C6 ~ o et

toutes ses dérivées d’ordre k admettent une majoration de la forme Kk |03C6|k
pour |03C6|~, 03C6~o; en particulier, les dérivées d’ordre n - 2 sont

sommables dans la boule de rayon e, donc dans B-1 P, où L (c~) est définie

par

L(03C6)=1 03C8(b03C6)-1 |03C6|2.
D’autre part,

~e-iB0I.03C6 ~03C6k 
= -i(B0I)k e-iB0I.03C6,

d’où
grad e-iB0I.03C6=-i(B0I)e-iB0I.03C6

et
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Distinguons alors deux cas :

~ ° n est pair : : ’

en appliquant la formule de Green, les intégrales sur le pourtour de B-~ P
étant nulles puisque et , 1 03C8(B03C6) sont périodiques.
Or

0394n-4 2 1 |03C6|2=(-1)(-4)(-6)...(-n+4)(n-4)(n-6)...(2)1 |03C6|n-2
et, d’après (6.15),

(6.I9) 0394n-1 21 03C8(B03C6)=0394n-4 21 |03C6|2+0394n-4 2L(03C6).
Appliquons encore une fois la formule. de Green

où désigne la sphère de centre 0 et de rayon r~ choisi de sorte que Sr;
soit contenue dans B-1 P, [B-J P - désigne la frontière de B-J P -S~,
~ son élément d’aire, v la normale intérieure.

L’intégrale sur [B-1 P] est nulle et il reste comme deuxième terme
l’intégrale de surface étendue à [S~J, où v désigne la normale extérieure
à [S~].
Or ‘~ est bornée Sr etOv 
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~n-1 ds", où dsn est l’élément d’aire de la sphère de rayon 1, donc

(6.21) [S~]~ ~ve-iB0].03C60394n-2 2 1 03C8(B03C6)d03C3~o quand ~~ u.

Par ailleurs,

et

e-i~~r.~-1+0(~~ ) (~-~o).

D’où

Finalement,

où 0394n-2 2 1 03C8(B03C6) est sommable dans B-l P, car :1 2 1 |03C6|2 = o et 0394‘’ L(03C6)
’~ 

~~(B~~ 
~’ ~ 

" 

" ’

est sommable. En appliquant le théorème de Riemann-Lebesgue,

(6.24)
lim |B0I|~~ B-1Pe-iB0I.03C60394n-2 2 1 03C8(B03C6)d03C6=o.

D’où 

lim |B0I|~~lim |B0I|n-2K(I)=03C0-n 2 40393(n-2 2)|détB|.
z~ n est impair : S .

Soit Qg le domaine obtenu en retirant de B-’ P un cylindre de révolution

de centre 0 d’axe parallèle à BO I, de rayon ~, de hauteur 2 s, ~~ la fron-
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tière de la normale intérieure. En appliquant la formule d’Ostro-
gradski, on obtient

L’intégrale de surface se réduit à l’intégrale sur les deux bases du cylindre
dont l’aire est 0 tandis que

£~~2 ~ 
’" ( B ~ F ) 

_-_ u s-~~~-11 )~

elle tend donc vers zéro quand ~ tend vers zéro.
D’autre part,

et

où B0 I.R1(03C6) est sommaMe dans B-1 P et

03A9~e-iB0I.03C6B0I.03C6 |03C6|n+1d03C6,
puisque 03A9~ est symétrique par rapport à o. Cette expression tend vers

-iB-1P sin(B0I.03C6) B0I.03C6 |03C6|n+1d03C6 (quand e tend vers zéro).

En faisant tendre |B0 I| vers l’infini, on déduit du théorème de Lebesgue
que
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où 03A9 est un domaine borné quelconque entourant o. On peut choisir

pour Q un cylindre de centre 0, d’axe parallèle à B° I, de rayon R, de
hauteur 2 a. On a alors

Si l’on pose

et

on a

Or

03A6’(u)=-I u2(F(k u)-F(~))-k u3F’(k u).
D’où

- ~~~(.)~~
et

D’où

On en déduit
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et

La proposition 6.2 généralise un résultat obtenu par Ito et Mc Kean [8]
dans le cas particulier où J est formé des points + Ei et où A; = 2014 ’ .
DÉFINITION 6.1. - Étant donné un sous-ensemble fini B de G, on

appelle capacité C (B) de B le nombre défini par

( e ~ o, e = o hors de B ),
IEB

tel que

~p(I) =~K(~) e(I -J) ~1.
J

PROPOSITION 6.3 (test de Wiener). - Soif Q un sous-ensemble de G,
Q/ le sous-ensemble du complémentaire de Q formé des points tels que
2l L 1 1 )  2’+1; § Q est un ensemble de, séjour si et seulement si la série

~’ 2_l~s_~ C ( Q,)~i r~
converge.

La démonstration utilise uniquement le fait qui résulte de la proposi-
tion 6. 2, qu’il existe deux constantes k et k’ > o telles que

k I 1 |(2-n)  K(I)  k’ I I |(2-n) (cf. [8]).

En appliquant la proposition 6.3 et en estimant C(Q/) à l’aide de la
capacité pour un potentiel newtonien de l’ensemble qui lui correspond
dans Rn, on obtient la

PROPOSITION 6.4. - Si n  4 et si Q est le domaine de révolution défini
par .

Ii+I;+...+I;~_1~f’(I,t) ) et 
,

Q est de séjour si et seulement si la série

(2-nf (2n))n-~
converge,
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Ensenlbles de séjour quand 03A3AKK = m ~ o. - L’état J (r) à l’ins-
K~J

tant r du processus d’état initial o est la somme de r variables aléatoires

indépendantes bornées et de même loi. Pour préciser les ensembles de

séjour, nous allons utiliser la loi du logarithme itéré (c f., par exemple, [10],
p. 254-263) (on pourrait utiliser une variante plus élaborée, cf. [4]).
Rappelons l’énoncé que nous utiliserons ici :
Les Zi étant des variables aléatoires réelles indépendantes de même

loi, de moyenne nulle, d’écart type 7,

Soient maintenant des variables aléatoires Vi à valeur dans Rn, indépen-
dantes de même loi, de moyenne nulle, telles que .

soit une forme quadratique définie positive non dégénérée. On peut
appliquer la loi du logarithme itéré aux variables réelles Zi = U.Vi;

(6. z8) s’écrit alors .

Autrement dit, quel que soit U fixé, on a presque certainement

sauf pour un nombre fini de valeurs de r si d > o, pour un nombre infini

si d  o.

Soit Ek l’ellipsoïde défini par
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UY == ~ ~ (U) est l’équation du plan tangent au point

Y0 = kAU 03A6(U)
du bord de Ek.

Prenons alors p  n vecteurs Ui, U....., U p engendrant R"; les

p inégalités "

U,.Y ~ (-1 + r/) )

définissent un polyèdre 11 (~, p) circonscrit à Ej+,/; et presque certaine-
ment

sauf pour un nombre fini (resp. infini) de valeurs de r si d > o (resp. d  o).
De II (d, si d  o, et de II (d’, si o  d’  d pour p

assez grand et des Di convenables, on déduit que presque certainement

sauf pour un nombre fini (resp. infini) de valeurs de r si d > o (resp.
d  o). Il en résulte aussi que si d, > o et d"2  o,

appartient pour une infinité de valeurs de r, à la région C (d1, d2, U)
définie par

PROPOSITION 6. 5. - Si l’on note F,. (1 + d) le sous-ensemble des points X
de tels que
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quel que soit k, 

cl) .

r- l,~

est de séjour si d > o; il n’est pas de séjour si d  o.

Si d > o, X,. E F,. (1 + d) presque certainement, sauf pour un nombre
fini de r, donc

IX:

/’=/-

est de séjour.
Si d  o, choisissons d  d’  o, U tel que U.m = o et considérons

le sous-ensemble Cr (- d, d’, U) défini par

X~Cr(-d, d’, U) ~ X-rm 2rLogLogr~C(-d, d’, U) .

Il existe une constante K telle que pour 
’

Ip |  K 2 r Log Log j’,

F,. (1 2014 d) et F,.+~, (1 + d) soient sans point commun.
Par ailleurs,

2 r Log Log r U.X 2rLogLogr~03A6(U)(1+d’)

entraîne 
,

U.X 2(r+p)LogLog(r+p) 03A6(U)(1+d) ~|p| K2 r Log Log r

pour r assez grand.
Il en résulte que C,. (- d, d’, U) est, pour r assez grand, extérieur à

F r(1 + d).

Or, presque certainement Xr~~Cr pour une infinité de r, donc
1

, 

1

n’est pas de séjour. ,
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7. Temps de séjour et temps d’atteinte. - X, (J) étant l’état à
l’instant r du processus d’état initial Xo (J) = J et E un sous-ensemble
de G, on peut associer à E et au processus deux variables aléatoires à
valeurs entières positives (éventuellement +00)

(7.1) T(J, E) =~Y,.(,I, E),
/’=u

où

(7.z) 
( o sinon.

T (J, E) sera appelé temps passé dans E ou encore temps de séjour total
dans E (on peut, en effet, étudier aussi la durée d’un séjour dans E entre
deux séjours hors de E).
(7.3) N(J, E) = Inf {r : Xr(J) ~ E}

sera appelé temps d’atteinte de E à partir de J. [N (J, E) = o si JeE,
N = + oo si X,. (J) ~ E d r] ; cette dernière variable a été étudiée dans
de nombreux cas particuliers (c f., par exemple, [6] et [7]).

Considérons tout d’abord

(î.!) T(I)=T(J, {,1+I00FF)

qui ne dépend pas de J en raison de l’homogénéité de la chaîne; la loi
de T (I) est donnée par la 

’

PROPOSITION 7.1. - Si 1 est récurrent (n L 2, 03A3KAK = o)
(7.5) P(T(Ï) = oc) =1; ;
Si 1 est transitoire

où

K(I) _~~ AÎ’~a.
0

Si I est récurrent, on a (c f. [10], p. 3I)
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Distinguons alors les deux cas : n = 2 et n = 1.
’

L’intégrale du dénominateur tend vers + oc, quand p tend vers + oo.

D autre part, e-iI.03B8-1 1-f(03B8) est sommable sur P, car

e-iI.03B8-1 1-f(03B8)=O(|03B8|-1) ) (03B8~o) et t |1-f(03B8)p+1|~2
-

Donc

p(e-iI.03B8 -1)1-f(03B8)p+1 1-f(03B8) d03B8

converge quand p tend vers + oo vers la limite finie

Pe-iI.03B8-1 1-f(03B8)d03B8
et la limite de (7.7) est 1.

b. Si n = 1, on a

A(r)0=+03C0 (f(03B8))rd03B8=203C0(03C1(03B8))rcosr03C6(03B8)d03B8,~0

où l’on a posé 
’

/(0) - P ( 0 ) e~ ~rce)
et où

~(e) _ ~+ o(d)~, > ~(a) = o(~O " (O-~-o), >

on en déduit

où l’on peut choisir ), et r assez grand pour que
_ i

o j fi i À ; 3 im plique cos r y ( h ) £ « > o

et
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Alors

Par ailleurs, il existe ~’ > o tel que p (6) ~ 1- ~’ 9 ~ quel que soit e :
D’où

d’où

Par ailleurs, .

Donc A(r)k-A(r)0 A(r)0 tend vers zéro quand n tend vers l’infini; il résulte

alors de A(r)0 ~ oc et A(r)0 o que

V

Si 1 est transitoire, on a 

"

(7.8) Pr[T(I) = /-] = Pr[T(t) > o~ Pr[T(I) = n~T(I) ~ o].

Or

Pr[T(I) = r~T(I) ~ o~ == Pr[T(o) = r] ]

en vertu de l’homogénéité de la chaîne.
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Posons P [T (o) = 1] = p. Les différents retours en o étant indépen-
dants et la probabilité de l’un d’eux étant 1- p, on a

(7.9) P[T(o) = r~ =p(1-~),~’-1 (r > o).

D’autre part, 
~ x x

(7.io) i I i))=~Ai’’~= K(I)~
0 0

où, en vertu de (7.8),

et, en vertu de (7 . g), 

K(o)=03A3rp(1-p)r-1=1 p .

o

D’où .

P[T(I) = r] = K(o) K(o) (1- K(o)) (r>o),

PLT(I) - o~ ^I_ K(I).
K(o)

Pour les grandes valeurs de |I |, on pourra remplacer K (I) par l’estima-
tion f ournie par (6 . I I ).
On déduit de (7 . ~ o) que

(7.II) E (T (J, E))=~E(T(J, I))=~K(I-J).
I~E IEE

ÉTUDE DE N (J, E). - On a

où TICE désigne la restriction de la matrice II à CE. (7.12) est équivalent à

Si l’on introduit la fonction génératrice de N (J, E) : :

définie pour o  s  1 avec la convention 1 » = 1 si N (J, E) peut
prendre la valeur + ~o,
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(7 . 13) est équivalent à .

{7. ~ 4) est analogue aux équations aux différences finies qui s’introduisent
dans la résolution approchée d’un problème de Dirichlet.

Si, en particulier, on veut calculer le temps moyen d’atteinte

J, L) |
s=1

on voit que, s’il est défini, il satisfait

qu’on peut aussi déduire directement de (7.13).
On peut poursuivre les calculs dans le cas où  E est fini. Posons

GE = F et appelons F l’ensemble des points qu’on peut atteindre

en un pas à partir de F, c’est-à-dire que F = F + J. Le temps d’atteinte

de F - F à partir d’un point de F est égal au temps d’atteinte de GF et
satisfait

~, j P[N(J, F-F)=o]=1 . (i,~6) 

j ~,LN(J~~,-F~=~,l=1- ,III,(j~~) > (J=F) >
K~F .

qui est un système fini d’équations, puisque F comme F est fini. Il en est
de même des deux systèmes analogues à (7.14) et (7.15) qu’on en déduit.

BIBLIOGRAPHIE DU CHAPITRE II.

[1] BOURBAKI (N.), Intégration, chap. II, Hermann, Paris, I952.
[2] CHOQUET (G.), Theory of capacities, chap. VII (Ann. Inst. Fourier, t. 5. I953-I954,

p. I32-294).
[2 bis] CHOQUET (G.) et DENY (J.), Sur l’équation de convolution  =  * 03C3 (C. R.

Acad., Sc. 250, I960, p. 799-88I).
[3] CHOQUET (G.), Existence et unicité des représentations intégrales au moyen des

points extrémaux dans les cones convexes (Séminaire Bourbaki, 9e année, n° 139,
décembre I956).

[3 bis] CHUNG (K. L.) et FUCHS (W. H. J.), On the distribution of values of sums of
random variables. (Memoirs of the Amer. Math. Soc., n° 6, I95I, p. I-I2).



I70

[4] FELLER (W.), The general form of the so-called law of the iterated logarithm ( Trans.
Amer. Math. Soc., t. 54, I953, p. 373-402).

[5] FELLER (W.), An introduction to probability theory and its applications, vol. I,
chap. XIV, J. Wiley and Sons, New York, I957.

[6] FELLER (W.), Boundaries induced by positive matrices (Trans. Amer. Math. Soc.,
t. 83, I956, p. I9-54).

[7] FUCHS (A.), Un problème de temps d’atteinte (Publ. Inst. Statistique de l’Université
de Paris, t. VII, fasc. 4, I958, p. I6I-I66).

[8] ITO (K.) et MC KEAN (H. P. Jr), Potentials and the random walk (Ill. J. Math.,
t. 4, n° 1, I960, p. II9-I32).

[9] JACOBSON (N.), Lecture in abstract algebra, t. 2, chap. III, § 9, Van Nostrand,
New York, I95I.

[10] LOEVE (M.), Probability theory, 2e édition, Van Nostrand, New York, I960.
[11] NEVEU (J.), Lattice methods and submarkovian processes (Proc. of the 4th Berkeley

Symposium, vol. II, I960, p. 347-39I).

CHAPITRE III.

ÉTUDE DE LA FRONTIÈRE DE FELLER POUR DES CHAÎNES
DE MARKOFF EN CASCADE NON HOMOGÈNES.

Nous nous proposons dans ce chapitre de généraliser quelques résultats
du chapitre précédent.

1. . Éléments extrémaux de C et décomposition de lI. - Soit C le
convexe défini par

(1.i) II Z = Z, Zo=1,

II étant tel que IT> > o si et seulement si J - fini; C est compact
pour la topologie faible car, quel que soit J, il existe n tel que 03A0nJ0 > o

et ZJ Z°d nous supposons nJ = G). Si Il admet une décompo-
n=0

sition de la forme

(1.2) Tlo, TlTm = TmTl quels que soient l, ni,
i

on déduit de (1.1) et de (1.2)
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et

11 TlZ = TlIIZ = TlZ  o.

Si Z est extrémal de C, on déduit de

Z =03A3(TlZ)0 TlZ (TlZ)0( ~ )o

l,

(1.3) Z = TlZ (TlZ)0 quel que soit l. 
,

Inversement, tout Z positif satisf aisant (1. 3) est un élément de C si

l’

( 1 i) ~1 i.

On peut encore écrire (1.3) et (1.4) sous la forme
,,

(1.5) TlZ = 03BBlZ, 03A303BBl = 1, Z0 = 1, 03BBl > o, Z  o.
_

On a donc ramené la recherche de vecteurs propres de II â celle de vecteurs

propres communs aux Tl.

Remarquons que la condition d’homogénéité dans l’espace permet de
prendre

ll. _ Th, avec ( Th )i+a = ôh I+JI,
K~

ce qui permet de retrouver les résultats du chapitre précédent. La condi-
tion T~ ~ o dans (1. 2) limite beaucoup les choix possibles; nous nous

r

limiterons au cas où Tl est défini par une partition de J = Jl
par

(Tl)1+JI = { 03A0I+JI si J ~ Jl,
o sinon.

Une telle décomposition est utilisée pour des matrices finies dans la
méthode des directions alternées de Peaceman-Rachford pour la résolution
des équations aux différences rencontrées dans les problèmes elliptiques
(c f., par exemple, [3]).



I72

(1.2) s écrit alors

Montrons que la condition (1. 6) impliquée par la condition d’homogénéité
est moins restrictive; considérons, par exemple, une marche dans le plan
avec

avec ai ~ a’1= p, ~i ~ ~i = q, p -~- q = 1 satisfont (1.5) bien que ne
définissant pas une chaîne homogène.

2. Construction des éléments extrémaux de C. - Appelons
S ([p, q], ~) le système des équations

03A0I+JI ZI+J = pour p l  q, I ~ ,
J ~ l

est un sous-ensemble de ~. Nous nous bornerons au cas où

n ~T= ~. Alors (1.5) s’écrit
n

Soit ~ le sous-groupe de § engendré par ~7l ; si est fini, S (l, K + ~.l)
s’écrit PK Z* = 03BBl Z*, où PK et Z* sont les restrictions de II et Z à K + l;
il n’admet donc une solution que si Àl est valeur propre de P~;; tous les Ph
quand K parcourt ~/~/ doivent donc avoir une valeur propre commune

comprise entre o et 1. C’est le cas, en particulier, si 03A3 03A0I+JI = est

J~l

indépendant de I ; ZI est entièrement défini par sa donnée pour
I ~ K + l, on 

Si l est infini, S [l, K + permet, pour 03BBl donné, de calculer Zj
pour I ~ K + l i si on le donne pour l, où l est un sous-
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ensemble l qui dépend de al mais qu’on peut choisir indépendant
de K et contenant o.

Renumérotons les ~l de sorte que ~1 -~ ~ ~ + ... + ~, = c~, s étant
le plus petit possible; on peut alors exprimer une solution Z du système

comme fonction linéaire des ZI pour

et comme fonction de Ài, ~", ..., ceux-ci pouvant d’ailleurs être
astreints à certaines conditions, en particulier si ~l est fini, les À, doivent
être valeurs propres communes des P~; choisissons, en outre, les î~~ satis-
faisant (2.4); Z est alors, en vertu de (1. 6), solution du système S([1, s], ~),
En effet, puisque c’est une solution de S (s, ~),

{~.5) 

donc

(~.6) = = ~,., z.

Or, puisque Z est solution de

s(S-1, ~1+ ~2+...+~,S-1+~es),

(T.s-~ Z)~ = ZI pour 
’

donc Ts-1 Z = a,ç_1 Z comme solution de (2. 5) entièrement déterminée
par sa donnée sur 

-

~1+~~+...+~s-1+~e’.

De proche en proche, on démontre de même que TlZ = a,l Z quel que
soit 1 compris entre 1 et s. -

Alors Z sera solution de S ([1, r], ~) si c’est une solution de
+ 1, r], JC], ce qui impose de nouvelles conditions sur les 03BBl et les Zi

pour 

En effet,
.

INSTITUT HENRI POINCARÉ. 2014 xvm, n. 12
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donc TIZ est entièrement défini pour ~/ fixé positif par sa donnée sur ~C,
et comme il coïncide avec 03BBlZ sur cet ensemble, on a TlZ = 03BBlZ. Il reste

à écrire que Z satisfait (2.2) et (2.3); pour tout choix des 03BBl satisfaisant
les conditions imposées, les conditions linéaires déjà écrites que doivent
satisfaire les Zi pour I ~ , jointes à (2.3) et (2.2) définissent un convexe
éventuellement vide C (~i, ~ ..., ~r) de puisque Z est une fonction
linéaire des Zi pour 1 ~ . Ce convexe est compact comme C. Considérons
alors l’ensemble Co des points de (R+)~ X dont la section par

(~i, ~2) ...? ~r) est C (~i, ~2, ...) ~r); à tout élément extrémal de C corres-
pond un point de Co et à tout point de Co une solution de (1.5). Soit C*
l’ensemble des éléments extrémaux Z* de C et Z la solution de (1.5)
associée à un point de Co dont les r premières coordonnées sont ~i, ~2,..., ~r
Il existe une mesure ~ sur C* positive de masse totale 1 telle que

Z = C* Z* d .

De 1~ = Z on déduit
Z = C* TnlZ* 03BBnl d , or TlZ* = 03BB*l Z*,

d’où

Z=C*(03BB*l 03BBl)n Z* d ,
et en faisant tendre n vers l’infini, on en déduit que 03BB*l = 03BBl sur le support
de  ; supposons, en outre, que la restriction Zo de Z à  soit un élément

extrémal de C (03BB1, 03BB2, ..., 03BBr), alors on déduit de

Z = 
C* 

Z* d , Z0 = 
C* 

Z*0 d ,

où Z, appartient à C (~i, ~ .... ~r); si le support de ~. n’était pas réduit
à un point de C*, on aurait

Z0 = C*1 Z*0 d  + C* Z*0 d
et Zo serait le barycentre de deux points de C (~i, ~2, ..., ~r). Donc à
tout élément extrémal Zo de C(03BB1, 03BB2, ..., 03BBr) est associé un élément
extrémal Z* de C et réciproquement. De plus, cette correspondance est
un homéomorphisme. En effet, si dans dans Co

et si
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Réciproquement, si -~ Zo et ~~t -~ Zi est pour Zo fixé un

polynôme en 7~1, ~~, ..., ~,~; c’est donc une fonction continue des a,l et

pour 1 fixé Z? -~ Zi.

3. Étude d’une marche au hasard sur la droite. - Cette étude
est assez voisine de celle de [5]. Elle conduit à la recherche des solutions
positives de

(3 . 1 ) + = X ~~

où .

03B1i > o, n, ai + ce) = p.

Une solution de (3. i) est entièrement définie par la donnée de zo st de z,,
les résultats relatifs à i L o se déduisent de ceux relatifs à i ~ 1 par une

permutation de zo et zi , de ai et a;, de i et - i + 1 ; nous énoncerons donc
ces derniers..

LEMME 1. - Si Zi > o et Zo o sont fixés, zi est pour tout i 2 un

polynome en ~, de degré i - ~ 1 dont toutes les racines sont réelles et séparent
les racines de zi+1. Si zi = o et zo > o, zi est de degré i - 2 et ses racines

séparent celles de . Si zl = zo = o, zi = o.

Démonstration. - Il suffit de remarquer que zi = o implique zi+1 et zi_1
de signe contraire. Supposons d’abord zi > o. Par récurrence sur i, zi est
un polynome de degré i - 1 dont le terme de plus haut degré est

a donc une racine réelle a, ~ ; z:j (a 2 ) et z, 1 sont de signe

contraire, donc z:, (a, 2 )  o; comme z3 est > o pour ), ] assez grand,
z:3 a deux racines réelles ~, ~ telles que ~ 1  ~, 2 §  ~, ? . Si Zi a 1- ~ racines
réelles 03BBji, aÎ et 03BBj+1i étant séparées par 03BBji-1, zi-1 ()./) et zi-1 (03BBj+1i) sont
de signe contraire, donc aussi zi+1 (~Î ) et zi+1 (~~ +’ ), et zi+1 a une racine
comprise entre ai et ~/"~. . Par ailleurs, ~1-’ > implique

zi-1 (03BBi-1i) > o, donc zi+1 ( ),i 1 )  o 

et zi+1 a une racine réelle > a,i-’ et, de même, une racine ~ +1  ~i .
Si zi = o, zo > o, z2 = - 03B1’1 03B11 z0  o joue le rôle de zl dans la démons-

tration précédente.

COROLLAIRE 1. - z~ ~ o et zi > 0 étant fixés, zi (II) ~ o quel que soit i ~ o
si et seulement si Il ~ sup ~l-’ .

i~2

La condition est suffisante d’après le lemme 1. Elle est nécessaire, car
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D’autre part,
zn+1 (03BB) o pour 03BB  03BBnn+1

et 
’

zn+1 ( ~~ ) ~ o pour G À ~ ~~+~ 

car

03BBn-1n+1 03BBn-1n,

donc si zi (03BB) o, 1 i  n ~ 03BB  03BBn-1n,

i~~~-t-i =~ 

Donc zi (~) ~ o quel que soit i entraîne

~ ~ sup ~,~-’ .
t~2

Soit

À+ = sup 03BBi-1i, À- = sup i-i,
i~2 i~1

où i est la plus grande racine réelle dû polynome Z-i de degré i, la

condition nécessaire et suffisante pour que zl (~) ~ o quel que soit i est

que zi ~ o, zo ~ o et

À ~ sup ( ),+, À-) = Ào.

Faisons maintenant varier zo et z1 ; si zi = o, zo o,

~z1- a1 zo
z2 = 2014... 

ai

ne peut être ~ o que si zo = o ; si Z1 > o, ~i-’, donc ~° ne dépend que du

rapport z0 z1. De plus,
03BB0  03BB12 = 03B1’1 z0 z1 et 1 _-_. 03B10 z1 z0.

Pour 03BB fixé, Zi est une fonction linéaire de zo et de z1;

zi = ai z0+ biz1 ;

o, zo > o, j~i > o impliquent donc que le rapport ~ appartient à un
intervalle de R éventuellement infini o quel que soit i que z0 z1
appartient à l’intersection de ces intervalles, c’est-à-dire à un intervalle

[a (~), b (~)] nécessairement borné, puisque
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On peut préciser les bornes de cet intervalle pour la valeur particulière
~ = p : (3. i) s’écrit alors

x, ( = 03B1’i ( zi - zi-1) ;

on en déduit par un calcul simple que zi ~ o quel que soit i si et seulement
si zo > o, z1 > o et

a~P) = ~ ~ z~ ~ ~~ ’~-1= b(~)~
où

En particulier, si ces deux séries divergent, ~ = ~i = ~o est la seule

solution positive pour À = p.
Il en résulte que si À > p, l’intervalle [a (À), b (À)] contient 1. Pour À

fixé, toute solution positive de (3.i) peut s’exprimer comme combi-
naison linéaire à coefficients positifs des deux solutions correspondant
à j~i === 1, ~o = a (À) et ~i = 1, ~o = b (À).

Inversement, si a = 03C3’ = + ~, alors Ào 1 ; en effet, on a

03BB0(z0 z1) > p pour z0 ~ z1,

puisque a(p) = &#x26;(p) = 1. Pour ~o = ~i, en écrivant (3. i),

+ (X2014/?) ~

on voit que

zl+ 1 
- zl  03A0 03B1’i 03B1i ( z2 - z1) = 03A0 03B1’i 03B1i (03BB - p) z1 03B11

i=2 i=2

et, puisque a = + ~, zl+1 ~ - ~ si 03BB  p. On a donc Ào (1) p.

4. Étude de l’exemple du paragraphe 1. - D’après les résultats
du paragraphe 2, les éléments extrémaux de C sont pour un tel processus
solution du système S des équations
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En fait, ces équations ne sont pas indépendantes et sont équivalentes
au système des équations

(4.i) 
(4.2) z=~ V7
(4.3)

’ 

D’après le paragraphe 3, pour j et ~, fixés, une solution de (4. i) quel
que soit i est caractérisée par la donnée de zo, j, Ces nombres sont

eux-mêmes caractérisés pour ~. = 1 - À fixé comme solutions de (4.2)
par la donnée de zo, o, zo, i, z1, o, z,,1. Donc on obtient une solution et une

seule de S en se donnant 03BB, zo, o, zo,1, z1,1.

Cherchons maintenant les solutions positives de S. Pour chaque valeur
de 03BB comprise entre o et 1, l’ensemble des points (zo,1, zi, o, Z1,1) qui déter-
minent une solution positive de S est un convexe fermé CI, de R+3 éven-
tuellement vide. Une condition nécessaire pour que Ci, soit non vide est,

d’après le paragraphe 3, que

(!~,4) ~o z1, o ~ ~ ~~- N~o ,~0.1
Choisissons 03BB, z1, 0, z0, 1 tels que (4.4) soit satisfaite et prenons

(4.5) ~1,1= 

Alors on déduit de

D’où

z0,j+1 z1,j - z1,j+1z0,j= z0,1 z1,0 - z1,1 z0,0 = o

et

z1, j = Z1,j = z1 0

~o, j+1 ~o, j 
~~ ~ o ,

et, de même,
i _ ~i,1 _ Zo 1.

zi+1,0 = zi,0 = 
z0, 1.

Il en résulte que (4.4) est la condition nécessaire et suffisante pour que
la solution de S ainsi déterminée soit positive. On peut d’ailleurs mettre
alors cette solution sous la forme zi, j = xiyi, où
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Donc si (4.4) est satisfaite, la droite ri = z1, o, X2 = zo, i coupe C>, suivant
un intervalle fermé non vide contenant x;, = z1, 0 z0, 1.

Discutons (4.4); on a vu au paragraphe 3 que

~,o(~) ~P ~1-- ~,o(~); .

on a donc 
,

lo = inf 03BB0  p  1 2014 inf 0 (1) = 1 - m0.

Pour tout À tel que la ~ ~ ~ 1- mo, il existe zi, o et i satisfaisant (4. ~) ;
si la  1- mo, soit C?° l’ensemble des éléments extrémaux de Ca dans R3
et r l’ensemble de R4 défini par (x, y, z) E C° ; on a vu au paragraphe 2
qu’on pouvait définir un homéomorphisme entre F et les éléments extré-
maux de C.

Si la = 1 - mo = p et si pour x  1, )~o (x) > p, > 1- p,
(On a vu qu’une condition nécessaire et suffisante pour cela est que les
quatre séries (4.6) ci-dessous divergent)

(4.4) implique 03BB = p, z1,0 = z0,1 = 1, d’où zi,0 == 1 quel que soit i,
puis = 1 quel que soit i, j; d’où le

THÉORÈME 4.1. - La condition nécessaire et suffisante pour que la

frontière de la chaîne définie par (1. 7) soit réduite à un seul point est que
les quatre séries

divergent. 
’

/

On voit que c’est le cas, en particulier, si 03B1k = 03B1’k 03B2k = 03B2’k ( cas du
processus homogène avec 03A3 J03A0JI = 0).

5. Une condition suffisante pour que la frontière soit réduite
à un point dans le cas où n = 1. - Nous avons vu, au chapitre précédent
que, pour un processus homogène, la condition nécessaire et suffisante
pour que la frontière soit réduite à un point, était que l’espérance mathé-

matique du pas 03A3 J03A0I+JI soit nulle. L’étude du paragraphe 3 montre

que cette condition n’est pas nécessaire, même pour n = 1, dans le cas
général; nous allons montrer qu’elle est suffisante pour n = 1 en utilisant
le fait que g est totalement ordonné (nous notons les éléments de  par
une petite lettre si n = 1).
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PROPOSITION 5.I. - Si n = 1 et si ~ k = , alors
o ..

> o si et seulement si j e J, ~ i ~ ,
impliquent Z~ == 1 .

Démonstration. - Soit

puisque J engendre ~, - a  o  ~.
Soit

il résulte de (5 . 3) qu’il existe k > o, k E ~ tel que

(5.4) 

Soit ki le plus petit k > o satisfaisant (5.4), on a

Zi- o pour - a ~ j G o,
Zi- k1 03BDi or

d’où, pour - a o,

Zi+ j "_ vi ( J - k1) ~ 0

ou, en posant j - k1 = l, .

(5.5) Zl+k1+l - Zi+k1 - 03BDil  o pour - k1 - 03B1  03BB  k1.

On déduit aussi de (5.4) .

pour 

où

(5.6) Zi+k1+l - Zi+k1 - 03BDil o, - ki l o.

De (5.5) et de (5.6) on déduit
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On détermine ainsi une suite d’entiers kn tels que o  03B2 ; si l’on

pose i + 03A3kj = In,
1

03BDin  03BDin-1, Zin - Zin-1 -03BDin-1 kn  o.

D’où
n-1 1 n n-1 1

et 

0 1 0

d’où

~~ _

03A3kj
1

et en faisant n ~ + ~,

(5.8) 03BDi  o.

Par définition de v;, il existe j t E J, tel que

et j1, j2, ..., jn tels que
n

- 03B1  jl  o, 03A3jl = k’n
1

et

Zi+k’n-1 - Zi+k’n - 03BDi+k’n-1 jn = o,

d’où
n

Zi+k’n - Zi - 03A3 03BDi+k’l-1jl = o.l=1
Posons

Quel que soit k  o, en appliquant à i + k la construction ci-dessus,
on détermine n tel que 

- 

donc, en vertu de (5.7),
03BDi+k  03BDmi .

D’où
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et

03BDmi  
Zi - k’n

,

d’où, en faisant tendre n vers l’infini, U~’L ~ o et compte tenu de (5.,8),

03BDmi = o.

Il existe donc i tel que Vi = o et = o quel que soit n. D’où Zin = Zi
quel que soit n [car l’inégalité stricte dans (5.4) implique l’inégalité
stricte dans (5 . ~)]. On en déduit

Zi pour - - a G j ~ k,

puis pour - a L j, d’où compte tenu de (5. 3), = Zi quel que soit

j - a tel que j ~ ~ n, et comme U n  = , quel que soit j  - 03B1,
0 0

donc quel que soit j.

6. Étude d’une transformation qui conserve la frontière. - Étant
donnée une matrice fi de probabilité, nous cherchons à définir d’autres
matrices P telles que

PZ = Z, Z  o ~ 03A0 Z = Z, Z  o.

PROPOSITION 6.1. - Si

(6.1) PJI = 03A3 an(I)03A0nJI,
n=O o

où 

~0, ~, _-_.p ,
n~o

II Z = Z, Z ~ o entraîne PZ = Z.

Cette proposition résulte immédiatement du fait que les sommations
peuvent être permutées, puisque tous les termes sont positifs.
La transformation (6. I) admet l’interprétation suivante : considérons

un jeu dont les coups sont indépendants, le résultat du (p + 1)ième coup
étant J avec probabilité IIÎ si celui du ptèrnc est I. Un joueur qui a joué
le pième coup décide de rejouer au (p + n)ième par un premier tirage au
sort de répartition an (I); il joue ainsi à un nouveau jeu défini par P.
La proposition 6. I . admet une réciproque dans le cas particulier où

an (I) = o quel que soit n ~ 2.
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PROPOSITION 6.2. - Si PÎ = a0(I) 03B4JI + (1- a0(I)) 03A0JI [o a0(I)  1)

PZ = Z, Z  o ~ 03A0 Z = Z, Z  o.

En effet,

J

entraîne

ZI = 03A3 03A0JI ZJ.
J

La proposition 6. i admet aussi une réciproque en ce qui concerne
les solutions bornées de 03A0 Z = Z. -

PROPOSITION 6.3. - Si 

~(n-1)an(I)
s Îp 2 1- ao I  ~, > ao(I) 1, > PZ = Z, >

Z borné entraîne 03A0 Z = Z.

Soit 0394n la matrice diagonale d’éléments an (I) 03B4JI, (6. i) s’écrit

P = 03A3 0394n 03A0n, où 03A30394n = I

o 0 

et PZ = Z implique
~ e n-l i

ou 

o 1 0

ou

((I - 03940) + 03A3 0394n 03A3 03A0k) (II - I) Z = o,
d’où 

(I + (I - 03940)-1 03A30394n 03A303A0k) (n - i)Z = o.
Soit
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puisque

1 + B est donc inversible et II Z = Z.

Il est possible de préciser ces résultats quand an ne dépend pas de I ;
~n commute alors avec II. Cette transformation a été introduite par
Cohen [1], [2].

PROPOSITION 6.4. - Si -

P = 03A3an03A0n, an o, 03A3an = 1,o o

la condition nécessaire et suffisante pour que PZ = Z, Z  o soit équivalent
à 03A0 Z = Z, Z  o quelle que soit la matrice de probabilité Ii, est que l’équa-

tion  an zn = 1 admette z = 1 comme seule racine de module 1 (ou
o .. 

°

encore que le P. G.C.D. des k tels que ak > o soit égal à 1).
La condition est nécessaire : soit 03A0ji = 03B4ji+1,

. Zi+1= Zis

PZ = Z entraîne .

(6.2) - ~l.

Si le P.G.C.D. des k tels que ak > o est égal à p, on obtient une solution
de (6.2) en choisissant arbitrairement Zi, Z~, ..., Zp ~ et en prenant
Zi+np = Zi.
La condition est suffisante : Soit Z ~ o tel que PZ = Z; on remarque

que P et II commutent; on a donc P llk Z = llk Z ou, en posant
(03A0kZ)I = ZI Uk,

(6.3) 03A3an Un+k = Uk, avec Uk  o, U0 = 1.

o

On montre comme au chapitre précédent qu’un élément extrémal du
cône défini par (6 . 3) satisfait U~ Uk = quels que soient j, k tels
que ak ~ o et comme le P.G.C.D. des ak tels que ak ~ o est égal à 1,

Ui = (u)~, avec u~ = 1, d’où u = 1 et (llk Z)i = Zi quels que
~ 

0

soient 1 et k.
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7. Transformée d’un processus de naissance et de mort. - Nous

nous proposons dans ce paragraphe de déterminer tous les processus
obtenus par une transformation de la forme

quand II est la matrice d’un processus homogène, de naissance et de mort.
Il s’agit donc, étant donné

+~

03B1n  o, 03A303B1n = 1,
~ ~ 

.

de savoir à quelles conditions il est possible de déterminer

+~

al  o, 03A3al = 1,
o

et p, q, p ~ o, q ~ o tels que p + q = ~ satisfaisant

+~ +~

(7. I) 03A303B1n eni03B8 = 03A3al(p ei03B8 + qe-i03B8)l

ou

(7.2) 03B1n = 03A3Cl2l-n pl ql-n a2l-n
l~_o
l~n

ou 

n

(7.3) an(q p)1 2 = 03A3Cl2l-n(pq)2l-n 2 a2l-n.

l~_o
l~n

ou, en posant
n

( 7.4) 03B2n = 03B1n(q)2, bl = al(pq)1 2,

P
(Î.~) 

l-o -

ln

avec



I86

D’où une première condition nécessaire

03B2-n = 03B2 n Oll 
03B1-n 03B1n = (q p)n

ou

n03B1-n 03B1n = q p,(7.7)
an h

d’où

03B2n = 3_,t = a,t 03B1-n.

Les A;t pour n ~ o, I ~ o définissent une matrice A dont l’inverse à

. gauche, X, s’il existe satisfait

~ Î . g ) ~ Xk Aia = ~k .

n-o

ou, en tenant compte de (7.6),
l l+n

(7.9) 03A3Xnk Cl2 = Sl; i
n-o 

-

(7 . g) implique X~ = o pour n  k et pour n - k impair; d’où

(’1. io) ~ X~ =1 
,

et, en posant l = k ~- 2 r, n = k ~- Z s,

ce qui détermine de façon unique les Xk pour n ~ k.r

On déduit d’ailleurs de
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D’où, en faisant z = -1, le premier membre de (7 .13) étant nul pour r > o
égal à k 1 pour r = o,

résultat qu’on aurait pu établir à partir de (7. r) en utilisant les poly-
nomes de Tchebycheff.
X est aussi un inverse à droite de A, en effet 

’

Or

D’où 
’

et

(7.I~) 
/==0

Soit
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p et q étant déterminés par (7.7), distinguons deux cas :

a. p ~ q (on peut alors supposer p > q). - De

|Xk+2 sk | ~ (k + 2s)kk!,

on déduit que .

converge absolument. D’où

d’où l’unicité de la solution.

Par ailleurs, on déduit de (7.20)

donc le rayon de convergence de 03A3b’k zk est supérieur à Log p q. Suppo-
sons 03B2k choisi de façon que

(7.22) ) 
, 

~=0

~

soient ~ = ~ R le rayon de convergence de 

Pour q p  21  1 et |pz + q z |  R,

~’~ i..[.-(~)’]=i-..(~-;)’’ 
’

o 
Pz 

o 

z

En effet,
r r

est sommable pour p  Log 

(7. z3) est donc valable pour .
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et, par prolongement, pour

- ~ ~~i i et /~-+-~ ~ R.
Si z = r ei~,

. 

~ = p z + z q = sin 6

définit une correspondance biunivoque entre l’intérieur de l’ellipse
à deux feuillets de demi-axes 1 et p - q et la couronne !1  | z | (  1.

Soit 03C6 (z) = anzn le premier membre de (7. 23), 03C6 (z) + 03C6 ( q définit
une fonction de ~ analytique à l’intérieur de l’ellipse de demi-axes 1 et p-q
On a alors 

~’~~) =~an~n pour ~ ~ ~  R.
o

Si R était strictement inférieur à 1, ~ (~) pourrait se prolonger le long de
l’axe réel par une fonction totalement croissante (an  o) elle-même pro-
longeable analytiquement à l’intérieur du cercle |03B6|  1; on a donc R  1.

. En faisant tendre z vers 1 dans (7. 23), on obtient

03A3a’n = 03A303B1n = 1,

les deux conditions (7.7) et (7. 22) sont donc, si p > q, des conditions
nécessaires et suffisantes pour l’existence et l’unicité des ai.

b. p = q. - Alors fin = an, mais la majoration fournie par (7. ig) ne

permet plus d’affirmer que 03A3 | Xk+2 sk | 03B1k+2s converge. Or, si la série

qui définit b’k converge, celle qui définit b’k-2 converge absolument;
en effet, elle a pour terme général

L’exemple suivant montre que peut diverger. On a
s
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D’autre part, de

on déduit

(7.26) 1 - 203B8 03C0 = 2 03C0 03A3 1.3 ... (2n - 1) 2.4 ... 2n (cos03B8)2n+1 2n+1 (o  03B8  03C0).

La relation (7. i) est donc satisfaite par p == ~ = ;)

et

Xk+2 sk 03B1k+2s = (-1)s 4 03C02 (s+1) ... (s+k-1) k + 2

ne tend pas vers zéro si k ~ 2. 
-

Étant donné les o:/ tels que

- +- ao

03A303B1i = 1, 03B1i  o, 03B1i = 03B1-i,
- ~

la fonction 

j ( 03B8 ) = ao + . , _ £ an cos n fin (6) cos n 03B8

est définie pour tout 0 réel. Par ailleurs,

6- Log ( u + ~/u?-1~
l

est holomorphe à l’intérieur du cercle [  1 et prolonge Arc cos u si
l’on prend la détermination du logarithme réelle pour u réel.

Si l’on pose

’‘-6_=x+iy,

on a = sh2 y + sin2 x et .[ u ~  1 entraîne
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ce qui définit un domaine D. Donc, si q (0) peut être prolongée par une
fonction holomorphe dans D, 03C8 (u) = cp (03B8(u)) sera holomorphe à l’inté-
rieur du cercle u ~  1 et de

..

. o

on déduira 
~ 

(7.27) 03B10 + 203B1n cos n 03B8 = 03B1n(cos 03B8)n,
l o

les an étant donnés par .

 7 . a 8 > n = -L = i n 03C6 (03B8) sin 03B8 d03B8 (cos 03B8)n+1 ,

où r’ est une courbe de D entourant 0 = ’-‘ .
2

Si les a,i ainsi déterminés sont ~ o, en faisant tendre 0 vers zéro, on
obtient

o i

L’exemple suivant montre qu’on peut avoir
- {-00

et que 03C6 peut ne pas être analytique pour 8 = 2 : il suffit de remplacer 03B8

par 2 0 dans (7.24)

En résumé, on a le

THÉORÈME ?. ~. . - Étant donné
+~ . 

,

03B1i  o, 03A303B1 i = 1,
- ~

pour qu’il existe p o, q  o, p + q =1, el
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tels que (7 . i), il est nécessaire que

n03B1-n 03B1n

ne dépende pas de n. Alors

Si p # q; il est nécessaire et suffisant que .

et alors on a la solution unique

Si p = q = 2 , il est nécessaire et suffisant que la fonction

puissent être prolongée par une fonction hotomorphe dans Ie domaine D
défini par

sin2 Re ( 8 ) + sh2 I m ( 8 )  I , .

S’il en est ainsi, ef si

1 

/ 03C6 (0 ) 
sin 0 d0 

où r est une courbe de D entourant te point 03B8 = 2, alors on a la solution
unique
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